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Introducciéon

En 1890 Giuseppe Peano (1858-1932) publicé el articulo “SUR UNE COURBE QUI
REMPLIT TOUTE UNE AIRE PLANE” en el que senald la existencia de una funcién
continua y sobreyectiva definida en un intervalo cerrado de la recta real que aplicaba el
intervalo sobre una regién bidimensional del plano.

Luego, otros mateméticos como Hilbert, Moore, Lebesgue, Sierpinski, Polya nos en-
riquecieron con mds ejemplos de estos entes matematicos antiintuitivos, sorprendentes
y paraddjicos.

El informe consta de cinco capitulos. En el primero (Generalidades) el lector encon-
trard una motivacion para la lectura del informe. El segundo (Preliminares Matemati-
cos) brinda una breve fundamentacién tedrica necesaria para abordar la temdtica. El
tercero (Dos espacios homeomorfos: Cantor y los Cddigos) expone de manera formal la
equivalencia topolégica de estos dos espacios. El cuarto (Curvas que llenan el plano)
presenta la construccién de curvas que llenan el plano a través de funciones continuas y
sobreyectivas. El quinto (Algoritmos) describe algoritmos que generan curvas que llenan

el plano.



Capitulo 1

Generalidades

“La falta de dudas lleva al hombre a una
falta de curiosidad y entonces no existe la

quietud luego, no hay matematica”.

Leopoldo Varela.
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Las Curvas que llenan el plano fueron creadas (descubiertas) por primera vez por el
matemadtico italiano Giuseppe Peano quien nacié el 27 de agosto de 1858 en Cuneo,
Piamonte, Spinetta, Italia.

Es interesante conocer varios de los aportes de este italiano al enriquecimiento de la
matemaética. Fue pionero de la légica axiomaética.

En 1889 Peano publicé los axiomas que llevan su nombre a través de los cuales define
el conjunto de los nimeros naturales. En 1890 publica un articulo titulado “SUR UNE
COURBE QUI REMPLIT TOUTE UNE AIRE PLANE” en el que expone la construc-
ciéon de una curva que tiene la propiedad notable de llenar el plano, en el sentido de
que pasa por cualquier punto.

Peano introdujo elementos bésicos de célculo geométrico y dié definiciones nuevas para



el tamano de un arco y para el drea de una superficie encurvada.

Ademis creé el lenguaje artificial Interligua y se le reconoce la introduccién del simbolo
(€) pertenecer.

La construccion de las curvas que llenan el plano se remonta al descubrimiento de George
Cantor, acerca de que el intervalo [0,1] puede hacerse corresponder biyectivamente
al cuadrado [0, 1]2. Surgié entonces la pregunta de si tal correspondencia podria ser
continua.

En 1879 E. Netto di6 fin a tal cuestionamiento al demostrar que dicha funcién biyectiva
es necesariamente discontinua.

Atun asi, si la condicién de biyecciéon no se tiene en cuenta jes aun posible obtener
una funcién continua y sobreyectiva de [0, 1] en |0, 1]2? Giuseppe Peano respondié de
una vez por todas a esta cuestion en 1890 con la construccién de la primera curva que
cumplia tales caracteristicas en cuyo honor se le di6 el nombre de CURVA DE PEANO.
A primera vista, fue sorprendente y paraddjico el descubrimiento de Peano debido a
que el intervalo [0,1] “llena” un cuadrado, en otras palabras, la dimensién 1 llena la
dimensioén 2, de esta manera se inici6 el anélisis riguroso del concepto de dimensién.
Ejemplos adicionales fueron dados por David Hilbert en 1891; E.H. Moore en 1900; H.
Lebesgue en 1904; W. Sierpinski en 1912; George Polya en 1913 y otros subsiguientes.
Alrededor del fin del siglo XIX se descubrieron muchas de estas curvas y se construyeron
en tres dimensiones por lo que se les denominé curvas que llenan el espacio. En esta

monograffa tnicamente se trabajard en dos dimensiones razén por la cual se titula

“CURVAS QUE LLENAN EL PLANO”.



1.1. Curvas que llenan el plano

Lo que normalmente entendemos por curva e imaginamos cuando pensamos en ésta es
una linea dibujada sobre el papel.

Las curvas que llenan el plano son ejemplos contrarios a esta intuicién porque su dibujo
es una mancha oscura.

Esto nos obliga a aclarar el concepto de curva y a revisar algunos ejemplos detallados
de curvas que llenan el plano, lo cual se presentard en el capitulo 4.

Por ahora, preocupémonos por “bosquejar” el proceso que nos conduce a la formacién
de esta mancha oscura.

Partamos de un cuadrado que se divide en nueve subcuadrados iguales. Debemos en-

contrar una manera de recorrer todos estos subcuadrados a través de una curva.

3 4 9
2 5 3
1 6 7

Una solucion a lo propuesto es recorrer un camino en el orden de la anterior numeracién




.. Como podriamos recorrer el cuadrado si ahora no tenemos nueve subcuadrados sino
817

Saquemos una fotocopia reducida a la tercera parte, entonces obtenemos

Podemos unir nueve de estas fotocopias como lo indica el siguiente grafico:

Fijese que seguimos llenando el cuadrado en el mismo orden. Al cuadrado 2,4,6,8

se le ha sometido a una reflexién con respecto a la horizontal para hacer posible la



continuidad de la curva.

A

Al continuar con esta construccién un nimero infinito de veces, entonces jllegaremos a
cada punto del cuadrado!, lo hemos llenado por completo.

Podemos idear otras curvas que también llenen el cuadrado.

Suponga que usted es un pintor de rostros y utiliza una técnica que consiste en disenar
una cuadricula e ir reproduciendo la fotograffa dibujando la parte respectiva en cada
subcuadrado de su cuadricula.

Para lograr una mayor precisiéon cada subcuadrado debe tener la menor drea posible
hasta que se convierta en un punto, a estos subcuadrados se les llama pixel, entonces
vamos a recorrer estos pixel para lograr nuestro cometido:

Dividamos el cuadrado en cuatro subcuadrados iguales y recorrdmoslo de la siguiente

manera:

En la etapa siguiente se sacan cuatro fotocopias reducidas a la mitad y las unimos para

7



formar el cuadrado original, pero girando dos fotocopias, una en un éngulo de —90° y

otra un dngulo de 90° y se unen otra vez los centros de los subcuadrados como lo indica

la figura:

Gitode Gito de
e an*

Si iteramos el proceso la curva que obtenemos pasa por todos los puntos del cuadrado,
logrando asi una reproducciéon bastante precisa de nuestro rostro.

Bien, ahora preguntémonos, jes posible reproducir una fotografia que tiene forma
triangular?, es decir, jencontrar una curva que su dibujo sea una mancha triangular?.

Presentamos en la siguiente figura una de las tantas respuestas a esta cuestién:



12.5pg
Fijese que podemos hablar del orden en que la curva va pasando por cada tridngulo,

por medio de la siguiente gréfica:

13.Jpg

Observe que la curva pasa por todos y cada uno de los tridngulos. Si hacemos lo anterior
reiteradamente entonces llenaremos el tridngulo.

A partir de la construcciéon anterior también es posible llenar un cuadrado. Imagine
que colocamos un espejo en la base del tridngulo, es decir, que estamos haciendo una

reflexién entonces se obtiene lo siguiente:



14.5pg
Tenemos m&s opciones para construir curvas que llenan el plano. A continuacién, en

cada uno de los ejemplos se presentan los dos primeros pasos en el proceso de iteracién

que conlleva a la mancha oscura de la que hemos hablado.

Ejemplo 1

15.5pg
Paso 1 Paso 2
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Ejemplo 2

11

9
16.5pg
Paso 1 Paso 2
Ejemplo 3
10 (0,1) 1) (0,1) 1,1
17.jpg (0,0) 1,0 (0,0) 1,0)
Paso 1 Paso 2



Capitulo 2

Preliminares matematicos

“Mi interés por la ciencia siempre se limit6 en esencia
al estudio de los principios...”

Albert Einstein.

Teniendo un acercamiento intuitivo de las curvas que llenan el plano es fundamental
hacer hincapié en las definiciones, proposiciones, axiomas y ejemplos que permitirdn el
estudio formal de estos entes abstractos que conllevan a una de las tantas creaciones
sorprendentes en matematicas.

En este capitulo se presentan los conceptos necesarios para abordar la temédtica
propuesta en esta monograffa. Se divide en cinco aspectos fundamentales: Espacios
métricos, Sistema Iterado de Funciones, Fractales, Topologia y Bases nimericas que
ofrecen al lector un buen inicio para llegar a comprender lo aqui planteado en lo que

respecta a las curvas que llenan el plano.
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2.1. Espacios métricos

Definicién 2.1 Un espacio métrico (X,d) es un espacio X junto con una funcion
d: X x X — R que mide la distancia entre pares de puntos x Ny en X.

Requerimos que d cumpla los siguientes axiomas:

i)d(z,x) =0V x € X.

i) 0 <d(z,y) <ocoVa,yeX, x#uy.

iii) d(z,y) =d(y,z) V¥V z,y € X.

w) d(z,y) <d(z,z) +d(z,y) Va,yz€X.
La funcién d es llamada métrica.

Ejemplo 2.1 En el espacio métrico X = R es facil ver que (R, d,) siendo d,, = |x — y|,
es un espacio métrico, du se denomina métrica euclidiana de la recta o métrica

usual.

Definicién 2.2 Dos métricas dy y do en un espacio X son equivalentes si existen

constantes 0 < ¢y < ¢y < 00 tal que

Cldl (x,y) < d2 (:E,y) < Cle (l',y) v (l’,y) € X xX.

Ejemplo 2.2 La métrica euclidiana del plano dy (z,y) = \/(Il — 1)+ (22— 1)° es

equivalente a la métrica de Manhattan do (x,y) = |1 — y1| + |22 — 12| en el espacio R*

Definicién 2.3 Dos espacios métricos (X1,d1) y (Xa,d2) son equivalentes si existe
una funcion h : X1 — X, que es inyectiva y sobreyectiva tal que la métrica di en X

definida por dy (z,y) = dy (h (x),h(y)) ¥ x,y € X, es equivalente a d;.

Ejemplo 2.3 ([O, 1]2 ,dl) y ([O, 1]2 ,d2) siendo dy la métrica euclidiana del plano y ds

la métrica de Manhattan son espacios métricos equivalentes.

13



Definicién 2.4 Sea f : X1 — X5 una funcion de un espacio métrico (Xi,d;) a un

espacio métrico (Xa, ds) es continua si para cada e >0 xz,y € X existe § > 0 tal que

dy(z,y) <0 =da(f(x), [ (y)) <e

st f es también inyectiva y sobreyectiva entonces es invertible.
Si f~1 es continua entonces decimos que f es un homeomorfismo entre X; y X,.

En tal caso decimos que X1 y Xo son homeomorfos.

Definicién 2.5 Una sucesion {z,},., de puntos en un espacio métrico (X,d) es lla-
mada una sucesion de Cauchy si para todo nimero dado € > 0 existe N > 0 tal que

d(zp, xy) < e para todo n,m > N.

Definicién 2.6 Una sucesion {z,} -, de puntos en un espacio métrico (X,d) se dice
que converge a un punto x € X si para algin € > 0 existe un entero N > 0 tal que

d (z,,x) < € para todo n > N

En este caso el punto x € X, al cual la sucesién converge es llamado limite de sucesién
y se usa la notaciéon r = lim z,

n—oo
Alrededor del limite x de una sucesién convergente es posible construir una vecindad

B. () ={y € X : d(x,y) <€}, lo que denota una bola cerrada de radio ¢ > 0 centrada

en r.

Teorema 2.1 Si la sucesion de puntos {x,} -, en un espacio métrico (X, d) converge

a un punto x € X entonces {z,},~, es una sucesion de Cauchy.

Definicién 2.7 Un espacio métrico (X,d) es completo si toda sucesion de Cauchy

{zn}.2, en X tiene un limite v € X.

Ejemplo 2.4 (R? d,) siendo, d, la métrica euclidiana del plano denominada también

métrica usual es un espacio métrico completo.

14



Definicién 2.8 Sea S C X un subconjunto de un espacio métrico (X,d). Un punto
z € X es llamado un punto de acumulacion de S, si existe una sucesion {x,} ., de

puntos x, € S — {x} tal que lim x, = .
El conjunto de los puntos de acumulacién de S se denota S’

Definicién 2.9 Sea S C X un subconjunto de un espacio métrico (X,d). La clausura
de S, que se denota S se define por S = SUS'.S es cerrado si contiene todos sus puntos
de acumulacion, esto es, S = S. S es perfecto si es iqual al conjunto de todos sus puntos

de acumulacion.

Ejemplo 2.5 Sea (X,d) espacio métrico donde X = {a}, con métrica definida por
d(a,a) =0.

La sucesion {x, = a}. -, converge a a, por lo que es una sucesion de Cauchy.

Sea S = {a},S C X,S no tiene puntos de acumulacion porque cada elemento de la
sucesion debe pertenecer a S —{X} = ¢, lo que genera contradiccion.

La clausura de S,S = SU S’ entonces S = {a} Up = S por lo que S es cerrado.

S no es perfecto porque no es igual a S’ ({a} # ¢). (X, d) es un espacio métrico comple-

to porque cada sucesion de Cauchy (sélo hay una, la sucesion constante) es convergente

en X.

Ejemplo 2.6 La sucesion {S,},,, definida en el espacio métrico (Q,d,) de la forma:

1 2
S1 >0, S = 3 (Sn + S_> converge a V2.

La demostracién de lo anterior se encuentra en ([2])
., fe'e) .2
La sucesién {S,}, _, es una sucesiéon de Cauchy en Q pero no converge a un punto de
Q; por lo tanto (Q, d,,) no es un espacio métrico completo.
Los puntos de acumulaciéon de Q son los irracionales, por lo que Q no es cerrado ni

perfecto.

15



Definicién 2.10 Sea S C X un subconjunto de un espacio métrico (X,d) S es com-

pacto si toda sucesion infinita {x,} —, en S contiene una subsucesion que tiene limite

en S.

Definicién 2.11 Sea S C X un subconjunto de un espacio métrico (X, d) . S es acotado

st existe un punto a € X y un nimero r > 0 tal que d(a,x) <r Vo € X.

Definicién 2.12 Sea S C X un subconjunto de un espacio métrico (X,d). S es total-
mente acotado si para cada e > 0 existe un conjunto finito de puntos {y1,ys, Y3, ..., Yn}t C

S tal que siempre que x € X,d (x,y;) < € para algin y; € {y1,Y2,Y3, -, Yn} -

Teorema 2.2 Sea (X,d) un espacio métrico completo. Sea S C X. Entonces S es

compacto si y solo si es cerrado y totalmente acotado.
La demostracién de este teorema se encuentra en ([1]).
Teorema 2.3 Si f : K — X es continua y K es compacto entonces f (K) es compacto.

Definicién 2.13 Sea S C X un subconjunto de un espacio métrico (X,d). Un punto
r € X es un punto frontera de S si para todo € > 0, B. (x) contiene por lo menos un
punto en X — S y un punto en S. El conjunto de todos los puntos frontera de S es

llamado la frontera de S y se denota 0S

Definicién 2.14 Sea S C X un subconjunto de un espacio métrico (X,d). Un punto
r € S es llamado un punto interior de S si existe un € > 0 tal que B.(x) C S. El

conjunto de los puntos interiores de S se denota S°

Definicién 2.15 Sea S C X un subconjunto de un espacio métrico (X, d). S es abierto

si para cada x € S existe un € > 0 tal que B (v) ={y € X :d(z,y) <e} C S

16



Teorema 2.4 Si (X, d) es un espacio métrico entonces S C X es abierto es equivalente

a X — 8 es cerrado.

Demostracién. i) S C X, S es abierto = X — S es cerrado.

Sea {z,}, - una sucesién en X — S con limite z € X

Se debe demostrar que r € X — S

Supongase que x € S, entonces toda bola B. (x) con € > 0 contiene un punto x, € X -5,
lo que significa que S no es abierto. La suposicién genera contradiccién por lo tanto,
r e X — 85, es decir, X — S es cerrado

i1) X — S es cerrado = S es abierto

X — S es cerrado. Sea x € S queremos demostrar que existe B, (z) C S.

Supongamos que no hay una bola B, (z) C S, entonces para todo entero n = 1,2,3, ...
podemos encontrar un punto z, € B1 (x)N(X =29).

Claramente{z, } , es una sucesién en X — S con limite 2 € X. Como X — S es cerrado
entonces © € X — S lo que contradice que x € S.

La suposicién de que no existe una bola B, (z) C S es falsa.

Por consiguiente existe una B. (z) C S. Entonces S es abierto.ll

Definicién 2.16 Un espacio métrico (X,d) es conexo si los inicos subconjuntos de X
que son simultdneamente abiertos y cerrados son ¢ y X.

Un subconjunto S C X es conexo si el espacio métrico (S,d) es conexo.

S es disconexo st no es conero.

S es totalmente disconexo si cumple con la condicion de que sdlo los subconjuntos

conexos no vacios de S son subconjuntos que consisten en puntos singulares.

Definicién 2.17 Sea S C X un subconjunto de un espacio métrico (X,d), si para cada
par de puntos x Ny en S existe una funcion continua f : [0,1] — S tal que f (0) =x A

f (1) =y tal funcion f se denomina grafo de x ay en S.

17



Definicién 2.18 Sea (X, d) un espacio métrico completo. Entonces H (X) denota el

espacio cuyos puntos son subconjuntos compactos de X.

Definicién 2.19 Sea (X,d) un espacio métrico completo, v € X y B € H(X). Se
define d (z, B) = min{d (z,y) : y € B}, d(x, B) es llamada distancia desde el punto x

hasta el conjunto B.

Definicién 2.20 Sea (X,d) un espacio métrico completo. Sea A, B € H(X) se de-
fine d(A,B) = méx{d(z,B):x € A}. d(A, B) se conoce como la distancia desde el

conjunto A € H (X)) hasta el conjunto B € H (X).

Definicién 2.21 Sea (X, d) un espacio métrico completo, entonces la distancia Haus-

dorff entre puntos A y B en H (X) se define por h (A, B) = méax {J(A, B) ,CZ(B,A)} .

2.2. Sistema Iterado de Funciones

Definicién 2.22 Una transformacion w = R* — R? de la forma
w (21, 22) = (azy + bxe + €, cxy + dvg + f)

donde a,b,c,d, e, f son nimeros reales, se llama transformacion afin.

Una notacion equivalente es:

T a b T e a b
w(x) =w = + = Az +1t donde A = es

To c d To f c d
una May y t es el vector ; )
La matriz A puede también escribirse de la forma:
a b ricost; —rqosents
c d risenfy  1rocosfs

donde (r1,01) son las coordenadas polares del punto (a,c) y (7“2, (92 + %)) son las coor-

denadas polares del punto (b, d) .

18



Definicién 2.23 Una transformacion w : R*? — R? es llamada similitud si r; =

re, 01 = O es decir si tiene la siguiente forma.

1 rcosd —rsenb 1 e
w = + 0
T rsenl  rcost To f
1 rcosd  rsend 1 e
w = +
Ta rsenf —rcost Ta f

para alguna traslacion (e, f) € R?, algiin nimero real r # 0 y algin dngulo 6, 0 < 0 <

2m.0 denota el dngulo de rotacion y r factor de escala.

o 1 rcos) —rsend T _
La transformacion lineal Ry = es una rotacion.
Ta rsenl  rcost T
La transformacion lineal
T 1 0 T . . .
R = es una reflexion. Su notacion en forma compleja es
i) 0 —1 Hip)

R(2) =rze? + e+ fi

Definicién 2.24 Una transformacion f : X — X en un espacio métrico (X,d) se
conoce como contraccion si existe una constante 0 < s < 1 tal que d(f (x),f(y)) <'s

d(z,y) Yo,y € X. El nimero s se denomina factor de contraccion de f.

Definicién 2.25 Sea f : X — X una transformacion en un espacio métrico. Un punto

zry € X tal que f (zy) =z es llamado punto fijo de la transformacion.

Lema 2.1 Sea w : X — X una funcion de contraccion en un espacio metrico (X, d)

entonces w es continua

Demostracién. Dado ¢ > 0. Sea s > 0 un factor de contraccién para w entonces
g

d(w(r),w(y)) < sd(z,y) < e siempre que d (z,y) < 0 donde § = £ esto completa la

prueba.
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Definicién 2.26 Un Sistema Iterado de Funciones consiste de un espacio métrico com-
pleto (X, d) junto con un conjunto finito de funciones de contraccion w, : X — X con
sus respectivos factores de contraccion s, paran =1,2,...,N la abreviatura “SIF 7 es
usada para “Sistema Iterado de Funciones” la notacion de SIF es {X;w,,n=1,2,3,..., N}

y su factor de contraccion es s = méx{s, :n=1,23,..., N}

Teorema 2.5 Sea {X;w,,n=1,2,3,...,N} un SIF con factor de contraccion s. En-

tonces la transformacion W : H (X) — H (X) definida por

para todo B € H (X) es una funcion de contraccion en el espacio métrico completo de
(H (X),h(d)) con factor de contraccion s.
Esto es

h(W (B),W (C)) < sh(B,C)

su unico punto fijo A € H(X) cumple

y estd dado por A = lim W°" (B) para algin B € H (X) ,donde

n—oo

W (By=WoWo..oWoW(B),

n veces

la composicion de w sobre si misma n veces.

Definicién 2.27 El punto fijo A € H (X) descrito en el terorema es conocido como el

atractor de SIF.

Ejemplo 2.7 Consideremos R? como espacio métrico completo usando la métrica

euclidiana (R?,d,,) y las siquientes contracciones:
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T %0 T
W1 =
y 0 3 y
1 1
T = 0 T =
o _ 2 n 2
y 0 3 y 0
1 1
T = 0 T =
w3 = 2 + 4
Y 0 3 Y 3

tenemos que {R?;wi,ws, w3} es un Sistema Iterado de Funciones (SIF). La funcion
3

W(B) = U wy (B) para cada B € H(R?) es una contraccion, para la cual existe
n=1

A+ ¢, A C R? compacto tal que A es el atractor del SIF, es decir, para todo B C R?

compacto y no vacio

lim W (B)=AyW (A=A

n—oo

A se conoce como el triangulo de Sierpinski.

+um

= o - -

2.3. Fractales

Hablamos de una nueva geometria cuando nos referimos a los fractales, es un lenguaje
usado para describir formas complejas en la naturaleza: nubes, montanas en el horizonte,
lineas costeras, fracturas de metales, etc.

Los primeros fractales aparecen con el descubrimiento (o creacién) de funciones
continuas no derivables en los trabajos andliticos de Riemman y Weirstrass hace

aproximadamente 134 anos.
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Dos propiedades caracteristicas de los fractales son autosimilaridad y dimensién.
Ser autosimiliar significa que cuando examinamos pequenas porciones del objeto, la
imagen que vemos no es mds que una copia del objeto inicial.

El tridngulo de Sierpinki es un conjunto autosimilar

Es la unién de tres copias de si mismo reducidas a la tercera parte de su tamano original.

Bien, ahora iniciemos el estudio de la dimensién fractal.

Definicién 2.28 Sea A € H (X) donde (X,d) es un espacio métrico. Para cada e > 0.
Sea N (A, ¢e) el menor nimero de bolas cerradas de radio € > 0 que se necesitan para

cubrir A.

Si D = lim {%} existe, entonces D se denomina dimension fractal de A.

E—00

Teorema 2.6 Sea A € H(X), donde se utiliza la métrica euclidiana. Cubra R™ por
cuadrados cerrados de longitud (1/2"). Sea N,, (A) la notacion para indicar el nimero
de cuadrados de lado 1/2™ que intersectan al atractor.

Si D = lim {M} entonces A tiene dimension fractal D.

La demostracién del teorema anterior se encuentra en [1].
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Ejemplo 2.8

= ' '
-TITI -TIT- J.'IJ. fie. J.'J.'J. A Sk A J.=l.'l.'l. J.'J.'J.'J. -TITI -#- aTa! J..J.'J.'J. e, IJ. -1'!1'- ik s i !J. J.'IJ.

En el trigngulo de Sierpinski se tiene que Ny (S) = 3, N3 (S) =9, N3 (S) = 27, Ny (S) =
81, en general N, (S) =3" paran =1,2,3,...

El teorema 2,6 implica que

D= lim In(3") In3
n—oo In (27) " In2

= 1,58496250072

Fijese que es un valor intermedio entre uno y dos, entonces podria decirse que el tridn-
gulo de Sierpinski es mds que una recta pero menos que un plano.

Es dificil explicar aqui la definicion de dimension topologica. Asumamos que la dimen-
sion topoldgica de un punto es cero, de una recta es uno y de un plano es dos.

Seguin el matemdtico polaco Benoit Mandelbrot un fractal es un subconjunto autosimilar

del plano cuya dimension fractal excede a su dimension topoldgica.

2.4. Topologia

Definicién 2.29 Una topologia en un conjunto X es una coleccion T de subconjuntos

de X llamados conjuntos abiertos que satisfacen
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i) Cualquier union de elementos de T pertenece a T
i1) Cualquier interseccion finita de elementos de T pertenece a T
iii) ¢ y X pertenecen a T

Decimos que (X, T) es un espacio topoldgico

Ejemplos

o La topologia métrica generada por la métrica usual en un subconjunto de R” se llama
topologfa usual.

o Todo espacio métrico genera una topologia.

o Sea X cualquier conjunto, sea 7 la coleccién de todos los subconjuntos de X, entonces
T es una topologia para X, que se conoce como topologia discreta.

o Sea X cualquier conjunto y sea 7 = {¢, X} entonces 7 es una topologia para X,
llamada topologia grosera para X.

o Sea X = {a,b} sea T = {¢,{a}, X} entonces T es una topologia para X.

Definicién 2.30 St X es un espacio topoldgico y EE C X decimos que E es cerrado si

y solo si X — E es abierto

Teorema 2.7 S F es una coleccion de conjuntos cerrados en un espacio topoldgico
entonces:

i) cualquier interseccion de miembros de F pertenece a F

i1) cualquier union finita de miembros de F pertenece a F

iii) ¢ y X pertenecen a F

Definicién 2.31 Una funcion f de un espacio topoldgico (X, 7) en (Y, ) es continua
st y solo st la imagen inversa de cada conjunto abierto es abierta. Mas evactamente f
es continua con respecto a T si y solo si f~1(U) € 7 para U € p.(también se cumple

para cerrados).
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Definicién 2.32 Un homeomorfismo o transformacion topoldgica, es una funcion bi-
univoca continua de un espacio topoldgico de X sobre un espacio topologico Y tal que
f~ tambien es continua.

Si existe un  homeomorfismo de un espacio sobre otro , ambos espacios se dicen
homeomorfos.

Dos espacios topoldgicos son topologicamente equivalentes si son homeomorfos.

Definicién 2.33 Un espacio X es un espacio de Hausdorff si y solo si cuando x Ay son

puntos distintos de X existen U,V conjuntos disjuntos abiertos en X conx € UANy € V.

Ejemplo 2.9 Todo espacio métrico es de Hausdorff. Sea (X,d) un espacio métrico si
x # y entonces d(x,y) = € > 0 de tal forma que las bolas B./» (x) y B2 (y) son

conjuntos abiertos disjuntos que contienen a x,y respectivamente.

Definicién 2.34 Un espacio X es disconexo si y sdlo si existen conjuntos abiertos

disjuntos no vacios H y K en X tal que X = HU K.

Definicién 2.35 Sea X un espacio métrico. St x € X, C, la componente conexa de x

es el mayor conexo que contiene a x y estd contenido en X.

Definicién 2.36 Un espacio métrico X es totalmente disconexo si y solo si los sub-

conjuntos conexos no vacios de X son conjuntos unitarios.

Definicién 2.37 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y ~ una relacion de equivalencia
sobre X . Se define [z] _
={yeX|z~y} yX|~={z] |z eX}.

Definicién 2.38 57 X es un espacio topoldgico, Y es un conjuntoy g : X — Y una fun-
cion, entonces la coleccion T, de subconjuntos de Y definida por: 7, = {G CY | g7* (G) es abierto en X

es una topologia en'Y llamada topologia cociente inducida en'Y por g.

25



Teorema 2.8 Si Y tiene la topologia cociente inducida por una funcion f : X — Y,

entonces una funcion arbitraria g : Y — Z es continua sty sélo st go f : X — Z es

continua.
_—
X f Y
gof '\ /g
Z

2.5. Bases numéricas

Un sistema numeérico es un conjunto de reglas y simbolos ttiles para representar canti-
dades. Cuando expresamos un nimero en base n usamos los digitos {0,1,2,...,n — 1}.
De esta manera si trabajamos en base 2 utilizamos los digitos {0, 1}, en base 3 {0, 1,2},
en base 4 {0,1,2,3} etc.

Si escribimos 2225 esto se lee dos dos dos base tres.

Cuando la base necesita mas de diez digitos para representar nimeros, entonces uti-
lizamos las letras A, B,C, D, E, F, ...

Un ndmero real € [0, 1] en el sistema base dos, llamado sistema binario se representa
asi:

0.a1a%as... = F +HF +H+ .. +5+... a;€{0,1}

En el sistema base 3 llamado sistema ternario:

0.bibobs.. =2 + 22+ b+ 4+ 24+ b €{0,1,2}

y asf andlogamente para otra base numérica.

Un nmimero entero en base dos se representa de la siguiente manera

apa1a2a3...0y, = 02" + a2V M+ 42" 2+ . 4 a,

En base tres

b0b162b3...bn3 = b03n + b13n71 + b23n72 + ...+ bn

Teorema 2.9 (Fundamental de la numeracién) Sea b un entero mayor que 1. En-
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tonces para todo a entero positivo existen ap,G,_1,...,a1,a9 con cada a; que cumple
0<a; <bytales que:

a=ag+ ab+ ab?® + ... + a,b".

El teorema anterior nos garantiza que todo nimero entero se puede expresar en base
b> 1.
Pero mas fuerte es comprobar que todo ntiimero real también se puede expresar en base
b>1.

Por medio de la siguiente tabla se presentan algunos ejemplos:

Base 10 Base 2 Base3 Base 5 Base 12

1 15 15 15 L12
2 10, 23 25 212
3 115 104 35 312
4 1004 115 45 49
5 1015 125 105 512
6 1104 203 115 619
7 1114 213 125 712

8 1000, 225 135 812
9 1001, 1005 145 9o
10 1010, 1013 205 Ars
11 1011, 1023 21, Bis
12 1100, 1105 225 1012
13 1101, 1113 23, 119
14 1110, 1123 24, 1219
15 1111, 1203  30s 1315
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Capitulo 3

Dos espacios homeomorfos: Cantor

y los Coédigos

“Génesis: En un principio el espacio era de Cantor:
totalmente disconexo aunque compacto y perfecto

(sin puntos aislados). Entonces llegé Dios y pegé de
infinitas maneras, asi aparecieron todos los espacios

métricos compactos...” Rafael Isaacs.

El anterior planteamiento nos induce a mostrar que todos los espacios métricos com-
pactos se pueden ver como una imagen continua del Espacio de Cantor.

Presentamos entonces una descripcién de las propiedades de este espacio.

3.1. El Espacio de Cantor

3.1.1. Generalidades y propiedades topolégicas

Ademds de idear la teoria de conjuntos y la aritmética transfinita, George Cantor creé (o

descubrié) un conjunto que lleva su nombre, el conjunto ternario de Cantor. Habiendo
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desarrollado una teorfa del infinito, demostré que no hay un tinico infinito como se crefa
por intuiciéon. Determiné la cantidad de elementos de los naturales, los enteros y los
racionales concluyendo que estos son cardinalmente equivalentes.

Al referirse a los numeros reales demostré que estos tienen la misma cantidad de
elementos que un segmento de recta y que esta cantidad es mayor que la cardinalidad
de los nimeros racionales. Nuevamente, trayendo a colacién la intuicién se pensaria
que todo conjunto que tenga como cardinal el continuo serfa un segmento de recta o lo
podria contener.

El conjunto ternario de Cantor es un ente matemético que resulta paraddjico debido
a que rompe con esta intuicién y nos muestra la existencia de un conjunto que posee
tantos elementos como los de un segmento de recta, sin poderlo contener.

Para construir este conjunto se inicia con el intervalo cerrado [0, 1], el cual se divide en
tres partes iguales y se elimina la del medio, obteniendo un conjunto C; que es la unién
de dos intervalos cerrados disjuntos de longitud 1/3: C; = [0,1/3] U [2/3,1]

Con cada uno de los intervalos que forman C se repite el mismo proceso, obteniéndose

Cy que es la unién de 22 intervalos cerrados disjuntos de longitud = 3 1 Oy } U

= [0,
[5:5] U5, 5] W[5, 5] - Asi mismo se obtiene Cy = [0, 57] U 57, 5] U 57, 37] U 57, 7] U

Vi Fluls 2lulE ol

Iterando el proceso se construye una sucesiéon {C,,} _n de conjuntos cerrados cada uno

neN

formado por la unién de 2" intervalos cerrados disjuntos de longitud 3%

(74
o
- - - - O‘.ﬂ
—_ —_ — —_ — —_ 0_3
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Definicién 3.1 El conjunto de Cantor denotado por € se define asi:

e
n=1

Teniendo en cuenta su construccién es conveniente representar el intervalo [0, 1] en base

3, es decir, utilizando tnicamente los digitos {0, 1,2} .

Al suprimir el intervalo abierto (%, %) eliminamos aquellos niimeros cuyo primer digito

necesariamente es 1.

0.0 0.2

Algunos nimeros tienen dos representaciones ternarias, por ejemplo: % = 0,1 =0,0222...;
% = 0,2 = 0,1222..., escogemos aquellas que no utilicen el digito 1. Entonces, s6lo quedan
los que como primer digito tienen el cero o el dos.

Al eliminar (%, %) y (g, %) de la figura anterior se obtiene:

1 . C . 1
Para 3 elegimos la representacién ternaria 0,0222..., para 5 escogemos 0,00222..., y para
% tomamos 0,20222....

A continuacion se verifica que esta representaciones ternarias son correctas:

_ 2 2 2
0,022 = — 4+ — 4.
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_ 2 2 2 2
0,202 = §+§+§+§+..
= 2+3<1+1+i+i+...)
3 33 3 32 33
201 7
~ 37579

19 20

L
277 2

[ro

7%) ) (277 27) ) (%, %) , se obtiene:

)

Sl

Al suprimir (

J

y estas son algunas representaciones ternarias de esta iteracién % = 0,0002; % =0,2002

5= = 0,0202; 2 = 0,2202.
De acuerdo a lo anterior cada elemento que pertenece al conjunto ternario de Cantor
no contiene el digito uno.
Note que toda representacién ternaria finita que termina en uno puede ser reescrita

como un ternario infinito periédico dos, por ejemplo 0,1 = 0,0222...

Entonces el conjunto de Cantor también se puede expresar asi:

Cz{x|x22%,xi€{0,2}}.

=1

Proposicion 3.1 El conjunto de Cantor tiene longitud nula.
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Demostraciéon. Al construir el conjunto de Cantor se van suprimiendo intervalos abier-
.. . 12 12 7 8
tos asf:en ('] se elimina ( 35 3) cuya longitud es % en Cs se elimina (9, 9) U (9, 9) cuya

longitud es 2 veces en (5 se elimina

327

12U78U192OU2526
277 27 277 27 277 27 277 27

es decir una longitud de 22 (35)

Entonces iterando hasta el infinito se tiene que la longitud total que se suprime es:

P
_ g(H N 2+<§>3+_._+(§)”+_._>
% _g)—ﬁ(?’):l

Como la longitud de [0, 1] es 1 entonces la longitud del conjunto de Cantor es nula.ll

Si al conjunto de Cantor se le dota de su topologia de subespacio viéndolo como un
subconjunto de R con la topologia usual, se puede hablar entonces del espacio topologi-
co de Cantor, el cual claramente proviene de la métrica usual de R. Veamos algunas

propiedades topolégicas:
Proposicién 3.2 € es compacto.

Demostracién. Para ver que € es compacto hay que recordar que en R", ser compacto

es equivalente a ser cerrado y acotado. € es acotado porque se puede construir una bola

1
ecr(3)

Para ver que es cerrado se tiene que para cada C), en la sucesioén es cerrado y por tanto

que lo contenga, por ejemplo

o0
¢ = () C, es cerrado, por ser interseccién arbitraria de cerrados.ll
n=1

Proposicion 3.3 El conjunto de Cantor es perfecto.
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Demostraciéon. Puesto que € es cerrado falta ver que todo punto de € es punto de
acumulacién de €, es decir, si z € € entonces = € € .

Sea x € €, x se puede escribir de la forma
T = Z ;37" donde a; € {0,2}
i=1

Basta ver que Ve >0 Jdy € € y # z, tal que y € B. ()

\ Co )

en otras palabras 0 < |z —y| < e.

Para hallar y se procede asi:

Dado ¢ > 0 existe k € N tal que 3% < ¢ (Por propiedad arquimediana). Lo que se le
exige a y es que se encuentre a una distancia menor que ¢ del elemento z, para lo cual

se hara coincidir con las k primeras cifras ternarias de x.Asi si

_ - —_ a1 Q2 g | Qk+1
r=> a3 =g tm et Tor T
i=1
entonces
i b1 b be | it
y=> b3 =g tmtetgtamt
=1

donde a; = bi, VZ = 1, 2, ky bk+1 7é g1
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lz—yl = (a; —bi) 3™
=1
_|lar =b1) | (a2 —bo) (ax —br) | (ag1 — bri1)
= 3 + 32 + ...+ 3 + s + ...
(ak+1 - bk+1) (ak+2 - bk+2)
- gkt 1 T 3k T
- i b % % b % . .
= Z <ak+3k—+ik+ Z I ak+3k - k)| (Por desigualdad triangular)
1

i ’ akJr'L bk+z)‘

=1

w

pero |(akyi — bpri)| < 2, ¥, luego

I & i — Dpsi
oyl < g bl

[\
Ll
[~
VR
W | —
~

Il
Ll
VR
—

| | =

|

—_
~~

[ |

Al observar el limite de la sucesién C), se ve una especie de “polvo” donde cada elemento
estd desconectado de los demés en cuanto no se puede ir por un camino continuo de un
punto a otro, esto nos conduce a demostrar otra importante propiedad topolégica del

espacio de Cantor.

Proposicion 3.4 € es disconexo

Demostracion. Sea x,y € €, x # y, se debe encontrar un z € € tal que z < z < y de

tal manera que z esté en una desconexién de €. De esta manera

¢ =(€n[0,2)U (€N (z1)])
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con

re€A=(CN[0,2)) ey e B=(€N(z1))

Al representar x,y de tal forma que x < y se tiene:

r = Zai?fi, Y= Zbii’)*i con a;, b; € {0,2}
i=1 i=1

a; =b; parat=1,2,3,...k — 1y ap < by luego necesariamente a, = 0, by = 2 entonces

podemos construir z asi
o
z= E ¢3 ‘conci=a; =b; parai=1,2,3,....k — 1.
i=1

yc=1parai=Fk,k+1,k+2,... entonces

x = 0.a1as...a;_10...

y = 0.b1by...bj_12...

2z =0.ci1¢9...C_11...

es claro que = < z < y, y que z ¢ € porque en su representacién ternaria se utiliza
unicamente el 1.

En sintesis, lo que se hizo fue tomar dos elementos en € y notar que existe uno que esta
entre ellos pero que no pertenece a € cumpliendo con una funcién de desconexién del
conjunto.l

Los conjuntos conexos de R son segmentos de recta, debido a que el conjunto de Cantor
no contiene ningin segmento de recta, entonces los conjuntos conexos del conjunto de
Cantor son puntos, es decir, C,, = {x} para todo = € €. Por lo anterior se afirma que

¢ es totalmente disconexo.
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3.1.2. Autosimilaridad y dimensién fractal en el conjunto de

Cantor.

Al observar gréficamente el proceso de generacién del conjunto de Cantor se tiene:

(74
'
- - - - C_E
—_ — —_ — —_ — —_ — 0_3

., Qué lo convierte en un fractal? Dos propiedades caracteristicas de todos ellos: es un
conjunto autosimilar porque es la unién de dos copias de si mismo reducidas a un tercio
de su tamano original.

En cuanto a su dimension fractal usando el teorema 2,6 pero recubriendo el conjunto
de Cantor con cuadrados de lado 3% obtendremos:

. N(C
D = lim 3 3(n).
n—oo n

Necesitamos calcular N, (€) . En la iteracién n-ésima se requieren 2" cuadrados de lado

In2"
In37

3% para cubrir el conjunto correspondiente a cada paso. Por lo tanto D = lim

n—oo

22 —0,63092975
La dimensién topoldgica de € es cero, se observa que su dimension fractal es mayor, es

un valor entre cero y uno.

3.1.3. El conjunto de Cantor como atractor de un Sistema

Iterado de Funciones.

Mostraremos a continuacién que el conjunto de Cantor es el atractor de un STF.
Consideremos R como espacio métrico completo, usando la métrica euclidiana (R, d,,);

el espacio métrico completo (H (R), h(d,)) y las siguientes contracciones:
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wy () = zx

W= Wl

wy (z) =32+ 3

Claramente el factor de contraccién s = % Tenemos que {R;w;,ws} esun Sistema Iter-
2
ado de Funciones. De acuerdo con el teorema 2.5 la transformaciéon W (B) = U wn, (B)
n=1
para todo B € H (X) es una contraccién para la cual existe A # ¢, A C R compacto

tal que A es el atractor del STF, es decir, para todo B C R compacto y no vacio

lim W (B)=Ay W (A) = A.
Bien, ahora mostraremos que A es el conjunto de Cantor probando por induccién que la
accion de W (B) es eliminar la tercera parte del medio de cada intervalo en B. Nuestra

hipétesis es: Sea [a, b] una componente de By con k < n . Entonces:

[a,a+%(b—a)} U {b—%(b—a),b} C Benr

(a+%(b—a),b—%(b—a)) N Bit1 = ¢.
Establecemos que esto es verdadero para el primer caso:
By = [0, 1] entonces
By =W (By) = w1 (By) Uws (By) = [0,5] U [2,1]
Suponemos que [a,b] C B, es una componente de B,, entonces existe una componente
[a',b'] C B,_1 cuya imagen es [a,b] por algin w; (i =1,2).
Por hipétesis, a la componente [a’,] se le ha sustraido la tercera parte del medio en
B,.

Entonces [a, b] es reemplazada en B, 1 por el conjunto

w; — ({a’%—%(b'—a')} U [b’—%(b’—a’)D _ [a—l—%(b—a)] U [b—%(b—a)]

de esta manera la longitud b — o’ es igual a b — a y claramente los puntos a’, b son

correspondientes a a, b.
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Por consiguiente esta operacién es una eliminacién de la tercera parte del medio. En-

tonces A, el atractor del STF es el conjunto de Cantor.l

A continuacién presentamos otra demostracién de la misma proposicion.
Para probar que el conjunto de Cantor es el atractor del SIF presentado basta demostrar

que W (C) = C.

W) - W<ﬁcn) - (ﬁ@) ™ (ﬁo,.) _

esta tultima igualdad se tiene porque wq, ws son transformaciones biyectivas de tal

En efecto,

manera que:

WA(C) = ) [wy (C:) Uwy (C1)] = (YW (C)) = [ Cia =C

n=1

porque Cip1 C G

es decir, C es el atractor de {R?, w,w,} .1

3.2. El Espacio de los Cédigos

Este espacio es muy importante y al tiempo 1itil porque permite identificar los elementos
de conjuntos atractores de Sistemas Iterados de Funciones, dotdndolos de la propiedad
de ubicacién debido a que cada cédigo representa una direccion.

Imaginemos que nos encontramos perdidos en una ciudad llamada Cantorlandia, la
codificacién del espacio nos resulta indispensable para realizar recorridos, de esta forma
podemos pensar en una orientacion de tal manera que cada nomenclatura se dé con
sucesiones infinitas de letras N, .S, E, O que simbolizan los puntos cardinales norte, sur,

este, oeste respectivamente.
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A continuacién se muestra en la figura una sucesién de mapas, siendo cada uno mas

preciso y detallado que el anterior.

Si necesitamos ir de O a N debemos pagar % (entre puntos correspondientes).
Para desplazarnos de NO a ON debemos cancelar una tarifa de é + %.
Para ir de NON a SES debemos pagar % + é + 2%

Estos valores representan la métrica asociada a este espacio topdlogico.
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Ahora bien, en lugar de utilizar O, N, E, S podemos tomar ¥ = {0, 1, 2, 3} ,las sucesiones
de estos digitos que se definen como cédigos, se nota XN, La métrica d, en este conjunto
sirve para determinar la distancia entre dos puntos a = ajasas..., 8 = [518505... de la
siguiente manera:

d.(a,8) = Z (6“"3#1’), donde o;AS; es igual a cero si ay; = 3, y o Af,; es igual a uno,
i=1
Por ejemplo la distancia entre a = 00321001 y 5 = 00231002 es 3%—1- 3%—1- 3%, que coincide

con la tarifa que tenemos que pagar parair de a a 8. ¥ = {f : N — X | f es funcién}

con esta métrica se denomina Espacio de los Cédigos que Barnsley [1998] introduce asi:

Definicién 3.2 Siendo ¥ = {1,2,3, ..., N} El Espacio de los Cédigos (EN, dc) se define

con la métrica dada por:
o Joi — B
d. (o, 8) = Zzl m para todo o, 5 € ¥V
Nota: ¥* denota el conjunto de cddigos finitos incluyendo el codigo vacio A.

Veamos una aplicacién del Espacio de Cédigos a través de las direcciones en el tridngulo
de Sierpinski. (semejante al conjunto de Cantorlandia). Empecemos por asignar c6digos

a los puntos del paso 1 es decir, a los puntos de A; como se muestra en la figura:

Al realizar el paso 2, utilizamos la propiedad de autosimilitud al dividir cada uno de
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los tridngulos anteriores en otros tres tridngulos, como se elaboré en A;

Al realizar andlogamente lo anterior a A,,, cuando n — oo obtenemos el tridngulo de

Sierpinski
32222
33333 SRR
lf;!rf‘.&h
31111..
13233 e
1111 Y‘ 22E2T

11 11-‘.

a.' 1.1 '.
o b B
3
' v
N r r Er M)

l l: J:
""
mnﬁn a'fnﬂ.l"& S l."l 'H:l:'fm"'j

12222,
2

A2
' A ' A,
l."l l'm.‘l Tt l:'fl. l:H. AT l."l‘-ﬂn J:'HT'H. T l:"j l."l:
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3.3. El Espacio de los Cédigos y el Espacio de Can-
tor son homeomorfos

Teorema 3.1 Sea (X, d) un espacio métrico completo. Sea {X,w, :n=1,2,3,.... N}
un SIF, siendo A el atractor del SIF. (ZN, dc) denota el Espacio de los Cédigos asociado
con el SIF. Para cada o € ¥, n € N, z € X, se tiene la funcion ¢ (a,n,x) =
Weay © Way O Wy O ... 0 Wy, () entonces ¢ () = 11113&10 ¢ (a,n, ) existe, y pertenece a A.La

funcion ¢ : XN — A es continua y sobreyectiva.

De acuerdo al Teorema anterior podemos establecer la funcién v : ¥Y — € entre el
Espacio de los Cédigos y el Conjunto de Cantor: ([0, 1],d,) es un espacio métrico com-
pleto; el SIF {[0, 1], w; = %% Wy = %x + %} tiene como atractor el conjunto de Cantor,
luego v (a, 1, T) = Wy © Way O Way © ... © Wy, () y ay € {1,2}.

El nimero de simbolos (V) coincide con el nimero de contracciones del SIF.

Para visualizar las imagenes de la funcién ~ hallemos (12217 4, %) = W1 0W9OW9OW] (%)

142

49162

Se concluye que todo elemento del conjunto de Cantor se puede ubicar por medio de

una direccién porque la funcién es sobreyectiva.

Definicién 3.3 Sea {X,w, :n =1,2,3,..., N} un SIF asociado al Espacio de los Codi-
gos (EN,dc) . Sea ¢ : XN — A la funcion continua del teorema 3,1. Una direccion de
un punto v € A es un elemento del conjunto ¢~ ' (A) = {a eXN:g(a)= a:} llamado

conjunto de direcciones de x € A.
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El SIF se dice totalmente disconexo si cada punto de su atractor posee una tnica

direccion.

Teorema 3.2 Sea {X;w,,n=1,2,3,..., N} un SIF cuyo atractor es A. El SIF es to-

talmente disconexo si y solo si
w; (A)Nw; (A)=¢ Vi,j €{1,2,.,N} coni#j

Probemos de acuerdo al teorema anterior que el conjunto de Cantor es totalmente
disconexo.

Sabemos que el SIF que genera el conjunto de Cantor es {[0, 1w = to,wy = %x + %}El
atractor € es un subconjunto de [0, 1] y wy ([0,1]) = [0, %} y ws ([0,1]) = [%, 1} entonces
wy ([0,1]) Nwse ([0, 1]) = ¢ por lo cual wy ([€]) Nws ([€]) C wy ([0,1]) Nw2 ([0,1]) = ¢
por consiguiente, wy ([€]) Nws ([€]) = ¢ . El SIF es totalmente disconexo.

Cada uno de los elementos del conjunto de Cantor posee una unica direccién.Esto
implica que v es una funcién inyectiva. De acuerdo a la definicién 2,4 v~ (€) es
funcién.

Podemos asignar las direcciones a los elementos del conjunto de Cantor de la siguiente

manera:

11 B B 22
111 112 121 122 211 212 w221 Pop
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Teorema 3.3 Una funcion continua, inyectiva y sobreyectiva de un espacio compacto

X en un espacio de Hausdorff Y, es un homeomorfismo.

La demostracién del teorema anterior se encuentra en ([6]).
Debemos demostrar que XV es compacto y que € es espacio de Hausdorff.

Primero veamos cémo son las bolas en (ZN, dc)

Proposicién 3.5 Sea o € ¥V y ¢ > 0 entonces

B. (o) ¥ sie>1
e \@X) =
{ﬁEEN|a¢:ﬁi Vizl,Z,..,k} para algin k € N; siec <1

Demostracién. Sea «, 3 € 3V, Vi € N se tiene que |o; — 3;] < N asf

| N

de (@, B) = ; (N +1) =1 (N +1)

‘ 00
(N+1) ;

luego si € > 1, se tiene que (. () = XN
Tomando € < 1 podemos encontrar k£ € N tal que

1 1
(N + 1) T (N+1)F

Demostremos que
BE(OK) = {B € EN | (073 :Bz Vl = 1,2,...,]€},

es decir, B. («) es el conjunto de todos los cédigos que empiezan por ajas...qy.
Si B € B. («) entonces

dc(aaﬂ)<€§m

si para algun i € N con 1 < i < k se tuviese que «; # f3;, tendrfamos que |o; — 3;| > 1
lo que implica que

=Bl 1 1

de(.) 2 N+ - (N1 = (N1

> e
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lo cual es contradictorio, esto nos garantiza que oy; = 8, V; = 1,2,3, ..., k.

SipgeXNcona; =0V, =1,2,3,..., k entonces

_ — |oi = Bil o N 1
de (v, B) = Z (N+1)i< Z (N+1)i_(N+1)k+1 <€

i=k+1 i=k+1
es decir § € B. () .1

La anterior demostracién se encuentra en ([5]).
Proposicién 3.6 XV es compacto

Demostracién. Para ver que XV es compacto debemos demostrar que (EN,dc) es
completo y totalmente acotado.

(EN , dc) es un espacio métrico completo. Sea {/3,},y una sucesién de Cauchy en ¥
entonces dado ¢ > 0 existe M > 0 tal que d. (5,,3,,) < € para todo n,m > M. En
particular si escogemos € = w, n,m > My. 3, 3,, deben coincidir en los primeros k

términos, o asas...a tales términos. Entonces a € XN y para cada ¢ > 0 existe un M

tal que d («, 8,)) < esin > M. En otras palabras « es el limite de{/,, } Entonces

neN *
el Espacio de los Cédigos es completo.
(EN, dc) es totalmente acotado. Tomemos el conjunto finito de cédigos £*000... el cual

tiene 2% elementos y estd contenido en V. Entonces {Y;}zl = ¥*000...

Dado a € XN sus primeros k digitos coinciden con algtin Y;, entonces:

=Y~ N 1
dc(%Yi):Z'a—L<Z i 1 <€
S (N+D) S (N +T) (N +1)

entonces (EN, dc) es totalmente acotado.

Luego XN es compacto.ll

Proposicion 3.7 Cantor es espacio de Hausdorff
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Todo lo anterior nos permite concluir que la funcién v : ¥ — C' es un homeomorfismo
en virtud al teorema 3.3.

El espacio de Cantor es el tnico espacio métrico totalmente disconexo, compacto y
perfecto (salvo homeomorfismos) pues todos los espacios métricos que también exhiban

estas propiedades son homeomorfos al Espacio de Cantor.
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Capitulo 4

Curvas que llenan el plano

“Algunos objetos matematicos
como la curva de Peano, son totalmente
antiintuitivos”.

Diedonné.(1975)
Estamos preparados para abordar un estudio mé&s formal de las curvas que llenan el

plano. Teniendo una nocién de estas "manchas oscuras"(Ver capitulo 1) serd mas fécil
lograr la comprensién de tan sorprendentes entes matematicos.
Se iniciard aclarando algunos conceptos importantes que conforman un lenguaje cor-

recto, y apropiado para lograr el entendimiento de esta interesante temética.

Definicién 4.1 Si f es una funcién de un subconjunto de R™ en R™ entonces f, (A) =
{f(x)e R(f)|x € AND(f)} donde A C R™ es llamada imagen directa de A bajo f.

D (f) denota el dominio y R(f) el rango de la funcion f.

Definicién 4.2 Si f : [0,1] — R? es continua entonces la imagen f, ([0,1]) es llamada
“curva en el plano” f (0) es el punto inicial de la curva y f (1) es el punto final de la

curva.
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Ahora bien, para definir “curva que llena el plano” es necesario hablar del contenido de
Jordan bidimensional, concepto que nos remite a la teorfa de dimensién la cual no se
aborda de manera formal en esta monograffa.

Se asumird entonces que el contenido de Jordan bidimensional representa el drea de un
subconjunto del plano y se denotard J, (A) siendo A dicho subconjunto. Por ejemplo:
Jo ([07 1]2) =1, J; ([0, 2]2) = 4 porque 1 es el drea del cuadrado [0, 1}2 y 4 es al drea del

cuadrado [0, 2]°.

Definicién 4.3 Si f: [0,1] — R? es continua y J2 (f« (I)) > 0 entonces f,. ([0,1]) es

una curva que llena el plano.

4.1. Curva de Peano

4.1.1. Generalidades

El intervalo [0,1] puede ser trazado de forma continua al cuadrado [0,1]* de varias
maneras, una de ellas se presenta a continuacion:

Se particiona el intervalo [0, 1] en 9 subintervalos congruentes y [0, 1]* en 9 subcuadrados
congruentes, para luego hacer una correspondencia continua de cada subintervalo a cada

subcuadrado (ver figura)

- TTTa

(L1

o
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Luego se repite el proceso con cada subintervalo, y con cada subcuadrado. En la se-
gunda iteracién [0, 1] estd particionado en 81 subintervalos cada uno de ellos se hace

corresponder con los 81 subcuadrados que conforman [0, 1]

{L.1)

()

En la tercera iteracion [0, 1] estd dividido en 3% subintervalos y [0, 1]* en 3% subcuadra-
dos, la relacién de correspondencia estd dada como se muestra en la figura:

23]

J

Ml el et e e b
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mlm mim mim I H
e e e

] [NEy u) =y =) g gy [=ag =

M mirm mirm M mirm
I TEHHEH T | I T
[smppunppuagpusp RN Y RN REN| [NEQEEEEuay YN
mimbaimimieimlim Junl FanlFasilas!
I T T [ [ THHH

N [N puN] [NEQQEN] [HEg g [EmgpEn

] Ml [l Hunl Ml A
[ [ [ [ [ [ [ [ [
[mmy ) [ [y =) g} u |
mirm mim mim mm m
T THHH T THH [

IEQEeSyuEgpuE] | LT T oo o |

A A e r T R [ L T TR e Toh e [
T T T T T
[EEQ QNN [NEg N [EEEpEN] [NEgE NN [mi]
fuall Haal mim mlm fuwll Wl fml
I I I | I [ [ [ [

mn) mug gun) [Eag g} [EEg ==y =E]

m mirm mirm mim mlm

I T T T O

MO THEHTH T [ T J T H O O el e

e

Si este proceso se realiza un mimero infinito de veces [0,1] y [0,1]* se divide en 32"

réplicas congruentes paran =1,2,3, ...

Definicién 4.4 Todo t € [0,1] estd unicamente determinado por una secuencia de
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intervalos cerrados anidados (que son generados por la particion sucesiva) las longitudes

de los cuales se aproriman a cero.

A esta secuencia corresponde una unica secuencia de cuadrados cerrados anidados, las
. . L 2

diagonales de los cuales se aproximan a un punto unico en [0,1]" que corresponde a la

imagen de t. El conjunto de todas las imdgenes es lo que se conoce como CURVA DE

PEANO.
Ahora bien, llamese a esta funcién fp : [0,1] — [0,1]* donde

fra(10,1]) = {fp (1) € R(fp) [ t € [0,1]}

es la curva de Peano.
Si t es el punto final de uno de los subintervalos entonces este corresponde a dos secuen-
cias diferentes de intervalos anidados. Sin embargo desde que las secuencias adyacentes

estén en correspondencia con subcuadrados adyacentes, ésto conduce a la misma imagen

[0,1/9] —» [@]
[1/9,2/9] —
,f——xli T eGe] —

| i | |
| I | Ep—

00 =130 Lh Ju i D = O

bajo fp

Proposiciéon 4.1 fp es sobreyectiva, es decir, pasa a través de todos los puntos del

cuadrado [0,1]”

Demostracién. Tome cualquier punto (z,y) € [0,1]°. Este punto est4 situado en una

secuencia de cuadrados cerrados anidados, las diagonales de los cuales se aproximan a
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este punto. Esta secuencia estd en correspondencia con una secuencia de subintervalos

cerrados anidados, cuya longitud se acerca a cero y por consiguiente define un tnico

T
punto ¢ € [0, 1]2 , de lo que se tiene que fp (t) = y |

Y

Proposicién 4.2 La funcion fp : [0,1] — [0,1]° es continua.

Demostracién. La funcién fp particiona en la n-ésima iteracién al intervalo [0, 1] en
32" subintervalos (n =1,2,3,...) de longitud 3% cada uno.
Escojamos t1,t5 € [0,1] tal que |t; —t3| < 3%, [t1,t2] cubre en parte, a lo mas dos

intervalos consecutivos y las imdgenes estdan situadas en dos cuadrados consecuticos de

V5

lado 3% que conforman un rectdngulo con diagonal de longitud %2, por lo cual se tiene

que | fp (t1) — fp (t2)] < W
Por ser fp sobreyectiva, es claro que Jy (fp. [0,1]) = Jo ([O, 1]2) =1

reuniendo lo anterior, se tiene el siguiente teorema:
Teorema 4.1 La curva de Peano es una curva que llena el plano.

Teorema 4.2 La curva de Peano es no diferenciable.

Demostracién. Para algin ¢t € [0, 1] escojamos t,, € [0,1] tal que |t —t,| < 312—2, siendo

n>3J3
Sea fp(t) = (z,vy), fp(tn) = (Tn,yn). Por la construcciéon geométrica de la curva de

Peano z, x,, distan por lo menos un cuadrado de lado 3%, al igual que vy, y, por lo que:

|z — 2| o3 3
[t—t,) — 3 10 10
_ 2n n
=] 1 3" _3"
it—t,] — 3» 10 10

luego es no diferenciable.ll
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4.1.2. Construccion de la Curva de Peano a través del Espacio

de los Cdédigos

Para construir la Curva de Peano a través del espacio de los cédigos es necesario definir

algunos conceptos:

Definicién 4.5 Sea u € XV y w € ¥*, la transformacion T,, : ¥ — XN se define por

Ty (u) = wu

T,, toma un cédigo u = uy, ug, us ..., u € LN y le antepone w = wy, wq, ws, ...w, (recuerde
que w € ¥*) para formar un nuevo cédigo. Esta transformacion es inyectiva.
Bien, ahora pensemos en el Espacio de Cantor ;Que puntos debemos unir o pegar para

que a partir de éste, obtengamos el intervalo [0, 1]?

En Cy habrda que pegar 0111... con 1000...; en C5 se une 00111... con 01000...; en Cj
pegamos 0001111... con 0010000...; 010111... con 011000...; 100111... con 101000...;
110111... con 111000...

y asf sucesivamente haremos infinitos pegamientos.

Infinitos pegamientos quiere decir que w0111... se une con w1000... es decir T, (0111...)
se pega con T, (1000...), para todo w € ¥*.

De esta manera obtenemos el espacio métrico compacto ([0,1],d,) siendo d,, la métrica

euclidiana de la recta.
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Definicién 4.6 Una relacion de equivalencia R (relacion reflexiva, simétrica, transi-
tiva) sobre el espacio de los Cédigos, es una congruencia si para todo cédigo w € 3* y

todo par de cédigos x,y € XN se tiene que xRy implica que (wx) R (wy)

Al haber construido [0, 1] a partir del Espacio de Cantor encontramos que 0111...R1000...
al anteponer a estos cédigos relacionados el 0 obtuvimos que 00111...R01000..., al an-
teponer el mismo cédigo finito a 0111...,1000... encontramos una nueva relacién. En-
tonces podemos afirmar que la pareja de cédigos 0111...;1000... genera infinitas parejas

que también estdan relacionadas

Definicién 4.7 Si (X,d) es un espacio métrico que se puede construir a través de

congruencias, entonces (X, d) es un espacio de congruencia sobre XN

Los espacios de congruencia pueden considerarse codificados en cuanto para cada punto
en uno de dichos espacios, existe uno o varios cédigos que lo identifican.

Podemos ahora construir una funcién g entre dos conjuntos compactos autosimilares
K1, K5 con la intencién de obtener una curva que llena el plano.

Sea f : N — K, una funcién que codifica a K; y h : ¥ — K, una funcién que codifica
a Ky entonces g : K1 — K, la construimos de tal forma que g o f(a) = h(a) con
a € YN para que ¢ esté bien definida se exige

i)g(x) =y (fla)=z=h(a)=y)

it) f(a) = f(B) = h(a) =h(B)

Vo € Ki,Vy € Ky, Va, 3 € &N

Para tener mds claridad, se presenta el siguiente diagrama, donde I : XN — N es 1a

funcion idéntica:

N I P
Sl Lh
K, g K,



La imagen de g la podemos obtener por dos caminos diferentes h (o) =y o g (f (a)) = v,
siendo f («) = z, por eso el diagrama conmuta.

Si ademds tenemos que K; K5 son conjuntos atractores de un SIF entonces K; K5 son
espacios cocientes de Cantor. Lo escrito anteriormente se encuentra demostrado en
(l6)).

Por el teorema 2,9 debido a que h es continua se garantiza la continuidad de g.

Recordemos que una curva que llena el plano se genera a través de una funcién continua.

Teorema 4.3 Sean K, y K, espacios de congruencia sobre ©N tal que para todo o, 5 €
YN se tenga que o = B (en K,) implique o = 3 (en Ky) entonces la relacidn por cédigos

es una relacion continua g : K1 — Ks.

Corolario 4.1 Si numeramos el intervalo [0,1] en base 9 y si K es un espacio de

congruencia sobre ¥ en donde se cumple:

0888... = 1000... 2888... = 3000... 4888... = 5000...
1888... = 2000... 3888... =4000... 5888... = 6000...
6888... = 7000... 7888... = 8000...

entonces la relacion continua g : [0,1] — K es la curva de Peano.

Bien, iniciemos la numeracién del intervalo [0, 1] en base 9.
Dividimos [0, 1] en nueve segmentos congruentes, esta divisién determina la primera

cifra.

Luego volvemos a dividir cada uno de los segmentos en nueve subintervalos para obtener

la segunda cifra y asf sucesivamente.
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00 0102 03 04 05 06 07 0B

Para obtener nuevamente el intervalo [0, 1] establecemos las siguientes congruencias:

0888... = 1000..., 1888... =2000...,
2888... = 3000..., 3888... =4000...,
4888... = 5000..., 5888... = 6000...,
6888... = 7000..., 7888... = 8000...
Al establecer la codificacién anterior de manera conveniente sobre el cuadrado [0, 1] x

[0, 1] obtenemos con exactitud la imagen de cada punto.

2 3 2
1 4 7
0 5 6

Primer digito
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Segundo digito

7

1

7

1

7

1

7

7

4

4

4

4

4

1

1

1

1

1

1174

11714

117 (4

LA

417

417

]

417

174

1174

1(7 |4

1{4]7]|1

114171

1({4]7]|1

114]17]1

1(4]7]|1

1({7]4

11714

1(7]4

4|7

417

4|7

7

4|7

1

1174

1

11714

1

117 |4

1

1

114(7

1147

114(7

11417

114(7

1174

117]4

1174

LA

417

LA

K

417

174

1174

1(7 |4

4(7]1

4(7]1

4(7]1

11711

4(7]1

1({7]4

11714

1(7]4

4171

4

4171

4

4171

4

4171

4171

1

7

1

7

1

7

1

1

1

1

4

1

238|056 (2|3[(s|o|ff(af2{3|8|j0)a|al2|3|[as|o|(s5|a|l2|3]|=2

114 (7

Olsfa|2|3afo)5|6(2(3|(s|0o)afaf2|3|af(0|s]6|2|3[8|0]5]¢

glafa|a|sfofa|3|2fa|(sf(o]s|3(2|(6)5|0fa|z]2|6a|afo|a]3]2

Gglsfo)g|3flafa|s|ofa|(3{a|6|afof(e|3|2flals|0|8|3[2|6]5]0

2|0l af2)3|e(0|(s|(6]2|3(a(0)5|6[2|3)e|0|a[a|2]3]8

11417

ols|a|2|3|e(ofs|{al2|z|ef{ojs|aj2|z|a|0|s|[al2|(Z|a|l0|[5|d

gl3|a|a|s|ofe|(f(a|a|Sf(ofa{z|2|a|s|0|a|3|[2|[6|(S|ofa|[3|2

ali|0|&|3|2f(a|[s|(ofs|3|2|{ala|0)g|3|2|a|ls|0fs (3|26 [5|0

23 |8|0|alaf2fI[(s|o|sf(af2{3|8|0)a|a|2|3[s|(0(S5]|a[2|[3|8

114 (7

Olsfa|2|3(afo)5|6(2(3|(s|0|a(af2|3|a[0|5]|6]2|3[8|0]5]¢

glafa|a|sfofa|3|2fa|(sf{o]s|3(2|(6]5|0falz|2|6a|afo|a]3]2

glafo)g|3flafa|s|ofa|{3{a|d|a(of(e|3|2|lals|0|s|3[2|6]5]0

30|l af2)3|s(0|(s|(6]2|3(a(0)5|6[2|3|e|0|a[a|2]3]8

11417

ols|a|a|s|e(ofs|{afla|z|(ef{ojs|aj2|a|a|0|s|af2|(Z|a|lof[5]|d

g3 |d|a|s|ofe|(3|(a|a|S|(ofa{z|2)a|s|0|a|3[2|[6|(S|0f(a[3|2

ali|0|a|3|2(a|[s|(ofs|3|[2|{ala|0)8|3|2|a|ls[0fs (326|550

2|3 |8|0|alaf2|[I[(s|o|sf(af2{3|8)0|a|a|2|3[8(0(S5|a[2[3|2

114 (7

Olsfa|2|3afo)5|6(2|(3|(s|0o|afafl2|3|a[0|5]|6[2|3[8|0]5]6
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Segin el colorario tenemos que la relacién por cédigos presentada anteriormente es la
curva de Peano.
Para tener més claridad sobre el asunto hagamos un estudio particular baséndonos en

el diagrama:

N I N
fl Lh
0,1 — g [0,

Sabemos ya que g es continua como consecuencia de la continuidad de h, ademads clara-
mente g es sobreyectiva entonces la funcién g nos genera una curva que llena el plano.
Analicemos lo que sucede con la imagen de 1/2. 1/2 en base 9 es 0,444... ;Quién
es f(0,444...) y h(0,444...)7 ambas imdgenes conllevan al punto medio, es decir
£(0,444...) es el punto medio del intervalo [0, 1], y h(0,444...) es el punto centro del
cuadrado, es decir, (1/2,1/2), entonces g (1/2) = (1/2,1/2); el punto medio del intervalo
[0, 1] encuentra su imagen en el punto centro del cuadrado.

Ahora, si queremos hallar la imagen del punto correspondiente a g del intervalo [0, 1] en-
tonces hallamos ¢ (0, 4888...) y vemos que corresponde a 0,4888...en el cuadrado [0, 1]7,
es decir, al punto [1/3,1/3] de dicho cuadrado.

g (0,5000...) , también nos lleva a la misma imagen porque 4888... = 5000...Ademas es
facil ver que ¢ (0,5000...) = ¢ (0,1000...) = ¢(0,0888...) por lo que la funcién no es
inyectiva.

La funcién g nos da exactamente la ubicacién de la imagen de cada punto del intervalo

0, 1].
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4.1.3. Construccion de la Curva de Peano a través de un Sis-

tema Iterado de Funciones.

El espacio métrico completo ([0,1],d,) siendo d,, la métrica euclidiana de la recta junto

con las contracciones:

wi (z) = g ws (z) = g2+ 3

wy(x)=gx+5 we(r)=gor+3

W3($>:%$+% w?(ﬂﬁ):%aﬂ-g

wy(z)=go+2 ws(zr)=ga+3
(x)

_1 8
conforman un Sistema Iterado de Funciones {[0,1];w,,n =1,2,...,9}.
De igual manera, si tenemos el espacio métrico completo ([O, 1]2 , du) siendo d, la métrica

euclidiana en el plano junto con las transformaciones:

(xl) 0 T
U1 =
L2 0 )

W=

W=

1
T 3 0 T 0
2 0 —= x 3
3 2
1
T 3 0 I 0
L2 0 % T2 3
1 1
i) 0 _% T 1
10 z 1
2 0 =3 ) 3
3
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Wl

SR
(3 =
0 T 2
() - +06)
L2 0 )
(xl) 0 I
(%] =
T2 0 — i)
1
v T _ 3
9(952) 0
)

también conforman un Sistema Iterado de Funciones {[O, 1]2 $Un,m = 1,2, ..., 9} .

W=

W=

+
VR
WIN WIN
N~

o
2

+
VR
Wi WiN
N~

W=

Podemos ahora, concretar un poco més la funcién fp que definimos en 4.4

De acuerdo con el teorema 3,1 definimos la funcién ¢, : (EN ,dc) — ([0,1],d,) por
¢y (o) = lim (a,n,z) para cada a € XV y 2 € [0,1] y la funcién ¢, : (ZV,d.) —
([0, 1]2 , du) paracadaa € XN y € [0, 1]2 porque es el atractor de {[0, 1] ;w,, n =1,2,...,9}
y [0, 1]2 es el atractor de {[0, 1]2 iU, =1,2, ..., 9} (esta segunda afirmacién se demostrara

en 4.3) entonces fp (r) =y & ¢, (z) = = ¢y (a) = y y ademds si ¢, (a) = ¢, (8) =
Py () = @y (5) .

Proposicién 4.3 [0,1]° es el atractor del SIF {[O, 11%;0,, n=1,2, ...,9}

Demostracién. El conjunto definido como P; en la seccién 4.1.1 es compacto. Al
aplicar wy (Py), we (Py), w3 (Py), ..., wy (P;) obtenemos Py, Luego W (Py) = W° (P,) =
Ps.

Al repetir el proceso tenemos que L9J1 W, (P;) = P3 lo que implica que W (P,) = P,

entonces W°2(P,) = W (W (Py)) por induccién podemos generalizar y encontrar que

W (Py) = P, y por lo tanto lim W°" (P,) = lim P, nos falta ver que lim P, = [0, 1]?

n—oo n—oo n—oo
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Por la construccién geométrica se observa que Py NP, C [0, 1]2 ,PPNP,NPy C 0, 1]2 ,a

medida que intersectamos mas conjuntos P, agragando puntos que pertenecen a [0, 1]2

entonces ﬁ P, C[0,1].

Sea (z, y)nzel 0,1]*, de acuerdo a la definicién 4.4 (x,y) es el limite de una secuencia

de subcuadrados anidados I,, C I,,_1 C ... C Iy C [, exigiendo que

I, esté contenido en un subcuadrado de lado 1/3

I esté contenido en un subcuadrado de lado 1/32

I3 esté contenido en un subcuadrado de lado 1/33

I,, esté contenido en un subcuadrado de lado 1/3™

Entonces ﬁl I,=(z,y)y ﬁ I, C ﬁl P, entonces (z,y) € ﬁ P, luego ﬁ P, = 10,1
n= n=

1 n=1 n=1

es decir, lim P, =[0,1]*.1

n—oo

4.1.4. La curva de Peano como imagen continua del Espacio

de Cantor

En General Topology cuyo autor es Stephen Willard encontramos el siguiente teorema:

Teorema 4.4 Todo espacio métrico compacto X es una imagen continua del espacio

de Cantor.

El teorema anterior nos indica que todo espacio métrico compacto es la imagen de una
funcién continua desde el Espacio de Cantor a dicho espacio X.

En la proposiciéon 3.2 vimos que el espacio de Cantor es compacto. La funcién fp :
[0,1] — [0, 1]2 es continua y su imagen es [0, 1]2 que es compacto, concluimos que la

curva de Peano es imagen continua del espacio de Cantor.
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4.1.5. Dimensién de la curva de Peano

En preliminares asumimos que la dimensién topolégica de un plano o de un subconjunto
del plano es dos.

En la proposicién 4,1 vimos que fp es sobreyectiva y por la definicién 4,2 tenemos que
fps ([0,1]) es la curva de Peano, luego la curva de Peano coincide con [0,1]”, es decir,
es un subconjunto del plano, por consiguiente su dimensién topolégica es dos.

Ahora calculemos su dimesioén fractal. Si cubrimos P;, Ps, ..., P,, ... con bola de radio

Ty e 3%, ... respectivamente, entonces en P; necesitaremos nueve bolas, en P, 81, en

W=
Ol

general, en P, 9" bolas.

Tenemos entonces por el Teorema 2.6 que:

La curva de Peano es un conjunto que tiene la dimension topoldgica igual a la dimensién
fractal.
Aunque es un conjunto autosimilar su dimensién fractal no excede a su dimensién

topolégica, entonces, segiin Benoit Mandelbrot no se considera fractal.

4.2. Curva de Hilbert

Peano presenté la curva que lleva su nombre en 1890, un ano después fue David Hilbert
quien nos deleité con otro ejemplo de curvas que llenan el plano.

Hizo corresponder de forma continua el intervalo [0, 1] con el cuadrado [0, 1]* como se
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insinia en el siguiente grafico:

1.1)
/\ I
B 0,0)
‘H; : Generador de la curva de Hilbert
(€3]
€ ﬁ <
B ©.0)
H, : Segunda iteracion para obtener la curva de Hilbert
€1
BN
] T T
N O I
RN I L
\ | | |
L] ] [J Lj L]
S

0,0)

Hjs : Tercera iteracién para obtener la curva de Hilbert
El proceso es andlogo al utilizado para obtener la curva de Peano pero ahora en la
n-ésima iteracién dividimos el intervalo [0, 1] en 22" replicas congruentes al igual que el

cuadrado |0, 1]2 paran=1,2,3, ...
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Corolario 4.2 Si numeramos el intervalo [0,1] en base 4 y si K es un espacio de

congruencia sobre ¥ donde se cumple:

0333... =1000... 1333... = 2000... 2333... = 3000...

entonces la relacion continua g : [0,1] — K es la curva de Hilbert.
La codificacion del cuadrado [0, 1]2 que permite  obtener la curva de Hilbert es la

siguiente:

Tzt ]zt ]z2]1]z2
1 2 1 211 2 nlz|o|3|03]0]|3
3lz2]1o0]3z2]1L]0
0 3001 3
ol1]z|z]ot]z]z
Tla]z|z]1 0|30
0 3 3 211 0 2 1lalt]zz2]1
1|z|z]z|t]0t]z2
0 11213 nla]o|1]z|3]0]3

Si consideramos el espacio métrico completo ([0, 1], d,) siendo d, la métrica euclidiana
de la recta junto con las contracciones:
wi () =31z wi(z)=31r+13
wy () =3z+7 wiz)=13x+3
tenemos el SIF {[0, 1] ;w,,n = 1,2, 3,4} cuyo atractor es el intervalo [0, 1].

Si tomamos el espacio métrico completo ([0, 1]2 , du) siendo d, la métrica euclidiana del

plano con las transformaciones

0 1/2 x 0
@) -0, ()
T2 ~1/2 0 Ty 1/2
v, (xl) _ /2 0 T N 0
2 0 1/2 Ty 1/2
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1/2 0 x 1/2
o) - () )
T2 0 1/2 Ty 1/2

0 —1/2 T 1
o) - (0 ) ()
T2 1/2 0 Ty 0

Tenemos el SIF {[0,1];v,,n = 1,2,3,4} cuyo atractor es el compacto [0, 1]°.
Entonces la curva de Hilbert es una curva que llena el plano.
La funcién fy : [0,1] — [0,1]” se define como: fy 0 ¢, = ¢,

_

N 1 N
¢1 | L ¢,
[07 1} fH [07 1]2

donde ¢, : XN — [0, 1] se define por ¢, (a) = nlg%o (a,n, x) para todo a € ¥V z € [0,1],
¢ : TN — [0, 1]

que se define por ¢, (a) = nlLIEO (a,n,y) para todo o € BN, y € [0, 1]2. ¢, v ¢y codifican
a [0,1] y [0,1)° respectivamente en base 4 como se presenté anteriormente.

(@) =y ¢ () =2 = ¢ (a) =y y ademds si ¢; (a) = ¢; (8) = ¢, () = ¢, (B).
La funcién asi definida f3; es sobreyectiva, continua, no diferenciable, no inyectiva. (la
demostracién a la afirmacién anterior es andloga a las realizadas para fp).
Claramente la curva de Hilbert también es imagen continua del Espacio de Cantor.
Toda curva que llena el plano es la imagen de una funcién continua y sobreyectiva de
un compacto, razén por la cual hay varios SIF que conllevan a una curva que llena el
plano.

0,1]* € H (R?), ya sabemos que [0,1]* es compacto y cada punto de [0,1]* tiene por
lo menos un cédigo asignado, estos cédigos coinciden con las direcciones. Por medio de

la codificacién podemos obtener [0, 1]2 a partir de cualquier subconjunto compacto no
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vacio de R?. A continuacién se ilustra el plantemiento anterior:

s
v ; // 0
N \i// < 6</

’\\J/

/

E

IR ARRARAR AR AR AR RARN
i T

T T TR T

El punto inicial para la curva de Peano es (0,0) y el punto final es (1,1)
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El punto inicial de la curva de Hilbert es (0,0) y el punto final es (1,0)

4.3. Teorema de Netto

Netto demostré un teorema que nos asegura que las curvas que llenan el plano se

obtienen de funciones que son continuas y no inyectivas.

Teorema 4.5 (De Netto) Una biyeccion f : [0,1] — [0,1]° es necesariamente dis-

continua.

Demostraciéon. Supongase que f es continua. Sea A C R un conjunto cerrado, entonces
ANJ0, 1] es cerrado y acotado, luego es compacto. por el teorema 2.3 f (AN [0,1]) = A;
también es compacto, luego es cerrado.

Debido a que f es biyeccién entonces existe la funcién f=' = g : [0, 1]2 — [0,1] y
fAN[0,1])=A4, =9 (A).y g (A) es cerrado.

Por la definicién 2,31 f~! es continua.

Si f~! es continua y su dominio es un conjunto conexo entonces su imagen también es
un conexo.

Sia [0, 1] le quitamos el elemento 2z obtenemos el conjunto [0, ) U(z, 1] que es disconexo.
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. 2 . . _
Si a [0,1]" le quitamos el elemento f (z) obtenemos un conjunto conexo. Entonces f~!
se define de un conjunto conexo a uno disconexo, lo cual genera contradicciéon. Entonces

f no puede ser continua.ll
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Capitulo 5

Algoritmos

5.1. Algoritmo de Peano

El primer algoritmo para generar curvas que llenan el plano fue creado por el mismo
Giuseppe Peano, lo encontramos en “Sur une courbe qui remplit toute une aire plane”
1890.

Peano defini6 la funcién fp : [0,1] — [0,1]> en términos del operador
k(t;) =2—1t; siendo t; =0,1,2

es decir, £ (0) =2, k(1) =1, k(2) =0.
Como sigue:

0.t1 (k'2t3) (kf2at5) ...
fp (0.t1tatsty...) = donde k™ devuelve la n-ésima composi-

0. (k'ity) (K1+isty) ...

cién de k sobre si misma.
Este algoritmo nos codifica [0,1] y [0,1]* en base 3.

En ([4]) encontramos la demostarcién de que dicha funcién es sobreyectiva y continua.
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Bosquejemos la imagen de algunos puntos del intervalo [0, 1], como:

. 0,11111...
1=0,111... fp(0,111... )=

0,11111...
. 0,02222...
1=0,0222... fp(0,0222... )=

0,22222...

0,0000...
1=0,020202... fp(0,020202...) =

0,22222...

0,22222...
3 =0,202020... fp(0,202020...) =

0,00000...

0,202020...
I=0,212121... fp(0,212121...) =

0,111111...
) 0,02222...
1=10,01000...  f,(0,01000... ) =

0, 10000...
; 0, 10000...
2 =0,120000...  f, (0,120000...) =

0,02222...

0 1

1]

2! 2 | 3 8
3:/,«-"’_7_ H—HQ e
4}f’r_F__““““mJH‘ 4 7

5] n +

6] f———————aﬁ%/

7 ] 0 ]

g \6\‘0

Algunas imdgenes bajo fp.
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5.2. Cédigo Gray para obtener curvas que llenan el
plano.

A continuacién se describird un dlgoritmo conocido como el Cédigo Gray por medio del

cual se obtendra la curva que llena el plano que corresponde a lim P,, siendo P, el

n—oo
n-ésimo paso de la sucesion:

T R e R
[ 1L T H TR ¥
[ EEEE FEdEshRsarsnnsL A
11 I ] == E—] S Ht HEER
| I'T1 | EEEEEA R e e

iEaE T RSl
Tl Hr 1
' RN = S U = R S L= e
11T | ] ARSHLShR r; RS
T | T =k =TT ar Ih=
e SRChE=aL=ip=ar=Si=nE=ar=s
| | | [_J f t t .__] E_J f .}
[ 11 | AT P P =
=
=
| | ' Eenr=iisnn e ne e N Ce

=t ==l
[ BB = ur, AESALEar; ;
1] | EEkEAE =LA RS SIS =
dE=ar=aes dEc:nss
T il e U T HrF
N ! PR RRNR DR RAROR RN TR

En cada paso ubicaremos vértices marcando puntos en los extremos y en la mitad de

cada segmento horizontal.

En P 9 vértices

En P 81 vértices

Definiremos una funcién entre los enteros 0,1,2,3,...,3*""! y los puntos (0,0) (1,0)
(2,0) (2,1) ... los cuales son los vértices sucesivos de P,.

El cédigo Gray consiste en lo siguiente:
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Supongamos que a = (a1a2a3...a,,), con 0 < a; < n para i = 1,2,3,...,my p; =
J

(Z ai) 1<j<m.
=1 mod 2

Cuando n es impar se define:

CL, = (blbgbgbm)n .

a; sipj—1 =0 .
donde by = ay y b; = parat=2,3,...,m.
n—l—ai Sipj,1:1

Asi los primeros cédigos en base 3 del cédigo Gray son: 0,1,2,12,11,10,20,21,22,122,121,...
En nuestro ejemplo 0 se hace corresponder al vértice (0, 0); 1 al vértice (1,0); 2 al vértice

32"~1 ge hace corresponder al vértice (babsbgbs..., b1bsbsbr...) .

(2,0); en general el nimero
Para bosquejar lo anterior se muestra el proceso para obtener P, a partir del cédigo

Gray para bases impares:

Entero  a(cuatro cifras) a Vértice
0 0000 0000 (0,0)
1 0001 0001 (1,0)
2 0002 0002 (2,0)
3 0010 0012 (2,1)
4 0011 0011 (1,1)
5 0012 0010 0,1)
6 0020 0020 (0,2)
7 0021 0021 (1,2)
8 0022 0022 (2,2)
9 0100 0122 (12,2)
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Entero
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33

a (cuatro cifras)

0101
0102
0110
0111
0112
0120
0121
0122
0200
0201
0202
0210
0211
0212
0220
0221
0222
1000
1001
1002
1010
1011
1012
1020

72

0121
0120
0110
0111
0112
0102
0101
0100
0200
0201
0202
0212
0211
0210
0220
0221
0222
1222
1221
1220
1210
1211
1212
1202

Vértice



Entero
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
20
o1
52
93
54
95
26
o7
o8

a (cuatro cifras)

1021
1022
1100
1101
1102
1110
1111
1112
1120
1121
1122
1200
1201
1202
1210
1211
1212
1220
1221
1222
2000
2001
2002
2010
2011
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1201
1200
1100
1101
1102
1112
1111
1110
1120
1121
1122
1022
1021
1020
1010
1011
1012
1002
1001
1000
2000
2001
2002
2012
2011

Vértice



Entero
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80

a (cuatro cifras)

2012
2020
2021
2022
2100
2101
2102
2110
2111
2112
2120
2121
2122
2200
2201
2202
2210
2211
212
2220
2221
2222
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2010
2020
2021
2022
2122
2121
2120
2110
2111
2112
2102
2101
2100
2200
2201
2202
2212
2211
2210
2220
2221
2222

Vértice
0,21

0,

[\]

2

1

[\

2

?

2,22

(0,21)
(0,22)
(1,22)
(2,22)
12,22

11,22

10,22

(12,22)
(11,22)
(10,22)
(10,21)
(11,21)
(12,21)
(12,20)
(11, 20)
(10, 20)
(20, 20)
(21,20)
(22, 20)
(22,21)
(21,21)
(20,21)
(20, 22)
(21,22)
(22,22)

22,22



22
a1

i e
12 et e
1
18 Nedn o ma
5 e

0 1 2 i1l 1220 1 22

Para bases pares el cédigo Gray corresponde a la siguiente regla de conversion :

b1 = a1
a; si a;_1 es par
by =
n—1—a; sia;_1 esimpar

parat=1,2,3,...,m.

Con esta regla de conversién podemos encontrar la curva de Hilbert:

[ [

Hl Hg Hg H4 HS

H, tiene cuatro vértices, H, tiene 16 vértices, en general H,, tiene 22" vértices.
Entonces para construir la curva de Hilbert hacemos corresponder los enteros 0, 1, 2, 3, ...

con cada vértice que resulta de la regla de conversién.
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Veamos el ejemplo en base dos para Ho:

Entero
0
1

10
11
12
13
14
15

Fijese que estos “pegamientos ” permiten obtener Hs.

a
0000
0001
0010
0011
0100
0101
0110
0111
1000
1001
1010
1011
1100
1101
1110

1111

0000
0001
0011
0010
0110
0111
0101
0100
1100
1101
1111
1110
1010
1011
1001
1000

76

Vértice
0,0)
1,0)

L,

—_

)

(
(
(
(0,1)

10,1
11

—_

Y

(10,1)
(11,1)
(11,0)
(10,0)
10,10

10,11

—_
—_

—_
—_
(==}
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