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RESUMEN

TITULO: ANALISIS TEORICO DE UN MODELO DE ECUACIONES DIFERENCIALES QUE DESCRIBE
LA EVOLUCION DEL GLIOBLASTOMA []

AUTOR: ALVARO JOSE CHAPARRO VILLAMIZAR

PALABRAS CLAVE: GLIOBLASTOMA, INVASION TUMORAL, MODELO MATEMATICO, EXISTENCIA
DE SOLUCIONES.

DESCRIPCION: El presente trabajo se enmarca dentro del area de las Ecuaciones Diferenciales, en
el cual se estudia un modelo matematico conformado por un sistema no lineal acoplado de EDP-EDO,
gue describe la evolucion espacio temporal del glioblastoma, relacionando las densidades del tumor,
la necrosis, y la concentracion vascular dentro del cerebro, y con condiciones de frontera de tipo
Neumann sobre su frontera. El objetivo central de este trabajo consiste en analizar teéricamente
la existencia de solucién clasica y global del modelo, y propiedades de unicidad y positividad. Asi
mismo, se desarrollan algunas simulaciones numéricas basadas en el método de los elementos
finitos para la aproximacion espacial, y el método de diferencias finitas para la aproximacién temporal,
que permiten visualizar la aproximacién de las soluciones y su dinamica respecto a la descripcion

fisica del modelo.

Trabajo de grado
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ABSTRACT

TITLE: THEORETICAL ANALYSIS OF A DIFFERENTIAL EQUATIONS MODEL THAT DESCRIBE
THE EVOLUTION OF GLIOBLASTOMA []

AUTHOR: ALVARO JOSE CHAPARRO VILLAMIZAR

KEYWORDS: GLIOBLASTOMA, TUMORAL INVASION, MATHEMATICAL MODEL, EXISTENCE OF
SOLUTIONS.

DESCRIPTION: The background of study in this thesis is the area of differential equations. Here |
study a mathematical model defined by a non linear PDE-ODE system, which describes the spatial
temporal evolution of the glioblastoma, associating the tumoral, necrotic densities and the vascular
concentration inside the brain, endowed with non tumor flux boundary condition. The central purpose
of mathematical analysis is to prove the existence and uniqueness of global in time classical solution
and properties of positivity and upper bounds. To visualize the evolution of the solution | develop
numerical simulations based on finite difference squemes to approximate temporal derivatives and

finite element method to approximate spatial derivatives, to study his dinamic in the biological sense.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Elder Jesus Villamizar Roa, Ph.D. en
Matematicas.
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INTRODUCCION

Los tumores primarios del sistema nervioso central constituyen un grupo heterogéneo de neoplasias
0 masas anormales de tejido, atendiendo tanto a su localizacién como a las alteraciones genéticas
que presentany a la respuesta de cada uno de ellos a los distintos tratamientos. Segun la organizacién
CBTRUS en |1 el ratio de incidencia de tumores cerebrales es de 21.03 casos por cada 100.000
habitantes (ver Figura [T), siendo 3 veces mas frecuentes en hombres que en mujeres. Dentro de
este grupo de tumores, los de origen glial denominados Gliomas, representan el grupo mayoritario
de tumores malignos (ver Figura [3(b)). Dentro de los gliomas se pueden distingir cuatro grupos
atentiendo a su linaje glial; Astrocitomas, Oligodendrogliomas, Oligoastrocitomas mixtos y Ependimomas.
De todos estos, el grupo mas representativo son los astrocitomas, dentro de los cuales se destaca el

glioblastoma multiforme (GBM), por su alto grado de malignidad y su tasa de recurrencia.

Figura 1. Numero de casos registrados por cada 100.000 habitantes, distribuidos
por rangos de edades; nifos, de 0-14, nifios, de 0-19, adultos mayores de 20 y
todas las edades (imagen tomada de CBTRUS E[)

254

20-

156+

10-
.
.

Chlldren (0-14) Chlldmn (0-19) Adults (204) All Ages
[ M Maiignant [ 364 [ 3.33 | 8.85 I 7.27 |
[ W Non-atignant | 1.50 [ 103 | 18.53 [ 1377 |

Age-Adjusted Incidence Rate per 100,000

t Rates per 100,000 and age-adjusted to the 2000 United States standard population

La clasificacion aceptada a nivel mundial es la propuesta por la Organizacion Mundial de la Salud,

dentro de la cual los Gliomas se subdividen en cuatro grados que van desde el | al IV en una

' Q. T. Ostrom y col. “CBTRUS statistical report: Primary brain and central nervous system tumors

diagnosed in the United States in 2006-2010”. En: Neuro-Oncology 2.2 (2013), pags. 1-56. DOI:
10.1093/neuonc/not151.
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escala ascendente, atendiendo caracteristicas histologicas, las cuales incluyen prognosis y tasas
de supervivencia. Se dice que un glioma es de grado IV o GBM si presenta un comportamiento
muy infiltrativo, gran pleomorfismo celular, proliferacion vascular y aparicién de areas de necrosis. El
principal mecanismo para diagnosticar el GBM son las imagenes por resonancia magnética (IRM),
las cuales de acuerdo a la técnica empleada se clasifican como T1 o T2. Las IRM-T1, en presencia
de un GBM permiten evidenciar la presencia de una masa anillada de rapido crecimiento y una masa
focal de tejido necrotico (ver Figura [3) y las IRM-T2 permiten evidenciar la presencia de edemas
cerebrales®| que contienen células tumorales infiltrativas, las cuales afectan las &reas circundantes.
En E], se mencionan varios estudios que reflejan la importancia entre caracteristicas geométricas del
GBM, obtenidas por medio de IRM de tipo T1 y T2, con la tasa de supervivencia; algunas de las
caracteristicas geométricas estudiadas son: el didmetro méaximo tumoral, ancho de la masa anillada,
volumen de las zonas con gadolinioE]y volumen tumoral. Desafortunadamente, los mecanismos para
la deteccién de GBMs es complejo, debido a esto, como se menciona en E], se proponen modelos
matematicos como una herramienta para entender mejor la evolucién y la prediccién del GBM y

consecuentemente, buscar una terapia que mejor se adapte a su posible tratamiento.

3 Acumulacion anormal de liquidos en el parénquima encefélico. (Tomado de (Godoy D. y Recalde
R. Nigri W. “Fisiopatologia del Edema Cerebral”. En: Revista Argentina de Neurocirugia. 12.155
[1998], pags. 1-8)).

4 Martinez-G. A. Molina D. Pérez-Beteta J. y col. “Glioblastoma: does the pre-treatment
geometry matter? A postcontrast T1 MRI-based study”. En: European Radiology 27.3 (2016),
pags. 1096-1104.

5 Agente quimico de contraste que ayuda a mostrar el tejido anormal del cuerpo cuando se realiza
un IRM. (Instituto Nacional del Cancer. (s.f.). Diccionarios del NCI).

6 Guillén G. F. y Suarez A. Fernandez R. A. “Theoretical analysis for a PDE-ODE system related to
a Glioblastoma tumor with vasculature”. En: Z. Angrew. Math. 72 (2021), pags. 1-25.
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Figura 2. Imagenes tomadas de CBTRUS

{a) Meningioma

Glioblastoma
C 156 %
Oligoas
Oligodendrogliomas_
' Tumors of the
74.? %

Gliomas (ICD-0-3: 9380-
9384, 9391-9460, 9480)

6.1% t
MNerve Sheath All Other account for 28% of all tumors
Tumors 10.7 % and 80% of malignant lumaors
B1%

(a) Distribucion de tumores cerebrales primarios y tumores del SNC, de 326.711

histologias.

Glioblastoma
(b) 452%

Germ Cell
Tumors

2789 Other Astrocytomas

174 %

Embryonal Tumors
33%
Ependymal Tumors

35%
Oligodendrogliomas
5.0% Lymphoma All Other
6.2 % 14.3 %

(b) Distribucion de tumores cerebrales malignos, de 112.458 histologias.

Un modelo matematico que describe la dinamica de las células involucradas en el GBM se presenta
en® donde se relaciona la densidad de células tumorales T'(¢, z), la densidad de células necréticas

N(t,z) y la concentracién de vasculatura ®(¢,z) en un dominio Q C R? y en un intervalo de tiempo
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(0,T¢), 0 < Ty < oco. Este modelo es dado por el siguiente sistema EDP-EDO:

orT
5~V (k1 P(®,T) + ko) VT) = 1T, N, @) en (0,Ty) x €2,
Difusién Reaccion
ON
—— = fo(T,N,®) en (0,T%) x Q,
ot ———
Reaccion
o
— = f3(T,N,®) en (0,T%) x Q,
ot 2
Reaccién

donde 0 < k1, kg € R son coeficientes de difusion, los cuales representan la velocidad anisotrépica

y la difusién isotropica de las células cancerigenas, respectivamente. Las funciones f; (i = 1,2y 3)

representan términos fuente que involucran la interaccién entre las variables del sistema, las cuales

vienen dadas de la siguiente forma:

1_T+N+<I>

A(T, N, @) :pp@gnT( al

) —aTS(®T)— B/NT
Hipoxia Trans.de TaN

Crecimiento del turmor

fo(T,N,®) =aTS(®,T)+ ® Q(T,N) + LN T ,
—_——

——
Hipoxia Destruccion de la vasculatura ~ Transformacién de T a N
T+N+®
AN =y r@ne(1- TN - e e

Destruccion de la vasculatura
Crecimiento de la vasculatura

La funcién P(®,T) describe el volumen fraccionario de la vasculatura; este término se introduce en

el modelo puesto que, la velocidad en el desarrollo del tumor depende de la cantidad de vasculatura,

la cual describe que, cuando no se tiene vasculatura (® = 0), se tiene que P(®,T) = 0, es decir, las

células tumorales no proliferan, y por otro lado, P(®,7T) = 1 cuando T = 0, dado que, en ausencia de

tumor la vasculatura continda con su proceso sin perturbacion. Esta funcion se define de la siguiente

forma:

o

P(®,T) = T J:n

sid, + T, #0,

donde, Ty = méx{0,T} y &, = miax{0, }. Note ademas que, P(®,T) satisface

0<P(®T)<1VY®T)c{(®T)cR?| &, +T #0}.
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Figura 3. En la parte superior se observa la RM en secuencia T1 con contraste, de
un paciente con un tiempo de enfermedad de 2 dias. En la parte inferior se observa
el progreso del GBM al transcurrir 2 meses, en la izquierda se muestran IRM-T2,
mientras que en la derecha se muestran IRM-T1 (imagen tomada de ﬁ)

Podemos observar que la ecuacioén (1)); corresponde a una ecuacién parabdlica no lineal de difusion
reaccion y las ecuaciones (1)), y (T); son EDO no lineales, que describen el comportamiento no

difusivo de la necrosis y la vasculatura.

Por otro lado, en (2), el término asociado al crecimiento del tumor relaciona la tasa de crecimiento

pP(®,T), donde p indica la razén de proliferacion celular tumoral, con la ley de crecimiento logistico
T+N+o L e - o P

1-— T; esta Ultima expresidn nos indica que el crecimiento celular y vascular estan limitados

por la capacidad de carga K del cerebro.

Las funciones S(®,T), Q(T,N) y R(®,T) que aparecen en son factores adimensionales los

cuales siguen las siguientes indicaciones bioldgicas:

» La funcién oT'S(®,T) permite modelar la hipoxia cerebral en vista de la decadencia del flujo
vascular, donde « indica la velocidad de muerte por hipoxemia persistente. S(®,T) indica el
volumen fraccionario de vasculatura debido a la pérdida de vasculatura; este término permite
describir el desarrollo de la hipoxia debido a la disminucidn de vasculatura y, por consiguiente,
la destruccion de células tumorales. Esta funcion se define por: S(®,7T) = /1 — P(®,T)2,

siguiendo que:

15



Incrementaal, si® — 0,

Decrece a 0, Si ® — +o00.

m La funcién Q(T, N) describe la interaccion entre las células tumorales y necréticas, con la
vasculatura; ya que a medida que las células tumorales o necréticas proliferan, el flujo de
vasculatura disminuye. Esta interaccién se considera siendo: Q(T, N) = 6T + 3, N, donde &
indica la tasa de destruccién de vasculatura por la accién natural del tumor y 3, indica la tasa
de transformacién de vasculatura a necrosis.

= Eltérmino de crecimiento vascular relaciona la tasa de crecimiento vR(®, T'), donde ~ indica la

T+N+

K
La funcién R(®,T) permite describir el crecimiento de células necréticas, si la destruccion de

razén de proliferacion vascular, nuevamente con la ley de crecimiento logistico 1 —

las células tumorales y la vasculatura es masiva, es decir, si se tiene que ¢ > % Esta funcion
. T
se define como R(®,T) = ?\/1 — P(®,T)2.

El ultimo término involucrado en 1 describe la dinamica entre el tumor y la necrosis, ya que a lo
largo del tiempo se considera que la necrosis aumenta a medida que el tumor lo hace; esto resulta
en la muerte de células tumorales; dicha interaccién viene dada por +38, NT, donde (3, describe la
razon de cambio de las células tumorales a necréticas. En la Tabla [{] se muestran las unidades de

medida para todos los coeficiente de reaccion.

Debido a observaciones reportadas alrededor del comportamiento de esta patologia se ha encontrado
que las células tumorales presentan un comportamiento aleatorio cuando no existen limitaciones
nutricionales, por lo que se considera k1 = 0y ko = 1, con el fin de establecer una difusién que

modele este comportamiento.

En conclusién, el modelo que consitituye el objeto de analisis de este trabajo esta dado por:

X ar- pP(<I>,T)T(1—1UFJKV+(I)>—aT - P(®,T) - By NT,
ON
— = aT\/1-P(®,T)2+ 1 NT+5T®+ 3, NO,
o (3)
90 T TN+ ®
9 T A p@ e (1- LENERY e g, N,
= VT P@ TR (1 L 5T® — B, NG

para todo (t,z) € (0,Tf) x ©, junto a las condiciones de no flujo en la frontera 92 de Q,

16



Tabla 1. Coeficientes de reaccion

Variable Descripcion Unidades
K1 Velocidad de difusién anisotrépica cm?/dia
Ko Difusion isotropica cm?/dia
v Velocidad de difusién cm?/seg
p Razon de proliferacion celular tumoral 1/dia
K Capacidad de carga cerebral cel/cm?
Q Velocidad de defunsién por hipoxemia persistente 1/dia
5 Destruccion de vasculatura por la acciéon del tumor 1/dia
B Tasa de transformacion de vasculatura a necrosis 1/dia
b1 Tasa de transformacion de tumor a necrosis 1/dia
vy Proliferacién vascular 1/dia

g—: = 0 sobre (0,Ty) x 012, (4)

donde n es el vector normal exterior y unitario sobre 92, y las condiciones iniciales

T(0,z) = To(x), N(0,z) = No(z), ®(0,z) = Dp(x), = € Q. (5)

Este trabajo es de caracter disertativo, y su contenido estd basado en las referenciasyﬂ principalmente.
En el Capitulo 1, presentamos la notacion y algunos resultados preliminares que son requeridos
para la lectura del resto del trabajo; en el Capitulo 2, analizamos la existencia y comportamiento
asintético de soluciones clésicas del sistema (3)-(5). Finalmente, en el Capitulo 3, presentamos
algunas simulaciones computacionales, a partir de un esquema de aproximaciéon numeérica de tipo
mixto basado en una discretizacion por diferencias finitas en tiempo y elementos finitos en espacio,
con el fin de observar la dinamica de las variables biolégicas del modelo, y algunas de sus propiedades

cualitativas.

% Guillén G. F. y Suarez A. Fernandez R. A. “A Glioblastoma PDE-ODE model including chemotaxis
and vasculature”. En: Mathematical Modelling and Numerical Analysis 56 (2022), pags. 407-431.
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1. PRELIMINARES

En este capitulo se introducen algunos preliminares que seran relevantes a lo largo del trabajo.
Iniciaremos haciendo una revisién sobre algunos espacios de funciones, incluyendo principalmente
los espacios de Lebesgue, Sobolev y Hdélder. Posteriormente, presentaremos unos teoremas de
regularidad parabdlica y el Teorema de punto fijo de Leray Schauder. También incluiremos algunos
resultados sobre problemas de Cauchy asociados a EDOs; finalizamos con un resultado sobre la
existencia de solucion débil para una familia abstracta de problemas parabdlicos, usando el concepto

de existencia y unicidad de sub y super soluciones.

1.1. ESPACIOS DE FUNCIONES

En esta seccién se presentan algunas definiciones y resultados importantes sobre los espacios de
Holder C*7(Q), los espacios de Lebesgue L?(Q) y los espacios de Sobolev W*?(Q), en cada caso

siendo © un dominio acotado de R¥.

Sea 0 < v < 1. Recordemos que la clase de funciones f: 2 — R las cuales verifican

[f(x) = f(y)| < Clz —y| paratodo z,y € €, (6)
para alguna constante positiva C, son llamadas Lipschitzianas. Si f verifica

|f(x) = f(y)| < Clo —y|" paratodo z,y € Q,

entonces, f se denomina Holder continua con exponente +.

Definicion 1.1.1. 1. Sif: © — R es acotada y continua, definimos la norma de f en C°(Q) como
||f||c0(§) = Slép {If]: x € Q}.

2. Si f es una funcién vectorial, f = (fi,...,f.) con f;: Q — R tal que f; € C°(Q),i = 1,...,n,

definimos la norma de f en (C°(Q2))" como

HfH(CO(ﬁ))n = 121?§}§L‘|fi“co(ﬁ)'

18



3. La seminorma v-Héblder de f: Q — R, se define como

i) =10 |, ),

|z — y[

[f]co.w(ﬁ) ‘= sup {
Q
y la norma ~-Hélder como
1flleon@) = 1fllcoy + fleon @y (7)

Definicion 1.1.2. Un muilti-indice « es una N-tupla de numeros enteros no negativos, esto es, a =

(a1,...,an) cona; € NU{0}. Ademas, el mddulo de un multi-indice se define como |a| = Z?L 1 0.

Usando la notacion de multi-indice podemos compactar la notacion para las derivadas parciales de

orden a de una funcién f: RN — R, de clase C!*!(RY), de la siguiente manera

|
pep_ 00

- a1 Qa9 an -’
0x'0x5” -+ 0xy

Denotemos por C*(12) el conjunto de funciones k-veces diferenciables, con derivada k-ésima continua

sobre Q; en este caso, la norma es dada por

£ llexy = D 1D Fligo -

la| <k
Definicion 1.1.3. (Espacio de Hélder). Sea un entero no negativo k. El espacio de Hélder C*7(Q),

se define como el conjunto de todas las funciones f € C*(Q) que verifican

||chlm(m = Z ||D(¥f|‘c0(§) + Z [Daf]co,w(ﬁ) < +00.

o] <k o] =k
Definicion 1.1.4. Sea ) un conjunto no vacio. Una o -dlgebra de conjuntos sobre Q) es una coleccion
no vacia M de subconjuntos de () tal que
1. e M.

2. SiAc M, entonces A¢ ¢ M.

+oo
3. SiA, € M, paratodon € N, entonces | | A, € M.

n=1
Definicion 1.1.5. Sea M una o-algebra sobre Q2. Una medida ;. sobre M es una funcién p.: M —

[0, +00) tal que
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1. pu(0) =0,

“+o00 +oo
2 u (U A,L> =Y u(Ay), siempre que la familia {A,,: n € N} sea disjunta dos a dos.
n=1

n=1

Con base en la definicion anterior, se realizan las siguientes observaciones:
n El par (2, M) es llamado espacio medible.
» Los conjuntos A € M tal que u(A) = 0, son llamados conjuntos de medida nula.

= Si una propiedad vale para todo z € £, salvo en un conjunto de medida nula, decimos que

dicha propiedad vale en casi todo punto = € Q, y escribiremos c.t.p. z € Q.

Definicion 1.1.6. Sean (X, M) y (Y,N') espacios medibles. Una funcién f: X — Y se denomina
(M, N)-medible, si f~1(x) € M, para cada x € N. En particular, una funcién f: Q@ c RY — R es
medible (segun Lebesgue) si es (L, Bg)-medible, donde L denota la clase de conjuntos Lebesgue

medibles en ), y B es la o-algebra generada por la familia de abiertos en R.

Definicion 1.1.7. Sea Q un dominio acotado de RY. Si1 < p < +oo, se define el espacio LP(Q2)

como el conjunto

LP(Q) ={f:Q—R| f esmedibley || f(x)| r(q) <-+oo},

1l = ( / |f(a:)|pdx>;.

En el caso p = 2, el espacio L*(S2) es un espacio de Hilbert con producto interno

donde,

(F.9) 120 = A f(@)g(x)da,

para lo cual se tiene que || f|| .20y = (f, f)lL/f(Q).
Definicion 1.1.8. El espacio L>° () se define como

L¥Q) ={f:Q—=R| fesmedibley|f| <C c.tp.en$, paraalguna constante C >0},

con norma definida por

£l (@) := sup ess {|f (@)I} -
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Se dice que f € L{ (), cuando f € LF() para cualquier dominio acotado ¥ C Q. Si Q es un
dominio acotado de R" y 1 < p < ¢ < oo, entonces, L(Q)) C LP(2). Ademas, si f € LP(2) N L1(Q)
conl < p < ¢ < oo, entonces f € L"(Q2) para cada r entre p y ¢, y ademas vale la siguiente

desigualdad de interpolacién

1-6 0
1oy < 115 119 accy

1 1- 0
dondef:—e+7y96[0,1].
r p q

Adicionalmente se tiene la siguiente desigualdad, conocida como la desigualdad de Hélder, la cual

establece que si 1 < p,q < co son tales que 1 = % + % ferLr(Q)yge LYQ), entonces

I fallor ) < Iflle@)llgllLaco)- (8)

Antes de definir los espacios de Sobolev, recordaremos el concepto de derivada débil. Supongamos

1
loc

que u,v € L (2)y « un multi-indice. La funcién v se dice que es la a-ésima derivada parcial débil

de u, si
/ ’U,D(y¢d1' — (_1)\04‘ / 'U(bdm? para todo ¢ S CSO(Q)7
Q Q

donde C§°(€?) denota el conjunto de todas las funciones infinitamente diferenciables con soporte

compacto en ).

A continuacion definimos los espacios de Sobolev y recordamos algunas propiedades béasicas entre

las que se encuentran las inmersiones de Sobolev.

Definicion 1.1.9. (Espacios de Sobolev). Seank e Nyp € Rcon1 < p < oo, se define el espacio
de Sobolev de orden (k,p), denotado por W*»(€2), como

WhP(Q) == {f € LP(Q): D*f € L?(Q) paratodo 0 < |o| < k},

donde D f se considera en el sentido débil. Sobre el espacio W*?(2) se define la siguiente norma

||f||Wk=P(Q) = Z ||Daf‘|ip(g) sil<p< oo,
0<al<k
”f”ka@C(Q) = Og‘lo‘fiék“Daf”Lw(Q) Sip = oo.

21



Definicion 1.1.10. Dados dos espacios normados X e Y, se dice que un operadorT: X — Y es

compacto si, para cada A C X acotado, T(A) es un conjunto relativamente compacto.

De ahora en adelante emplearemos la siguiente notacion:

s Dados X e Y espacios normados, con normas ||-||x v |||y respectivamente, si el operador
identidad 7: X — Y, definido por Iz = z para todo z € X, es continuo, es decir, existe una
constante C > 0 tal que

[zlly < Cllellx

para cada x € X, entonces decimos que X esta continuamente inmerso en Y, y lo denotamos

por X — Y.

= Siademas se cumple que el operador I es compacto, entonces decimos que X esta compacta-

mente inmerso en Y, y lo denotamos por X —<— Y.

Teorema 1.1.11 (Inmersiones de Sobolev). Sea Q un dominio acotado de R, con frontera de clase

Cl. Seanj>0yk>1enterosyl <p< co.

» Suponga que kp < N. Entonces
WItkP(Q) < WIT(Q), p<r < Np/(N —kp).

En particular
WhEP(Q) = L™(Q), p<r < Np/(N — kp).

» Suponga que kp = N. Entonces
WIthP(Q) < WO (Q), p<7r < 0.

En particular
WhP(Q) — L™(Q), p<r<oo.

Ademas, sip =1 (asi que k = N ), entonces
WIHNA(Q) — CL(Q),

donde Cg(Q) denota el espacio de funciones, que junto con sus derivadas hasta de orden j,

son continuas y acotadas en ().
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» Suponga kp > N > (k — 1)p. Entonces
Witk (Q) < 7 Q), 0< A<k — (N/p).
Por otro lado, si N = (k — 1)p, entonces
WIthr(Q) s 09 ), 0<A< 1.

Ademas, sip =1y N = k — 1, entonces la desigualdad anterior vale también para A = 1.

Teorema 1.1.12 (Rellich-Kondrachov). Sea Q) un dominio acotado de R" , con frontera de clase C".

Seanj>0yk>1enteros, yseal < p < .

» Sikp < N, entonces las siguientes inmersiones son compactas:
Withe(Q) s WIT(Q), sikp< Nyl <r < Np/(N — kp),

Witkp(Q) s WIT(Q), sikp=Nyl<q< cc.

» [ as siguientes inmersiones son compactas:
WIithkr(Q) s CI(Q), Sikp > N,

Withp(Q) s C9A (Q), sikp>N>(k—1)py
0<A<k—(N/p).

Definicion 1.1.13. (Espacios de Bochner). Sea X un espacio de Banach y a,b numeros reales tales
que —c0 < a <b< oo Paral < p < +oo. Se denota por L?(a,b; X) el espacio de las funciones

f i [a,b] = X que son medibles tales que

1

b 3
11 Lo (a,pix) = (/ IIf(t)H?(dt> < +oo.

Enelcasop = 4o,

11l oo a,:3) == sup ess [ f(t)]| x < oo.
t€la,b]

Asi mismo, se denota por C*([a,b]; X) el espacio de las funciones de clase C* en tiempo, con valores

en el espacio X, dotado de la norma
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I llex o100 = i, sup 1Dl

Teorema 1.1.14. [T_‘T] Sean X, B,Y espacios de Banach tales que X —~ B — Y. Sea F' un conjunto
acotado en L>(0,7; X) y %—f acotado en L"(0,T;Y) para algun r > 1, entonces F' es relativamente

compacto en C°([0,T7; B).

Finalmente, a continuacion recordamos la desigualdad de Gronwall la cual sera utilizada a lo largo

de este trabajo.

Lema 1.1.15. (Desigualdad de Gronwall) Sea I un intervalo de la recta real de la forma [a, >0), [a, b] O
[a,b) cona < b. Sean «, B y ¢ funciones definidas sobre I. Asuma que 8 y ¢ son funciones continuas

Yy que la parte negativa de « es integrable sobre cada subintervalo cerrado y acotado de I.

a). SiB es no negativa y si ¢ satisface la desigualdad integral

o(t) < alt) + / B(s)d(s)ds, VLel,

entonces

(1) < a(t) + /'t a(s)(s) exp < / t B(r)dr) ds, tel.

a

b). Siademas la funcién o es no decreciente, entonces

é(t) < alt) exp </:B(s)ds> . tel

1.2. REGULARIDAD PARABOLICA Y UN TEOREMA DE PUNTO FIJO

En esta seccidn iniciamos considerando algunos espacios de funciones que seran relevantes para
el andlisis tedrico que se desarrollara posteriormente, y luego se presentan unos teoremas sobre la
regularidad de soluciones de ecuaciones parabdlicas. Por ultimo recordaremos un resultado clasico

de punto fijo conocido como el Teorema de Leray-Schauder.

10 J. Simon. “Compact sets in the space L?(0,T, B).”. En: Annali di Matematica pura ed applicata.
146 (1987), pags. 65-96.
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Definicion 1.2.1. Sea p > 3. Consideramos los siguientes espacios regulares de funciones:

W272PP () = {u e W2-2/pp(Q) % = 0 sobre GQ} ,
v, = {u € L (0,Ty; W2P(2)) N C° ([o,Tf]; Wﬁ_Z/p’p(Q)) yus € LP (O,Tf;LP(Q))},

y para el espacio V,, se dota de la estructura de espacio normado por medio de la siguiente norma:

lellv, =l oo 7 wz—2/v0 @y Flellzr o, 15w20 @) + 10ctull Lo 0,750 00

Lema 1.2.2. ['|Sean Q € C2, p > 3, up € Wi 2/PP(Q) y g € LP(0,Ty; LP(2)). Entonces el problema

Ou—Au=g en(0,Ty) x Q,

u(0,z) =up(z) enqQ, 9)
ou
e 0 sobre (0,Ty) x 09,

admite una solucioén unica v € V,. M&s aun, existe una constante C = C(p,,Ty) > 0 tal que

vy, < © (llgllzoco oy, 1o lya-2r0n gy ) -

Lema 1.2.3. [ Sea ) € ¢>* conwv > 0. Suponga que g € C([0, T];C**(Q)), up € C>*(Q) y Vu-n = 0.

Entonces, el problema (9) admite una tnica solucién
u € C°([0,Ty];C*¥(Q)), dpu € C°([0,Ty];C%" ().
Maés atin, existe una constante positivaC = C(p, q,Q,Ty) tal que
||3tu|\c0([o,:rf];c0,v(5)) + ||“Hc0([o,:rf];c2=v(§)) =C (”“0”62*’(5) ’ ”g||C([0>Tf];C°=“(§))) ’

Finalizamos esta seccién recordando el Teorema de punto fijo de Leray-Schauder, el cual sera usado

en la demostracién de la existencia de solucion del sistema diferencial (3)-(5). Recordamos que si X

A, Feireisl E. y Novotny. Singular limits in thermodynamics of viscous fluids. Ed. por Advances in
Mathematical Fluids Mechanics Birkhduser Cham. 2009.
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es un espacio de Banach,y R : X — X es un operador no lineal, se dice que R es compacto si para

cada A C X acotado, el conjunto R(A) es relativamente compacto.

Teorema 1.2.4. (Teorema de Leray-Schauder). Sea X un espacio de Banach, A € [0,1] yR: X — X
una aplicacioén continua y compacta tal que para cada v € X conv = AR(v), se tiene que ||v||x < C

con C > 0 independiente de \ € [0, 1]. Entonces, R admite al menos un punto fijo.

1.3. PROBLEMAS DE CAUCHY

En esta seccion se revisaran algunos elementos teéricos del problema de valor inicial

y'(t) = f(t,y),

y(to) = yo,

(10)

asociado a una ecuacion diferencial ordinaria en R definida por una funcién f: U — R¥ siendo U
un abierto de R x R™. Recordemos que una solucion de la ecuacion y/(t) = f(t,y) en U es una curva
y : I — RY que es derivable en el intervalo I C R, cuyo grafico esta contenido en U y cuya derivada

es determinada por f, es decir, (t,y(t)) e Uy y'(t) = f(t,y(t)) paracadat € I.

La existencia de soluciones del problema de valor inicial (10) es garantizada por la continuidad de
f(t,y); para la unicidad de soluciones, es necesario exigir una condicion adicional, a saber, que f

sea Lipschitz en la variable y. A continuacion revisaremos estos resultados.

Para establecer los teoremas de existencia y unicidad del problema de valor inicial (10), consideremos

la siguiente definicién. Dado un punto (¢y,y0) € U, escogemos constantes a, b > 0 tales que
Ra,b = IaXBbCU, (11)

donde I, = [ty — a,to +a] C Ry B, = B(yp,b) C RY son bolas cerradas y centradas en t, y yo, de

radio a y b en Ry R, respectivamente.

Teorema 1.3.1. E (Picard-Lindeléf). Sea f: U — R una aplicacion continua en un abierto U C

RN+ (tg,y0) € U y a,b > 0 tales que se verifica (11). Si f(t,y) es Lipschitz en la variable y € RY

2 A. O.y Doering Lopes y C. |. “Equacdes Diferenciais Ordinarias (6.a ed.)” 2016.
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sobre el rectangulo R, ;,, entonces existe una tnica solucion del problema de valor inicial @) definida
enunintervalo I tal quety € I C [to—a,to+a] C I, yo = min{a,b/M}, con M > 0 una cota superior

de |f(t,y)| en el rectangulo R y.

Supongamos que f: U — RN, U c RN*! es tal que % es continua en U, como el rectangulo R,

es compacto en U, por el Teorema de Weierstrass, existe K > 0 tal que

para todo (t,y) € R, 5. Entonces, por el Teorema del valor medio, se tiene que

[f(tz) = fty)l < K|z —yl,

para cualesquiera dos puntos (t,z),(t,y) € R,p. Por lo tanto, si la derivada parcial espacial es
continua, entonces f es una funcion Lipschitz en la variable y. Observamos también que si se elimina
la condicién de lipschitzianidad, se pierde la unicidad, aunque se puede garantizar la existencia de

solucion.

Definicién 1.3.2. Diremos que una soluciény: I — RY del problema de valor inicial @) es maximal
enU si, dada cualquier soluciony: J — RN del problema de valor inicial {10) definida en un intervalo
J C R, necesariamente se tiene que J C I y y(t) = y(t) para cadat € J. En ese caso, iy es una
restriccion de y, y a su vez, y es una extension de y. Ademas, una solucién maximal de (10) siempre

tiene por dominio, un intervalo abierto.

Teorema 1.3.3. @ Sea f: U — RN, U c RN+ continua tal que % también es continua. Entonces,
para cada (to,yo) € U, existe una Unica solucion maximal del problema de valor inicial @) definida

en un intervalo abierto.

Como podemos observar el Teorema [1.3.3] nos ilustra la relacion entre la solucion maximal y la
condicion inicial (to,yo). Para introducir el concepto de flujo de ecuaciones incluiremos la condicién
inicial en la notacion de la solucion. Dado (u,y0) € U, escribiremos I = I,,,) para denotar el

intervalo de definicion de la solucion maximal del problema de valor inicial

Y = f(t,y), y(u)=yo. (12)

Tenemos que u € I, y,), y por el Teorema|1.3.3} el intervalo I, ,, es abierto. También escribiremos

o(t,u,y),cont € I, ,,), para la solucion maximal de en U y considerando la formulacién integral
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se tiene que

t

o(t, ) = yo + / F(s (s, u,y))ds (13)

u

paracadat € I, ). Ahora definimos
Q={(t,u,y) eERVT2:t € I( ), (u,y) EU} CRx U,

de este modo obtenemos una aplicacién ¢: Q — RY que satisface en cada punto (¢, u,y) € Q.

Esta aplicacién ¢ se denomina flujo de ¢’ = f(¢t,y).

Veamos finalmente, el flujo de ecuaciones diferenciales a un parametro. En general, diremos que

y/ = f(tay7>‘)

es una familia de un parametro A\ € A ¢ RX de ecuaciones diferenciales si f: U x A — RM es una
aplicacion con U ¢ RM+1 y A ¢ R¥ abiertos. Una curva diferenciable y: I — R es una solucion de

la ecuacion diferencial ordinaria con parametros si (¢, y(t)) € U y, para algin Ao € A fijado,

y'(t) = f(t,y(t), Xo)

para cada t € I. Un problema de valor inicial asociado a esta ecuacién corresponde a fijar un punto

(to,yo0) € U y exigir, adicionalmente, que y(tg) = yo.

Consideremos f: U x A — R¥ una aplicacion continua de U x A ¢ RN¥*! x R, Si la derivada parcial
espacial % es continua en U x A entonces, fijando A € A, la aplicacion ¢(t,y) = f(t,y, A) definida
en U, es continua y tiene derivada espacial continua en U. Por el Teorema existe una Unica

solucion maximal y(t), que satisface el problema de valor inicial

y = g(t,y), y(u) = yo,

definida en un intervalo I, ,,, C R. De esta forma, tenemos que la aplicacion t — ¢(t,u,y, ) es

solucién de la ecuacién con parametro

y/ = f(tvy’)‘)v y(u) = Yo-
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Asi, el flujo de ecuaciones diferenciales con parametros A € A, esta definida en el conjunto
Q={(t,u,y,N): t € Ity yo), (0, y,N) €U x A} CR x U x A,

donde satisface
t

ol u, s \) = g0 + / F(s, (5,9, ) ds,

u

para cada (t,u,y, A) € Q.

Teorema 1.3.4. E (Dependencia continua de EDOs). Sea U C R x RN x RM un conjunto abierto
y F : U — RN un mapa continuo tal que, para cada parametro A\ ¢ RM y para cada dato inicial

yo(N) € RY tal que (0,yo(\), \) € U, el problema de Cauchy

y'(t) = F(t,y, \),

y(0) = yo(N),

tiene una dnica solucion maximal ¢(-;yo(A),\): Iiye(n),n) — RY, donde Iy, (x),») €s un intervalo

abierto. Entonces,
O = {(t;yo(N),\) e Rx RN x RM: (,y9(N\),\) € U y t € Iy}

es un conjunto abierto y la aplicacion ¢(-;-,-) es continua de © en RY .

1.4. EXISTENCIA DE SOLUCION DE UN PROBLEMA PARABOLICO ABSTRACTO

En esta seccion estudiaremos la existencia de soluciones a problemas parabdlicos abstractos no
lineales, por medio del concepto de sub y super soluciones. Explicitamente, consideramos el siguiente

problema parabdlico abstracto:

%—Au—l—Pu:f(x,t) en (0,T) x Q,

u(x,0) = up(x) en Q, (14)
ou

= 0 sobre (0,T) x 99,

13 E. A.y Levinson N. Coddington. Theory of ordinary differential equations. Ed. por McGraw-Hill

Book Company Inc. New York-Toronto-London. 1955.
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donde P es dado por
(Pu)(t,x) = p(t, z,u(t, z), (Vu)(t, z))

siendo p: (0,7) x Q x R x RY — R una funcion dada.

Definicion 1.4.1. Una funcién u: (0,T) x Q — R se denomina subsolucion del problema (14) si
m oy, —Au+ Pu) < f(t,z) en (0,Tf) x Q,
m u(0,2) <wup(x) enq,
Ou
— < T Q.
" on < 0 sobre (0,Ty) x O

Si u verifica la desigualdad diferencial en un sentido débil, se dice que u es una subsolucion débil de

(74), esto es, u verifica la desigualdad diferencial en el siguiente sentido variacional

/Qggzb,galaﬂ—k/QVg-V(i)dgc—k/QP(g)qﬁda;g/Qf(t,:v)¢al:1c7

para toda funcion test ¢(x,t), tal que las integrales en la desigualdad anterior son finitas.

Definicion 1.4.2. Una funcionu: (0,T) x Q — R se denomina stpersolucién del problema (14) si
s u, — Au+ P(u) > f(t,z) en(0,Tf) x Q,
m 5(0,x) > ug(z) enq,
ou
_ > .
" on 2 0 sobre (0,T) x 0Q
Siu verifica la desigualdad diferencial en un sentido débil, se dice que u es una supersolucion débil

de (14).

Teorema 1.4.3. [%] Suponga que u, y us son sub y super soluciones débiles del problema (14),
respectivamente, con ui,us € L*™(0,Tf; L>®(Q)) ¥y u1 < ug para c.tp. (t,z) € (0,T) x Q. Asuma
que existen constantes C; > 0,6 > 0 y una funcion apropiada h € L'**7(0,T; L'*"(2)), conn > 0

suficientemente pequeno, tal que

lp(t, 2, 5, Q)| < h(t,z) + C1[[¢7° c.tp. (t,x) € (0,T) x

4 P.Deuel J. y Hess. “Nonlinear parabolic boundary value problems with upper and lower solutions”.

En: Israel J. Math 29 (1978), pags. 92-104.
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y para todo (s,¢) € R x RN de modo que u;(t,z) < s < us(t,x) en (0,Ty) x 2. Entonces, existe al

menos una solucion débil v del problema @) fal que uy < u < wuy c.t.p. de (0,Ty) x Q.
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2. EXISTENCIA DE SOLUCIONES CLASICAS DEL SISTEMA

En este capitulo analizamos la existencia de solucion fuerte del sistema (3)-(5), para lo cual iniciamos
presentando algunos resultados previos sobre los términos de reaccion (2). Después de analizar la
existencia y unicidad de solucion del sistema EDP-EDO, analizamos el comportamiento asintético de

la solucion.

2.1. ALGUNOS RESULTADOS PREVIOS

En esta seccion estudiaremos algunos resultados importantes que utilizaremos a lo largo del trabajo;
probaremos que las funciones f; (i = 1,2,3) son localmente Lipschitz sobre R? y enunciaremos un

teorema de extensién continua para funciones.

Lema 2.1.1. Las funciones B : R? — R y D : R? — R dadas por

Ty1=P@,T?, si®>0VT>0,
B(®,T) =
0, si ®,T < 0.

TP(®,T), si®>0VT >0,
D(®,T) =
0, si®,T < 0.

estan bien definidas, son continuas y globalmente Lipschitz.

Demostracion. Es claro ver que D esta bien definida. Por otro lado, como P(®,T)? € [0, 1], la funcién
B también esta bien definida. Para probar que B y D son funciones globalmente Lipschitz en R?,
y por tanto continuas, probaremos que sus derivadas parciales estan acotadas superiormente por
constantes independientes de ® y T'. Puesto que las funciones B, D resultan ser polinomios por fuera
del conjunto {(®,7T) € R?: ®,T > 0}, entonces la condicién de localmente Lipschitz se obtiene por
ser suma y resta de polinomios, por lo que, basta analizar sus derivadas parciales en el subconjunto
{(®,T) e R?: &,T > 0}.
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Derivando By D con respecto a ® y T, se tiene que

op___er [T ob _ 1’
00 (P+T)2V204+T’ 00 (P+T)%
0B _2OTHT? (@ \' [T I
or  (d+7) O+T 20 + T or (& +T)%"
Puesto ue(1>7<1 en vista de la positividad de ®, T, se obtiene que
q @+ T)2 = 2,y p 1 q

0B 1 0D

| < 5 | <1,

0P|~ 2 0P

82 <2, 8—D <1

oT| — oT | —

En definitiva, como consecuencia del Teorema del valor medio, podemos concluir que B y D son
funciones Lipschitzianas.
O

Lema 2.1.2. Las funciones f; : R? — R parai = 1, 2,3 son continuas y localmente Lipschitz en R3.

Demostracién. Reescribiendo los términos de reaccion (2) en términos de las funciones B(®,T) y
D(®,T) se obtiene

T+N+Q

fi(T,N,®) = pD(®,T) (1 =

) —aB(®,T) — BiNT,
J2(T.N,®) = aB(®,T) + fLNT + 6T® + S, NP,

—0T® — B NOD.

f3(T, N, ®) = %B(@,T)CD (1 _ W’)
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Derivando cada f; con respecto a T, N y ® se tiene que

%}ZIODTO_T*IA{“F‘I))_}O{D_QBT_BIN, %zaBT+61N+6<I>+BzN,
% - _%D_ﬁlT, % =BT + 2@,
(zJ(;l:pD¢<1_ijV—HI)>—Ip(D—aB¢, %:aB¢+5T+52N,

% :—%B@ 52,

Obsérvese que las funciones anteriores son continuas, por ser producto y suma de funciones continuas;
ademas, sus derivadas parciales son continuas sobre conjuntos compactos de R?, y en consecuencia,
son localmente Lipschitz.

O

Culminamos esta seccién presentando un resultado clasico de extensién de funciones definidas
sobre subconjuntos de RY, el cual sera usado para el andlisis de existencia de solucion del sistema

diferencial que nos ocupa.

Lema 2.1.3. ¥ Sea g € C°(Q) con Q@ c RY un conjunto abierto de clase C°. Entonces, existe una
extension Ext(g) € C*(RY) tal que Ext(g)|5 = g.

2.2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LA SOLUCION

Teniendo en cuenta que el problema se enmarca dentro de un contexto bioldgico, de ahora en
adelante se asumen las siguientes condiciones generales sobre el signo y acotamiento superior
de las condiciones iniciales

0 < To(x), No(z), Po(z) < K en (, (15)
siendo K la capacidad de carga cerebral definida en la Tabla[f]

Definicidon 2.2.1. (Solucion fuerte del sistema @@) Dado T, € Wﬁ_z/p’p(Q), para algunp > 3 y
No, @, € C°(Q), una tripla (T, N, ®) es llamada solucion fuerte de (3)-(9), si:

1. Te€V,, N,® e C[0,Tf];C°(2)),
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2. s T, — AT = fi(T,N,®) ctp.en (0,T) x Q,

ON fo(T, N, ®)
. g; - V(t,z) € [0,Ty] x Q.
a f3 (Ta Na q))

= (T, N, ®) satisfacen las condiciones iniciales y de frontera (4)-(5).

Observacion 2.2.2. De /a definicion anterior se puede construir una definicion analoga para soluciones
clasicas, para ello se pide mayor regularidad sobre la condicién inicial de T, de modo que T, € C?(Q2),
de esta forma como consecuencia del Lema[1.2.3 se puede probar que la solucién fuerte es también

solucion clasica.

Antes de analizar la existencia de solucién fuerte para el sistema (3)-(5), mostramos el siguiente

resultado que establece que si existe solucion fuerta para (3)-(5), esta es Unica.
Teorema 2.2.3. Si existe una solucion fuerte para (3)-(5), entonces, esta es Unica.

Demostracién. Sean (T, N1, ®1) y (T», N2, ®2) dos posibles soluciones clésicas del sistema (3)-(5),
en el sentido de la Definicion Considere a continuacion el sistema que satisface la diferencia
entre las soluciones, es decir, (T, N,®) = (T1 — T3, N1 — No, &1 — ®5). Se debe demostrar que

(T,N,®) = (0,0,0). Observe que la tripla (T, N, @) satisface el siguiente sistema diferencial:

oT

o AT = fi(T1, N1, ®1) — f1(Ta, N2, ®2),

0 16
a:fz(Tl,Nl,q)l)—fz(Tz,NQ#I’z), (16)
ON

vl fa(Th, N1, ®1) — f3(To, Na, o),

junto con las siguiente condiciones iniciales y de frontera

oT
Tl =0 T(0.2) =0, N(0,2) =0, @(0,2)=0.

Multiplicando la ecuacion (16); por T" e integrando sobre €2 tenemos

1d
**/TQde‘*'/(VT)Qd?C:/ (f1(T1, N1, ®@1) — f1(Ts, No, @2)) T'dx.
2dt Q Q Q

De esta forma, teniendo en cuenta que f; es localmente Lipschitz en R? (Lema[2.1.2) y que las triplas
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(T1, N1, ®1) y (Ty, No, ®5) son acotadas en R?, se tiene que existe una constante C; > 0 tal que

1d
2dt |,

T?dz

+ /Q(VT)Zd:c <G /Q(T2 + N? + ®?)dx. (17)

De forma andloga, de las ecuaciones (16)), y (16)3, existen constantes C»,C; > 0 tales que

1d
2 dt
1d
2dt

/ N2%dz < Cy / (T? + N? + ®?)dz,
Q Q

/ d2dr < C3 / (T? + N? + ®?)da.
Q Q

Sumando (17), y (79), se obtiene

1d
2 dt

de donde se sigue que

e_2€t/(T2+N2+<I>2)da;§/
Q

/ (T? + N? + ®%)dz + / (VT)da < 5/ (T? + N? + ®)dz,
Q Q Q

[6—2@ / (T% + N? + <I>2)dx] <0,
Q

(Tg + N§ + ®3)dz = 0,
Q

/(T2 + N? 4+ ®*)dr = 0 para todo (¢,z) € (0,7}) x €,
Q

d
dt
y asi,
es decir,
con lo cual,

T:N:

® =0 paratodo (t,z) € [0,Tf] x Q

O

Para analizar la existencia de soluciones clésicas del sistema (3)-(5), introduciremos el siguiente

sistema truncado asociado a (3):

junto con las condiciones iniciales

T, — AT = fi(T4, N4, @4),

ON

2 = f2 (TE, N4, @), (20)
o
E = f3 (Tf»N+7<I)+) )

min{ K, méx{0,7}}. Una vez demostrada la

(5), donde TX
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existencia de solucion fuerte del sistema y su no negatividad, se deduce que de hecho, esa

solucién es una solucién fuerte de (3)-(5).

Antes de estudiar la existencia de solucién fuerte de (20), derivamos un conjunto de estimaciones a

priori para cualquier solucion fuerte.

Lema 2.2.4. (Estimaciones a priori). Cualquier solucion fuerte (T, N, ®) del problema truncado (20)

con datos iniciales verificando (15), satisface las siguientes estimaciones

0<T<K, c.tp. (t,z) € (0,Tf) x Q,
0< N <CO(Ty), V(tx)€[0,Ty] xQ, (21)
0<P<K, V (t,z) €10,T¢] x Q,

donde C(T) es una constante positiva que depende exponencialmente de T.

Demostracion. Sea (T, N, ®) una solucion fuerte del sistema (20). Acto seguido, multiplicando la
ecuacion (20); por T = min{0, T} e integrando sobre (2, se tiene

1d
——/(T,)2dx +/ (VT_)dz =0, ctp.t e (0,T%),

puesto que

/fl(T+,N+,<I>+)T,dx _ /TJ, (pp(@,T) (1 —W> —ay/T2 P(<I>,T)2> dz
Q Q

—/ﬂ1T+T_N+d$
Q
= 0.

Asi,
dHT 12 —d/(T )dx = 2/(VT Y dz <0
S, =2 V2 — — 3 <0,
dt L@ qt o

con lo cual ||T_|\2L2(Q) <||T- (O,x)||2LQ(Q) = 0, y consecuentemente, T_ (¢t,z) = 0 c.t.p. en (0,T}) x €,

es decir que T'(t,z) > 0 c.t.p. en (0,T%) x Q.

Notemos que f»(T'F, N4, @) > 0 para todo (t,z) € [0,Ty] x ©, como consecuencia, al multiplicar la
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ecuacion 2 por N_ e integrando sobre () se obtiene

1d
oy (N_)?dx = / fo(T4, Ny, @ )N_dx <0, c.t.p. t € (0,T%).
Q Q
De esta forma || N_||%. < |IN_(0,)||%. = 0 y como consecuencia, N_(t,z) = 0 c.t.p. en
L2(Q) L2(Q)

(0, Ty) x Q. Asi, como N es continua, entonces N > 0 para todo (¢,z) € [0,Ty] x Q.

Adicionalmente, notemos que para (7, N, ®) € R%, f3(T, N, ®) satisface

T N o
f3(Ts, Ny, @) < V% 1—P(®,T)2®, (1 _ ++K+++) :

luego, multiplicando (20); por ®_ e integrando sobre 2 obtenemos

1d

—— [ (®_)dx = / fa(Ty, Ny, @)@ _dx <0, ctp.t € (0,Ty).

y de esta forma H‘1>_||2L2(Q) < ||<I>_(O,x)||2LQ(Q) = 0, como consecuencia ®_(t,z) = 0 c.t.p. en

(0, Ty) x 2. De nuevo, como & es continua, ® > 0 para todo (¢,z) € [0, Tf] x .

Ahora, para probar las cotas superiores procederemos de forma un tanto similar a la prueba previa
de la no negatividad. Primero multiplicamos la ecuacién (20); por (T — K)., y notemos que como

consecuencia de la acotacién

T
FUTe, Ny, @4) < pTy (1 - +) :

K
es decir,
Ty
STy, Ny, @ ) (T — K)y < pT (1 - N7 (T - K)+ <0,
se obtiene
1d
@ / (T — K)3dx +/ V(T — K)3dx <0, ctp.en (0,Ty),
Q Q
0
1d 2 2
2 1T = K)+lLai) + IV(T = K) 4720y < O-

ASi |[(T = K) 4|72y < I(To = K) 4|72, = 0, y como consecuencia, (T — K)(t,z) = 0 c.tp. en
(0,Ty) x £, esdecir T'(t,z) < K c.t.p. en (0,Ty) x Q.
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Analogamente, multiplicando la ecuacién (20); por (® — K). e integrando sobre €, y teniendo en

cuenta que f3 (TX,N;, @) (® — K); <0, se obtiene

1d

—— (fIDfK)idx:/fg(T,N,<I>)(<I>7K)+d:v§O,
2dt Jq o

de esta forma [[(® — K)4[|72(q) < (@0 — K)4 )72 = 0, como consecuencia (& — K)(t,z) = 0
c.t.p.en (0,T¢) x Q, es decir que ®(t,z) < K c.t.p. en (0,Tf) x ©, més aun, por la continuidad de @,
se tiene que ®(t,x) < K para todo [0, 7] x Q.

Ademas, como consecuencia de las cotas superiores para 7'y ®, obtenemos

fo(T, N, ®) < aT + 6T® + (61T + Bo®) N

<aK +6K*+ (1K + B K)N

=C1 +CoyN.

De este modo,

ON

— < N.

ot = C1+Co
De la desigualdad anterior, se obtiene

N(t,z) < [ No(z) + G et _ G (22)
Co Co

Luego, puesto que Ny(z) < K y et < %75, de se deduce que

N(t,z) < <K+ Cl) eC2Tr
Co

Ci

o C(Ty) ctp.en (0,7) x Q.
2

Finalmente, como consecuencia de la continuidad de N, tenemos que 0 < N < C(Ty) para todo
(t,x) € [0,Ty] x Q. O

Colorario 2.2.1. Bajo las hipdtesis del Lema[2.2.4, si (T, N, ®) es una solucion fuerte del problema
truncado (20), entonces (T, N,®) es también solucidn del problema (3)-(5), y ademds (T, N, ®)
satisface las desigualdades (21).

Demostracién. Sea (T, N, ®) una solucion fuerte del problema truncado (20), como consecuencia
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del Lema|2.2.4] se obtiene que TX =T, =T,N. = Ny &, = ®, es decir

%f — AT = fi(Ty, Ny, ®4) = f1(T, N, ®),
%V — £o(TE, Ny, ®,) = fo(T, N, B),
%‘f — f3(TK, Ny, ®,) = f3(T, N, ®).
por lo tanto (7', N, ®) es también solucién del problema (3)-(5). =

Teorema 2.2.5. (Existencia de solucion fuerte para (20). Sea Q c R un dominio acotado de clase
C2, (0,Ty) un intervalo de tiempo, con 0 < Ty < +o0, Ty € Wa™ */PP(Q) para algin p > 3 y Ny, & €
C%(Q) verificando @) Entonces, existe una unica solucion fuerte (T, N, ®) para el sistema @) en
el sentido de la Definicion[2.2.1, mas aun, (T, N, ®) verifica las desigualdades (21)).

Demostracion. Para demostrar la existencia de la solucién global se hara uso del Teorema de punto
fijo de Leray-Schauder; para ello dividiremos la demostracion en 4 pasos. Empezamos mostrando el

operador sobre el cual queremos verificar las hip6tesis del Teorema de punto fijo.

Paso 1. Operador de punto fijo

Considere la siguiente composicion de aplicaciones

R CO(10, Ty} CO()) =5 (€1([0, Ty];€°(2))) > =2 €0([0, Ty]; °(2)), (23)
T (N, D) T

donde R1(T) = (N, ®), siendo (NN, ®) la solucion del siguiente problema de ecuaciones diferenciales

ordinarias

ON ~

o f2(TfaN+7‘I>+)

0P ~

E f3(T-|I-(aN+7(I)+)

(24)

N(0,z) No(x)

®(0, ) Dy ()
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y Ro(N,®) =T, siendo T la solucién de la siguiente ecuacién parabdlica no lineal

T; — AT = fl(T+aN+7(I)+)7

oy, (25)
On laa

Paso 2. R esta bien definido y es continuo

Lema 2.2.6. La aplicacion Ry: C°([0,T%];C°(Q)) — (C([0,T4];C°(2)))* esta bien definida y es

continua.

Demostracién. Para probar que R, esta bien definida debemos mostrar que R+ (T') tiene una Gnica
solucion (N, @) del problema (24); para ello consideremos extensiones temporales y espaciales del
problema, definidas a continuacién. Para la extension temporal consideremos extensiones constantes

a los extremos de [0, 7], esto es,

Ext;: €%([0,Ty]) — C°(R)
f(Ty), sit>Ty,
foe Ext(f) =9 f(t), si0o<t<Ty,

f(0), sit<o.

Para la extensién espacial aplicaremos el Lema(2.1.3] esto es
Ext,: C°(Q) — C°(R?)

= Ext.(f).

De esta forma, definimos una extensién global como la composicién de las extensiones previamente

presentadas, es decir,

Ext: C°([0,Ty];C°(Q)) — C°(R; C°(R?))

f = Ext(f) = (Ext; o Ext,)(f).

En consecuencia, podemos reescribir el problema (24), como un problema de Cauchy definido sobre
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el conjunto R x R? x R3, de la siguiente forma
y'(t) = F(t,y,z) para (t,y,z) € R x R? x R3,

y(0) = yo(z) enR?,

donde y = (N, @),

fo ((Ext (:F(t, x)))f N, <I>+)

F(t,y,x) = )

f ((Ext (T(t,x)))f ,N+,<1>+)

Eth(No (.7}))
Yo(x) =
Ext, (®o(z))

Ademas, notemos que por la forma en que definimos la extensién global, tenemos

fo (TF N, @4) B
F(t,y,x) = LV (t,x) €[0,Ty] x Q.
f3 (vaN-Hq)-‘r)

También,
0 < Ext(T(t,2))X <K V(t,z)e[0,Tf] x Q,

0 < Exty(No()), Exty (Po(z)) < K Va € Q.

Ahora, por la definicion de F' y los Lemas y[2.1.2] tenemos que F es continuaen R x R? x R3 y
localmente Lipschitz en la variable 3y € R2. Luego, por el Teorema|1.3.1| para cada = € Q, obtenemos

una Unica solucion y(-, z) local en tiempo; sin embargo, puesto que 0 < TX < K, entonces se puede

argumentar que cualquier solucién de (26), (®, N) esta contenida en [0, K] x [0,C(TY)], para todo

t € [0, T}], entonces y puede extenderse naturalmente sobre el intervalo [0, 7] para cada = € €.

Luego, fijando = € Q podemos aplicar el Teorema [1.3.3] para obtener una Unica soluciéon maximal

#(t,(0,50(A)), A), continua y definida sobre un intervalo maximal I(,,(,).), recordando que ¢ es

maximal en el sentido que, si ¢(t,yo(A),\): Io — R? es solucién de , entonces, Io C Iy,0),0) Y

¢l = o
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De este modo, tomando U = R x R x R3, A = z y yo(z) € R?, podemos aplicar el Teorema |1.3.4]

obteniendo asi que el conjunto
O = {(t;y0(x),2) € R X R* X R®: ¢ € Iyo(a) )}

es abierto y ¢(-; -, -) es continua de © en R2. Por otra parte, puesto que y y ¢ son soluciones de

y ¢ es maximal, entonces [0, T¢] C I(yy(z),2)-

En conclusion, dados Ny, @ € C°(Q) tales que 0 < Ny(z), @o(z) < K en €, existe una Unica solucion
y(t; (Ext(No(z)), Ext. (®o(x))), ) de (26) cuya restriccion en [0, 7] x ©

(N, ®)(t,x) = y(t; (Exto(No(x)), Exty (®o(x))), ) paratodo (t,z) € [0,T}] x O

satisface

(N, ®) € (C([0, Ty]; ()",

y es la Unica solucion de (24).
Para probar que R, es continuo, considere una sucesion 7, — T en C°([0, Ty];C°(£2)). Consideramos

la formulacién integral del problema (26), esto es,

y(ty0(2), 2) = yo(x) + / (s, (s, 2), z) ds

donde, y = (N, @) y

() s

F(t,y,xz) = . (28)
I3 ((Tn)f Ny, ‘I>+>

Denotemos por Ry (T,) = yn ¥ Ra(T) = v, las soluciones del problema (26), asociados a 7,, y T,
respectivamente. De este modo, haciendo y(¢,-) = y(¢; yo(+), -) y considerando la norma del supremo

en C°(Q) de la diferencia, tenemos

60 oy = | [ (Flscm(61:2) — Flsto)) s

(co(@))? '
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Luego,

19 (1) = ()| cogaye < / (FGs,wn(s),2) = Fls,9(5),2) | Ly 85 (29)

Ahora, por la definicion de F (ver (28)) y el Lema[2.1.2] tenemos que F es localmente Lipschitz en
R x R? x R? en las variables (t,y,z). De este modo, por (29) podemos deducir

0= 0) Olleoyy <€ | (H (@) -7) @

co(Q)

(e

+ [(yn — ) (5)((30(9))2> ds.

dsyg(t)=C,dela
co@)

ds
co(Q)

L1 (0,77 :c0@)

t
Luego, por la desigualdad de Gronwall, para f(t) = C/
0

desigualdad anterior, se deduce que

(7)o
(7)o

9 () = y(®) o e < CeT ( /

Ty

= CQC,Tf

NK o
Luego, aplicando la desigualdad de Hélder, considerando f(t) = H (Tn) -TK yg(t) =1, se
+ co(Q)
tiene
~\ K ~ ~\ K ~
H(Tn) — TK < T H(Tn) — TK
+ L1([0,T¢].C°()) + Lo ([0,T5]:C°(Q)
NK o
< T H(Tn) - T ,
+ Co([0,7y].C°(9))
es decir,

~\K ~
I (5) = y(O)leogee < CTye™ |(T,) | T para todo t € [0, 7y

Co([0,Ty1:C0())

en particular podemos afirmar que

(30)

~\ K ~
||yn — yH(CO([O,Tf];CO(ﬁ)))Q S CTfeCTf (Tn)+ - Tf

C([0,T71,C0(2)) .

De esta forma concluimos que y,, — y en C°([0, T¢];C°(2)), cuando n — +oco. Ademds, note que por
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la definicion de F y por (30), tenemos

F(t,ya(t),2) —— F(t,y(t),2) en (C°([0,Ty],C°(D)))%,

n —oo

y por lo tanto,
Oryn P Oy en (CO([Ova]aCO(ﬁ)))Z-

En conclusién, R, es continuo de C°([0, T];C°(2)) en (Cl([O,Tf],CO(ﬁ)))2. O
Lema 2.2.7. La aplicacién R,: (C*([0, T;);C°(Q0)))” — €°((0,T};C°(52)) esté bien definida.

Demostracién. Sea (N,®) € (C'(]0,Ty);C°(2)))>. Observe que los elementos del par (I',T) =

(0, K), definen una sub y stper solucion de (25), respectivamente, puesto que
It - AI < fl(za N—‘m(b-‘r) = 07
_ _ N; + o,
0=T; = AT > (T, N+, @) = —pP(® 1, K)K | ——— | = aK\/1—-P(®,,K)2 - KN,.

Luego, tomando p(t, z,n,¢) = —f1(n, N1 (t,x), P4 (¢, z)) tal que 0 < n < K, tenemos

n+ Ny +@
lp(t,z,n,¢)| = ‘PP(‘I)+777)77 (1 - ;{+> —any/1—P(®4,n)? — BNy

< h(t,x) == pK + p(Ny + @) + oK + B KN, (31)

Como h(t,x) es continua, por el Teorema de Weierstrass existe M > 0 tal que |h(t,z)| < M; en
consecuencia, h(t,z) € L>(0,T; L>(12)). De este modo, aplicando el Teorema con C; = 0,
tenemos que existe al menos una solucién débil T de (25), tal que 0 < T' < K c.t.p. (t,z) € (0,Tf) x .

Como |h(t,z)| < My por podemos obtener que
Lfil < [n(t,2)] < M,
por lo que f1 (T4, N4, @) € L=(0,Ty; L>°(2)), en particular f; € LP(0,Ty; LP(Q2)), ademas puesto

que Ty € W2~ */P?(Q), entonces por el Lema 1.2.2| obtenemos que T € V.
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En particular, para p > 3, por el Teorema(1.1.12|tenemos que W?2~2/P» — C%(Q), con lo cual
T € C°([0, T¥]; C°(92)).-
Ahora probemos que la solucién de es Unica.

Sean T1,T, € C°([0,Ty];C°()) soluciones de (25), consideremos T = T — Tb. Entonces T es

solucion del siguiente problema:
T, — AT = fi((T1)+, N4, @4) — f1 ((T2)+, N+, ®4),

Qi
on

o0

Multiplicando por T en la ecuacion (32); e integrando sobre 2 se tiene

d
%% QT2d3;+/Q(VT)2dx=AT(fl((T1)+,N+,@+)—fl((T2)+,N+,<I>+))dx.

Luego, por la condicién de Lipschitz de fi, se tiene

1d

- T2dx+/(VT)2dac§L/ T?dx,

y como consecuencia de la desigualdad de Gronwall, se obtiene que T' = 0 c.t.p. en (0,7) x Q,

ademas, por la continuidad de T se concluye que

T =0 paratodo (t,z) € [0,Ty] x €,

es decir, Ty =Ty en [0, Ty] x 2. O

Lema 2.2.8. Para cada conjunto acotado A de (C*([0,Ty];C°(12))) ? | la aplicacién R (A) estd acotada

enV,, parap > 3.

Demostracion. Sean A un conjunto acotado de (C'([0,T¢];C°(22)))? y (N,®) € A. Entonces, por
f
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definicién, existe C' > 0, tal que

1Nl 1 o, p1c0 @2 » 18l er o, ryico @z < C- (33)

Ademas, denotando por T = R,(N,®) la tnica solucién de (25), notemos que por la regularidad
de T,N y @, la aplicacion (t,z) — f1(T4(t,x), N(t,z), ®(¢,x)) estd acotada en L>(0,Ty; L>(12)).
Entonces por y el Lema[1.2.2

17Ny, <€ (1T Nes @) oo,z sz 1 Toll 2270 ) < C-

Lema 2.2.9. E/ espacio normado V,, estd compactamente inmerso en C°([0, T(];C°(Q)).

Demostracion. Por el Teorema(1.1.12| (Teorema de Rellich-Kondrachov) se tiene que

W2=2/PP(Q) s CO(Q) < LP(Q).

L . . _ . oV,
Por la definicion de V,,, se tiene que V), esta acotado en L> (0, T’; a 2/p’p(Q)) y el conjunto —2 =

ot
{g{ cfe Vp} es acotado en LP(0, Ty; L?(2)). Por lo tanto, directamente del Teorema|2.2.9, se sigue
que la inmersion

V, = €°([0, T¢]; C°(Q))
es compacta. O
Lema 2.2.10. La aplicacion Ro: (C*([0, Ty]; Co(ﬁ)))2 — C°([0,Ty];C°()) es continua.

Demostracion. Sea
(N, ®,) — (N, ®) en (C}(]0,T¢];C°()))>. (34)

Queremos ver que T,, = Ra(N,,®,) converge a T = Ro(N,®) en C°([0,T¥];C°(Q2)). Por el Lema
2.2.8, T,, = Ra2(N,,®,) es acotada en V,,. Por lo tanto, como consecuencia del Lema [2.2.9] existe

una subsucesion T,,, € V, y una funcion limite T* € V,, tal que

Ty, — T* débilmente en V,, y fuertemente en C°([0, T¢]; C°(%2)), (35)
y oT, or*
. 2 dabilmente en L7(0,T; L7(©) (36)
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En particular,
AT, — AT™ débilmente en L?(0,Ty; LP(Q2)). (37)

Usando las anteriores convergencias, la Lipschitz continuidad de f;, se deduce que
Ji(To) g (N )y ()4 ) — f1 (T, Ny, @) fuertemente en C°((0, Ty]; C°(Q)).

De este modo, R2(N,,, ®r, ) = T, — Ra(N,®) = T*, cuando k — +o0, y debido a la unicidad de la
solucién de (25), T =T.

En conclusién, R, es continuo de (C'([0,77];C°(€2)))? en C°([0, Tf]; CO(Q)). O

De los Lemas|[2.2.6} [2.2.7]y [2.2.70] obtenemos el siguiente colorario.

Colorario 2.2.2. La aplicacion
R: ([0, T4);C°(92)) — C°([0, Ty]; C° ()

esta bien definida y es continua.

Paso 3. R es compacto.

Lema 2.2.11. El operador R: C°([0,Ty];C°(2)) — C°([0, T%];C°(2)) es compacto.

Demostracion. Sea A un subconjunto acotado de C°([0,7%];C°(2)). Queremos probar que R(A)
es un subconjunto relativamente compacto de C°([0,7y];C%(Q2)). Por el Lema [2.2.6] R;(A) es un
subconjunto acotado de C°([0, T]; C°(Q)). De hecho, si (N, ®) € R, (A), existe T € Atal que Ry(T) =
(N, @),y (N,®) € (C'([0,T¥];C°(R2)))*> con 0 < N,® < K. Luego, como consecuencia del Lema
2.2.8, R(A) esta acotado en V,,. Finalmente, por el Lema|2.2.9] el conjunto R(A) = R2(R1(A)) es un

subconjunto relativamente compacto de C°([0, Ty]; C°(9)). O

Paso 4. R admite al menos un punto fijo.

Lema 2.2.12. Para cada T = AR(T), para algun X\ € [0,1]. Entonces, |T|co(jo,r,):co)) < C con
C > 0 e independiente de \ € [0, 1].
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Demostracién. Sea A € [0,1] tal que T = AR(T). Para A = 0, tenemos que T' = 0, por lo que el

T ‘s
resultado es trivial. Supongamos que A € (0, 1]. Luego 5= R(T) es solucién de
Ty = AT = M f1(T4 /A, Ny, @4). (38)

Procediendo de forma analoga a los resultados del Lema|2.2.4] se tiene que 0 < T' < K en [0, T¥] x
Q. O

Finalmente, por el Colorario y los Lemas[2.2.11]y[2.2.12] R satisface las hipétesis del Teorema
de punto fijo de Leray-Schauder, en consecuencia la aplicacion R tiene un punto fijo R(T) = T,

solucién fuerte de (20), la cual por el Colorario[2.2.1] es también solucién fuerte del problema (3)-(5).
O

Observacion 2.2.13. Usando el Teoremal1.2.3y asumiendo que la condicién inicial Ty, es una funcién
continua de clase C*(Q) y 2 un dominio acotado de clase C?, de este modo se puede concluir que la

solucioén dada por el Teorema (Existencia) es clasica.

2.3. COMPORTAMIENTO ASINTOTICO

Una vez realizado el andlisis de existencia, unicidad y regularidad de la solucién del problema (3)-(5),
nos preguntamos por el comportamiento de estas variables biolégicas cuando el tiempo crece.
Analizar ese comportamiento constituye el objetivo de esta seccién. El resultado a continuacién nos
indica que bajo condiciones sobre la necrosis inicial, la densidad de vasculatura siempre tiende a

cero.

Lema 2.3.1. Dada una solucion (T, N, ®) de @@ para cada z € Q) tal que Ny(z) > 0 se tiene que

O(t,z) — 0 cuando t — +oc.

Demostracion. Sea = € Q, tal que Nyo(z) > 0. Como N(-,z) es creciente, entonces 0 < Ny(z) <

N(t,z) para todo ¢ > 0. Analizamos la prueba en dos casos dependiendo de los valores de N (¢, ).

Primer caso: Si existe t. > Otalque N(t,z) > K paratodot > t., entonces se tiene que f3(T, N, ®)(t, x)
< —BK®(t,x) para todo ¢ > t.. De este modo obtenemos que ® resuelve el siguiente problema

diferencial
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0]
%t < _BKD en [t., +oo),

D(ty,x) >0

Entonces para todo ¢t > t.,
B(t, x) < B(t,,x)e P2KE4) 0 cuando t — +oo.

Segundo caso: Si N(t,x) < K para todo ¢t > 0, razonaremos por contradiccién. Supongamos que
existe una sucesioén {¢, },en tal que t,, - 400y t, 41 — t, > 1 para cada n € Ny una funcién n(z) tal

que ®(¢,,x) > n(z) > 0 para cadan € N. Como T, N, ® > 0, entonces

887];[ Z BQN(tv'T)CD(ta I) en (07 —|—OO),

N(0,z) > 0.

Por lo tanto, se tiene la siguiente estimativa para N (¢, z),

K > N(t,z) > No(z)e? Jo ®s2)ds, (39)

Ahora,como 0 <T,® < Ky N(t,z) < K paratodo ¢t > 0, entonces tenemos la siguiente cota inferior

oD T T+®
— = f. > A~ _ 2 ) = _
o7 = Ja(T.N. @) > =2 \/T = P(®.T) <1>( - ) ST® — By ND

> 290 — 6K® — o K® := —(CyP.
Como consecuencia, para cada ¢ € (t,+1,t,) tenemos que
B(t,x) > e CttIP(t,, x) > e Coltmty(y), (40)
Integrando en [t,,tn+1] y usando que t,+1 — t, > 1, obtenemos

tnt1
/ B(t,a)dt > 10 (1 - e—coum—tn)) > (@) (1— e %) > 0.
¢ Co Co

n
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Finalmente, sumando sobre todos los t,,, de la desigualdad anterior se obtiene que

+oo tnt1
Z/ ®(t, x)dt = +o0.
t

n=1v"

+oo
En conclusién, / ®(t, z)dt = +oo y por llegamos a una contradiccién. O
0

El siguiente resultado nos permite definir condiciones sobre los pardmetros del sistema, de modo

que se pueda describir el comportamiento asintético del problema (3)-(5).

Lema 2.3.2. (Condicién de estabilidad) Dada una solucion fuerte (T, N, ®) de (3)-(5) tal que Ny(z) >
0 para todo z € 1, y adicionalmente, si
(41)

|-

entonces, para cadat > 0, se tiene que
12t )lleo@y < 1Pollcoy e PN
donde NJ'" = mﬁinNo(x). Ademas, existe j € (0, min{p;, B2} N{™) tal que

IT°(¢, ')HCO(ﬁ) < Me M ¥t >0,

Pl ollco@)

con M = méx { 1Tollcoe) » B, N — u} > 0. Finalmente, existe Ny,sx > 0 tal que
0

N(t,x) < Npmax V (t,7) € [0, 4+00) x Q.

Demostracion. Usando la hipétesis (41), la no negatividad de 'y ® y N > N,, obtenemos la

siguiente cota superior de f3:

fo(T,N,®) < LT® - 6T — BN < —B,No®.
Entonces, ® satisface la siguiente desigualdad diferencial

0] _
687 S —ﬂQNO(I’ en [0, +OO) X Q,

B(0,2) = Bo(x) < [ B0 cogey €N .
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Usando que 0 < N < Ny(x), concluimos que
(I)(t,.%‘) < (I)O(:L,)e—,BQNO(x)t < H(I)Ollco(ﬁ) e—ﬁzNé’“’"t. (42)

En particular, tenemos que ®(¢,z) — 0 cuando t — +oo, uniformemente para z € €.

Usando (42), las cotas T, ® > 0, N > Ny(z) y P(®,T)T < ®, podemos obtener una cota superior

para f1(T, N®) de la siguiente forma:

fi(T,N,®) < pP(®,T)T — aT+/1 — P(®,T)2 - By NT
< p® — BiNo(2)T < p||Dollgomy =N " — BLNGT.

De este modo, por el principio de comparacion, T' < S, donde S es la Unica solucion del siguiente

problema parabdlico:

oS min . —
Tt~ A5 = pl®olleogm e — BINGRS e (0, 400) x ©,
5(0,2) = [[Tolleom) en Q

@ =0 sobre 012,

On

el cual tiene una super solucion de la forma

T(t) = Me H,
, p ||¢0||C0(§) s min
donde M = méx 1 [ Tollco(q) » BINg™ — 1 > 0y min{f, B2} NF*™ > pu > 0 para todo t > 0, puesto
0
que
oT — min o PH‘pO” ) . min
S = AT — p|[ollcoy e + BNGT > M (u - BN | e >,
Como consecuencia, tenemos:
T(t,z) < S(t,r) <T(t) = Me . (43)

En particular, T'(t, z) — 0, uniformemente cuando ¢ — +oo, para = € .
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Ademas, para obtener la cota superior en tiempo y espacio para N (t, =), teniendo en cuenta que

%Jj — a(t,2)N(t, ) + b(t, 2) (44)
donde

a(t,z) = B1T(t, z) + B2P(t, x)
y

b(t,z) = T (t,x)\/1 — P(®,T)? + 06T (¢, x)®(t,z),

por el método del factor integrante se obtiene que

t
N(t,z) = (No(x) _|_/ b(s,x)e_A(S’I)ds> eAt)

0
donde

At z) = /Ota(s,x)ds.

Utilizando las cotas superiores para ®(t,z) y T(¢, =) obtenidas en y (43), respectivamente, se
obtiene que
a(t,x) < a(t) = BrMe " + By | ollgomy eV,

b(t,z) < g(15) — aMe "t 4 § e (H+BNG™)E

De este modo,

t t Pollcom
Alt,z) = / a(s, z)ds < / a(s)ds = (1—e )+ H‘)”ﬂ (1 _ e—B2Ng t)
0 0

i N(1)T11’n

< M N [Pollco(e —

i Nmin Cl ’
0
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t t t
/ b(s,z)e A0 ds < / b(s,x)ds < / b(s)ds
0 0 0

= aM (1 _ e*/ﬂ) + 5# (1 — e*(quﬁzNS“"“)t)
M u + ﬁQN(liﬂlD
alM oM
< — Co.

St =
M l/’/ _|_ ﬁQNénln

Como consecuencia, existe una constante N > 0 tal que N(t,z2) < Npgx para todo (¢, z)

€
[0, +00) x Q. Ademas, como N(-,z) es creciente, existe N,(r) < Ny tal que N(t,z) — N,.(z) <

O

Nmax puntualmente en espacio, cuando t — 4o .

Este ultimo resultado nos indica que si la destruccion del tumor por accién de la necrosis domina
el crecimiento del tumor, es decir, si 5, es lo suficientemente grande con respecto a p (51 > p),
entonces la densidad celular tumoral y la concentracion vascular tienden exponencialmente a cero y
el crecimiento de la necrosis permanece uniformemente acotado; para ello introduciremos el siguiente
problema de autovalores

—Au+b(z)u=AIu enQ,
(45)
ou
— =0 sobre 012,
on
donde b € L>(Q). El espectro de (conjunto de autovalores) forma una sucesion creciente de

numeros reales, los cuales satisfacen
AM <A< A3 << Ap... CcON A, — +00

cuando k — 4o0. Como consecuencia del Teorema 2.1 de[] el primer autovalor del problema

A1, esta dado por

A1 = méx {/ (IVul]* + m(z)u?) do ‘ ueWh2(Q)y / u?dr = 1} ,
Q Q

el cual denotamos por A1 (—A + b).

5 R.S. Cantrelly C. Cosner. Spatial ecology via reaction-diffusion equation. Ed. por Ltd. John Willey
& Sons. 2003.
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Lema 2.3.3. Dada una solucién fuerte (T, N, ®) de (3)-(5) tal que No(z) > 0 para cadaz € Q y
adicionalmente
p < A(=A + B1No()). (46)

Entonces,
1Tt Mo < I Tollgogg e TATANE@I=A ¢ > 0,

Ademads, existen 0 < p* < BoNi*™ y t, > 0 suficientemente grande, de modo que
12, Mieo@my < 1Bt Moy e Vi >t (47)

Adicionalmente, existe N4, > 0 tal que

N(t,z) < Nmax para todo (t,z) € [0,400) x Q.

Demostracion. Usando la no negatividad de 7, ® y que N(t,x) < Ny(z) paratodo z € Qyt > 0,

tenemos que
T
fi(T,N,®) < pT’ <1 - K) — B1No(z)T.

De este modo, por la Proposicion 3.1 %2 se tiene que
T(t,z) < S(t,xz)paratodot >0y x € Q,

donde S es la Unica solucién positiva del siguiente problema

08 T

S(0,z) = Sp(x) en Q, (48)
08

I 0 sobre 99 x (0, +00).

Luego, por la ecuacion (46), el problema (48) tienen una super solucién de la forma

S(t,z) = ||T0||c0(§) ei()\l(7A+’81N°(m))7p)tg0(x),

donde ¢(x) es la autofuncion positiva asociada a A (—A + 51 No(x)) con |¢| . = 1.
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Como consecuencia, tenemos que
T(t,x) < S(t,x) < S(t,z) < HTOHCO@) e~ (A (=A+B1No(x))—p)t (49)

En particular, T'(¢, ) — 0 uniformemente, cuando ¢ — +oco,z € Q.

Ahora, como T, N, ® > 0, entonces podemos obtener la siguiente cota superior:

o (1 T+N+ @

(TN, ®) < 2T = ) ~ BN <@ (LT = BN) <@ (LT - BaNo(w)) -

Luego, usando y No(z) > 0 para todo = € Q, tenemos por la definicion de limite que existe ¢, > 0
lo suficientemente grande tal que 0 < By No(z) — %T(t,x) = p1p €ON 0 < 1, < BoN™ y para todo

t < t.. De este modo, ® satisface el siguiente problema diferencial:

0

— < —u,® en [t,, x Q,
5 = H [t+, +00)

D(ty, ) = [ ®(te; 7)|lcomy €N Q-

Resolviendo el problema anterior, obtenemos que
O(t, ) < || (te, @) oy e+ 7") paratodo t < t. (50)

En particular, ®(¢,z) — 0, cuando t — +oo uniformemente para = € Q.

Ahora, usando y (50), obtenemos de esta forma las siguientes cotas superiores:

a(t,z) < B (||T0||co(§)e*(*l(*AJrﬁlNo(ﬂﬁ))*p)t)

+82 || ®(ts, ) HCO@) e~ (et AL (= A+B1 No(2)) —p)t o —pint

b(t,z) < aHTOHCO(§)ef(Al(*A‘FBlND(I))fp)t

45 ||To||c0(§) |® (L, 33)||c0(§) e~ (et A1 (= A+B1No (@) —p)t ghtnts
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Entonces,

¢ Bl Tollcoem B2 [ @(ts, 7)o@y
0<A(t,x :/as,mdsg + =Cy(x

t ¢ 5 [[Tollco e 1Rt )l co
b(s,x e*A(S’I)ds</ b(s,x)ds < @) )
/t* (#:2) ~ (8 2)ds < frs + A (=A+ BiNo(z)) — p

N o[ Tolco @
M(=A+ BaNo(z)) —p

= Co(a).

Ademas, notemos que

T 00O (I) t*7l‘ 00O ~
Ci(z) < B 0||c (s?) i Ba || 2( )”c ©@ _ G
A=A+ B Ng*™) — p I
’ 8[| Tollco gy |2t 2) 1ol
Yol sy L 0(q « ¥ee) ~
Cafa) < T @ oo g,
I AL(=A + B NE*™) = p

Reemplazando las anteriores cotas superiores en (47), se obtiene

~

N(t,z) < (No(x) + Ci(x))Ca(x) = Nmgx < (Nénéx + 51) Co.

Por lo tanto, existe N, € L*>°(Q) tal que N(t,2) — N. < Npnax puntualmente en espacio, cuando

t — +o0. O

Lema 2.3.4. Seac > 0, suficientemente pequerio tal que No(x) > K — ¢ para todo x € Q. Entonces
la solucion fuerte (T, N, ®) de (3)-(5) satisface

T(t, ) < | Tolleoc e~ (BK—o—p )t

@(t,x) < H(pOHCO(ﬁ) ef(ﬁZ(K*E)*W%)t7

para cada (t,z) € [0,+o00) x §. Particularmente, si p% —Gi(K—¢) <0 yV% —Ga(K—¢) <0
tenemos que T (t, z), ®(t, z) — 0 uniformemente en z € ), cuando t — +oo. Finalmente, existe Npyx

tal que N(t,x) < Numax para cada (t,z) € [0, +00) x Q.

Demostracion. Como N (t,z) es creciente para todo = € Q. Entonces N(t,z) > Ny(z) > K — &;

ademas, por la no ngeatividad de T'y ® tenemos que:
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N €
< —— = < (p= — — .
Fi(T,N,®) < pT (1 K) BINT < (pK Bi(K 5)) T
De este modo, T < S, donde S(t, =) es la Unica solucién del problema

5 c _
E—Asf—(ﬂl(K—e)—p?)Sen (0, +00) x 0,

S(0,2) = | Tollgo ) € L, (51)

o8
I 0 sobre (0, +o00) x ON2.

Suponiendo que S(t,z) = f(t)g(x) es solucion de y reemplazando, tenemos

F'®9(@) = FOAg(@) = = (Bi(K =) = p) FDg(@),

(52)
5(0,2) = f(0)g(z) = [[Tollco ) -
De 2 obtenemos que g(z) = [ To|l¢o(q ¥ f(0) = 1y reemplazando en 1 tenemos que
’ N & _
7@+ (B —2) = p) (1) =0,
la cual tiene como solucién
F(t) = e (BrlE=a=pR)t
De éste modo S(t,x) es de la forma
S(tv I) = ||T0||C0(ﬁ) €7<ﬁ1(K76)7P%)t.
Ademas, si 1 (K —¢) — p% < 0, entonces S(t, x) satisface que
T(t,2) < ||Tollgog e~ (P E=D=#) 0, (53)

uniformemente para = € Q, cuando ¢t — +oc. Por otro lado, usando que 0 < T, ® < K tenemos que

f(T, N, @) < LT® (1 - g) ~BNO < (1= — Ba(K —2)) @
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de este modo, teniendo que 7% — B2(K — ¢) < 0, vemos que P satisface el siguiente problema

diferencial
0P €

o < - (52(K_5)_’VE) P,

®(0,2) < |®ollco) -

la cual, resolviendo por el método del factor integrante, nos permite obtener que

ﬁ2(K*€)*vi)t

O(t,2) < [[Pollcomyy 37( K/ =0, (54)

uniformemente para = € 2, cuando ¢ — +oo.

Finalmente, utilizando las ecuaciones y (54), podemos obtener que

alt, x) < B1 | Tollooy PP R 4 8, [0l oy e~ (295N = a(e),

b(t,z) < | Tolleoge e~ (BiK—e)=pi)t | 5 IToll o 1Pollcoge) o~ ((Bi+82)(K—e)—(p+7) % )t = B(1).

Luego,

t T — [0)) —
A(t,x)g/ a(s)ds < | OHCU(Q) + | OHCU(Q) —q,
0

T K-e—pp K-c—-pgp
t ¢
/ b(s,z)e” A7) < / b(s)ds
0 0
@ ||T0||c0(ﬁ) 0 ||T0Hc0(ﬁ) H‘I’OHCO(Q)

Slb@%§5N0%%w§ it B (K — ) — (p+ 1)

=Cs.
Como consecuencia,
N(t,z) < (No(z) 4 C2) € < (NG + Cs) €' = N,

de donde podemos notar que Npsx € L>(Q). Ademas, fijando = € €, tenemos que N (-, z) < Npsx
y por el Teorema del valor extremo, existe N, € L>*(Q) tal que N(t,z) — N. < Npsx, cuando

t — 4o00. O
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3. SIMULACIONES NUMERICAS

El objetivo de este capitulo es presentar un esquema numérico para aproximar la solucion del sistema
(3)-(5). Este sistema, totalmente discreto, se basa en una aproximacién por diferencias finitas en la
variable temporal, y una aproximacion por elementos finitos en las variables espaciales. Presentamos
algunas simulaciones numéricas para verificar la evolucién de las variables del sistema, asi como
también, para observar qué parametros del sistema presentan mayor relevancia en el desarrollo

del anillo tumoral entre necrosis y tumor, y el crecimiento tumoral del GBM.

3.1. ESQUEMA DE APROXIMACION NUMERICA

Presentaremos un esquema numérico totalmente discreto con aproximacion por diferencias finitas
en la aproximacion temporal y elementos finitos, P; continuos, en la aproximacién espacial. Para
todas las simulaciones se consider6é un dominio 2 = (—2,2)2, vasculatura inicial constante, ®y(z) =
0.5 y necrosis inicial, No(z) = 0 para cada « € 2. Por simplicidad, consideraremos la siguiente

discretizacién temporal uniforme

(0,Ty] = U (tr, tryal],

k=0

donde Ky € N, ¢, = kdty dt = 1% representa el paso de tiempo, con el tiempo final Ty = 500.

Para la discretizacion espacial, consideramos una familia de triangulaciones cuasi-uniformes de €2,

{Tn}n>0, formada por tridngulos, con angulos menores o iguales a 7, tales que

U k=9

KeTh
donde h = ’ICHGa%C hic y hi el didmetro de K. Denotamos por N, = {a;}:c1, €l conjunto de todos los
h

nodos de 7;,. Consideramos el siguiente espacio de elementos finitos para 7, N y ®

Wi, = {n, € C°(Q): ny| . € P1(K), paratodo K € Ty},

cuya base de funciones estandar asociada es {¢g }acn, -
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Por ultimo consideraremos 1;,: C°(Q) — W}, el operador interpolador nodal y el producto interno

discreto (el cual es un semiproducto interno sobre el espacio C°(12)),

(nh,ﬁh)h :/Ih(nh -ﬁh) = Z nhﬁh(a)/ e Ppara todo np,np € Wy,
Q

aENh 2

la cual induce la norma discreta ||n4 ||, = v/(nn, nn)n- Es de resaltar que la norma |||, es uniformemente
equivalente, con respecto a h, a la norma ||| ., en el subespacio W, Esto es, existe una

constante C, tal que para todo ny € Wy,

12l L2 ) < Cllnally - (55)
El esquema empleado para aproximar la densidad tumoral, la necrosis y la concentracién de vasculatura

esta definido de la siguiente manera:

Dados T*,NJ' y ®} € Wy, hallar 7;"*!, N/t y &7+ € W, de forma desacoplada (primero 77+1,

luego ®"*+1, y por dltimo N™*1), satisfaciendo

(6T 0), + (VI Vo) = () v), Yo € Wi, (56)
SN a) = (fo)i(a) Va €Ny, (57)
5@ (a) = (fz)f(a) VYa €Ny, (58)

donde ;2" *! denota la derivada discreta dada por

Zn+ 1 _ o

52" =
¢ dt

Las funciones (f;)7 para i = 1,2, 3, estan dadas de la siguiente forma

6 Roland Becker, Xiaobing Feng y Andreas Prohl. “Finite Element Approximations of the
Ericksen-Leslie Model for Nematic Liquid Crystal Flow”. En: SIAM Journal on Numerical Analysis
46.4 (2008), pags. 1704-1731.
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(f1)y = pP (®™,T™)T™ — aT™*'\/1— P (®n,T7)? 59)
" + N™ 4 "
CBUNTTHL  pP (7, T7) T (+K+> |

(f2)p = aT"*/1 = P(®",T7)2 + B N"T™ ! + 6T 0" 4 B, N @ (60)

D " ot
(i = i p@n e (1- 20

0 + N™
) = NPT,
),

— 0T (I)n—&-l

5 (61)
——T™\/1 = P(®n,Tn)? ontt
. @7y @

Finalmente, la aproximacion de las condiciones iniciales (5) se consideran como siendo

Ty = In(To) € Wy, Ny = In(No) € Wi, ®)) = I(®o) € W,
en donde, por simplicidad, hemos asumido que Tp, Ny y ®¢ € C°(9).
Observe que dados T}, N/, ®} € W), la existencia y unicidad de 7;'*' se tiene por el Teorema
de Lax-Milgram; posteriormente se resuelve la ecuacion lineal para obtener <I>Z+1, finalmente
conociendo 77"y @}, se resuelve la ecuacion lineal para determinar N;'"'. El siguiente lema

muestra que el conjunto de soluciones discretas satisfacen el principio del minimo y las acotaciones

superiores analogo a el caso continuo.

Lema 3.1.1. SiT}, Nj, ®} > 0 en Q, entonces T;"*, N &1+ > 0 en Q.

Demostracion. Tomando I, ((I;**')_) € W), el cual por definicion es

L (Tt o) = D (T (@) pa-

aENh

Analogamente, para I, ((T;'")1) € W), se tiene

In (T 4) = Y (T (@), #a.

aENh

Considerando v = I, ((ZT;"")_) en (56) y notando que T;"*' = I, (T;"™)-) + I, (7)), se
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tiene

1

ST ) (T3 (o) =

(@ @2 - 1o @) (1 @) ) 2 (@ )?).
y como consecuencia,

@2+ (VT VR 2) < (O (@G)-),.

)~ +

Ahora, usando que 77 (a) > 0y (77" (a)) _ < 0, podemos deducir las siguientes estimaciones

(VI VI, (T)2)) = (VI (T )4) Vo (T0)2)) + (VI (T 2) Vi, (T)-))
= ||V, (T )|,

IILzm

+ > (T N@)_ (Tr@), (Vea, Via) -
aZaeNy,

Puesto que (77" (a))_(T)' (@) 4 <Osia#ay
V%'VLPHSOVG#E@EN}H
como consecuencia de la triangulacion aguda del dominio, se tiene que

190 (@) ) gy < (VIR VI(T)-)) (62)

I72(e) <
Luego, por y (62), sigue que

C n mn mn
)iy + 190 (@) ) gy < (R T2, <0

puesto que

)R- (T = pP(®}(a), Ty (@) (T} (@) (T3 (@) -
— (T (@) (T (@) /1~ P(@(a), T (@) — By N (@) T3 (a) (T3 (a)) -

— PP (@ (), T}()) 7+ (a) (T} (0)) - (Tﬁ’ GRLACLEACY

<0.
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Como consecuencia, (T} ) = 0, es decir, Tt > 0 en Q.

Ahora, multiplicando la ecuacién por (7" (a))-, se tiene

0 @)y < - 977 (@) 7 < ()i (25 ) <0

puesto que, por la definicion de (fs)7, dada en y usando la no negatividad de T;", N7, }, se

tiene

(F)i - (@5 (@) = = T3(a) (277 (a)” (T a) + il ) %1 (@ (@) T )
+ lT;?(a)(I)n( (I)n'H \/1 _ q)n n( ))

K
w— (®f:(a). Ty (a))?
— 6T} (a) (@"“( )2 — BaNJ(a) (@z“<a>)i

(I)7L+1

Como consecuencia, (®}')_ = 0, es decir 't > 0 en Q.

Finalmente, multiplicando la ecuacion por (N (a))_, se tiene

CINE (@) sy < 7 INF(a) I < () - (Vi (@) <0,

por la definicion de (f2)}, dada en , y usando la no negatividad de N7, ;"1 @)1, (fo)(a) > 0
en cada nodo a € ;. Como consecuencia, (N;'"')_ = 0, es decir, N;*' > 0 en Q.
O

Lema 3.1.2. SeanT}', Ny, @) € W), tales que 0 < Ty', @) < K y 0 < N}! en ). Entonces,
w TP < KenQ.
= NP <N enqQ.

» N <C(Ty) en(, paracadan=1,...,K;.
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Demostracion. Considerando v = I, (T — K).) en (56), se tiene

C
dt H(T;JH - K)JFHQU(Q) + HV (<TI?+1 N K>+)Hi2(sz) S ((fl)zv (T;LLH - K>+)h <0

puesto que, por la definicion de (f1)}, dada en y usando la no negatividad de T}, N;’, @7, se

h>

tiene

n+1 a
(5 (T = K)y = pP@ (@) T @) ) (1 ) (1 = 1))
- o). 1) (SO ) (g

— aTyH (a) (T K)(a)y/1 ~ P(@}(a), Ty (a))?

= BN (@) T (a)(Ty) — K)+(a)

<0.

Como consecuencia (7;'t" — K), = 0, es decir ;' < K en Q.

Por otro lado, multiplicando la ecuacion por (&' — K (a) se obtiene
& H((I)thl - K)"FHL2(Q) < % H(q)thl - K)-&-Hh < (fB)h(a) ((I)h+1 - K)+ (a) <0,

ya que, por la definicién de (f3)}, y usando la no negatividad de T}*, N, @}, <I>Z+1 sigue que

n+1 a
(@) (@ - K)o = 21 (1- ) @ - ) <o

Como consecuencia, (&} — K), = 0 para todo a € N}, es decir &} < K en Q.

Para probar que N;}* < N[L‘“ note que, como consecuencia de la no negatividad de 7}, T,?“, NJ, oF,

@1y la definicion de (f2)7, se tiene que

Nyt (a) = Np(a)
dt

= (f2)r 2 0.

De esta forma

Nj(a) < N/*'(a) paracadan =0,...,K; — 1, en Q.

Finalmente, como consecuencia de las cotas superiores para 1}, T,?“, op, <I>}’§+1 y SU no negatividad,
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obtenemos

()i < Tyt (a) + 0T (@)@} (a) + ST (@) NJ (@) + 2@} (a) N} (a)
< (aK +06K?) + (B1 K + B K)N}(a)

=C1 4+ C2Ny' (a) en Q.

De este modo, puesto que 0 < NP < Ny C1,Cs > 0, podemos aplicar el Lema 5.1|'/| (Desigualdad

discreta de Gronwall) sobre cada a € A}, para obtener
Nji(a) < (Ni(a) + Cindt) € < (|| Noll o ) + Ci Ty ) €47 = C(Ty).

O

Una vez vistas las propiedades de buena postura del esquema numérico y la validez de las estimaciones
puntuales, pasamos a mostrar algunas simulaciones numéricas con el fin de constatar los resultados
teoricos obtenidos. En la primera simulacién usaremos los valores de los parametros establecidos en
la Tabla[2} se puede observar que estos parametros satisfacen la hipétesis (1), por lo que segun el
Lema la densidad tumoral y la concentracion de vasculatura deberan tender a cero a medida
que el tiempo tiende a infinito. Las condiciones iniciales empleadas se muestran en la Figura[d] La

evolucién de las variables discretas se observa en las Figuras[5]-

7 R. Heywood J. y Rannacher. “Finite element approximation of the nonstationary Navier—Stokes

problem. IV. Error analysis for second order time discretization”. En: SIAM Journal on Numerical
Analysis 27.2 (1990), pags. 353-384.
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Figura 4. Condiciones iniciales empleadas para las simulaciones 1y 2.
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(a) Tumor inicial unifocal (b) Tumor inicial bifocal (¢) Tumor inicial multifocal

Parametros | p | « o5 Ba y o | K
Valores 1/0.0830.03|0.03|0.003|03]| 1

Tabla 2. Pardmetros empleados en la simulacién 1, satisfaciendo .

En las Figuras [B] [6] y [7] se observa que la densidad tumoral y la concentracion vascular tienden a
cero a medida que aumentamos el niumero de iteraciones. Podemos observar que la concentracion
vascular parece disminuir con mayor rapidez en las zonas donde domina la densidad necrética; por
otro lado, la densidad necroética ocupa todo el dominio, principalmente en aquellas zonas donde el

tumor se encontraba inicialmente.

Parametros | p | « 51 B ~y o | K
Valores 1]0.03|0.03|0.03|/0.3|0.03]|11

Tabla 3. Parametros empleados en la simulacion 2, incumpliendo (41).
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Figura 5. Soluciones de equilibrio para 5(a)]y los parametros de la Tabla [2|
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Figura 6. Soluciones de equilibrio para |5(b)|y los parametros de la Tabla .
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Figura 7. Soluciones de equilibrio para [5(c)|y los parametros de la Tabla[2}
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En esta simulacion estamos interesados en estudiar el comportamiento de las soluciones cuando

la hipétesis (@1) no se satisface, para ello usaremos los parametros establecidos en la Tabla [3]
obteniendo asi diferentes soluciones de equilibrio, presentadas en las Figuras[8} [9]y [10]

Figura 8. Soluciones de equilibrio para[5(a)]y los parametros de la Tabla 3|
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Figura 9. Soluciones de equilibrio para [5(b)|y los pardmetros de la Tabla .
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Figura 10. Soluciones de equilibrio para y los parametros de la Tabla
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Figura 11. Convergencia asintética de las soluciones hacia cero, tomando los
parametros de la Tabla
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(a) Densidad celular tumoral vs tiempo (dia). (b) Concentracién vascular vs tiempo (dia).

En las Figuras y podemos observar la variacién en el crecimiento acotado para las
funciones T'(t,z) y ®(¢, x), respectivamente; en ambos casos los resultados obtenidos nos muestran

un comportamiento asintético a cero cuando tendemos a infinito.

3.2. ANILLO TUMORAL

Las simulaciones presentadas a continuacion tienen como objetivo mostrar la dindmica de la regién
necrética circundante en el desarrollo del tumor, la cual es una de las principales caracteristicas
del GBM. Para analizar la dinamica del anillo tumoral se compara la razén entre la proliferacion
de densidad tumoral [, Tdz y la densidad tumoral [, (T + N)dz. En cada simulacién se varia un
pardmetro, mientras que los demés quedan predeterminados, segln lo establecido en la Tabla[2] De

acuerdo a lo reportado en @, se define el cociente del anillo RQ, como

/Td:c
_Je 0 <.

0<RQ= <
/(TJrN)dx
Q

De este modo, si RQ es cercano a cero, tenemos que existe gran densidad de necrosis, la cual
implica un anillo tumoral delgado; por otro lado, si R es cercano a 1, la densidad de necrosis no es
abundante, en comparacion con la densidad del tumor, la cual implica un anillo tumoral grueso. Los

resultados obtenidos se presentan en la Figura[12]
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Figura 12. Pardmetros generadores de mayor dispersidén en la aparicion de anillos
tumorales.

10 140
08 0s
g g
T 06 T 06
Q [=]
g £
2 04 2 04
g I
0.z 02
004 . . : . . 001 . i i . i
o 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
Tiempo t[s] Tiempo t[5]
(a) Simulaciones para varios valores de ¢. (b) Simulaciones para varios valores de (3.

Podemos observar en las Figuras y [13(b)|como el modelo captura diferentes anillos tumorales
a medida que se varian los pardmetros ¢ y $o; en la simulacién podemos observar una mayor
dispersion en el desarrollo de anillos tumorales en comparacion a los resultados de la simulacion
[13(b)| obtenidas a partir de diferentes pardmetros de j3.. El criterio empleado para medir la dispersién
entre cada simulacion fue la norma en 12 de la diferencia entre la grafica maximal ¢ y minimal ¢, esto

es

Ky

o = Blliz o,z = 4| D (k) — B(t)*.
k=1

De estas simulaciones podemos concluir que el parametro ¢, destruccion de vasculatura por la accién
del tumor, presenta mayor relevancia en el estudio del desarrollo de anillos tumorales. En general,
a mayor proliferacion vascular, el anillo tumoral resultante es mas grueso y a menor proliferacién

vascular, el anillo tumoral resultante es mas delgado.

3.3. MASA TUMORAL TOTAL

Para finalizar, en esta seccion se estudian los parametros del modelo que presentan mayor influencia
en el desarrollo de la masa tumoral total, definida por [,(T" + N)dz, los pardmetros empleados en
estas simulaciones estan establecidos en la Tabla [1l En particular presentaremos los parametros

mas relevantes, es decir, aquellos que generaban mayor dispersion en el crecimiento tumoral total.
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Figura 13. Parametros generadores de mayor dispersion en el crecimiento total del
tumor.
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(a) Simulaciones para varios valores de «. (b) Simulaciones para varios valores de p.

En las Figuras|14(a)|y |14(b)| podemos observar la variacion en el crecimiento de la masa total para

los parametros « y p; la variacién de la simulacién [14(a), asociada a la velocidad de defunsién por
hipoxemia persistente «, resulto ser la més relevante en este estudio. En todas las simulaciones, la
masa tumoral total se encontr6 acotada por la medida del dominio u(9).
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