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RESUMEN
TITULO:

ENTENDIENDO EL CONCEPTO DE VOLUMEN USANDO IDEAS DEL PRINCIPIO DE
CAVALIERI' Y MATERIAL MANIPULABLE. *

AUTORES:
ARANGO CHAPETA, Luz Dary y TRUJILLO QUINTERO Alberto Eduardo. **

Palabras claves: 1. Volumen. 2. Principio de Cavalieri. 3. Material manipulable. 4.
Aprendizaje Constructivista.

Esta investigacion se realizo en el INSTITUTO TECNICO SUPERIOR DAMASO ZAPATA
en BUCARAMANGA SANTANDER, con un grupo de nueve estudiantes del grado octavo,
a los que aplicamos cuatro actividades con el fin de dar respuesta a una pregunta que
surgié a cerca de un tema de nuestro interés. La pregunta que nos hicimos fue: ¢Cémo
los estudiantes comprenden el concepto de volumen usando las ideas de Cavalieri a partir
de la manipulacién de material concreto? Para esta pregunta se plantearon unos objetivos
entre el cual resaltamos el mas importante: ayudar a los estudiantes a desarrollar
destrezas para que identifiquen y usen correctamente el concepto de volumen, apoyados

en las ideas basicas del principio de Cavalieri y la manipulacion de material concreto.

Las actividades que planteamos para nuestro proyecto consistio en elaborar algunos
sélidos como: piramides, cilindros, esferas, conos, a partir de icopor, valso, acrilico y
vidrio; y con esto construir un puente entre el sélido concreto y el concepto abstracto de
volumen, que los estudiantes deben deducir. Estamos convencidos que el uso del
material manipulable es una herramienta valiosa en el proceso de adquisicion y

construccién de nuevo aprendizaje.

Analizando los resultados obtenidos en esta investigacion, y a las fuentes bibliograficas
consultadas, podemos concluir que el uso de material concreto encaminado a trabajar
conceptos matematicos permite una MAYOR comprensién logrando asi cumplir con los

objetivos planteados, al inicio de esta practica docente.

* Trabajo de Grado )
** Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Magister en Matematicas. MEJIA
MORENO, Carolina



ABSTRAC

TITLE:

UNDERSTANDING THE CONCEPT OF VOLUME USING IDEAS OF CAVALIERY’'S
PRINCIPLE *.

AUTHOURS:
ARANGO CHAPETA Luz Dary and TRUJILLO QUINTERO Alberto Eduardo. **

KEYWORDS:
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This investigation was conducted in the INSTITUTO TECNICO SUPERIOR DAMASO ZAPATA in
BUCARAMANGA SANTANDER, whit a group of nine eight grade students. They developed four
activities in order to give an answer for a question emerged from a subject of our interest. That's
question was: how the students can understand the concept of solid’s volume using the Cavaliery’s
ideas by handling concrete material? This question did us propose the objective of help students to
developer skills for identify and use correctly the concept of volume by the use of Cavaliery’s
principle using handling material.

The activities that we raised for our project was to develop some solids such as pyramids, cylinders,
spheres, cones, from polystyrene, waltz, acrylic and glass, and thereby build a solid bridge between
the concrete and the abstract concept of volume, students should be deducted. We believe that the
use of manipulable material is a valuable tool in the process of acquisition and construction of new
learning.

According whit the results of this investigation, the use of handling material for the interpretation of
mathematical concepts get a fast and better understanding. In the bibliography there are more
investigations about it, which confirm. These results show that we comply with the objectives
proposed at the beginning of this study.

* Grade work )
**Faculty of sciences. Mathematics school. . Director: MEJIA MORENO, Carolina



INTRODUCCION

Este trabajo es una investigacion de aula basado en una experiencia de
ensefianza. En esta experiencia se trabajo el concepto de volumen de un
sélido con estudiantes del grado octavo del colegio Instituto Técnico Superior

Damaso Zapata.

La idea principal de la experiencia fue presentar a los estudiantes el concepto
de volumen, utilizando material manipulable y algunas ideas del principio de
Cavalieri®, todo encaminado a que los estudiantes puedan hacer conjeturas y

conclusiones acerca del concepto del volumen de algunos sdlidos conocidos.

Utilizar material manipulable e ideas no clasicas para trabajar un concepto no
es una idea nuestra, actualmente el innovar en el salén de clase se ha vuelto
una necesidad, el motivo de esta innovacion es el de intentar llenar los vacios
que los estudiantes tiene con respecto a lo que se les ensefia diariamente, es
por esto que el docente trata de buscar alternativas para abordar los diferentes

temas.

En nuestro caso concreto y siendo conscientes del problema de la ensefianza
hoy en dia, decidimos utilizar algunas herramientas para abordar la
problemética del aprendizaje de un concepto tan humano como el volumen.
La pregunta que nos planteamos es ¢como los estudiantes comprenden el
concepto de volumen usando las ideas de Cavalieri a partir de la manipulacion
de material concreto? pero como indudablemente la respuesta a esta pregunta
se podia abordar desde diferentes caminos, la delimitamos estableciendo el
siguiente objetivo: Ayudar a los estudiantes a desarrollar destrezas para
gue identifiguen y usen correctamente el concepto de volumen, apoyados

en el principio de Cavalieri y la manipulacion de material concreto.

® CAVALIERI, Bonaventura. Matematico italiano de finales del siglo XVI, conocido por desarrollar

un método de indivisibles, factor determinante para el origen del calculo integral que conocemos
actualmente.
1



Este trabajo pretende ser un aporte a la matematica con significado. Una
matematica que se construye, que se genera paso a paso, una matematica
que a pesar de ser formal es parte de un edificio que permanece
continuamente en construccién y de esta manera mostrarla humanizada; esta
es la mateméatica real, una matematica construida en la discusion, en los
consensos y también en disensos, nuestro trabajo busca avanzar en esa

direccion.

Para ello se planearon cuatro actividades, en las cuales tuvimos en cuenta la
importancia que tiene en matematicas “utilizar material manipulable” y usar las
ideas de los matematicos que mas han aportado al desarrollo de la humanidad.
En este caso usamos algunas ideas planteadas por Cavalieri para facilitar el

proceso de aprendizaje de los estudiantes.

En las actividades se propone construir algunos solidos como: pirdmides,
cilindros, esferas, conos, paraboloides, a partir de materiales como icopor,
valso, acrilico y vidrio y con esto construir un puente entre el sélido concreto y
el concepto abstracto de volumen, que los estudiantes deben deducir. En

relacién con esto Estrada (2002)°, afirma:

“Es importante llevar a la clase diferentes tipos de sdlidos para que los
estudiantes puedan percibirlos, distinguirlos y clasificarlos. Luego, estos deben
construir sus propios modelos en diferentes materiales,.... Es también
conveniente que los estudiantes dibujen los modelos reales, pues estos

desarrollan su capacidad de percepcion visual”.

Para el trabajo de calcular el volumen de cada uno de los sélidos se usaran
dos de las ideas propuestas por Cavalieri en su resultado mas importante

conocido como Principio de Cavalieri. La primera idea consiste en aproximar el

® ESTRADA, W. (2002). De La Generacién Espontanea de las Férmulas de Volumen a su
Construccion. Memorias del XlII Encuentro de Geometria y | de Aritmética. Universidad
Pedagédgica Nacional. Pag. 172.



volumen de un soélido mediante volimenes de secciones transversales con
grosor fijo. La segunda idea consiste en agrupar algunos solidos que
comparten ciertas caracteristicas y a partir del conocimiento del volumen de

algunos de ellos, calcular o aproximar los volumenes de los otros soélidos del

grupo.

Este escrito resume las actividades con los estudiantes y la fundamentacion
tedrica usada para el desarrollo de la practica, estd organizado en seis
capitulos. El primero consiste en describir los objetivos planteados para la
practica, los tres siguientes se centran en la descripcion tedrica utilizada. Los
dos Ultimos cuentan la planeacion y desarrollo de las actividades y de la

practica en el aula. Por ultimo incluimos las conclusiones y recomendaciones.



1. OBJETIVOS

1.1. OBJETIVO GENERAL:
Ayudar a los estudiantes a desarrollar destrezas para que identifiquen y usen
correctamente el concepto de volumen, apoyados en las ideas bésicas del

Principio de Cavalieri y la manipulacion de material concreto.

1.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS:

» Guiar al estudiante en la construccion de figuras sélidas a través del material
concreto para que se acerque al concepto de volumen usando informaciéon de
sus partes.

» Describir el volumen del solido como suma de los volimenes de secciones
transversales con grosor fijo.

» Registrar y describir como el estudiante entiende el proceso de aproximar el
volumen de sélidos a partir de areas de secciones transversales con grosor fijo.

» Llevar al estudiante a hacer conjeturas acerca de la relacion que existe entre el
area de la base con el area de una seccion transversal a una altura dada.

» Verificar si los estudiantes pueden calcular las areas de las secciones
transversales usando el radio de la base, la altura del sélido y la altura de la
seccion transversal.

» Verificar si el estudiante entiende la preservacion del volumen bajo
inclinaciones del sélido usando el material concreto.

» Mostrarle a los estudiantes una aplicacion del Principio de Cavalieri para el
caso del cono y la piramide.

» Evaluar el proceso de aprendizaje del concepto de volumen en los estudiantes

gue participaron en este proyecto.



2. ANTECEDENTES

Con respecto al tema de investigacion, se encontraron trabajos relacionados con
la problematica en la ensefianza del concepto de volumen y especialmente un
trabajo donde los autores utilizan el principio de Cavalieri para ensefiar el
concepto de volumen. A continuacion hacemos una pequefa resefia de los mas

representativos:

o De la generacion espontanea de las formulas de volumen a su
construccién, de WILLIAM FERNANDO ESTRADA (2002)’. Su trabajo esta
encaminado hacia una propuesta para justificar las férmulas del volumen de los
sélidos elementales (prisma, piramide, cilindro, cono y esfera), propuesta que nace
como respuesta a las malas presentaciones que proponen los textos
tradicionalmente en la educacion basica y media; ademas hace constatar que los
profesores de la ensefianza basica y media son poco creativos en el momento de
hacer argumentos matematicos sencillos para convencer a los estudiantes de la
férmulas del volumen. Para ello, el autor propone claramente la intencion de
construir el concepto y luego pasar a representarlo simbdlicamente. Su estrategia
fue llevar al aula de clase diferentes tipos de soélidos para su familiarizacion
(percibirlos, distinguirlos y clasificarlos) para luego representar los modelos reales

por medio de dibujos desarrollando su percepcion visual.

En este trabajo Estrada utiliza el Principio de Cavalieri para ensefar la

preservacion del volumen en distintas transformaciones de un sdlido. Esta

"ESTRADA, W. (2002). De la generacién espontanea de las férmulas de volumen a su
construccion. Memorias del XlII Encuentro de Geometria y | de Aritmética. Universidad Pedagdgica
Nacional. Pag. 167 — 181



propuesta responde a las dificultades que los nifios tienen en la comprensién del

concepto de volumen.

o Retorno de la geometria, de ESTELA SONIA ALIENDRO y ANGELICA
ELVIRA ASTORGA (2005)8. Este texto recoge algunos trabajos relacionados con
los diferentes problemas que se encuentran en la ensefianza de la geometria.
Para nuestro proyecto de investigacion fue relevante este trabajo, pues nos sirvié
para plantear algunas actividades y resaltar algunos parametros, entre los cuales
se destacan: la ensefianza de la geometria en un lenguaje cotidiano, la
importancia de aplicar problemas a la vida real, el desarrollo de la percepcion
espacial y la visualizacion y desarrollo de modelos bien organizados. Por otra
parte permitié el desarrollo de las habilidades: visuales, verbales, de dibujo, l6gica

y de aplicacion.

. El volumen ¢Por dénde Empezar?, de  MARIANA SAIZ ROLDAN (1999)°.
En este trabajo se recalca la importancia que tiene la enseflanza del concepto de
volumen en la educacion. Ademas se muestran sus aplicaciones como parte
importante de un proceso de formacién donde el nifio puede hacer comparaciones

entre concepto ensefiado y su relaciéon con la vida cotidiana.

o Early Indivisibles and Infinitesimal Techniques, de C. H. EDWARDS
(1979)!°. En este libro se encuentra la formulacién del Teorema de Cavalieri
(1548-1647) el cual sirve para calcular volumenes de soélidos desconocidos por
medio de volimenes de cuerpos ya conocidos siempre y cuando mantengan
algunas caracteristicas comunes. Esta formulacion se utilizd para pensar en como

ensefar el concepto de volumen mediante el uso de: razones y proporciones,

8 ALIENDRO, E; ASTORGA, A. (2005). Retorno de la Geometria. Recuperado el 17 julio de 2008
de http://www.union-matematica.org.ar/reunion_anual/reunion05/cursos_prof05/aliendro.

° SAIZ, M. (1999). El Volumen ¢ Por dénde Empezar? .Recuperado el 24 julio de 2008 de
http://www.matedu.cinvestav.mx/~maestriaedu/docs/asig4/ConfMagist.pdf.

9 C.H. EDWARDS (1979). The Historical Development of the Calculus. Pag. 98-109.
6



comparaciones entre solidos, el uso de sdlidos con volumen conocido para

calcular el volumen desconocido de otros sélidos.



3. MARCO TEORICO

Nuestra practica se basa en el uso de material manipulable. Los materiales
manipulables son un recurso efectivo para el aprendizaje de la geometria. Es
decir, la idea que se plantea es que, mientras mas variados sean los medios para
el aprendizaje, mayores seran las posibilidades para que cada estudiante logre
desarrollar las competencias necesarias para la adquisicion de un concepto
nuevo. Es por esto que el concepto de volumen, objeto de esta investigacion en el
aula, sera desarrollado mediante actividades secuenciales que permitan a los
estudiantes crear construcciones de figuras tridimensionales'* con el material
manipulable. Respaldando estas afirmaciones, Olmo (1993)* afirma: “algunas de
las dificultades que los nifios encuentran en la medida del volumen, pueden estar
originadas por el hecho de que son forzados a “leer” y visualizar informacién sobre
objetos sélidos a partir de graficos sin haber manipulado previamente dichos

objetos”.

Durante las actividades buscamos trabajar de forma grupal e individual
posibilitando la comunicacién y favoreciendo algunos procesos, como el de la
percepcién y la visualizacion, a través del uso del material manipulable. Al
respecto Burgos y otros (2005, Pag. 32)*° afirman:

“(...) Los materiales manipulables son un recurso sumamente eficaz para el
aprendizaje de las matematicas. El uso de materiales adecuados por parte de los
alumnos constituye una actividad de primer orden que fomenta la observacion, la

experimentacion y la reflexibn necesarias para construir sus propias ideas

! Ccuando hablamos de figuras tridimensionales hacemos alusién a los sélidos (cilindros,
piramides, esferas, etc.)

2 OLMO, M; MORENO F; GIL F. (1993). Superficie y Volumen ¢ algo més que el trabajo con
formulas? Madrid. Sintesis. Pag. 120.

¥ BURGOS N Viadys, y otros. Juegos Educativos Y Materiales Manipulativos: Un Aporte A la
Disposicion Para El Aprendizaje De Las Matematicas. Noviembre 2005 Temuco — México pdf. Pag.
32

8



matematicas. El trabajo con materiales ha de ser un elemento activo y habitual en
clases y no deberd reducirse a la visualizacion esporadica de algin modelo

presentado por un profesor (...)".

Es por esto que el uso de material concreto es de gran ayuda, ya que permite a
los estudiantes construir sus propios conocimientos. El aprendizaje constructivista
es el aprendizaje en el cual el estudiante, utilizando conocimientos anteriores,
fabrica el nuevo conocimiento mediante la experimentacion, la deduccion y la
induccién. Es por ello que el protagonista, el estudiante, requiere un compromiso
con cada una de las actividades, de aqui que su papel sea fundamental e
irremplazable. Tal como lo argumenta Vigotski ** citado por Aja (1999):

La concepcidn constructivista se organiza en torno a las siguientes ideas:

1. Elalumno es el responsable ultimo de su propio proceso de aprendizaje.

2. El alumno construye el conocimiento por si mismo y nadie puede sustituirle
en esta tarea.

3. El alumno relaciona la informacion dada con los conocimientos previos, 1o
cual es esencial para la construccion del conocimiento.

4. Los conocimientos adquiridos en un area se ven potenciados cuando se
establecen relaciones con otras areas.

5. Se necesita un apoyo (profesor, compafieros, padres, etcétera) para

establecer el “andamiaje®”

gue ayuda a construir conocimiento.
6. EIl profesor debe ser un orientador que guia el aprendizaje del alumno,
intentando al mismo tiempo que la construccién del alumno se aproxime a

lo que se considera como conocimiento verdadero.

% AJA F, José Manuel y otros. Enciclopedia General de la Educacién, Grupo Editorial Océano,
1999.P ,263.

!> Andamiaje: se entiende como la mediacion para que un estudiante sea guiado en su aprendizaje
por el profesor.



Tratamos pues, durante todas las actividades, de involucrar al estudiante en el
proceso de aprendizaje, utilizando el método constructivista propuesto por Vigotski
y para ello nos valemos de estrategias variadas como la construccion, por parte de
los alumnos, de sdlidos con materiales de diferente contextura, grosor y forma,
recurriendo a citas historicas e incluso haciendo exposiciones donde los

estudiantes intervienen activamente de manera individual o grupal.

3.1. LA MATEMATICA INVOLUCRADA

Definiremos algunos conceptos importantes para tener en cuenta durante el
desarrollo de la investigacion y los cuales serviran como soporte para el disefio y
preparacion de las actividades.

En el trabajo con los estudiantes buscamos solidos que fueran conocidos por ellos
y cuyo analisis se prestara para discusiones en el aula, asi que decidimos que los

estudiantes manejaran piramides cuadradas, conos y cilindros.

A continuacion haremos algunas aclaraciones de conceptos utilizados en este
escrito y ademas con el &nimo de describir el Principio de Cavalieri, introducimos
las definiciones formales de los sélidos utilizados en las actividades y algunos
teoremas importantes, sin la prueba. Es importante anotar que en nuestro trabajo
con los estudiantes estos conceptos y resultados los presentamos de manera muy

intuitiva.

1. Definicion:

Se da una region cuadrada R en un plano £ yse daun punto V' que no esta
en £. la piramide con base cuadrada R y vértice V' es la reunion de todos los
segmentos vQ para las cuales @ pertenece a R- La altura B de la piramide

cuadrada es la distancia (perpendicular) desde V' a E-

10



Figura 1: Piramide

Una seccion transversal de la piramide es la interseccion de la piramide con un

E

plano paralelo al plano =, cuando la interseccion no es vacia.

Nota: En adelante hablaremos de seccion transversal con grosor para referirnos a
la parte del solido que queda entre dos secciones transversales diferentes. El
grosor es la diferencia entre las alturas de los dos planos utilizados para las

secciones transversales.

Seccion transversal
con grosor

Figura 2: Piramide seccién transversal con grosor

2. Teorema:

Toda seccion transversal de una piramide cuadrada, es una region cuadrada

semejante a la base. Si h es la altura y k es la distancia del vértice a la seccion

k:
transversal, entonces el area de la seccion transversal es igual a k2 multiplicado

por el area de la base.

11



Es de anotar que esta propiedad es valida no solamente en el caso de las

piramides cuadradas, veamos el siguiente teorema.

Figura 3: Piramide de base Triangular y su seccidén transversal

3. Teorema:

En toda piramide, la razon del area de una seccion transversal al area de la base

k:
es k? , donde & es la altura de la piramide y % es la distancia del vértice al plano

de la seccién transversal.

Figura 4: Piramide y su razén de area de la seccién transversal

12



4, Teorema:

Si dos pirdmides tienen la misma altura y el area de sus bases es la misma,
entonces las secciones transversales que equidistan de los vértices tienen la

misma area.

Figura 5: Piramides a una misma alturay area

Note que este resultado es un corolario del teorema anterior.

5. Definicién:

Sean E; y Ez dos planos, sea ® una region circular en £1 y L una recta que
intercepte a £1 y a Ez pero no a B- formamos la union de todos los segmentos

QQ'lL. con ? €R_E| cuerpo solido resultante se llama cilindro circular. Si L es
perpendicular a £1. entonces el cilindro se llama cilindro recto.
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Figura 6: Cilindro Recto

6. Teorema:
Toda seccién transversal de un cilindro circular'® es una regién circular congruente

con la base.

Figura 7: Cilindro Recto y su seccion transversal

La idea de la demostracion se basa en el hecho que,A?: = FU esto es cierto ya

que P@ y Pi1@1 son lados del paralelogramo @@, 7, P-

16 La definicion de seccién transversal para un solido arbitrario es similar a la definicion dada para
pirdmides.
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7. Definicion:

Se dan una region circular £ en un plano £ y un punto ¥V que no esta en £ . El
cono circular es la unién de todos los segmentos VP para los cuales £ pertenece

a R. La altura de la piramide es la distancia (perpendicular) de V' a E-

Figura 8: Cono Circular
8. Teorema:

Se dan un cono de altura h y una seccion transversal formada por un plano a una

k:

distancia k del vértice. El area de la seccion transversal es igual a k* multiplicado

por el area de la base.

Observe la semejanza con los resultados obtenidos para la piramide.

Figura 9: Seccidén Transversal de un Cono Circular
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Ahora vamos a trabajar algunos resultados importantes acerca del volumen de los
sélidos. La manera de introducir el volumen de cualquier sélido es considerando

el siguiente Postulado de la Unidad:

9. Postulado de la unidad

El volumen de un paralelepipedo rectangular es el producto de la altura y el
area de la base.

Figura 10: Paralelepipedo Rectangular

Basados en este postulado para paralelepipedos se pueden obtener las formulas
de otros cuerpos sélidos. En nuestro caso nosotros usamos principalmente el
volumen de fichas de forma cilindrica cuyo volumen se calcula multiplicando el

area de la base por la altura.

Ahora estudiaremos el Principio de Cavalieri usado por nosotros en esta practica
para disefar las actividades desarrolladas por los estudiantes. Nosotros nunca
presentamos de manera explicita en el aula este principio, sin embargo lo
tomamos de inspiracion para que ellos aprehendieran la nocion de volumen de

manera no convencional.
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10. Postulado: Principio de Cavalieri |

Se dan dos cuerpos solidos y un plano. Supongamos que todo plano paralelo al
plano dado que interseca a uno de los dos cuerpos, interseca también al otro y da
secciones transversales con areas iguales. Entonces, los cuerpos tienen el mismo

volumen.

Figura 11: Cuerpos sélidos

A partir de este postulado, Cavalieri construye el volumen de los sélidos a partir
de la informacion que obtiene de los volimenes de tajadas transversales del
sélido. Esta idea de dividir el solido en pedazos es la idea central de nuestro

trabajo. Utilizar las partes para obtener informacién del todo.

11. Teorema: Principio de Cavalieri Il

Si dos solidos tienen igual altura y las secciones hechas por planos paralelos a las
bases a iguales distancias de ellas tienen siempre areas proporcionales entre si,
entonces los volimenes de los solidos estan también a esta proporcion.

A modo de ejemplo, vamos a utilizar el Principio de Cavalieri Il para deducir el
volumen del cono conociendo como calcular el volumen de una pirdmide
cuadrada. Este célculo se presentd a los estudiantes para que ellos entendieran
como usar el Principio aunque no se buscaba que ellos duplicaran este método
con otros soélidos pues, en la mayoria de los casos, es muy dificil probar la

proporcionalidad de las areas de las secciones transversales.
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Vamos a deducir la férmula del volumen de un cono circular recto € con base de

radio ™ y altura ® , usando una piramide cuadrada recta P cuya base tiene una

unidad de lado. Si €x y Px son las secciones transversales indicadas en la figura

veamos que sus areas, para cualquier * , guardan una misma proporcion.

Figura 12: Principio de Cavalieri

Segun la gréfica (cono) que se muestra a continuacion, se puede ver facilmente

que los triangulos @VFP y @VR gson semejantes, entonces:

T
V' h r
X
Q R L x
r E.r=?x
Q r P

Y sabiendo la formula del area del circulo, reemplazamos el radio en la ecuacion

para determinar el &rea de la seccion circular €x como se puede observar en la

Figura del cono.
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y A(c)=m(r)?

x ~»

A)=n(5.7)

A(c)=mr? (% )_

Un razonamiento similar se usard para determinar el area de la seccion

transversal de la pirdamide que se mostrara a continuacion:

T =

Sabiendo la formula del area del cuadrado, reemplazamos el lado en la ecuacion

para determinar el area de la seccién cuadrada P como se puede observar en la

figura de la pirdmide.
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A(P.l) = Q. 0y

x x x° Xy 2
“ 4®) = 5= =)

Ahora, comparando las secciones del cono con la piramide:

Acp=-"X  y  ary-%Z
K2 . : 3

;{2
Puede observar, en las dos ecuaciones un término comun r* y los demas

términos que aparecen son constantes, de lo que se puede concluir, que el area

del circulo esta en funcion del area del cuadrado.

De este modo

AlCy)=mr*. AP

Asi el teorema de Cavalieri implica que: Si se encuentra una relacion
proporcionalidad entre las areas de las secciones transversales de los sélidos,

entonces debera existir la misma relacion entre sus volimenes. Es decir:

() = mr*viP)
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4. LA METODOLOGIA Y LOS ESTUDIANTES DE LA INVESTIGACION

Este trabajo de investigacion en el aula se enmarcara en un andlisis de caso,
desde una perspectiva de caracter cualitativo. El andlisis de caso es una técnica
de investigacion en ciencias sociales, especialmente en educacion, y consiste en
estudiar detalladamente el proceso de un estudiante indagando acerca de
preguntas como ¢por quée?, ¢como?, ¢para que? Esta técnica permite hacer
afirmaciones mas detalladas que un estudio estadistico pero tiene el problema que

dichas afirmaciones s6lo son validas para el contexto en el que se trabajaron.

Este analisis de caso presenta dos etapas, una de ellas nos permite estudiar un
fendmeno cualquiera (dificultades, aprendizaje, temas, aptitudes entre otros) que
suceda en el aula de clase, con el propésito de describir, explicar, predecir y
planear las mejoras; y la otra que es un andlisis de caracter reflexivo sobre los

procesos de ensefianza y aprendizaje, tal como ocurre en el aula de clase.

Como la investigacion en el aula es de caracter cualitativo, es una investigacion
variante'’, donde se trabaja con seres humanos, en este tipo de investigacién no
se trabaja sobre supuestos, no se generaliza ningun tipo de problema encontrado
ni sus soluciones, no se toman muestras porque cada sujeto es independiente, lo
gue se hace es sistematizar experiencias en el aula de clase y reflexionar sobre

ellas para entender los procesos de los sujetos analizados.

" Definimos la investigacién variante: como la investigacién que esta sujeta a cualquier cambio, ya
sean producidos por causas externas o internas.
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LOS ESTUDIANTES DE LA INVESTIGACION

“Para nuestro alumnado de clases elementales lo concreto empieza por ser el mundo de lo
observable, lo que impresiona directamente sus sentidos, y al mismo tiempo el que te invita a actuar”
Pedro Puig Adam (Alsina y Otros, 1997: 117)

Esta investigacion se realizo en el Instituto Técnico Superior Dadmaso Zapata,
institucion que nos permitid realizar nuestra primera practica pedagogica. Esto se
hizo posible gracias a la colaboracion por parte del profesor Fernando Pérez,
docente encargado del area de matematicas en el colegio y que nos permitio
ejecutar el trabajo de investigacion en el aula en los grados que él tenia
asignados, especificamente en 8-9 los cuales estaban conformados por

estudiantes cuyas edades oscilaban entre los 13-16 afios.

Fue asi como se inici6 nuestro proceso de “busqueda”, lo llamamos de esta
manera porgue no conociamos a los estudiantes, asi que nos tomamos un tiempo
para conocerlos, preparar la clase y las actividades propuestas para la
investigacion. Actividades que se desarrollaron en cuatro sesiones, cada sesion

tenia un tiempo aproximado de tres horas.

El profesor Pérez nos presentd los grupos de estudiantes a cargo. De alli se
seleccionaron 10 estudiantes interesados en participar, todos ellos distinguidos por
su rendimiento académico y por su actitud positiva por aprender y conocer algo
nuevo. Finalmente trabajamos con nueve estudiantes aunque solo consignamos

los aportes de cuatro de ellos, los cuales presentaremos mas adelante.

Durante las clases que tuvimos con ellos queriamos variar un poco el sistema
tradicional para estimular el interés de los participantes. Siempre buscabamos
que trabajaran en grupo con el fin de generar confianza en ellos y que pudieran

plantear sus dudas y opiniones sin ningun temor. Luego les entregabamos la guia
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de trabajo y el material para manipularlo y que fueran ellos los encargados de

crear los conceptos usando todos los conocimientos previos y la experimentacion.

Las actividades fueron disefladas para permitir recoger toda la informacién
necesaria para nuestra investigacion, todas las opiniones y sugerencias fueron
consignadas en lo que se conoce como un diario de clase, donde se registran
todos los detalles relevantes del proceso y necesarios en la investigacion. En
este diario se encuentran desde aportes en clase, hasta charlas con los
estudiantes. Todo esto fue necesario para recolectar datos, organizarlos y extraer

conclusiones y posibles sugerencias o recomendaciones.

A continuacion presentamos algunos de los protagonistas que intervinieron en

esta investigacion, gracias a ellos fue posible realizarla:

OSCAR MAURICIO GARRIDO GARCIA

Se considera una persona inteligente, buen
amigo, con buenos valores, en su tiempo libre
le gusta compartir con su familia y también
estudiar para aprender mas, se distingue por
ser callado y timido. En el colegio ocupa los

primeros puestos.

Figura 14: Alumno participante del trabajo de

investigacion

“Cuando yo sea grande quiero ser un gran profesional que tenga éxitos”

EDUARDO TOLOZA BAYONA
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Se identifica por ser una persona respetuosa,
compafierista, amigable y extrovertido; en sus
intervenciones en clase se caracterizo por sus

buenos razonamientos. Le gustaba saber de

donde y como se obtenia la solucion a los

problemas que se proponian en el aula.

“Mi inclinacién es por el medio de la

Figura 15: Alumno participante del trabajo de medicina”.
investigacion

JAYSON CHAVARRIA FERNANDEZ

El se considera el orgullo de su familia, es muy
timido, en el colegio se destaca por ser el mejor
estudiante, ademas le gusta cuestionar las
cosas, en sus tiempos libres lee libros y practica

deporte.

Figura 16: Alumno participante del

trabajo de investigacion

“Quiero ser un gran ingeniero mecatronico”
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EDINSON LIZARAZO SANCHEZ

Figura 17: Alumno participante del
trabajo de investigacion

Es un estudiante amigable, respetuoso,
colaborador, calmado, hablador, se
caracterizaba en clase por preguntar por todo,
no le gusta ser “envidioso” con sus comparieros

de clase.

“Ser cientifico es mi anhelo”
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5. DISENO Y DESCRIPCION DE LAS ACTIVIDADES.

A continuacion se explicara muy brevemente qué se planeaba desarrollar con los
estudiantes en cada actividad y luego se describira que se realizo en el aula'y que
objetivos se cumplieron. Cada actividad esta disefiada como un eslabon dentro de
una cadena que busca cumplir el objetivo general (comprender el concepto de

volumen).

ACTIVIDAD 1:

La actividad consiste en entregar, por grupos, un paguete con algunos materiales,
fichas de diferentes formas como circulos, cuadrados, rectangulos y triangulos, en
icopor y madera y de diferentes diAmetros y grosores. Se les pide que construyan
algunos solidos sobreponiendo una ficha sobre otra, permitiendo que los

estudiantes escojan los materiales adecuados segun la actividad propuesta.

Luego se les pide construir un cilindro y una piramide con este material pero
teniendo cuidado de usar siempre fichas del mismo grosor para cada solido. Se
les pregunta cuantas fichas deberian usar en cada caso, esto con el fin de
observar que aunque el sdlido es el mismo, los diferentes grupos podrian

construirlo de varios tamafios usando diferentes tipos de fichas.

Para empezar a aproximar el volumen de los sélidos, se les pregunta por el area
de la base del cilindro construido y el area de la base de la piramide construida,
estas areas deberan ser calculadas usando sélo regla.

Se indaga sobre el célculo del volumen. Ahora tienen dos datos, el numero de
fichas usado en la construccion del solido y el area de la base, se les pregunta si
esta informacion es suficiente para calcular del volumen. En el caso del cilindro,

esta informacion seré suficiente para encontrar el volumen en términos del grosor
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de las fichas usadas, pero en el caso de la pirdAmide alun se necesitara hacer otras

consideraciones.

Dentro de las preguntas se les propondra hacer afirmaciones acerca del volumen
de los sélidos luego de hacerle ciertas transformaciones, por ejemplo se les pedira
concluir que ocurria con el sdlido y con su volumen luego de una inclinacion. Esto
con el fin de llevar al estudiante a entender la conservacion del volumen bajo

ciertos cambios del solido en el espacio.

Objetivos de esta actividad:

» Guiar al estudiante en la construccion de figuras sélidas a través del material
concreto para que se acerque al concepto de volumen usando informaciéon de
Sus secciones transversales.

» Verificar si el estudiante identifica cdmo estudiar el volumen de los sélidos
anteriormente construidos a través de material concreto.

» Verificar si el estudiante entiende la preservacion del volumen bajo
inclinaciones del sélido usando el material concreto.

» Describir el volumen del sélido como suma de los volimenes de secciones

transversales con grosor fijo.

= = =

Figura 18: Fichas cilindricas simulando el Principio de Cavalieri
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DESCRIPCION DE LA ACTIVIDAD UNO:

A cada grupo se les hizo entrega de un paquete de material manipulable que
contenia fichas de diferentes tamafios y grosores. Se les pidié construir, con este
material, diferentes solidos.

o glle

220400

Figura 19: Imagenes de material concreto a utilizar

Concerniente a la primera pregunta:

Con el material entregado construyan.
a) Un cilindro
b) Una piramide.

Ellos construyeron los sélidos propuestos sin ningun problema, sin enfatizar en
este hecho, los estudiantes buscaban las fichas de igual grosor para la
construccion de los solidos. Adicionalmente ellos construyeron otros sélidos
diferentes a la piramide y al cilindro con las fichas entregadas, tal como se

muestra en la foto
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Figura 20: Imagenes del material utilizado: Conos, Piramides y Cilindros

Al preguntarles por ¢Cuanto material utilizaste para el cilindro?

¢, Cuanto para la piramide?___, ellos dieron respuestas como “Se utilizaron 10
fichas circulares para construir el cilindro y 30 fichas cuadradas para la
pirAmide de base cuadrada’, “...en cambio profesores, nosotros usamos 20
para el cilindro y 60 para la piramide”. Esta pregunta era importante porque
nuestro interés era encontrar aproximaciones a los volimenes y el nimero de

fichas influird en qué tan buena sera la aproximacion.

Ya en una cuarta pregunta: Con la ayuda de una regla intenta calcular el area
de la base del cilindro que construiste y anétalo . ¢ Qué area tiene la
base de la piramide?

La mayoria de los estudiantes dedujeron con facilidad el area de las bases de
cada uno de los solidos, un circulo en el caso del cilindro y un cuadrado en el caso
de la piramide. En el caso de los circulos encontraron el valor del radio y en el
caso del cuadrado midieron el lado. Cabe aclarar que al calcular el area de una
figura los estudiantes lo hicieron recordando sin problema la formula
correspondiente.

En la siguiente pregunta: Con los datos recogidos en los puntos 3 y 4.

¢Puedes aproximar él célculo del volumen del cilindro? ¢EI volumen de la
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piramide? Si lo puedes hacer, explica el procedimiento y anota el resultado.

Si no lo logras, explica cudl fue el problema.

Los estudiantes calcularon el volumen del cilindro facilmente ya que solo
calculaban el area de cualquier seccion transversal (ya tenian el area de la base),
multiplicaban por el grosor de la ficha y al final sumaban este volumen tantas

veces como fichas tenian, aproximando asi el volumen del cilindro.

Con la pirdmide no fue tan sencillo. Un grupo de estudiantes realiz6 el mismo
procedimiento que con el cilindro pero al explicarles a los deméas estudiantes,
estos les corrigieron el error pues el area de cada seccion transversal era
diferente. El estudiante Jayson expuso el siguiente aporte para aclarar el
razonamiento errado: “...debemos calcular el area de cada pieza multiplicarla
por el grosor y al final sumarlas, pero no estamos dando una respuesta
numeérica exacta, sino un dato que no podemos decir si es exacto respecto al
volumen”. Con esto, el estudiante queria dar a entender que la piramide que
tenian en las manos no era en realidad una piramide, sino una aproximacién a

esta.

Los estudiantes tuvieron en cuenta la diferencia entre el sélido ideal y el sélido que
construian con las fichas. Como estos dos solidos eran diferentes ellos afirmaban
que en el célculo del volumen habia un “error”, ellos decian: “el error es lo que le
falta o sobra al sélido para completarse y la figura se vea como una figura
compuesta por un todo”. Cabe aclarar que ellos se imaginaban la piramide total
no la aproximacién a una piramide formada con fichas. Igual concluian en el caso

del cono, como se muestra en la foto.
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Figura 21: Piramide elaborada en valso y icopor

Al observar que ellos calculaban el volumen de cada ficha y luego sumaban todos
estos datos, nosotros queriamos que ellos vieran la necesidad de mejorar la
técnica. Para ello les entregamos mas fichas que aproximaran la piramide, en ese
momento los estudiantes protestaron de solo pensar en tener que hacer tantos

calculos. Esto nos dio ideas para planear la siguiente actividad.

Por ultimo, para terminar la guia les preguntamos:
Ahora tomen el cilindro que construyeron e inclinenlo un poco como lo

muestra la siguiente figura.

¢, Qué paso con el volumen del cilindro? ¢Cambié? Expliquen su respuesta.

Este ejercicio consistia en darle una leve inclinacion al solido ya construido. Los
estudiantes comprendieron que el volumen se mantenia, ellos decian que esto
ocurria “... porque no se elimind ninguna ficha”, solamente se deslizan las

fichas, de tal manera que pierde su forma, pero el volumen se sigue manteniendo.
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CONCLUSIONES DE LA ACTIVIDAD UNO:

e Nosotros observamos que el hecho de tener materiales diferentes para
construir los mismos sélidos permiti6 que los estudiantes pudieran
comparar sus respuestas y observar como sus aproximaciones variaban

por el tamafio de los sélidos y por el grosor de las fichas utilizadas.

e Al hallar el volumen de los sélidos utilizando material manipulable, permitié
gue los estudiantes notaran aquellos detalles que con lapiz y papel no se
pueden visualizar, cumpliendo a cabalidad los objetivos propuestos para
esta actividad. Ademas las conjeturas que ellos proponian ayudaron a que
la actividad fuera enriqguecedora convirtiendose en el puente entre los
conocimientos previos y la nueva informacion que se les estaba

suministrando.

e A través de la argumentacion de las respuestas de los estudiantes, se logré
gue poco a poco fueran ellos mismos quienes reconstruyeran o evadieran

el nuevo conocimiento, tal como lo afirmaba Vigotski.

e Para nosotros fue de gran importancia ver como calculaban el volumen del
cilindro, ellos midieron el area de la base, multiplicaron este valor por el
namero de fichas y asi obtuvieron una aproximacion del volumen usando

como unidad de medida el grosor de las fichas.

e Los estudiantes mostraron confusion en el calculo del volumen de algunas
figuras, es aqui que el profesor debe buscar la forma de sacar argumentos
de tal manera que convenza al estudiante a tomar el desafio de buscar
nuevas estrategias para obtener conocimientos nuevos y que se apropie de

ellos, no conformarse con responderle al estudiante si esta bien o esta mal.
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e Los estudiantes percibieron que se podia mejorar la técnica de aproximar el
volumen de la piramide de base cuadrada si se afladia mas material, pero
observaron que a medida que se aumentaba el material se hacia muy
complejo este calculo, llegando hacer tedioso y confuso estar hallando el
volumen de cada ficha para dar una aproximacion mejor del volumen total,
a lo que concluyeron que, se debia buscar un forma que fuera mas practica
para poder realizar estos calculos.

e Es de resaltar en esta actividad que los estudiantes concluian que la
fabricacion de la piramide con fichas no era otra cosa que una aproximacion
a la piramide “ideal” e incluso hablaban de “error”. Esto fue muy importante
para nuestro trabajo ya que lograban avanzar en sus conocimientos acerca
de solidos gracias al material y a las preguntas propuestas, aunque ese no

era nuestro objetivo inicial.

ACTIVIDAD 2:

Usando el material de la actividad anterior y adicionalmente usando un acetato
como representacion de un plano, se pretende con esta actividad que el
estudiante observe las areas de secciones transversales a diferentes alturas y las

compare con el area de la base del sélido.

Cuando los estudiantes trabajen con las pirdmides o con los conos, ellos deberan
observar que al encontrar el area de la seccion transversal a una altura dada y
compararla con el area de la base, estas cantidades varian, lo que no ocurre con

el cilindro, donde todas las areas de las secciones transversales son iguales.
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Asi se busca que el estudiante encuentre el area de la seccion transversal a una
altura dada usando el radio de la base, la altura del sélido y la altura de la seccion
transversal (todos datos relativamente sencillos de encontrar). Estos datos seran
suficientes gracias a la relacibn de proporcionalidad que surge entre los dos
radios, el de la seccion transversal y el de la base, por ser catetos de triangulos
rectangulos semejantes.

Una vez los estudiantes encuentren la forma de calcular las éareas de las
secciones transversales de la piramide, se llevara a los alumnos a que observen
cierta relacion entre el volumen de la piramide y el volumen del solido obtenido

después de realizar un corte transversal.

Figura 22: Comparacién de piramides

Igualmente se hara esta comparacion en el caso del cono, buscando que los
estudiantes encuentren alguna relacion de proporcionalidad usando la altura del

corte transversal.
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Para terminar se les pedird comparar los resultados de las areas de las secciones
transversales de la piramide y del cono. La idea es que observen si existe alguna
relacion entre estos resultados y a partir de esa respuesta conjeturar si se puede

proponer una relacion para el volumen. La relacidon que hay entre estos dos

volimenes se debe a la aplicacion del Principio de Cavalieri, (Y =mr*vP)  (ver

pagina 8 del capitulo 3).

Objetivos de esta actividad:

» Llevar el estudiante a hacer conjeturas sobre el area de la base con las
areas de sus respectivas secciones transversales.

» Verificar que los estudiantes pueden calcular las areas de las secciones
transversales usando el radio de la base, la altura del sélido y la altura de la
seccion transversal.

» Llevar al estudiante a conjeturar acerca de la relacion entre el volumen del
sélido completo y el volumen del solido que se obtiene luego de cortar el
sélido con un plano paralelo al plano de la base y tomando la parte
superior.

» Mostrarle a los estudiantes una aplicacion del Principio de Cavalieri para el

caso del cono y la piramide.

DESCRIPCION DE LA ACTIVIDAD DOS:

Los estudiantes se reunieron en grupos, se les entregd el material manipulable
con el fin de que pudiera llevar a cabo la actividad. Basandose en los sélidos
construidos en la sesion anterior, se les plantean algunas preguntas que se

explican a continuacion:

Con la ayuda de un acetato corta las figuras sélida a una misma altura como

lo indica el dibujo.
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Al cortar obtenemos, en la parte superior del sélido que nos queda, o que
llamaremos SECCION TRANSVERSAL.

Si comparas el area de la secciéon transversal con el area de la base del
sdlido correspondiente ¢Qué observas?

Los estudiantes dividieron esta pregunta en dos respuestas, una para el cilindro y

la otra para la piramide:

Para el cilindro respondieron que al tener fichas iguales, si se hacia un corte
transversal, paralelo a la base, el area de la seccién transversal era igual al area

de la base (todas las fichas eran iguales).

El argumento mas claro lo dieron los estudiantes Edinson y Eduardo,

— Edinson y Eduardo: "El area de la base de la seccion cortada es igual al
area de la base del solido fijo”

— Nosotros: ¢Por qué hacen esa afirmacion?

— E. y E.: Profe, si nosotros sobreponemos el area de la seccion cortada
sobre el area de la base se puede observar que encajan exactamente una

sobre la otra.

Para el caso de las pirdmides respondieron: Al tener fichas diferentes si hacemos
un corte transversal al sélido paralelo a la base, el area de la seccion transversal
cambia con respecto al area de la base ya que las fichas no son iguales. Hicieron
la misma superposicion del area de la seccion transversal sobre el area de la base

para mostrar su justificacion.
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En la siguiente pregunta ¢Por qué, en algunos casos, las areas son
diferentes? ¢Qué puedes decir de los radios de las secciones transversales?
A lo que respondieron: el area de la seccion transversal del cilindro a cualquier
altura era igual al area de la base, esto sucedia ya que las fichas eran iguales lo
gue no ocurriria con las fichas de la pirdmide, las cuales tenian el mismo grosor
pero no la misma area. Concluyendo: si construyo la pirdmide con las fichas
dadas y le empiezo hacer cortes con el acetato se puede observar que el area de
la seccion transversal de la piramide comparada con el area de la base no es la
misma. Los estudiantes lograron hacer algunas apreciaciones como por ejemplo:
“las areas no siempre son las mismas pero se puede observar que en el
caso de la pirAmide hay una relacién entre la altura y el area de la seccién

transversal, el area es menor a mayor altura”.

Como ya se habia llegado a lo mas importante de esta actividad, deducir que en
un sélido el area de la seccion transversal no siempre es igual al area de su base,
para la siguiente pregunta, ¢Qué propones para medir el area de la seccién
transversal?, se decidi6 mostrarles una cartelera donde teniamos un dibujo con 2
sélidos para que pudieran observar que sucede en el interior del sélido al hacer
cortes transversales y asi facilitar el desarrollo de la actividad (ver la figura a

continuacion).

Figura 23: Cartelera en aula de clase

En estos dibujos también encontrdbamos los sdlidos cortados por un plano
transversal paralelo a la base pero ahora necesitabamos tener una representacion

plana de estos sélidos, lo que requeria otro tipo de trabajo diferente al usado con
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el material manipulable, utilizando ahora lapiz y papel.

Al escucharles las propuestas para medir las éareas de las secciones
transversales, ellos respondieron en primer lugar con una descripcion del dibujo:
en la cartelera hay dos sélidos con areas transversales distintas a sus respectivas
bases, ademas se puede observar que al cambiar la altura del plano que corta a
los sélidos las areas de las secciones transversales cambian con relacion a la de

sus respectivas bases.

Nosotros al ver que no pasaban de la descripcion del dibujo, es decir no eran
capaces de plantear matematicamente esa relacion para medir el area de la
seccion transversal dada la altura, intervinimos mostrandoles por medio de una

particularizacion lo que ellos decian.

Hicimos en el tablero del salén el siguiente dibujo:

0¢

Luego se les pregunté ¢ Cual es valor numérico del lado 7+ del dibujo?

Luego de un cierto tiempo de diadlogo entre ellos mismos, lograron proponer una
razon. El planteamiento de esta razon no fue una respuesta inmediata de los

estudiantes, duraron un gran tiempo para escribirla.
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W —» g5

Figura 24: Relacion de Proporcionalidad deducida por los estudiantes

Respondiendo que el valor numérico de 7x era 2. Luego de haber dado solucion al
ejercicio (la particularizacion), se hace uso de nuevo de la cartelera propuesta,
retomando el problema que nos ocupaba, determinar el area de la seccion

transversal de una piramide cuadrada y de un cono a cualquier altura de la base.
Ellos responden:

— Estudiantes: Profes con solo determinar el valor del lado de la base de la
piramide, se puede establecer la relacion que existe entre el cuadrado de

la base con el cuadrado de la seccién transversal.
— Nosotros: ¢ Coémo seria esa relacion?

— Estudiantes: Profe como la altura cae a la mitad de la base de la piramide.
esta altura con cualquier lado de la piramide forma un triangulo (ver

figura)

A continuacion se mostrara el analisis expuesto por ellos.
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Los estudiantes plantean la relacién que hay entre el triangulo que se formo con la
atura h y el triangulo que se formo con el corte transversal, en este caso de altura

X.

Como el triangulo azul tiene como base la mitad del lado de la base de la
pirdAmide, la base del triangulo que queda después de realizar la seccidn
transversal, también tendra la mitad de aquella medida, como se vera a

continuacion:

Primero ubicaron los datos en la siguiente forma:

altura lada

Figura 25: Relacion de Proporcionalidad 2

Para luego determinar el valor de @x que era lo que se queria:

=54
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Ellos nos dicen, como ya tenemos a que es equivalente el valor del lado de la
seccion transversal, entonces solo es reemplazar en la férmula del area para

hallar su valor numérico.
A(P'I.) = . Qy

X X .‘*.': X
4@ =1.3=77=(5)

Este mismo planteamiento lo realizaron para determinar el area de la seccion

transversal del cono, como se vera a continuacion:

N 'l

Ubicaron los datos para el cono de la misma forma que en la piramide:

allure lada

kh — r

Figura 26: Relacion
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Para luego determinar el valor de 7= que era lo que se queria:

Después de determinar este resultado, les quedo6 remplazar en la formula del area
del circulo a 7= como radio, dejando indicada la formula para el area de la seccion

transversal del cono.

Ay = =)

o
=

A y=mn (f—lrjl {Txl r} =m.ri, (%)

Con estas respuestas los estudiantes nos confirmaron que el razonamiento

realizado hasta momento a las preguntas era el apropiado.

Las preguntas que siguen fueron muy importantes para dar cumplimiento a los

objetivos propuestos para esta actividad.

Explica qué relacion hay entre el area de la base y el area de la seccion
transversal. ¢Se mantendra esta relacion si cortas el so6lido a cualquier

altura?

Los estudiantes afirmaban que la relacion que se establecio entre las areas de la
base y de la seccibn transversal, tanto para el cono como para la piramide es una
relacion de proporcionalidad, a medida que el corte transversal se haga mas
separado de la base, el area de esa seccion transversal disminuye. Ellos decian

gue ese tema lo habian visto el afio anterior, hicieron el siguiente comentario “eso
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lo trabajamos el afio pasado en el curso de mateméticas”.

Cuando ibamos a proseguir con la dltima pregunta de la actividad, Jayson nos
pregunto, ¢por qué las expresiones que acabamos de hallar para las areas de

las secciones transversales se parecen?

Nos sorprendié esta pregunta, ya que dentro del disefio de la actividad vimos la
necesidad de realizar algunas preguntas encaminadas a aclarar la relacion entre
estos dos sdlidos, sin embargo estas preguntas las pensabamos realizar al
terminar la sesién pero vimos que era conveniente realizarlas en ese momento,

aprovechando la pregunta del estudiante.
A continuacion se presentaran estas preguntas:

Comparen y expliquen en qué se relacionan las areas de las secciones
transversales de los dos sélidos trabajados hasta el momento. Y, si existe

una relacion, ¢Qué puede decir de los volumenes?
Los estudiantes respondieron:

Estudiantes: Profesor hay una expresion comun en las ecuaciones.
A lo que les preguntamos, ¢ Cudl es esa expresion?

k:
Nos indicaron que la expresién comin era h?
Ademds agregaron, con nuestra guia, que al combinar una ecuacion con la otra
se podia expresar el area del circulo en término del &area del cuadrado, al
combinar una ecuacion con la otra podemos expresar el area de la seccion

transversal del cono en términos del area de la seccidn transversal de la piramide.
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, _ x 2 x?
Areadel cireulo=nm P = A, =@ {E' rj =2 rz.g

Como esas dos expresiones son iguales, se puede escribir el area del circulo de la

siguiente forma:

A(Cy) = m.rA(R)

Con esto se dieron cuenta que si tomaban el area de la seccion transversal de la
pirdmide y la multiplicaban por n y por el cuadrado del radio de la base del cono,
obtenian exactamente el area de la seccion transversal del cono.

A esto el estudiante Eduardo afirma: “Profe: asi como se encontré una
relacién entre las areas de las secciones transversales de los sélidos, lo

mismo debe suceder con los volimenes”.

Para estar seguros que el estudiante estaba pensando en el razonamiento

apropiado le realizamos la siguiente pregunta:
¢,Puede ser més claro con lo que afirma?

e Si, si acabamos de encontrar una relacion entre las areas de esas
secciones transversales, también se podra encontrar una relacion entre los

volumenes de esos solidos.
volumen del cono = m.r*. (volumen de la piramide)

De esta manera el estudiante responde a las preguntas que se les habia acabado

de realizar.

Cabe aclarar que debido a la intervencién del estudiante Eduardo, se permitio
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adelantar el orden de las preguntas propuestas para llevar a cabo la actividad y

desafortunadamente no se realizaron las preguntas previas a esta intervencion.

Para terminar les contamos a los estudiantes que esos aportes que ellos habian

hecho en esta actividad, los habia realizado hace aproximadamente cinco siglos

atrds el matematico Bonaventura Cavalieri, les expusimos una breve biografia de

él y sus aportes a la matematica. Esto los emociono y les llamé mucho la atencion.

CONCLUSIONES DE LA ACTIVIDAD DOS:

Los estudiantes se vieron motivados a trabajar esta guia que les permitio
seguir aprendiendo sobre las caracteristicas de los sélidos anteriores (ver
actividad 1), logrando alcanzar nuevos aportes a los ya habian adquirido y

concluir de manera mas clara los nuevos resultados.

Los estudiantes realizaron deducciones acertadas con el material manipulable
acerca de las secciones transversales tanto del cilindro como de la piramide.
Ademas se pudo observar que los estudiantes encontraron relaciones de
proporcionalidad entre las areas de las bases (de cada sélido) con sus
respectivas secciones transversales, que mas adelante les sirvieron para

poder determinar el area de dichas secciones.

En la investigacion, para facilitar la comprension de lo que se esperaba, se les
sefiald en una cartelera los datos necesarios para determinar el area de la
seccion transversal por donde pasaba el plano. En este punto presentaron
dificultad en el planteamiento para proponer una relacion de proporcionalidad,
como es natural pues habia que utilizar conocimientos en el tratamiento de

triangulos semejantes.

Los estudiantes usaron la proporcionalidad para encontrar el area de una
seccidn transversal de un solido en un caso concreto, luego entendieron que

se podia generalizar a cualquier altura.
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e En esta actividad los estudiantes, con nuestra ayuda, determinaron el
volumen de un sélido (piramide cuadrada) con el volumen de otro sélido
(cono) a partir del Principio de Cavalieri. Es bueno recordar que dentro de la
hipotesis del Principio de Cavalieri se concluye que, los solidos deben

compartir ciertas caracteristicas, por ejemplo:

0 Que estén sobre un mismo plano.
0 Que tengan la misma altura (solidos).

o Que las secciones transversales correspondientes a los dos
sélidos tomadas a una misma altura de la base conserven
siempre la constante de proporcionalidad sin importar la altura del
corte.

Cabe aclarar que este resultado (Principio de Cavalieri) fue trabajado de manera

muy intuitiva y no entramos en detalles técnicos con los estudiantes.

e Los estudiantes presentaron cierta dificultad para determinar el area de la
seccion transversal de los solidos, dadas las areas de las bases y las

alturas de las secciones.

ACTIVIDAD 3:

Como en la primera actividad se describe un método para aproximar el volumen
de un solido a partir del 4rea de algunas secciones transversales con grosor fijo
usando como unidad de medida este grosor, el propdsito de esta actividad es que
el estudiante escoja la mejor forma para aproximar el volumen de un sélido a
través de algunas secciones transversales con grosor fijo. Para ello se utilizan
paquetes de fichas de igual forma pero de diferente grosor, buscando que ellos
describan y registren las conjeturas a las que llegan. Para realizar estas conjeturas
se espera que ellos hallen el valor numérico del volumen de las fichas (cilindricas)

y las introduzcan dentro del solido (cono transparente).
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Objetivos de esta actividad:

» Registrar y describir como el estudiante entiende el proceso de aproximar
el volumen de un solido a partir de los volumenes de las secciones

transversales con grosor fijo.

DESCRIPCION DE LA ACTIVIDAD TRES:
El desarrollo de esta actividad se realizo de la siguiente manera:
Se formaron grupos de tres personas con los que habian venido trabajando. Se

les entregé un paquete con fichas de dos grosores diferentes y se les pidid

construir unos conos.

Figura 27: Pirdmide elaborada en valso 2

Ahora se les pregunta: ¢Sera que con las fichas entregadas ustedes pueden
calcular el volumen del cono? Tengan presente las actividades anteriores ya
trabajadas (actividad 1 y actividad 2). Expliquen sus respuestas y redacten

Sus argumentos.
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Después de haber dado un tiempo moderado para que los estudiantes registraran

y describieran como habian realizado las aproximaciones al volumen del sélido, se

abrio el espacio para socializar y mostrar los resultados que expondremos a

continuacion:

Los estudiantes respondieron que “...Con ninguna de las fichas entregadas

estamos de acuerdo”: justificandolo de la siguiente manera:

Estudiantes: " Lo que hicimos es lo siguiente: miramos cuantas fichas
azules caben dentro del cono transparente, y cuantas amarillas.”
Nosotros: ¢Cuantas fichas lograron encajar dentro del cono
transparente?

Estudiantes: “Hay 8 fichas azules y 22 fichas amarillas.”

Nosotros: ¢ Sera que con el numero de fichas ustedes pueden aproximar
el volumen del cono?

Estudiantes: No

Estudiantes: “Para poder determinar el volumen del cono transparente
debemos tomar el valor del radio de cada ficha y lo multiplicamos por el
grosor de ella, esto para las dos clases de fichas que tenemos y al final
sumamos todos los volumenes encontrados para las fichas de color

azules y por aparte para las fichas de color amarillo.”

Cabe aclarar que el volumen que ellos calcularon de cada ficha era de forma

cilindrica, ademas ellos dan como respuesta que el volumen de las fichas azules

se aproximaria mejor al volumen del cono transparente, de donde surge la

siguiente pregunta:

— Nosotros: ¢Entonces porque aseguran que ninguna de las dos fichas

entregadas sirven?

— Estudiantes: “Porque podemos aproximarlo hasta con otra clase de

material que no sean similar al material entregado, como por ejemplo:

cajas de chicle, maras (esferas).”
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A nuestro parecer la justificacion dada por los estudiantes en este momento es
acertada, aunque nosotros no esperdbamos esa respuesta inicial porque
sospechabamos que respondieran “las amarillas o azules”, mas no que ninguna

de las dos. Y ademas su argumentacion es valida.

Ahora pasando a la siguiente pregunta: De acuerdo con sus respuestas en el
punto anterior expliguen o planteen una manera o procedimiento para
encontrar el volumen de un soélido, sin el uso de formulas. Piensen que tan
solo tiene algunas fichas de figuras geométricas (circulos, cuadrados,

rectangulos, triangulos).

El razonamiento expuesto por los estudiantes fue similar a la conclusion de la

pregunta anterior:

— Estudiantes: “Para poder dar una aproximacion al valor numérico del
volumen sin usar una férmula matematica, lo ideal es usar un material
gue sirva para llenar la figura y ademas que le conozca una férmula

para encontrar sus voliumenes pequefios y que al final sumamos.”

Con esta respuesta se observa que los estudiantes relacionan la informacién dada
con los conocimientos previos, lo cual es esencial para la construccion del

conocimiento.
CONCLUSION DE LA ACTIVIDAD TRES:

e Los estudiantes por medio de registros y descripciones fueron capases de
redactar un procedimiento para calcular el volumen de un sdélido a partir de
volumenes de secciones transversales con grosor fijo. Este razonamiento
dado por los estudiantes fue apropiado para la pregunta; ya que en ningun
momento se pedia construir volimenes, pues el volumen es una unidad de

medida y lo que se construye son los solidos a utilizar.

e El trabajar con un cono transparente y con unas fichas similares a unos

discos; que presentaban un grosor especifico, y un didmetro determinado,
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permiti6 que los estudiantes lograran encajar estas fichas en el cono
transparente, realizando apreciaciones valiosas. Permitiendo que la
dinamica de la clase fuera enriquecedora tanto para ellos como para

nosotros.

e El hecho de repetir la construccion de los solidos y el cambio de dimension
(grueso o delgado), hizo que las respuestas de los estudiantes fueran mas
encaminadas a lo que se queria, también cabe rescatar el gran aporte que
fue el haber manipulado, trabajado y observado el material concreto que se

utilizé en las actividades anteriores.

ACTIVIDAD 4:

En esta guia se pretendia evaluar a los estudiantes por medio de algunas
preguntas relacionadas con las guias anteriores, que permitian aclarar qué
objetivos se alcanzaron en este trabajo de investigacion. El disefio de estas
preguntas fue de tipo descriptivo, buscando establecer si el estudiante entendia
gué significaba el volumen de un soélido, cémo puede calcularlo, cémo calcular
aproximaciones de los volumenes con informacion de las secciones transversales

con grosor y si el material concreto habia sido Gtil durante todo el proceso.

Objetivo de esta actividad:

» Evaluar el proceso de aprendizaje del concepto de volumen en los estudiantes

gue participaron en este proyecto.

DESCRIPCION DE LA ACTIVIDAD 4:

Se inicia con la entrega del material, los estudiantes de forma individual dan sus
apreciaciones, y de forma unanime coinciden con la respuesta, la variacién solo

era en la forma de expresar sus ideas.

A continuacidon mostraremos los resultados de esta actividad:
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Se da inicio a la entrega de la guia disefiada de tal forma que la pueden
resolver en poco tiempo, sin afan por terminar. ¢(Con cuantas fichas seria

considerable aproximar al volumen del cuerpo dado? ¢Por qué?
Los estudiantes responden:

“...Profe si se quiere aproximar el volumen de un sélido se puede hacer con
cualquier numero de fichas, claro, estas fichas deben acomodarse al solido
para poder calcular el volumen, pero hay que tener presente que nosotros
siempre debemos encontrar la mejor aproximaciéon al volumen, seria de gran
importancia que el material escogido sea el que tenga menos variacion con

el solido.”

Ellos nos aclaran que para poder determinar una aproximacion a la forma de un
sélido, deberian realizar varias pruebas con diferentes materiales para asi poder
proponer un resultado. Nosotros observamos que los estudiantes se estaban
apoyando para dar sus argumentos a esta pregunta en la actividad tres, ademas
nos comentaron que un ejemplo podria ser la aproximacién realizada

anteriormente con las fichas cilindricas.

Ellos en ese momento ya tenian claro que la aproximacién la podian realizar con
otro tipo de material diferente a las fichas cilindricas, siempre y cuando tuvieran la
férmula para determinar el volumen del material usado. Asi que respondieron que
el nimero de fichas debia depender del volumen que tuvieran y de qué tanto se
acercaban al volumen del sdlido con las fichas, es decir, que no tuvieran mucho

espacio vacio.

En la siguiente pregunta: Con los siguientes soélidos se puede determinar el
volumen de uno ellos con los datos del otro ¢si 0 no?; en caso de ser
acertada su respuesta, haga una breve descripcion de las condiciones que

debe tener en cuenta para su solucion.
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No dudan en decir que si se puede determinar el volumen del casquete o del

cilindro con los datos del otro y hacen menciéon de las condiciones a tener en

cuenta: Con nuestra ayuda “... que tengan la misma altura, que estén sobre
un mismo plano, que se les realicen cortes transversales paralelos a la base
para saber si sus areas son proporcionales y luego encontrar el término
semejante entre ellas y asi buscar una relacion entre los volumenes y poner

uno en funcién del otro.”

Esta apreciacion dada por los estudiantes nos sorprendid, ya que muestra que
ellos entienden que para determinar el volumen desconocido se debe encontrar
algun término comdn entre las areas que permitan poner una ecuacion en

términos de la otra.

Ya en la siguiente pregunta: ¢ Se necesita de una férmula siempre para poder

determinar el volumen de un sélido? Si o no ¢Por qué?

Ellos respondieron: “..para determinar el volumen de un soélido no es
necesario tener su férmula, lo podemos calcular por volimenes de
secciones transversales con grosor fijo (claro, siempre y cuando se conozca
como encontrar el volumen de la seccion). Ademas se menciona de nuevo
gue por medio del volumen de un solido conocido se puede determinar el
volumen de otro siempre y cuando los dos sdlidos compartan ciertas

propiedades.
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Aqui ellos nos aclaran: “...qué se saca con tener una formula si no se tiene
datos, por eso seria ideal encontrar alguna relaciéon con otro que si se

conozca su volumen.”

Otras de las preguntas ¢COomo se pueden determinar el volumen de un
sélido dado?

Ellos respondieron: “...descomponiendo un sélido cualquiera se pueden
determinar los volimenes de sus secciones transversales con grosor fijo,

aproximandolos a pequefios cilindros.”

Estan pensando en aproximar el volumen a calcular.

Concerniente a la ultima pregunta: ¢Al cortar el sé6lido a dos alturas
cualesquier, las areas de las secciones transversales obtenidas siempre

seran las mismas? Los estudiantes responden:

“...Para que las areas de las secciones transversales sean las mismas,
siempre que se realice un corte se debe comparar el area de esa seccion,
con el area de la base del sélido que se encuentra sobre la superficie. Una
comparacion puede ser superponiendo el area de la seccion transversal

sobre la superficie.”

Este argumento nos parecié muy acertado y nos mostraba como los estudiantes
habian adquirido un conocimiento verdadero innovando en la forma de plantear

soluciones a las preguntas planteadas. Ademéas nuestro acompafiamiento en el

53



transcurso de la investigacion fue de gran importancia para orientar a los

estudiantes en la construccibn del nuevo conocimiento, pues nosotros

intervenimos en todo momento aclarando y justificando las afirmaciones de los

estudiantes.

CONCLUSIONES DE LA ACTIVIDAD CUATRO:

En esta guia los estudiantes por medio de algunas preguntas relacionadas
con las guias anteriores, mostraron avances en el aprendizaje de nuevo

conocimiento.

Los estudiantes lograron responder las preguntas con buenas
descripciones. Lograron comprender que una forma de realizar un calculo
de volumen puede ser a través de aproximaciones por medio de otros

volumenes mas sencillos de calcular.

Se pudo concluir que el objetivo de esta actividad como el de las anteriores
se logré a cabalidad.
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CONCLUSIONES

Con las actividades propuestas en este trabajo se logrdé el objetivo general,
ayudar a los estudiantes a desarrollar destrezas para que identifiguen y usen
correctamente el concepto de volumen, apoyados en el Principio de Cavalieri y la
manipulacion de material concreto. Gracias a la estrategia didactica de utilizar
material manipulable como apoyo para facilitar la adquisicion de conceptos, se

supero el aprendizaje memoristico, donde el conocimiento facilmente se olvida.

La manipulacion, la transformaciéon de figuras y las tareas de repeticién fueron
importantes para que los estudiantes entendieran que existen otras formas de

calcular volimenes de sélidos.

Las ideas del Principio de Cavalieri para el trabajo de calcular volumenes de los
sélidos que construyeron fueron muy utiles, ya que permitieron a los estudiantes
olvidarse un poco de las formulas ensefladas y pasar a trabajar un poco los

conocimientos previos Yy algunas caracteristicas de los solidos.

Los materiales: icopor, vidrio, valso entre otras, y cortados en rebanadas
permitieron al estudiante quitar o poner, logrando asi que el estudiante se
esforzara en observar y reflexionar para que construyera sus propias ideas
matematicas y de esta manera visualizara otra forma de trabajar las areas y los

voliumenes.

Haber abordado esta experiencia desde una perspectiva cualitativa y haber
trabajado con estudiantes directamente posibilitd un acercamiento mayor, en
primer lugar, porque permite conocer lo que pensaban o conocian los estudiantes
y, en un segundo lugar, porque se pudo seguir el proceso de construccion del
concepto relacionado con el tema que nos importaba a medida que se

desarrollaban las actividades.
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Consideramos que esta experiencia de aula “vivida” con los estudiantes surgié de
nuestro interés porque sabiamos que una de las dificultades que se observan en
la ensefianza del concepto de volumen es el mal manejo que se ha dado al
pensamiento espacial. Los textos matematicos presentan figuras tridimensionales
como planas y, sumado a esto, el poco uso del material concreto no favorece la
compresion. Adicionalmente los estudiantes presentan dificultad al recordar una

férmula para calcular volumenes.

La forma en que se presento el concepto de volumen generd en los estudiantes
otra actitud hacia la materia: los alumnos fueron mas activos y participativos. En
las clases se dieron discusiones en torno a las preguntas de los diferentes talleres.
De igual forma, la clase se dinamiz6 rompiendo el esquema expositivo del
profesor y dando paso al trabajo en grupos de los estudiantes. Asi los estudiantes

abordaron los problemas involucrandose hasta construir una solucién.

El caracter constructivo y dialéctico en todo proceso fue fundamental para
concretar las ideas y las dudas de los estudiantes permitiendo un buen desarrollo

de las actividades.

Pensamos que llegar a esta etapa de ser profesores con la responsabilidad que
esto amerita es un placer siempre y cuando se piense y se mire como un trabajo

social y humanista buscando mejorar y motivar a los muchachos.
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INSTITUTO TECNICO DAMASO ZAPATA
L UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
! LICENCIATURA EN MATEMATICAS
SERVICIO SOCIAL Y PROYECTO DE GRADO Il
Estudiantes: Grado:

ACTIVIDAD N° 1

1. Hagan grupos de tres personas.
2. Con el material entregado construyan.
a. Un cilindro
b. Una pirdmide.
3. ¢Cuéanto material utilizaste para el cilindro? . ¢Cuanto para la
piramide?

4. Con la ayuda de una regla intenta medir el area de la base del cilindro
gue construiste y anétalo . ¢Qué area tiene la base de la
pirdmide?

5. Con los datos recogidos en los puntos 3 y 4. ¢;Puedes aproximar él
céalculo del volumen del cilindro? ¢EIl volumen de la piramide? Si lo
puedes hacer, explica el procedimiento y anota el resultado. si no lo
logras, explica cual fue el problema.

6. Ahora tomen el cilindro que construyeron e inclinenlo un poco como lo
muestra la siguiente figura.

¢, Qué paso con el volumen del cilindro? ¢ Cambié? Expliquen su respuesta.

El genio hace lo que hay que hacer, el talento lo que puede.
Edgard G.Bulwer-Lytton
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INSTITUTO TECNICO DAMASO ZAPATA
UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
FACULTAD DE CIENCIAS
LICENCIATURA EN MATEMATICAS
SERVICIO SOCIAL Y PROYECTO DE GRADO Il
Estudiantes: Grado:

ACTIVIDAD Ne° 2

1. Reunete de nuevo en grupos de tres personas.

2. Con la ayuda de un acetato corta las figuras sélidas a una misma altura
como lo indica el dibujo.

Al cortar obtenemos, en la parte superior del sélido que nos queda una
region plana, lo que llamaremos SECCION TRANSVERSAL.

3. Si comparas el area de la seccion transversal con el area de la base del
sélido correspondiente, ¢ qué observas?

4. ¢Por qué en algunos casos, las areas son diferentes? ¢qué puedes decir

de los radios de las secciones transversales?

¢, Qué propones para medir al area de la seccién transversal?

Explica qué relacion hay entre el area de la base y el area de la seccion

transversal. ¢Se mantendra esta relacion si cortas el solido a cualquier

altura?

7. Explica qué sucede si comparas el volumen del sélido que resulta después
de cortar con el volumen del sélido original. ¢, Como se relacionan estas dos
mediciones?

oo

Usted es hoy lo que sus pensamientos han hecho de usted: usted sera mariana lo que sus
pensamientos hagan de usted.

James Allen

61



INSTITUTO TECNICO DAMASO ZAPATA
L UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
i FACULTAD DE CIENCIAS
LICENCIATURA EN MATEMATICAS
SERVICIO SOCIAL Y PROYECTO DE GRADO Il e
Estudiantes: Grado: '

ACTIVIDAD N° 3

1. Hagan grupos de tres personas con los que ha venido trabajando.
2. ¢Con el material entregado, construya el sélido como aparece en la figura y
responda las siguientes preguntas?

Y
— == O S
@@@ DD S
=5 S
= =
" = -

Utiliza ambos tamafos y grosor de las fichas entregadas para construir su
sélido y responda las siguientes preguntas.

a) ¢Con cual de los tamafios y grosor conjetura ustedes para que al calcular el
volumen sea lo mas exacto posible? tenga presente las actividades anteriores
ya trabajadas. Explica tu respuesta y si no estas de acuerdo con ninguna
redacte sus argumentos. Recuerda repetir lo anterior tanto para las fichas
delgadas de grosor finito, como para las fichas gruesas de grosor delgado y
viceversa.

b) De acuerdo con su respuesta en el inciso 2a explique o plantee una manera o
procedimiento para medir el volumen del sélido que usted escogid, sin el uso
de féormulas. Piensa en que no se sabe ninguna férmula, que tan solo tiene
algunas fichas de figuras geométrica (circulos, cuadrados, rectangulos
triangulos).
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INSTITUTO TECNICO DAMASO ZAPATA
UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
FACULTAD DE CIENCIAS

LICENCIATURA EN MATEMATICAS
SERVICIO SOCIAL Y PROYECTO DE GRADO Il SR |

Estudiantes: Grado:

Actividad N° 4

1.

Con cuantas fichas se puede aproximar al volumen del cuerpo dado? ¢ Por
qué?

oo =%

~

Con los siguientes solidos se puede determinar el volumen de uno ellos con
los datos del otro ¢si 0 no?; en caso de ser acertada su respuesta, haga
una breve descripcion de las condiciones que debe tener en cuenta para su

solucién.

¢, Se necesita de una formula siempre para poder determinar el volumen de
una figura geométrica? Si o no ¢ Por qué?

¢,COmo se puede determinar el volumen de una figura geométrica dada?
¢Al cortar el sélido a cualquier altura las areas de las secciones
transversales siempre seran las mismas?

¢, Qué pasa con el volumen de un sélido si usted toma el area de las
secciones transversales y esta area siempre es igual?

Al cortar un sélido con un plano transversal a su base, las areas seran las
mismas
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