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RESUMEN

TiTULO: SOBRE ANILLOS FUERTEMENTE UNITARIOS Y CASI FUERTEMENTE UNITARIOS ~
AUTOR: ANDRES FELIPE CRUZ LOPEZ ~

PALABRAS CLAVE: ANILLO UNITARIO, CUERPOS, CARACTERISTICA DE UN CUERPO, ANILLOS
ARTINIANOS, ANILLOS REDUCIDOS, CUERPO ABSOLUTAMENTE ALGEBRAICO

DESCRIPCION:E! anillo Z¢ de los enteros médulo 6, cumple la propiedad de que posee identidad

multiplicativa y ademas todos sus subanillos propios también posee uno. Se le ha dado el nombre de
Anillos fuertemente unitarios a todos los anillos que cumplen la misma propiedad que Zg, esto es anillos
que son unitarios y ademas todos sus subanillos propios también poseen uno (aunque no siempre coincida
con el uno del anillo). De la misma manera también se denota por Anillos casi fuertemente unitarios a los
anillos R que no poseen identidad multiplicativa pero todos sus subanillos propios si poseen uno. En este
trabajo presentaremos una caracterizacion sencilla de los anillos fuertemente unitarios y de los anillos
casi fuertemente unitarios y analizaremos su naturaleza relacionandolos con cuerpos absolutamente

algebraicos de caracteristica prima.

El documento se encuentra estructurado de la siguiente manera: en el primer capitulo, llamado
Preliminares, se presentan algunas nociones sobre ideales, cuerpos y anillos artinianos que seran
necesarias manejar por parte del lector para una buena comprension de las siguientes secciones. En
el capitulo posterior se presenta la definicion de anillos fuertemente unitarios y se proporciona una
caracterizacion de los mismos, relacionandolos con cuerpos de caracteristica prima. Por Gltimo se exponen
las principales caracteristicas de la naturaleza de los anillos casi fuertemente unitarios, a la vez que se
proporciona algunos teoremas que permiten diferenciarlos, en un tercer capitulo llamado Anillos casi
fuertemente unitarios. Finalmente se encuentran los documentos y fuentes bibliograficas que se utilizaron

en la realizacion de este trabajo en el apartado llamado Bibliografia.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Doctor en
Matematicas.



ABSTRACT

TITLE: ON STRONGLY UNITAL RINGS AND ALMOST STRONGLY UNITAL RINGS °
AUTHOR: ANDRES FELIPE CRUZ LOPEZ

KEYWORDS: UNITAL RING, FIELDS, CHARACTERISTIC OF A FIELD, ARTINIAN RINGS, REDUCED
RINGS, ABSOLUTELY ALGBRAIC FIELD.

DESCRIPTION:The ring Zs of integers modulo 6 satisfies the property of having identity, and furthermore,

all its proper subrings also have one. Rings that satisfy the same property as Zs are called strongly unital
rings, which are rings that have one and all their proper subrings also have one (although it may not always
coincide with the one of the ring). Similarly, Rings that don’t have identity but all their proper subrings have
one are denoted as almost strongly unitary Rings. In this paper, we will present a simple characterization of
strongly unital rings and almost strongly unitarl rings and analyze their nature by relating them to absolutely
algebraic fields of prime characteristic.

The document is structured as follows: in the first chapter, titled Preliminaries, some notions about ideals,
fields, and artinian rings are presented, which will be necessary for the reader to grasp for a good
understanding of the following sections. In the subsequent chapter, the definition of strongly unitarl rings
is presented, along with a characterization of them, relating them to fields of prime characteristic. Finally, the
main characteristics of the nature of almost strongly unital rings are exposed, while providing some theorems
that allow distinguishing them, in a third chapter called Almost Strongly Unital Rings. Finally, the documents
and bibliographic sources used in the completion of this work are found in the Bibliography section.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Doctor en
Matematicas.



Introduccion

Un anillo (R, +, ) es llamado unitario o unital si contiene un elemento identidad bajo la
operacion multiplicacion, es decir, si existe un elemento 1z € Rtalque lp-a=a-1z = a,
para todo a en R. El elemento 1z es llamado el unitario de R o simplemente el ‘uno’
de R. Dado un subanillo propio S de un anillo R podemos encontrarnos en diferentes
situaciones: R es unitario pero S no lo es, como en el caso de los enteros Z, cuyo subanillo
propio 27 no tiene uno; o que R no es unital y sin embargo S si lo es, por ejemplo: el anillo
R = {(§ § §)|a, b,c € R} no es unitario pero su subanillo S := {(§ § §)|a c ]R} silo es.
Por ultimo el caso en que tanto R como S son unitarios (aunque no necesariamente el
uno de S coincida con el uno de R), tal como Zg cuyos subanillos son:

So = {0}

S, ={0.3}
S, = {0,2,4)
Sy = Zg

y con algunos sencillos calculos se puede comprobar que 15, = 0,15, = 3,1, = 4y
15, = 1. Es decir que todo subanillo de Zs es unitario. Los autores Oman y Stroud han
llamado anillos fuertemente unitarios en el articulo ' a los anillos que cumplen la misma
propiedad mostrada de Zgs. De acuerdo con esto, en 2 Oman y Senkoff han llamado
anillos casi fuertemente unitarios a los anillos R que no poseen identidad multiplicativa
pero todos sus subanillos propios si poseen uno.

El fundamento de este trabajo esta en estudiar la clasificacion de los anillos fuertemente
unitarios, es decir, queremos encontrar todos los anillos R, salvo isomorfismos, tales que
todo subanillo de R sea unitario. También queremos presentar una caracterizacion de
los anillos casi fuertemente unitarios utilizando cuerpos absolutamente algebraicos con
caracteristica prima.

T John OMAN Greig y STROUD. “Rings whose subrings have an identity”. En: Involve 13.5 (2020),
pags. 823-828.

2 Evan OMAN Greig y SENKOFF. “Almost strongly unital rings”. En: Involve (2022). URL: https: //www.
researchgate.net/publication/362013228_Almost_strongly_unital_rings.
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1. Preliminares

En este capitulo se presenta informacion imprescindible para la comprensién y desarrollo
del tema a estudiar en el presente trabajo. En primer lugar se exponen algunas nociones
acerca de anillos cocientes y cuerpos, seguidamente se hace una breve introduccion a
la teoria de mddulos culminando con la presentacion de médulos y anillos artinianos.
La lectura de este capitulo permitira al interesado situarse de buena manera en el area
cientifica en el que se desenvuelve este estudio.

1.1. Ideales y anillos cocientes

A continuacion presentamos las definiciones de ideales y anillo cociente que permitira una
mejor comprension de la naturaleza de los anillos casi fuertemente unitarios que seran
presentados en los siguientes capitulos.

Definicion 1.1.1. Dado un anillo R y un subanillo I < R decimos que I es un ideal de R,
y escribiremos [ < R, siy-x € 1 yx-y € I para cualquier x € I y cualquiery € R.

Ejemplo 1.1.2. Sean € 7Z, entonces nZ = {n - a|la € Z} es un ideal de Z.

Proposicion 1.1.3. Sea R un anillo e I < R. La relacion x ~ y <= = — y € I para todos
x,y € R es un relacion de equivalencia en R.

Definicion 1.1.4. Sea R un anillo e I < R. El anillo R/I = {[z]|x € R} es llamado el anillo
cociente de R en I, donde [z] = {x + z : z € I} es la clase de equivalencia de = € R via
la relacion presentada en la Proposicion 1.1.3. La adicion y la multiplicacion de las clases
estan dadas por [x] + [y] = [v + y] ¥ [z][y] = [xy] respectivamente, para todo x,y € R.

Ejemplo 1.1.5. Sean a,n € Z*. Considerando el ideal I = nZ de Z, se obtiene que la
relacion de equivalencia de la Proposicion 1.1.3 coincide exactamente con la relacion de
congruencia modulo n en los enteros. Sabemos ademas que a es congruente modulo n
con uno y solo un entero del conjunto {0, 1,... ,n—1}, de esta manera obtenemos el anillo
cociente Z/nZ = Z,, = {[0], [1], ..., [n — 1]}.

Definicion 1.1.6. Sean (R, +,-) y (S, ®,0) anillos. Una funcién f : R — S es llamada un
homomorfismo de anillos si se cumple que

) f(r+s)=f(r)® f(s);



W) f(r-s)=f(r)of(s)
para todos r,s € R. Si un homomorfismo f : R — S es biyectivo diremos que es un
isomorfismo de anillos, en ese caso diremos que R y S son isomorfos y lo notaremos
por R=S.

Ejemplo 1.1.7. Sea R un anillo e I un ideal de R. La funcion ¢ : R — R/I dada por
¢(r) = r + I es un homomorfismo de anillos.

Finalizamos esta seccion recordando algunas nociones de teoria de Grupos que seran
de utilidad en los siguientes resultados.

Proposicion 1.1.8. (Teorema de Lagrange) Sea G un grupo finito y sea H un subgrupo
arbitrario de G. Entonces el orden de H divide al orden de G.

Demostracion. Sean G 'y H como se mencionaron anteriormente. Como G es finito, la
relacién de equivalencia dada por g ~ f < gf~' € H con f,g € G define una cantidad
finita de clases de equivalencia en G. Sea n la cantidad de clases de equivalencia. Como
todas las clases son disyuntas y ademas cada una posee |H | elementos, entonces n|H| =
|H| + --- + |H| = |G|. Luego el orden de H divide al orden de G. O

Resaltamos también que la afirmacion reciproca del Teorema de Lagrange no es siempre
verdadera. En efecto, el grupo A, de todas las permutaciones pares de un conjunto de
cuatro elementos tiene orden igual a 12 y sin embargo es sencillo probar que no posee
ningun subgrupo que contenga exactamente 6 elementos. De todos modos es verdadero
que si G es un grupo abeliano finito con n elementos y m divide a n, entonces existe
un subgrupo H de GG que contiene exactamente m elementos. Para finalizar recordemos
que dado un grupo G y H un subgrupo de G, H es llamado subgrupo normal de G
signg™! € H paratodo g € Gyn € H. Un grupo G es llamado simple si sus Unicos
subgrupos normales son sus subgrupos triviales.

1.2. Cuerpos

Definicion 1.2.1. Un cuerpo es un anillo conmutativo F con unidad en el que todo sus
elementos no nulos son invertibles.

Ejemplo 1.2.2. Los conjuntos de los numeros racionales y los numeros reales, denotados
por Q y R respectivamente, son cuerpos. Se suele denotar por IF, a un cuerpo finito F
formado por q elementos. El conjunto Z, de los enteros modulo p con p primo, es un
cuerpo finito con p elementos.
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Dado un elemento a en un cuerpo F y n € Z, denotamos porn-alasumaa+a+ ... +a
con n sumandos sin >0y (—a) + (—a) + ... + (—a) con |n| sumandos si n < 0; mientras
que n - a = 0 cuando n = 0. El conjunto (a) := {n-a: n € Z} es llamado el generado de

a.

Definicion 1.2.3. Sea F un cuerpo. La caracteristica de IF es el menor entero positivo n
tal que n - 1r = 0. Si no existe tal entero, decimos que F tiene caracteristica cero.

Ejemplo 1.2.4. Z, con p primo, es un cuerpo finito con caracteristica p. Los conjuntos
Q, R y C son cuerpos infinitos con caracteristica 0.

Percatémonos de que si {F;}.c; es una familia de cuerpos tales que 1y, es el mismo uno
para cada cuerpo con i € I, entonces )., IF; es un cuerpo. En efecto, es claro que (), F;
es conmutativo y ademas 1y € (), IF; por lo que la interseccion no es vacia. Tampoco
es dificil ver que 1 es también el uno de la interseccion. Dado un elemento no nulo
r € (e, Fi, » € F; paratodo i € I, luego » € F} para algun j € Iy como IF; es cuerpo,
existe un elemento y € F, tal que zy = 1y. Suponga que existe un i € I tal que y ¢ F;
entonces como x también pertenece a F; y [F; es cuerpo, existe un elemento z € F; tal
que zz = 1y = xy, esto es z(z — y) = 0 y como tanto F, como F; no poseen divisores de
cero, entonces z = y. De esta manera y € ()., F; y entonces todo elemento no nulo de
Nic; Fi es invertible.

el

Definicion 1.2.5. Sea F un cuerpo. P(F) = ({B C F : B es subcuerpo de F} es un
subcuerpo de F llamado subcuerpo primo de F. Se dice que F es un cuerpo primo si
coincide con su subcuerpo primo.

Ejemplo 1.2.6. Q es el subcuerpo primo de C. En efecto, si F es un subcuerpo de C
entonces1l €¢ Fy{n-1:neZ} =7 CTF. ComoTF es cuerpo, para un entero m # 0,
m~'=1/m € F y por lo tanto n/m € F. Concluimos que Q C F para cualquier subcuerpo
FdeCyasiQC P(C)ycomoQ es un subcuerpo de C, Q = P(C).

Proposicion 1.2.7. SeaF un cuerpo, entonces
1) El subcuerpo primo de F es el subcuerpo generado por 1r;
Il) T tiene caracteristica cero o F tiene caracteristica p, con p un numero primo;

1) SiF tiene caracteristica cero, P(F) = Q, mientras que si p > 0 es la caracteristica
deF, entonces P(F) = Z,.

11



Demostracion. 1) Sea IF un cuerpo y K un subcuerpo de F, entonces 1y € Ky como

1)

K es cuerpo, el subcuerpo generado por 1y esta contenido en K. Como K es un
subcuerpo arbitrario de F entonces el subcuerpo generado por 1 esta contenido en
P(F) y asi P(FF) es igual al subcuerpo generado por 1.

Sea F un cuerpo. Suponga que F tiene caracteristica n > 0. Considere la funcién ¢ :
Z — F dado por ¢(n) = n - 1. Claramente ¢ es un homomorfismo de anillos. Como
Ker¢ < Z entonces Ker¢ = mZ para algun entero m. Como n es la caracteristica
de F entonces Ker¢ = nZ Yy por el primer teorema de homomorfismos de anillos
se cumple que Z, = Z/nZ = ¢(Z) C F. Por otro lado si n no es primo, Z, tiene
divisores de cero, luego F tendria divisores de cero, una contradiccion puesto que F
es cuerpo. Entonces n es primo.

Si FF tiene caracteristica cero, la funcién v : Q — F dada por y(m/n) = (mlp)(nlg)™*
es un homomorfismo de anillos inyectivo. En efecto, si v(m/n) = (mlg)(nly)~! =
0 entonces mly = 0 y como la caracteristica de F es cero entonces m = 0. En
este sentido, Q es el cuerpo mas pequerio de caracteristica cero y todo cuerpo de
caracteristica cero tiene un subcuerpo v(Q) isomorfo a Q. Por otra parte, teniendo
en cuenta el homomorfismo ¢ presentado en el item anterior, Z = Z/0Z es isomorfo
a un subanillo del cuerpo P(F), por lo tanto siguiendo el procedimiento presentado
en el Ejemplo 1.2.6, P(IF) contiene un subcuerpo K isomorfo a Q, pero como P(F)
es el menor subcuerpo de F, entonces P(F) = K = Q. Si F tiene caracteristica p
con p primo, entonces Z, = Z/pZ = ¢(Z). Como p es primo, Z, es cuerpo y asi
Z, = ¢(Z) = P(F).

O

Ejemplo 1.2.8. Note que Z, con p primo es un cuerpo con caracteristica p y por el item
Ill) de la Proposicion 1.2.7, P(Z,) = Z,. Concluimos que Z, es un cuerpo primo.

Dado un cuerpo F denotaremos por F[z| al anillo formado por todos los polinomios en la
variable = con coeficientes en F. Escribiremos como zF|x] el subanillo de polinomios de
F[x] cuyo término constante es igual a cero. En el siguiente ejemplo proporcionamos, a
partir de un cuerpo finito F,,, un anillo que posee exactamente p elementos y que ademas
al multiplicar dos de sus elementos, escogidos arbitrariamente, se obtiene siempre un
resultado nulo.

Ejemplo 1.2.9. SeaF, = {0,a4,---,o,_1} un cuerpo finito con p elementos. El conjunto
(z%) es un ideal del anillo zF,[z]. Sean f(z),g(x) € xF,[z], entonces el grado de (fg)(x)
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es mayor o igual que 2. Luego (fg)(z) = z*h(z) + ax?, para algin h(z) € zF,[z] y
a € F,. Como h(z),az® € (z*) entonces (fg)(xz) € [0] del anillo cociente xF,[z]|/(x?).
Esto implica que zF,[z|/(z*) tiene multiplicacion nula. Afirmamos que zF,[z]/(z?) =
{10], [onz], [aaz], - - - , [ap—12] }. En efecto, dado f(z) = fpa™ + - - - + fix € «F,[z], enfonces
f(z) — Bz € (2?) lo que implica que [f(x)] = [$1z]. Por otro lado es claro que si o; # «;
entonces [o;x] # [o;x]. De esta manera el anillo zF,[z]/(x?) posee p elementos y tiene
multiplicacion trivial.

Definicion 1.2.10. Sea F un cuerpo. Decimos que el cuerpo K es una extension de F y
escribiremos K/F, siF C K.

Definicidon 1.2.11. Sea K/F una extension de cuerpos y o € K. Decimos que « es
algebraico sobre T si existe un polinomio no nulo f (x) € F|[z] tal que f(a) = 0. Si «
no es algebraico se dice que a es trascendente sobre . El cuerpo K es llamado una
extension algebraica de T si todo elemento o € K es algebraico sobre F.

Ejemplo 1.2.12. E/ nimero real « = /1 + /3 es algebraico sobre Q, pues a es un cero
del polinomio z* — 22* — 2 que esta en Q|x].

Ejemplo 1.2.13. E/ numero real = es trascendente sobre Q, sin embargo © es algebraico
sobre R. Para una demostracion de la trascendencia de w el lector interesado puede
consultar en3.

Finalizamos esta seccion con la definicion de cuerpo absolutamente algebraico, objeto de
vital importancia para la caracterizacion de los anillos fuertemente unitarios.

Definicion 1.2.14. Un cuerpo F es absolutamente algebraico si es algebraico sobre su
subcuerpo primo.

Ejemplo 1.2.15. Sea K/F una extension de cuerpos y o € K, definimos K(a) = {f(«) :
f € F[xz]}. De acuerdo con esto, Q(\/2) es un cuerpo absolutamente algebraico pues es
algebraico sobre Q que es su subcuerpo primo.

1.3. Mddulos y anillos artinianos

En esta seccidn presentamos una sencilla introduccion a la teoria de modulos que
permitira ubicarse bien al lector para el cual esta area del algebra es completamente

3 Steve MAYER. The Transcendence of 7. URL: https://sixthform.info/maths/files/pitrans.pdf.
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ajena. Nos enfocamos principalmente en la nocién de un anillo R como un R—Médulo
sobre si mismo y la definicion de mddulos artinianos.

Definicion 1.3.1. Sea (R, +,-,1g) un anillo unitario. Un grupo abeliano (M,+) se dice
que tiene estructura de modulo a izquierda sobre el anillo R o que es un R-Modulo a
izquierda si existe una ley de composicion externa por la izquierda entre R y M, que a
cada par (r,m) € R x M le asocia un elemento rm € M tal que:

1) 71 (ramy) = (r17m2)my;
) ri(my +mg) = rimy + rimy;
) (r1+7r9)my = rimy + roma;
IV) 1gmq = myq;
para todos 1,1, € Ry my,my € M.
De manera analoga se puede definir un R-modulo a la derecha. De ahora en adelante

trabajaremos tnicamente con R—modulos a la izquierda, para ello usaremos simplemente
la expresion R—modulo, sin peligro de confusion.

Ejemplo 1.3.2. Todo espacio vectorial V' sobre un cuerpo K es un K-maodulo.

Ejemplo 1.3.3. Sea I un ideal de un anillo R. Entonces I es un R—mddulo con la suma
inducida por R y la multiplicacion heredada de R. De esta manera, si hacemos I = R,
obtenemos que todo anillo R es un R—maddulo sobre si mismo.

Definicion 1.3.4. Sea M un R—Moddulo y (N, +) un subgrupo de (M, +). Diremos que N
es un R—submddulo de M, o simplemente un submodulo de M, sirn € N para todo
r € R ytodon € N. En este caso escribiremos N < M para denotar que N es un
submaodulo de M.

Ejemplo 1.3.5. Considerando un anillo R como ejemplo de R—mddulo sobre si mismo
obtenemos que sus submaodulos coinciden exactamente con sus ideales a izquierda.

Sea M un R-modulo, los subgrupos {0} y M son llamados los submddulos triviales de
M. Un submédulo de M que no coincida con los mencionados anteriormente es llamado
un submodulo propio de M. Un médulo M es llamado simple si no posee subméddulos
propios.

14



Definicion 1.3.6. Sea M un R—Maddulo sobre un anillo R. Un submddulo N # M es un
submodulo maximal en M si

NCN & N=N Vv N=M
para todo submodulo N’ de M.

Un submodulo N # {0} es llamado submodulo minimal en M si
NCN & N=N v N ={0}

para todo submodulo N’ de M.

Ejemplo 1.3.7. SiV es un K-espacio vectorial sobre un cuerpo K, los submodulos de V
son exactamente sus subespacios vectoriales. Si V' es de dimension finita n, entonces
sus subespacios de dimension n — 1 son sus submodulos maximales, y los minimales
los de dimension 1. Si 'V tiene dimension infinita y base 3, entonces sus subespacios
minimales son como en el caso finito y parab € (3, el conjunto (5 \ {b}) es un submodulo
maximal de V.

Ejemplo 1.3.8. No todo mdédulo posee submddulos maximales o minimales. El conjunto
de los numeros racionales Q, considerandolo como un Z-maodulo, no posee submodulos
minimales. En efecto dado un submddulo (r) de Q para un elemento no nulo r € Q,
se cumple que (2r) C (r). Es decir, para todo submodulo M de Q existe un submodulo
N # M de Q tal que N C M. Q tampoco posee sumbodulos maximales, la prueba de
este hecho, relacionado con médulos finitamente generados, se puede encontrar en * p.
13.

A continuacion presentaremos la nocion de homomorfismo de médulos y proporcionamos
dos teoremas de homomorfismos de mddulos que permiten relacionar algunos de sus
submodulos.

Definicion 1.3.9. Sean M y N dos R-médulos. Una funcién f : M — N es un
homomorfismo de modulos si para todos m,,m, € M y todor € R se cumple que

4 José Oswaldo LEZAMA. Cuadernos de Algebra. Universidad Nacional de Colombia, 2020.
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1) f(my +ma) = f(mi) + f(ma);
) f(rmy) =rf(m).

De ahora en adelante escribiremos simplemente homomorfismo para referirnos a un
homomorfismo de mddulos cuando no haya peligro de confusion.

Ejemplo 1.3.10. La funcion identidad 1,, : M — M, donde cada elemento m
que pertenece a un R—modulo M es enviado a si mismo, es un homomorfismo de
R—mddulos. Diremos que un homomorfismo f : M — N es un isomorfismo si existe
un homomorfismo g : N — M talque fog=1xygo f = 1y.

La siguiente proposicion indica una manera alternativa de identificar si un homomorfismo
es un isomorfismo de modulos.

Proposicion 1.3.11. Un homomorfismo f : M — N de R-mddulos es un isomorfismo si
y solo si f es biyectiva.

Demostracion. Suponiendo que f es un isomorfismo obtenemos que existe un
homomorfismo ¢ tal que g o f = 1), esto implica que f es inyectiva. De fog = 1y
se deduce que f es a su vez sobreyectiva.

Por otro lado, si un homomorfismo f : M — N es biyectivo, entonces existe una funcion g
que es la inversa de f y que verificaque fog=1yYy go f = 1,,. Basta probar que g es
un homomorfismo. Sean n;,n, € N. Como f es sobreyectiva existen m, my, € M tal que
f(m1) = nyy f(ma) = na. Ahora g(ni)+g(n2) = g(f (m1))+g(f(mz2)) = mi+mo y como f es
homomorfismo entonces f(m;+msy) = ny+ns, luego m;+ms = g(f(mi+ms2)) = g(ni+ns).
De esta manera se cumple que g(n; + nz) = g(n1) + g(n2). Ademas, si r € R, existe
un elemento m € M tal que f(m) = n;, puesto que f es sobreyectiva, esto es
m = g(f(m)) = g(ny). Por otra parte, como f es homomorfismo, f(rm) = rf(m) =rn; y
aplicando g a ambos lados de la ecuacion obtenemos rm = g(f(rm)) = g(rny), esto es
rg(ny) = g(rny) y concluimos que g es un homomorfismo. O

Proposicion 1.3.12. Sean M y N R—mddulos y f* : M — N un homomorfismo.
Considere las funciones j : M — M/Ker(f*) dada por j(m) = m + Ker(f*) para todo
m € M y la funcioni : Im(f*) — N dada por i(n) = n para todo n € Im(f*). Entonces
existe una unica funcion f : M/Ker(f*) — Im(f*) tal que

) f*=10foj;
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1) f es unisomorfismo.

Demostracion. Definamos la funcién f : M/Ker(f*) — Im(f*) dada por f(m +
Ker(f*)) = f*(m). Veamos que f esté bien definida. En efecto, si dado un representante
m € M resulta que m + Ker(f*) = m’ + Ker(f*) para algun otro m’ € M, entonces
m —m' € Ker(f*), esto es f*(m —m') = f*(m) — f*(m’) = 0 de donde f*(m) = f*(m’).
Como f es un homomorfismo tenemos que f* también lo es. Ahora, dado un elemento
m € M entonces i(f(j(m))) = i(f(m+ Ker(f*))) =i(f*(m)) = f*(m) luego f*=io foj.
Por otro lado, como f* =io fojy el contradominio de f es igual a Im(f*) tenemos que f
es sobreyectiva. Ademas si m+Ker(f*)y m'+Ker(f*) sondos clases de M/Ker(f*) tales
que f(m+ Ker(f*)) = f(m'+ Ker(f*)) entonces f*(m) = f*(m’), luego m—m' € Ker(f*)
esto es m + Ker(f*) = m' + Ker(f*). De esta manera f es inyectiva y por lo tanto,
biyectiva. Concluimos por la Proposicion 1.3.11 que f es un isomorfismo de médulos. [

La anterior proposicién es de gran utilidad pues nos permite concluir que si f : M — N
. yd M ~ . . . e

es un homomorfismo de R-mddulos, entonces o) = Im(f). La siguiente proposicion,

conocida en la literatura como el segundo teorema de isomorfismos de modulos, utilizara

este isomorfismo para relacionar algunos cocientes de submodulos de un médulo M.

Proposicion 1.3.13. (Segundo teorema de isomorfismos de modulos) Sean M, y M,
submaodulos de un mdédulo M. Entonces se cumple que

My M+ M
MiyNnMy, My,

Demostracion. Definamos la funcién f : M, — *57% dada por f(m) = m + M, para
todo m € M,. Claramente f es un homomorfismo de modulos. Note que todo elemento
de M5t es de la forma (m + n) + M, para algin m € M, y n € M, y que ademas, como
(m+n)+ My =m+ M, f(m) =m+ My = (m +n) + M,, luego f es sobreyectiva. De
acuerdo con lo anterior y con la Proposicion 1.3.12 tenemos que % = Im(f) = M,
Por otro lado, dado un elemento n € M;, n € Ker(f) siy solo si f(n) =n+ My = M, es

. . o : M ~ Mi+M:;
decir, sin € M,, de esta manera Ker(f) = M;NM,. Concluimos que 5775 = “472. U

Definicion 1.3.14. Dado un R-mdédulo M y un subconjunto no vacio S de M. Entonces el
conjunto

(S) = {Zri-si:si eS,r,€e Rn> 1}

=1
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es un submodulo de M llamado submodulo generado por S.

Definicion 1.3.15. Dado un R-mddulo M y una familia no vacia { M;};c; de submddulos
de M, llamamos suma de la familia, y notaremos por > ... M;, al submodulo generado
por el conjunto | J;.; M;.

i€l

Note que > ., M; = {2?21 mj;:mj € ;e Miyn > 1}; luego > .., M; es el menor
submodulo de M que contiene a todos los M;(i € I) simultaneamente. Ademas para
una familia finita de submodulos de M se tiene que

M1_|_..._|_Mn:{ij:ijMj(lﬁjﬁn)}

Jj=1

Proposicion 1.3.16. Sea {M,},c; una familia de submodulos de un R—mddulo M. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) Todo elementom € M se puede escribir de manera tinica comom = ) ._, m; donde
m; € M; paratodoi € I y m; =0 excepto en una cantidad finita de indices i.

N M=> .., Mysiy, ,m;=0,conm; € M,entoncesm; =0 paratodoic I.

M) M =5, MyyM;n (>, M;)={0} paratodoj € I.

Demostracion. Que todo elemento m € M se pueda escribir de manera Unica como
m = .., m; donde m; € M; paratodo i € Iy m; = 0 excepto en una cantidad finita de
indices i implicaque M C )., M;, entonces M = ., M;. Ademas si ) .., m; = 0 como
0 = > ., 0n, ¥ la representacion de cada elemento es Unica, m; = 0 para todo i € 1.

Por otro lado, dado un j € I, seax € M; N (3_,,; M;), entonces x € M; y x =3, p\ 1y
conm; € M;, i # j.Luego 0 = .., M; donde m; = x y por ll) —z = m; = 0 entonces
v =0y M;N (>, M)=1{0}paratodo j € I.

Finalmente suponga que existe un elemento m € M tal que > ,.,m; = m = > ,_,m!.
Entonces, para algin j € I, m; —m; = 3,y (mi —myp) € M;N (32, M;) = {0}, de esta

manera m; = m/; y entonces m posee una representacion tnica como suma de elementos
de M; donde m; = 0 excepto en una cantidad finita de indices. O

Definicion 1.3.17. Un R—modulo M es llamado la suma directa interna de una familia
{M;};c; de submodulos de M si cumple alguna y por tanto todas las condiciones
equivalentes de la Proposicion 1.3.16. Para denotar que M es la suma directa de la familia
{M;}cr usaremos la notacion M = ,_; M.
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Ejemplo 1.3.18. Sea R un anillo unitario y considere el R—moddulo sobre si mismo. Sea
e € R tal que ¢* = ¢, entonces R = Re @ R(1 — e). En efecto, dado un elementor € R se
cumplequer =re+r—re=re+r(l—e) € Re@ R(1 —¢) luego R = Re+ R(1 —¢). Por
ofro lado six € ReN R(1 —e) entonces existenr, s € R talque x = re y x = s(1 —e), luego

r=re=re’=rxe=(s— se)e=se—se’=0.

Definicion 1.3.19. Un R—mddulo M es llamado descomponible si existen Ny, N,
submodulos propios de M tal que M = N, @ N,. En caso contrario se dice que M es
indescomponible.

Ejemplo 1.3.20. E/ anillo Z¢ es descomponible. En efecto Zs = {0,2,4} €9{0.3}.

Ejemplo 1.3.21. Todo dominio entero R es indescomponible. En efecto, si e es un
elemento idempotente de R, entonces e(e — 1) = 0 y como R es dominio entero, e = 0 0
e = 1. El Ejemplo 1.3.18 nos indica que R = Re + R(1 — e) luego los unicos submddulos
de R que cumplen esta condicion son {0} y R.

Recordemos que dado un conjunto A # @, la relacion de inclusion C genera un orden
parcial en el conjunto potencia de A. Un sucesion de elementos (I,,),.cn de partes de
A es llamada una cadena descendente si /,,.; C [, para todo n € N. Con frecuencia
escribiremos una cadena descendentecomo --- C [, C--- C [, C [;.

Un subconjunto 7 de A es llamado una cota inferior de una sucesion (I,,),en Si I C I,
para todo n € N.

De manera reciproca se pueden definir las nociones de cadena ascendente y cota
superior.

Definicion 1.3.22. Sea R un conjunto no vacio. Una cadena descendente de
subconjuntos (I,,).cn de R es llamada estacionaria si existe alginn, € N tal que I,, = I,,,
para todo n > ngy. Diremos que un conjunto A de subconjuntos de R cumple la condicion
de cadena descendente (C.C.D) si toda cadena descendente de A es estacionaria.

Definicion 1.3.23. Sea M un R—Modulo. M es llamado artiniano si el conjunto de sus
submaodulos, ordenado por la inclusion, cumple la condicion de cadena descendente.

Ejemplo 1.3.24. Un espacio vectorial V es de dimension finita si y solo si es artiniano
como un K—modulo para un cuerpo K. En efecto, si V' es dimension finita entonces todos
sus submaodulos también lo son, luego toda cadena descendente de submodulos de V' es
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estacionaria. Suponga que V' es dimension infinita con base 5 = {31, 52, - - - } entonces los

submodulos - -- C (B\ {1, B, -+, Bus1}) C(B\NABL, B2 Bu}) C - CTH{B\{B1,B}) C

(B\ {B1}) deV forman una cadena descendente infinita, luego V' no seria artiniano.

Note que al considerar un anillo R como un R—mddulo sobre si mismo, podemos decir
también que R es un anillo artiniano a izquierda si el conjunto de sus ideales cumplen la
condicion de cadena descendente. De forma analoga se puede definir un anillo artiniano
a derecha. De ahora adelante nos fijaremos solo en el primer caso por lo que solo
escribiremos anillo artiniano para decir que un anillo es artiniano a izquierda.

Ejemplo 1.3.25. Z no es artiniano. En efecto, la sucesion descendente de los ideales
{2"Z}.en de Z no cumple la condicion de cadena descendente pues 2" 7, C 2"7 para
todo natural n.

Proposicion 1.3.26. Sea M = M, +- - -+ M, una suma finita (no necesariamente directa)
de R—modulos. Entonces M es artiniano si y solo si My, ..., M;, son artinianos.

Demostracion. Suponga que M es artiniano. Note que una cadena descendente de
submodulos de M; es también una cadena descendente de submdédulos de M y es por lo
tanto estacionaria. Luego M; es artiniano para todo 1 < ¢ < k. Para probar la afirmacion
reciproca haremos induccién matematica en k.

Para el caso base suponga k = 2, es decir M = M; + M,. Entonces, echando mano de la
Proposicion 1.3.13, se cumple que

M M +M, , M

M, M,  M,NM,

Como M, es artiniano y M; N M, es un submodulo de M, entonces MleZEWQ

De esta manera M; y M /M; son artinianos. Veamos que M es artiniano.

Sea--- ¢ M, C --- C M, C M, una cadena descendente de submoddulos de M.
Consideremos los médulos M; = M; N M, y M; = M0 | as cadenas (M, )ien Y (M, )ien
son estacionarias, entonces existe un natural n, tal que M; = M, y M; = M, para todo

i > ny. Del segundo teorema de isomorfismos tenemos que

es artiniano.

My+M; M,
M, M NM,

esto es % >~ M, . Entonces la cadena es estacionaria y asi M es artiniano.

k3
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Para el paso inductivo suponga que el resultado es valido para £ — 1 sumandos y que
M = (M;+---+ M_1)+ M, donde ambos sumandos son artinianos. De acuerdo al paso
anterior M también es artiniano. O

Ejemplo 1.3.27. Sea {M,},c; una familia de R—Modulos con I un conjunto infinito

numerable. Entonces M = &,., M; no es artiniano.

Demostracion. Suponga I = {iy,is,,i,, - }. Entonces para n € N, los ideales

EB M; C @ M;C---C @ M; C EB M;

i€\ {itsiz, e sint1} i€\ {i iz, yin} i€\ {ir iz} ieN\{i1}

forman una cadena estrictamente decreciente de ideales no nulos de M. Por lo tanto M
no seria artiniano. O]

Proposicion 1.3.28. Sea {R;}1<i<, una familia finita de anillos Artinianos. Entonces R =
Ry x --- x R, es Artiniano.

Demostracion. Haremos la demostracion para el caso R = R; x R, con R, y R, anillos
artinianos. El resultado se puede extender de manera sencilla una cantidad finita de veces
utilizando induccién matematica.

Podemos definir una estructura de R—mddulo a izquierda en cada R, y R, de la siguiente
manera:

(r1,72) a1 =11 - 4y V(ri,re) € R, Vaj € Ry

(7”1,7“2) cQo = T9 - A9 V(Tl,TQ) c R, VCZQ < RQ

De acuerdo con el Ejemplo 1.3.5 los submodulos de R; son los ideales a izquierda de R;
para i = 1,2, entonces los R—modulos R; y R, son artinianos y por la Proposicion 1.3.26,
R es artiniano. ]
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2. Anillos fuertemente unitarios

En este capitulo proporcionamos una introduccion a los anillos fuertemente unitarios
proporcionando algunas caracteristicas de su naturaleza y finalizaremos con un
resultado que permite caracterizar los anillos fuertemente unitarios a partir de cuerpos
absolutamente algebraicos con caracteristica prima.

2.1. Anillos fuertemente unitarios y anillos reducidos

Dado un anillo no nulo R diremos que es un anillo fuertemente unitario si todo subanillo
S de R tiene unidad.

Ejemplo 2.1.1. El anillo R = Z,5 es fuertemente unitario. En efecto, los subanillos de Z

unidad de S, es 10, la unidad de S; es 6, y el uno de S, es 1.

Una observacion natural que vale la pena resaltar es que si R es un anillo fuertemente
unitario, entonces todo subanillo no trivial de R también lo es, puesto que todos sus
subanillos seran también subanillos de R.

Ejemplo 2.1.2. E/ anillo Z es fuertemente unitario y sus subanillos propios R, = {0,2, 4}
y Ry = {0,3} también lo son.

Para el estudio de los anillos fuertemente unitarios necesitaremos hacer uso del concepto
de elemento nilpotente el cual proporcionamos a continuacion.

Definicion 2.1.3. Un elemento o de un anillo R es llamado nilpotente si existe un entero
positivo n tal que o™ = 0. Si R no tiene elementos nilpotentes diferentes de cero, entonces
se dice que R es reducido.

Ejemplo 2.1.4. En Z,; la clase 1 es un elemento nilpotente pues 1° =0 .

Ejemplo 2.1.5. 3Z = {3k : k € Z} es un anillo reducido. Mas aun, todo dominio entero es
un anillo reducido. En efecto, sear € R\ {0} con R un dominio entero tal que existe un
entero positivo n que cumple que r™ = 0. Entonces rr™"~* = (0 y como R no posee divisores
de cero, 1! = 0, esto es rr™"~2 = 0 y de nuevo concluimos que r"~2 = 0. Continuando
iterativamente obtenemos que r* = 0, una contradiccion.
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Las siguientes proposiciones nos permiten distinguir a los anillos fuertemente unitarios
a partir de las propiedades de sus elementos. Primero probaremos un lema que sera
necesario para demostrar dichas afirmaciones.

Lema 2.1.6. Sea R unanilloy o € R. Sia? = 0 implica que o = 0, entonces R es reducido.

Demostracion. Sea R un anillo, « € Ry n € Z*, queremos ver que si o" = 0 entonces
a = 0. Como para cualquier entero n € Z* existe un entero m tal que n + m = 2! para
algun t € N, basta probar que esta el lema se cumple para las potencias positivas de 2.

Suponga que o' = 0 para algin ¢ € N, entonces (o® )2 = 0 y por hipétesis o> = 0;
de la misma manera (o2 *)2 = 0y por el mismo argumento se tiene que o2 * = 0.
Realizando el mismo procedimiento una cantidad finita de veces se obtiene que o? = 0,
luego o = 0y R es reducido. O

Proposicion 2.1.7. Todo anillo fuertemente unitario es reducido.

Demostracion. Sea R un anillo fuertemente unitario y o« € R. Suponga que o? = 0,
entonces el conjunto S := {na : n € Z} es un subanillo de R con multiplicacion trivial.
Como R es fuertemente unitario S tiene identidad multiplicativa 15, pero 1 = 1% = 0y por
lo tanto S = {0} y @ = 0. De esta manera R es un anillo reducido por el Lema 2.1.6. [J

Ejemplo 2.1.8. E/ anillo M,(Z) de las matrices de dimension 2 x 2 y entradas los numeros
enteros no es reducido ya que la matriz A = ( % %) es nilpotente pues A* = (§39).
De acuerdo a la proposicion anterior M,(7Z) no es fuertemente unitario. Para un ejemplo
concreto note que el conjunto M,(27) de las matrices de dimension 2 x 2 y entradas los
numeros pares es un subanillo propio de Ms(Z) que no tiene uno.

Para la demostracion de la siguiente proposicion sera necesario echar mano del teorema
chino del residuo para anillos conmutativos que se presenta a continuacion.

Teorema 2.1.9. (Teorema chino del residuo para anillos conmutativos) Sea R un
anillo conmutativo. Si 1, - - - , I,, son ideales coprimos de R, es decir I; & 1; = R parai # j,
entonces R/(I; x --- x I,) £ R/I} X --- X R/I,.

Demostracion. Haremos la prueba para el caso en que R = I, & I,. El resultado se puede
extender para una cantidad finita n de ideales por medio de induccién matematica.

Consideremos el homomorfismo de anillos 7 : R — R/I; x R/I, con nw(r) = (r+ 1,7+ I5)
donde cada elemento r € R es enviado al par ordenado conformado por sus proyecciones
a cada uno de los cocientes. Como R = I; x I, entonces todo elemento r en R es de la
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formai+jconi e I,y j € I,. Loselementosde R/I; sondelaformar+1; = (i+j)+ 1 =
j+ I, = j, de la misma manera los elementos de R/I, son de la formai coni € I;. Por lo
tanto, dada una pareja (j,7) € R/I, x R/I, se tiene que r = i + j cumple que 7 (r) = (j,1)
luego Im(w) = R/I, x R/I;.Veamos que Ker(r) = I, x I,. Sear =i+ j € Kerm, entonces
7(r) = (0,0) pero como 7 (i+j) = (j,7) entonces j € I, yi € I,y de estamanerar € I,N .
También tenemosque 1 =x+yconz € [ yy € Lyyasir =rx+ry € I x I,. Por otro
lado sir =i+j € I; x I, entonces r = > _,_, ixji, € [ X [y como I; (i = 1,2) son ideales,
r € I, N 1I,. De esta manera n(r) = (r + 1,7 + I2) = (0,0) y entonces r € Ker(n).

Concluimos por el primer teorema de isomorfismos de anillos que R/(I; x I) = R/I; %
R/L,. O

Proposicion 2.1.10. Sea R un anillo conmutativo, reducido y finito, entonces R = F; x
... X I, para alguna cantidad finita n de cuerpos finitos F1, ..., F,,.

Demostracion. Sea R un anillo con las condiciones mencionadas. Como R es finito, existe
una cantidad finita Py, ..., P, de ideales primos minimales de R y como R es reducido
tenemos que P, x --- x P, = {0} yque P, & P; = Rparal < i,j < n. De esta manera
R = R/{0} = R/(P, x --- x B,). Por otro lado, el Teorema 2.1.9 garantiza que R/(P;, x

-x P,) = R/P, x --- x R/P,. Como P, es primo, tenemos que R/P, = F; con F; un
cuerpo finito. Concluimos que R = R/P, x --- x R/P, = F| x ... x F,, donde cada F; es un
cuerpo finito. O

La demostracion del siguiente teorema, aunque sencilla, requiere el uso del Teorema
de Wederburn y varios resultados relacionados con cuerpos finitos. La prueba se puede
revisar en °, p. 367.

Teorema 2.1.11. (Jacobson) Sea R un anillo con division tal que para todo r € R existe
un entero positivo n(r) > 1, que depende de r, tal que r" = r, entonces R es un cuerpo
conmutativo.

2.2. Caracterizacion de Anillos Fuertemente Unitarios

En esta seccion nos proponemos relacionar los anillos fuertemente unitarios con los
cuerpos absolutamente algebraicos de caracteristica prima. Para iniciar recordemos que
un numero entero n es llamado libre de cuadrados si al expresarlo como producto de
nameros primos, todos ellos tienen exponente igual a 1.

5 |.N. HERSTEIN. Topics in Algebra. Blaisdell Publishing Co., 1964.
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Definicidon 2.2.1. Sea R un anillo con unidad. El subanillo P(R) :={n-1gp:n € Z} de R
es llamado el subanillo primo de R.

Note que el homomorfismo ¢ : Z — P(R) dado por ¢(n) = n - 1z garantiza, por el primer
teorema de isomorfismos de anillos, que Z/Ker¢ = P(R). Puesto que los ideales de
Z son de la forma mZ para algun entero m concluimos que P(R) = Z 6 P(R) = Z,
para algun entero positivo m. Suponga ademas que b € R, sin - 1z € P(R) entonces
(n-1g)b=0b(n- 1), esto quiere decir que P(R) C Z(R) el centro de R.

Lema 2.2.2. Sea R un anillo fuertemente unitario. Entonces P(R) = Z,, para algtn entero
n > 1 libre de cuadrados.

Demostracion. Sea R un anillo fuertemente unitario. Como Z no es un anillo fuertemente
unitario, descartamos que P(R) = Z y entonces P(R) = Z, para algun n > 1. Ademas
como R es diferente de cero, tenemos que n > 1. Por otra parte, por la Proposicion
2.1.7, P(R) es reducido. Sea f el isomorfismo que existe entre P(R) y Z,, procedemos
por contradiccion. Suponga que n no es libre de cuadrados, entonces n = pi'ps? - - - pi*

donde e; > 1 para algun 1 < ¢ < k. Sin pérdida de generalidad suponga que {e;,--- ,e;}
(j < k) es el conjunto de todos los exponentes mayores que 1y sea e = maz{ey,--- ,e;},
entonces n divide a (pip2 - - - px)¢ y por lo tanto f(p1ps---pr)¢ = 0, pero esto contradice el
hecho de que P(R) es reducido. Concluimos que n es libre de cuadrados. O

Lema 2.2.3. Sea F un cuerpo finito y sea f(x) € F[z] un polinomio distinto de cero.
Entonces Flx]/(f(x)) es finito.

Demostracion. Suponga F un cuerpo finito y f(z) € F[z] un polinomio no nulo con grado
n > 0. Como F es cuerpo, la funcion N : F[z] — Z dada por N(0) =0y N(f(z)) = Grado
de f = df si f # 0, resulta una norma euclidea luego F[x] es un dominio euclidiano y
por lo tanto un dominio de ideales principales. Tenemos que (f(z)) es un ideal principal
de F[x] y por el algoritmo de la division todo elemento del cociente F[z]/{f(x)) se puede
expresar de laforma g(z) f(x)+r(x) donde 0 < N(r(z)) < ny g(z) € F[z]\{0}. Concluimos
que |Flz]/{f(2))| < Han-12" '+ ... + ;qx + ap : ; € F}| = |[F"| = |F|™ y como F es finito,
Flz]/(f(x)) es finito. O

Lema 2.2.4. Sea R un anillo con unidad. El anillo R[x] de polinomios con entradas en R
sobre la variable x no es fuertemente unitario.

Demostracion. Si R es igual a cero, entonces R[x| es trivial y por lo tanto no es
fuertemente unitario, de acuerdo a la definicién de anillo fuertemente unitario. Suponga
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entonces que R no es trivial; vamos a mostrar que el subanillo zR|[x] de los polinomios
con término constante cero no es un anillo unitario. Sea f(z) un polinomio arbitrario de
zR[z], entonces 1gz- f(x) # 1gx. Esto quiere decir que f(x) no puede ser el uno de zR|x],
pero como fue tomado arbitrariamente concluimos que xR[z]| no tiene uno y por lo tanto
R[z] no es fuertemente unitario. O

Definicion 2.2.5. Sea R un anillo con unidad y un subanillo S de R contenido en Z(R), el
centro de R. Para a € R, definimos Sla] := {so + s1a + ... + spa” : s, € S,;n € N} = {f(a) :

f(x) € S[xl}.

Note que S[a] es un subanillo de R que contiene a S pero no necesariamente contiene a
a. Si R es un anillo con unitario 1r y 1z € S entonces a € S[a] y ademas S[a] es el menor
subanillo de R que contienea Sy a a.

Proposicion 2.2.6. Suponga R un anillo fuertemente unitario. Entonces para todo
elemento « € R existe un entero positivo n (que depende de «) tal que o™ = «. Ademas
R es conmutativo.

Demostracion. Sea R un anillo fuertemente unitarioy « € R. Por el Lema 2.2.2, P(R) =
7., para algun entero positivo m > 1 libre de cuadrados, suponga m = pips...ps.

Por el Teorema chino del residuo tenemos que Z,, = Z,, x --- X Z,,, luego P(R) =
Ly, + - -+ Zy,. Sea ¢ el isomorfismo de anillos entre Z,,, + --- + Z,, y P(R). Si definimos
Si = ¢(Z,,), obtenemos que P(R) = ¢(Zyp, +- - -+Zyp,) = ¢(Zp, )+ - -+ 0(Zy,) = Si+-- -+ 5k
y como P(R) C Z(R), entonces cada S; C Z(R).

Fijemos un ¢ tal que 1 < i < k. Note que P(R)[«o] es fuertemente unitario pues es
subanillo de R, luego S;[a] es fuertemente unitario. Como S; = Z,, existe una funcién
fi © Zy,|x] — S;[z] sobreyectiva y es claro que la funcién g; : S;[z] — S;[a] dada por
g:(f(z)) = f(«) es sobreyectiva; por lo tanto h = g; o f; es sobreyectiva y por el primer
teorema de isomorfismos de anillos tenemos que Z,, [z|/Ker(h) = S;[a. Si Ker(h) = {0}
entonces Z,,[z] = S;[a] y Z,,[x] seria fuertemente unitario pero esto contradice el Lema
2.2.4. Concluimos que Ker(h) no es trivial.

Puesto que el Ker(h) es un ideal de Z,,[x] y Z,,[z] es un dominio de ideales principales,
existe un polinomio k(z) € Z,,[z] tal que Ker(h) = (k(x)) y por el Lema 2.2.3, S;[a] =
Ly, [z]/(k(x)) es finito. Como P(R)[a] = (S1 + S2 + ---Sk)[a] = Sila] + ... + Skla] y el
1 < ¢ < k fue arbitrario, P(R)[«] es un anillo finito. Ademas la Proposicion 2.1.7 implica
que P(R)[a] es reducido. Asi que P(R)[a] es un anillo finito, conmutativo y reducido (y
como consecuencia de la Proposicion 2.1.10), P(R)[a] = Fi x...x F; para algunos cuerpos
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finitos £, ..., F;. Llamemos F al isomorfismo entre F; x ... x F; y P(R).

Sea a un elemento no nulo en F; (1 < i < j), entonces all = qa, es decir
alfil=1 = 1. Esto implica que para todo elemento 3 € F; x ... x F; se cumple que
pURI=D(E=)-(F1-1) = 1 y multiplicando por 5 a ambos lados de la igualdad obtenemos
que pUAIEDIRI-D-(FI-D+1 — 3 Esto quiere decir que existe un entero n > 1 tal
que " = [ para todo elemento 5 € F; x ... x F;. Como R es un anillo unitario,
a € P(R)[a] y entonces existe un elemento v € Fy x ... x F}; tal que F(vy) = «. Por
lo probado anteriormente tenemos que existe un entero positivo m tal que v = ™,
luego o™ = F(y)™ = F(y™) = F(v) = «a. Por el Teorema 2.1.11 concluimos que R es
conmutativo. O

Observacion 2.2.7. El hecho de que m sea un entero libre de cuadrados es necesario
para que la prueba anterior funcione. Consideremos por ejemplo que si un numero entero
n > 1 no es libre de cuadrados entonces el conjunto N(Z,,) :== {«a € Z,, : 3m € N,a™ = 0}
es un subanillo propio (puesto que 1 ¢ N(Z,)) y no nulo de Z, (en efecto, de acuerdo con
la notacién de la demostracion del Lema 2.2.2 sin = p'p% - p*, br—— e = (p1- -~ pr)¢ =
0 y entonces N(Z,) # 0). De esta manera el anillo Z,[x|/N(Z,)[z] = (Z,/N(Z,))|x]
resultaria ser infinito (pues N(Zy)) es no nulo y propio). Por otro lado, si m no es libre
de cuadrados, aunque K sea un ideal no nulo de Z,,[x] no siempre Z,,[x]/ K es finito.

El anillo Z,5 es un anillo fuertemente unitario y de acuerdo con la Proposicioén 2.2.6 para
cada elemento a € Z;5 existe un entero n tal que o™ = «a. En efecto se tiene que 0° =0,
7°=12=23=37=145=56=67=78 =89 =010 =10, 1T° = 11,
2 =12,13 =13y 14 =14.

Definicion 2.2.8. Sea R un anillo e I<R. Diremos que | es indescomponible si no existen
ideales I, I, de R distintos de cero tal que I = I, & I,. Un anillo R es indescomponible
si es indescomponible considerandolo como un ideal de si mismo. Diremos que un anillo

R es descomponbible en caso contrario.

Note que la definicion de que un anillo R sea indescomponible implicaque si R =1&® J
entonces I = R (lo que implica que J = {0}) 6 I = {0} (y entonces J = R).

Lema 2.2.9. Sea R un anillo. Suponga que R no contiene un ideal que sea una suma
directa interna infinita de ideales no nulos de R, entonces R = 1, & I, & ... ® I,, donde cada
I; es un ideal indescomponible de R paral < i < n.
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Demostracion. Probaremos la afirmacion contrapositiva. Sea R un anillo que no es igual a
la suma directa interna finita de ideales indescomponibles, entonces R es descomponible.
Luego R = J; @ I, para algunos ideales [, J; no nulos de R. Como R no es suma directa
interna de ideales indescomponibles podemos asegurar, sin pérdida de generalidad, que
I, es descomponible, entonces I, = J, & I, para algunos ideales I, J, diferentes de
cero. Ahora R = J; & J, @ I,. De nuevo, como R no es suma directa interna de ideales
descomponibles se puede concluir, sin pérdida de generalidad, que I, es descomponible.
Entonces I, = J3® 13 con Js, I3 idealesnonulosy R = J,®Jo® J3® 3. Note que siempre es
posible descomponer el ideal I,, en dos ideales no nulos I,,.1 y J,.1, (n € NT), puesto que
por hip6tesis R no es igual a la suma directa interna finita de ideales indescomponibles,
asi que continuando iterativamente concluimos que I; es un ideal de R que es una suma
directa interna infinita de ideales no nulos de R. O

Lema 2.2.10. Sea R un anillo. Si R es finito, conmutativo y reducido entonces R tiene
uno.

Demostracion. Este lema es un caso especifico de un resultado més general que afirma
que todo anillo artiniano que no tiene ideales nilpotentes diferentes de cero es un anillo
unitario semisimple. Es claro que como R es finito, sus ideales también lo son, luego toda
cadena estrictamente descendente de ideales de R debe ser finita, luego R es artiniano.
Ademas si I es un ideal nilpotente de R, existe un entero positivo m tal que I = 0y dado
zxel, 2™ e I™ luego 2™ = 0y como R es reducido, x = 0y asi I = {0}. De esta manera
R no contiene ideales nilpotentes distintos de cero. O

La prueba del anterior lema se puede encontrar en 8, p. 22. Concluimos esta seccion
enunciado un teorema importante que relaciona los anillos fuertemente unitarios con
los cuerpos absolutamente algebraicos presentados en las secciones anteriores. Este
resultado permite caracterizar los anillos fuertemente unitarios a partir de cuerpos de
caracteristica prima mediante isomorfismos.

Teorema 2.2.11. Sea R un anillo no trivial. Entonces R es fuertemente unitario si y solo
Si existe un entero positivo n tal que R = F; x --- x F,, donde cada uno de los F; es un
cuerpo absolutamente algebraico de caracteristica prima.

Demostracion. Sea R un anillo fuertemente unitario. Afirmamos que no existe un ideal
de R que sea una suma directa interna infinita de ideales no nulos de R. Suponga que

6 P.James JANS. Rings and Homology. Holt, Rinehart, y Winston Inc., 1964.

28



si existe tal ideal y sea X un conjunto infinito de indices e {I, : « € X} el conjunto de
ideales no nulos de R que generan la suma directa interna. Es claro que J = @, I,
es un ideal, y por lo tanto un subanillo, de R. Por otro lado, sea i,, + iy, + ... + i, UN
elemento arbitrario de J con z1, zs, ..., z,, una cantidad finita de elementos de X. Como X
es infinito existe un elemento z,, en X diferente a todos los =1, 25, ..., z, tal que I, ., es
un ideal de i que posee algun elemento a # 0. Puesto que tanto > v\(,. .y o Y Loy
son ideales de R, el producto (i, + iz, + ... + iy, )a € Z:}cEX\{an} I,N1,,, = {0} puesto
que J es una suma directa interna. Esto implica que (iy, + iz, + ... + iz, )a = 0 # a, lO
cual quiere decir que i,, + i, + ... + i,, NO puede ser el uno de J pues al multiplicarlo
por « el resultado es diferente de a. Como el elemento i,, + iy, + ... + i, fue elegido
arbitrariamente, entonces ningln elemento de @, 1. puede ser el uno de J (ya que
siempre encontraremos otro elemento en J distinto de cero que al multiplicarlo por él, el
resultado sea igual a cero). Por lo tanto J no posee uno, pero esto contradice que R sea
un anillo fuertemente unitario. Concluimos que la afirmacion es verdadera y por el Lema

2.2.9 existen I, ..., I,, ideales no nulos indescomponibles de Rtalque R=1, & ... @ I,,.

Considere la funcion f : I; x ... x I, — R dada por f(i,...,i,) = i1 + ... + i,. Dados
(11, ooy in)s (J1y ooy Jn) € I x..x I, €8 Claroque f(i1+71, ooy intin) = fli1, ooy in)+f(J1, ey Jn)
y como R es suma directa de los ideales I, ..., I,, siempre que p # g se tiene que i,j, = 0
y por 1o tanto f(i1ji,....injn) = 1j1 + oo & injn = (i1 + o + )1 + oo + Jn) =
fGir,.yin) f(41, .-, Jn). De esta manera, f es un isomorfismo de anillos y asi

R=1L x..x1I, (2.1)

Para terminar la primera parte de la prueba solo falta demostrar que cada uno de los
ideales I;,1 < ¢ < n, es un cuerpo absolutamente algebraico de caracteristica prima.
Basta probar esta afirmacion para F := I;.

Como F es un subanillo de R y R es fuertemente unitario, existe el elemento uno
1 de F. Note que si e es un elemento idempotente de F’ entonces e = 0 0 e = 1, pues
si existe un elemento idempotente ¢ # 0,1 de F entonces Fe y F(l1r — ¢) son ideales
diferentes de cero de R tales que F' = Fe ® F(1r — €), pero esto contradice el hecho
de que F sea indescomponible. Veamos ahora que F' es un cuerpo. Por la Proposicion
2.2.6, I' es conmutativo. Sea r un elemento no nulo de F', entonces F'r C F es un ideal
no nulo de R y tiene una identidad multiplicativa e*. Como e* es idempotente, e* = 0 0
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e* = 1p. Si e* = 0, entonces Fr = {0}, contradiccion, luego ¢* = 1p y 1r € Fr. De esta
manera existe un elemento a € F tal que 1 = ar y entonces r es invertible. Concluimos
que F' es un cuerpo.

Dado un elemento @ € F existe, por la Proposicion 2.2.6 y por el isomorfismo de
la ecuacién (2.1), un entero m tal que o™ = «, entonces « es raiz del polinomio
lpa™ — 1px € P(F)[z] y F es absolutamente algebraico. Por otro lado, si la caracteristica
de F' es cero entonces P(F') es isomorfo a Q, pero existen elementos a € Q tal que
a™ #a Vn € Z, lo que contradice la Proposicion 2.2.6, por lo tanto F tiene caracteristica
p con p primo.

Reciprocamente, suponga que R = F; x --- x F, donde cada F; es un cuerpo
absolutamente algebraico de caracteristica prima y sea S un subanillo no trivial de R.
Queremos ver que S tiene uno. Llamaremos [ al isomorfismo entre Ry F; x --- x F,.

Para1 < i < n,seaw; : R — F; la proyeccion de f en la i-ésima coordenada y
7(S) = {1 <i < n:mS) # 0}. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
n(S) = {1,2,...,r} para algun r tal que 1 < r < n. Paracada 1l < i < r, sea x; un
elemento de S tal que 7;(x;) # 0y considere el subanillo S’ de S generado por x, ..., x,.
Si llamamos K; al subcuerpo primo de cada cuerpo F;, tenemos por el isomorfismo f que

F(S") < Ky(mi(z1), mi(22), .oy mi () X - X Ky (w0 (21), m(X2), ooy T (2)).

Como todos los F; poseen caracteristica prima, cada K; (que es el subcuerpo
generado por 1) es finito y ademds, como también todos los F; son absolutamente
algebraicos, cada elemento 7;(z;) es algebraico sobre K;. Por lo tanto cada extensién
K;(mi(z1), mi(22), ..., m(x,)) €s un cuerpo finito lo que implica que f(S’) es finito. Esto
implica que S’ es finito. Note que como todo cuerpo es conmutativo y reducido tenemos
por el isomorfismo que R es conmutativo y reducido. De esta manera S’ es finito,
conmutativo y reducido y por el Lema 2.2.10, S’ tiene identidad multiplicativa 1. Suponga
f(ls) = (eq, €9, ...,e.,0,...,0). Note que z; € S’, entonces 1gx; = x; y, como m;(x;) # 0, se
cumple que m;(1s/)m;(z;) = mi(z;) Yy e; = mi(ls’) = 1, para cada cuerpo F;. De esta manera
f(s) =g, 1k, ..., 15,0, ...,0) y por lo tanto 15 es también el uno de S. Concluimos que
todo subanillo S de R es unitario y queda completada la prueba. O
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3. Anillos casi fuertemente unitarios

En este capitulo estamos interesados en estudiar los anillos que no poseen uno pero
sin embargo sus subanillos propios si tienen unidad, estos anillos son llamados casi
fuertemente unitarios, a continuacion presentamos algunos resultados relacionados con
los anillos fuertemente unitarios del capitulo anterior.

Proposicion 3.0.1. Si R es un anillo tal que todo subanillo propio de R es unitario
entonces R es conmutativo.

Demostracion. Sea R un anillo tal que todo subanillo propio tiene uno. Consideramos dos
casos:

Caso 1: Existe un elemento » € R tal que R es generado (como anillo) por r, esto es
R={ar +ayr*+ ... +a,r" : a; € Z,n € Z"}. Claramente R es conmutativo.

Caso 2: R no es generado por ningun elemento de R. Sea « un elemento no nulo de
R, vamos a mostrar que existe un entero r tal que o = «. Considere el conjunto S :=
{a1a + aza® + ... + a,0™ 2 a; € Z,n € Z*}. Es claro que S es un subanillo propio no
trivial de Ry por lo tanto es unitario. Ademas todo subanillo de S es un subanillo propio
de R asi que tiene uno, luego S es fuertemente unitario y por el Teorema 2.2.11, existe
n € Ntalque S = F} x --- x F,, donde cada F; es un cuerpo absolutamente algebraico de
caracteristica prima. Por lo tanto, como « € S, podemos suponer que « = (ay, as, ..., a,)
cona; € F;, 1 <1 < n.Para cada i denotamos por K; el subcuerpo primo de F;, entonces
cada extension K;(a;) es un cuerpo finito, puesto que es una extension algebraica simple
de un cuerpo finito. Suponga |K;| = m; y a; # 0, entonces ;! = 1 por el Teorema de
Lagrange. Sear = (my —1)(mgy—1)--- (m, — 1) entonces o = (a}, ...,a’) = (1,...,1), esto

significa que o' = « y por el Teorema 2.1.11, tenemos que R es conmutativo. O

Ejemplo 3.0.2. E/ anillo M,(27) no posee unidad luego no es fuertemente unitario. De la
misma manera, como no es conmutativo, tampoco es casi fuertemente unitario.

Proposicion 3.0.3. Todo grupo abeliano, finito y simple es isomorfo a Z,, con p un nimero
primo.

Demostracion. Sea G un grupo abeliano, simple y con p elementos, entonces G = Z,.
Veamos que p es primo. Sea a un entero divisor de p. Como G es abeliano, por la
afirmacion reciproca del teorema de Lagrange existe un subgrupo H de G tal que
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|H| = a. Note que si G es un grupo abeliano entonces todos sus subgrupos son normales,
entonces H es normaly como G es simple, H = {0} ya=10 H = Gy a = p. Concluimos
que p es primo. ]

Un hecho que debe ser tomado en cuenta es que si G es un grupo con p elementos existe
un isomorfismo de grupos ¢ : (G, +) — (Z,,+). Esta misma funcién ¢ es un isomorfismo
entre los anillos (G, +,-) y (Z,,+,-) con la suma usual y el producto nulo. Este resultado
implica que cualesquiera dos anillos R; y R, que posean la misma cantidad prima p de
elementos y tengan multiplicacion trivial son isomorfos entre si, este hecho sera usado
de manera frecuente a continuacion.

Lema 3.0.4. Sea R un anillo no trivial tal que no contiene ideales propios a la izquierda,
entonces R es un anillo con divisién 6 R = zF,[x|/(x?) para algtin nimero primo p.

Demostracion. Sea R un anillo no nulo tal que sus Unicos ideales a izquierda son {0} y
R. Consideramos dos casos:

Caso 1: Existe un elemento no nulo » € R que es divisor de cero, es decir zr = 0 para
algun elemento = # 0 € R. Entonces z,0 € Anng(r) = {a € R : ar = 0} (el ideal anulador
de r), y por hipbtesis, Anng(r) = R.

Consideremos el grupo abeliano Zr = {mr : m € Z}. Como Anng(r) = R, obtenemos que
Zr es un ideal a izquierda no nulo de Ry por lo tanto, Zr = R. Como todos los subgrupos
aditivos de Zr son también ideales de R, entonces ellos son triviales o son iguales a R,
por lo tanto Zr es un grupo abeliano simple y por la Proposicion 3.0.3 posee una cantidad
prima p de elementos. Como R = Zr = Anng(r), el producto de dos elementos arbitrarios
de R es siempre igual a cero.

Entonces R es un anillo con multiplicacién trivial que posee p elementos al igual que el
anillo zF,[z]/(«?) (Ejemplo 1.2.9), concluimos que R = zF,[z]/(z?).

Caso 2: R no tiene divisores (no nulos) de cero. Sea r # 0 € R, entonces Rr es un ideal
no nulo a la izquierda de R y por lo tanto Rr = R y existe un elemento a € R tal que
r = ar, esto es ar = a*r y (a — a*)r = 0. Como r no es divisor de cero, a = a*. Por otro
lado como r = ar y r # 0, a # 0y, por hipdtesis, a no es un divisor de cero. Sea r € R
un elemento arbitrario, entonces xa = xa?, esto es a(x — za) = 0 y como a no es divisor
de cero, © = xa. De manera similar se ve que ax = x, de donde se concluye que a = 1;.
Veamos ahora que R es un anillo con division. Sea x € R\ {0}, entonces Rz = Ry
1 = yx para algun elemento no nulo y € R, esto prueba que todo elemento diferente de
cero de R tiene inverso multiplicativo a izquierda. Por otro lado, como 1y = yz, y = yxy y
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multiplicando a la izquierda por el inverso multiplicativo a izquierda de y, obtenemos que
1 =2zyy R es un anillo con division. O

Antes de proporcionar la caracterizacion de los anillos casi fuertemente unitarios
necesitaremos probar los siguientes dos lemas que permiten conocer mejor la naturaleza
de los anillos artinianos y la relacién de esta caracteristica de un anillo con el hecho de
que posea o no identidad multiplicativa.

Lema 3.0.5. Un anillo R artiniano, conmutativo y reducido es un anillo con uno.

Demostracion. Sea R un anillo artiniano conmutativo y reducido. Sin pérdida de
generalidad suponga que R no es trivial. Para empezar mostraremos que existen ideales
maximales en R. Para ello primero mostraremos que dado un elemento no nulo r de R
existe un ideal primo P de R tal que r ¢ P. Considere el conjunto S := {r" : n € Z*}.
Denotaremos por I la coleccién de todos los ideales de R que son disjuntos con S. Como
R es reducido, r no es nilpotente y entonces {0} € T, luego " # (). Ordenando T" con
la relacion de inclusion obtenemos, por el Lema de Zorn, que existe un ideal I maximal
de I'. I es un ideal propio de R pues r ¢ I. Solo falta ver que I es primo. Procedemos
por contradiccidon: suponga que existen elementos x,y € R tal que xy € I pero = ¢ I
yy ¢ [. Como I C (I,z) e I es ideal maximal de T" entonces (I,z) N S # (). Por el
mismo argumento (I,y) NS # . Por lo tanto existen a,b € Z* tal que i; + sx + max = r*
y iy + ty + ny = r° para algunos i,,i, € I,s,t € Ry n,m € N. De esta manera
ror? = (iy+sx+max)(ia+ty+ny) = ivis+iy (ty+ny) +is(sz+ma)+ (st+sn+mt+mn)zy € 1
(puesto que zy € I) pero esto implica que r*** € I lo cual es una contradiccion pues
I'nS = (). Concluimos entonces que I es un ideal primo.

Ahora queremos ver que si R es un dominio entero entonces es un cuerpo. Suponga que
R es un dominio entero y sea r un elemento no nulo de R. Note que --- C Ry C Rr"! C
... C Rr? C Rr es una cadena descendiente de ideales no nulos de R, entonces, como
R es artiniano, existe un natural » tal que Rr"*! = Rr™. Como r"*! € Rr"y Rr"™ = Rr"*!,
existe un elemento ¢ € R tal que "' = er™*!. Luego r"(r — er) = 0 y como R no posee
divisores de cero y r # 0 entonces r = er, esto es er = e%r. Por el mismo argumento
obtenemos que e = ¢? y como R es reducido e # 0, procediendo de la misma manera que
en el caso 2 de la prueba del Lema 3.0.4 concluimos que e := 13 es el uno de R. Veamos
ahora que todo elemento no nulo r de R es invertible. Como Rr™ = Rr"*' y R tiene uno
entonces existe a € R tal que r* = ar"!, esto es r"(1g — ar) = 0 y como R es dominio
entero entonces 1z = ar, luego r es invertible. De esta manera concluimos que si R es
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un dominio entero entonces es un cuerpo.

Lo anterior mostrado es suficiente para demostrar que todo ideal primo de R es maximal.
En efecto, sea I un ideal primo de R, entonces R/I es dominio entero y artiniano. Por lo
mostrado anteriormente, R/ es cuerpo. Como R/I es cuerpo, I es un ideal maximal de
R.

Ahora probaremos la siguiente afirmacion: R solo tiene una cantidad finita de ideales
primos. Para empezar sea B la coleccidon de todas las intersecciones finitas de ideales
primos de R. Como mostramos anteriormente que si » es un elemento no nulo de R
existe un ideal primo P de R tal que r ¢ P, sabemos que B # (). Como R es artiniano no
existen cadenas estrictamente descendentes infinitas de elementos de B (que resultan
ser también ideales de R) en R, por lo tanto existe un elemento minimal en B. Sea
P, n---N P, aquel elemento minimal de B para algun n € N. Queremos probar que
Py, ---, P, son exactamente todos los ideales primos de R. Suponga que existe otro ideal
primo P,,,; de R, entonces P,N---NP,NP,.;1 C PN---N P, pero por minimalidad
tenemos que PP N---NP,NP,,y =P N---NP, entonces P,N---NF, C P,,y. Note
que no puede suceder que P,,; C P, para todo i, 1 < i < n, pues en ese caso P,
seria primo pero no maximal, lo que contradice lo mostrado arriba luego P, C P, para
algan i (1 < i < n). Pero de nuevo esto no puede suceder pues contradice lo mostrado
anteriormente: cada primo P, es maximal. Concluimos que R contiene una cantidad finita
de ideales primos.

Sean Py, --- , P, todos los ideales primos de R. Sabemos que R/P; es un dominio entero
para i (1 <i < n)ycomo sabemos que con las hipétesis planteadas si R/P, es dominio
entero entonces es cuerpo, solo basta probar que R =< R/P, x --- x R/P,, pues de esta
manera R seria isomorfo al producto finito de anillos que tienen uno. Para ello definimos la
funcion ¢ : R — R/Pyx---x R/ P, dadapor ¢(r) = (7,...,7) donde en cada casilla i-ésima
la clase 7 denota el cociente P, + r. Es claro que ¢ es un homomorfismo. Ademas un
elemento a € R pertenecea PiN---NP, siy solo si ¢(a) =0, luego P,N---NP, = Ker(o).
Como R es reducido, ya mostramos anteriormente que dado un r en R\ {0} existe un ideal
primo P; de R al cual r no pertenece, por lo tanto r ¢ Ker(¢) y entonces Ker(¢) = {0}
esto implica que ¢ es inyectiva. Veamos ahora que ¢ es sobreyectiva. Como ¢(R) es
clausurativo bajo la adicién basta probar que (0,...,z,...,0) posee una preimagen bajo
¢ para cualquier elemento = € R, y cualquier casilla i-ésima (suponga sin perdida de
generalidad ¢ = 1), esto es: queremos encontrar un elemento r € Rtalquer —x € P, y
r € P,nN---N P, (considerando claramente que n > 1). Si N ---N P, C P, entonces
existe algun j (2 < j < n) tal que P; C P, puesto que P, es primo. Pero esto es una
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contradiccion pues P; es maximal. Luego, como P, es maximal, P, C P, + (P,N---N P,)
y(Bn---NPFk,) ¢ P,secumpleque P, + (P N---NF,) = R.De esta manera existen

sePryreP,Nn---NP,talque s+r =x,estoesr —x = —s € P;. Por lo tanto, ¢ es
sobreyectiva. Concluimos que ¢ es un isomorfismo y de esta manera, R es isomorfo al
producto finito de anillos unitarios, es decir que R posee uno. O

Lema 3.0.6. Sea R un anillo conmutativo tal que todos sus subanillos propios son
artinianos. Ademas R posee un subanillo propio S con un elemento idempotente e # 0,
entonces R es artiniano.

Demostracion. Sean e, S 'y R como se mencionaron en la hipotesis. Procederemos
por contradiccién. Suponga que R no es artiniano, entonces existe una cadena infinita
estrictamente decreciente --- C I, C I, 1 € --- C I; de ideales no nulos de R. Como e
es un elemento idempotente, el conjunto J := {me : m € Z} es un subanillo de S'y como
S es un subanillo propio de R, J también resulta ser un subanillo propio de R. Podemos
construir un epimorfismo de anillos ¢ : Z — J dado por ¢(m) = me y entonces, por
el primer teorema de isomorfismo de anillos, J = Z/Ker(¢) = Z/nZ para algun entero
n>0.Sin=0,J %= ZyJno seria artiniano, pero esto contradice el hecho de que
todo subanillo propio de R es artiniano; por lo tanto J es un anillo finito. Suponga que la
cardinalidad de J es igual a n.

Para todo numero entero positivo & tenemos que J, := J + I, es un subanillo de R.
Ademas, para cada k € Z*, I, es un ideal de J;, luego --- C Iy C Iy C I €s una
cadena infinita estrictamente decreciente de ideales de J,. Como cada subanillo propio
de R es artiniano, concluimos que J, = R para todo entero positivo .

Para k € Z*, definimos la funcién f : R/I,.1 — R/I, dada por f(r + I41) = r + I.
Es claro que f esta bien definida pues I,,; C I, para todo k& > 0. Como para todo
r,s € R f((r+s) 4+ len) = (4 L) + (s + L) = fr+ Lewa) + (s + Tes) Y
flrs+ Iyy) = rs+ 1y = (r+ L) (s + Ix) = f(r + Irs1)f(s + Ir+1), S€ tiene que f es
un homomorfismo de anillos, claramente sobreyectivo. Ademas si r € I, \ Ix.1, Se tiene
que r + I1 no pertenece a la clase del cero en R/, pero f(r+ Iyy) =r+ 1, =0
en R/Iy, concluimos entonces que para todo k& € Z* existe un homomorfismo de anillos
f: R/Ix.1 — R/I sobreyectivo y no inyectivo; luego dado un m € N existe un ideal I, de
J, tal que m < |I;| siempre que k € Z*; es decir, si k € Z*, no existe una cota superior
finita para las cardinalidades de los R/ .

Para finalizar sea k¥ € Z*. Como |J| = n, vale que |J/I| = {j+Ix : j € J}| < n
y como J, = R entonces R/I;, = Ji/Ir = (J + Ix)/Iy = J/I, lo que implica que
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|R/I:| = |J/Ix| < n, pero esto contradice el hecho de que los cardinales de los R/I;
no tengan una cota superior. Concluimos entonces que R debe ser artiniano. O

Note que de acuerdo con la prueba anterior es posible simplificar un poco el Lema 3.0.6,
aplicandolo a los anillos que estamos estudiando, de la siguiente manera: Suponga que
R es un anillo con uno, con un subanillo propio unitario y que cada subanillo propio de
R tiene uno, entonces el subanillo primo P(R) de R es artiniano y no puede ser igual a
R. Como P(R) 2 Z, P(R) = Z, para algun entero n > 1. Entonces 1 es un elemento
idempotente diferente de cero de J := P(R) y de acuerdo a la demostracion, R es
artiniano.

Teorema 3.0.7. Sea R un anillo diferente de cero, entonces todo subanillo propio de R
tiene unidad si y solo si se cumple alguna de las siguientes afirmaciones:

|) Existe un entero positivon tal que R = F x --- x F,, donde cada uno de los F; es un
cuerpo absolutamente algebraico de caracteristica prima, 0

1) R zF,[x]/(z*) para alguin ndmero primo p.

Demostracion. Sea R un anillo diferente de cero. Suponga que todo subanillo propio de
R tiene identidad multiplicativa. Si R tiene uno, por el Teorema 2.2.11 tenemos que R es
el producto directo finito de cuerpos absolutamente algebraicos de caracteristica prima.
Suponga entonces que R no tiene uno. Por la Proposicion 3.0.1 tenemos que R es
conmutativo. Queremos ver que R tiene exactamente p elementos con p primo y que
su multiplicacion es nula. Para eso mostraremos primero que R posee un elemento
nilpotente diferente de cero. Procederemos por contradiccion. Suponga que R es
reducido. Consideraremos dos casos:

Caso 1: R no tiene un subanillo propio, entonces los Unicos ideales de R pueden ser {0}
y R. Como R es reducido, R % zF,[z]/(z?) y el Lema 3.0.4 implica que R es un cuerpo y
por lo tanto tendria identidad multiplicativa 1z, lo cual es una contradiccion.

Caso 2: R tiene algun subanillo propio. Note que si S es un subanillo propio de R, S tiene
elemento identidad 15 y cada subanillo de S es un subanillo propio de R y por lo tanto
tiene uno. De acuerdo con esto, todo subanillo propio S de R es fuertemente unitario.
Por el Teorema 2.2.11, como todo subanillo propio S de R es unitario entonces, S es
un producto finito de cuerpos y por lo tanto, de acuerdo con la Proposicion 1.3.28, S es
artiniano. Concluimos entonces que todos los subanillos propios de R son artinianos;
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ademas como 15 es un elemento idempotente de S diferente de cero, por el Lema 3.0.6
se cumple que R es artiniano. Como R es un anillo conmutativo, reducido y artiniano, por
el Lema 3.0.5 obtenemos que R es un anillo unitario, una contradiccion.

Concluimos entonces que R no es reducido y tiene un elemento « # 0 tal que o™ = 0 para
algun entero positivo n. Por el Lema 2.1.6 podemos asumir, sin pérdida de generalidad,
que a? = 0y entonces el subanillo propio S := {ma : m € Z} de R no es reducido.
Como todo subanillo propio de R es un producto finito de cuerpos, tenemos que todo
subanillo propio de R es reducido, esto quiere decir que como S es un subanillo no nulo
de R que no es reducido, S = R. Note que si G # {0} es un subgrupo aditivo de R, se
tiene que G es un subanillo de R con multiplicacion nula, y ademas (como es también
subanillo de S) no es reducido; de donde G = R. Por lo tanto (R, +) no posee subgrupos
propios normales, es decir, que (R, +) es un grupo abeliano simple y por la Proposicién
3.0.3, isomorfo a Z, con p primo. De lo anterior R posee p elementos y, como R = S, R
tiene multiplicacion trivial de donde concluimos, siguiendo la prueba del Lema 3.0.4 que
R = F,[]/(2%).

Reciprocamente, si R = F; x --- x F, donde cada uno de los F; es un cuerpo
absolutamente algebraico de caracteristica prima, el Teorema 2.2.11 implica que R es
fuertemente unitario y entonces es casi fuertemente unitario.

Si R = zF,[z]/(x?) con p primo, R es un anillo con p elementos y multiplicacién trivial,
entonces R no tendria uno y el Unico subanillo de R seria {0} que es claramente
unitario. O

El siguiente corolario expone de manera mas clara la naturaleza de los anillos casi
fuertemente unitarios relacionandolos con sus ideales propios y con el anillo cociente
de polinomios con coeficientes un cuerpo finito I, con p primo.

Corolario 3.0.8. Suponga R un anillo diferente de cero y que no es un anillo con division.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

I) Los unicos ideales a la izquierda de R son {0} y R.
) R = zF,[x]/(z*) para alguin ndmero primo p.
I11) R no es unitario, pero todo subanillo propio de R es unitario.

Demostracion. Sea R un anillo no nulo que no es anillo con divisidn. Si los Unicos ideales
a la izquierda de R son {0} y R, entonces por el Lema 3.0.5, R = zF,[z]/(z?%) para algun
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nuamero primo p y R es casi fuertemente unitario por el Teorema 3.0.7. Sea I un ideal a
izquierda de R. Como R es casi fuertemente unitario, / es unitario y tiene uno 1;. Si 1; # 0
entonces I = R, si 1; = 0 entonces I = {0}. N
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