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RESUMEN

TITULO: SEMIGRUPOS INVERSOS Y ACCIONES PARCIALES.!
AUTOR: ANA MARIA GONZALEZ BARBOSA 2

PALABRAS CLAVE: SEMIGRUPOS INVERSOS; SEMIGRUPO DE EXEL; AC-
CIONES PARCIALES DE GRUPOS; ACCIONES DE SEMIGRUPOS INVERSOS.

DESCRIPCION:

Dado un grupo G, el matemadtico brasilero Ruy Ezel construyé en 1998 un semigrupo
inverso denotado S(G) con el cual existe una correspondencia biunivoca entre acciones
parciales de G y las acciones de S(G). Las acciones parciales,también conocidas como
preacciones, aparecieron como herramientas para solucionar ciertos tipos de ecuaciones
diferenciales, y pronto se introdujeron en diversas dreas de la matemdtica como la geo-

metria diferencial, logica y combinatoria.

Este trabajo consiste en estudiar algunos conceptos y definiciones sobre semigrupos in-
versos y las acciones parciales de grupos. En el primer capitulo se abordardn algunas
definiciones de la teoria de semigrupos como las congruencias, presentaciones, semigru-
pos libres y semigrupos inversos; en estos ultimos, se estudiaran El semigrupo simétrico
I(X) y La expansion de Birget-Rhodes, los cuales son base para el desarrollo de los

siguientes capitulos.

En el sequndo capitulo se definird el semigrupo de Fxel construido a partir de un grupo

G, sus propiedades y se probard que este es un semigrupo inverso.

En el tercer capitulo se introduce las acciones de grupos y las acciones parciales de
grupos en un conjunto X, ademds de algunos ejemplos; veremos su correspondencia

con las acciones del semigrupo inverso S(G) en este mismo conjunto X.

ITrabajo de grado
2Facultad de Ciencias. Escuela de Matemaéticas. Director: Dr. Héctor Edonis Pinedo Tapia
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ABSTRACT

TITLE: INVERSE SEMIGROUPS AND PARTIAL ACTIONS.3
AUTHOR: ANA MARIA CONZALEZ BARBOSA *

KEYWORDS: INVERSE SEMIGROUPS; EXEL'S SEMIGROUP; PARTIAL AC-
TIONS OF GROUPS; ACTIONS OF INVERSE SEMIGROUPS.

DESCRIPTION:

Given a group G; ; the brazilian mathematician Ruy Fxel in 1998 bwilt an inverse se-
migroup denoted S(G) for which there is a one to one correspondence between partial
actions of G and actions of S(G). Partial actions, also know as preactions, appeared as
tools to solve certain types of differential equations, and were soon introduced in various

areas of mathematics such as differential geometry, logic and combinatorial.

This work is related to study some concepts and definitions about inverse semigroups
and partial actions of groups. In the first chapter we study some definitions of the theory
of semigroups and congruences, presentations, free semigroups and inverse semigroups;
in the latter, we study the symmetrical semigroup I(X) and the Birget-Rhodes expan-

sion, the which are the basis for the development of the following chapters.

In the second chapter the Ezel’s semigroup built from a group G is defined, their pro-

perties are presented in order to prove that it is an inverse semigroup.

In the third chapter actions of groups and partial actions of groups on a set X are
introduced, plus some examples; we study its correspondence with the actions of the

inverse semigroup S(G) in this same set X .

3Bachelor Thesis
4Facultad de Ciencias. Escuela de Matemaéticas. Director: Dr. Héctor Edonis Pinedo Tapia
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INTRODUCCION

La teoria de grupos es una de las ramas més importantes del algebra ya que sus apli-
caciones pueden implementarse en distintos campos de la matematica. Sin embargo
algunas nociones poseen ciertas propiedades de simetrias que la teoria de grupos no
puede abarcar, tales simetrias son conocidas como simetrias parciales generalizadas y

para su estudio son necesarios los semigrupos inversos.

Por otro lado, las acciones de grupos en estructuras algebraicas, pueden verse como
una familia de biyecciones que preservan tales estructuras. En particular, son una he-
rramienta poderosa que lleva a la obtencién de los Teoremas de Sylow, que a su vez
ayudan a la clasificacion de diversas familias de grupos, especialmente los de orden pe-

queno.

En 1998, Ruy Exel introduce las acciones parciales de grupos; que surgen por el debili-
tamiento de la habitual definicion de accién de grupo. Estos tltimos aparecieron como
herramientas para solucionar ciertos tipos de ecuaciones, y pronto se introdujeron en la
geometria diferencial, 1égica, fisica y combinatoria. Fue mostrado por Exel, que existe
una correspondencia entre acciones parciales de grupos y las acciones de semigrupos

INVersos.



Capitulo 1

OBJETIVOS

1.1. OBJETIVO GENERAL

Dado un grupo G y un conjunto X, analizar la correspondencia que existe entre las
acciones parciales de G en X y las acciones del semigrupo inverso S(G) en el mismo

conjunto X.

1.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS

= Estudiar acciones parciales de grupos e identificar las diferencias entre estas y las

acciones clasicas.
= Profundizar en resultados estructurales sobre semigrupos inversos.

= Establecer detalladamente el isomorfismo dado por el Teorema 4.2.1.
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Capitulo 2

SEMIGRUPOS

2.1. DEFINICIONES

Definicién 2.1.1. Un semigrupo es un par (S,*) donde S es un conjunto no vacio y

x es una operacion binaria en S que satisface:
a) * es cerrada, esto es, dados a,b € S, axbe S.

b) x es asociativa, esto es, dados a,b,c € S, (a*xb)*xc=ax (bxc).

Nota: Sea (.S, %) un semigrupo.

= De ahora en adelante la operacién a * b se denotara por ab, para todo a, b € S
y cuando no exista ambigiiedad, el semigrupo (5, ) serd denotado simplemente

por S.

= Se denomina identidad al elemento 1 € S tal que al = la = a, para todo a € S.

Si S tiene el elemento identidad, el semigrupo se llamara monoide.

» Un elemento idempotente de S es un elemento e tal que e? = e. El conjunto de
todos los idempotentes de un semigrupo S es denotado por E(S) y si A es algtin
subconjunto de S, entonces definimos E(A) = AN E(9).

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.1.1. Sea X cualquier conjunto y denotemos por P¢(X) el conjunto de todos
los subconjuntos finitos no vacios de X. Tenemos que P;(X) es un semigrupo bajo la

operacion de union de conjuntos.
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Ejemplo 2.1.2. Para cada conjunto X cualquiera, sea X~ el conjunto de todas las

funciones de X en X. El conjunto X es un semigrupo bajo la composicién de funciones.

Ejemplo 2.1.3. Todo grupo G es un semigrupo.

Definicién 2.1.2. Sean (S, %) y (T, ®) semigrupos.

a) Una funcion h: S — T es un homomorfismo si h(z *y) = h(z) e h(y), para todo
x,y €5.

b) Un homomorfismo h : S — T es llamado monomorfismo si es inyectivo, epimor-

fismo si es sobreyectivo e isomorfismo si es biyectivo.

¢) Decimos que S y T son isomorfos, si existe un isomorfismo entre ellos y se denota

S=T.

Definicién 2.1.3. Sea T' C S no vacio. Entonces, T" es subsemigrupo de S si es cerrado

bajo la multiplicacion, esto es, T es un semigrupo bajo la multiplicacion de S restricto
al.

Definicién 2.1.4. Sea M un subconjunto no vacio de S. Definimos el conjunto
(M) ={ajay...a, :n €N [a; € M}

de todos los productos finitos de elementos de M, el cual posee las siguientes propieda-
des:

i) (M) es un subsemigrupo de S llamado el subsemigrupo de S generado por M.

Sean my = a;,...a;, Yy my = aj,...a;, elementos de (M), entonces
mims = g, .05, Gj, ...Gj,
por tanto mymy € (M), esto es, (M) es un subsemigrupo de S.
ii) M C (M).

Para T un subsemigrupo de S, decimos que M C S no wvacio, es generador de T si
(M) =T.
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Proposicién 2.1.1. Sea M subconjunto de S, entonces (M) es la interseccion de todos

los subsemigrupos de S que contienen a M.

Demostracion. Sea S’ un subsemigrupo de S tal que M C S" y sea © = mims...m,

un elemento de (M), como M C S’ y S es cerrado entonces = € S’, para todo S’ que
contenga a M, luego (M) C NS’. Ahora sea z € NS’ entonces x € (M) ya que (M)

es un subsemigrupo de S que contiene a M. Se concluye que (M) es la interseccién de

todos los subsemigrupos de S que contienen a M.

]

Lema 2.1.1. Suponga h : S — T un homomorfismo de semigrupos.

a) Para cada subsemigrupo P de S, la imagen h(P) = {h(z) : © € P} es un semigru-

po de T. De igual forma si Q es subsemigrupo de T, h™(Q) = {x € S : h(z) € Q}

es subsemigrupo de S.

b) Sea M C S, h envia el subsemigrupo de S generado por M en un subsemigrupo

de T' generado por h(M).

c) Suponga M un conjunto generador de S. Entonces dos homomorfismos g y h de

S aT coinciden si ellos coinciden en M, esto es, si g(x) = h(z) para todo x € M.

Demostracion.  a) Sean x,y € P, como P es un subsemigrupo, zy € P. Ahora, como

h(z)h(y) = h(zy) porque h es homomorfismo, entonces, h(xy) € h(P) para todo
h(z),h(y) € h(P). Luego, h(P) es subsemigrupo de 7.

Sabemos que h71(Q), sean z,y € h~1(Q), entonces, h(x), h(y) € Q, como Q es
subsemigrupo h(z)h(y) = h(zy) € Q, luego zy € h~1(Q), por tanto h™(Q) es

subsemigrupo de S.

Sea x = myma..m,, € (M), h(z) = h(myms..m,), como h es homomorfismo
h(z) = h(mims..my) = h(mimg..m,_1)h(m,) = h(mqi)h(ms)...h(m,) entonces
(h(M)).

Sea P ={x € S : h(z) = g(x)} y z,y € P, entonces, h(zy) = h(x)h(y) =
g9(x)g(y) = g(xy), por lo tanto, xy € Py asi P es un subsemigrupo de S e incluye
a M, luego S = (M) C P, y concluimos que h = g.

]
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2.2. CONGRUENCIAS

En esta seccion, definiremos el concepto de congruencias, algunas propiedades y su

construccién a través de relaciones binarias.

Proposicion 2.2.1. Para una relacion de equivalencia ¢ en un semigrupo S, las si-

gquientes afirmaciones son equivalentes.

a) Eziste una operacion en S/C que le da estructura de semigrupo y tal que la pro-

yeccion S — S/ es un homomorfismo.
b) ¢ admite multiplicacion. Esto es, a (¢, b(d = ab( cd.

c¢) ¢ admite multiplicacion a la derecha. Esto es, a (b = ax (bx y a la izquierda
aCb = xa(xb.

Demostracion. a) = b) Supongaa ¢, b( destoes,c € C,yd € Cy, luego cd € C,C, =
Cp, por lo tanto ab ¢ cd.

b) = ¢) Suponga a ¢ ¢, como ( es una relacién de equivalencia entonces ( es reflexi-

va, por tanto x ( x para todo x € S, luego por hipotesis ax ¢ bx. Andlogamente xa ¢ xb.

c) = a) Sea t: S — S/ definida por t(a) =C, ={z €S |x(a}. Ent: 5 — S/C
definamos el producto asi C,C, = Cy,. Veamos que este producto estd bien definido.
Para esto supongamos que Ca = Ca’ y C, = C} entonces a ( a’ y b (b, por hipdtesis
aba'by a'ba't! por lo tanto ab ¢ a't’ luego Cyp = Corpy.

Veamos que la ¢ en S/ le da una estructura de semigrupo. Por definicién C,Cj, = Cy,
donde ab € S por tanto S/ es cerrado, ademds es asociativa, ya que (C,C,)C, =
CupCe = Cope = CoChe = Co(CHCL). Es claro que ¢ es un homomorfismo.

m

Definicién 2.2.1. Una congruencia en un semigrupo S es una relacion de equivalen-
cia ( en S que satisface las condiciones de la Proposicion 2.2.1. El semigrupo resul-
tante S/C es la particion de S por (. Una congruencia a izquierda es una relacion
de equivalencia que admite multiplicacion por izquierda (a ¢ bimplica xa ¢ xb), y una
congruencia a derecha es una relacion de equivalencia ¢ que admite multiplicacion por

derecha (a ¢ bimplica ax ¢ bx).

14



Definicién 2.2.2. Sea ¢ : S — T una funcion entre semigrupos. Se define la relacion

de equivalencia kernel de ¢, denotada ker ¢, por x ker ¢ y si y solo si p(x) = ¢(y).

Proposicién 2.2.2. Sea ¢ : S — T un homomorfismo de semigrupos. Entonces ker ¢

es una congruencia en S.

Demostracion. Serda suficiente probar la condicién b) de la Proposicién 2.2.1. Suponga

a kerg cy b kery d, esto es, p(a) = p(c) y ¢(b) = p(d).

& ab ker ¢ cd

]

Proposicion 2.2.3. Sea ¢ : S — T un homomorfismo sobreyectivo, un homomorfismo
Y S — U se factoriza a través de ¢, esto es, 1 = € o @, para algin ¢ :T — U, si y
solo si, ker ¢ C ker 1. En este caso v se factoriza unicamente a través de ¢, es decir

€ es unico.

S—*.T

N

U.

Demostracion. =) Si ¢ : S — U se factoriza a través de ¢ (1) = € o ¢ para algin ¢),
entonces x ker ¢ y implica

y x ker v y; entonces ker ¢ C ker 1.

<) Suponga que ker ¢ C ker 1. Buscamos un homomorfismo ¢ tal que (p(s)) = ¢(s)
para todo s € S.

15



Primero mostraremos que existe una funciéon bien definida ¢ : T" — U la cual asigna

(s) a p(s) para cada s € S.

Sea t € T como ¢ es sobreyectiva existe s € S tal que p(s) = t, definamos £(t) =

e(p(s)) = ¥(s).

Ahora veamos que ¢ estd bien definida; supongamos, que existen ¢ (s') y ¥(s”) tal que
e(t) = (s y e(t) = P(s") esto es, t = p(s') = ¢(s”), entonces, s’ ker ¢ §”, como
ker ¢ C ker 1, s’ ker 1 s”, por tanto, ¥(s’) = ¥ (s”). Entonces a lo sumo un elemento
es asignado a t. Entonces la funcién € : T'— U esta bien definida por e(p(s)) = ¥(s),
para todo s € S.

Dado que ¢ y ¥ son homomorfismos,

e(p(@)p(y) = elp(zy)) = d(ry) = Y(x)d(y) = e(p(x))e(e(y))

para todo ¢(z), ¢(y) € T, y € es un homomorfismo. También ¢ = € o ¢ por definicién.
Sie’: T — U es otro homomorfismo tal que ¢ = ¢’ o , entonces € y €’ coinciden en la
imagen(p) =T,y e =¢.

m

Nota: La notacién (a, b) € ¢ significard a ¢ b.

Proposicion 2.2.4. La interseccion finita de congruencias es una congruencia y la

union de una cadena de congruencias es una cCoOngruencia.

Demostracion. Sean ¢ y T congruencias en S. Veamos que la condicién ¢) de la Propo-

sicion 2.2.1 se cumple.

» Suponga (N7 # &. Sea (a,b) € (N7, entonces (a,b) € (y (a,b) € T, como ( y T
son congruencias (ax,bzr) € (y (az,bx) € 7, luego (ax,bzr) € (N7, andlogamente

(za,zb) € ( N 7; por tanto ¢ N T es una congruencia.

= Sea (a,b) € ¢ U 7. Entonces (a,b) € ¢ o (a,b) € 7, suponga sin pérdida de
generalidad que (a,b) € (, entonces (ax,bx) € ¢ por ( ser congruencia, por tanto

(az,bx) € (UT, andlogamente (za,zb) € ( UT; esto es, ( UT es una congruencia.

]
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Se sigue de la Proposicién 2.2.4 que las congruencias en un semigrupo S forman un
latice completo. La congruencia mas pequena en S es la igualdad. La congruencia mas
grande en S es la relacién de equivalencia S x S con S como unica clase de equivalencia.
El supremo de un conjunto A de congruencias es la interseccion de todas las congruen-
cias que contienen la union de A. Mds generalmente hay para cada relacién binaria &
en S la més pequena congruencia ¢ en S la cual contiene a &, ( es la interseccién de

todas las congruencias que contienen a £ y es la congruencia generada por &.

La congruencia generada por £ C S x S se puede construir en dos pasos. Primero &
es expandida a la relacion simétrica § la cual admite la multiplicacion. Entonces la

siguiente construccién es aplicada a (.

Definicién 2.2.3. La clausura transitiva de una relacion B en un conjunto S es la
relacion binaria reflexiva T definida por:

a T b sty solo si existe una secuencia x1,...,x,. € S tal que
r>0a=x,b=2; 2, x;, 1 V1<i<r

Proposicion 2.2.5. La congruencia generada por una relacion binaria en un semigrupo
S es la clausura transitiva de la relacion binaria 8 definida por:
apfbsiysolosia=uxrvyb=uyv para algunos u, v € SU{l}; z, y € S tales que
xEy oy x.

Demostracion. En detalle, 5 contiene a £ (sea u = v = 1 en la defincién), como S
es simétrica (a 5 b implica b5 a) y admite multiplicaciéon a izquierda (a 8 b implica
sa [ sb) y aderecha (a 8 bimplica as § bs). Entonces T es simétrica (invierta la secuencia
x1,..., T, en la definicién) y admite multiplicacién a derecha e izquierda. También 7
contiene a 3 (sea r = 2 en la definicién) y es transitiva. Entonces 7 es una congruencia
que contiene a .
Reciprocamente, sea ¢ una congruencia que contiene a £. Si x £ y o y & x, entonces = ( y
y y (x y uzrv ( uyv para todo u, v € S U{1}. Luego ¢ contiene a 8. Dado que ( es
reflexiva y transitiva se sigue que ( contiene a 7. Entonces 7 es la congruencia mas
pequena que contiene a &.

O

Podemos observar que la clausura transitiva 7 de § es la relacién reflexiva y transitiva
mas pequena que contiene 3, siendo [ la relacién simétrica mas pequena que contiene a

una relacion binaria £ y admite la multiplicacién; estas propiedades son todas heredadas
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por T.

Corolario 2.2.1. El supremo de un conjunto de congruencias es la clausura transitiva
de su union.

Los siguientes resultados no contribuyen directamente al objetivo de este trabajo, pero

arrojan resultados de interés en la teoria de congruencias.

Proposicion 2.2.6. Para cada relacion de equivalencia v en un semigrupo S existe la

congruencia mas grande ¢ contenida en vy, es decir

a (b siy solo si uav vy ubv para todo u,v € SU{1}

Demostracion. Defina ¢ por a b si y solo si uavyubv para todo u,v € S U {1},
Claramente ( es una relacién de equivalencia y ¢ C 7 (sea u = v = 1 en la definicién).
Sia(by s € S, entonces para todo u,v € SU{1}, usav v usbv, por lo tanto sa ¢ sb. (De
igual manera as ¢ bs). Entonces ( es una congruencia contenida en «y. Si £ es cualquier
congruencia contenida en +, entonces a £ b implica uav £ ubv para todo u,v € S U {1},
uav vy ubv para todo u, v € SU{1} y a (b.

O

Corolario 2.2.2. Para cada subconjunto H de un semigrupo de S existe la congruencia

mas grande ¢ en S tal que H es una union de ¢ — clase; esto es,
a ¢ bsiy solosiuav € H < ubv € H, para todou, v e SU{l}

Demostracion. H es una unién de ( — clases si y solo si ( esta contenida en la relacién
de equivalencia v que tiene como clases H y S\ H (ambas no vacias).
]

2.3. SEMIGRUPOS LIBRES

Definicién 2.3.1. Sea L un conjunto arbitrario no vacio. Se define como L* el conjun-

to de todas las concatenaciones de elementos de L de longitud finita mayor a 0. Esto es,

L*={w=1Uls.l,: ;€ LiclneN}.

18



L* es un semigrupo bajo la operacion wv = aias...a,b1bs...b,,, donde w = aias...a, y

v = b1by...by,, y es llamado el semigrupo libre sobre L.

Nota:
» [ CL¥

s L* es conmutativo, si y solo si, L tiene un solo elemento, ya que aba # aab, para
a#0b. En este caso L* = (N, +).

Teorema 2.3.1. Suponga L* el semigrupo libre sobre L, S un semigrupo y f : L — S
una funcion arbitraria. Entonces existe un unico homomorfismo de semigrupos f* :
L* — S que extiende a f.

Demostracion. Suponga S un semigrupo. Cada elemento w = [yl5...[, en L* es un
encadenamiento de elementos [y, s, ...,[,. Ahora, sea la funcién f* : L — S dada por
A (hls...ly) = f(lh)f(la)...f(l,). Sean w = ajas...a, y v = bybs...b,, elementos de L*,

luego

frwo) = (a1 anbybm) = f(a1)...f(an) f(br)...f (bm) = [ (w) f*(v)

Por tanto f* es un homomorfismo de L* en S que extiende a f.

Corolario 2.3.1. Cada semigrupo es la imagen homomorfa de uno libre.

Demostracion. Sea S un semigrupo, fijemos un conjunto L tal que | S |<| L | y una
funcion f : L — S. La extension homomorfa f* : L* — S de f, dada en el teorema

anterior es un homomorfismo sobreyectivo de L* a S.
O

2.4. PRESENTACIONES

Los semigrupos libres proporcionan una manera de construir semigrupos a través de

“generadores y relaciones”.

Sea L un conjunto. Dados u,v € L* al par ordenado (u, v) lo llamamos una relacién en

L. Una relacion (u, v) es normalmente denotada como una igualdad v = v (no confundir
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con igualdad en los elementos de L*).

Dada una funcién f de L en un semigrupo S decimos que la relacién v = v se mantiene
en S via f si f*(u) = f*(v), donde f*: L* — S es el homomorfismo que extiende f.

SiLC Sy f:L— S eslafuncion inclusién, entonces f* toma un producto de ele-
mentos de L en L* al producto de los mismos elementos de L como calculado en S,
entonces una relacion v = v se mantiene en S si y solo si el correspondiente producto

de elementos de L es igual cuando se calcula en S.

Sea L un conjunto y R C L*x L* un conjunto de relaciones entre los elementos de L (en-
tonces R es una relacion binaria en L*). Por (L, R) denotamos el cociente L*/¢ de L* por
la congruencia ¢ en L* generada por R. El conjunto (L, R) viene equipado con la funcién
t: L — (L,R) la cual envia z € L ala ( — clase (x) = C, € L*/( = (L, R). El homo-

morfismo de L* a (L, R) el cual extiende ¢ es precisamente la proyecciéon L* — L*/(.

Proposicién 2.4.1. (L, R) es generado por «(L), y cada relacion u = v en R se man-
tiene en (L, R) (via v).

Demostracion. Dado que (L, R) = L*/( la primera parte de la proposicién es clara; por
otro lado, por la Proposicién 2.2.1 item a) ¢ es un homomorfismo y por tanto para todo
u = v se tiene que t(u) = ¢(v).

]

Debido a la Proposicién 2.4.1, (L, R) es llamado semigrupo generado por L sujeto a
R, los elementos de R son los que definen relaciones de (L, R). L no puede verse como

un subconjunto de (L, R) ya que ¢ no es necesariamente inyectiva.

Proposicion 2.4.2. Con L, R y  como anteriormente descritos; sea S un semigrupo
y f: L — S una funcidn tal que cada relacion w = v en R se mantiene en S (via f).
Eziste un homomorfismo inico ¢ : (L, Ry — S tal que f = o1; si S es generado por

f(L) entonces v es sobreyectiva.
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Demostracion. Sea f* : L* — S el homomorfismo que extiende f. Por hipdtesis
f*(u) = f*(v) para cada relacién u = v en R. Entonces el ker f* contiene a R y
por lo tanto contiene la congruencia ( generada por R. Por la proposicién 2.2.3, f* fac-
toriza inicamente a través de la proyeccién 7 : L* — (L, R): existe un homomorfismo
Y (L, R) — S tal que f* =1 om. Restricto a L entonces f =1 o .

Sea f** : (L,R) — S otro homomorfismo tal que f = 1 o . Entonces T = {a €
(L,R) | f**(a) = f*(a)} contiene a ¢(L). Como f*y f** son homomorfismos, T es un
subsemigrupo de (L, R) y se sigue que T'= (L, R) y f* = f*.

]

Una presentacién de un semigrupo S consiste de un conjunto L, un conjunto R de
relaciones de elementos de L y un isomorfismo S = (L, R). Cada semigrupo tiene una
presentacion, en el cual L puede ser cualquier subconjunto de S el cual genera S,y R

puede ser cualquier relacion binaria la cual genera la congruencia inducida por L — S.

2.5. SEMIGRUPOS INVERSOS

Definicién 2.5.1. Un semigrupo S se dice que es regular si para cada elemento x € S

existe un elemento y € S que satisface y = yxry y x = xyz.

Definicién 2.5.2. Un semigrupo S se dice que es un Semigrupo inverso Siempre

que exista, para cada x € S un unico elemento x* en S, tal que
 rxtr =x.
w rirat = ot

Teorema 2.5.1. Sea S un semigrupo reqular. Entonces los elementos idempotentes de

S conmutan si y solo si cada elemento de S tiene un unico inverso.

Demostracion. =) Sea S un semigrupo regular en el cual los idempotentes conmutan

y sean u y v los inversos de x. Entonces
u = uru = u(zvr)u = (uz)(vr)u,

donde uz y vz son idempotentes ((uz)(ux) = (uru)r = ux). Entonces como los idem-

potentes conmutan tenemos
u= (vr)(ur)u = (vr)u = (vev)ru = v(zv)(zu),
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de nuevo, zv y xu son idempotentes y
u=v(zu)(zv) = v(zur)v = vev = v,
luego u = v.
<) Empecemos por probar que en un semigrupo regular el producto de dos idempoten-

tes e y f tiene un inverso idempotente. Sea x = (ef)’ cualquier inverso de ef. Considere

el elemento fxe. Este es idempotente porque

(fre)? = flaefa)e = fae,

y este es un inverso de ef porque

(fre)ef(fre) = (fze)* = fu,e

ef(fre)ef = (ef)alef) = ef.

Ahora sea S un semigrupo en el cual cada elemento tiene un inverso tinico. Mostraremos
que ef = fe. Por el resultado anterior, f(ef)’e es un idempotente el cual es inverso de ef.
Entonces (ef) = f(ef)'e, por la unicidad de los inversos, y asi (ef)" es un idempotente.
Cada idempotente es su propio inverso, pero por otro lado, el inverso de (ef)’ es ef.

Entonces ef = (ef)’ por unicidad de los inversos. Luego e f es un elemento idempotente.

De manera similar es facil ver que fe es también un idempotente. Pero

ef(feef = (ef)(ef) = ef,

fe(ef)fe = fe,

entonces fe y ef son inversos de ef. Luego ef = fe.

Lema 2.5.1. Sea S un semigrupo y a,b € S entonces (ab)* = b*a*.

Demostracion. Se sabe que
(ab)*ab(ab)* = (ab)*,
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ab(ab)*ab = ab.
Ahora

(b*a*)ab(b*a*) = b*(a*a)(bb*)a* = b*(bb*)(a*a)a = (b*bb*)(a*aa™) = b*a*,

ab(b*a™)ab = a(bb*)(a*a)b = a(a*a)(bb*)b = (aa*a)(bb*b) = ab.

Por la unicidad de los inversos se concluye que (ab)* = b*a*.

Proposicion 2.5.1. Sea S un semigrupo inverso.

a) Para cada elemento idempotente e y un elemento s, eziste un elemento idempo-
tente f tal que es = sf.

b) Para cada elemento idempotente e y un elemento s, existe un elemento idempo-
tente f tal que se = fs.

Demostracidn.  a) Sea f = s*es = s*ess*es = s*e*(ss*s) = s*es un elemento idem-

potente, entonces
sf = s(s"es) = (ss")es = e(ss”s) = es.

b) Sea f = ses* = ses*ses* = se?s*ss* = ses* un elemento idempotente, entonces

fs=ses's=es"s =es.
O

Definicién 2.5.3. Sea S un semigrupo inverso, definamos el orden parcial por a < b si
y solo si. a = be, para algun elemento idempotente e, el cual serd llamado orden parcial
natural. Una funcion 0 : S — T entre semigrupos inversos es llamada premorfismo
si satisface:

a) 0(s71) = 0(s)*, para todo s € S.
b) 0(s)0(t) < O(st).

SiS yT son monoides entonces el premorfismo se llamard unitario si
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c) 6(1) = 1.

Proposicion 2.5.2. Sea S un semigrupo inverso. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes

i) s <t.

it) s = ft para algin idempotente f.
Qi) s* < t*.

i) s = ss*t.

v) s =1ls*s

Demostracion. i) = ii) Sea s = te, entonces s = ft para algin idempotente f por la

Proposicién 2.5.1.

i1) = i) Sea s = ft para algin idempotente f. Entonces s* = (ft)* = t*f, luego por
definicién s* < t*.

i1i) = iv) Sea s* < t* entonces s* = t*e para algun idempotente e. Luego tomando

* *

inversos (s*)* = (t*e)* obtenemos s = et. Pero es = eet = et = s y asi ess™ = ss™.

Entonces s = ss*s = ss*et = ess*t = ss*t.

iv) = v) Sea s = ss*t, entonces s = te para algin idempotente e por la Proposicién
2.5.1. Pero se = e y se = ss*. Por lo tanto s = ts*s.

v) = i) Inmediata por la definicién de orden parcial natural.

Proposicion 2.5.3. La relacion < es un orden parcial en un semigrupo S.
Demostracion. Sean a, b, ¢ € S'y, e, f elementos idempotentes de S.

» Reflexividad: a < a ya que a = a(a*a).
Note que el elemento a*a es un elemento idempotente pues (a*a)(a*a) = (a*aa*)a =

a*a.
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» Transitividad: Suponga a < by b < ¢, entonces a = be y b = cf; luego a = be =

¢(fe), donde (fe)(fe) = feef = f(ee)f = fef = ffe = (ff)e = fe, por tanto

a <c.
= Antisimetria: Suponga que a < by b < a, entonces a = ba*a y b = ab*b, esto es
a = ba*a =b"ba*a = aa”ab*b = ab*b = 0.

]

Proposicién 2.5.4. Sea G un grupo, S un monoide inverso. Entonces la funcion 0 :

G — S es un premorfismo unitario si y solo si se cumple que:
1) 0(1) =1
2) 0(s)0(t)0(t™1) = 0(st)0(t™"), para todo s,t € G.

Demostracion. =) Sea 6 : G — S un premorfismo unitario. Solo necesitamos probar la

condicién 2. Por el item b) de la Definicién 2.5.3 se tiene
0(s)0(t) < f(st)
0(s)0(1)0(t™") < O(st)o(t™)
O(st)0(t™1) < O(stt™') = 0(s)

IN

Ahora 0(st)0(t™1) < 6(s) implica que 0(st)0(t~') = ef(s) por la Proposicién 2.5.1, para
algin idempotente e € S. Note que
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obtenemos
0(s)0(t)0(t™") = O(st)0(t~)(B(s)0()0(t™"))"0(s)0(1)0(t ™)

va que (0(s)0(t)0(t=1))*0(s)0(t)0(t™1) es idempotente.

Ahora aplicando el item a) en 0(t~1)* y 0(t71), y la conmutatividad de los idempotentes

por lo tanto

<) Si 6 es una funcién que satisface las condiciones 1 y 2, debemos probar las condi-

ciones a y b de la deficién 2.5.3.

Para el item a), reemplazando en la condicién 2, s por ¢, entonces obetenemos
O(t=)0(o(t™") = 0(1)o(t™") = o(t™")

De nuevo en 2 reemplazando s por t y t por ¢!, entonces se tiene

Entonces 6(t~1) es el inverso de 0(t) en el semigrupo inverso S. Asi 6(¢)* = 0(¢t™1).

Para el item b), por 2) tenemos que 0(s)0(t)0(t™') = 0(st)0(t~'). Multiplicando la
igualdad por 6(t) y usando a), obtenemos
0(s)0(t) = O(st)(0(t)0(t)) < O(st),

pues 0(t)710(t) es un idempotente. O
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Lema 2.5.2. Sea G un grupo, S un monoide inverso y 0 : G — S un premorfismo

unitario, entonces para todo s,t € G se tiene que:
a) 0(s)0(H)0(t~1) = 0(st)o(t)
b) 0(s1)0(s)0(t) = 0(s~1)0(st)

Demostracion. El item a) se demostré en la proposicién anterior; el item b) se obtiene
de manera andloga.

]

Veamos algunos ejemplos de semigrupos inversos.
El semigrupo simétrico I(X)

Sea X y Y conjuntos cualesquiera. Una funcion parcial f : X — Y es una funcién de
un subconjunto de X a un subconjunto de Y. El subconjunto de X que consiste de
todos los elementos de = € X para los cuales f(x) estd definido es llamado el dominio

de f, el cual se denotard dom f. La imagen de f es el subconjunto imf = f(domf) de Y.

Dos clases especiales de funciones parciales son particularmente importantes. Para cua-
lesquiera dos conjuntos X y Y existe una unica funcion parcial vacia de X a Y la cual
se denotara por Oxy. El término funcién vacia se referird a cualquier funciéon parcial
de este tipo. Para cualquier subconjunto A C X la funcién identidad en A, denotada
14, es una funcién parcial de X en si mismo. Tales funciones parciales son llamadas
identidades parciales. La funcién identidad 1x en X y la funcion identidad 1y de un
subconjunto vacio de X, el cual es solo la funcién vacia de X en si mismo, son espe-
cialmente significantes. Cuando el conjunto subyacente X es claro, denotaremos estas

funciones por 1 y 0 respectivamente.

Sea g una funcién parcial de X a Y y f una funcién parcial de Y a Z. La composicién
es una funcién parcial f o g (que se escribird fg) de X a Z, donde el dominio de fg es
dado por

dom(fg) = g~*(dom f Nimg)

y si x € dom(fg) entonces (fg)(x) = f(g(x)). La imagen de fg es f(domf N img).
El caso donde dom f e img tienen interseccién vacia no causa problemas: fg es solo la

funcién vacia.
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Sera de nuestro interés aquellas funciones parciales que inducen las biyecciones entre

sus dominios y las imagenes, a estas funciones parciales las llamaremos biyecciones

parciales. Todas las identidades parciales y funciones vacias son biyecciones parciales.

Si f es una biyeccién parcial de X a Y entonces se denotara por f~! la biyeccién parcial

de Y a X la cual es la inversa de f. Asi el domf~t es imf y la imf~! es domf. La

composicion de biyecciones parciales es una biyeccion parcial.

Proposicion 2.5.5. Sean X,Y,Z conjuntos y f : X — Y wuna biyeccion parcial. En-

tonces

i) f7Uf = laomys es una identidad parcial de X, y ff~ = 1ms una identidad parcial

enY.

it) Para una bieccion parcial g :'Y — X, las operaciones f = fgf v g = gfg se

verifican si y solo si g = f~L.

iii) (f7)7h=f.

iv) 1alp = lanp = 1gla para todas las identidades parciales 14 y 1p donde A, B C

X.

v) (gf)~' = ftg7! para cualquier biyeccion parcial g : Y — Z.

Demostracién. 1) Observe que z € dom(f~'f) cuando = € domf, pues

ii)

iii)

iv)

(dom(f~"f) = f~(domf Nimf) = [~ (imf) = dom).

Entonces el domf y f~'f son el mismo. Pero f~!f es la funcién identidad en el

dominio y asi f~1f = Laomy-

Suponga que f = fgf vy g = gfg. Sea y € domg y sea x = ¢(y). Entonces
r = gfg(y) tal que x = g(f(z)). Pero g es una biyeccién parcial y y = f(x). Por
lo tanto x = f~!(y) lo cual da ¢ C f~'. Ahora sea y € domf~' y sea x = f~!(y)

tal que f(x) = y. Entonces (fgf)(x) = y tal que f(g(y)) = y. Pero f es una
biyeccién parcial y g(y) = z, lo cual da f~1 C g. Asi f~1 =g.

Se sigue del item 7).

Si x € dom(141p), entonces (141p)(x) = 14(1p(x)) = z, por lo tanto 1415 es
una identidad parcial, ya que dom(1415) = AN B se sigue que 141 = 14qp.
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v) Tenemos que gf(f~'g " )af = g(ff )99 ) f =glg7 9)(ff 1) f = gf dado por
iv) que las identidades parciales conmutan. De manera similar (f~1g=')gf(f~tg™!)

f~tg7t. Entonces (gf)~' = f~tg~! por ii).
]

El conjunto de todas las biyecciones parciales de X en si mismo, forma un monoide

denotado I(X), llamado el monoide inverso simétrico de X.

Proposicion 2.5.6. Sea I(X) el monoide inverso simétrico de un conjunto X. En-
tonces los idempotentes de 1(X) son precisamente las identidades parciales de X. En

particular, los idempotentes forman un subsemigrupo de idempotentes conmutativo.

Demostracion. Por el item iv) de la proposicién 2.5.5, cada elemento de la forma 14 es
un idempotente de I(X). Suponga ahora que f es un idempotente. Entonces f = ff f
y f7' = f por el item ii) de la proposicién 2.5.5. Luego f = ff = f~'f = lyoms por
item 4) de la proposicién 2.5.5.

m

De acuerdo con la definicién 2.5.2; y las proposiciones 2.5.5 y 2.5.6, el monoide I(X)

es un semigrupo inverso.
Ezxpansién de Birget-Rhodes de G (GF)

Sea GG un grupo con identidad 1, denotamos por P;(G) el conjunto de todos los sub-

conjuntos finitos de G que contienen a 1. Sea
G ={(A,g) € Pi(G) x G : g € A}

con multiplicacion

(A4,9)(B, h) = (AU gB, gh)

Entonces veamos que G es un monoide inverso. Para esto, probaremos que es un se-

migrupo regular y que sus idempotentes conmutan.

Para cada (A, g) € GE considere el elemento (A* g1 € GE donde
A* =g 'A={g'a|ac A}

Asi,
(A, 9)(A*, 97" ) (A, 9) = (AU gA*, gg7")(A, g) = (A, 1)(4,9) = (4,9)
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y
(A, g (A g) (A% g = (A" Ug A, g7l g)(A%, g7") = (A, 1) (A% g7") = (4%, 97")

Por tanto G es un semigrupo regular.

Los idempotentes de G® son elementos de la forma (A4,1)(A,1) = (AU A,1) = (A, 1);
ya que 1 es el inico idempotente de G. Entonces sean (A,1) y (B, 1) € GE,

(A,1)(B,1) = (AU1B,1) = (AUB, 1) = (BUA,1) = (B,1)(4,1).

Del Teorema 2.5.1 se concluye que G es un semigrupo inverso.
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Capitulo 3

EL SEMIGRUPO DE EXEL

3.1. DEFINICION

Ahora se describird un monoide inverso construido a partir de un grupo G que fue
construido por Ruy Exel como el monoide inverso universal por medio de generadores

y relaciones.

Definicién 3.1.1. Sea G un grupo y considere L = {[g] | g € G}. Sea L* el semigrupo
libre generado por L y sea R C L* X L* dado por

R = {([z7"] (][], = [z, (2]lylly ], [eylly™"D), (2] 1], [2]) /2,y € G}

Sea ( la congruencia en L* generada por R. Entonces
S(G) = L7/¢ = (L|R).
Otra manera de definir S(G) es de la siguiente forma

Definicién 3.1.2. Sea G un grupo y considere S(G) el semigrupo definido a través de
generadores y relaciones, como sigue: para cada elemento t € G' tomamos un generador

[t] y para cada par de elementos t, s en G. Consideramos las relaciones
1. [s7H[s[t] = [s7'][st];

2. [s][e][t™"] = [st][t™"];
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Entonces S(G) es un monoide inverso. Este monoide es llamado semigrupo de Exel.

Nota:
» Como consecuencia de 1 y 3, se tiene que [t][t][t] = [t][t~ ] = [t][1] = [t].
» La condicién 4 se puede eliminar ya que, [1][s] = [ss7][s] = [s][s7!][s] = [s].

A continuacién mostraremos algunos resultados que nos ayudaran a mostrar que S(G)

es un semigrupo inverso.

Proposicién 3.1.1. Dado un semigrupo S y una funcion f: G — S que satisface:
w fsTOf()f () = f(s7)f(st),
w S SO = flst) f(E7),

existe un homomorfismo unico f*: S(G) — S tal que f*([t]) = f(¢).

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 2.4.2.
O

Proposicién 3.1.2. Eziste un anti-automorfismo involutivo * : S(G) — S(G) tal que
para cada t € G, [t]* = [t7!]

Demostracion. Sea S(G) el opuesto de S(G), es decir S(G)? coincide con S(G) como

conjuntos, excepto la multiplicacién que se define: sea a, § € S(G)P

aef=pa,

donde Sa corresponde a la multiplicaciéon usual en S(G). Defina f : G — S(G) por

f(t) = [t7Y], es facil ver, usando la Definicién 3.1.2, que para s,t € G se tiene
= f(sTh) e f(s) e f(t) = f(s7") e f(st),
= f(s)e f(t)e f(t1) = f(st) o f(t71),

32



Por la proposicién 3.1.1 f se extiende a un homomorfismo * : S(G) — S(G)% que cuan-
do se ve en una funcién de S(G) en si mismo, en lugar de S(G), es un automorfismo

que satisface las propiedades deseadas.
m

Proposicién 3.1.3. Para cada t € G, sea g, = [t][t™']. Entonces para cada t y s en G.

a) € es un idempotente auto adjunto, esto es ef =&, = e2.
b) [tles = euslt]

c) e y s conmutan.

Demostracion.
a) ef = [t = R[] = EERE = A = EE] =
e = [(ft~] = [UR] = [ [ =€
b) [tles = [t][s][s™!] = [ts][s '] = [ts][s~ 't [ts][s™] = [ts][s™ 7] [t] = eus[t].

Proposicién 3.1.4. Cada elemento o en S(G) admite una descomposicion
a=&p.E 8],
donde n >0 y ri,ry,...,7,, s son elementos de G. Adicionalmente se puede asumir que
» 7; # 15 para todo i # 7,
w1, £ s yr; 1 para todo i.

Demostracion. Sea S un subconjunto de S(G) que consiste de los a que admiten la
descomposicién descrita. Dado que se permite que n = 0 vemos que cada [s] € S. Es
suficiente verificar que S es un subsemigrupo de S(G) dado que los generadores [s]
forman un sistema de generadores de S(G).

Sea a = &,,...&,, [s]. Es suficiente demostrar que aft] € S, note que

[s1[t] = [s][s™"1[s][t] = [s][s "] [st] = e[st]

luego alft] = &,,...61,[8][t] = &r,...€r,E5[st] € S. Ahora ya que los elementos idempotentes

conmutan entre si, es facil ver como eliminar las repeticiones de los €,; si €1 aparece, se
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elimina por ser identidad de S(G).

Si algtin r; = s, entonces &,, = [s][s™!], por conmutatividad de idempotentes
QO =€y Erinlry [8][8T[S] = EpynErsnn 8]

Asi ¢,, puede ser eliminado.
O

Definicién 3.1.3. Si a se escribe como « = &,,...€,,[s] de manera que las condiciones

de la Proposicion 3.1.4 se verifican, se dice que a estd en la forma estdndar.

Proposicién 3.1.5. Para cada o en S(G) se tiene que:
o = .
= 0fao’ = ot
Demostracion. Sea a = &,,...€,, [s]. Entonces
acta = ey, ...&p, 8|5 er, Ery b, [8] = €y, [S][5TH[8] =

ofaa* = [s7 ey, o Er 8y, [8][8 e Em 8] = [s7H[s][s ey, Er = @

3.2. REPRESENTACIONES DE S(G)

Llamaremos representacién a cualquier homomorfismo de S(G) en un semigrupo. La
representacion mas evidente de S(G) es § : S(G) — G definida por §([s]) = s, donde

d(a) es el grado de a. Claramente 0(g,,...€,, [s]) = s.

Veamos otra representacién de S(G). Sea Py (G) el conjunto de todos los subconjuntos
finitos de G que contienen el elemento neutro 1. Entonces G'y {1} son respectivamente

el elemento més grande y el mas pequeno de P;(G) cuando G es finito.

Consideremos un homomorfismo de S(G) — F(P1(G)) que consta de todas las funciones

de P1(G) en s mismo bajo la composicién. Entonces para todo t € G, sea ¢, la funcién
¢r 1 Pi(G) = Pi(G)
dada por ¢y(F) = tE U {1} para cada E € Pi(G).
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Proposicién 3.2.1. La funcion t € G — ¢, € F(P1(G)) satisface las propiedades
dadas en la proposicion 3.1.1; por lo tanto, eziste una representacion unica A : S(G) —

F(P1(G)) tal que A([t]) = ;.
Demostracion. Para todo t,s € G y cada E € P;(G) tenemos

1) @s-10:01(E) = ¢s-105(tEU{1}) = ¢ (stEU{L, s}) = tEU{s™!, 1} = §s-1(stEU
{1}) = ds19t(E).

11) ¢s¢t¢t*1 (E) = ¢s¢t(t71E U {1}) = ¢S(E U {t7 1}) =sbEU {Stv 1} = Cbst(t - 1)E U
{1} = guot™'(E).

[
Observemos que para cualquier r € Gy E € Pi(G), se tiene A(e,)(E) = EU{r}. En

particular si a = ¢,,...6,, [s], A(«) al aplicarlo al conjunto {1} da {ry,...,7p, s, 1}.

Basados en la existencia de estas dos representaciones podemos probar la unicidad de

la descomposicién.

Proposicién 3.2.2. Cada a en S(G) admite una tinica descomposicion estindar

a =&y ...E, 5]

Demostracion. Como A(a)({1}) = {r1,...,rn,s,1} v d(a) = s. Si « tiene otra
descomposicion estandar,

& = €4y ...E¢,, [U]

entonces 6(a) =s=u y

Aa){1}) ={r1,...,rn, 8,1 = {t1, ooy i, u, 1},

por lo tanto
{ri, ey s, 1\ {s, 1} = {t1, ..., tin, u, 1} \ {u, 1},
entonces
{ri, .,y 8,1} = {t1, .oy tim, u, 1}
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Teorema 3.2.1. Si G es un grupo finito de orden p, entonces S(G) tiene 272 (p+1)
elementos.

Demostracién. Hay 2P~! elementos en S(G) de la forma ¢, ..., [1] y para p—1 posibili-
dades de s # 1 hay 2P~2 elementos de la forma ¢,, ..., [s]. El ntimero total de elementos
es 2071 4+ (p—1)2r 2 =2r2(p+1).

O

Teorema 3.2.2. Para cada grupo G, S(G) es un semigrupo inverso.

Demostracion. Asuma o € S(G) admite, ademds de o, otro inverso, tal que es un
elemento 8 € S(G) que cumple que affjac = a 'y PBaf = (. Escribiendo, en la forma

estandar

a=¢,..cn 8, B=[uYey,  c.

Por lo tanto 5* = ¢y,...64, [u] y tenemos que
s=6(a) = §(afa) = su™'s,
de lo cual se sigue que u = s. Tenemos también
afa =¢c =g, ..c,[|[s et - -Et,,Ery i [S] = EryoEry €y Eu,, [S] =
Por la unicidad de la descomposicion estandar, se tiene que

{ri,,rn} U{ts, ot} = {r1, ...,mn}

luego {t1,....tm} C {r1, ..., 0}

Usando el mismo argumento, aplicado a la identidad Saf =  obtenemos

{7‘1, ...,Tn} Q {tl, ,tm}

De lo que se concluye que § = a*.
m

Considere la funcién 1 : G — GE dada por 1(g) = ({1,9},g), entonces tenemos el si-

guiente lema:
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Lema 3.2.1. El semigrupo GE es generado por los elementos 1(g) donde g € G. En
particular si (A, g) = ({1, 91, .-+, 9n}, gn), donde g = g,, entonces

(A, 9) = 1(g1)2(g17 " g2)--2(Gn-1""gn)-

Ademds, para todo s,t € G.

i) (s~ a(s)a(t) = a(s™H)a(st),
ii) (s)ut)e(t™h) = o(sth(t™),
iii) 1(s)u(1) = 1(s),

i) (1)) = 1(s).

Demostracion. Sea (A, g) = ({1, 91, ..., 9n}, gn). Entonces

(Aag) = ({17917 --->gn—1}agn—1)<{17gn—l_lgn}agn—l_lgn)

Repitiendo, obtenemos

n

(A,9) = ({L g}, 90) [THL gr-1" gk} ko1 90) = 2(g1)2(01 " 92)--21(Gn-1"gn)

Ahora,
)
(s M u(st) = (s7H)u(s)e(t)

:({17 8_1}7 S_l)<{1= 3}7 S)({L t}v t)
:({17 371}? 1)({17 t}at
=({1,s7 "t} 1)
=1(s7)u(st).

ii)

L(st)e(t™) = u(s)e(t)e(t™)
=({L,s} o) ({Lth ({1, e
=({1,s,st},st)({1,t71},t71)
=({1, s, st}, s)
=(st)u(t™).
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iii)

iv)

t(s) =¢(1)e(s)
=14(s)

=u(s).
[l

El resultado anterior implica que el semigrupo GE es una imagen homomorfa del semi-

grupo S(G) de Exel, dado que cumple las condiciones de la Proposicién 3.1.1 .

Teorema 3.2.3. Sea G un grupo, y S un monoide inverso. Entonces para cada pre-

morfismo unitario 0 : G — S existe un 1inico homomorfismo 6* : GE — S tal que

0* =10
Demostracion. Sea (A, g) = ({1, g1, .., gn}, gn) un elemento de GE. Defina
0°(A, 9) = 0(91)0(91)".--0(9.)"0(9).

Note que cada producto 6(g;)6(g;)* es un elemento idempotente, la definicién de 6* es
independiente del orden de elementos g;, ya que los idempotentes en los semigrupos

inversos conmutan. Entonces 6* es una funcién bien definida de GE a S. Observe que
0*({1},1) = 6(1) y asi 6* envia la identidad de G¥ a la identidad de S. Ademés

0(u(g9)) = 0"({1,9},9) = 0(9)0(g)"0(g) = 0(g)

Entonces 6% = 6.

Ahora probemos que 6* es un homomorfismo. Sea (4,g),(B,h) € G, donde A =
{Lgt, oy gm}g = gm y B={1,hy,...;hp,}h = h,,. Por definicién

0"(A,9) = 0(91)0(9)"...0(9m)0(gm)"0(9)
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0*(B, h) = 0(h1)0(hy)*...0(h)0(hn) 0 (h)

Observe que
0(9)0(h1)0(h1)*0(h2)0(h2)"...0(hy, )0 (ha)*

puede ser escrito como 6(g) veces el producto de la forma

0(hp)0(hy)"0(9)0(9)"
donde 1 < p < n. Ahora
0(9)0(h1)0(h1)"0(9)"0(9)
Por Lema 2.5.2 continuando de esta manera obtenemos que
0(g)0(h1)0(hy)*...0(hy)0(hy)*
es igual a

0(gh1)0(gh1)"...0(ghn)0(ghn)*0(g).
Ahora

el cual es igual a 0(g)0(g)*0(gh) por Lema 2.5.2 se sigue que

m n

0"(A, 9)0"(B, h) = (] ] 0(9x)0(g0)" ) (] [ 0(gha)0(ghi)*)0(9)0(g)*6(gh)

k=1 i=1

Pero 0(g)0(g)* se produce como 0(g,,)0(gm)* consecuentemente

m n

0"(A, 9)0" (B, h) = (] | 0(9)0(gx)")(] | 0(ghi)0(ghi)")0(gh)

k=1 i=1
Por otro lado

(A7g)(37 h) = ({17917 "'agmaghh 7ghn}7gh)

Ahora es claro que
0*(A, 9)0* (B, h) = 0"((A, g)(B,h)).

Finalmente probaremos la unicidad. Sea ¢ : GRS cualquier homomorfismo tal que
¢ =10.Sea (A,g9) = {1,91,---,9n}, gn). Por el Lema 2.5.2; tenemos que
(A, 9) = ug)ugr ' g2)--1(9y " 9n)
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Luego
¢(A, 9) = 0(g1)0(97 ' 92)--0(95, " gn);

usando ¢ = . Obtenemos una expresion alternativa para

0(91)0(g1"92).--0(g,, " gn)-

Por Lema 3.2.1 tenemos que

0(91)0(g: " g2) = 0(91)0(g1) ' 0(g2),

Continuando de esta manera, tenemos que

?(A, g) = 0(91)0(91)"---0(9n)0(9n)"0(gn),

lo cual es igual a 0*(A, g)
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Capitulo 4

ACCIONES GLOBALES Y
ACCIONES PARCIALES DE
GRUPOS

4.1. ACCIONES DE GRUPOS

Definicién 4.1.1. Una accion de grupo G en un conjunto X es una funcion ¢ : G X

X — X que cumple:
i) Para todo x € X, ¢(1,x) = .
it) Para todo x € X, g,h € G ¢(gh,z) = ¢(g, ¢(h, )).

La funcién ¢, : X — X definida por ¢4(x) = gz es llamada la trasformaciéon de X

efectuada por g.

Una manera equivalente de expresar que ¢ : G x X — X es una acciéon de grupo

esta indicada por G — Biy(X) tal que g — ¢, es un homomorfismo.

Ejemplo 4.1.1. Cada subgrupo G del grupo simetrico Sym,, actia en {1,2,3,...,n}

via cen =o(n) (o € G).

Ejemplo 4.1.2. Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo K.
Entonces el conjunto GL(V) = {A € Hom(V,V) : det(A) # 0} el cual consiste de
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todos los automorfismos de V, es un grupo llamado grupo lineal general de V.
Cada matriz de un grupo G C GL(V') actia sobre un espacio vectorial V via T ev = Tv,

(T € G) esta es llamada la accion natural de G en V.

Ejemplo 4.1.3. Sea A € GL(V') una matriz invertible. Entonces (Z,+) actia sobre V

via mev = A™vy.

Ejemplo 4.1.4. Sea A € R™" una matriz dada. Entonces (R, +) actia sobre R"™ via

tev = ey,

Ejemplo 4.1.5. Suponga G un grupo que actia en X. Sea Y cualquier conjunto. En-
tonces G actia sobre el conjunto F de todas las funciones f: X — Y via (ge f)(z) =

flg~tz).
Sean g, h € G; f € F.

= o(L, f)(z) = f(lz) = f(z).

4.2. ACCIONES PARCIALES DE GRUPOS

Definicién 4.2.1. Dado un grupo G con identidad 1 y un conjunto X, una accion

parcial de G en X es un par

0 = ({Dt}t€G> {et}teG)>

donde para cada t en G, D, es un subconjunto de X y 0, : Di—1 — D, es una funcion

biyectiva, y ademds, para todo r y s en G tenemos
i) D1 =Xy 61 =1idy, laidentidad en X.
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it) 0.(D,-1 N Dg) = D, N D,s.

i11) 0,(0s(z)) = 0,s(x),x € Dy—1 N Dy-1,-1.

Ejemplo 4.2.1. Si G actia parcialmente en X entonces G actia parcialmente en el
anillo (P(X), A, N).

Sea a = {X,, agtgec una accion parcial de G en X y considere la coleccion o =
{8y, Xy }gea, donde Sy = P(X,),g € G ya' : Sy — S, estd definida por o (A) =
{ay(a)/a € A} para todo g € G y todo A € P(X,).

Es claro que oy, g € G, es una funcion bien definida, y que es una biyeccion.

Ahora, debemos probar que o/ define una accion parcial de G en el anillo P(X).
i) S1=P(X1) =P(X), X1 =X; a,(A) ={ay(a)/a € A}

i) Si A€ ay (XN Xg-1) C Xgn—r para cada a € A. Por tanto, A € P(X(gn)—1) =
Sghy-1 Y se concluye que Oc;fl(Sh N Sg-1) € S(gny—

iii) Para todo A € o, (S,NS,-1), tenemos que (agoa)(A) = {(agoay)(a)/a € A}.
Dado que A € Sgny-1, entonces (o o a)(A) = {agn(a)/a € A} = ag,(A). En

conclusion (o o a;,)(A) = ay,(A) para todo A € o (SN S,).

Finalmente, para todo, A, B € P(Xy-1), tenemos que oy (AN B) = ay(A) Aoy (B) y
a, (AN B) = a,(A) Na,(B), porque cada o, con g € G es una biyeccion. Por lo tanto,
actia parcialmente en el anillo (P(X), A, N).

Ejemplo 4.2.2. Sea § = {B, : Y — Y | By(z) = gx}sec accion de G sobre Y y
X CY, entonces definiendo Dy = X N By(x) y 04: Dyg—1 — Dy por 0,(x) = By(x);
© = ({D:i}iea, {01 }iec) es una accion parcial de G en X.

01(x) = 1oz = x para todo x € Y, por tanto 01 = idx.

i) 0,(D,~1NDy) = 6,(XNB,~1NXNB,) = 0,(XNB,-1NB,) = B.(XNB,-1NB,) =
B,NXNB,=XNB,NXNB,,=D,ND,.

iii) 0,05(x) = 0,.(Bs(x)) = B.(Bs(x)) = Brs(x) = 0,5().
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Ejemplo 4.2.3. Sea h : X — X un homomorfismo, entonces tenemos una accion de
Z en X. Defina Ds=X sis€Z, Ds=0sis¢Z;0,=h"sisc€cZyb,=0sis¢Z.
© = ({Di}tea, {0t }ec) es una accion parcial de R en X.

’L) XOIXy OOZhO:ZdX

it) o Casol:re€Zyséel.
0.(Dys N Dyy) = 0,(XNX) = 0(X) = 6,(X) = h"(X) = X = XNX =
D, N D,,.

o Caso 2:r€Z ys¢Z.
0.(D;' N D) =60,(XNP)=00)=r"0)=0=XN0=D,ND,s.

o Caso 3:r ¢ 7 ysel.
0,(D,-»ND)=60,0NX)=00)=0=0N0=D,ND,,.

o Caso j:r ¢ Z ys¢Z.
0.(D,-1 N Dg)=6,(0Nn0)=6,0)=0=0Nn0= D, N D,,.
iii) o Casol:re€ZyselZ; xelX.
0:(0s(x)) = 0,(h*(x)) = B"(h*(x)) = P (2) = Ops ().
e Caso 2:r€Z ys¢Z. xel.
0:(05(2)) = 0 = brs().
e Caso 3:r¢Z yseZ. xel.
0,(05(x)) = 0 = brs().
o Caso J:r ¢ Zys¢Z. xel. 0.(0s(x))=0=0x).

Ejemplo 4.2.4. Considere la accion parcial de 6 en Zy en el intervalo X = [0, 1] dado
de 01 = idx, 0_1 =idy, donde V = (a,1], a > 0.

Z) elzldx yDlzX

it) o Casol:r=1ys=1.
0.(D,1 N D,) = 0,(X N X) = 0,(X) =idx(X) =X = X N X = D, N D,,.

e Caso 2:r=1ys=—1.
0,(D,-1NDg)=0,(XNV)=0,.(V)=idx(V)=V=XNV=D,ND,s.

e Caso 3:r=—-1ys=1.
0-(D,-1NDg)=60,(VNX)=idy(V)=V=VNV=D,ND,s.
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o Caso 4:r=—-1ys=—1.
0.(D,-1NDg)=0,(VNV)=0V)=idy(V)=V =VNX=D.ND,,.

iti) o Caso l:r=1ys=1. ze€X

0,(0s(x)) = 0 (idx (x)) = idx(z) = 0,5().

e Caso 2:r=1ys=—-1. ze€V.
0,(0s(x)) = idx(z) = idy(z) = 0,s(x).

o Caso 3:r=—1ys=1. ze€V.
0,.(0s(x)) = 0,.(idx(x)) = idy(x) = O,5(x).

e Caso 4:r=—-1ys=—-1. ze€V.
0,.(0s(x)) = 0,.(idy(x)) = idy(x) = idx(x) = O,s.

Proposicion 4.2.1. Sea © = ({D;}ieq, {0t }iec) una accion parcial de G en X. En-
tonces 0,1 = (0,)", para todo g € G.

Demostracion. Usando el item i) de la Definicién 4.2.1 obtenemos
n 0,(0,-1(x)) =0p5-1(x) =01(2x) =2, 2 € Dy Dy = Dy
v 0-1(04(2)) = Op-14(x) =01(x) =2, 2 € Dy-1 N Dy = Dy,
O

Proposicién 4.2.2. Sea G un grupo y X un conjunto. Una funcion 6 : G — I(X)

dada es una accion parcial de G en X si y solo si para todo s,t € G se tiene:
a) 0,0,0;-1 = 040,
b) 01 =idyx

En este caso 0 también satisface 0,-10,0, = 0,104

Demostracién. <) Tome s =t~! en 1 tenemos

Qt—19t9t—1 = 91(9t—1 = (9t—1

Reemplazando 6,0,-10; = 0;. Luego por la unicidad de los inversos en los semigrupos
inversos, se concluye que 0; = 0;-1. Defina D; = ran(6;) por lo que la conclusién ante-

rior nos dice

dom(6;) = ran(0)) = ran(f;-1) = Dy
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Esto es, 0; es una funcion de D;-1 a Dy, segin sea necesario. Ahora para cualquier
s,t € G tenemos
Op-104-1 = 60,-10,10,0,1 = 0,-1,10,0,

En particular, los dominios de esas funciones deben coincidir. Por un lado tenemos
dom(6;-105-1) = 05,(Ds-1 N Dy)

Note que 0,60,-1 es la funcién identidad en Dy por otro lado
dom(0;-14-100,-1) = Ds N Dy

Ahora veamos que 6,.(0s(z)) = 0,5 con © € Dy-1 N Dy-1,-1.

0,05 = 0,0,0,-105 =0,

dom(0,05) = O05-1(D,-1 N Dg) = Dy-1 N Dy-1,-1.

Con respecto a la ultima parte de la afirmacion note que, ya que 0;-104-10, = 0;—1,-10,

y 0 = 6,1, tenemos que
Os-1050; = (0;-105-10,)" = (04-15-105)" = O5—104.

=) La condicién b) de la proposicién se tiene de la definicién de accién parcial; pa-
ra el item a) serd necesario ver que dom(050,0;-1) = dom(0s0;-1) e im(0560,0,-1) =
im(estet—l).

dOm(QStetfl) = Ht(D(St)fl N thl) = 9t<Dt*1 N thlsfl) = Dt N Dsfl.

d0m<959t9t—1) = Qt(ﬁt_l(Ds‘l N Dt) N Dt—l) = Ht(Dt_l N Dt—15—1) = Dt N Ds—l.

im(95t0f1) = Gst(thsq N thl) = -Dst N _Ds.

im(0:0,0; ") = 0s(Dy1 N0y (Dy1 Dy1)) = 0,(Dy1 N Dy) = Dy N Dy

]

Definicién 4.2.2. Sea S un semigrupo inverso. Una accion de S es un conjunto X es
un homomorfismo 7 : S — I(X).
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Teorema 4.2.1. Para cada grupo G y cualquier conjunto X, existe una correspondencia

entre
i) Acciones parciales de G en X, y
it) Acciones de S(G) en X.

Demostracion. i) = ii) Dada © un accién parcial de G en X tenemos por la proposicién
4.2.2 que para todo s,t € G se tiene que 0,0,0,-1 = 05,0,-1, 0, = idx y 05-10,0, = 0,10
entonces por la Proposicién 3.1.1 existe un inico homomorfismo 6* : S(G) — I(X), tal
que 6*(t) = 6,.

it) = 1) Ahora, sea m : S(G) — I(X) un homomorfismo, vamos a usar 7 para construir
una accién parcial © de G en X. Para g € G sea 0, = 7[g|, tenemos que

u 91 :71'[1] :ZdX

» Sean s,t € G entonces 0,0,0,-1 = 7[s]n[t|n[t™] = w[st]w[t7] = 050,

Por tanto, por la Proposicién 4.2.2 la familia (6,), ¢ ¢ es una accién parcial de G en X.
]
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