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TITULO: ALGUNOS RESULTADOS DERIVADOS DEL ESTUDIO DE LA SUCESION
DE FIBONACCI MODULO mt
AUTOR: Yzel Wlly Alay Gomez Espindofa

PALABRAS CLAVE: Sucesion de Fibonacci; Digitos Repetidos; Fibonacci ModyISu-

cesiones Periddicas; Sucesion de Residuos.

DESCRIPCION

Una de las sucesiones numéricas mas conocidas e imporentasucesion de Fibonacci, la cual
puede ser construida recursivamente a partir de dos elemimnitiales,Fo = 0, F1 = 1, mediante

la ecuacion de recurrenck, = F_1 + Fn_o para todon > 1. Se puede observar que la sucesiéon de
Fibonacci cumple con fascinantes propiedades, una deesllgsie al considerar la sucesion de sus
residuos médulo un entero positiag estos residuos aparecen de forma periddica.

El documento esta organizado en dos capitulos y seis apéndin el primer capitulo, se presentan
algunos resultados obtenidos del estudio de las sucesienE#onacci y de Lucas, del estudio de
estas sucesiones moduty del estudio de la caracterizacion de un periodo simple sidues en la
sucesion de Fibonacci. También se mencionan algunosaéssltle Residuos Cuadraticos y Simbolo
de Legendre, necesarios para el desarrollo de la lectura.

El segundo capitulo, se exhibe con lujo de detalles la prdelas siguientes resultados: EI mayor
namero de Lucas con mas de dos cifras que es formado por sal@ito es 11; y que el mayor
namero de Fibonacci con mas de dos cifras que es formado lmousaligito es 55. Este capitulo
concluye con el andlisis de los resultados obtenidos canjmtalmente sobre la variacion, en primer
lugar, de los términos iniciales de una sucesion de Fibomgreralizada, y en segundo lugar, de la
base numérica en la que se expresan los nimeros de la sucesion

Tesis.
2FACULTAD DE CIENCIAS, MATEMATICAS.
DIRECTOR Mg. Carlos Arturo Rodriguez Palma.
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TITLE: SOME RESULTS DERIVED FROM THE STUDY OF THE FIBONACCI SE-
QUENCE MODULEm*
AUTHOR: Yzel Wlly Alay Gomez Espindola

KEY WORDS: Fibonacci Sequence; Repeated digits; Fibonacci Modyl@eriodic Se-

guences; Sequence of residues.

DESCRIPTION

One of the most famous and important numerical sequenche Bibonacci sequence, which can be
constructed recursively from two initial elemeni, = 0, F1 = 1, through the equation recurrence
Fn = Fho1+Fn_2 for all n > 1. It can be seen that the Fibonacci sequence meets fasgipatiperties,
one of which is that when considering the succession of sislses modulo a positive integer, these
residues appear periodically.

The document is organized into two chapters and six appesdio the first chapter, are presented
some results obtained from the study of sequences of Fibbaad Lucas, the study of these se-
quences modulusy, the study of the characterization of a single period ofdwss in the Fibonacci
sequence. Also are mentioned some results of Quadratidé®eand Legendre symbol, necessary for
the development of reading.

The second chapter, is exhibited in great detail the prodfi@following results: The largest number
of Lucas with more than two figures is formed by only one digili; and that the largest Fibonacci
number with more than two figures is formed by only one dig3s This chapter concludes with an
analysis of the computational results obtained on the tani@f two aspects; First, the initial terms of
a generalized Fibonacci sequence, and secondly, the reahbsase in which the sequence numbers
are expressed.

Thesis.
2FACULTY OF SCIENCES, MATHEMATICS.
DIRECTOR Mg. Carlos Arturo Rodriguez Palma.
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Introduccion

Mientras el municipio de Pisa, Italia se adentraba en ahdltiercio del siglo XllI, sé6lo
tres afos antes del inicio de la obra de una de las torres npasapes de Europa, nacié un
personaje que traeria a este municipio de la regién de lamasain mas orgullo, me refiero
a Leonardo de Pisa, mas conocido como Fibonacci quien hdotgriiene gran reconoci-
miento no soélo en la atmosfera matematica sino también erteglla biologia, etc. Se le
conoce principalmente por la invencion de la sucesion g lbu nombre, surgida como

consecuencia del estudio del crecimiento de las poblasidaeonejos.

El nombre por el que es reconocido se lo debe a su padre Gugliglien fuera apodado
Bonacci (simple o bien intencionado). Leonardo recibidpdsmente el apodo de Fibonacci
(por filius Bonacci, hijo de Bonacci). Guglielmo dirigia ungsto de comercio en Bugia en el
norte de Africa (hoy Bejaia, Argelia), y de joven Leonardajeialli para ayudarlo. Afortuna-
damente su formacién matematica tuvo gran influencia des idesulmanas y aprendio asi
el sistema de numeraciéon indoarabiga. Estuvo estudiandmatematicos arabes destacados
de la época hasta principios del siglo XIll, poco despuésigaria su libro Liber abaci (Li-
bro del 4baco), el cual no tardb mucho en volverse populasuspaginas describe el cero,
el sistema posicional, la descomposicion en factores itos criterios de divisibilidad, y
muestra las ventajas del nuevo sistema de numeracion rghlilcaa la contabilidad comer-
cial, conversion de pesos y medidas, calculo, interesesyicale moneda, y otras numerosas
aplicaciones. El libro fue recibido con entusiasmo en leoRarilustrada y tuvo un impacto

profundo en el pensamiento matematico europeo.



Tal como lo hubiese hecho un francés del siglo anterior audeasimiento, Leonardo

escribié en el margen de su libro Liber Abaci la secuencialoheanos
1;1;2;3,5; 8; 13; 21, 34; 55; 89....
junto al conocido “problema de los conejos”, que en lengaejeal seria:

“Una pareja de conejos tarda un mes en alcanzar la edad fé@tpartir de ese momento
cada vez engendra una pareja de conejos, que a su vez, trésies engendraran cada
mes una pareja de conejos. ¢ Cuantos conejos habra al cabo detarminado niumero de

meses?”

El conocimiento de esta sencilla y hermosa sucesion harankpel trabajo de personas
en diversas areas, uno de ellos fue el matematico francésdisaEdouard Anatole Lucas
quien generaliz6 las sucesiones gue se regian por la migmaiéa de recurrencia que la
sucesion de Fibonacci variando los valores iniciales, la seacilla de estas sucesiones es la

llamada sucesion de Lucas que toma 2 y 1 como valores irgciale

Estas dos sucesiones guardan una relacion mas fuerte de &sgerceptible a simple
vista, de ellas se han desentrafiado numerosas e intesepampéedades, algunas de estas
se mostraran en este trabajo. Una caracteristica intéeedarlos nimeros en la sucesion
de Fibonacci y en la de Lucas, es que si calculamos los resifi@stos numeros médulo
un enterom se aprecia que estos residuos aparecen con regularidastnu ¢iclica. Esta
caracteristica sera estudiada y se estableceran siragiudiferencias del comportamiento
de la dos sucesiones vistas moduldEsta caracteristica nos sera de gran utilidad para probar

lo siguiente:

1. En la sucesion de Fibonacci el unico elemento con mas de tirea gue es formado

solo por un digito es | = 55.

2. En la sucesion de Lucas el Unico elemento con mas de unagaifeages formado solo

por un digitoes k=11
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Es natural cuestionarnos si estos resultados son prodeitaeelinion de condiciones ideales,
0 si por otro lado al variar la naturaleza en la que viven lasends de estas sucesiones se
pueden obtener resultados anélogos. Estudiaremos lzidaride dos aspectos: en primer
lugar variaremos los términos iniciales; en segundo lugaiakemos la base numérita
en que estas expresados los nUmeros, mas precisamenteéenesaremos por responder la
pregunta; ¢ Existen numeros de Fibonacci y Lucas que alsaqboe en un sistema numérico

en basé estén formados por solo un digito?
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Sucesion de Fibonacciy de Lucas

Inicialmente vamos a deducir expresiones explicitas maralmeros en la sucesion de Fi-

bonacciy de Lucas, partiendo de la ecuacion de recurrean@caa para cada una de ellas.

Una ecuacion de recurrencia es una expresion que perméardear los elementos de una
sucesion, si se conoce:
i) El dominio de validez de la ecuacion en términos de la deia

i) Un conjunto suficiente de valores particulares de la sidce

Definicion 1. Se dice que una sucesiép satisface una ecuacién de recurrencia lineal ho-

mogénea de orden Kk si
Uy = &qUn_1 + &Un_2 + ... + Uk, CON N> K

para ciertas constantes gy, ..., ax Y un conjunto de k valores iniciales (usualmente cono-

cidos) Y1, Un 2, ..., Uy k.

Resolviendo algunos problemas de conteo, encontramosg/gseluciones de los casos par-
ticulares forman sucesiones que siguen alguna ecuaci@cdeencia, ilustramos esto en el

siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1. Consideremos el problema de determinar el nUmegrae todas las cadenas de

0's y1's de longitud n de tal forma que no haya dos ceros seguidos.

Sin= 3tenemos que las cadenas de longiBuglie podemos construir sin dos ceros seguidos

son
111 110 101 011 010

Luego s = 5. Ahora, para obtener una ecuacion de recurrencia payalsservemos que:

» Si agregamos uf al final de las cadenas de longitud+1 sin dos ceros seguidos, obtene-
mos las cadenas de longitud n que terminarien

» Siagregamo40al final de las cadenas de longitud-2 sin dos ceros seguidos, obtenemos

las cadenas de longitud n que terminanGen

De esta forma tenemos que la ecuacion de recurrencia pagata dada por,s= S,_1+ Si_2,
valida para cualquier entero positivo B 2, con valores iniciales;s= 2y s = 3. Asi,

obtenemos la sucesion
2,3,5,8,13 21 ...

La sucesiors, y la sucesion de Fibonacci tienen la misma ecuacion de eswia, de hecho

producen la misma sucesion si no consideramos los primenoeatos.

Definicion 2. La sucesion de Fibonacci sigue la ecuacion de recurrenaedi homogénea

de orden?

Fn=Fn1+Fn2
donde n es un natural tal quexn2, Fo =0y F; = 1.

Definicion 3. La sucesion de Lucas sigue la ecuacion de recurrencia liheadlogénea de

orden2

I-n = I-n—l + I-n—2

donde n es un natural tal quexn2, Lo =2y L =1

13



Determinar una expresion que permitiera calcular en unideahfija de pasos cualquier
namero de Fibonacci, fue un problema que ocupé a algunosmatites de los siglos XVIII
y XIX. El descubrimiento de una expresion con estas catiatiteas se le atribuye a Jacques
P. M. Binet, aunque poco mas de 100 afios antes Abraham DeMaiontro esta misma

expresion. La siguiente es la expresion en cuestion

)

Dada la importancia que tomé la sucesion de Lucas, no esiextpae haya surgido una

formula tipo Binet para los nimeros de la sucesion de Lucas.
L (L VB) (1= EY
L2 2 )7

Existen diversas relaciones entre la sucesion de Fibogdaale Lucas, algunas de ellas se

hacen evidentes en las siguientes identidades. Algunastae@uebas estan disponibles en
[4]y [2].

Identidad 1. Sean K la sucesion de Fibonacci y,lla sucesion de Lucas. Se cumplen las

siguientes identidades:

a) Foun = FooaFn + FoFoss.

b) Fn | Fnn paratoda pareja de enteros,m.
c) Fo, = FyL,paran> 0.

d) Loy = L2+ 2(-1)"! paran> 0.

e) L2-5F2=4(-1)"paranx 0.
f) FneiFno1 — F% = (_1)n.

g) Fny Fne1 SON primos relativos.

14



Demostracién.Seam y menteros positivos.

a) Fijemosmy hagamos induccion sobre Veamos que la propiedad se cumple paral

y 2.

Frml = I:m—l : Fl + I:m‘ I:2 = I:m—l + Fm,

Fve = Fni-Fo+Fn-Fa=Fna+Fn+Fn=Fna+Fn

Supongamos ahora que la propiedad se cumple patal, 2,...,k y veamos que se

cumple paran = k+ 1. En efecto

Frek + Fme-1)

Feern)
= [Fma1-Fx+ Fm-Fiea] + [Fme1 - Fer + Fo - Fid
= Fma[Fx + Fica] + Fu[Fe + Fiaal

= Fm1-Fia+ Fn- Frea

b) Fijemosmy hagamos induccion sobre Paran = 1 tenemos qué&,, | F. Supongamos

que la propiedad se cumple para k es decirF, | Fxm Y Veamos que

I:(k+1)~m = ka+m = ka—l : I:m + ka’ Frml
lo cual implica queFm | Fgs1ym.
c) Probemos primero qug, = F,_1 + Fn,1, para todm positivo. Cuanda = 1 se cumple

quel; = 1 = Fo + F,. Ahora supongamos que el resultado se cumplepard, ..., k,

en particular se cumple que

Li-1 Fr2 + Fi,

Lk Fro1 + Fiea

Sumando estas expresiones obtenemos= Fy + Fy,».

15



Probemos ahora qu&, = F,L,. Usando el literah escribimos,, = F,n = Fnor - Fn +

FnFrH_l = Fn * (Fn_l + Fn+1). Sabemos quEn = Fn_l + Fn+1, por |O tantOFZn = Fn ° Ln.

+ 5 1- 5

1 1
d) Searr = ys=———— entonces, = —(r"-s")y L, =r"+ 5" En conse-

2 2 NG

cuencia

1 1
F2 = g(rn -9 = g(r2n + - 2r"S")
L2 = r?+ "+ 2r"g"

AsiL2 —5F2 =12 + "+ 2r"s" — (r™" + 2" — 2r"s") = 4(r - )" = 4(-1)".
+ 5 1- 5

1
e) Searr = > ys= > entonced, = r" + s". Veamos que

L2n Lﬁ - 2(_ 1)n

N4 = 42" N - 2(-1)"
Ny = 429"+ " - 2(-1)
"+ = 421"+ " - 2(-1)
46" = 4

I:n+1|:n—1 - Fr21 (Fn—l + I:n)Fn—l - Fr21

= F2,+Fn(Fo1—-Fy)
= Fr21_1 - I:nFn—Z

= _(FnFn—Z - Fr21—1)'

Siguiendo el mismo procedimiento céFn_, — F2 |, Fn_1Fn3 — F2 ,, sucesivamente

obtenemos
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(—1Y(Fn1Fns — F2,)
(_1)3(Fn—2 I:n—4 - Fﬁ_g)

~(FaFn2—Foy)

(-1)"(F1F-1 - F)
(-1)"

g) Supongamos que = gcdF,, F_1). Entonced divide a cualquier combinacion lineal
entreF, y F,_1, en particulad divide a la diferencid&,,; — F, = F,_1. De igual manera,
d divide aF, — F_1 = F,_5, seguimos asi sucesivamente hasta obtenedali¢ide a

F,=1yaF; = 1. Porlo tanto, necesariamernte- 1.

1.2. Sucesiones de Fibonacci méduh

La majestuosa sucesion de Fibonacci entré a circular enmilonnatematico en el siglo
XIl. Siglos antes, en el mundo oriental se abrieron los &$opara ver el surgimiento de
las ideas que tomaron forma y hoy conocemos como congrigenmmadulares. No es para
nada descabellado que alguien hubiese querido estudiamestsion aplicando congruencias
modulares. El uso conjunto de estas ideas amplio el estwditiatha sucesion y permitid
afrontar problemas desde otra perspectiva.

Al modular los términos de la sucesion de Fibonacci méduleniaro positivan, obtenemos
una sucesion de residuos. Nos referiremos a esta sucasiplesiente como la sucesion de
residuos de Fibonacci moduio. [4] y [2] son buenas referencias para seguir la teoria que
desarrollaremos en esta seccion.

En esta seccién denotaremos al residué gmodulom porr,,.

17



Teorema 1. La sucesion de residuos de la sucesion de Fibonacci vistallmdd sigue la

misma ecuacion de recurrencia que la sucesién de Fibonacci.
Demostracién.Segun la notacion tenemos

Froi=rp1 (m(')d m),
Frno =rpo (m(')d m),
Fn=Fno+Fr1=rno+r1 (m(’)d m),

rh = o+ -1 (Mo6d m).

Corolario 1. SiF, =0 (médm), siy solo si k.1 = Fny1 (mbd m).

Demostraciéon.Sabemos qué,_; + F, = F;1, de ahi qud-,_; + F, = F;1 (mdd m). Por
hipétesisF, = 0 (mbddm), se sigue qué,_; = F,,1 (mbd m). Reciprocamente, sabemos

quan = Fn+1 - Fn_l, de ahl’Fn = Fn+1 - Fn_l (m,Od m)

0 (mbédm), pues por hipotesis

Fn_l = Fn+1 (méd m). D
Teorema 2. Dado un entero m, existe n cdrg n < n?, tal que F, es divisible por m.

Demostracion.Consideremos la sucesion de residuos de la sucesion deaEtyomdédulam,

y formemos parejas con estos residuos de la siguiente forma

(rl’ rZ)’ (rz’ r3)’ (r3’ r4)’ ey (rk’ rk+1)’ ..

Cada pareja puede ser de una deraparejas distintas posibles, entonces si tomamtasl
parejas de residuos al menos deben existir dos parejagsyues decir en algan instante
encontramos una pareja que se repite. Por el teorema aygermncluye que la sucesion de
Fibonacci es periodica vista modulo un entero positivo

Supongamos que la primera pareja que se repitesgs.(), cons € Z* y supongamos que
s> 1. Entonces existe una pareja tal quer,1) = (I, 1), cons < t < n? + 1. Usando el

teorema anterior podemos afirmar que

(rs1,1s) = (-1, 1y)

18



Esto implica que la parejad i, rs) se repite antes que la pareja, (s;1), 0 cual es contra-
dictorio y por lo tanto se concluye q@e= 1. De ahi que la primera pareja de residuos que se
repite es (11), entonces existe € Z* tal que (11) = (rn1, Mns2) Y pOr el corolario anterior

tenemos qué&, = 0 (médm). ]

Observacion: En la prueba del teorema anterior se muestra qué aparece en la suce-
sion de residuos, ademas la sucesion de residuos es pexigidiea modulo m, entonces@|
aparece infinitas veces en la sucesion de residuos. Esticarplie cada entero positivo m

divide a infinitos nimeros de Fibonacci.

Observacion: Se prueba usando un razonamiento analogo al usado en la ardelteo-
rema anterior, que es periodica la sucesiéon de residuos modudude cualquier sucesion de
nameros enteros que siga la misma ecuacién de recurren@dagsucesion de Fibonacci.

Resulta ahora conveniente caracterizar la aparicion ds estiduos en uno de estos ciclos.

Definicion 4. Rango de Aparicion
Sea m> 1. Al menor indice i tal que F= 0 (mddm), se le llama el rango de aparicion de

my lo denotamos por(m).
Ejemplo 2.
a) r(2) = 3, pues k = 2 es el menor numero de Fibonacci que es divisiblezor

b) r(13)= 7, ya que F = 13es el menor nimero de Fibonacci que es divisibleX®r

Definicion 5. El periodo de repeticion de la sucesion de Fibonacci modnlentero positivo

m, es el menor entero positivnh) tal que
Fim =0 (Mmodm) y Fim.1 =1 (modm)
Directamente de esta definicion se sigue que para cuakjai&¥
Fk=0 (mddn)y Fy,1 =1 (médn) < 1 (n) | k

19



Observacion: Por definicion m| F,,) y de la identidad 1-b R | Frr@m con ke Z7,
entonces n Fy.m). Luego resulta evidente que los indices para los cuales B (modm)
forman una progresion aritmética. Ademas se puede notat (ae=r (m) - t, esto es (M)

es multiplo de {m).
Teorema 3. Sea p un primo. Entonces| [, si y solo si p) | n.

Demostracién.Supongamos primero quoe F,y quer(p) 1 n, por el algoritmo de la division

existen enteroay b tales que
n=r(p)-a+b, con O<b<r(p)

Usando la identidad 1-a escribantas= F(.a+b = Fr(p-a-1Fb + Fr(p-aFor1. COmop | Fry

P | Fr(pya €NtONCEP | Fr().a-1Fp. De la identidad 1-gF(p).a-1 Y Fr(p-a SON primos relativos,
entoncey | Fy, perob < r(p) lo cual es contradictorio, pue$p) es el menor indice de un
namero de Fibonacci que tiengpa&omo factor.

Supongamos ahora quép) | n, entonces existe € Z tal quen = r(p) - t, por definicion

tenemos que | F,(y, y usando la identidad 1-b, obtenemos queF, () | Fr(pt=Fn. O

Observemos que en la demostracion del teorema anteriog, ugasel hecho quees primo,
por tanto esta demostracion también es vélida usando uroentalquiera en lugar de un

primo, obteniendo el siguiente resultado.

Corolario 2. Sean n, m enteros. Entonceg Ry, si y solo si {m) | n.

1.3. Sucesiones de Lucas mdéduin

La sucesion de Lucas en varios sentidos es muy similar a ¢és&ucde Fibonacci, siguen la
misma ecuacion de recurrencia, existe una expresion eequella determina, dicha expre-
sion involucra la seccidn aurea, etc. Sin embargo, estasdmars no son gemelas idénticas.
Veremos que la sucesién de Lucas vista modulo un enterajmosino se cumplen algunas

de las propiedades que se cumplen en la de Fibonacci.

20



Al modular los términos de la sucesion de Lucas médulo unremtesitivom, obtenemos
una sucesion de residuos. Nos referiremos a esta sucasiplesiente como la sucesion de

residuos de Lucas modui.

Proposicion 1. La sucesion de residuos de Lucas modulo m sigue la mismaiéoude

recurrencia que la sucesion de Lucas.
Demostracién.Denotemos al residuo dg médulom porr,. Entonces

L1 =rpr (Mod m),
Ln_2 =Inho (m,Od m),
Ln = Ln_2 + Ln_l = rn_2 + rn_l (m()d m),

rn =2+ o1 (M6dm).

Corolario 3. Si L, =0 (mbdm), entonces k.1 = L1 (Mdd m).

Demostracién.Sabemos qué,_; + L, = L1, de ahi qud.,_; + L, = Lp,1 (Mdd M). Por
hipétesisL,, = 0 (mbdm), se sigue qué,_; = L,.1 (mbdm).Reciprocamente, sabemos
quel, = Ly1 — L1, de ahiL, = L1 — Lpog (Médm) = 0 (mdédm), pues por hipétesis

Ln_l = Ln+l (méd m). D
Teorema 4. La sucesion de Lucas es periddica vista modulo un enterdiyposn.

Demostracidon.La sucesion de Lucas es periodica vista moédulo un enterdiymosn por
observacion de la seccidn anterior y la primer pareja deluesi que se repite es; (r»),

dondeL; = r; (mbd m). O

Observacion: No es posible probar en la sucesion de Lucas que todo entervided

algun numero de Lucas, pues no hay garantia guem; = 0. Vemos que si & 2 entonces
r, = 1y en este caso hay ceros en la sucesion de Lucas m@@Bm embargo existen
enteros positivos m para los cuales no existe un numero dasLaguee sea divisible por m,

con el siguiente ejemplo ilustraremos esto.
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Ejemplo 3. Sea m= 8, y veamos los primeros numeros de Lucas mééulo
2,1,3,4,7,3,25,74,3,2,1, 3, ...

Observe que la sucesion daresiduos en negrita, vuelve a aparecer. Entre ekdesiduos
no aparece el cer@y por lo tanto no aparecera en ningiin momento, es decir ndeexis

namero de Lucas que sea divisible @or

Dado que no siempre existe algun nimero de Lucas que se#blkdi\asr un enteran, nos
vemos forzados a hacer algunas consideraciones adiciqraake definir el rango de aparicion
de un entero positivo como factor de un numero de Lucas.

Seam > 1 y considere el conjunt®® := {r' € Z : L, = 0 (mbdm)}, siR # ¢ por el
principio del buen orden tenemos gegosee minimo, este valor sera el rango de aparicion

demy lo notaremos’(m).

Definicion 6. Rango de Aparicion

Sea m> 1. Considere el conjunto R={r' € Z : L,, = 0 (mdd m)}:
a) SiR# ¢, el rango de aparicién de m e§m) = min(R).

b) Si R= ¢, decimos que el rango de aparicioffm) no existe.

Ejemplo 4.

a) r’(5) no existe pues ningun numero de Lucas es multipls, ddservando el apéndice E

notamos que ninguno de los residuo®es

b) r'(14) = 12, pues L, = 322es el menor numero de Lucas que es divisiblé4n

Definicion 7. El periodo de repeticion de la sucesion de Lucas modulo wr@pbsitivo m,

es el menor entero positivo(m) tal que
Lim =2 (MOdm) y Lymy+1 = 1 (Mod m)
De esta definicion se sigue que para cualgkieZ
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Lk=2 (modm)y L,s =1 (mbédm) < I’ (m) | k

Observacion: En la sucesion de Lucas se puede verificar computacionaémeata ciertos
valores de m, que cuand¢§(m) existe, 1(m) = r’ (m) - o’ (M), dondea’ (M) es el orden del
residuo médulo m de,lyy.1. Sin embargo no se encontraron pista que ayuden a encontrar
una forma caracterizar &(m) para los valores de m dondgm) no existe.

Las siguientes conjeturas se pueden verificar computdmenge, sin embargo las pruebas
que se desarrollan para la sucesion de Fibonacci no puedeplsmdas a la sucesion de
Lucas, dado que las identidades usadas no tienen un ana@gella. Para nuestros intereses,
bastara con la verificacidn computacional de estos resd{aara casos especiales, con ayuda

de los datos consignados en los apéndices.
Conjetura 1. Sea p un primo. Entonces,| b, Siy solo si f(p) existe y f(p) | m.

Conjetura 2. Sea n un entero.Entonces|, by, si y solo si f(p) existe y f(n) | m.

1.4. Caracterizacion de un periodo simple d&, modulom

En la seccién 1.2 probamos que el periodo de repeticion deesdduos médulon de la
sucesion de Fibonacci, es multiplo del rango, es ddon) = r(m) - t. En este capitulo
caracterizaremos completamente), es decir caracterizaremos el factor aun desconocido
t der (m). Los resultados que mostraremos en este capitulo fuerseriezlos por Marc

Renault en el afio,296 en [4].
Teorema 5.r (m) | r (m- n), para todo par de enteros positivos my n.

Demostracion.Dado quem- n | Fymn, de ahi quen | F, . Luego, del corolario 2;,(m) |

r(m- n). |
Observacion: Seamun entero positivo, entonces:

a) Alresiduo deFy).1 médulomlo denotaremos pas(m).
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b) Al orden des(m) médulomlo denotaremos par (m); es decirs(m)®™ = 1 (médm) y

sit < a (M) entonces(m)' 1 (modm).
Ejemplo 5.

Sea m= 13, sabemos que(d3) = 7, luego Fuy.1 = Fg = 21 = 8 (mod 13) de ahi que
s(13) = 8. Como g13)* = 8* = 1 (méd 13)y se verifica que para & 4 se cumple que
s(13)' £ 1 (mod 13) entonces(13) = 4.

Teorema 6.1 (m) = r (M) - « (M), para todo entero positivo m.
Demostracién.Un periodo simple d&,, médulom, se puede escribir asi
011... 5055 .. %505 ... 3035 ...... 01

Dividamos ahora este periodo en cadenas asi,

011...5 055 ... 0,5 ... 53 0353...... 01,
Ao Ay Az
de tal forma que cada; tiener(m) términos, en los cuales aparece un solo cero.

Observando detenidamente se nota sjue sS(m) y que cada caden® es multiplo deA,, es
decirA = k - Ay (mdd m), donde cad; € Z.

Mas precisamente,

A = 5,A; (Modm)
A = SA; (modm)
As = SA; (Modm)

Ac1 = S1Ao (Mod m)
A= sA (Mod m)

Como el dltimo término er\ essq,1 Y el Ultimo enAq ess;, tenemos que:
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S = S-1- S (Mod m)
&= Sz S (modm)
S = Sc3- S (modm)
S = Scs- 8] (Modm)

S = s (mod m)
Comoa(m) es el orden deg,, entonces el periodo simple puede ser reescrito asi:
011... 5085 ... 209 ... 0S¥ ... .. g™t og™t 01

Lo cual relaciona directamentexdm) con el nimero de ceros en un periodo simple y por lo

tanto sigue qué(m) = r (M) - & (M). O

En el siguiente teorema se muestra una forma de calculariedpeen términos del rango
r(m), del orden des(m) y del orden de-1 modulom que lo notaremos poy(m), esto se

muestra a continuacion.
Teorema 7.1 (m) = gcd(2, & (M)) - lcm(r (M), y(m)), dondey(2) =1 y y(m) = 2 param> 2.
Demostraciéon.De la identidad 1-f tenemos que

I:I’z(m) - Fl'(m)+1Fr(m)_1 = (_1)r(m)+1

Dado queF m =0 (moédm) y Frmy+1 = Frm-1 (Mbd m), se sigue que

—Flmer = (1™ (modm).
Esto es,
(s(m))? = (-=1)Y™ (mod m).

De ahi ques(m)? y (=1)'™ tienen el mismo orden moduto. Mas precisamente

ey "
Ol = ez, afm) ~ gedr(m. ymy ~ O o)
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de donde

r(m) - y(m)
ged(r(m), y(m))’

I(m) = ged2, a(m)) - lem(r (m), y(m)).

I(m) = r(m) - a(m) = ged2, a(m)) -

O

En la exploracibn computacional pueden apreciarse algiagpdaridades con respecto al
periodo, a continuacién presentaremos dos corolarios@giparmiten estudiar formalmente

la paridad del periodo y los posibles valores que toma ehodés(m).
Corolario 4. |1 (m) es par, para cada n» 2.

Demostracion.Sil(m) es impar entoncdsm[r(m), y(m)] y gcd(2, a(m)) deben ser impares.
En particularfcm[r(m), y(m)] es impar s6lo cuandm = 2 y para todan > 2 tenemos que

v(m) = 2, de ahi quécm[r(m), y(m)] es par y en consecuendian) es par. |
Corolario5. a(m =16264
Demostracién.Del Teorema tenemos que

I(m) = gcd(2, a(m)) - lem[r(m), y(m)]

=(162)-[r(m) 6 2r(m)]

=r(m) 6 2r(m) 6 4r(m).

En virtud del teorema 6 se concluye gu@n) =1 6 2 0 4 para todan e N. |

1.5. Residuos cuadraticos y Simbolo de Legendre

En el estudio de congruencias modulares surge el probletneahde encontrar un valor
apropiadox que satisfaga la congruenciae a (mod n). Pero el estudio de estas ecuaciones

no se quedo ahi, tal como se desarrolla el estudio de ecesaisnales se pensé en modificar
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la naturaleza de la ecuacion. Surge entonces el estudiaideienes cuadraticas y por tanto
de residuos cuadraticos. Presentaremos un breve recpoidos conceptos basicos y los

que consideramos necesarios para el desarrollo de ide&sagitelo posterior.

Definicion 8. Sean p un primo impar y a un entero tal que ¢gg) = 1. Si la congruencia

cuadratica
x? = a (mod p)

tiene solucion, decimos que a es un residuo cuadratico deepndXener solucién decimos

que a no es un residuo cuadratico de p.

Leonard Euler di6 una caracterizacion para los residuadrétiaos en términos de congruen-

cias, esta caracterizacion se conoce cont@riedrio de Euler

Teorema 8. (Criterio de Euler)
Sea p un primo impary a un entero tal que ¢g) = 1. Entonces a es un residuo cuadratico

de psiysoélosi&?Y? =1 (modp).

Corolario 6. Sean p un primo impar y a un entero tal que ¢gag) = 1. Entonces, a es un
residuo cuadratico de p siy sélo sPa’? = 1 (mod p) y no es un residuo cuadréatico siy

solo sid” V2 = —1 (mod p).

Definicion 9. Sean p un primo impar y a un entero tal que ¢gg) = 1. Entonces el simbolo

de Legendre denotado paip), se define como

(alp) 1, si a es un residuo cuadratico de p
ap) =
-1, sianoesunresiduo cuadratico de p

Teorema 9.Sea p un primo impar y sean a, b primos relativos. El simboloegendre tiene

las siguientes propiedades.
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a) Sia=b (mod p), entoncesalp) = (bip).
b) (@%p) = 1.

c) (alp) = a2 (mod p).

d) (abip) = (alp)(bIp).

e) (1p) = 1y (-1]p) = (-1)P-V2,

Corolario 7. Si p es un primo impar, entonces

1, si p=1 (mbd 4)
(-1p) = , .
-1, si p=3 (mod 4)

Teorema 10.Si p es un primo impar entonces

p-1
(@p) =0,

a=1

por tanto hay‘%1 residuos cuadraticos 9;—1 no residuos cuadraticos.

Lema 1. Si p es un primo impar y a un entero impar, con @g) = 1 entonces

(alp) = (-1 T

Teorema 11.(Ley de Reciprocidad cuadratica de Gauss)

Si py g son primos impares distintos entonces

(plg)(alp) = (—1)(P-Dr2x(@-1r2)

Usando este teorema y las propiedades del simbolo de Legsadgrueban los siguientes

resultados.
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Corolario 8. Sean py g primos impares y distintos. Entonces

1, si p=107 (mod 8)
(2p) = , .
-1, si p=305 (mbod 8)

(@p) (plg), si p=1 (mdd4)o g=1 (mod 4)
ap) = _ )
-(pla). si p=q=3 (mod 4)
Los siguientes resultados aparecen como ejercicios pstgmrien 1 en la pagina 190 y 209

respectivamente.

Proposicion 2. Sea p un primo impary g¢d, p) = gcd(b, p) = 1. Entonces de las siguientes

tres congruencias
x*=a (modp), x>=b (mddp), x°>=ab (modp)
todas tienen solucion 6 exactamente una de ellas admiteiéalu

Proposicion 3. Si p es un primo impar, entonces

20 1, si p=1 (mbd8)o p=3 (mod 8)
— p —
1, si p=5 (mbd8)o p=7 (mod 8)
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Capitulo 2

NUmeros de Fibonacci y Lucas formados

con solo un digito

En al afio 2000 Florian Luca publicé un articulo ([3]) en ellguaieba que el mayor
ndamero con mas de una cifra en la sucesion de Fibonacci farie@u solo un digito es el
55; y que el mayor nimero con mas de una cifra en la sucesionacbslformado con solo
un digito es el 11. En este capitulo reescribiremos las paugb estos resultados con lujo de

detalles, usando los conceptos tedéricos del capituloianter

Una prueba del resultado para la sucesion de Fibonacci folkicada en 2012 usando
Formas lineales en logaritmogn esta prueba se obtienen cotas superiores para los nume-
ros que estan formados por solo un digito, luego se encmectraputacionalmente estos

numeros, obteniendo asi el resultado.

2.1. NuUmeros con solo un digito en la sucesion de Fibonacci

El resultado probado por F. Luca sobre los numeros de Filosof@mados por un solo

digito se presenta a continuacion.

30



Teorema 12.Si

para algun0 < a< 9, entonces 0,1, 2, 3,4,5,6, 10.

Demostracion.En el apéndicé se verifica que los valores= 0,1, 2,3,4,5,6,10 son los

unicos enteros & n < 20 tal que

paraalgdrm>1yl<acx<?9.
Algunos valores dé&(m) seran usados, estos pueden ser verificados en el apé&hgites

elementos que estan en un periodo simple maapaeden ser verificados en el apéndice

Vamos a proceder por reduccion al absurdo para probar dtagsuEn adelante supondre-
mos quen > 21, en particulalF,, > Fy; = 10946 > 10% luegom > 5. Consideraremos
primero el casa = 5 en el cual obtendremos una condicién importante parko cual

facilitara sustancialmente el analisis de algunos casos.
Casoa=5

En este caso
10"-1

Fr=5-—%

Como 16 = 0 (mod 16) ym > 5 entonces

10" = 0 (mod 16)
10"—1= -1 (mod 16)

El inverso multiplicativo de 9 médulo 16 es 9, asi

91(10" - 1) = 9°1(~1) (mod 16)

10“9‘ 1_ 9 (mod 16)
10“9‘ 1 _ 7 (mod 16)
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10"-1

S5 9

= 3 (mod 16)

Esto esF, =3 (mbd 16).

Sabemos qué(16) = 24, y que entre esos 24 residuos el 3 aparece solo una vez. Como
F4 = 3entonces =4 (mod 24), esto es = 4+ 24t, de donde 4 n. Por otro lado, usando el
Corolario 2 podemos decir qug B pues 5 F,, asi 20 n. Ahoracomd (11) = 10yFy =0
entonced-, = 0 (mobd 11). Es decir

10M-1

11|F,=5-
| Fn 9

Dado que 11y 5 son primos relativos se sigue i%%l y usando el criterio de divisibilidad

por 11 concluimos que debe ser par.

Por otro ladd (3) = 8, se puede ver que entre esos ocho residuos modulo 3 solomlos s
multiplo de 3, de hecho en los primeros numeros de la sucssioe qud-g = 0y F4 = 3.

Se concluye que $i= 4k conk entero entonce; = 0 (mbd 3). Asi
F,=0 (mbd 3).

Se sigue que B1%=1, y usando el criterio de divisibilidad por 3 obtenemos gues mdiltiplo

de 3, ademas es par, por lo tanto es multiplo de 6. Ahora,=sbr conr entero y dado que

106 = 1 (mod 7),

entonces
100 = 1 (mod 7),
10" = 1 (méd 7),
10"-1=0 (mod 7).

Por otro lado el inverso multiplicativo de 9 médulo 7 es 4, asi
10"-1
9

=0 (mod 7)
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Esto es 7 F,. Por otro ladd(7) = 16 y en esos 16 residuos el cero aparece cada 8 términos,
luego podemos afirmar ahora quer8 Ahoran = 8t; y n = 24t —4 cont,, t enteros positivos,

igualando tenemos

24t—4: 8t1,
Gt— 1: 2t1

Observemos que la parte izquierda es un nimero impar y latteess un nimero par, esto
es imposible y por tanta # 5.
Ahora sabemos que # 5 y supongamos qua es par. Entonces 141&9‘1, del Corolario 2

se sigue que(11) = 10| n. Usando la identidad 1-b se verifica quemyg | Fn, asi
on-
5)a- 102

como gcd(5, %) = 1, entonces § a lo cual es imposible pues # 5. De esta forma

concluimos quen debe ser impar, hecho que asumiremos en los demas casosdelda.p
Casoa=1

En este caso tenemos
10m-1
9
Comom > 5, entonces 10— 1 = -1 (mod 16) y dado que el inverso multiplicativo de 9

Fn:

modulo 16 es 9, tenemos:

10"-1
9

=7 (mbd 16)
Sabemos qui(16) = 24 y observando los residuos modulo 16 concluimos mue 10
(mod 24), de ahi que es par, por tanto existen enteiog t tales que:
n=10 (mod 24) yn = 2k
implica
2k — 10 = 24t,

k-5=12,
k=5 (mod 12),
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Ahora de la identidad 1-c,

10"-1

Fac=Fi- b= —5

Usando la identidad 1-e y el hecho de dues impar concluimos que
L2 - 5FZ = —4.
Seap un divisor primo de_, claramentg # 2y p # 5.

—5FZ = -4 (mod p),

de donde,
(5F,)? = 20 (modp)

Por lo tanto la congruencig = 20 (modp) tiene solucion, y dado que la congruencia

x?> = 4 (mod p) tiene solucion, en virtud de la proposicion 2 se deduce guahgruencia

x> = 5 (mod p) tiene solucion. Por otro lado, usando la Ley de Recipratidaadratica

de Gauss encontramos quépis= (p|5). Esto implica que5) = (5|p) = 1. Escribamos
Lk = p1- P2 P3- Pss COMOP €s un primo arbitrario que dividela se sigue queg|5) = 1,

paratodo I<i < s. Por el literald del teorema 9 tenemos que

(Ll5) = (puI5) - (p2I5) - (psI5) - - - (psI5)

de donde,
(L5 =1 (2.1)

Ahora, seg un divisor primo de~, y comoL? — 5F2 = -4, entonces:
L2 = -4 (mod p)

Esto implica que la congruencid = —4 (mod p) tiene solucion, y dado que la congruencia
x?> = 4 (mod p) tiene solucién, de la proposicion 2 la congruendas —1 (mod p) tiene

solucién, de donde-(l|p) = 1, asi del Corolario 7p = 1 (mbéd 4). Escribamos ahora
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S

= ]0) [ 1060 22

i=1 j=1

Parat > 0y s > 0, dondep; y q; son primos distintos de tal forma que = 1 (mod 8)
paratodd = 1,2,...,tyqg; =5 (mod 8) paratodg = 1,2,...,s. Por otro lado sp es un
primo divisor deF,, entonce® | (10™ - 1), de ahi que 0= 1 (mbd p). Comomes impar

podemos reescribir la congruencia asi

10. (lo(m—l)/2)2 =1 (mbdp),
(10- 10m972)° = 10 (modp),

de donde (1) = 1.
Sip=p =1 (mbdd 8), del Corolario 8 sigue que|d = 1. Luego del literat del teorema
9 tenemos que (p;) = 1, asi por la Ley de Reciprocidad Cuadratica de Gapis) & 1.

Sip =q; =5 (mod 8), del Corolario 8 que () = —1. Luego del literall del teorema 9
tenemos que (§;) = -1, asi por la Ley de Reciprocidad Cuadratica de Gam$s) (= —1.

Usando un argumento analogo con las ecuaciones 2.1y 2 12eohs que

(2)-(555)-(2) (8)- (3] -

Por otro lado, como

10" = 0 (méd 5),
10" 1= 4 (mod 5),

el inverso multiplicativo de 9 médulo 5 es 4, asi

_10m-1
9

AhoraF2 =1 (mod 5), de aqui qué(|5) = 1. Esto implica que.;_, 8j es par. Dado que el

Fn =1 (mbd 5)

producto de dos enteros de la format8l es de la misma formay el producto de dos enteros
de laforma &+5 es de laformalB+ 1. Se sigue quEBx = 1 (mod 8). Sabemos quigB) = 12

y recordando quk =5 (mod 12) tenemos que
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Fk=Fs=5 (mod 8)
Lo cual es contradictorio, por lo tanto este caso es impesibl
Casoa =2

En este caso tenemos

10"-1
9

Fo=2-
Como 18 = 0 (mod 16) ym > 5, entonces
10" =0 (mod 16),
10" - 1= -1 (mobd 16)
Dado que el inverso multiplicativo de 9 médulo 16 es precesaa el mismo, tenemos que:

9-1(10" - 1) = 9°1(~1) (méd 16),

10“9‘ 1_ 9 (mod 16),
10“9‘ 1 _7 (med 16),
2. 10“9_ 1o (mdd 16),

Asi
Fn=-2 (mod 16).

Dado quel(16) = 24 y que ninguno de los residuos en el periodo es 14, es deeiisie
0 <k < 23talqueF, = -2 =14 (mbd 16), este caso es imposible.

Casoa=3

En este caso, tenemos

10M-1
9 )

de ahi que 3 F,, y en virtud del Corolario 2(3) = 4 | n. Ahora, como

Fn:3'
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10"-1

g =7 (mod 16),
310“9— 1 g (mod 16)

Entonced, = 5 (mbd 16). Sabemos quEL6) = 24 y verificamos en el apéndi€que el
anico valor den (0 < n < 23) tal queF, =5 (mod 16) y 4 nesn = 8. En general, , = 5
(mbd 16) y 4| n entoncesh = 8 (mbd 24), de donde 8n. ComoF,, | F,n, €n particular

tenemos que:
10"-1

7|Fg=21|Fy=3- )

Ahora 3y 7 son primos relativos entonceg(I0™ — 1), luego por el criterio de divisibilidad

por 7 tenemos que43x1+2x1-1-3x1-2x1+---debe ser multiplo de 7, lo cual

m-sumandos

ocurre solo cuandm es multiplo de 6 y esto no es posible dado ques impar.
Casoa =4

En este caso,

10"-1

Fn:4' 9

De aqui que 4 F,, se sigue que(4) = 6 | n. Esto implica que

10m-1

8=Fo|Fo=4-—5—,

y en consecuencial2%=, lo cual es imposible pue$e= es impar.
Casoa =06

En este caso,

10"-1

Fn:6' 9 ]

Luego 6| F,,, de donde(6) = 12| n. Se tiene entonces que:

10m-1

16 F12|Fn=6-—0—,
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y en consecuencia B3 - 122, Como 3y 8 son primos relativos tenemos que&:-L, en

i 10"-1 H i 0"-1 i
particular 2| == lo cual imposible pueég— es impatr.
Casoa=7

En este caso tenemos

Como 7| F, entonces(7) = 8| n. Por otro lado

10“9‘ 1 _7 (med 16),
710n9‘ 1 (mod 16).

Sabemos quk16) = 24 y dado qué-, = 1 (mod 16) entonces= 1,2 6 23 (mbd 16), esto

contradice el hecho que|&. Por tanto este caso resulta imposible.
Casoa =8

En este caso tenemos

De aqui que § F,, esto implica que(8) = 6 | n. Como 10 = 0 (mod 32) ym > 5, se sigue

que
10" =0 (mod 32),
10" - 1= -1 (mbd 32),
Por otro lado el inverso multiplicativo de 9 médulo 32 es 25, a

910" - 1) = 9°}(-1) (mod 32),

10“9— 1 _ 25 (moad 32),
10“9‘ 17 (mod 32),
g. 101 _,, (mod 32),
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Sabemos qué(32) = 48 y queF, = 24 (mod 32) solo cuando = 18 6 42 (mbd 48).
Supongamos primero qure= 42 (mod 48), entonceas— 42 = 48k conk € Z en los enteros,
esto implica quen = 10+ 16(X + 2), asin = 10 (mod 16). Sabemos qug) = 16, luego
Fn=Fip=-1 (mod 7).

ComoF, = 8-2%=1 = -1 (mod 7) y 7 8 son primos relativos, entonéés! = -1 (mod 7).
Observemos que
10"-1

+1=111...12
—

m-cifras

del criterio de divisibilidad por 7, concluimos que estoesile solo cuandm = 3 (mbéd 6).

En particular 3 my como%=! es un nimero comunos (1's) entonces 1%~ | 8- 121 =
Fn. En virtud del Corolario 2 obtenemos qu) = 4 | n, lo cual contradice qua = 42

(mod 48).

Ahora, supongamos que= 18 (mbd 48). Se sigue que- 18 = 48k conk enteron — 2 =
16(XK) + 16 = 16(XK + 1), esto e = 2 (mod 16). Sabemos qu) = 16 podemos afirmar
queF,=F,=1 (mbd 7).

ComoF, =8-2=L =1 (mbd 7)y 7 y 8 son primos relativos, entonéés? = 1 (mod 7).
Note que% —1=111...10, es un numero divisible por 7 solo cuanaic= 1 (mbd 6).
N———

m-cifras

Por otro ladan = 2 (mod 8) y comd(3) = 8, se sigud-, = F, =1 (mod 3), es decir

10"-1
9
10"-1

8

= 1 (mod 3),

16-

= 2 (mod 3)

y como 16¢1) = 2 (mod 3) se sigue que

16. 10“9‘ 1 16¢1) (mod 3)
y comogcd(16, 3) = 1 entonces
10“9‘ 1 122 (med 3)

39



Usando el criterio de divisibilidad por 3 se tiene ques 2 (moéd 3). Coman es impar se

sigue quan=5 (mbéd 6), esto contradice el hecho ques 1 (mbéd 6).

Con lo probado concluimos que este caso es imposible.
Casoa=9

En este caso tenemos

10"-1
9

Fn=9-

De ahi que 9 F,, esto implica que(9) = 12| n. Ahora

10"-1

18| Fi2 | Fr=9- )

Esto implica que 2 221, lo cual es imposible. O

2.2. Numeros con solo un digito en la sucesion de Lucas

Comenzaremos probando el siguiente Lema, que nos persiitigdificar el analisis en

la prueba del resultado principal de esta seccion.

Lema 2. Si

paraalgin m> 3y 1 < a< 9, entonces n es impar.

Demostracién.Supongamos quees par y probemos que esto implica gues impar. Pro-

cedamos por contradiccion y supongamos imues par. En este caso

1 =1 (méd 11)= 10" = 1™2 (méd 11)
10"-1

10"~ 1=0 (mod 11)— = 0 (mdd 11)
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De ahi que 11| L,. Comol’(11) = 10,Ls = 11,y L; # 0 (mod 11) para todo €
{0,1,2,3,4,6,7,8,9}, entoncesr = 5 (mbd 10) y esto contradice el supuesto ques par.
Por lo tantom es impat.

Dado quen es par, se puede escribir de la forma 2k.

Se sigue de la identidad 1.d que

10"-1

Lh=la=Lf+2=a —F

El signo dependera de kies impar o par respectivamente.Sean divisor arbitrario de
10"-1

Claramente es impar yp # 5. Entonces, $ es impar tenemos
L2 +2=0 (modp),
L2 = -2 (modp)

Se sigue qué-2|p) = 1. Se sigue de la proposicion 3 gpe= 1, 3 (mobd 8). Com@ es un
primo arbitrario que divide &% es cierto que

10"-1
9

= 1,3 (mod 8)
Comom > 3, veamos de otra manera que
10° =0 (mod 8),
10" =0 (mod 8),
10"-1= -1 (mod 8).

El inverso multiplicativo de 9 médulo 8 es 1, de donde

10"-1
9

= _1 (mbd 8)

Lo cual es contradictorio.

Sik es par tenemos
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L2 —2=0 (mod p)
L2 =2 (modp)
De ahiqug2| p) = 1. Ahora, como 10— 1 =0 (mbd p) y mes impar tenemos que

10(10™272)" = 1 (mod p),
(10- 10m972)" = 10 (modp).

De donde (1fp) = 1y como (2p) = 1, entonces (p) = 1.
Ahora de la propiedad 1-e,

L2-5F2=4
Esto es

~5F2 = 4 (mod p),
(5-Fn)? =-20 (modp)

De ahi que{20p) = 1y sabemos que @ = 1, por tanto £5|p) = 1. Ahora como (fp) = 1
y (-5|p) = 1, entonces<1|p) = 1. De la proposicion p = 1 (mbd 4), ademas (@) = 1,
de la proposicion 8 tenemos que= 1 (mod 8). Teniendo en cuenta gpees un primo

arbitrario que divide a (10— 1)/9,

10-1_, (mod 8).
De otra forma, dado qua > 3,
10° =0 (mod 8),
10" =0 (mbd 8),

10"—1= -1 (mod 8),

10M-1

5— = -1 (mod 8)

Lo cual es contradictorio. Por lo tantadebe ser impar. |
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El resultado probado por F. Luca sobre los nimeros de Lucastios por un solo digito se

presenta a continuacion.

Teorema 13.Si

paraalgin0 < a< 9, entoncesx 0,1, 2,3,4,5.

Demostracién.Verificamos en la tabla del apéndiéeque los valores = 0,1, 2, 3,4,5 son

los Unicos que toma < 19 tal que

paraalgdrm>1yl<acx<?9.
Vamos a proceder por reduccion al absurdo. En adelante drgrons quen > 20, en par-
ticular L, > Ly = 15127 > 10% encontramos quen > 5. Los valores usados dgm)
pueden verificarse en el apéndi2e los residuos modulmde la sucesion de Lucas puedes
observarse en 3.

Casoa=1

En este caso,

Comom > 5, entonces
10 =0 (mod 16),
10" =0 (mod 16),
10"-1= -1 (mod 16)

El inverso multiplicativo de 9 médulo 16 es 9, asi

10“9‘ 1_ 9 (mod 16)
10“9‘ 1 _7 (mod 16)
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Esto sucede solo cuande 4,11, 20 (mbd 24). Coma es impar, entonces= 11 (mod 24),

esto esn = 11+ 24k conk entero, de ahi que= 3 (mod 8).

Sabemos quk(3) = 8, y comoLz =1 (mod 8) se sigue que
Lh=Lz3=1 (mbd 3)

Del criterio de divisibilidad por 3n=1 (méd 3). Consideremos ahora dos casos:

1. mesimpar. En este caso= 1 (mbd 6). Entonces,
10= 3 (mod 7),
10’ = 3 (mod 7),
10" = 3 (mod 7),

10"-1=2 (mbd 7),

El inverso multiplicativo de 9 modulo 7 es 4, asi

10M-1
9

=1 (mbd 7),

Sabemos quE(7) = 16 y queL, = 1 (mbd 7), verificamos en el apéndiEeque esto solo
sucede cuanda = 1,7 (mod 16). En particulan = 1,7 (mod 8) lo cual contradice que
n=3 (mod 8).

2. mes par. En este caso= 4 (mod 6). Entonces,
10 = 4 (mod 7),
10 = 4 (mod 7),
10" =4 (mod 7),
10"-1=3 (mobd 7),

El inverso multiplicativo de 9 modulo 7 es 4, asi

10M-1
9

=5 (mod 7)
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Sabemos qué(7) = 16 y verificamos en el apéndiéeque paratodo @ k > 16L, £ 5

(mod 7). Por lo tanto este caso es imposible.

Casoa=2

En este caso,

Comom > 3 entonces
10" =0 (mbd 4),
10"-1=-1 (mbd 4)

El inverso multiplicativo de 9 modulo 4 es 1, asi

10“9‘ 1_ 1 (mod 4),
2. 10“9— 1., (mod 4).

Verificamos en el apéndide quel,, = 2 (modd 4) siy solo sh = 0 (mbdd 6), esto implica
gue 6| n, lo cual es imposible pueses impar.

Casoa=3

En este caso,

En particular 3 L,. Verificamos en el apéndid2 quer’(3) = 2 y por tanto 2 n. Esto ultimo

es imposible pues segun el lemas impar.

Casoa=4

En este caso,
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En particular_, es multiplo de 4. Verificamos en el apéndiEgue esto sucede solo cuando
n = 3k conk impar.

Mas aun, como
10° = 0 (mod 16),

10"— 1= -1 (mbd 16)

El inverso multiplicativo de 9 médulo 16 es 9, asi

10“9‘ 1 _7 (med 16),
4.1 4 (mod 16),

Esto ed, = 4- %=1 = -4 (mbd 16). Pero esto sucede solo cuando9, 21 (mod 24). En
particularn = 1 (mod 4).

Por otro lado, como
10=0 (mod 5),

10" - 1= -1 (mbd 5)

El inverso multiplicativo de 9 médulo 5 es 4, asi

10°-1_ 1 (mod5),
9
.01 (mod 5)

Esto ed, = 4-2%=1 = 4 (mod 5). Sabemos quig5) = 4 y verificamos qué, = 4 (mod 5)
solo cuandm = 3 (mo6d 4). Esto contradice que= 1 (mod 4) por lo tanto este caso es

imposible.

Casoa=5

En este caso,
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En particular 5 L,. Verificamos en el apéndide que 5+ Ly para toddk > O, por lo tanto

este caso es imposible.

Casoa="6
En este caso,

10"-1
Ln:6' Un

En particular § L,. Verificamos en el apéndid2 quer’(6) = 6 y por tanto § n. Esto ultimo

es imposible pues es impar.

Casoa=7

En este caso,

En particular 7 L,,. Verificamos en el apéndid2 quer’(7) = 4 y por tanto 4 n. Esto ultimo

es imposible pues es impar.

Casoa=8
En este caso,

10"-1

Ln:8' 9

En particular 8 L,. Verificamos en el apéndide quelL, # 0 (mod 8) para tod& > 0, por

lo tanto este caso es imposible.

Casoa=9
En este caso tenemos

10"-1

Ln=9-—5

En particular 9 L,. Verificamos en el apéndid2 quer’(9) = 6 y por tanto § n. Esto altimo

es imposible pues es impar. O
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2.3. Resultados Analogos Tras Variacion De Condiciones

En las secciones 2.1y 2.2 mostramos en detalle la prueba d@gldgentes resultados

1. Si

2. Si

para algin X a< 9, entoncen =0,1,2,3,4,5.

Resulta natural preguntarnos si estos resultados songitmode la ocurrencia conjunta de
factores favorables, o por el contrario se pueden encomsaitados analogos variando las
condiciones “ambientales” de los nUmeros que forman estas®ones.

En primer lugar analicemos la variacion de los elementagailgis en una sucesion de Fi-
bonacci generalizada. Una sucesion de Fibonacci gerstaliegs una sucesion de niumeros
enteros con términos inicialep y g; y la notaremos po6G,. Claramente si al menos uno
de los términos inicialegg o g;) son digitos, entonces existe al menos un nimero formado
por solo un digito, a sabgp 0 g;. Usando el algoritmo 7 del apéndice F, podemos observar
gue tomando un niumerode términos de la sucesién en base 10 y tomagdog; digitos,

no siempre encontramos nimeros con mas de una cifra forntatosolo un digito. Por
ejemplo, si tomamogy = g; = 3 y n = 5000, encontramos que el mayor numero(entre los

primeros 5000 términos) formado por solo un digito es el 9.
Ahora supongamos que gj ni g; son digitos y exploremos computacionalmente la exis-

tencia de un resultado analogo a los que se presentan erotesntes 12 y 13. Para esta

exploracion usaremas= 10*, m= 10y 10< go, g; < 20.
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Por comodidad en la lectura de las tablas denotaremdd ggral mayor nimero de Fibonac-
ci en basé, por M, al mayor nimero de Lucas en badseCon la letraF indicaremos que
el término pertenece a la sucesion de Fibonacci y con lalleimdicaremos que el término
pertenece a la sucesion de Lucas. Usaremos los primerogéi@difos de cada sucesion.
En la siguiente tabla se resumen los resultados obtenidirmniente en estos casos los nu-
meros de las bases no necesariamente son digitos, sin enmoargeferiremos a ellos como
“digitos”. Cuando el algoritmo no encuentra ningin niumexo kas condiciones especifica-

das imprime NE (No Encontro).

(90,91) | Mr@oy | (9o, 91) | Mrqo) | (90, 91) | Mro) | (Do, d1) | Mrqo)
(10,10)| NE | (@117)| 11 | @3.17)| 77 | (16.16)| NE
1011)| 11 |@1,18)| 11 | @318 NE |(16.17)| 33
10.12)| 22 |@1,19)| 11 |@319)| NE |(1618)| NE
(10,13)] NE | (11,20)| 11 |(@3.20)| 33 | (16,19)| NE
(10,14)| NE | (12,12)| NE | (14.14)] NE | (16.20)| NE
(10,15)| NE |(12,13)| NE | (14,15)| 44 |(17.17)| NE
(10,16)| NE | (12,14)| 66 | (14,16)] NE | (17.18)| 88
(10,17)| 44 | (12,15)| 111 | (14.17)| 333 | (17,19)| 55
(10.18)| NE |(12,16)| 44 | (14,18)| NE | (17.20)| NE
10.19)| 77 | (1217)| NE | 14,19)| 222 | (18,18)| NE
(10,20)) NE | (12,18)| NE |(14,20)| 88 |(18,19)| NE
(11,11)| 88 | (12,19)| 555 |(15,15)| NE | (18,20)| NE
11,12)| 11 |(@12,20)| NE | (15,16)| NE | (19,19)| NE
11,13)| 11 |(@1313)| NE | (1517)| NE | (19,20)| NE
(11,14)| 11 | (13.14)| NE | (15.18)| 33 | (20.20)| NE
(11,15)| 11 | (13,15)| NE | (15,19)] NE
(11,16)| 11 |(13,16)| NE | (15,20)| 55
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Tras esta exploracidon computacional concluimos que lae@m de los términos iniciales
Jo Y 0: afectan la existencia de numeros formados con sdlo un tdigit una sucesion de
Fibonacci generalizada.

Ahora vamos a considerar el problema de determinar si uresgucde Fibonacci gene-
ralizada expresada en un sistema numerico en lb@ssee un elemento maximo que este
formado por solo un “digito”. Para analizar esta situaci@aremos nuevamente el algorit-
mo 7 del apéndice F, con el cual construiremdérminos de la sucesion de Fibonacci y de
Lucas, posteriormente pasaremos los nimeros de estagosesas baseny examinaremos

cuales de estos numeros en basestan formados con sélo un “digito”.

Para ilustrar esto consideremos los primeros términos sieckesion de Fibonacci en base 4

y denotemos poF,;, al n-ésimo término de la sucesion de Fibonacci visto en base

Fn| 1| 1] 2] 3 5 8 13 21 34 55 89
Fra [ [1] | [2] | [2] | [3] | [2,2] | [0,2] | [1,3] | [1,1,1] | [2,0,2] | [3,1,3] | [1,2,1,1]

Los numeros expresados en un sistema numérico entbase escribiremos en corche-
tes y separando los “digitos” mediante comas, asi evitaseronfusiones cuando las ba-
ses consideradas sean mayores que 10 y los “digitos” no seainieros del conjunto
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

En la siguientes tablas se resumen los resultados encoseada exploracion computacio-

nal.

Resultados para la sucesion de Fibonacci.

Baseb | F | Mgy | Baseb | F | Mgy
> | 3 | w1 | 17 |144| 88
3 | 13|@11] 18 | 13| [13]
4 | 21|11y 19 | 13| [13]
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55

13

13

144
34

[3]
[3.3]
[1.1]

[5]

[8]
[5.5]

[8]
[1,1]

[8]
[13]
[9.9]
[2,2]

20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31

21
13
21
144
21
21
21
21
377
21
21
21

[21]
[13]
[21]
[6.6]
[21]
[21]
[21]
[21]
[13,13]
[21]
[21]
[21]

Resultados para la sucesion de Lucas.

Baseb | L | My |Baseb| L ML ()
2 7 | [1,1,1] 17 18 | [1,1]
3 |4 | [11] | 18 | 76| [4,4]
4 | 3| [3] 19 | 18 | [18]
5 18| [3,3] 20 18 [18]
6 7 | [1,1] 21 18 [18]
7 | 4| [4 22 | 322][14,14]
8 18| [2,2] 23 18 [18]
9 7 [7] 24 18 [18]
10 |11 [1,1] | 25 | 18 | [1§]
11 | 7| [7] 26 | 18 | [18]
12 11| [171] 27 18 [18]
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13 | 11| [11] | 28 | 29| [L1]
14 |11] [11] | 29 | 18| [18]
15 |11] [11] | 30 | 29 | [29]
16 | 11| [11] | 31 | 29| [29]

Después de estas exploraciones computacionales conelgjngoal parecer podemos esta-
blecer resultados analogos a los teoremas 12 y 13. Sin emlaaryarias bases numéricas
podemos encontrar resultados muy poco interesantes,qaieslores nimeros encontrados
son menores que la base. En algunas otras bases numéricaedsea pncontrar resultados
interesantes. Por ejemplo en la sucesién de Fibonacci er?2Base encuentra que el mayor,
al menos entre los primerogd®0 términos, es el 377 que se escribe comoJ3B y en base

6 se encuentra que el el mayor es 21 que se escrjBg [3

Un trabajo interesante seria tratar de probar algunos thetd®s observados en las tablas, es
decir, probar por ejemplo que los mayores niimeros de Lucdmnécci en base 2 formados

con solo un digito son 7([1, 1]) y 3([1, 1]) respectivamente.
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Capitulo 3

Conclusiones y Problemas abiertos

Como vimos en la seccion 1.4, un periodo simple en la sucesidasiduos de la suce-
sion de Fibonacci vista modulo, puede ser caracterizado usando el rango de aparicion de
maodulo. Si bien la sucesion de Lucas es periddica, esteduenimdepende siempre del rango
de aparicion del médulo como se mostrd para Fibonacci, pusteer infinitos nimeros que

no dividen a ningn namero de Lucas, esto nos lleva a plamisdas siguientes preguntas:

¢ Es posible caracterizar los numeros que no dividen a ninginero de Lucas?

¢, Puede establecerse una férmula que permita calcularietipgrara los residuos de la

sucesion de Lucas, cuando no exis{en)?

Dada la fuerte relacion entre las sucesiones de Lucas y dea&gbi, es natural pretender
asociar los periodos para un mismo méduldEn los resultados obtenidos en los apéndices
B y D, se puede ver que comparando computacionalmente los psritedla sucesion de
Lucas y Fibonacci, que estos periodos son iguales en 4 déabalallos, mas precisamente

conjeturamos el siguiente resultado.

Conjetura 3. Los periodos de las sucesiones de Lucas y Fibonacci modwonriguales
excepto cuando el m es multiplo Bleen tales casos el periodo para Fibonacci es cinco veces

mayor.
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Apéndice A

Primeros 30 Numeros de Fibonacciy de Lucas

n Fn Ly

1 1 1

2 1 3

3 2 4 = 22

4 3 7

5 5 11

6 8 = 28 18 = 2.3

7 13 29

8 21 = 3.7 47

9 34 = 2.17 76 = 22.19

10 5 = 5.11 123 = 3.41

11 89 199

12 144 = 24.32 322 = 2.7-23
13 233 521

14 377 = 13.29 843 = 3.281

15 610 = 2.5.-61 1364 = 2-11-31
16 987 = 3.7-47 2207

17| 1597 3571

18| 2584 = 28.17-19 5778 = 2.3%.107
19| 4181 = 37-113 9349

20| 6765 = 3.5.11-41 15127 = 7-2161
21| 10946 = 2-13-421 24476 = 22.29.211
22| 17711 = 89-199 39603 = 3.43.307
23| 28657 64079 = 139-461
24| 46368 = 2°.32.7.23 103682 = 2-47-1103
25| 75025 = 52.3001 167761 = 11-101-161
26 | 121393 = 233.521 271443 = 3.90481
27 | 196418 = 2-17-53-109 439204 = 22.19.5779
28| 317811 = 3.13.29.281 710647 = 77-14503
29 | 514229 1149851 = 59.19489
30832040 = 23.5.11-31-61| 1860498 = 2-32.41.2521
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r(n)yl(n)para2<m<121

Apéndice B

nijrn In) ami|f n |rn) In) am | n |r(n) In an) n [r(n) In an)
2 3 3 1 32| 24 48 2 ||62]| 30 30 1 92 24 48 2
3 4 8 2 33| 20 40 2 ||63| 24 48 2 93 60 120 2
4 6 6 1 34 9 36 4 64| 48 96 2 94 48 96 2
5 5 20 4 || 3| 40 80 2 ||65| 35 140 4 95 90 180 2
6 12 24 2 ||36] 12 24 2 ||66| 60 120 2 96 24 48 2
7 8 16 2 ||37| 19 76 4 ||[67| 68 136 2 97 49 196 4
8 6 12 2 (38| 18 18 1 ||68| 18 36 2 98 | 168 336 2
9 12 24 2 ||39] 28 56 2 ||69| 24 48 2 99 60 120 2
10| 15 60 4 ||40| 30 60 2 (70| 120 240 2 || 100| 150 300 2
12| 10 10 1 ||41| 20 40 2 (|71 70 70 1 101 50 50 1
12| 12 24 2 ||42| 24 48 2 (| 72| 12 24 2 102 36 72 2
13 7 28 4 ||43| 44 88 2 || 73| 37 148 4 || 103| 104 208 2
14| 24 48 2 ||44| 30 30 1 ||[74| 57 228 4 | 104| 42 84 2
15| 20 40 2 ||45| 60 120 2 || 75| 100 200 2 | 105| 40 80 2
16| 12 24 2 ||46| 24 48 2 ||76| 18 18 1 106| 27 108 4
17 9 36 4 |47 16 32 2 ||77| 40 80 2 07| 36 72 2
18| 12 24 2 ||48| 12 24 2 || 78| 84 168 2 | 108| 36 72 2
19| 18 18 1 ||49| 56 112 2 (| 79| 78 78 1 109| 27 108 4
20| 30 60 2 (|50 75 300 4 ||8| 60 120 2 || 1104 30 60 2
21 8 16 2 |/ 51| 36 72 2 |[81|108 216 2 || 111| 76 152 2
22| 30 30 1 ||[52| 42 84 2 ||82| 60 120 2 || 112 24 48 2
23| 24 48 2 || 53| 27 108 4 || 83| 84 168 2 ||113| 19 76 4
24| 12 24 2 ||[54| 36 72 2 ||84| 24 48 2 114 36 72 2
25| 25 100 4 ||55| 10 20 2 | 8| 45 180 4 || 115| 120 240 2
26| 21 84 4 ||[56| 24 48 2 || 86| 132 264 2 ||116| 42 42 1
27| 36 72 2 ||57| 36 72 2 ||87| 28 56 2 117| 84 168 2
28| 24 48 2 || 58| 42 42 1 ||8| 30 60 2 118 | 174 174 1
29| 14 14 1 ||59| 58 58 1 ||89| 11 44 4 | 119| 72 144 2
30| 60 120 2 ||60| 60 120 2 ||90| 60 120 2 | 120| 60 120 2
31| 30 30 1 |61 15 60 4 | 91| 56 112 2 || 121| 110 110 1
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Apéndice C

Un periodo simple deF,, (mbd m) para2 <m< 50

18

11

11

1*9)

1*9)
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10

11

10

12 11

12
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11
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10
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10
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10
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13

10

11
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13

15

13

16

16
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12
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17

14

13
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13

13

15 14 12

16

15 13 10
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17
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13
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15

18

16
17

13 1

17
15
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14
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10
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13

17
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17
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18
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14
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17 13

16

15

13

13
12

19 13 10

16

13

11

21
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14

13

12

11

10
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13
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20 14

17
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10
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13
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13

10
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13
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5 16 21 12 8 20 3 23 1 24 0 24 24 23 22 20 17 12 4 |16
20 11 6 17 23 15 13 3 16 19 10 4 14 18 7 7 7 14 p1
10 16 22 13 10 23 8 6 14 20 9 4 13 17 2 2 24 1

26 0 1 2 3 5 8 13 21 8 3 11 14 25 13 12 25 11 10 21
5 5 5 10 15 25 14 13 1 14 15 3 18 21 13 8 21 3 p4
1 25 0 25 25 24 23 21 18 13 5 18 23 15 12 1 13 14 1 |15
6 5 21 0 21 21 16 11 1 12 13 25 12 11 23 8 5 13 18 |5
23 2 25 1

27 0 1 2 3 5 8 13 21 7 1 8 9 17 26 16 15 4 19 23
15 11 26 10 9 19 1 20 21 14 8 22 3 25 26 0 26 26 (25
24 22 19 14 6 20 26 19 18 10 1 11 12 23 4 12 16 1 (17
18 26 7 6 13 19 5 24 2 26 1

28 0 1 2 3 5 8 13 21 6 27 5 4 9 13 22 7 1 8 D
17 26 15 13 O 13 13 26 11 9 20 1 21 22 15 9 24 5 1 6
7 13 20 5 25 27 1

29 0 1 3 13 21 5 26 2 28 1

30 0 1 3 13 21 4 25 29 24 23 17 100 27 7 4 11
15 26 11 18 25 13 8 21 29 20 19 28 7 5 12 17 29 |16
15 1 16 17 3 20 23 183 6 19 25 14 23 2 25 27 22 19 |11
0 11 11 22 3 25 28 23 21 14 5 19 24 13 7 20 27 17 14 |1
15 16 1 17 18 5 23 28 21 19 10 29 9 8 17 25 12 7 19 |26
15 11 26 7 3 10 13 23 6 29 5 4 9 183 22 5 27 2 29 |1

31 0 1 1 2 3 5 8 13 21 3 24 27 20 16 5 21 26 16 11 p7
7 3 10 13 283 5 28 2 30 1

32 0 1 1 2 3 5 8 13 21 2 23 25 16 9 25 27 29 24 21
13 2 15 17 O 17 17 2 19 21 8 29 5 2 7 16 25 9 2
11 13 24 5 29 2 31 1

33 0 1 1 2 3 5 8§ 13 21 1 22 23 12 2 14 16 30 13 10 23
0 23 23 13 3 16 19 2 21 23 11 1 12 13 25 5 30 2 32 |1

34 0 1 1 2 3 5 8§ 13 21 O 21 212 8 29 3 32 1 33 0 33
33 32 31 29 26 21 13 0 13 13 26 5 31 2 33 1

35 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 20 19 4 23 27 15 7 22 29 |6
100 26 1 27 28 20 13 33 11 9 20 29 14 8 22 30 17 12 29 |6
0 6 6 12 18 30 13 8 21 29 15 9 24 33 22 20 7 27 34 |26
25 16 6 22 28 15 8 23 31 19 15 34 14 13 27 5 32 2 34 |1

36 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 19 17 0 17 17 34 15 13 28 |5
33 2 3 1

37 0 1 2 3 5 8 13 21 34 18 15 33 11 7 18 25 6 31 |0
31 31 25 19 7 26 33 22 18 3 21 24 8 32 3 35 36 0 [36
36 35 34 32 29 24 16 3 19 22 4 26 30 19 12 31 0 6 6
12 18 30 11 4 15 19 34 16 13 29 5 34 2 36 1

38 0 1 3 13 21 34 17 13 30 5 35 2 37 1

39 0 13 21 34 16 11 27 38 26 25 12 37 10 |8
18 26 31 36 28 25 14 0 14 14 28 3 31 34 26 21 8 29 |37
27 25 183 38 12 11 23 34 18 13 3. 5 36 2 38 1

40 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 15 9 24 33 17 10 27 37 24 p1
5 26 31 17 8 25 33 18 11 29 0 29 29 18 7 25 32 17 9 |26
35 21 16 37 13 10 23 33 16 9 25 34 19 13 32 5 37 2 39 |1

41 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 14 7 21 28 8 36 3 39 1 40
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0 40 40 39 38 36 33 28 20 7 27 34 20 13 33 5 38 2 40 |1

2o 1 1 2 3 5 8 13 21 34 13 5 18 23 41 22 21 1 22 3
3 26 29 13 0 13 13 26 39 23 20 1 21 22 1 23 24 5 29 |34
21 13 34 5 39 2 41 1

a3lo 1 1 2 3 5 8 13 21 34 12 3 15 18 33 8 41 6 4 10
14 24 38 19 14 33 4 37 41 35 33 25 15 40 12 9 21 30 8 |38
3 41 1 42 0 42 42 41 40 38 35 30 22 9 31 40 28 25 10 |35
2 37 39 33 29 19 5 24 29 10 39 6 2 8 10 18 28 3 31 [34
22 13 35 5 40 2 42 1

sallo 1 1 2 3 5 8 13 21 34 11 1 12 13 25 38 19 13 32 |1
33 34 23 13 36 5 41 2 43 1

5o 1 1 2 3 5 8 13 21 34 10 44 9 8 17 25 42 22 19 m
15 11 26 37 18 10 28 38 21 14 35 4 39 43 37 35 27 17 44 |16
15 31 1 32 33 20 8 28 36 19 10 29 39 23 17 40 12 7 19 |26
0 26 26 7 33 40 28 23 6 29 35 19 9 28 37 20 12 32 44 |31
30 16 1 17 18 35 8 43 6 4 10 14 24 38 17 10 27 37 19 |11
30 41 26 22 3 25 28 8 36 44 35 34 24 13 37 5 42 2 44 |1

6o 1 1 2 3 5 8 13 21 34 9 43 6 3 9 12 21 33 8 4
3 44 1 45 0 45 45 44 43 41 38 33 25 12 37 3 40 43 37 |34
25 13 38 5 43 2 45 1

a7l o 1 1 2 3 5 8 13 21 34 8 42 3 45 1 46 0 46 46 45
44 42 39 34 26 13 39 5 44 2 46 1

48| o 1 2 3 5 8 13 21 34 7 4 0 41 41 34 27 13 40 |5
45 47

29 (| o 1 3 5 8 13 21 34 6 40 46 37 34 22 7 29 36 6
3 19 22 41 14 6 20 26 46 23 20 43 14 8 22 30 3 33 36 |20
7 27 34 12 46 9 6 15 21 36 8 44 3 47 1 48 0 48 48 u7
46 44 41 36 28 15 43 3 12 15 27 42 20 13 33 46 30 27 |8
35 43 29 23 3 26 29 35 41 27 19 46 16 13 29 42 22 15 |37
3 40 43 34 28 13 41 4 2 48 1

so0fl o 1 1 2 3 5 8 13 21 34 5 39 44 33 27 10 37 47 34 PB1
15 46 11 7 18 25 43 18 11 29 40 19 9 28 37 15 2 17 19 |36
5 41 46 37 33 20 3 23 26 49 25 24 49 23 22 45 17 12 29 |41
20 11 31 42 23 15 38 41 44 35 29 14 43 7 0 7 7 14 |21
35 6 41 47 38 35 23 31 39 20 9 29 38 17 5 22 27 49 |26
25 1 26 27 3 30 33 13 46 9 5 14 19 33 2 35 37 22 9 [31
40 21 11 32 43 25 18 43 11 4 15 19 34 3 37 40 27 17 44 |11
5 16 21 37 8 45 3 48 1 49 0 49 49 48 47 45 42 37 29 |16
45 11 6 17 23 40 13 3 16 19 35 4 39 43 32 25 7 32 39 |21
10 31 41 22 13 35 48 33 31 14 45 9 4 13 17 30 47 27 24 |1
25 26 1 27 28 5 33 38 21 9 30 39 19 8 27 35 12 47 9 |6
15 21 36 7 43 0 43 43 36 29 15 44 9 3 12 15 27 42 19 |11
30 41 21 12 33 45 28 23 1 24 25 49 24 23 47 20 17 37 4 |41
45 36 31 17 48 15 13 28 41 19 10 29 39 18 7 25 32 39 |46
35 31 16 47 13 10 23 33 6 39 45 34 29 13 42 5 47 49 |1
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Apéndice D

rmyl’(m)para2<m< 121

m|r’(m VM| m|rm I'm | m/|rm) I'(m m | r’(m) I"(m)

2 0 3| 32 - 48 || 62 15 30| 92 - 48
3 2 8| 33 - 40 || 63 - 48 || 93 - 120
4 3 6| 34 - 36 || 64 - 96 || 94 24 96
5 - 41 35 - 16 || 65 - 28 || 95 - 36
6 6 24 || 36 - 24 || 66 - 120 96 - 48
7 4 16 || 37 - 76 || 67 34 136| 97 - 196
8 - 12 || 38 9 18 || 68 - 36 || 98 - 336
9 6 24 1| 39 - 56 || 69 - 48 || 99 - 120
10 - 12 || 40 - 12 || 70 - 48 || 100 - 60
11 5 10 || 41 10 40 || 71 35 70| 101 25 50
12 - 24 || 42 - 48 || 72 - 24 || 102 - 72
13 - 28 || 43 22 88| 73 - 148 103 52 208
14 12 48 || 44 15 30| 74 - 228 104 - 84
15 - 8 || 45 - 24 || 75 - 40 || 105 - 16
16 - 24 || 46 12 48 || 76 9 18 || 106 - 108
17 - 36 || 47 8 32| 77 - 80 || 107 18 72
18 6 24 || 48 - 24 || 78 - 168 || 108 - 72
19 9 18 || 49 28 112 79 39 781 109 - 108
20 - 12 || 50 - 60 || 80 - 24 || 110 - 60
21 - 16 || 51 - 72 || 81 54  216| 111 - 152
22 15 30| 52 - 84 || 82 30 120|| 112 - 48
23 12 48| 53 - 108 83 42 168 113 - 76
24 - 24 || 54 18 72| 84 - 48 || 114 - 72
25 - 20 || 55 - 20 || 85 - 36 || 115 - 48
26 - 84 || 56 - 48 || 86 66 264 116 21 42
27 18 72 || 57 - 72 || 87 - 56 || 117 - 168
28 - 48 || 58 21 42 || 88 - 60 || 118 - 174
29 7 14 || 59 29 58| 89 - 44 || 119 - 144
30 - 24 || 60 - 24 || 90 - 24 || 120 - 24
31 15 30| 61 - 60 || 91 - 112 121 55 110
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Apéndice E

Un periodo simple deL,, (mbéd m) para2 < m< 50
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Apéndice F
Algoritmos

En este apéndice vamos a exponer los algoritmos usadosgaeificacion de algunos
resultados y para la construccion de los anteriores apgndistos algoritmos fueron creados

en el programa MuPAD.

1. Este algoritmo crea e imprime una listardearejas, donde los primeros términos for-
man una sucesion de Fibonacci generalizada con térmircal@say b, los segundos

de las parejas forman la sucesion de los primeros términdsilaata modulon.

/*Crea una lista con los n primeros numeros de la sucesién, junto
con el numero médulo m*/
FiMod:=proc(a,b,n,m)
local i,j,A,B;
begin
A:=[a,b];
B:=[a mod m, b mod m];
for i from 3 to n do
A:=1listlib::insert(A, A[i-1]+A[i-2]);
B:=listlib::insertAt(B, (B[i-1]+B[i-2])mod m,i);
end_for;
for j from 1 to n do

print([A[j],B[j11);
eng_for'_
end_pro¢;

2. Este algoritmo encuentra el rango de aparicion de uneetano divisor de algun

numero de la sucesion de Fibonacci.

/*Encuentra r(n)*/

RanFi:=proc(n)

local i,F;

begin

F:=[0,1];

i:=2;

while (F[i] mod n <> 0) do
i:=i+1;
F:=listlib::insert(F, F[i-1]+F[i-2]);
end_while;
print(n,i-1, F[i]);

end_proc;
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3. Este algoritmo calcula la longitud de un periodo simpléadeucesion de Fibonacci

modulom.

/*Encunetra 1(n)*/

PeriFi:=proc(a,b,n)

local i,F;

begin

F:=[a mod n, b mod n];

1'r%ﬁeat
i:=i+1;
F:=listlib::insertAt(F, (F[i-1]+F[i-2]) mod n,1i);
until (i>3 and F[i]=1 and F[i-1]=1 and F[i-2]=0) end_repeat;
print(i-3);

end_proc;

4. Este algoritmo encuentra el rango (si existe) de aparidoun entero como divisor de
algn nimero de la sucesion de Lucas. En caso de no exidim dimgo imprime el
texto "NO EXISTE".

/*Encuentra r(n) para la sucesién de lucas*/
RanLuc:=proc(n)
local i,L;
begin
L:=[2,1];
i:=2;
while (L[i] mod n <> 0) do
if(L[i]<1®®®®®®®®®®®®®®®) then
i:=i+1;
L:=listlib::insert(L, L[i-1]+L[i-2]);
else print("NO EXISTE™);
break
end_if;
end_while;
print(i-1, L[i]);
end_proc;

5. Este algoritmo calcula la longitud de un periodo simpledecesion de Lucas mddulo

m.

/*Encunetra periodo para lucas n>3*/

Perilu:=proc(a,b,n)

local i,L;

begin

L:=[a mod n, b mod n];

1'r%ﬁeat
i:=i+1;
L:=listlib::insertAt(L, (L[i-1]J+L[i-2]) mod n,i);
until (i>3 and L[i]=3 and L[i-1]=1 and L[i-2]=2) end_repeat;
print(i-3);

end_proc;
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6. Este algoritmo calcula el cociente entre el periodo dertdbci y el periodo de Lucas.

/*Encuentra el cociente entre el periodo de Fibonacci y el de Lucas*/
CocPeri:=proc(n)

local j,i,B;

begin

B:=[1,1,1];

for j from 4 to n do

B:=listlib::insertAt(B, [PeriFi(0,1,j)/Perilu(2,1,j)1,3);

end_for;

for i from 1 to n do

print(i,op(B,1i));

end_for;
end_pro¢;

7. Este algoritmo toma los primernsérminos de una sucesion de Fibonacci generalizada
con términos inicialea y b, pasa esta sucesion a basg finalmente imprime todos

aquellos nimeros que estan formados por solo un niimero rpeada basen.

/*Crea una lista con los n primeros numeros de fibonacci en base m
e imprime aquellos formados por solo un "digito"*/
FiBas:=proc(a,b,n,m)
local i,j,r,t,F,B,C,D;
begin
F:=[a,b];
for i from 3 to n do
F:=listlib::insertAt(F, (F[i-1]+F[i-2]1),1i);
end_for;
B:=[1;
for j from 1 to n do
B:=listlib::insertAt(B, [numlib::g_adic(op(F,j),m)]1,j);

end_for;

C:=[];

D:={};

for r from 1 to n do
C:=op(B,r);
t:=nops(Q);

D:=set:={op(C,1..1)};
if (nops(D) < 2) then
print(op(F,r),op(B,r));
end_if;

end_for;
end_pro¢;
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