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Resumen

Titulo: La conjetura de la suma local y el poligono de Newton.
Autor: Omar Felipe Osorio Cortes. m
Palabras Clave: Nimeros p—adicos, poligono de Newton, Sumas exponenciales.

Descripcion: En el siguiente trabajo se hace una recopilacién de los resultados sobre dos conceptos matemaéticos que
permiten verificar la demostracién de la conjetura de la suma local en dimensién dos presentada en el articulo ON
THE LOCAL SUM CONJETURE IN TWO DIMENSIONS. Estos dos conceptos son, un conjunto numérico conocido como
niimeros p—adicos, que es notados como Q,,, y un objeto matematico conocido como el poliedro de Newton (el cual
tiene bastantes usos en distintas ramas de la matematica).

Utilizando estos dos conceptos es posible escribir la suma exponencial local como una doble integral p—adica, la cual
tiene como dominio de integracién unos subconjuntos de Q?, estos dependen de una particién del espacio (]R*)2 que
es definida por el poliedro de Newton, de esta forma, la conjetura de la suma local es escrita en términos del poliedro
de Newton. En esta nueva forma, la conjetura tiene tres casos, los dos primeros casos pueden ser demostrados con

teoria de integracion p—adica, en estos dos casos se centra este trabajo.

Trabajo de grado
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Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Adriana Alexandra Albarracin Mantilla, Doctorado en
Matematicas. Co-director: Edwin Ledn Cardenal, Doctorado en Matematicas.
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Abstract

Title: The local sum conjeture and the Newton’s poligon.
Author: Omar Felipe Osorio Cortes
Keywords: p—adics numbers, Newton’s poligon, exponential sums.

Description: In the next job we’ll do a collection of the results on two mathematician concepts that allow check
the local sum conjeture proof in two dimensions introduced in the article ON THE LOCAL SUM CONJETURE IN TWO
DIMENSIONS. These two concepts are, a numerical set known p—adics numbers, that we’ll denote like Q,, and a
mathematician object known Newton “s polyhedron (this has several uses in differents branches of mathematics).

we’ll use these two concepts to write the exponential local sum like a double p—adic integral, this integral has as
integration domain subsets of Q,, these depends of the partition of space (R*)? this partition is define thanks to
Newton “s polyhedron, in this form, the local sum conjeture is write in Newton “s polyhedron terms. In this new form,
the conjecture has three cases, the first two cases can be proof with p—adic integration theory, our attention will be in

these two cases.

Bachelor Thesis
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Introduccion
Los niimeros p—adicos Q, fueron inicialmente descritos por el matemdtico aleman Kurt Hensel
en el afio 1897. Este se construye definiendo una norma sobre (Q distinta a la usual, esta norma es
conocida como norma p-ddica (se notara |-| ) para esto, se fija p € N con p primo, se define una
funcién v sobre Q que se conoce como valuacién (o orden) p-ddico, entonces para x € Q se define
x|, = p~VW), resulta que (Q,|-| ) 1O es completo visto como espacio métrico, por lo cual via el
teorema de completitud se construye Q,.
La norma p-ddica se extiende al campo Q,; con estd norma se ve (Q,, || p) como un espacio mé-
trico, esto define una topologia la cual cumple las caracteristicas necesarias para poder dar una
medida (conocida como medida de Haar) que dotard a Q, de un tipo de integracion. En este 4mbi-
to son importantes algunos subconjuntos de @Q,, el subconjunto Z, que es conocido como el anillo
de enteros p-ddicos, el grupo de unidades Z y el ideal maximal pZ, Katok| (2007),Vladimirov
V. S/(1994).
El estudio de la integracién p—a4adica ha permitido dar respuesta a problemas planteados fuera de
este campo, uno de ellos es las sumas exponenciales. Considere ¢ (x) € Z[x|, donde x = (x1,...,x,),
es un polinomio no constante, entonces se define la siguiente suma exponencial

S@.p) =5 X em

1
p™ x€[Z]p L)



LA CONJETURA DE LA SUMA LOCAL 9

Fijando un caracter aditivo e : Q, — C, y algunos otros pasos esta suma exponencial puede ser

escrita como

$(0.9) = [ e(0)/p)a.

Zy

Un problema central consiste en describir el comportamiento asintético de S(¢@, p*), en general este
es un problema central para cualquier suma exponencial (Weil, [1948), (Korobov, |1992).

Dado a que esta suma exponencial se puede escribir como una integral p-ddica, es necesario co-
nocer herramientas que permitan calcular estas integrales, un método para esto estd asociado al
poliedro de Newton, un objeto matemadtico que asocia a un polinomio con un poliedro en el es-
pacio lineal R", este poliedro se define como la envolvente convexa de las n-uplas formadas por
las potencias de los monomios que conforman el polinomio. Su utilidad se presenta en algunas
ramas de las matematicas, por ejemplo, la teoria de niimeros, las ecuaciones diferenciales, ente
otros (Hoornaert, [2002)), (Ikromovl, [2011}).

En varios articulos se estudia la conjetura sobre la suma exponencial, conocida como suma expo-

nencial local

1 . s
So(9.p")i=— ), SOOI
P~ xez/pzy

x=0 (méd p)

La conjetura postula que existe una constante C, independiente de p y s, y un conjunto finito

P = Py de primos tales que para todo p ¢ 2,

|So| < Cs" 1 p o
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donde o, = 0,(¢) es el indice de oscilaciéon compleja, En (Cluckers R. Mustatd, [2019) Cluckers,
Mustatd y Nguyen, demuestran la conjetura de la suma local en dimensién n, para ello, se establece
la conjetura de Igusa para una suma exponencial completa donde ¢ es un polinomio homogéneo en
general. En dimensién dos, Lichtin en (Lichtin,|2013) da una prueba alternativa de la conjetura de
Igusa y desde una perspectiva diferente, en (Albarracin Mantilla, 2018]) se muestra una descripcion
detallada del comportamiento de la suma truncada en dos dimensiones basada en los polos de la
correspondiente funcién zeta local bajo una condicién de no degeneracién adicional, esta conjetura
ha sido estudiadas intensamente en (Cluckers, 2010)- (Denef, |1987), (Lichtin, 2013), (Wright,
2020).

En este trabajo se retdnen todos los conceptos que se han mencionado anteriormente, todo esto con
el objetivo de dar una clara explicacion de la demostracién de la conjetura de la suma exponencial
local en dimension 2 propuesta en (Fraser, 2020), en los dos primeros capitulos se encuentran
las nociones necesarias sobre el campo Q, y el poliedro de Newton, y en el tercer capitulo se
tendrd una pequeiia introduccion a las sumas exponenciales, ademds de plantear la forma de la
conjetura en dimension dos, la cual estard asociada al poliedro de newton, y se dard una explicacién
detallada de una parte de la demostracion de esta conjetura, lo cual permitird ver un posible gap en

la demostracion.
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1. Objetivos
Objetivo general
Revisar, comprender y extender los conceptos y resultados obtenidos en el articulo ON THE

LOCAL SUM CONJECTURE IN TWO DIMENSIONS.

Objetivos especificos
1. Estudiar las técnicas del poliedro de Newton y la férmula de la fase estacionaria para calcular

funciones zeta.

2. Comprender las técnicas del poliedro de Newton y la férmula de la fase estacionaria imple-
mentadas en el cédlculo de funciones zeta locales, para hacer un estudio detallado de sumas

exponenciales.
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2. Preliminares
En este capitulo se dan los conceptos y resultados basicos para la comprension de los capi-

tulos siguientes.

Definicién 2.1. Sea K un campo y R* = {x € R|x > 0}, se dice que una funcién

|-|: K—R"

que cumple las siguientes tres propiedades
i |x| =0siysélosix=0.
ii |xy| = |x||y| para todo x,y € K.
iii |x+y| < |x|+ |y| para todo x,y € K.

es conocida como valor absoluto arquimediano sobre K. Si ademés cumple que

|x+y| <max{|x|,|y|} paratodo x,y €K,

se conoce como valor absoluto no arquimediano sobre K.

Por la definicién anterior se puede notar que todo valor absoluto no arquimediano es arqui-

mediano; pero no todo valor absoluto arquimediano es no arquimediano, se ilustra a continuacion.
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Ejemplo 2.1. Sea K = (Q, se define el valor absoluto para x € K;

—x, si x<0

a este valor absoluto se le conoce como valor absoluto usual y se denota | - |.. Este valor absoluto
cumple la propiedad (iii), por lo tanto es un valor absoluto arquimediano, pero se puede notar que
six=y=1 setiene

et y[ =2 > 1 = max{[x],[y[},

por lo tanto no es un valor absoluto no arquimediano.

Otro ejemplo de valor absoluto es

Ejemplo 2.2. Sea K un campo, se define el valor absoluto para x € K,

0, si x=0,

1, si x#0.

A este valor absoluto se le conoce como valor absoluto trivial. Este valor absoluto es no arqui-

mediano.

Los siguientes lemas serdn importantes para el desarrollo del objetivo de esta seccidn.
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Lema 2.1. Sea K un campo y | -| un valor absoluto definido sobre K. Se tiene que

limx*=0
X—>0

si, y solo si

x| < 1.

Lema 2.2. Sean |- |; y |- |2 valores absolutos sobre un campo K. Los siguientes enunciados son

equivalentes:

1. |-|1y |- |2 son valores absolutos equivalentes;

2. Para cualquier x € K se tiene que |x|y < 1 si, y solo si x|, < 1.

3. Existe un niimero real positivo & tal que para cada x € K se tiene

ey = |l

Demostracion. La demostracion de estos dos resultados puede ser consultada en |Katok (2007).

O]

A continuacion, se mostrard otras diferencias con el valor absoluto no arquimediano.
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Teorema 2.1. Sea A C K la imagen de 7 bajo la funcion f : 7. — K definida de la siguiente manera

1+1...+1, si n>0,
—_———

n—veces

0, si n=20,

—(1+1...41), si n<O.
—_————

\ n—veces

Un valor absoluto |-| sobre K es no arquimediano si 'y sélo si |a| < 1 para todo a € A. En particular,

un valor absoluto sobre Q es no arquimediano si 'y solo si |n| < 1 para todo n € 7.

Demostracion. La demostracion de este resultado puede ser consultada en|Vladimirov V. S|(1994).

]

A continuacion, la caracterizacion de valores absolutos arquimedianos.

Definicion 2.2. Un valor absoluto es arquimediano si cumple la propiedad:

Dados x,y € K, con x # 0, existe n € N tal que |nx| > |y|.

Ahora bien, si K es un campo finito, este estudio no es interesante, dado que el tnico valor
absoluto que se puede definir sobre K, es el valor absoluto trivial.

Para continuar se definird la métrica inducida por un valor absoluto sobre un cuerpo K.

Definicion 2.3. Una métrica d sobre un conjunto X, es una funcién

d:XxX —=RT,
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que cumple las propiedades

i. d(x,y) >0.

ii. d(x,y) =0si,y s6lo six =y.

iii. d(x,y) =d(y,x).

iv. d(x,z) <d(x,y)+d(y,2).

note que, si | - | es un valor absoluto sobre un campo K se puede definir una métrica d sobre

K de la forma

d(x,y) = |x=yl,

la demostracion se deduce de las propiedades de |- |.

Con este concepto se pueden verificar las siguientes proposiciones.
Proposicion 2.1. La funcion valor absoluto |- | : K — R™, es continua.

Demostracion. Sea € > 0, tenemos que si |x — y| < € entonces

[l = Yl < fe =1,

<&,

asi, | - |, es continua. O

Proposicion 2.2. Sea K un campo con valor absoluto |- |. Las operaciones de suma, producto y

tomar inversos son funciones continuas.
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Demostracion.

1. Sean xy,yo € K fijos. Para cualquier € > 0, tomando 6 = 1/, si se tiene que
x=x0[ <6 'y [y—yol <9,

entonces
1 1
[(x+y) — (x0+y0)| < [x—x0|+ |y —yo| < cte=¢
asi la suma es continua.

2. Sean xg,yo € K fijos. Para cualquier € > 0, tomando

5—m1’n{ £ £ 1}
2(Jxo[ +1) " 2(|yo| +1)" J~

se tiene que si

x—x0| <& 'y [|y—yo|l <9,

entonces

v =y =yo+yol < |y—yol+1[y] <14 |yol,
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por lo cual

|lxy — xoyo| = |xy — xoy + X0y — XoYol,
< |y — xoy| + |x0y — xoyol,

= |ylbe =0l + [xo[ly = yol,

€ E
< (1+1yol) (m) Tl (2(|T

<<+

N M
N ™

Asi el producto es una funcién continua

3. Sea xy € K. Para cualquier € > 0, tomando § = &, si se tiene que

lx —xo| < 6,

entonces

| =x—(=x0)| = xo =],

<E.

Por lo cual, la operacion tomar inversos es continua.

)

18



LA CONJETURA DE LA SUMA LOCAL

4. Sea xop € K\{0} fijo. Para cualquier € > 0, tomando

|xo] 8!X0|2
6: i —_—
mln{ 2o ,

se puede observar que dado

[l = |xol[r < ¥ —xol,

se tiene

X0
— < lxl=lxol,

lo cual implica

por lo cual

ET

I 1

X0 X

_ |x — xo]

lxxo|

(@) (F)

=E.

Por lo tanto la operacion tomar inversos es continua.
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Proposicion 2.3. Sea K un campoy sea |- | un valor absoluto no arquimediano sobre K. Si x,y € K
y |x| # |y| entonces

e+ y| = max{|x, |y[}.

Demostracion. Se puede suponer sin pérdida de generalidad que |y| < |x|, entonces

ety < |,

por otro lado,

x=x+y-—y

x| < mdx{|x+y|, [y},

dado que |y| < |x| se tiene

max{|x+y|,[y|} = [x+y|,

por lo tanto

e < eyl

Por la ley de la tricotomia se tiene que |x+ y| = |x| = max{|x|, [y|}. O

Corolario 2.1. En un campo K con valor absoluto no arquimediano | - |, todos los "tridngulos"son

isosceles.
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2.1. El valor absoluto |.|, sobre Q
En esta seccion se quiere definir un valor absoluto sobre Q distinto al valor absoluto usual,

para hacer esto se comienza con la siguiente definicion.

Definicion 2.4. Sea p un niimero primo fijo. La valuacién p—adica sobre Z es la funcién

v, 1 Z\{0} = N,

definida de la siguiente forma: Para cada n € Z, n # 0, sea v, (n) el Gnico entero no negativo que
satisface

n=p""y'  donde pfr'.

El dominio de la funcién v, se extiende al campo Q y su rango al campo Z de la siguiente forma,

six € Q\{0} de la forma x = a/b entonces

vp(x) = vp(a) =vp(b),

con V,(0) = oo
para apoyar la comprension de la anterior definicion se expondran algunos ejemplos.

Ejemplo 2.3. Témese p un nimero primo fijo, se puede notar que para los nimerosx=1,2,...,p—

1 se cumple que v, (x) = 0, pero estos no son los tinicos nimeros en Q que cumplen esto, para mos-
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trar esto fijese en los nimeros

x=mp"+i, donde i=23,...p—1ynmeN,

estos nimeros cumplen también que v, (x) = 0.
Teniendo en cuenta el ejemplo anterior se puede notar que

Ejemplo 2.4. Los nimeros de la forma

P

X = -
mp"+1i

, donde i=273,...p—1ynmeN,

cumplen que v, (x) = 1.

Se puede verificar que la valuacidn p-adica satisface los siguientes resultados.
Lema 2.3. Sim,n € Z entonces V,(mn) = v,(m) + v,(n).
Proposicion 2.4. La valuacion p-ddica cumple las siguientes propiedades

1. Para cualquier x € Q, el valor de vy(x) no depende de su representacion como cociente de

dos enteros.

2. Vp(xy) = vp(x) + v, (y), para todo x,y € Q.

3. Vp(x+y) > min{v,(x),v,(y)}, para todo x,y € Q.

Ademds x < o0 para todo x € Q y x4 o0 = o0,
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Demostracion. La demostracion de estos resultados puede ser consultada en Vladimirov V. S

(1994). ]

Abhora, se define el valor absoluto p—adico, y se puede ver que este es un valor absoluto no

arquimediano sobre Q.

Definicion 2.5. Para cualquier x € QQ, se define el valor absoluto p-ddico de x como

p~ si x#0,
|x|p =

0 ,si x=0.

Proposicién 2.5. La funcion |- |, definida anteriormente es un valor absoluto no arquimediano

sobre QQ.

Demostracion. Se vera que la funcién anterior cumple las propiedades de valor absoluto no arqui-

mediano.
1. Por definicién |x|, =0, siy solo si x =0.
2. Sean x,y € Q, six =0 0 y = 0 no hay nada que demostrar. Sean x,y # 0, se tiene que

|xy|p _ p—vp(xy)7

— p*"p(x)*vp()’)

Y

= |x|pb"p-
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3. Sean x,y € Q, si x =0 0 y = 0 no hay nada que demostrar. Sean x,y # 0, nétese por k =

méax{—v,(x),—V,(y)}, entonces k = —min{v,(x),v,(y)}. por la Proposicién 1.4 se tiene,

Vp(x+y) Z _k7
pt > p ¥ty
asf, |x+)’|p < méx{|x|p, |Y|p}-

]

Ahora se mostrard que si se define un valor absoluto sobre el campo QQ, este es equivalente
a un valor absoluto p—4adico o al valor absoluto usual; este resultado se conoce como Teorema de

Ostrowski y para su demostracion se utiliza el siguiente lema.

Lema 2.4. Sea |- | un valor absoluto sobre Q. Si se conoce |n| para todo n € N entonces se puede

determinar |x|, para todo x € Q.

Teorema 2.2 (Teorema de Ostrowski). Cada valor absoluto no trivial sobre Q es equivalente a

uno de los valores absolutos | - |, donde p es un niimero primo o p = co.

Demostracion. La demostracion de estos resultados puede ser consultada en |[Katok! (2007). O

El objetivo de la proxima seccién es introducir el campo Q,,, via el Teorema de completitud,
asf que en esta seccion se mostrard el estudio sobre el campo Q con valor absoluto |- |, que permite

llevar a cabo esta idea. Se empieza por la siguiente definicién



LA CONJETURA DE LA SUMA LOCAL 25

Definicién 2.6. Sea K un campo y sea | - | un valor absoluto sobre K.

1. Una sucesion de elementos de K, {x, }, es llamada una sucesién de Cauchy si para todo € > 0

existe N € N tal que si m,n > N entonces |x, — x| < €.

2. Un campo K es llamado completo respecto a | - | si cada sucesion de Cauchy de elementos

de K converge en K.

Lema 2.5. Una sucesion {x,} de niimeros racionales es una sucesion de Cauchy con respecto a

un valor absoluto no arquimediano |- | si, y sélo si se tiene

r}l;rr; |Xp+1 — x| = 0.

Demostracion. Sea € > 0, dado que {x,} es de Cauchy, existe N € N, tal que si n,m > N se tiene

que |x, — x| < €, si se toma n > N entonces |x,4 —x,| < € implica que

nlgrolo |Xp+1 — x4 = 0.

En sentido contrario, sea € > 0, dado que 1im,_e |X,+1 — x| = 0 existe N € N tal que si n > N

entonces |x,1 —x,| < €. Sean n,m € N tales que n,m > N, sin pérdida de generalidad se puede
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suponer que m > n, entonces existe r > 0 tal que m = n+r, por lo cual

|xm _xn’ = |xn+r — Xntr—1 T Xnpr—1 = Xngr—2 +Xngr—2 — - . T Xp41 _xn|7
< méX{|xn+r — Xn+r—1 ’7 ’xn—i-r—] _xn+r—2|a cee |xn+1 _-xn|}7
<e,
por lo cual {x,} es una sucesién de Cauchy. O

Teorema 2.3. El campo Q de niimeros racionales no es completo respecto a cualquiera de los

valores absolutos no triviales.

Demostracion. Por el Teorema de Ostrowski es suficiente ver esto en los valores absolutos | - |
y |- |p- Es conocido que Q con |- |» no es completo, asi que se estudiard el caso cuando p es un

nimero primo. Sea Q con |- |, con p fijo. Considere la sucesién
Xp=l4+p+p 4. +p",
se puede ver por Lema 1.1 que {x,} es de Cauchy, ya que
lim [, — x| = lim 1] = lim p~ (D) =,

Ahora bien, {x,} converge al nimero 1 +p+p?>+...+p*+....Sil+p+p>+...+p'+...es
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un numero racional s, entonces

s=14+p+p°+..+p"+...=1+p(l+p+p*.. . +p"+..)=1+ps

por lo cual se puede verificar que s es igual a un nimero mayor que él, y esto es una contradiccion,
porlo cual 1+ p+ p>+4 ...+ p"+ ... no es un niimero racional. Por tanto, Q con el valor absoluto

| - | no es completo. O

2.2. El campo Q,

La completacién de Q bajo || » se le conoce como el campo Qp, en esta seccion se verd la
construccién de este campo.
Se denota por ¢ o 6,(Q), el conjunto de todas las sucesiones de Cauchy de elementos de Q con

respecto a | - | .

Proposicion 2.6. Definiendo

Se tiene que € es un anillo conmutativo con unidad.

Demostracion. Para ver que la suma es cerrada en %, si (x,), (y,) € € y € > 0, existen N; y
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N, € N, tales que si m,n > N; entonces |x;, —xm|p < gy sim,n> N, por lo tanto |y, —ym]p < €.

Sea N = max{N,N,}. Si n,m > N por lo tanto

|xn+Yn_ (xm+ym)|p = ‘(xn_xm)"f—(yn_ymﬂpu
S { ’xn_xm‘pa‘yn_ym’p}a

< E.

Asi, (x,+y,) €F.
Para probar que el producto es cerrado en &, se vera que toda sucesion de Cauchy es acotada. Sea
(x) una sucesion de Cauchy, para € = 1 existe N € N tal que si n,m > N entonces |x, — x|, < 1.

En particular |x, —xy| < 1 si n > N, entonces

[l — bewl leo < [0 — 2], < 1.

Luego, —1 < |x|, — |xn[, < 1 sin > N. Esto implica que |x,|, < |xy|,+1sin>N.

Sea k = max{[xi|,, |x2|,...., |xn], . [xn[, + 1}, por lo cual se tiene que |x,|, < k para todo n € N.
Ast, la sucesion (x,) estd acotada.

Sean (x,), (yn) € ¢"y € > 0, por lo anterior existen k1, k € R mayores que cero, tales que |x,|, <k
y \yn|p < ky paratodo n € N. Sea k = méx{ky,k, }. Para € /k existen Nj, N, € N tales que si n,m > N;

entonces [x, —Xu|, < €/k y si m,n > N, entonces |y, —ym|, < €/k. Sea N = max{N1, N2 }. Si
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n,m > N entonces

|xnyn _memlp = ’ann — XmYn + XmYn _xmym‘p s
= |yn (%0 — Xm) + Xm (¥ —ym)|p7

< max{[yul, [xn =Xl s [Ximly [y = Yl 3

< méx{k%,kf},

=E&.

Asi, (x,y,) € €. Las propiedades de anillo se heredan por ser Q un campo y de la definicién de
las operaciones, comprobar que el elemento neutro es 0 = (0) y el elemento unidad es 1 = (1) se

sigue de la definicién de las operaciones. 0
Lema 2.6. La funcion f : Q — € definida por f(x) = (x) es una inclusion de Q en €.

Demostracion. f estd bien definida y es inyectiva dado que si f(x) = f(y) entonces (x) = (y) por
lo cual x = y.

Ademds, es un morfismo de anillos, pues f(x+y) = (x+y) = (x) + (), f(xy) = (xy) = (x)(y) =

f(x)(y) y por tltimo f(1) = (1). O

Definicion 2.7. Se define .4~ C % como el conjunto

A = () 3, = 0) = {0 im b, =0},

es decir, el conjunto de sucesiones que convergen a cero con respecto al valor absoluto |- |,.
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Proposicion 2.7. A es un ideal en €.

Demostracion.
1. (0) € A, yaque lim,|0[, =0.

2. Si (x,), (yn) € A, entonces existen N, N, € N tales que si n > N y m > N, entonces

Xalp <€y |ymlp<e.

Sea N = méax{N;,N, }. Paran > N se tiene que |x, +y,| < max{|x,|p,|ys|p} < € por lo tanto

r}l_rgolo(xn +yn) =0,

asi, x, +y, € N

3. Sea (x,) € A e (yu) € €, tales que |x,yn|p = |xn|p|yn|p, dado que (y,) € € entonces existe

k € R tal que |y,|, < k para todo n € N, as{

1{m [x,y,|, < k lim =0,
n—soo n—»oo

r}i_{lr}o ’xnyn‘p =0,

por lo tanto, se concluye que (x,)(y,) € 4.
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se quiere ver que .4 es un ideal maximal, para esto, es necesario el siguientes resultado.

Lema 2.7. Si (x,) es una sucesion de Cauchy tal que (x,) > 0 entonces existen ¢ >0y N € N

tales que |x,|, > ¢, para cadan > N.

Demostracion. La demostracion de este resultado puede ser consultada en Katok] (2007). L]

Proposicion 2.8. ./ es un ideal maximal de € .

Demostracion. Sea .# un ideal de € tal que A4 C £y & # A, entonces & =C.
En efecto, dado que, .# # .4 existe (x,) 4 0, dado que (x,) es una sucesion de Cauchy, por el

Lema 1.7 existen ¢ > 0y N € N tal que si n > n entonces |x,|, > c. se define la sucesién (y,) como

0 ,si n<N,
Yn =
xl,, ,81 n>N
Se tiene
1 Xn — Xn+1 Xn — Xn+1
[Ynt1 = Yulp = | = Pon = Xnt1lp _ o 2n+ p para n > N.
Xn+1—x—np X1 p X p ¢

Ahora bien, la sucesion (x,) es de Cauchy y por Lema 1.5, se tiene que 1im,,_seo [X4-1 —X4[p =0,y
dado que

, . |xn_xn+1 p
r}grolo |yn+1 _Yn‘p < lim ———~

N—yoo c2 ’
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se concluye

r}f_g}o b’n+l _ynlp =0,

y en consecuencia la sucesion (y,) es de Cauchy.

Dado que .# es un ideal de € se tiene que (x,)(y,) € -, ademds

Entonces 1 — (x,y,) € A, sea (z,) = 1 — (xpyn). Luego, 1 = (z,) + (xnyn) € & yaque (z,), (Xnyn) €

4, por lo cual, .# = € y por tanto se tiene que ./ es maximal en €. ]
Con las anteriores afirmaciones se puede definir el campo Q,, de la siguiente forma.

Definicion 2.8. El campo de los ndmeros p-adicos, se define como

¢
Qp = 7

Definicion 2.9. Si A € Q, y (x5) es cualquier sucesién Cauchy representante de A, se define
ALy = lim .

Lema 2.8. Sea A € Q, y (x,) es cualquier sucesion Cauchy representante de A, la sucesion de

niimeros reales es eventualmente estacionaria, es decir, existe un N € N tal que |x,|p = |xp|, si
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m,n > N.
Demostracion. La demostracion de este resultado puede ser consultada en Katok] (2007). U]

Proposicion 2.9. La funcion || ' Qp — R, definida anteriormente es un valor absoluto no ar-

quimediano.
Demostracion. Se tiene que,

1. Si|A| » = 0 entonces existe 1im, o % | » = 0 para toda sucesion representante de la clase A.
Entonces (x,) € .4, es decir, A = 0.
Por otro lado, si A = 0 entonces para algin representante (x,) de A se tiene que 1im;, e | X, | =

Al =0.

0 asi »

2. Sean A, € Q, se tiene

|)b|p’ﬁ|p :’}glgo|xn|pr}glgo|yn|p7
:r}glgo|xn|p |yl’l|p7
:’}f_rg‘xnynua

= |ABI,-

3. Por el Lema 1.8 existen naturales N;, N, y N3 tales que si n > N; entonces |x,,| = x| » si
n = N, entonces |y, = |y, [, y sin > N3 entonces |x, + yn|, = |[xn; +Yns] -

Sea N = max{Ny,N,, N3}, entonces |A —|—ﬁ|p = 1imy o0 | Xy —l—yn|p = |xy —l—yN|p, |7L|p =1im,_se0 |xn|p =
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nl, ¥ Bl , = 1imyseo |ynl, = |yw,- Usando la desigualdad |xy +yn|, < max{|xy|,, [yv|,}

se obtiene |4 + B[, <mdx{[A|,,|B],}-
De 1, 2 y 3 se concluye que |-| » €s un valor absoluto no arquimediano. [
Proposicion 2.10. Q, es completo con respecto a ||,
Demostracion. La demostracion de este resultado se puede consultar en |[Katok! (2007). [

2.3. Un estudio sobre el campo Q,
En la anterior seccion se definié el campo Q,, y el valor absoluto | - |,. Es valido recordar

estas dos observaciones.

1. El conjunto de valores de Q y Q,, bajo |- |, es el mismo, especificamente,

{xeR":x=|A[,,A€Q}={xeR":x=|A],,A €Q,},
={p":neZ}u{0}.
2. Como consecuencia del inciso anterior se tiene que para cada x € Q,, x = 0, existe un entero
v,(x) tal que |x|, = p~*»™). En otras palabras, la valuacién p-adica se extiende a Q.

Ahora bien, para empezar el desarrollo de esta seccion se dardn las definiciones de unos subcon-

juntos de Q,, que serdn titiles para el estudio que se quiere realizar.

Definicion 2.10. El anillo de enteros p-adicos es el conjunto

Zp={xeQp:lxlp <1},
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el anillo Z, de enteros p-adicos es un anillo local cuyo ideal maximal es el ideal principal

pr:{erp:|x|p§p_l},

ademads, cada elemento de Z,\pZ,, tiene su inverso en Z,. A este tltimo subconjunto se le nota
por

Zp\pZp = Z; ={xeQp: x|, =1}

A continuacién se mostrard el comportamiento topolégico que tiene el campo @, respecto

a la métrica d definida anteriormente.

Definicion 2.11. Se definen la bola con centro en a y radio p”, y la esfera con centro en a y radio

p’ como,

Bpr(a) ={x€Qp:lx—al, <p'},

Sp(a)={xe€Qpy:|x—al,=p"}.

se puede notar que,

By(a)={x€Qp:lx—a|,<p} ={x€Qp:|x—a, §pr’1} :Epr(a).

A partir de esta definicion se pueden demostrar los siguientes resultados

Proposicion 2.11. Se cumple lo siguiente,
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1. B,r(a) es un conjunto abierto y cerrado.

2. Sib € Byr(a) entonces By (a) = B, (D).

3. Sia,b € Q) entonces By (a) NBps(b) # 0 si, y s6lo si By (a) C Bps(b) 6 Bys(b) C By (a).
Proposicion 2.12. Q, es un espacio de Hausdorff totalmente disconexo.
Demostracion. La demostracion de estos resultado puede ser consultada en Katok]| (2007)). O

Para continuar con el estudio topoldgico de Q,, se hace necesaria la siguiente proposicién y

su corolario.

Proposicion 2.13. La inclusion Z — 7, tiene una imagen densa. En particular, dado x € Z, y
n>1existea € Zcon0< a<p'—1,tal que |x— |, < p~". El entero o con estas propiedades
es unico.

Para cualquier x € Z, existe una sucesion de Cauchy oy, que converge a x con las siguientes

caracteristicas:

1. o, € Zparatodony0O<a, <p"—1.

2. Para cada n se tiene que 04, = @,  (mdd p”fl).
La sucesion (o) con estas propiedades es tinica.

Corolario 2.2. Sea n € N se tiene

Lp/p"Lp =L/ p"L
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Demostracion. La demostracion de estos resultado puede ser consultada en Katok]| (2007)). OJ

Ahora bien, conociendo los anteriores resultados es posible demostrar las siguientes pro-

piedades.
Proposicion 2.14. Las esferas son conjuntos abiertos y cerrados.

Demostracion. El Corolario 1.2 afirma que Z,/p"Z, = 7/p"Z, esto implica que los nimeros

0,1,...,p" — 1 son representantes de las clases de Z,/p"Z,, es decir,
p'=1
Z[) = |_| l—|—anp,
i=0

y dado que Z; = Z,\pZ, se tiene
p—1
Zy=||i+pZpy,
i=1

por lo tanto

p—1 p—1
Spi(a)=a+p "L, = |_| a+ip" —I—p_("_l)Zp = |_| B u-n(atip™).
i=0 i=0

Asf, Sy (a) es un conjunto abierto y cerrado, para cadaa € Q, y n € Z, pues las bolas son conjuntos

abiertos y cerrados. [
Corolario 2.3. Z, es compacto.

Demostracion. Puesto que Z;, = B ,0(0) es un conjunto cerrado y ademds Z, C Q) que es un

conjunto completo entonces Z, es completo. Por otro lado, por el Corolario 1.2 se tiene que si
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n € Nentonces Z,/p"7Z, = 7/ p"7Z, por lo cual

con esto se tiene
p'=1
Zp= || Bys(i),
i=0

Asi, si € > 0 existe n € N tal que p~™" < € y se obtiene,
p'=1 -l
Zp=| | Byn(i) C |J Bpu(i).
i=0 i=0

Por lo tanto Z,, es totalmente acotado.
Como Z,, es completo y totalmente acotado, por el teorema de Heine-Borel se concluye que Z), es

compacto. [
Proposicion 2.15. Las esferas y las bolas son conjuntos compactos.

Demostracion. Seah: {p™"} x Z, — Q,, definida por h(x,y) = xy.

Se puede notar que 4 es la operacién producto restringida al conjunto {p~"} x Z, y como la
operacion producto es continua se obtiene que £ es continua.

Dado que h({p™"} x Z,) = B»(0), entonces B, (0) es un compacto pues es la imagen continua
de un compacto. Sea g : {a} x p~"Z, — Q, definida por g(x,y) = x+y, donde g es la operacion
suma restringida al conjunto {a} x p~"Z, y como la operacién suma es continua se obtiene que g

es continua.
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Ahora, puesto que g({a} x p™"Z,) = B;»(0), entonces B, (a) es un compacto ya que es la imagen
continua de un compacto. Asi se concluye que las bolas son conjuntos compactos. Un pensamiento

andlogo prueba que las esferas son conjuntos compactos. 0

En consecuencia se puede afirmar que:

1. Q, es localmente compacto.

2. Z, es compacto.

3. Qp es localmente compacto.

Finalmente, se mostrard la forma de representar un nimero p-adico, esta forma permite operar

estos elementos.

Proposicion 2.16. Cada x € 7, puede escribirse de la forma

x:bo—i—b1p+b2p2+...—|—bnp"—|—...

con b; € N, tales que 0 < b; < p. Ademds, esta representacion es tinica.
El siguiente resultado da la forma para cualquier x € Q,.

Corolario 2.4. Cada x € Q, puede ser escrito en la forma

X=b_pp b p1p T+ Hbo+bipt. A bp . =Y b,

n>—no

con 0 <b, <p—1yb_,, #0. Esta representacion es vinica y ademds V,(x) = —nD,
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Demostracion. La demostracion de estos resultado puede ser consultada en Katok]| (2007)). OJ

Para cerrar esta seccion se presenta un resultado importante sobre extensiones algebraicas

de @, y una funcién que conecta con los niimeros complejos.

Lema 2.9. (Lema de Hensel) Sea f(x) = co+cix+---+cx" conc; € Zy,i=0,...,nysea f'(x) =
1 +2cx+ ... +ne, "1 su derivada formal. Si ag € Z,, tal que f(ag) =0 (mdd p) y f'(ap) Z
0 (mod p), entonces existe un vinico entero p—ddico xy sujeto a xy = ag (mdd p) que satisface

f(X()) =0.
Demostracion. La demostracion de este resultado puede ser consultada en Katok (2007). 0

El Lema de Hensel permite ver, por ejemplo, que el polinomio x> + 1 es reducible en Qs,

pero no lo es en (Q7, en efecto, note que en Q5 se tiene que

224+1=5=0(méd>5),

3241=10=0 (méd 5),

ademads se tiene que

2(2) =4 %0 (méd 5),

2(3) =620 (méd 5).

Por lo tanto, existen x,x3 € Zs tal que f(x2) = f(x3) = 0, pero notese que en Q7 se tiene que para

x=1,2,3,....6;x2+1 # 0 (méd 7). Esto implica que el polinomio x% + 1 es irreducible en Q.
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Por lo tanto, existen polinomios en @, que no son reducibles, lo cual permite pensar en extensiones
algebraicas.

Sea K un campo tal que K = Q,,(«) donde u es raiz del polinomio
S tag N aix+ao,

entonces se define

Nk g, () = [ Tui,
i=1

donde u; son los conjugados de u = u; sobre Q,,.

La norma algebraica Nk g, cumple las siguientes propiedades
= Ngjq,(uv) = Nk/q,(V)Nk/qg,(v)-
= Para un cuerpo intermedio E, se tiene que Ngq, (Ng £ (1)) = N q, (u).
» Nk/g,(a) =a", paraa € Q.

esto permite ver el siguiente resultado.

Teorema 2.4. Sea K una extension finita de grado n sobre Q. Entonces

ol = V0, (0]

Demostracion. La demostracion de este resultado se puede consultar en |[Koblitz (1977). L]

Por ultimo se dara la definicion del caracter multiplicativo definido sobre Q.
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Definicién 2.12. Sea e : Q, — C definida de la siguiente forma

e(x) = AT naip']

)

donde x esta representado como en el Corolario 1.4. Esta funcién es conocida como caracter mul-

tiplicativo sobre Q,,.

2.4. Integracion en Q,.
Teorema 2.5. Sea (G, +) un grupo topolégico localmente compacto, existe una medida regular de

Borel, tinica salvo multiplicacion por constantes positivas, tal que

1. fU dx > 0, para cada conjunto de Borel U, distinto del vacio.

2. [iiy = Jydx, para cada conjunto de Borel.

La medida dx descrita en el teorema anterior es una Medida de Haar sobre G.
En las secciones anteriores se vio que (Q,,+) es un grupo topolégico abeliano localmente com-
pacto, asi por el Teorema 1.5 existe una medida de Haar dx sobre (Qp, +). Por otro lado, Ly es

compacto y por ser dx una medida regular se obtiene

/ dx < oo,
ZP

Asi, se puede normalizar esta medida por la condicion

/ dx=1,
ZP
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y asi dx es unica.
Los abiertos compactos de Q,, B),-»(a), generan la c-dlgebra de Borel. La medida dx asigna a

cada subconjunto abierto compacto U un niimero real no negativo [, dx, que ademds satisface

dx = dx,
/U:_1 U ,; ur

para todos los subconjuntos abiertos compactos U, en Q,, que son disyuntos dos a dos, tales que

U= Uy es igualmente compacto. También cumple,

/ dx:/dx.
xo+U U

Proposicion 2.17. Sea d(ax) definida por d(ax)(U) = dx(aU), entonces d(ax) es una medida de
Haary

d(ax) = |a|pdx acQ,.

Es decir,

dx = |a /dx.
| ax=la, [

Demostracion. La demostracion de este resultado puede ser consultada en Vladimirov V. S| (1994).

]

En los siguientes ejemplos, se calcula las integrales sobre los conjuntos B,(a) y S,(a) con

ac Q.
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Ejemplo 2.5. Vladimirov V. S|(1994)

p

En efecto, dado que

Bpr((l> = a+p7er7

se tiene

/ dx = / dx,
Bpr(a) a+p~"Zp
= / dx.
P "Ly

/ dx:p’y/ dx=p"(1-p").
B,r(a) Syr(a)

44

Entonces para cada x € B, (a) se puede hacer la sustitucién x = p~"y, donde y € Z,, con lo que

dx = [p~"|,dy, asi por el resultado anterior.

J

dx = / dx,
r(a) p'L

p P

Ahora bien, para
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Se tiene en cuenta que

Bpr(a) = Spr (a) |—|Bp"*1 (a),

por lo tanto

Un ultimo resultado que serd de utilidad para el desarrollo de este trabajo, permite calcular

la integral sobre la funcidn caracter.

Ejemplo 2.6. Vladimirov V. S|(1994)

Tosi 8], <p7

/Br e(Ex)dx = g

o (0) .
0 si [&], >p L

En efecto, si [§], < p~" se tiene que |§x|,, < 1 por lo tanto e(Ex) = 1, asi

/ e(Ex)dx = / dx,
B, (0) B, (0)

4

r

=p,

r+

ahora bien, si [§], > p~ I, entonces para x’ € S,(0), que se sabe que cumple que B, (0) = B, (x')
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se tiene que |Ex'[,

que dx =dy, y asi

(Ey)e(—&x)dy,

/Br(o)e(éx)dx:/Bp

Jy 0 (60 =e 80 [ elra

P

e
r(x")

(1=e(=&X)) [ e(Exdx=0.

e
pr (O)

con lo que se concluye que

con esto se puede ver que

pPr(l—ph) si [§],<p,

elcx) = =1 . _ -1+l
Aﬂm(5> p si |6],=p7"",
0 si [&], > p "

Para extender estas idea a dimension n, se tiene que

@;:@px@px...x@p,

46

> p por lo tanto e(&x) # 1, asi se se hace, la sustitucién x = y — x/, se obtiene
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y sobre el cual define la norma

|x|[p = mdx i< j<nlx)] p-

Se puede verificar de manera sencilla que la anterior norma es no arquimediana.
Este espacio hereda de QQ,, varias caracteristicas, entre ellas tener une medida de Haar que se notard

por d"x y ésta se puede normalizar de la siguiente manera.

Un udltimo resultado importante en este trabajo es el siguiente.

Teorema 2.6. Teorema de Fubini. Sea f(x,y) con x € Q) ey € Q} tal que la integral iterada

/Qn (/@m f(x,y)dy> dx,

existe, entonces la funcion f es integrable sobre @ZJ”" y todas las integrales iteradas de f existen,

Yy
/ ( f(x,y>dy> de= [ fley)dyds= [ ( f<x,y>dx) d.
Q \Jor QG A\’

de forma contraria, si una funcion f es (absolutamente) integrable sobre Qg+m entonces todas las

integrales iteradas existen y son iguales entre ellas.
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3. El poliedro de Newton y polinomios cuasi-homogéneos.

El siguiente capitulo estd dividido en dos secciones, en la primera se dard a conocer la
definicion del poliedro de Newton asociado a un polinomio, y los diferentes objetos sobre él. En
la segunda seccidn se presentard la definicion de polinomios (ki, k»)-homogéneos, y se verd un
resultado sobre éstos.

3.1. El poliedro de Newton.
Definicién 3.13. Dado un polinomio f(x) = ¥;aix' € K[x]\K, para x = (x1,x2,...,X,), tal que

f(0) =0, se define el soporte de f como

supp(f) = {l € N": q; # 0}.

El poliedro de Newton de f notado por I'(f) se define como

['(f) := Envolvente convexa U (I+R3))
Iesupp(f)

Ejemplo 3.7. Para el polinomio f(x,y) = x>y 433 + 1%+ x2y2, se tiene que el poliedro de Newton

€S



LA CONJETURA DE LA SUMA LOCAL 49

Figura 1. Poligono de Newton.

Definiciéon 3.14. Se llama cara de I'(f) a todo subconjunto convexo T que sea la interseccion de

I'(f) y un hiperplano H de R”" tal que alguno de los semiespacios definidos por H contiene a I'(f).

Definicion 3.15. Para cada cara 7 en I'(f), se define la funcién cara

fr= Z aix.

leN2NT

Definicion 3.16. Sea A(¢) la coleccién de caras compactas de I'(¢). El diagrama de Newton

A3(9) es la unién de las caras en A(¢).

Ejemplo 3.8. En la siguiente imagen se pueden ver las distintas caras del poligono de Newton

asociado al polinomio f(x,y) = Xy 43 + 10 4+ x2y?
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Figura 2. Caras del poligono de Newton.

dado que f es un polinomio en dos variables se tendrdn caras de dimensién O y 1 (sin contar

el poliedro de Newton que tiene dimensién 2). Los generadores de las caras de dimensién 1 son

71 = {1(0,1)|t > 3},
T ={(1-1)(0,3)+12(3,1)[0 <t < 1},
7 ={(1-1)(3,1)+1(6,0)|0 <t <1},

Ty = {t(1,0)|t > 6},

las caras de dimension O son
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Ademads, se tiene que

fo (x,y) =),

fo(xy) =xy+y°,
f‘L'3 (X,y) = x3y+x67

fT4(x7y) = x6a

ffs(x7y) :y3:

fTﬁ('x7y) = X3y,

fT7 (X,y) = x6'

A continuacion se define una relacion de equivalencia sobre (R™)".

Definicion 3.17. Paraa € (R")", se define
N@)Zlm%{@Jﬂ,

xel'(f

y el primer lugar de encuentro de a como

F(a)={xeT(f): (a,x) = m(a)},

donde (-,-) denota el producto interno usual en (R™)".

51
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Se define la relacién de equivalencia sobre (R™)"

a~d siysolosi F(a)=F(d).

Las clases de esta relacion de equivalencia se definen de la siguiente forma

Definicion 3.18. Si 7 es una cara de I'(f), se define el cono asociado a T como

Ac={ac (RY)": F(a) = T}.

Cada A; es una clase de la relacion anteriormente definida.

Con las definiciones anteriormente expuestas es posible ver que forma tiene las clases de
equivalencia A, este trabajo puede ser algo aparatoso, por lo cual, se exponen los siguientes resul-

tados que dan una herramienta para calcular los A;.
Lema 3.10. Sea f € K[x]\K.

i) Si H es un hiperplano soporte del Poliedro de Newton T'(¢) y a € R"\ {0} es perpendicular

a H, entonces a 6 —a € (R1)".

ii) Si T es una careta (cara de dimension n — 1), entonces existe a € N'\ {0} tal que es perpen-

dicular a 7.

Proposicion 3.18. Sea f € K[x]\K. Sea T una caradeI'(¢) (1 #1(9))y sean y1,..., 7 las caretas

de T'(¢) que contienen a t. Sean ay,...,a, los tinicos vectores primitivos en N"\{0} que son
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perpendiculares a 1y, ..., %, respectivamente. Entonces el cono A; estd dado por,

Ar= { Aiai|A; € R+\{0}} :
i=1

Mas aiin, dim(Az) = codim(t) = n—dim(7).

Demostracion. La demostracion de estos resultados puede ser consultada en Hoornaert (2002).

]

Ejemplo 3.9. En f(x,y) = X’y +y> +x° + x%y? se tiene que las caras de dimensién 1 son las caras

T1, T2, T3 Y T4 Y se puede ver que

Ag, = {t(1,0)]t e RT},
Ag, = {t(2,3)[t e R"},
A, ={t(1,3)[t e RT},

Az, ={t(0, 1)t e RT},
por lo cual
Ag = {t(1,0) +s(2,3)|t,s € RT},

Ag, = {1(2,3) +s(1,3)|t,s e RT},

Ay, ={t(3,1)+s(0,1)|t,s e RT}.
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Figura 3. Particién de (R*)? en conos A;.

Definicién 3.19. Sea f € K[x]\K.

Se define la distancia de Newton, que se nota por d(f), como la distancia desde el origen

hasta el punto interseccién entre la bisectriz y la frontera de I'(¢).

= Se nota por 7(f) a la cara de dimensién minimal que contiene al punto interseccién entre la

bisectriz y la frontera de T'(¢).
» La funcién cara asociada a 7w(f) se nota por fp;.

= Si T es una cara compacta, se nota por d; a la distancia desde el origen al punto interseccién

entre la recta identidad con la recta soporte que contiene a 7.

Ejemplo 3.10. Para el polinomio f(x,y) = x>y +y> +x° +x2y? se tiene que
p q

o ={(1-1)(0,3)+1(3, )]0 <r < 1},

5= {(1—1)(3,1)+1(6,0)0 <t < 1},
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por lo tanto

dr, =d(f) = 1.8,
dry, = 1.5,
ﬂ(f) =T,

for(x,y) = £y +3°,

como se ve en la siguiente grafica.

9
8

7
Ty

Figura 4. Distancia de Newton d(f) y d,.

3.2. Polinomios cuasi-homogéneos.
En esta seccidn se dard a conocer la definicion de polinomio cuasi-homogéneo de grado a

y un resultado que es de utilidad para el desarrollo de este trabajo.

Definicion 3.20. Sean f € K[x,y] y ¢,m € N+, se dice que f es un polinomio cuasi-homogéneo
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de pesos (g,m) y de grado n, si para todo ¢ > 0 se cumple que

f(thx,t"y) =1"f(x,y).

Proposicion 3.19. Sea f un polinomio cuasi-homogéneo de pesos (q,m) y de grado n, tal que f no
es de la forma f(x,y) = cx"1y"2. Asuma que g <m, y (q,m,n) = 1. Entonces (q,m) = 1y existen
enteros no negativos o, 0 y un polinomio cuasi-homogéneo Q de pesos (1,1) y grado n' tal que

el polinomio f puede escribirse como

flxy) =x%y%2 0", y7). (1)

Mas precisamente, f puede ser escrito como

M

flry) =Cx"y? [ (7 —Ax™)™,  (2)
L=1

con M > 1, distintos A, € C\{0} y multiplicidades n;, € N\{0}, con vi,v» € N (posiblemente

diferentes de a,, ap en (1)).

Demostracion. Denote por A el conjunto de todas las soluciones (&, 8) € N? de la ecuacién

og+PBm=n, (3)
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entonces

fay) =Y Copx®P. (4)
(a,B)eA

Para coeficientes adecuados Cy B entonces escoja (g, Bo) € A con oy maximo. Como gZ+ mZ+

nZ = 7, la identidad (3) implica que ¢Z + mZ = Z (dado que A # 0), asi que

(g;m)=1. (5)

Note que (o, B) € A es equivalente a (& — 0g)g + (B — Bo)m = 0. Entonces (5) implica que o —

o = —sm, B — Po = sq para algin s € Z, o, equivalentemente

a = ag—sm,f = Po+sq.

Como o es maximal para A, se tiene que s > 0. Escoja 51 € Z méaximal con a; = ag —sym > 0.

Entonces para cualquier (¢, ) € A se tiene la relacion

o =0+ (s;—s)m, B = Po+sq.

Note que 5,51 — s € N. Asi, todo monomio x%yP con (o, B) € A puede ser escrito como

xOyP = xyPo ()17 ().

Esto en combinacion con (4) demuestra (1).
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Para probar (2), se escribe

O(1,y2) = Coys +Ciya 'y +...+CT,

donde 7’ es el grado de Q. Se puede asumir que Cy # 0, de lo contrario se puede factorizar alguna

potencia de y; = x” de Q en (1). Suponiendo sin pérdida de generalidad Cy = 1, se puede escribir

donde Ai,...,4, € C\{0} son las raices del polinomio Q(1,y,), listado con sus multiplicidades.

Esto mantiene (2). O

La demostracion del anterior resultado puede ser vista en Ikromov| (2011), en este articulo
se encuentra una version extensa.

Para una mejor comprension se presenta el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.11. Sea ¢ (x,y) = x*y” +x7y% +x!0y° 4+ x!3y* entonces se tiene que

¢ (x,y) = xy (0P + 3y +2% +27),

tomando x; = x> se toma O(x1,y) = ¥ 4 x1y? —l—x%y%—x%, con lo cual

¢ (x,y) =x"* 0 (x1,y),
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se tiene que

Q(xlay) ZX?Q (lvxl) .

1

Ahora bien, se nota que

Q(Ly) =y +y*+y+ 1=+ 1)(y—i)(y+i),

por lo tanto

O(x1,y) = (y+x1)(y —ixy) (y +ix1),

o (x,y) =x"y (y+2)(y—ix)) (y+ix).

59
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4. La conjetura de la suma exponencial local.
4.1. Sumas exponenciales.
Sea K un campo y f : K” — R una funcién. Una suma exponencial es definida como una

suma de la forma

S(x): Z e27tif(x)’

XEA
ACK"

donde A es un conjunto finito numerable (la contenencia puede ser propia). En la teoria de nime-
ros este tipo de sumas aparecen frecuentemente, por ejemplo, en el problema de Waring (véase

Korobov| (1992))), en el cual, se debe hacer un estudio de la suma exponencial

P

S(x) _ Z eZﬂ?iOtx”’

x=1

donde « € [0,1].
El objetivo principal en sumas exponenciales es estudiar su comportamiento asintético. Dado que

en éstas se suman n € N nimeros complejos de médulo igual a 1, siempre se tiene la cota trivial

IS(x)| < n.

Pero esta cota puede estar muy alejada del valor real del médulo de la suma. Como la suma depende
de la funcién f, es posible pensar en poner mds condiciones a esta funcién. Cuando f: K — R es

un polinomio de grado n se conocen como suma de Weyl de grado n, a la suma exponencial de la
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forma
Q+P
S(x) _ Z eZm’f(x)‘
x=0+1

Weyl demostré que

__r
S(x)| < C(n,e)P' 7T,

bajo cierta condicion para el coeficiente principal del polinomio f, € estd en el intervalo (0,1),
y=1—¢€yC(n,¢&) no dependen de P.

La suma exponencial objetivo de este trabajo tienen la forma

1 - s

So = SO(‘P?ps) = Z eZﬂIZQ)(X)/p )
xX€[Z/p°Z)"
x=0 (médd p)

donde ¢ € Z[xy,...,x,] y s,n € N, ésta es conocida como la suma exponencial local, y es un

truncamiento de la suma exponencial completa

1 : 5
S=S(9.p)i= 5} ST
x€[Z/p*Z)"
En la suma So(¢, p°) se selecciona los términos x = (x1,...,x,) donde p|x; para todo 1 < j < n.

Sobre estas sumas se conjetura que existe una constante C, independiente de p y s, y un conjunto

finito & = &, de primos tales que para todo p & &,

[So| <Cs"~1p7%, (1)
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donde o, = o.(¢) es el indice de oscilacién compleja de ¢ en 0. La conjetura (1) estd relacionada
con una de las conjeturas de Igusa sobre sumas exponenciales, que postula cotas uniformemente
similares para S cuando ¢ es un polinomio homogéneo.

Esta Conjetura ha sido demostrada en distintos articulos, en Denef| (1987), Denef y Sperber la
probarén cuando ¢ es es C—no degenerado y cuando se tiene una condicién auxiliar sobre los
vértices del poliedro de Newton, en Cluckers (2010) Cluckers removi6 la condicion auxiliar sobre
los vértices, estableciendo la conjetura de Igusa cuando ¢ es C—no degenerado.

4.2. La conjetura de la suma exponencial local en dimension 2.

En la seccion anterior se dio a conocer la conjetura de la suma local en dimensién n. En
Cluckers R. Mustata (2019) se establecid la conjetura de la suma local (1) en todas las dimensiones.
Pero la demostracion de esta conjetura en dimension n > 2 es dificil por el célculo del indice de
oscilacién compleja o, en forma precisa para cualquier ¢, por lo cual, son necesarias herramientas
complejas; ahora se va a explicar la demostracion de esta conjetura en dimensiéon n = 2 dada en
Fraser (2020).

En dimension n = 2 se tiene que o, = 1/h(¢) donde h(¢) := sup,d.(¢) es conocida como la
funcién altura de ¢, el supremo se calcula tomando todos los sistemas de coordenadas z = (x,y)
del origen, y d.(¢) denota la distancia de Newton de ¢ en las coordenadas de z; ademas si se toma
el exponente de Varchencko notado por v(¢) en esta dimension, se tiene que este toma el valor 0
o el valor 1, y con esta notacion la conjetura sobre las sumas exponenciales locales se enuncia de

la siguiente forma.

Teorema 4.7. Sea ¢ € Z[x,y|. Entonces existe un conjunto finito & de primos y una constante
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C = Cy tal que para cualquier p ¢ &y s > 1,

So(@, p*)| < Cs¥ @) p=s/hle) ()

se mantiene para todo ¢ excepto para una clase excepcional &. Para ¢ € &, la estimacion (2) se
mantiene con v =1, que es |So(9, p*)| < Csp=/"9). La clase & consiste de los polinomios de la
forma

¢ (x,y) = a(by* + cxy + dx*)™ + términos de orden mayor
donde el polinomio cuadrdtico by* + cxy +dx?* es irreducible sobre los racionales.
La demostracién de este teorema requiere de los siguientes dos resultados.

Teorema 4.8. Para cualquier ¢ € Z[x,y] con V¢ (0,0) = 0, se puede encontrar un polinomio

v € Q] tal que si ¢ (x,y) = ¢ (x,y+ w(x)), entonces h(¢) = h() = h(apr).
El anterior resultado permitird finalizar la demostracion del siguiente teorema.

Teorema 4.9. Suponga que los coeficientes de ¢ € Q|x,y| son unidades en Z,.
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(a) Si (@) es una cara compacta, entonces

Caeg(oyP /1) si mpe(9) <d(9),

1S0(8: PN S Cogoysp™/4® si mp () =d(¢), B

| Caestop ™™ i mpr(9) > d(9):
(b) Si (@) es un vértice, entonces
‘SO(¢>ps)’ < Cdeg((]))spis/dw)? (4)

y esto mejora a |So(¢, p*)| < Cdeg(¢)p_s/d(¢) cuando el vértice m(¢) = (1,1).

(c) Si (@) es una cara no acotada, entonces
’SO(¢aps)| < Cdeg(¢)p_s/d(¢)' (5)

Se tiene que para todo T € A(¢) el polinomio ¢, resulta ser cuasi-homogéneo, por lo cual,
aplicando la Proposicién 2.19 se puede factorizar en la forma mencionada, se nota por <7 la co-
leccién de ndmeros algebraicos consistente de las raices &, como la diferencia de raices distintas

&j— & para cada ¢;. Entonces el conjunto finito &7 de nimeros primos consiste en
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= Numeros primos que son a lo mas deg(¢).
= Primos divisores de los coeficientes de ¢.

= Primos divisores de los coeficientes del polinomio minimal de cada

Eed.

mpr(¢) es la maxima multiplicidad entre las raices { }?’:1 que aparecen en la factorizacion
de ¢, de ¢, cuando 7(¢) es una cara compacta, segtin la Proposicién 2.19.
En el Teorema 3.9 literal a, se ve que las conclusiones son obtenidas por la relacion que hay entre

mpr(9) y d(¢), para alcanzar estas conclusiones es necesario expresar a d;

g 1 n  qo+mB+gmM
T_K1+K2_m+q_ m-+q

(6)

con M = ):;le nj < d; donde n; son las distintas multiplicidades en la factorizacion de ¢z, y el

siguiente resultado
Lema 4.11. Sea T € A(¢) y M definido como antes, entonces.

(a.) Si T no es la cara principal, entonces M = ):’}:1 nj < d;. Ademds la desigualdad estricta

M < d; se mantiene a no ser que un punto final de T esté sobre la bisectriz.

(b.) Suponga que T = w(Q) es la cara principal, m,.(¢) > d(@), y j« es tal que nj, = mp.(§).

Entonces nj < d(¢) paratodo j # j. y &, € Q.

(c.) De nuevo suponga que T = 7(§) pero ahora nj, = mp () = d(¢). Entonces ¢, = c(y* +
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bxy + dxz)” es una potencia de una forma cuadrdtica o
N
¢prxy—cxy Hy éj . ()

nj<nj, paratodo j # j.y & € Q.

Demostracion. Para probar (a), se supone que T se encuentra debajo de la bisectriz asi que el punto

final izquierdo (o, B+ ¢gM) de 7 satisface que o > 3 4+ gM. asi por (6)

a(B+aM)+qmM _ (B+qM)+mM

d; > =
qg+m q+m

> M,

como ¢ > 1. Si el punto final izquierdo (@, B + gM) no esté sobre la bisectriz, entonces se tiene la
desigualdad estricta o > B + gM que a su vez implica d; > M se mantiene.
Para probar (b), suponga que nj, > d(¢) y que existe un 1 < j < N con j # j, tal que d(¢) < n;.

Entonces M > 2d(¢) y asi por (6),

M 2
amM_ 2qm.

d(9) = m+q m+gq

d(¢)>d(¢),

que es una contradiccién. Por lo tanto n; < d(¢) para todo j # j.. Para mostrar que &§;, € Q, se
argumenta por contradiccion de nuevo y suponga que el grado de &;, sobre los racionales es por
lo menos 2. Dado que los conjugados de &;, todos se encuentran entre las raices { ]} _|» seria

posible encontrar un conjugado &; con j # j.. como todos los conjugados deben tener la misma
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multiplicidad, se ve que n; = n;, que se ha visto que es imposible.
Finalmente para probar (c), suponga que nj, = d(¢) y que existe un 1 < j <N con j # j, y

nj=nj,. Porlotanto M > 2n; =2d(¢)y asi

lo cual implica que 2gm/(m+¢q) < 1y por lo tanto ¢ = m = 1. Ahora por (6), se tiene

2d(9)=a+B+M,

y como M > 2d(¢), esto es una contradiccién a menos que o = 8 =0y M = 2d(¢). Por lo tanto

d(¢)=nj, =njy

Opr(x,y) = (v = E1x)" (v = &ox)" = c(v? + bay +dx*)",

es una potencia de una forma cuadrdtica con n = n;. De lo contrario se tiene n; < n;, = d(¢) para

todo j # j y razonando como en la parte (b), se concluye que §;, € Q. [

Para cerrar esta seccion nétese que se puede suponer que V¢ (0,0) = 0. Si V¢ (0,0) # 0
entonces, sin pérdida de generalidad se puede suponer que d,¢(0,0) = ¢ # 0 y como ¢ es un
coeficiente de ¢, se tiene que p { ¢ por tanto p ¢ &?. Entonces para cualquier y = 0 (mdd p),

considere el polinomio g € Z[x| definido por g(x) = ¢ (x,y) y ya que g’(x) = dy¢(x,y) se tiene que
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p [¢'(x) para todo x = 0 (méd p). asi por Lema de Hensel, la funcién &(x) : x — g(x) (méd p*)

define una biyeccién sobre {x € Z/p°Z : x =0 (méd p)} asi que

Pl

; S ; S

Z eng(x)/p _ Z eZmu/p ,
XE€Z/p*ZL u=0
x=0 (méd p) plu

por lo tanto para s = 1

p—1
. L
Z eng(x)/p _ Z eZmu/p _ 1’
x€Z/pZ u=0
x=0 (méd p) plu

y paras > 2

-l

: S 7 S

Z e2mg(x)/p _ Z eZmu/p ,
X€Z/p°ZL u=0
x=0 (m6d p) plu

p‘v71—1
: s—1
_ Z eva/p 7
v=0
1 — 2mi(p*™ ' =141) /p*!

Y

1 — e2mi/ps!
1— e2717i

1 = e2mi/pl

=0.

Por lo tanto,

1 . 5
S0<¢,pv) e _25 Z 62ﬂl¢(x7y)/p — 0, (8)
P™ (wy)elz)pzp
(x)=0 (mod p)

cuando s > 2 e igual a p~—2 cuando s = 1.
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4.3. Demostracion Teorema 3.9
El trabajo que se realizara en esta seccion es la demostracion de los items a. y b. Del Teo-
rema 3.9, para ello es necesario hacer una conexion entre las integrales p—adicas, el poligono de

Newton y la suma exponencial local. El primer paso es notar que

$o(9.) = [ el o)y

para poder ver esto es necesario mostrar que

(pZp)* = Ll Bys(x0) X Bys(y0)-

(x0-0)€[Z/p*Z)?
(x0,50)=0 (mdd p)

Sea (x,y) € (pZ,)? entonces
(xay) = (Zaipiazbipi> )
=1 =

donde 0 < a;,b; < p — 1; ahora bien, tome

s—1 )

1

xo= Y aip
i=1
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entonces

s—1 0
= {xEQp:x—Za,-p’zzaipl;oﬁaiép—l}7

:{xEQp:x:ZaiPi;OﬁaiSP—l}a

i=1

por lo cual x € B, (xo), y tomando

bip',
1

Yo =

1

(o)

de manera anéloga se obtiene que y € B,,—s (o), ademds es bastante claro que (xo,Yo) € [Z/p*Z]?

y (x0,¥0) =0 (méd p) asi

(x,y) € |_| Bpﬂ’(xo) XBp*J(yO)‘

(x0,y0)E[Z/ p*ZJ*
(x0,50)=0 (méd p)

En el otro sentido se toma

(x’y) € |_| Bp*‘V(XO) X Bp*‘v(yO)'

(x0.%0)E[Z/P’Z]
(x0,50)=0 (mdd p)

Por lo tanto existe (xo,yo) € [Z/p*Z])* con (xg,y0) = 0 (méd p) tal que

(x,y) € B,-s(x0) X B, (y0),
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como (xg,y0) € [Z/p*Z)* con (x9,y0) = 0 (méd p) se tiene que

(x0,0) (Z aip', Z bip' )

donde 0 < a;,b; < p— 1, entonces como se vio anteriormente
B, (x0) = {xé Qp:x= Zaipi;O <ai<p-1

i=1

B, (o) = {xEQp:xz Zbipi;OSaiSP—l
i=1

con lo que se tiene que (x,y) € (pZ,)?.

Dado que se probo que

(pZp)* = LI Bys(x0) X Bys (o),

(x0.y0)€[Z/p*Z]?,
(x0,70)=0 (méd p)

se tiene que,

//(pzp)2e<p—s¢<x,y>>dxdy: Yy // o

(x0.y0)E[Z/p*Z]?
(%0,y0)=0 (mdd p)

3
3

(p_s¢(x,y))dxdy,

71
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por la definicién de caracter e se ve que e(p ¢ (x,y)) = e(p~ ¢ (x0,y0)) asi

/ / (PO y)dxdy=" ) / / e(p~° ¢ (x,y))dxdy,
(pr) (x0.Y0 E[Z/p‘Z p=s (x0)xB p—S (o)
(%0,0)=0 (m6d p)

- Z // e(p~’ ¢ (xo0,y0))dxdy,
(x0.0)E[Z/p°Z)? pS (x0)xB s (vo)
(x0,50)=0 (méd p)

_ Z e(p ¢ (x0,y0)) // dxdy,
Bp,‘Y (x0) XBpfs (vo)

(x0.y0)E[Z/ p*Z]*
(x0,y0)=0 (méd p)

=p % Y e(p— 9 (x0,¥0)),

(x0.0)€[Z/ P Z]?
(x0,y0)=0 (mdd p)

= SO(‘PapS)'

Para continuar, es preciso ver la conexién que hay entre esta expresion de So(¢, p*) y el poligono

de Newton, para esto es necesario ver

|_| |_| Sple (0) x Sp712 (0).
TEA(9) T eN?
Teh;

En efecto, sea (x,y) € (pZ,)* y I = (11, 1) € N\{0}, entonces se tiene que |x[,, < p~ 'y |y, <p~',

esto implica que [x|, < p iy yl » < p~2. Dado que se ha definido una particién sobre N2, por lo

tanto existen T € A(¢) tnica tal que / € A, y pues es claro que

|_| |_| Sple (0) x Spfzz (0),
TEA($) 7 en?
Teh,
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ahora bien, si

Ll L S,4(0)x5S,-,(0),
TEA(‘P)ZGNZ
I eA;

entonces existen T € A(¢) y I € A;NN? tal que

(x,y) € Sp*ll (0) x Sp*lz (0),

esto implica que |x|p <phy |y|p < p~2 y como 7 € A(¢9) se tiene que [1,l, > 1 asi, |x|p <p~

y [y, < p~! porlo tanto (x,y) € (pZj,)*. Lo anterior permite ver que

Z Z / /S (pfs¢(x,y))dxdy,

TEA( l eN? XS ]2
leAT

y dado que S 1, (0) = piZyy S,1(0)= pRZY se tiene

= L B g0y

TEA($ xp2Z;
l eA,

continuando, es facil ver que para cada cara T € A(¢) se tiene que

(])(x,y) = (P’C(xvy) _'_T”L'(Xay)7

73
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donde

(P‘C(x?y) = Z Cj,kxjyk7

(J,k)etNsupp(¢9)

Me(x,y) = )y cjaxy,
(JAE(T(9) Vo) supp(9)

entonces por la definicién de N(7), se tiene que

. — R —
oc(px,py) = Y pUR e adyE = pN g (x,y),
(j,k)eTnsupp(¢)

N(T)

LN T .
N:(p"x, p'2y) = Y pUR e adyk = N pcge(x, y),

(j,k)(T(¢)\7)Nsupp(9)

cambiando variables para normalizar la regién de integracion, se tiene

B}
So@p)= X X o [ el MO geley) + paeliny))dxdy
TEA() ZGNZ (Zp)
I €Ar

por comodidad se escribe

SO(¢7PS) = Z Iz,

TEA(P)

donde

o= X o [ e T gely) + pel)

73)?
ZENZ ( I’)
I eAr

74
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Con esta representacion se trabajan los dos casos que aparecen en el Teorema 3.9 en los items a, y
b.
En el item a, se tiene el caso 7T una cara compacta, para este caso, gracias a la Proposicion 2.19 se

tiene que

9c(x,y) = Cx yBH

ademas,

T C {(t1,12) € R?| gt +mty = n},

en otras palabras, la recta soporte de 7 tiene la ecuacién gx +my = n, donde x,y € R; dado a que

esta recta tiene como vector director al vector (n/q, —n/m) se obtiene que

A ={(x,y) ER*: (x,y) = C(q,m);C € R"\{0}},

puesto que I € A N? se tiene que [ = I’(¢,m) paral’ € N, con I’ > 1, ademds

MO =1 (1),

Ao (3))

=1'(gx+n—qx),

!/
=1I'n,
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entonces para este caso se tiene que

o= X [ el (9el) gy vy
I'>1 P

Es facil notar que

I'n

‘p’”l "(9:(x,y) + pgr(x,y)) = p,

entonces se tiene que s —I'n <0 0 s—I'n > 0, note que

s—l'ngO,

y dado que / € N, entonces
en el otro caso

por lo tanto si se toma kK = |s/n| se tiene que

I =1+,
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donde
=Y plmap, y2=Y plmtar,,
I'>x+1 I'<x
y
Iy = / / P (90 (x, ) + pge(x,y)))daxdy.

77

Se presta atencion primero a la expresion I1, en este caso se tiene que p~t" (¢ (x,y) + pge(x,y) €

Ly, por lo cual

e(p™ ™ (pe(x,y) + pge(x,y))) = 1,

Ly =[] dvdy
(Zp)?

1— p*(m+‘1)

= (1 _p_1)27
por lo que
n=1-p Yy pltma,
I'>k+1
_ (1 _p71)2 Z —U'(m+q) Z pfl’ m+q>
I'=0
_ (1 _p71)2 1 B 1 _p—(K+l)(m+q)
1 —p*(mJF‘I) 1 —p*(m+‘1) ’
—(x+1)(m+q)
—(1-p 7 P—)

—1\2
_ (k) ) (M) .

1— p*(m+‘1)
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Se puede notar que

(1—p1)?
1 —p*(mJF‘I)

por lo tanto para C > 1 se tiene

y dado que d; < d(¢) se obtiene

|]%_| < Cp—s/d(q))'

Por lo tanto se tiene una contribucién aceptable para el Teorema 3.8.
Ahora se presta atencion a la expresion I%, se tiene que s — I'n > 0, este caso se estudiard en dos

partes, primero cuando L > 2 y segundo cuando L = 1; asi

By

donde

= Y p o,y t=Y plmtap,,

1<l'<k 1<l'<x
s—In>2 s—1I'n=1



LA CONJETURA DE LA SUMA LOCAL 79

por comodidad se nombra L = s — I'n, asi

ten= [ elp 0clr) + pacl)ddy

Para la primera parte, sea

X = {(x0,50) € [Z/pZ]? : xoy0 # 0},

entonces para todo (x,y) € (Z, )? existe un tnico elemento (xo,yo) € X tal que (x,y) = (x0,y0) (méd p).

Se definen

ZO = {(XO»)’O) €X: ¢T 74é 0 (méd p)}a

Zj::{(XOJO)EX: ’y(q)_gjxf)n’<1} paral §]§N7

aqui {&;} son las raices asociadas a la factorizacion dada por la Proposicién 2.25, por lo tanto para

cada &; se debe tener en cuenta que ‘éj‘p =1ly |§J - ék‘p = 1 cuando j # k; con esto se verd que

X=|]z.

j=0

En efecto, sea (xg,yo) € X entonces se tiene que ¢z (xo,yo) Z 0 (mdd p) o ¢r(xg,y0) =0 (mdd p),
si se cumple la primera opcidn se tiene que (xg,yp) € Zp y se termina la demostracion, ahora bien

en el segundo caso se tendria que

N
Cxg yg H — Aixp)" =0 (mdéd p),
=1



LA CONJETURA DE LA SUMA LOCAL 80

dado que (xp,yp) € X entonces se tiene que ng‘yg = 0 (mdd p) por lo cual se debe tener que

=

(yg—Aixg)™ = 0 (mdéd p),
=1

esto implica que existe 1 < j < N tal que y§ — A;xf' =0 (méd p) por lo cual |y — A;xf| < 1, asi
(x0,¥0) € Zj; 1a contenencia inversa es trivial.
Ahora se verd que si j # j/ entonces Z; N Zy = 0. En efecto, suponga que (xo,y0) € Zj, asi [y{ —

Aixg| < 1, luego, se tiene que
V6 — Ao | = 1vg — Eix6 + Ext — Exty |,
< méax{|y§ — A0, 1§20 — &g }-
Note que
|0 — Erxg' | = 120 (& — &)l

= o'l1& =S5l

=1

Y

como |yg — Ajxfl| # |&xf — &yx{}| se tiene que

6 — Ay | = max{|yg — Apxg'], 130 — x|}

=1.
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Por lo tanto (xo,yo) & Z; para j' # j, asi se ha demostrado que

X=|]z.

Jj=0

Continuando, es necesario ver que

donde B,-1(x0,y0) = {(x,y) € Z?, : mdx { |x —xop, [y — yo|p} < p~'}. Enefecto, sea (a,b) € (Z;)2

por lo tanto
(aab) = (Zaipia thl’l) )
i=0 i=0

con 1 <ag,bg < p—1y0<a;,b; <p—1,i+#0.Es ficil ver que (ag,bo) € [Z/pZ)* y agby # 0,

por lo tanto se toma B,,-1(ag, bo), es claro que (a,b) € B,,-1(ao, bo), por lo tanto

N
(@b)e|] || By1(x0,50)
J=0(x0,0)€Z;
En el otro sentido, sea
N
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82

entonces existe una tdnica B,,-1(xo,y0) con (xo,y0) € [Z/ pZ]? donde xqyo # 0, tal que (a,b) €

B, -1(x0,0), como (a,b) € B,-1(x0,y0) se obtiene
max {|a —xo[p, |6 —yo|p} < p
como (xo,Y0) € [Z/pZ]? entonces, si se piensan como elementos en Q, se tendria que
Xo = ;aipi y Yo= g:,)bipi7

donde ay = xo y bg = yo, ademas a;,b; = 0 para i # 0. Entonces

la—xol, = Zazp = |a+(p—ao)+ Y (p—1)p'|
i=1 p
andlogamente
|b—YO|p=b—ZyiPi b+ (p—bo)+ Z :
i=0 i—1
P

por lo tanto si

-1

la—xol, <p~' o [b—yol, <p~",

es necesario que

a=Y aip'y b=y bip',
i=0 i=0
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con ag = x9, bo =y y 0 < a;,b; < p—1 para i # 0, entonces se tiene que

lal, =1y [b],=1,

(a,b) € (Zp))?,
y se obtiene

N

k=X X[ el o) pasta) sy

J=0(x0,y0)€Z;

Se denota

fj:( L //B,,l(xo,m)e(p‘L(tPr(x,y)+Pgr(x7Y>>)dxdyv

X0,0)EZ;

ahora bien, se analizard cada .#;, para 0 < j < N, para ., primero se ve que

B,-1(x0,y0) = || B, 141 (uo,v0),

(uo,v0)€(Z/p*17)?
(x0,y0)=(u0,v0) (mdd p)

en efecto, sea (a,b) € B,,-1(x0,y0) entonces se tiene que

((l,b) = (Zaipi7zbipi) )
i=0 i=0
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con ap = xo, bo = yo, 0 < a;,b; < p— 1,y ademds existen i, j > 1 tales que a;,b; # 0. Tomando

(u0,v0) (Z alp ) Z blp>

se tiene que (ug,vo) € (Z/p*~17)?* con (ug,vo) = (x0,y0) (méd p), y se nota que

L2
B, 1 (ug,vo) {(Zdzp-i- Z alpazbipi-l- Y bgpl) 0<anbf<l7—1}7
=0 i=pL71

por lo tanto (a,b) € B L+ (up,vo), la contenencia contraria es andloga. Con esto se obtiene que

SH= Y y / / e(p (@ (x,y) + pge(x,y)))dxdy,
(XO,Y())EZO (u07v0)e(Z/pL’lZ)2 B _r+1 (u07VO)
(X()7y())5(u(),110) (méd ]7)

por la extension del teorema de Euler para funciones homogéneas a funciones cuasi-homogéneas

se tiene que

(qx7my) ’ V¢T(X7Y) = l’l(])T(X,y),

entonces para (xp,yo) € Zp se tiene que Vr(xp,yo) Z 0 (mdd p) ahora se toma ¢(x,y) = ¢ (x,y) +

pgz(x,y), entonces se tiene que

Vo(x0,y0) = Vor(x0,y0) + pVgr(x0,¥0),

= Vo (x0,y0) (méd p),



LA CONJETURA DE LA SUMA LOCAL

por lo tanto

So= X )3 // e(p~"(x,y))dxdy,
(X030)€2Z0  (ugwo)e(Z/pt-1z)2 77 Bp-Lr1(u0:v0)
(x0,y0)=(uo,v0) (méd p)

- Z Z pz(Ll)// Ze(PiL(P(MO + pE Yy v + pE 1)) dudv,
(x07y0)eZO (1407V0)€(Z/pL71Z)2 (ZP)
(x0,y0)=(uo,v0) (méd p)

se puede notar que

L—1

@ (uo + pu,vo + pE 1) = @(uo,v0) + pF V@ (9, v0) - (u,v) (méd p*),

y dado que L > 2 se tiene que

fO _ Z Z p—Z(L—l)

(X0.Y0)€Z0  (ug,vo)E(Z/p*17)?
(x0,y0)=(uo,v0) (méd p)

<//Z,, @(uo,vo) + P~ 'V (ug,v0) - (u,v) +KpL))dudv> ,
= ) y p20=D)

(x0.0)€Z0  (ug,vo)€(Z/p~17)?
(x0,y0)=(uo,v0) (méd p)

(// e(p Lo (uo,vo) +p~ 'V (ug,vo) - (u,v)+K)dudv>,

= ) )y p 2 Ve(pLo(ug, vo) +K)
(x0.Y0)€Z0  (ug,v0)E(Z/p*12Z)?
(x0,y0)=(uo,v0) (méd p)

(// P~V e(ug,vo) - (u aV))dudv),
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de nuevo por el Ejemplo 1.6 se tiene que las integrales que aparecen en esta expresion se anula
dado que V@ (ug,vp) #Z 0 (méd p); por lo cual . = 0.

Para los sumandos .#;, donde 1 < j < N se tiene que

EEDY e(po(x,y))dxdy,

(x0.y0)€2; 7 Byp=1 (x0:30)

> )y / /B o) e(p~to(x,y))dxdy,

X0 €L/ pL\{0}Y0E€Zjxy ~ " Fp
donde Z; , = {yo € Z/pZ\{0} : (x0,y0) € Zj}.

Intercambiando la suma en yg y la x en la integral, se tiene

Ij= e(p~Fo(x,y))dy | dx.

xOGZ/PZ\{O}/Bﬁl(XO) Y0€Zj 5 ¥ Bp=1000)

Denotando Inner,,(x) como la suma en yj, se obtiene

I = Z / Innery, (x)dx.
x0€Z/pZ\ {0} 7By 1 (0)

Para cualquier fijo xo € Z/pZ\{0} y x tal que |x —xo| < p~!, defina y,(y) = @(x,y), asf se tiene

Innery,(x) = Y / e(p " y(y))dy,

V0EZ; 5y Bp-1000)
para tratar esta expresion se usard el siguiente resultado

Proposicion 4.20. Sea ¢ € Z,[X| y supongase que hay un n > 1 tal que ¢ (x)/n! # 0 (méd p)
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para todo x que pertenece a algiin subconjunto S C 7./ pZ. Entonces existe una constante C, que

depende del grado de ¢ (y no de S o p) tal que

< Cpfs/n,

)3 /B o

Xp€ES
se mantiene para todo s > 2. Es mds cuando n = 1, la suma en la anterior expresion se anula.

Es claro que la expresién de Innery, (x) satisface en gran parte las hipétesis de la Proposicion
3.20, lo unico que hace falta ver es que para cada j el nimero natural asociado n;, que aparece en

la factorizacién dada por la Proposicién 2.19 cumple que

——— #0(méd p),
para todo yg € Z; x,. En efecto, se tiene que

Vi(Yo) = @(x,y0),
= 9z(x,y0) + pgz(x,y0),

N
= Cx®YP T8 — A" + pgz(x,y0),
i=1

tomando

filyo) = (y§ — Ax™)",
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f =Cx yg H
1751

se tiene que

Vi(vo) = fi(30) fi(vo) + pg=(x,¥0)-

Por lo tanto

v (Vo) = Z (’;;) ﬁ""fjl(yo)f,’-'l(yo) + pg7 (x,y0),

=0

= f"(v0) fi(yo) + Z ( ) i (yo)fJ (vo) + pg7 (x,0)-

Ahora, se tiene que

v = Ax™| , = |5 — A + Aax — A,

< méx{ |y — lix0|p | Aixo — Aix™| , },

= max{[y§ — Ao, 19§ 2",

—1 1

dado que |x — xo| sSSP .se puede comprobar que ‘xg’ —xm|p <p ', asi

v — 2], < p".

88
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Volviendo al célculo de la derivada, se tiene que la expresion

n; ni)
x(;

siempre tiene un factor (y¢ — A;ix™), mientras f:"(yo) f(o), no la tiene como factor, por lo tanto se

£ o) £ o),

tiene que

@7 (yo) = £7"(v0) fj(yo) (méd p),

lo cual permite ver que

para todo yg € Zj x,. Por lo tanto la cota uniforme
[Innery, (x)| < Cyego p_L/ "
se mantiene y cuando n; = 1, de hecho se tiene Inner,,(x) = 0. Esto implica que
|7i] < Cdegq)p_L/"f pero cuando n;=1,.; =0.

Por lo tanto

‘j‘c,L| < Cdeg(pp_L/mra
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donde m el la multiplicidad maximal de las raices {;} de ¢. Asi que

rl<c ( Y, pimoph ’") pm,

:< y pznumu>,,—s/mf.
1<i<x

Con esto se tiene que si se toma

1 1
h= _
n(‘lf m7)7

1<I<x

se tiene

entonces se puede notar que

C] < 0, Si mr < dT7
C] > 0, Si mre > df,

como esta constante depende de los valores de # y K, y éstos dos dependen del valor de n y a su



LA CONJETURA DE LA SUMA LOCAL 91

vez, este depende del deg(¢), se tiene que

_S/df

—Cip si mg <dg,

2.1
17| < Cisp™/%  si m;=ds, (6)

Clp_s/mT si mg>dz.

Sit=n(¢), entonces dr = d () y me = myp(4) asi que (6) da una contribucién aceptable a la cota
(3) en el Teorema 3.8. Ahora suponga que el limite compacto 7 no es la cara principal. Por Lema
3.9 parte (a), se concluye que m; < d;. Es mds, si el punto final de T no pertenece a la bisectriz,
entonces de hecho m; < d; y asi (6) implica |JT2 ! |<C ps/d(9) y esto es una cota aceptable como
antes.

Por dltimo, suponga que un punto final de 7 pertenece a la bisectriz. Entonces la cara principal
m(¢) es un vértice y dr = d(¢). La cota (6) da una aceptable contribucién a la cota (3) en Teorema
3.7 a menos que el vértice w(¢) sea (1,1). En este caso, por la definicién de d; se tiene que

dr =d(¢) =1, ademés por el Lema 3.9 se tiene que m; = M = 1, entonces

qoc+mp + gmM
:dT7
m—+gq
qo+mp +gm _q
m+q ’

entonces se tiene dos posibles resultados: (1) g=a =1y B =0, en este caso ¢; = ax(y — Ex™)
paraalgin £ € Q,0(2)g=m= =1y a =0, en este caso ¢; = ay(y — &x) para algin & € Q.

En cualquier caso, %7 1 = %+ .#; donde n; = 1. Por lo tanto por la Proposicién 3.20 se tiene que
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471 = 0. Implicando a su vez I%’l =0.
< 22 .
Ahora se presta atencién a la expresion I7, en este caso se tiene que s —I'n = 1 o lo que es lo

mismo s = I'n+ 1, lo cual implica que s = 1 (mdd n) y ademds que I’ = k por lo tanto

22 _r
Ir™ = Z pP l(m+q)11:,l’a

1<l'<x
s—I'n=1
0[] e Oy
Teniendo en cuenta que
(Z3)*= ||  B,i(a)xB,(b),
(a,b)e(Z / Z)*
ab0 (méd p)

dado que la suma exponencial local se ve como una integral doble p—4dica, analégamente se tiene

que

[ et Oceydy=p ¥ e(p oe(ab)
e

:piz Z Z e(pilaf(a?b))a
a€l/pZ bel/pZ
a0 (méd p) b0 (méd p)

entonces para cada suma

Z €(p_1(])7(a,i)),
a€l/pZ
a0 (méd p)
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donde 1 <i < p—1, aplicando la cota de Weil Weil (1948) se tiene que

Y elp ' oela,i)) <Cop'?,
a€l/pZ
a0 (méd p)

por lo cual

Y, e(p'oc(a,b)) <Co(p—1)p'/?,
(a,b)e(Z/pZ)?
ab#0 (méd p)

= Cy(p** —p'/?),

< C¢p3/2,

//(ZX)z e(pil(ﬁbf(x?)’)))dXdy < C(prl/z’

con lo que se tiene que

‘I%’z‘ < Cw(/jpfK'(erq)pfl/27

y dado que x(m+¢q) = (s—1)(m+q)/n= (s—1)/d; se obtiene

|I%’2| < C(Pp_(%_i)pis/df

93
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Se puede observar que la cota para I% 2 depende del valor de dr, asi si d; > 2 entonces
2,2 —
12| < Cop™/ 119,

y se mostrara que para el caso d; < 2 esta cota se mantiene. En efecto, primero suponga que 7 no es
la cara principal, entonces m; < d; por Lema 3.9 lo cual implica que m; = 1 (y por lo tanto d; > 1)
asi que ¢;(x,y) = ax®yP(y4 — Ex™) para algin & € Q. Si 7 se encuentra debajo de la bisectriz,
entonces la segunda coordenada del punto final izquierdo debe ser igual a 1, por lo que B +¢g =1
implicando ¢ = 1, B =0y asi ¢;(x,y) = ax®(y — Ex™). Similarmente si T estd sobre la bisectriz,
entonces o =0, m = 1 y asi ¢7(x,y) = ayP (y? — Ex), en cualquier caso ¢ es lineal en y o lineal en

x, ahora bien, dado que Z, = Z; x pZ, se concluye que
(Zp)? = (Z;)*U(pZp x L) U(Z) % pZy) U (pZy)?,

por lo tanto se tiene que

//Z e(p~ oo (x,y))dxdy = // e(p~ Lo (x,y))dxdy
* //Pprzg e(p™" 9c(x,y))dxdy
+//Z,§Xpre(pl¢r(X,y))dxdy

] e ortasay
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Se puede mostrar que cuando los dominios de integracion son Z; X pZp y ( pr)2 se tiene que

|9 (x,¥)], < p~! con lo cual se ve que
// _e(p el y))dxdy = p~ I (1= p7),
Lp X pZyp
[ etp ostxy)dady = p 2
(PZp)z

Ahora se prestard atencion a las expresiones

//pz,,xzp (p™" 9c(x,))dxdy, // e(p 9s(x.y))dxdy.

Tomando el caso ¢;(x,y) = ayP (y7 — Ex) se tiene que

//pZ < e(p™ 9 (x,y)dxdy = //pZ s’ WP (v = &x)))dxdy,

= // e(ap™'yPH—ag p!yPx)dxdy,
LipXLp

= / / e(ap™'yPT0)e(—a p~1yPx)dxdy,
PLy X7y

= ( (ap~yPTa) /
Zy pZ

Se puede notar que ‘—a& p B ‘ = p entonces por ejemplo 1.6 se tiene que
p

e(—akp~1yP X)dX) dy,

P

/ e(—alp~yPx)dx=p~!,
pZ

P
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con lo que se obtiene

// _e(p~ ' ¢e(x,y))dxdy = p~! / e(ap™'yPT4)dy.
PLyxT Z

p

Analizando la otra expresion

//(Zp)ze(p_l¢f(x7y))dxdy :/Zp <e(p_layﬁ+q)/zp

:/z; (e(playB“’)/ZF

+/pr (e(p‘layﬁ”)/ e(—p_laéxyﬁ)dX> dy,

Zp

e(—platxyP )dX) dy,

e(—plaﬁxyﬁ)dx) dy

se puede notar que en la expresion

/X (e(play[”q)/Z

p

e(—pla.‘;xyﬁ)dx) dy

P

se tiene que ‘—p‘la’g'y/3 ’ = p, y en la expresion
)4

/p . <e(p1ayﬁ ) /Z

se tiene que ‘— plaéyP ’ < 1, entonces por ejemplo 1.6 se tiene que en el primer caso
)4

e(—plaﬁxyﬁ)dx) dy

P

/ e(—p~'aéxyP)dx =0,

P

96
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y en el segundo

/ e(—p laéxyP)dx =1,

Z[’
por lo cual

// e(p” ' 9c(x,y))dxdy = / e(p~layPT4)dy.
(Zp)2 pZL

P

/ e(p~layPT)dy = // e(p 9 (x,y))dxdy+p~ I/Z e(ap~ Y )yt p.
p 14
’//( X)ze(p_lq)f(xay))d.x,'dy’ =

P

’//< ;)2e(p1¢f(x’y>>dxdy’ <

Los anteriores célculos fueron realizados para mostrar el por que de que en este caso se tenga que

(p LayPt)dy —p! (/Z e(ap™ ly[”q)dyﬂ)',

14

e(playm")dy‘ + 'pl (/ e(ap™"yPH)dy+ 1) ‘ -
PL&p Zy

‘// e(p” ¢r X y))dxdy‘ <Cp~ 17

pero la integral que aparece al final no permite llegar a esta conclusién, por lo tanto se toma como

cierta mientras es resuelto este inconveniente, al suponer que

‘// e(p™ pc(x,))dxdy| < Cp~!,

esto implica que

|I%’2 —(1—%)1975/517 < Cq)pfs/d((p).
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Ahora suponga que 7 es la cara principal. Entonces d; = d(¢). Si d; < 1, entonces T no puede
contener cualquier punto en N? alejados de los ejes de coordenadas. Por lo tanto o = 8 =0, M = 1

y asi ¢z(x,y) = a(y? — ExX™) para algiin & € Q, entonces

_ qo+mp +gmM

d
! m+q

qm

= mtq’

y dado que d; < 1, se tiene

gm < m-+gq,
qm—q < m,

gm—1) <m,
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Dado que ¢ € N se tiene ¢ = 1, con lo cual ¢;(x,y) = a(y — Ex™) asi se obtiene que

S et octeazas = [ e(p™ v~ m)yasay

://( X)2e(p_lay—p_laﬁxm)d)wly,
P

- //( L elp a)e(—plag " dxdy
P

= [ e ay)ay [ e(~paga")ax
ZP ZP

por el Ejemplo 1.6 se tiene que

/X e(p~lay)dy=—p~!,

)4
y si m =1, se tiene que

‘// e(p~" 9z (x,y))dxdy| < Cp~?

22| < Cyp~(772) psids < ¢y ps/9)

Cuando m > 2, se tiene que

Scpq/z’

/Z; e(—p taEx™)dx

la anterior cota aparece en W right| (2020), por lo cual

’//(Zx)z e(Pl(Pr(x,y))dxdy’ < Cp*3/2,
)4
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ademds en este caso, se tiene d; =m/(m+1) > 2/3 y asi

|I$72 f(%fi)p—s/df < C¢p—s/d(¢)

Finalmente suponga que 7 es la cara principal pero d; > 1. Dado que

// e(p™ (9:(x,y)))dxdy = // H(9c(x,y)))dxdy+ O(p

Se puede usar la cota de Cluckers |Cluckers| (2010) para concluir que

‘// x He(x y)))dxdy‘ < p e,

lo cual implica

177 < Cop /4 < Cpp~*/49),

),

100

por lo cual se ha probado la cota en todos los casos, y con esto se ha terminado el caso cuando T

€S una cara compacta.

Ahora se considera el caso donde 7 = (o, B) es un vértice. Esto significa que ¢;(x,y) = cx®yP un

monomio. Sin embargo, la suma sobre / consistird de mas que solo miltiplos enteros de un vector

fijo.

Asuma que 7 es el punto final de dos caras e; y e, donde e; estd debajo (a la derecha de) Ty e
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estd sobre (a la izquierda de) 7. Por lo tanto si los limites son compactos,

er C{(t1,02) :quiti +mita =n1}y ex C{(t1,12) : gat1 +motr = na }.

Para algunos enteros positivos (¢j,m;}),j = 1,2 con med(g;,m;) = 1. Por lo tanto se tendria que

mj

A, = {(Il,tz) h=—1 },
q1
my

AQ = {(Z‘],tz) h=—0nh }
q2

Si e; es no acotado (esto es, es una linea horizontal), entonces e; C {(#1,72) : 7 = B}. De la misma
forma si e es no acotada (vertical), entonces e; C {(t1,12) : 1 = a}, por lo tanto, en este caso, se

tiene que

Aoy ={(n,2) |1 = 1,02 =0, > 0},

Aoy ={(t1,02) |n =0,n=1,1 >0},
Ahora bien, si [ € A¢,con [ = (I1,l2) y ey, ez caras compactas se tiene que

@11 << nﬁll,
q1 q92

my L m
g L g’

y se ve facilmente que si alguno e; o e, son caras no acotadas, la restriccion dada por esa cara se

pierde.
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Para continuar se puede asumir sin pérdida de generalidad que & < f3, ahora bien, en este caso se

%
tendria que N( [ ) = al; + B, entonces se tiene que

L= Y p"*t //( o N (exyP + pga(x,y)))dxdy,
14

%
I"eA:NN2

= Y e // L ep O (x4 pee(x,y)))dxdy.
h,h>1 (Zp)
my b _m
0

Por lo tanto, de nuevo, se tiene que el valor de la integral depende del valor de la expresion s —
% 2z

N( '), entonces se toman tres casos analogos a los que se tomaron en el caso de T cara compacta,

es decir, se descompone I; = Il 4+ IZ 4 I en tres piezas acorde ya sea N(I) > s, NI) =s—1y

N(I) < s — 2, respectivamente, en el primer caso se tiene que p—**V a ) (ex®yP + pgr(x,y)) € Zp,

asi

s+N(I )(

e(p” ex®P + pge(x,y)) =1,

por lo tanto

1 __ —Li—Db
= X ophh ] aay
[1,221 P

N(1)>s

m I m

711 l<J
=(1-p 1 ¥y iR

lh>1

N(1)>s
ml b _my
I
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Ahora se centra la atencion en la expresion

)

P )
11,h>1
N(1)>s
my _l m
TN

COmo e y ep son caras compactas, entonces

ni

d, = ,
“ mi+qi

np
- 9
my +q2

de,
y dado que T = ej Ne, se tiene que

qia+mif =ny,

Q0 +mff =ny.
. — .
Ahora bien, para todo [ € A; se tiene

%
N(1')=ol + B,

NT) «

y=—71_=

BB

l.

103



LA CONJETURA DE LA SUMA LOCAL 104

Por lo cual
my L m
aq L q’
NT) g
my p pil _m
q1 I g’
_>
m N(l) a m
q1 BLi B @’
o N(?) m,
mi
—4+2< <=4,
g1 B ﬁl_1> ¢ B
miB+qia <N(l)<mzﬁ+6]2a
q1P Bl @B
ﬁ
ni < N( l ) < ny
q1B Bl @B’
l
612l3< 13_1> <61157
ny N( [ ) ni
[
612ﬁ< [3_1> <611ﬁ
ny N( ! ) ni
N( 1 N(!
q2N( )<11<CI1 ( )7
ny ni
dado que
NT
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Se tiene que

11,b>1 N( [ )>S
s—N( [)<0 oN(D) _y _aN(T)
mj b _my n n
o <<% ? 1
_L_l)) —(1=% 4
— Z p B Z p ( ﬁ) ,
N([)>s qu(1)<ll<6I1N(l)
n2 n]
5
N(I) _ (1«
T, —=5 -5 )k
p 2L Z p B Z p < B) ,
I1,h>1 N(7)>s oN(T)
s—N(1)<0 - h=| "5,
my b _my
1 ~h o
como .
@N(1)
B S )
7<177)l1 . P p
LA () R (=
zz{ng’é_ﬂ 1—p \F l—p \F

se tiene que
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ya que
y a0 p 0D
N(T)>s - 1_p‘(%+%<1‘%)>
_ P de;
l—p_é’
entonces
) p’@ y p*(“%)" < adzz ,
N(?)zs ll>[qzl\’(7)—‘ (] —p (1ﬁ>) (1 —piﬁ)
= m
asi
1l < U=p" 4

se puede notar que
(1-p7')?

(1 _p—<1—%‘>) (1 _p‘%)

por lo tanto para C > 2 se tiene que

<2,

1l < cp .

Ahora, si e; no es una cara acotada, se procede de forma andloga.



LA CONJETURA DE LA SUMA LOCAL 107

Cuando o = f3 entonces,

L=0-p Y |p 7 ¥ 1},

N(?)ZS 11—0—12:%
y se puede verificar que
Y, 1<N(ID),
l1+12:%_1))
por lo tanto
_ —. N
n<(-p " Y N)p F,
%
N(I)>s
N
§<1_p 1)2S Z p b )
_)
N(1)>s
1l—p1H2 _s
LU= 1) sp b
(1-p F)

y ya que B = d., se tiene que

se puede verificar que

asi para C > 2 se tiene que
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Con esto se concluye que

I Cp~lle i a#B,
| <

Csp~/% si a=p.

Para continuar se pondra atencién a

A
Il

p it // e(p Ny (x,y))dxdy,
(Zy)?

h,h>1

s—N(1)>2
my/q1<lbp/li<my/q»

donde @ (x,y) = cx®yP + pge(x,y). Dado que V@(x,y) % 0 (méd p) para cualquier (x,y) € (Z;)2
, el mismo argumento que se uso anteriormente para mostrar que %y = 0 muestra que /> = 0.

Finalmente, el procedimiento de

2 711712 —1 o ﬁ
I = ) P / /(Z;)ze(p ex®yP)dxdy,

>
N(D)=s—1
my/q1<b/li<my/q

se sigue en la misma linea para I; mostrando que la cota para I% se mantiene para I%.

Se puede verificar que

Cp~*/d si a#p,
p*llflz <

li,h>1 _ )
N(D)=s-1 Csp~*/% si o=

my/q1<b/li<my/q
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Ademads, se ha visto que
// e(plex®yP)dxdy < C¢p*(%*$>,
(Zp)?
con lo que se tiene que

1 1 C¢'p_s/d627 si o 7£ [37

21<p )
C¢sp_s/d32, si a=p.

Se puede ver que la cota para I? depende del valor de d,,, cuando d,, > 2, se tiene la cota que se
quiere comprobar, ahora, si d,., < 2 se tiene que & = 1 por lo cual 1 <d,, < 2, (aqui se supone que

o < ), por lo tanto

// e(p‘lcxyﬁ)dxdyz(l—p”)/ e(cz)dz=—(1-p Hp !,
(252 7

P

el anterior procedimiento se realiza haciendo la sustitucion z = xyﬁ, con lo que se tiene

P Y
I/ <p 2

C¢sp*s/d€2 si a=p.
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y se obtiene la cota requerida. Por lo tanto se concluye que

L Cop™*% si a#p,
I:| <

C¢sp_s/d"2 si a=p.

y como d,, < d(¢) y el caso oo = B se tiene cuando T es la cara principal, la anterior cota da una
buena contribucién al Teorema 3.8.
Por dltimo, cuando el vértice T = (1,1), entonces T=7m(¢) y d(¢) = 1.

De nuevo se lleva a cabo la descomposicién I; = Il +12 4 I3 donde I3 = 0 y en este caso

L=(1-p ' Yy p ik,

N(l)>s
my/q1<b/li<ma/q>

entendiendo que /1,/> > 1 y si uno de los limites e; y/o e, es no acotado, entonces la correspon-

diente restriccion sobre el radio I, /1; no aparece. También

o
I

phih / / e(p~'exy)dxdy,
(zy)?

I1,h>1

N()=s—1
my/q1<b/li<my/q>

asi que se puede escribir

B=-(1-pp" ¥ R

N(D)=s—1
my/q1<b/li<my/q
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Se puede ver que cuando T = (1,1), I; es una diferencia de dos sumas explicitas de términos
positivos. Un andlisis cuidadoso de esta diferencia exhibird la cancelacion adicional que se busca.
Se mostrara esto cuando los limites e; y e, son ambos infinitos asi la restriccién sobre [ = (1, 1)

son ly,l, > 1y cualquiera N(/) > s o N(I) = s— 1. El caso cuando un limite (o ambos) es compacto

es similar. En este caso, N(I) = I + 1, y asi

L=01-p ' Y phl=(1—-p "2y wN-1)p"
l1,b>1 N>s
Li+h>s

y por la férmula de la serie geométrica

L=(-p*—(s—2)p "

En una similar pero facil manera,

=—(1-p ' Y phlh=—(1-pHs—2)p",
I1,h>1
L +h=s—1

y asf I; = I} + I? = p~* lo cual muestra la cancelacién deseada entre los dos términos I} y I2.

Esto completa la demostracion de los literales (a) y (b) del Teorema 3.9.
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