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RESUMEN

TITULO: ANALISIS DE FLUIDOS DE VAN DER WAALS MEDIANTE LA GEOMETROTERMODINA-
MICA ~

AUTOR: JUAN JOSE GOMEZ ROMERO

PALABRAS CLAVE: GEOMETROTERMODINAMICA, ESTRUCTURA RIEMANNIANA DE CONTAC-
TO, GAS IDEAL, FLUIDOS DE VAN DER WAALS, PROPIEDADES GEOMETRICAS.

DESCRIPCION:

Durante los Ultimos afios, la geometria y la topologia diferencial han tenido una amplia lista de apli-
caciones en fisica, quimica, e ingenieria; donde las propiedades de los sistemas han sido repre-
sentadas por medio de conceptos geométricos como: variedades, métricas, conexiones, fibrados
tangentes, entre otros. Esta representacion ha sido implementada extensivamente en el contexto
de la termodinamica. En el presente trabajo de grado se usa la formulacion invariante de Legendre
denominada geometrotermodinamica (GTD) para estudia las propiedades de un fluido de Van der
Waals reducido por medio de argumentos puramente geométricos, con el propésito de presentar un
punto de vista novedoso para el estudio de sistemas termodindmicos. En primer lugar, se realiza una
revision bibliogréafica de la geometria riemanniana de contacto, la cual es usada para representar los
postulados empiricos de la termodinamica mediante estructuras geométricas. Seguido de esto, se
construye el formalismo de la GTD, donde se enfatiza en la interpretacion fisica de los elementos
geométricos. Adicionalmente, se demuestra que la GTD posee una estructura relativista inherente
y se discuten las limitaciones del formalismo al momento de exhibir las propiedades fisicas de un
sistema. Con tal de identificar las propiedades termodinamicas que si se ven reflejadas en la formu-
lacion se estudian los fluidos de Van der Waals, los cuales son construidos a partir de un potencial de
Lennard-Jones y por medio de un tratamiento estadistico se halla su ecuacién fundamental reducida,
en la cual se encuentra toda al informacién termodinamica del sistema sin necesidad de precisar los

parametros de VdW. Luego, usando la ecuacién fundamental se desarrolla el analisis de los fluidos

Trabajo de grado
Facultad de Ciencias. Escuela de Fisica. Director: Antonio Calixto Gutiérrez Pifieres, Doctorado

ciencias naturales, Fisica. Codirector: Lenin Francisco Escamilla Herrera, Doctorado ciencias
naturales, Fisica.
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de VdW en el contexto de la GTD, donde se demuestra que las condiciones para las transiciones
de fase estan descritas por medio de las singularidades de curvatura. Los resultados obtenidos son
contrastados con los presentados por otras formulaciones geométricas, demostrando que la GTD es
el formalismo més completo para el estudio de sistemas termodindmicos. Finalmente, se reafirman
las ventajas obtenidas al usar este nuevo punto de vista de la termodinamica junto a las posibilida-
des que presenta para estudiar sistemas que no han sido estudiados desde la formulacion clasica y

generar ecuaciones de estado para los mismos.
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ABSTRACT

TITLE: REVISITING THE VAN DER WAALS FLUID BY MEANS OF THE GEOMETROTHERMODY-
NAMICS FORMALISM *

AUTHOR: JUAN JOSE GOMEZ ROMERO ~

KEYWORDS: LEGENDRE INVARIANCE, CURVATURE SINGULARITIES, THERMODYNAMICAL
PROPERTIES, GEOMETRIC THERMODYNAMICS, PHASE TRANSITIONS.

DESCRIPTION:

Geometrothermodynamics is a modern geometrical formulation of classical thermodynamics, which
has the virtue of being Legendre invariant. With this formalism, an innovative perspective is archived
for the study of thermodynamical properties by relating them directly with purely geometrical concepts.
A detailed study of a collection of physical systems was conducted in this context in order to evince its
utility, limitations, and implementation method. Above all, the Van der Waals fluid is highlighted by its
phase transitions, which are found to be given by the curvature singularities of the thermodynamical
equilibrium space. These findings suggest that the formalism can be used to analyze a collection of

previously unstudied systems in classical thermodynamics.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Fisica. Director: Antonio Calixto Gutiérrez Pifieres, Doctorado
ciencias naturales, Fisica. Codirector: Lenin Francisco Escamilla Herrera, Doctorado ciencias
naturales, Fisica.
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INTRODUCCION

En las dltimas décadas se ha popularizado el uso de las representaciones geomé-
tricas de la termodinamica, las cuales se caracterizan por relacionar directamente
las propiedades de los sistemas con elementos puramente geométricos. Esto con
el propdsito de dar un punto de vista novedoso a una de las ramas de la fisica
mas influyentes en el desarrollo humano. Con tal de asociar apropiadamente ambos
conceptos, es necesario precisar la naturaleza de la relacion entre la fisica y las
matemaéticas. Esta ultima ha sido un tema de discusion durante siglos', en el cual
incluso se ha llegado a comparar dicha relacién con una simbiosis. La existencia e
importancia de esta puede ser evidenciada a través de momentos histéricos para
ambas disciplinas, como el uso de la geometria diferencial usada para describir la
relatividad general® y la concepcidn de las series de Fourier para el estudio de la
ecuacion de calor®.

Como se menciono, en la actualidad se presenta un creciente interés en una expre-
sidn especifica de esta relacion, la cual tiene como principal objetivo la geometriza-
cion de la fisica. Gracias a ello, en el ultimo siglo, la geometria y la topologia dife-

rencial han tenido una amplia lista de aplicaciones en fisica, quimica, e ingenieria®.

' E. P. Wigner. “The unreasonable effectiveness of mathematics in the natural sciences”. En:
Communications on Pure and Applied Mathematics 13.1 (1960), pags. 1-14. DOI: 10 . 1002/
cpa.3160130102; V. |. Arnol'd. “Mathematics and physics: mother and daughter or sisters?” En:
Physics-Uspekhi 42.12 (1999), pags. 1205-1217. DOI: 10.1070/pul1999v042n12abeh000673.

2 A. Einstein y M. Grossmann. “Entwurf einer verallgemeinerten Relativitatstheorie und einer Theo-
rie der Gravitation. |. Physikalischer Teil von Albert Einstein. |l. Mathematischer Teil von Marcel
GroBmann.” En: Zeitschrift flir Mathematik und Physik 62 (1913), 2257261.

3 J.B.J. Fourier. Théorie analytique de la chaleur. Manuscripta; History of science, 18th and 19th
century. Chez Firmin Didot, pere et fils, 1822.

4 T Frankel. The Geometry of Physics: An Introduction. 3.2 ed. Cambridge University Press, 2011.
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Por ejemplo, en la descripcion de las cuatro interacciones fundamentales conocidas
hasta el momento por medio de conceptos como: variedades, métricas, conexiones,
fibrados tangentes, entre otros. De manera mas precisa, en 1915, Einstein® propone
un principio para entender la fisica del campo gravitacional al relacionar la intensidad
del mismo con la curvatura del espacio. En 1953, Yang y Mills® usan el concepto de
fibrado principal, con el espacio-tiempo de Minkowski y el grupo de simetrias U(1)
como la fibra estandar, para demostrar que el tensor de Faraday, y por ende el cam-
po electromagnético, puede ser interpretado como la curvatura del fibrado. Y hoy en
dia’, es usual describir a las interacciones débiles y fuertes como la curvatura de un
fibrado principal con una variedad base de Minkowski y con la fibra estandar SU(2)
y SU(3), respectivamente.

Bajo este punto de vista moderno de la geometrizacion de la fisica, la construccion
de cualquier teoria fisica parte de encontrar un conjunto apropiado M conformado
por todos los posibles estado de un sistema, a este se le llama espacio de estados
del sistema. Este debe de ser dotado de una estructura geométrica, usualmente
definida por medio de un tensor, campo vectorial o covectorial, una conexion, entre
otros. Adicionalmente, se halla un grupo de transformaciones que preserva la estruc-
tura geométrica de M, el cual es conocido como el grupo de simetrias. Por medio
de esta construccién, cualquier teoria fisica puede ser tratada como una rama de la
geometria, en el sentido mas general de la palabra®.

Es de principal interés usar dicha representacion para describir a las teorias fisicas

5 Einstein y Grossmann, ver n. 2.

6 C.N. Yang y R. L. Mills. “Conservation of Isotopic Spin and Isotopic Gauge Invariance”. En:
Physical Review 96.1 (oct. de 1954), pags. 191-195. DOI: 10.1103/physrev.96.191.

7 P. H. Frampton. Gauge Field Theories. 3.2 ed. Wiley-VCH, sep. de 2008.

8  Frankel, ver n. 4.
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con mayor rango de aplicabilidad. Por ejemplo, la termodindmica, la cual es una de
las ramas mas generales de la fisica y con uno de los campos de accién mas ex-
tensos, desde sistemas confinados en el laboratorio hasta sistemas astrofisicos a
gran escala. La termodindmica es una disciplina construida a partir de resultados
empiricos, los cuales dieron lugar a una coleccion de postulados conocidos como
las leyes de la termodinamica®. Por su origen experimental, estos postulados son
tan generales que, a la fecha, no se conoce ningun sistema fisico que no los cum-
pla'®. Este amplio rango de aplicaciones, y la efectividad presentada en cada una
de ellas, constituye la principal motivacién para buscar una generalizacion de las
leyes de la termodinamica desde un punto de vista geométrico. Por esta razén, la
geometria diferencial ha sido implementada extensivamente en la termodinamica, lo
cual ha permitido estudiar las propiedades termodindmicas de una gran cantidad de
sistemas fisicos por medio de fundamentos geométricos. Estas formulaciones has
mostrado ser de especial importancia como una representacién alternativa y una
herramienta adicional para investigar la estabilidad y otros aspectos de los sistemas
termodinamicos’’.

Con tal de obtener una descripcién geométrica de la termodindmica, se han rea-

lizado diversos planteamientos a partir de distintas estructuras geométricas. Las

9 H. Callen. Thermodynamics and an Introduction to Thermostatistics. 2.2 ed. Wiley, 1991.

0 | Landau y E Lifshitz. Statistical Physics, Third Edition, Part 1: Volume 5 (Course of Theoretical
Physics, Volume 5). 3.2 ed. Butterworth-Heinemann, 1980.

K. Huang. Introduction to Statistical Physics. 2.2 ed. Routledge, 2009; Callen, ver n. 9.
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primeras formulaciones nacen a manos de Gibbs'?, Caratheodory' y Rao'#, con

el estudio de sistemas termodinamicos en equilibrio por medio de hipersuperficies

y formas diferenciales. Tiempo después, en la década de 1970, sus estudios fue-

ron llevados por Hermann'® y Mrugala'® hacia una formulacién geométrica cuyos

elementos basicos son el espacio de fase termodindmico y su estructura natural

de contacto. Contemporaneamente, Weinhold'” y Ruppeiner'®, inspirados por los

trabajos de Rao en geometria de la informacion'® y la teoria de fluctuaciones pre-

sentada por Landau et. al.?°, desarrollan una formulaciéon geométrica alternativa la

cual introduce una estructura métrica ad hoc al espacio de estados de equilibro, la

12

13

14

15

16

17

18

19

20

J.W. Gibbs. The Collected Works of J. Willard Gibbs, Volume I: Thermodynamics. Yale University
Press, 1928.

C. Carathéodory. “Untersuchungen Uber die Grundlagen der Thermodynamik”. En: Mathematis-
che Annalen 67.3 (1909), pags. 355-386. DOI: 10.1007/b£01450409.

C. R. Rao. “Information and accuracy attainable in the estimation of statistical parameters”.
En: Bulletin of Calcutta Mathematical Society 21 (1945), pags. 81-91; S. Amari. Differential-
Geometrical Methods in Statistics. New York, United States: Springer Publishing, 2012.

R. Hermann. Geometry, physics, and systems (Pure and applied mathematics, 18). M. Dekker,
1973.

R. Mrugala. “Geometrical formulation of equilibrium phenomenological thermodynamics”. En: Re-
ports on Mathematical Physics 14.3 (1978), pags. 419-427. DOI: 10.1016/0034-4877(78)90010-
1; R. Mrugala. “Submanifolds in the thermodynamic phase space”. En: Reports on Mathematical
Physics 21.2 (1985), pags. 197-203. DOI: 10.1016/0034-4877(85)90059-x.

F. Weinhold. “Metric geometry of equilibrium thermodynamics. Ill. Elementary formal structure of
a vector?algebraic representation of equilibrium thermodynamics”. En: The Journal of Chemical
Physics 63.6 (1975), pags. 2488-2495. DOI: 10.1063/1.431636.

G. Ruppeiner. “Thermodynamics: A Riemannian geometric model”. En: Physical Review A 20.4
(1979), pags. 1608-1613. DOI: 10 . 1103 / physreva . 20 . 1608; G. Ruppeiner. “Riemannian
geometry in thermodynamic fluctuation theory”. En: Reviews of Modern Physics 67.3 (1995),
pags. 605-659. DOI: 10.1103/revmodphys. 67 . 605.

Rao, ver n. 14.

Landau y Lifshitz, ver n. 10.
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https://doi.org/10.1103/physreva.20.1608
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cual esta dada por el hessiano de la ecuacion fundamental del sistema termodina-
mico. Respecto a esto, se destaca que los planteamientos de Weinhold y Ruppeiner
son independientes, esto ya que se desarrollan en distintas representaciones funda-
mentales de la termodinamica. Sin embargo, se ha probado que ambos tratamientos
son conformemente equivalentes?'. De todas las formulaciones de la termodinami-
ca geométrica, la de Ruppeiner ha sido la mas estudiada, desde el analisis de las
propiedades geométricas del espacio de estados de equilibrio??, la interpretacion de
la longitud termodinamica inducida por la métrica hessiana?®, su aplicacién a siste-
mas termodinamicos simples?*, hasta su estructura riemanniana®. Pero, a pesar de
su popularidad en la comunidad cientifica, se han hallado varias inconsistencias en

las propiedades termodinamicas que describen, principalmente en el caso de agu-

21 R. Mrugala. “On equivalence of two metrics in classical thermodynamics”. En: Physica A: Statis-

tical Mechanics and its Applications 125.2 (1984), pags. 631-639.
22 T. Feldmann y col. “Thermodynamic lengths and intrinsic time scales in molecular relaxation”. En:
The Journal of Chemical Physics 83.11 (1985), pags. 5849-5853. DOI: 10.1063/1.449666; R.
Gilmore. “Thermodynamic partial derivatives”. En: The Journal of Chemical Physics 75.12 (1981),
pags. 5964-5966. DOI: 10.1063/1.442019.

23 P. Salamon y col. “The significance of Weinhold?s length”. En: The Journal of Chemical Physics

73.2 (1980), pags. 1001-1002. DOI: 10.1063/1.440217; P. Salamon, J. Nulton y E. lhrig. “On
the relation between entropy and energy versions of thermodynamic length”. En: The Journal of
Chemical Physics 80.1 (1984), pags. 436-437. DOI: 10.1063/1.446467; P. Salamon, J. D. Nulton
y R. S. Berry. “Length in statistical thermodynamics”. En: The Journal of Chemical Physics 82.5
(1985), pags. 2433-2436. DOI: 10.1063/1.448337.
24 J. D. Nulton y P. Salamon. “Geometry of the ideal gas”. En: Physical Review A 31.4 (1985),
pags. 2520-2524. DOI: 10.1103/physreva. 31.2520; M. Santoro. “Thermodynamic length in a
two-dimensional thermodynamic state space”. En: The Journal of Chemical Physics 121.7 (2004),
pags. 2932-2936. DOI: 10.1063/1.1774156; M. Santoro. “Weinhold length in an isentropic ideal
and quasi-ideal gas”. En: Chemical Physics 310.1-3 (2005), pags. 269-272. DOI: 10.1016/j .
chemphys . 2004 . 10. 042; M. Santoro. “Weinhold?length in an isochoric thermodynamic system
with constant heat capacity”. En: Chemical Physics 313.1-3 (2005), pags. 331-334. DOI: 10.1016/
j.chemphys.2005.01.025.

25 Ruppeiner, “Thermodynamics: A Riemannian geometric model”, ver n. 18; G. Hernandez y E. A
Lacomba. “Contact Riemannian geometry and thermodynamics”. En: Differential Geometry and

its Applications 8.3 (1998), pags. 205-216.

19


https://doi.org/10.1063/1.449666
https://doi.org/10.1063/1.442019
https://doi.org/10.1063/1.440217
https://doi.org/10.1063/1.446467
https://doi.org/10.1063/1.448337
https://doi.org/10.1103/physreva.31.2520
https://doi.org/10.1063/1.1774156
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jeros negros®®. Por ejemplo, para el caso del agujero negro de Kerr, se presentan
singularidades de curvatura las cuales no tienen un significado fisico?’. Estas incon-
sistencias han sido asociadas recientemente al caracter no invariante de Legendre
de las métricas usadas?®®.

Un aspecto muy importante al construir una formulacién geométrica de la termodi-
namica, es que esta sea consistente y derivable desde consideraciones estadisticas
o desde la teoria de fluctuaciones termodindmicas, de tal manera que sea coherente
con todas las representaciones de la teoria. Es bien sabido que tanto la estructu-
ra Riemanniana como la de contacto usadas en la termodinamica geométrica sur-
gen de manera natural por medio de un tratamiento puramente fenomenoldgico y

también por medio de uno estadistico?®, donde este Ultimo permite relacionar las

26 J E.Aman, I. Bengtsson y N. Pidokrajt. “Geometry of Black Hole Thermodynamics”. En: General
Relativity and Gravitation 35.10 (2003), pags. 1733-1743. DOI: 10.1023/a:1026058111582; J. E.
Aman y N. Pidokrajt. “Geometry of higher-dimensional black hole thermodynamics”. En: Physical
Review D 73.2 (2006). DOI: 10 . 1103/ physrevd . 73 . 024017; J. E. Aman y col. “Thermody-
namic geometries of black holes”. En: The Eleventh Marcel Grossmann Meeting (2008). DOI:
10.1142 /9789812834300 \ {_1}0182; Amari, Differential-Geometrical Methods in Statistics, ver
n. 14; J. Shen y col. “Thermodynamic geometry and critical behavior of black holes”. En: Interna-
tional Journal of Modern Physics A22.01 (2007), pags. 11-27. DOI: 10.1142/s0217751x07034064;
R. Cai y J. Cho. “Thermodynamic curvature of the BTZ black hole”. En: Physical Review D 60.6
(1999). DOI: 10.1103/physrevd . 60.067502; S. Bellucci y B. N. Tiwari. “Thermodynamic geo-
metry and Hawking radiation”. En: Journal of High Energy Physics 2010.11 (2010). DOI: 10.1007/
jhep11(2010) 030; A. J. M. Medved. “A commentary on Ruppeiner metrics for black holes”. En:
Modern Physics Letters A 23.26 (2008), pags. 2149-2161. DOI: 10.1142/s0217732308027333; H.
Quevedo. “Geometrothermodynamics of black holes”. En: General Relativity and Gravitation 40.5
(2008), pags. 971-984. DOI: 10.1007/s10714-007-0586-0; B. Mirza y M. Zamaninasab. “Rup-
peiner geometry of RN black holes: flat or curved?” En: Journal of High Energy Physics 2007.06
(2007), pag. 059.

27 Sheny col., ver n. 26.

28 H. Quevedo. “Geometrothermodynamics”. En: Journal of Mathematical Physics 48.1 (2007),
pag. 013506. DOI: 10.1063/1.2409524.
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10.1016/j.physa.2020.125464; A. Bravetti, C.S. Lopez-Monsalvo y F. Nettel. “Contact symme-
tries and Hamiltonian thermodynamics”. En: Annals of Physics 361 (2015), pags. 377-400. DOI:

20


https://doi.org/10.1023/a:1026058111582
https://doi.org/10.1103/physrevd.73.024017
https://doi.org/10.1142/9789812834300\{_}0182
https://doi.org/10.1142/s0217751x07034064
https://doi.org/10.1103/physrevd.60.067502
https://doi.org/10.1007/jhep11(2010)030
https://doi.org/10.1007/jhep11(2010)030
https://doi.org/10.1142/s0217732308027333
https://doi.org/10.1007/s10714-007-0586-0
https://doi.org/10.1063/1.2409524
https://doi.org/10.1016/j.physa.2020.125464

métricas de Ruppeiner y Weinhold con la métrica de informacion de Fisher-Rao®°
por medio de transformaciones de Legendre de las variables termodinamicas ade-
cuadas. Gracias a esta derivacion estadistica, se puede afirmar que las métricas
Hessianas tienen su origen en la geometria de la informacion usada para estudiar
las fluctuaciones termodinamicas®', lo cual permite tener una interpretacion fisica
bien definida de los componentes geométricos de la formulacién.

Al tener dos formulaciones principales de la termodinamica geométrica, una con la
estructura de contacto y otra con la estructura riemanniana, surge el deseo de tener
una unica representacion. Con esta aspiracion, varios intentos de unificacion se han
llevados a cabo®, los cuales resultaron en métricas no invariantes de Legendre (y
por ende con las mismas inconsistencias de las formulaciones hessianas) o en mé-
tricas con un termino de correccidén que les otorgaba la invariancia de Legendre. Es
hasta 2007, a manos de Quevedo®3, que se incluye la invariancia de Legendre como
una propiedad de la propia estructura geometria. Esto al dotar la variedad de con-
tacto con un conjunto de métricas invariantes de Legendre, lo que resulta en una
estructura riemanniana de contacto, a esta nueva formulacién se le conoce como

geometrotermodinamica (GTD). Uno de los principales objetivos de la representa-

10.1016/j.aop.2015.07.010.

30 8. Amari. Information Geometry and lts Applications (Applied Mathematical Sciences, 194). 1st
ed. 2016. Springer, 2016.

3" Ruppeiner, “Riemannian geometry in thermodynamic fluctuation theory”, ver n. 18; G. Ruppeiner.
“Erratum: Riemannian geometry in thermodynamic fluctuation theory”. En: Reviews of Modern
Physics 68.1 (1996), pags. 313-313. DOI: 10.1103/revmodphys.68.313.

32 P Salamon, E. lhrig y R. S. Berry. “A group of coordinate transformations which preserve the
metric of Weinhold”. En: Journal of Mathematical Physics 24.10 (1983), pags. 2515-2520. DOI:
10.1063/1.525629; R. Mrugala y col. “Statistical approach to the geometric structure of thermody-
namics”. En: Physical Review A 41.6 (1990), pags. 3156-3160. DOI: 10.1103/physreva.41.3156;
Hernandez y Lacomba, ver n. 25.

33 Quevedo, “Geometrothermodynamics”, ver n. 28.
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cién GTD es lograr una interpretacion fisica clara de los elementos geométricos, al
tener una relacién directa entre la curvatura del espacio de estado de equilibrio y la
presencia de interaccidén termodinamica en el sistema.

De esta manera, por medio de la GTD, se logra estudiar un sistema termodinamico
desde el espacio de estados de equilibrio (subvariedad de Legendre) por medio de
un lenguaje geométrico, con el espacio de fase termodinamico (variedad de contac-
to) como un espacio auxiliar para cambiar de potencial termodinamico sin afectar las
propiedades fisicas del sistema, lo cual coincide con una de las principales propie-
dades de la termodinamica clasica®*: las caracteristicas del sistema termodinamico
son independientes del potencial que se use para su descripcion.

Desde su publicacion, la GTD se ha aplicada a diversos sistemas fisicos. Desde los

sistemas de laboratorio mas simples como los gases®®, hasta agujeros negros®¢, e

34 Callen, vern. 9.

3% H. Quevedo y col. “Phase transitions in geometrothermodynamics”. En: General Relativity and
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incluso se ha planteado para modelos cosmoldgicos®’. Gracias a estas aplicaciones
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se ha logrado determinar que el caracter invariante de Legendre de la GTD contri-
buye a una descripcion mas completa de los sistemas termodinamicos, dandole asi
una ventaja sobre otros formalismos.

Con base en lo anterior, al momento de hacer una descripcién geométrica de los sis-
temas fisicos, es esencial relacionar las propiedades del sistema con los elementos
de la estructura escogida. Para estudiar esta conexion en formulaciones geome-
tricas de la termodinamica, es usual analizar los sistemas mas simples: los gases
ideales® y de Van der Waals®?; esto con tal de tener una primera interpretacion del
formalismo y asi extender su aplicabilidad a sistemas mas complejos. Al profundizar
en el significado de las caracteristicas geométricas del sistema, es posible dar un
punto de vista innovador de las propiedades termodinamicas del mismo en ramas
de la fisica donde no es claro su significado. Lo cual motiva el desarrollo de he-
rramientas matematicas para mejorar la comprension que se tiene de los sistemas
termodinamicos.

Por esta razon, el presente trabajo de grado consiste en el estudio de los gases
ideales y de Van der Waals como herramientas para relacionar las propiedades geo-
métricas de la GTD con caracteristicas termodinamicas. A partir de esto, se busca
caracterizar los fluidos de tipo Van der Waals desde una perspectiva geométrica por
medio de la formulacién GTD. Cabe mencionar que el presente no es un trabajo
original, ya que los fluidos de Van der Waals han sido estudiados previamente bajo

el contexto de la GTD*. Por ello, el enfoque que toma el trabajo se centra en la

10.1088/1751-8113/45/5/055211.

38 G G. Lang. “Some remarks concerning the thermodynamics of the simple ideal gas and related
mathematical background”. En: ChemTexts 2.3 (2016). DOI: 10.1007/s40828-016-0028-2.

39 D. Johnston. Advances in Thermodynamics of the van der Waals Fluid. Morgan & Claypool Pu-
blishers, 2014. DOI: 10.1088/978-1-627-05532-1.

40 Quevedo, Quevedo y Sanchez, “Geometrothermodynamics of van der Waals systems”, ver n. 35;
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familiarizacion con los elementos teéricos del formalismo y su aplicacién a sistemas
termodinamicos bien conocidos, ademas de estudiar las propiedades fisicas que
pueden ser representadas por medio de este formalismo.

En este sentido, el capitulo 1 se dedica a una revisién bibliografica de las estruc-
turas matematicas en las cuales se basa la construcciéon de al GTD, la geométrica
riemanniana de contacto. Primero, se hace una breve descripcion de la geometria
de contacto. Seguido de esto, se presentan los elementos de interés de la geometria
riemanniana. Y con lo anterior, se construye la nocién de geometria riemanniana de
contacto. Finalmente, se presenta una primera construccion de la termodinamica
geométrica usando los conceptos desarrollados durante el capitulo. Adicionalmen-
te, se realiza una breve discusion sobre el origen estadistico de estas estructuras
desde la teoria de fluctuaciones termodinamicas y se presentan temas especiali-
zados que poseen un gran potencial para el estudio de sistemas termodinamicos:
las variedades sasakianas para estudiar transformaciones de calibre, y la dinamica
de contacto para generar ecuaciones de estado y describir sistemas con evolucién
temporal.

En el capitulo 2, se construye el formalismo de la GTD, donde se parte por defi-
nir los espacios termodinamicos a usar junto con sus correspondientes estructuras
geométricas. Seguido a esto, se hace un desarrollo y derivacién de las metrificas
invariantes de Legendre de la GTD de tal manera que la curvatura de estas descri-
ba la interaccién termodinamica del sistema. Posteriormente, se hace un estudio de
las longitudes relacionadas a cada una de las métricas y sus curvas geodésicas en

el espacio de estado de equilibrio termodinamico, ademas de exponer las condicio-

H. Quevedo y M. Quevedo. “Fundamentals of Geometrothermodynamics”. En: Electronic Journal
of Theoretical Physics 2 (nov. de 2011); Quevedo, “Geometrothermodynamics”, ver n. 28; Que-
vedo y col., “The geometry of thermodynamics”, ver n. 35; Quevedo y col., “Phase transitions
in geometrothermodynamics”, ver n. 35; Bravetti y col., “Representation invariant Geometrother-
modynamics: Applications to ordinary thermodynamic systems”, ver n. 35.
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nes bajo las que una geodésica puede ser considerada un proceso termodinamico.
Después, se realiza un analisis de los gases ideales desde el punto de vista de la
GTD, en el cual se estudia su espacio de estados de equilibrio y sus geodésicas
termodinamicas y se demuestra la existencia de una estructura relativista inherente
a la formulacion GTD. Finalmente, se estudia una coleccién de sistemas simples
con tal de identificar las caracteristicas fisicas que pueden, y las que no pueden,
ser representadas por medio de la curvatura GTD, con tal de hallar los limites de
representacion de esta formulacion.

En el capitulo 3, se hace una descripcion de los fluidos de Van der Waals (VdW)
con el propésito de estudiar sus propiedades geométricas desde la GTD, al ser este
el sistema mas simple que generaliza el modelo del gas ideal. Primero, se usa un
potencial de Lennard-Jones para exponer el origen de los pardmetros a y b del mo-
delo, y mediante un tratamiento estadistico se hallan tanto la ecuacién fundamental
entropica como las ecuaciones de estado del fluido. Ademas, se realiza una discu-
sién de los efectos que tienen los parametros de VAW en las propiedades fisicas de
un gas ideal. Luego, se eliminan los pardmetros a y b de la ecuacion fundamental al
usar la ley de estados correspondientes y escribir el sistema en su representacion
reducida. Finalmente, se hallan las condiciones necesarias para la aparicion de las
transiciones de fase de primer y segundo orden por medio de la ecuacion funda-
mental reducida y el criterio de Ehrenfest, co las cuales va a ser caracterizado un
fluido de VdW.

Finalmente, en el capitulo 4 se realiza un estudio de los fluidos de Van der Waals
en sus representacidén reducida con tal describir las propiedades termodinamicas
del mismo por medio elementos puramente geométricos. Inicialmente, se definen
los espacio termodinamicos asociados a los fluidos de VAW reducidos, con esto se
definen las estructuras métricas de la GTD para dichos sistemas. Debido a la com-

plejidad de las expresiones para hallar las curvaturas de estas métricas, se utiliza
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un desarrollo general para un sistema termodinamico homogéneo con dos grados
de libertad en el contexto de la GTD, el cual es parte de un articulo no publica-
do de la autoria de Hernando Quevedo*'. Gracias a los resultados de Quevedo se
consiguen las condiciones de divergencia de cada una de las métricas GTD y se
analiza su significado fisico al usar la ecuacion fundamental de los fluidos de Van
der Waals reducidos. Adicionalmente, se hace una breve discusidn sobre las curvas
geodésicas de este tipo de sistemas y el como se visualizan los cambios de fase
en un proceso termodinamico cuasi-estatico. Finalmente, se analizan los fluidos de
VdW desde las formulaciones de Weinhold y Ruppeiner con tal de comparar sus
resultados con los obtenidos en la GTD, de tal manera que pueda ser identificada la

formulacién mas completa para la descripcién de dichos sistemas.

41 quevedo@nucleares.unam.mx
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1. Geometria riemanniana de contacto

Como fue mencionado en la introduccion, la geometria diferencial posee un amplio
abanico de aplicaciones en la fisica te6rica moderna; de las cuales se destaca el uso
de la geometria de contacto, riemanniana y riemanniana de contacto para la repre-
sentacion de la termodinamica, donde la ultima mencionada es el pilar matematico
sobre el cual se establece la geometrotermodinamica. Por esta razén, basado en
una coleccién de articulos realizados en décadas recientes*?, el primer capitulo del
presente trabajo de grado se dedica a realizar una revision bibliogréfica de las es-
tructuras geométricas usadas para el estudio de la termodinamica.

Para empezar, se analizan los aspectos necesarios para la construccion de la geo-
metria de contacto y de la geometria riemanniana. Seguido de ello, se presentan
las diferentes formas de relacionar ambas estructuras en una misma variedad, cen-
trando el interés en la geometria riemanniana de contacto debido a su uso en la
geometrotermodinamica. Finalmente, se realiza una primera construccion de la ter-
modindmica geométrica con los elementos matematicos presentados a lo largo del
capitulo. Adicionalmente, en el apéndice (A.4.) se presenta una breve discusion del
origen estadistico de las estructuras matematicas usadas en la termodinamica geo-

meétrica.

42 Bravetti, Lopez-Monsalvo y Nettel, “Contact symmetries and Hamiltonian thermodynamics”, ver
n. 29; Ruppeiner, “Thermodynamics: A Riemannian geometric model”, ver n. 18; R. Mrugala y col.
“Contact structure in thermodynamic theory”. En: Reports on Mathematical Physics 29.1 (1991),
pags. 109-121. DOI: 10 . 1016 /0034 - 4877(91) 90017 - h; R. Mrugala. “On contact and metric
structures on thermodynamic spaces”. En: RIMS Kokyuroku 1142 (ene. de 2000); Frankel, ver
n. 4; M. Nakahara. Geometry, Topology and Physics (Graduate Student Series in Physics). CRC
Press, 2003.
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1.1. Geometria de contacto

Histéricamente, la geometria de contacto debe su nacimiento a la busqueda de una
extension de la geometria simpléctica®® para variedades de dimension impar*, debi-
do a que la ultima mencionada es Unicamente valida para variedades de dimensién
par; dicha busqueda se generd por el amplio rango de aplicaciones de la geome-
tria simpléctica, y en especial por las ventajas obtenidas en la mecanica clasica
al usar dicha estructura. Debido a su importancia histérica y estrecha relacién con
la geometria de contacto, se dedica el apéndice (A.1.) para una breve descripcion
de la geometria simpléctica, con el fin de aprovechar las similitudes entre ambas
estructuras al momento de estudiar la geometria de contacto.

Sea M una (2n + 1)—variedad, TM su fibrado tangente, Q'(M) sus 1—formas y
F(M) las funciones diferenciables sobre la variedad. A una distribucion de hiper-
planos transversalmente orientables D C T'M, donde transversalmente orientable
implica que todo elemento perteneciente a la distribucién D puede ser representado
por el kernel de una 1—forma diferencial © € QY(M) (D = Ker(0))*, se le deno-
mina distribucion de contacto o estructura de contacto cuando es maximamente no
integrable. Para estudiar la integrabilidad de los hiperplanos ¢ € D que conforman

la distribucion se usa el teorema de integrabilidad de Frobenius.

43 La geometria simpléctica es una de las ramas de la matematica que surge, o presenta un avance
exponencial, debido a la busqueda de una herramienta matematica apropiada para la descripcién
de una teoria fisica; en este caso, la mecanica clasica inspira dicho avance.

44 D. E. Blair. Riemannian Geometry of Contact and Symplectic Manifolds. 1.2 ed. Birkhduser Bos-
ton, 2002.

45 V. 1. Arnold, A. Weinstein y K. Vogtmann. Mathematical Methods of Classical Mechanics (Gradua-
te Texts in Mathematics, Vol. 60) (Graduate Texts in Mathematics, 60). 2nd. Springer, 1989.
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Teorema de integrabilidad de Frobenius*: Un hiperplano ¢ ¢ TM es integrable
si y solo si sus secciones son cerradas bajo los corchetes de Lie. Lo cual permite

escribir la condicién de maxima integrabilidad como

O(X,Y]) =0
— dO(X,Y) = Lx(O(Y)) — Ly(O(X)) + O([X,Y]) =0
— (O A (dO)")¢ = 0.

donde O(¢) = 0, L es la derivada de Lie, d representa la derivada exteriory X, Y
son secciones de £ (O(X) =0O(Y) =0).

Gracias a este teorema se tiene una relacién entre la integrabilidad de los hiperpla-
nos y la degeneracion de la 1—forma ©. Sea © la 1—forma asociada a una distribu-
cion de hiperplanos D = Ker(0), se dice que la distribucién es maximamente no
integrable si y solo si

O A (dO)" £ 0, (1)

donde esta condicién esté relacionada a la no degeneracion de d© en D, ((d©)")p #
0. Gracias a esta condicién se puede afirmar que dO© asegura la orientabilidad e
integrabilidad de M al describir una forma de volumen no nula en la distribucion y
ademas induce una estructura simpléctica en cada elemento de D*'.

De esta manera, al cumplir con la condicién (1), D es llamada una estructura de
contacto, © es conocida como la forma de contacto para D y a la pareja (M, D)

se le conoce como una variedad de contacto*®. Y como se mencioné al principio

47 A.C. da Silva. Lectures on Symplectic Geometry. New York, United States: Springer Publishing,
2004.

48 H. Geiges. An Introduction to Contact Topology. Cambridge University Press, 2009; F. Dillen y L.
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del capitulo, esta clase de estructuras solo se presenta en variedades de dimension
impar®.

Es importante recalcar que, en algunos libros como el de Blair®® se usa la pare-
ja (M, ©) para definir una variedad de contacto en lugar de (M, D). Sin embargo,
esto no es totalmente preciso ya que se tiene toda una clase de equivalencia de
1—formas la cual genera una misma distribucién de contacto, [0] = {a € QY(M) :
a=hO, h e F(M), h#0}.

Sean X (M) los campos vectoriales en la variedad M yi : X x Q" — Q™! el producto
interno entre una forma diferencial y un campo vectorial. Para toda forma de con-
tacto © existe un campo vectorial asociado Y = Yy : M — T'M, llamado el campo

vectorial de Reeb de O, tal que cumple con las condiciones

i(Y)d® =0, O) =1, 2)

donde (Y)d© = dO(Y,-). Su primera condicién indica que Y esta orientado en la
Unica direccién nula de la forma d© y la segunda es una condicién de normalizacién.
Gracias a las caracteristicas (2), se tiene que el flujo asociado al campo vectorial de
Reeb Y preserva la forma de contacto ©, lo cual puede ser representado por medio

de la derivada de Lie como

Ly0 = d(i(Y)O) +i(Y)dO = d(1) + 0 = 0, (3)

y por ende también preserva la estructura de contacto D.

Verstraelen. Handbook of Differential Geometry. 1.2 ed. North Holland, 2006.

49 D. McDuff y D. Salamon. Introduction to Symplectic Topology (Oxford Graduate Texts in Mathe-
matics). Oxford University Press, 2017.

50 Blair, ver n. 44.
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1.1.1. Contactomorfismos Sea (M, D) una variedad de contacto. Se conoce
como difeomorfismo de contacto o contactomorfismo a todo difeomorfismo ¥ : M —

M que preserva la distribucion de contacto D, lo cual es equivalente a la condicion®

U*(0) = ho, (4)

donde h € F(M) es una funcién no nula. Lo cual indica que un contactomorfismo
tiene la capacidad de lleva cada hiperplano de la estructura de contacto D en M aun
hiperplano perteneciente a la misma estructura de contacto. Por esta razén, al grupo
de todos los contactomorfismos de M se les va a denotar por Cont(M, D), donde
su operacion de grupo es la composicion de difeomorfismos usual®?. Un ejemplo de
contactomorfismos, los cuales son centrales en el estudio de la fisica tedrica, son las
transformaciones de Legendre, tanto parciales como totales. Este ultimo grupo de
transformaciones es necesario para una descripcién completa de la termodinamica
en un lenguaje geométrico, debido a que representan la invariancia de las propie-
dades fisicas respecto a los potenciales termodinamicos; el uso y caracteristicas
de este subgrupo de contactomorfismos es desarrollado a profundidad en capitulos
posteriores.

Con tal de profundizar en el estudio de las propiedades de los contactomorfismos,
se usa una isotopia de contacto. La cual se define como una familia de contacto-

morfismos suaves ¥, : M — M tales que

U0 = 1,0, Uy =idy. (5)

5T McDuff y Salamon, ver n. 49; B. Aebischer y col. Symplectic Geometry: An Introduction based on

the Seminar in Bern, 1992 (Progress in Mathematics, 124). Softcover reprint of the original 1st
ed. 1994. Birkhauser, 2012.

52 McDuff y Salamon, ver n. 49.

32



Se toma la suposicion de que dichos contactomorfismos son generados por una

familia de campos vectoriales X; : M — T'M por medio de la ecuacién diferencial

d
E\Dt - Xt (©] \Ijt.

De esta manera, se les llama campo vectorial de contacto a los campos X; cuya

accion sobre la forma de contacto pueda ser escrita como

Lx,0© = 9.0, (6)

donde g, es una funcién no nula en la variedad dada por g; = dh;/dt. Con lo anterior,
es sencillo ver que Y es un campo vectorial de contacto y que los corchetes de Lie
de dos campos vectoriales de contacto resultan en otro campo vectorial de contacto
, lo que permite afirmar que el espacio de campos vectoriales de contacto generan
el algebra de Lie de Cont(M, D)%.

Gracias el resultado anterior, se puede usar el campo vectorial de Reeb de © para
determinar si un campo X : M — T'M es un campo vectorial de contacto. De esta
manera, X es llamado un campo vectorial de contacto si y solo si existe una funcién

H : M — Rtal que
i(X)0=H, i(X)dO = (i(Y)dH)0 — dH, (7)

donde la funcién H es Unica para cada campo vectorial X = Xy : M — T'M; lo cual
permite definir una relacion uno a uno entre las funciones H : M — Ry los campos

vectoriales de contacto X : M — TM>*. Por ejemplo, el campo vectorial de Reeb

5 McDuff y Salamon, ver n. 49; Mrugala, “On contact and metric structures on thermodynamic
spaces”, ver n. 42; Blair, ver n. 44,

5 McDuff y Salamon, ver n. 49.
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corresponde a la funcién H(q) = 1V ¢ € M. Al estudiar la relacién entre funciones
y campos vectoriales de contacto, se tiene como consecuencia de (7) que el grupo
Cont(M,¢) es de dimensidn infinita y por medio de (6) se puede demostrar que su
algebra de Lie también va a estar dada por el espacio de funciones H : M — R
con los corchetes de Poisson de la geometria de contacto; los cuales se definen por

medio de los corchetes de Lie de los campos vectoriales de contacto como

{F.G} :=6([XF, Xc])
—dF(Xg) — dG(Xp) + dO(Xp, X¢)
—dF(Xg) — dG(Y) - F,

donde F, G : M — R son funciones y X, X son los campos vectoriales asociado

a cada funcién®°.

1.1.2. Teorema de Darboux para variedades de contacto  Una de las propie-
dades que hereda la geometria de contacto de la geometria simpléctica es su ca-
racter local. Este es de gran utilidad al momento de escoger una representaciéon
coordenada para una variedad de contacto, ya que es posible usar el teorema de
localidad de Darboux®®, el cual se encuentra definido formalmente en el apéndice
(A.1). El teorema de Darboux, en geometria de contacto, afirma que todas las va-
riedades de contacto con la misma dimension son locamente contactomorficas; es
decir, sus formas de contacto estan relacionadas por medio de contactomorfismos.
Esto permite escribir localmente toda estructura de contacto por medio de la for-

ma de contacto candnica al escoger de forma adecuada las coordenadas locales

5 McDuff y Salamon, ver n. 49.

5 McDuff y Salamon, ver n. 49.
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{x(]?'xh'"uxnaplu"'7pn}5
O =dxy — ptdry — - - - — pdx,,. (8)

A este nuevo conjunto de coordenadas se le conoce como coordenadas candnicas
o coordenadas de Darboux®’ y generan el algebra de Lie del grupo de Heisenberg

de dimension n, como se demuestra en la siguiente subseccion®s.

1.1.3. Coordenadas canonicas y el grupo de Heisenberg Al usar la forma de
contacto canonica, es posible escribir un conjunto de 2n campos vectoriales Q* y P,
(k =1,...,n) tales que generen la distribucion de contacto D = gen{Q*, P.}, y por
ello cumplen con las condiciones ©(X;) = ©(Q*) = 0V k. Estos campos vectoriales

pueden ser escritos localmente usando las coordenadas de Darboux

0 0
k_ Y k7
0
Pe=g (10)

De igual manera, al usar las coordenadas de Darboux se puede escribir de manera

Unica al campo vectorial de Reeb como

0

Y=~
aZEO’

(11)

donde es sencillo verificar que se cumplen las condiciones (2) y (3). Es gracias a

estas caracteristicas que puede relacionarse el campo vectorial de Reeb con una

57 D. Kramer y col. Exact Solutions of Einstein’s Equations (Cambridge Monographs on Mathemati-
cal Physics). 1.2 ed. Cambridge University Press, 1981.

%8 A, Bravetti, C.S. Lopez-Monsalvo y F. Nettel. “Contact symmetries and Hamiltonian thermodyna-
mics”. En: Annals of Physics 361 (2015), pags. 377-400. DOI: 10.1016/j.aop.2015.07.010.
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distribucion unidimensional Ly = gen{Y'} C T'M dual a la distribucién de contacto,

de tal suerte que se genere una fragmentacién natural del fibrado tangente T M
TM = Ly & D, (12)

donde Ly es llamado subespacio vertical y a D se le conoce como el subespacio
horizontal. Aprovechando la fragmentacion natural de 7'M, es posible escribir una
base no holonémica para este espacio de la siguiente manera

0 0 0

0
TM = Y,QF P} = = — - = =1,... 1
gen{ 7@7 k} gen{axoaaxk p 3x0’8pk} k 3 y 1, ( 3)

donde por su caracter no holonémico se tiene que los elementos generadores cum-

plen con las siguientes relaciones de conmutacion
@i, Pl =06lY,  [Y,Qi] =[Y, P =[Q;,Qs] = [P/, P¥] = 0. (14)

Estas relaciones definen el dlgebra de Lie del enésimo grupo de Heisenberg H,,>°.
Por ello, ala base {Y, Qy, P..} se le conoce como la base de Heisenberg de T M. Este
resultado es de gran importancia para los estudios relacionas con cuantizacion, ya
que permite tener una relacion fisica con las relaciones de incertidumbre usadas en
mecanica cuantica®. Adicionalmente, la primera relacion de conmutacion en (14)

muestra que la estructura de contacto es no involutiva, lo cual significa de manera

% P Woit. Quantum Theory, Groups and Representations: An Introduction. 1st ed. 2017. Springer,

2017.

60 S.G. Rajeev. “Quantization of contact manifolds and thermodynamics”. En: Annals of Physics

323.3 (2008), pags. 768-782. DOI: 10.1016/j.aop.2007.05.001.

36


https://doi.org/10.1016/j.aop.2007.05.001

geométrica que la distribucion de contacto es maximamente no integrable®’.

Es importante recalcar que el campo vectorial de Reeb no es invariante bajo el cam-
bio de la forma de contacto, su primera condicion en (2) indica que este debe de ser
reescalado y su segunda condicion muestra la posibilidad de tener un cambio en su
direccion bajo la accidn de los contactomorfismos. La importancia de estos cambios
esta en que, en general, la fragmentacion del fibrado tangente no es invariante ba-
jo la accién de los contactomorfismos; unicamente se presenta invariancia bajo el
subgrupo de contactomorfismos estrictos, estos se caracterizan por tener h = 1 en
la condicién (4), a los cuales se les clasifica como el grupo de simetrias del fibrado
tangente de una variedad de contacto.

Otro resultado muy importante que se consigue de la fragmentacion de T'M es el
poder interpretar a las coordenadas de Darboux como un conjunto de coordenadas
conjugadas, donde el ser conjugadas se refiere a tener relaciones de conmutacion
no nulas entre ellas (14). Cabe destacar que esta nocién de conjugado depende
directamente del campo vectorial de Reeb, el cual esta dado por la coordenada
xo, como se infiere de (14). De esta manera, se puede afirmar que {zy,...,z,}
son las coordenadas conjugadas de {p!,...,p"} respecto a z,, y viceversa. Asi,
en la geometria de contacto es posible escoger una base coordenada conformada
por un conjunto de variables conjugadas respecto a una cierta variable adicional.
Lo cual es de principal importancia en la aplicacion de la geometria de contacto
a la termodinamica, debido a que da una nocién geométrica de la relacion entre

variables extensivas e intensivas.

61 A. Bravetti y C. Lopez-Monsalvo. “Para-Sasakian geometry in thermodynamic fluctuation theory”.

En: Journal of Physics A General Physics 48 (mar. de 2015), pag. 125206. DOI: 10.1088/1751-
8113/48/12/125206.
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1.1.4. Variedades de Legendre = Sea (M, D) una (2n + 1)—variedad de contac-
to. Se le conoce como subvariedad de Legendre a una n-variedad L maximamente
integrable la cual se encuentra encajada en la variedad de contacto L. C M, de tal
manera que su fibrado tangente 7'L esté completamente contenido en la distribu-
cién de contacto, 'L C D. Esta subvariedad se describe por medio del mapeo de
inmersion ¢ : L — M al usar la condicion T'L C D, lo cual es equivalente al siguiente

conjunto de ecuaciones diferenciales®?

OF (z1,...,x,)
8.%'1'

P(O)=0 : xo=F(r1,...,2,), &= , (15)

donde ¢* es el pullback del mapeo de inversion, i =1,...,ny F(xq,...,x,) € F(L)
es una funcion conocida como la funcion generatriz de la subvariedad de Legendre.
Por las condiciones (15) se ve de manera directa que la dimension de L debe de ser
n para que se cumplan las n + 1 ligaduras necesarias para que su fibrado tangente
esté contenido en la distribucion de contacto. Adicionalmente, por la manera en que
se define L, es sencillo comprobar que todo elemento de Cont(M, D) mapea una
variedad de Legendre a otra variedad del mismo tipo®3. Mas adelante se discutira el
como, en el contexto de la termodinamica geométrica, las subvariedades de Legen-
dre representan a los sistemas termodinamicos en equilibrio y el numero de ellas
necesarias para la representaciéon de un mismo sistema esta dado por el nimero de

fases que este presenta.

1.1.5. Estructura de contacto y sistemas diferenciales exteriores  Un método

de alternativo para la construccion de las estructuras de contacto es por medio de

62 Arnold, Weinstein y Vogtmann, ver n. 45.

63 McDuff y Salamon, ver n. 49.
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los sistemas diferenciales exteriores®*, con este se pueden hallar naturalmente ca-
racteristicas adicionales propias de las subvariedades de Legendre. La formulacion
de los sistemas diferenciales exteriores es construida usando el concepto matema-
tico de anillo, una estructura matematica no cominmente usada en la fisica tedrica,
para definir la nocién de ideal diferencial y con esto construir un sistema diferencial

exterior, el cual puede ser relacionado con la geometria de contacto.

Anillo®®: Se le conoce como anillo al conjunto R dotado con dos operaciones

binarias, producto (-) y suma (+), las cuales cumplen con una serie de condiciones.

= R es un grupo abeliano bajo la operacion suma.

= R es un monoide (se cumple asociatividad y se tiene elemento neutro) bajo la

operacion producto.

» |La operacidn producto es distributiva respecto a la operacién suma.

Ideal®®: Se le conoce como ideal a un subconjunto I de elementos de un anillo R el

cual forma un grupo aditivo y cumple con

y-x€el,

donde y - x representa la operacion producto entre los elementos z, y € I.

64 Hermann, ver n. 15.
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Ideal diferencial®’: Se define un ideal diferencial Z en una variedad M como un
ideal en el algebra exterior de las formas diferenciales (M) de M. El cual, adicio-

nalmente, es cerrado bajo la accion de la derivada exterior

aNpB eI, dBeT,

donde (A) representa el producto exterior de ambas formas diferenciales y «, g € 7.

Al usar estos conceptos, se define la nocién de sistema diferencial exterior como
la pareja (M,Z) donde Z € Q(M)®8. Con tal de escoger apropiadamente el ideal
diferencial Z para obtener la estructura de contacto en M, se estudian las subva-
riedades integrales de (M,Z) y se comparan con las subvariedades de Legendre
descritas en secciones anteriores.

Sea N una subvariedad de (M,Z) la cual es descrita por medio de un mapeo de
encajamiento ¢ : N — M, si el pullback de todas las formas diferenciales conte-
nidas en Z se desvanecen idénticamente sobre N, ¢*(Z) = 0, esta es conocida
como una subvariedad integral del sistema diferencial exterior®®. De esta manera,
la condicion sobre el pullback del mapeo de encajamiento genera un conjunto de
ecuaciones diferenciales con una funcién generatriz asociada, las cuales definen a
N. Una situacion similar a la usada para definir las subvariedades de Legendre en
(15).

Al tener que ambas subvariedades en las distintas formulaciones son definidas por
medio de un sistema de ecuaciones diferenciales y su funcién generatriz, estas pue-

den ser relacionas apropiadamente al tomar la forma de contacto © como el elemen-

8  Bryanty col., ver n. 2?2.

6 Bryanty col., ver n. 2?2.
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to generador del ideal diferencial

7 = gen{O}. (16)

De esta manera, se puede afirmar que un sistema diferencial exterior (M,Z), donde
7 = gen{©}, define una estructura de contacto sobre M. Al aprovechar las propie-
dades del ideal diferencial Z, se tiene que para una subvariedad de Legendre se
cumplen las condiciones

¢"(©) =0, ¢"(dO)=0. (17)

Las cuales, al ser consideradas junto con el teorema de Frobenius, describen de
manera natural la condicién de integrabilidad méaxima de las subvariedades de Le-
gendre asociadas a una variedad de contacto (M, D). Asi, se ha dado una perspec-
tiva algebraica alternativa para la construccion de una estructura de contacto, de la
cual se encuentran de manera natural propiedades adicionales de estas estructuras,
las cuales son de gran utilidad para su aplicacion a la fisica tedrica.

Como un ultimo comentario respecto a la geometria de contacto, se hace mencién
de uno de los temas especializados que fue estudiado durante el desarrollo del pre-
sente trabajo de grado, la dinamica de contacto. La dinamica de contacto es una
aplicacién de la geométrica de contacto para el estudio de sistemas con evolucién
temporal, la cual estd construida a partir de un sistema de ecuaciones diferencia-
les de caracter evolutivo que se asemeja, y ademas contiene, a la formulacién de
la dindmica Hamiltoniana. Por esta razén, es considerado un método mas general
para estudiar sistemas fisicos los cuales presentan cambios en sus propiedades a
medida que evolucionan temporalmente. Se puede encontrar una breve descripcién

de este formalismo en el apéndice (A.2.).
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1.2. Geometria riemanniana

Esta seccion esta basada en los libros de Nakahara’® y Choquet-Bruhat’'. En ella
se realiza breve construccion y descripcion de los conceptos basicos de la geome-
tria riemanniana, donde se presenta principal interés a la descripcién de variedades
riemannianas equipadas con una conexion de Levi-Civita, esto ya que son las cone-
xiones que seran usadas a lo largo del trabajo de grado.

Una variedad diferenciable puede ser dotada de una estructura adicional al definir
un tensor métrico en ella, el cual tiene como propésito generalizar el concepto de
producto interno en R™ a una variedad arbitraria. Gracias al tensor métrico es po-
sible definir la nocion de producto interno entre elementos de un mismo espacio
tangente T,M, V p € M. Pero, con tal de relacionar elementos pertenecientes a
espacios tangentes diferentes, T,M y T,M (p,g € M), es necesario definir un ele-
mento geométrico adicional a partir de la estructura métrica, a este se le conoce

Como conexion.

1.2.1. Métrica y variedad riemanniana  Sea M una m—variedad diferenciable y
T,M su espacio tangente en el punto p € M. Esta es llamada una variedad rieman-
niana al ser dotada con una forma bilineal g : T,M x T,M — R llamada métrica
riemanniana, la cual al actuar sobre un par de vectores v,w € T,,M cumple con las

siguientes condiciones:

m g es simétrica

gp<vvw) = gp(wvv)' (18)

70 Nakahara, ver n. 42.

71 Y. Choquet-Bruhat y C. DeWitt-Morette. Analysis, Manifolds and Physics, Part 1: Basics. Revised.
North Holland, 1982.
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= g es no degenerada, positivo-definida
gp(”u U) Z 07 (19)

y la igualdad se da Unicamente cuando v = 0.

Es posible relajar la condicion (19) y exigir Unicamente que la métrica sea no dege-
nerada, en esta situacion g es llamada una métrica pseudo-riemanniana, y la nueva

condicion se escribe como
gp(v,w) =0 VoeT,M <~ w=0.

En este caso se dice que M es una variedad pseudo-riemanniana. Una consecuen-
cia importante de dotar a M con un tensor métrico es la posibilidad de definir un
isomorfismo entre su espacio tangente 7;,M y su espacio cotangente 7,y M, en am-
bos sentidos. Al tomar en consideracion una carta coordenada (U, ¢) en el punto
p € M con coordenadas {z”}, donde a = 1,...,m, el tensor métrico puede ser
escrito como

gp = gp(ij)dxidxj, (20)

donde sus componentes estan dados por

0o 0
Ip(ig) = Yp (%7 @) : (21)

Al tener en cuenta los componentes de la métrica en su representacion matricial,
su determinante puede ser escrito como det(g,;;)) = g y Se tiene que sus valores
propios son siempre reales debido su caracter simétrico. Adicionalmente, en esta
representacion se puede definir la métrica inversa, de tal manera que esta cumpla

con la condicion [g,.;][g5"] = 6% y en consecuencia su determinante sea det(g}”)) =

gl
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1.2.2. Métrica inducida  Sea (M, g);) una m—variedad (pseudo-)riemanniana y
N una n—subvariedad de M, donde n < m. Al tener un mapeo de encajamiento
f: N — M, el pullback f* de dicho mapeo induce una métrica gy = f*(gn) de
forma natural, donde esta puede escribirse en los componentes {z°} de la carta
coordenada (U, ¢) como .

gN(@ij) = %%gl\/l(ab)- (22)
Esta métrica inducida posee la particularidad de que, por definicion, todas las pro-
piedades de la métrica original en M son heredadas por ella. El cual es un aspecto
primordial para la construccion de la geometrotermodinamica, como se presenta en

el préximo capitulo.

1.2.3. Transporte paralelo y derivada covariante = Para poder comparar dos
vectores de la variedad M pertenecientes a espacios tangentes distintos, es ne-
cesario transportar uno de ellos a lo largo de una curva que conecte los puntos de
la variedad asociados a cada uno de sus espacios tangentes correspondientes. A
esta labor se le va a conocer como transporte paralelo. Si se realiza dicha tarea
con un unico vector el cual se mueve por una curva determinada, es posible evaluar
su cambio al transportar uno de sus estados previos al estado de interés y com-
pararlos. De esta manera, por medio del transporte paralelo es posible definir una
nueva nocidén de derivada para campos vectoriales, y mas adelantes para tensores
de rango arbitrario.

Sea V = V*9/0z" un campo vectorial en la variedad M, expresado en las coorde-
nadas de una carta especifica (U, ¢), su derivada parcial respecto a la coordenada

x¥ tiene componentes
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donde por facilidad seusaz = {...,z",...}yx+ Az ={..., 2" + Az",... }. Yaque
ambos vectores pertenecen a espacios tangentes diferentes, es necesario transpor-
tar al vector V#(x) hasta = + Ax, de tal suerte que este no presente cambio alguno y
sea posible sustraer ambos vectores de apropiadamente. A este tipo de transporte
se le conoce como transporte paralelo.

En general, no se tiene una nocién natural de transporte paralelo en las variedades,
por esta razén se debe de especificar el como realizar dicha tarea. Con tal de definir
apropiadamente la nocién de transporte paralelo, se fijan dos condiciones que deben

de cumplir los vectores al ser transportados paralelamente

Vi(z 4+ Az) — VH(x) A, (24)

(VE 4+ W) (z + Az) = Vi (z + Az) + WH(z + Axz), (25)

donde V|,.a. representa el vector V|, al ser transportado paralelamente al punto
z+Az. Con tal de satisfacer estas condiciones, se define una estructura adicional lla-
mada conexion, la cual especifica la forma en que se concibe el transporte paralelo
en la variedad M. De esta manera, el vector V*(z + Ax) transportado paralelamente
esta dado por

Vi 4 Az) = VP(z) — VMNa)I* | (z)Az”, (26)

donde I'* , son los coeficientes de conexidn, los cuales no son tensores al no cumplir
con las reglas de transformacién de dichos elementos’?. Con todo lo anterior, es
posible definir una operaciéon adicional a partir del transporte paralelo, la derivada

covariante V

VV = lim

Vi(x + Az) — VA (x + Az) 0 _[ovH
Az —0 Ax? ok

9
5o T VAP“M> oo (@)

72 Szekeres, ver n. ??.
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la cual se expresa explicitamente una vez esté definida la conexion a usar. Por esta
razon, se suele denotar a la conexion como V y no como I'’3. Un aspecto importante
del concepto de derivada direccional es que da una nocién nueva e independiente

de derivada respecto a otras nociones tales como la derivada de Lie.

1.2.4. Conexion afin y curvas geodésicas Sea M una variedad y X'(M) sus
campos vectoriales. Una conexion afin V.esun mapeo V : X(M) x X(M) — X (M)

el cual cumple con las condiciones

Vx(Y + 2) = VxY + VyZ, (28)
Vi) (Z) =VxZ +VyZ, (29)
Vi)Y = fVxY, (30)
Vx(fY) = X[fIY + fVxY, (31)

donde f € F(M) es unafunciény X, Y, Z € X (M) son campos vectoriales. De es-
ta manera, al considerar una carta coordenada (U, ¢) con coordenadas = = {z*} =
#(p), donde p € M, se definen los coeficientes de conexion por medio de m? funcio-
nes I, dadas por

Ve, =Vee, = F’\We,\, (32)

donde {e,} = {0/0z"} son las bases del espacio tangente 7,,M en las coordenadas
de la carta (U, ¢). Al usar esta definicion, es posible escribir la derivada covariante
de un campo vectorial W = W¥e, a lo largo de las curvas descritas por un campo

vectorial V' = V*e, como

oW
oxH

VoW =V ( + WVFAW> es. (33)

73 Nakahara, ver n. 42.
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Con base en esto, al tener un campo vectorial X definido sobre una curvac: (a,b) —
M como

Xle@y = X*(c(t))e" " (34)
c(t

donde ¢ es el parametro afin de la curva c. Se dice que X es transportado paralela-
mente a lo largo de la curva ¢(t) si se cumple con la condicion
dX* dx¥(e(t))

_ ATH
VWX =0 &= — X, =0, (35)

donde V' = (dxz*(c(t))/dt)e,|.+) €s el campo vectorial tangente a la curva c(t). Adicio-
nalmente, si se exige que el campo vectorial V' (¢) sea transportado paralelamente a
lo largo de su curva asociada c(t), se tiene las condiciones

Pzt dx’ da? i
+
dt? dt dt

ViV =0 =0, (36)

donde a la curva ¢(t) se le conoce como una curva geodésica, las cuales son usual-
mente interpretadas como las curvas mas rectas que se pueden tener en una varie-

dad riemanniana.

1.2.5. Conexion métrica y conexidon de Levi-Civita Al tener un tensor métri-
co, es posible imponer condiciones a la forma que pueden tomar los coeficientes
de conexidn, una de ellas es la compatibilidad métrica. Esta consiste en que, al te-
ner dos vectores X, Y que se transportan paralelamente a lo largo de una curva
(VyX = VyY = 0), el producto interno entre ellos se mantiene invariante bajo la

accion del transporte paralelo

Vy[g(X.Y)] = VF(Vig)(X.Y) + g(ViX,Y) + g(X, ViY)] = VEXH*YY(Vig) = 0.
(37)

47



Al tener en cuenta que esta condicién debe de ser independiente de los vectores y

curva usados, se debe de cumplir con la condicion
(Vi =0 == g — 00 — T\ 000 = 0, (38)

la cual define una conexion métrica. Al enfocar el analisis en la forma funcional de
los coeficientes de conexion, se tiene que estos pueden ser separados en una parte

simétrica y una antisimétrica respecto a sus indices inferiores

k _ 1k k
D = Ty + T (39)
k 1 k k k
= +§(Tw+Tw+TW). (40)
J1R%

El primer término es llamado simbolos de Christoffel y el segundo es conocido co-
mo la contorsion, donde los componentes del Gltimo son llamados los tensores de

torsion

k 1 kX
= Eg (8ugu>\ + augu)\ - a)\gl/,u)7 (41)
v
1
Kk/uz = §<Tuku + Tuku + TILV)? (42)
ko k _ 1k k
17, =2 ] = ", =15, (43)

En caso que el tensor de torsion sea cero en toda la variedad, V es llamada una
conexion simétrica 'y sus coeficientes estan dados Unicamente por los simbolos de
Christoffel I'*,, = F’“W. A partir de los dos tipos de conexiones presentados se puede

formular el siguiente teorema.
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Teorema fundamental de la geometria (pseudo-)riemanniana’*: En una variedad

(pseudo-)riemanniana (M, g), existe una unica conexidén simétrica la cual es compa-

tible con la métrica ¢. A esta conexion se le conoce como la conexion de Levi-Civita.

Asi, durante el desarrollo del presente trabajo, siempre se considera una conexién
de Levi-Civita. Y por ello, siempre que se use el simbolo de los coeficiente de cone-

xién I, estos estan dados unicamente por los simbolos de Christoffel (41).

1.2.6. Curvatura, torsion, tensor de Ricci y escalar de curvatura AL tener en
cuenta que los coeficientes de conexién I' no son tensores, no es posible darles un
significado geométrico intrinseco. Por dicha razén, es necesario definir nuevas canti-
dades tensoriales a partir de ellos, de tal manera que estos si posean un significado
geométrico claro. El primer tensor a definir, y el mas importante para el presente
trabajo de grado, es el tensor de curvatura de Riemann R : X x X x X — X donde

este puede ser escrito en funcién de la derivada covariante como

R(X, Y)Z = VvaZ — VyVXZ - V[ij]Z. (44)

Este es un tensor de tipo (1, 3) el cual, al usar una carta coordenada (U, ¢) con bases

{e,}y {dx"}, puede escribirse como

R(X,Y)Z = X Y"Z"R(ex,eu)e, = XYM ZVRE, €, (45)
— RY,,, = 00", —o,r",+1", 1%, —1" . I* . (46)

A partir del tensor de curvatura, se pueden definir otras cantidades tensoriales al

contraer pares de indices del mismo. Por ejemplo, el tensor de Ricci de tipo (0,2)
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esta definido por

Ric(X,Y) := (da", R(e,, Y)X), (47)
— Ricy, = Ric(ey,e,) = Ry, (48)

Otro ejemplo es el escalar de curvatura R, obtenido al contraer los indices del tensor
de Ricci
R := ¢" Ric(e,, e,) = ¢" Ricy,, (49)

donde V representa la conexidén de Levi-Civita. Para una variedad con conexién de
Levi-Civita, los componentes del tensor de curvatura de Riemann estan dados por

los simbolos de Christoffel (41), y al bajar su primer indice son escritos de la forma

R . 1 ( 829@ 829)\;1, a2gku 82g,u1/
kAuv —

Z _ _ E o _ &
2 \ 0z dzv  Oxkdxv  Ox OxH 835’“(996“) el = D).
(50)

1.3. Geometria riemanniana de contacto

Al dotar con una estructura riemanniana, dada por G, a una variedad de contacto
(M, D), latripla (M, D, G) es llamada una variedad riemanniana de contacto. Usual-
mente se le imponen propiedades adicionales a G con tal de relacionarla con la
estructura de contacto. Una de las formas en que se relacionan las estructuras es
haciéndolas compatibles, lo cual requiere de elementos geométricos adicionales; a

la estructura resultante se le conoce como una variedad sasakiana’®’®. Otro método

7S Debido a que estas estructuras son un tema especializado el cual fue estudiado durante el de-

sarrollo del proyecto de grado, se realiza una breve descripcion de las mismas en el apéndice
(A.3.)
6 Bravetti, Lopez-Monsalvo y Nettel, “Contact symmetries and Hamiltonian thermodynamics”, ver
n. 29.
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usado para relacionar las estructuras es exigiendo Unicamente que ambas compar-
tan el grupo de simetrias Cont(M, D), o un subgrupo de este’’. Para el desarrollo
del presente trabajo, se tiene en cuenta el ultimo método mencionado, debido a
que de esta manera se consigue la estructura geométrica usada para construir el

formalismo de la geometrotermodindmica; como se muestra en el proximo capitulo.

1.3.1. Estructura métrica de las subvariedades de Legendre = Sea G una métri-
ca asociada a la variedad de contacto (M, D). Se puede hallar una métrica inducida
en las subvariedades de Legendre L por medio del pullback del mapeo de inmersién
asociado a dicha subvariedad, como ha sido presentado en (22). Lo cual resulta en

la métrica inducida g en L
g= ¢*<G)7 (51)

la cual hereda las propiedades de la métrica original GG. Por esta razo6n, al considerar
una métrica invariante bajo la accién un subgrupo de contactomorfismos, la métrica
inducida también lo sera. Esto permite interpretar a los elementos de dicho subgrupo

como un grupo de isometrias de la estructura métrica inducida.

1.4. Termodinamica geométrica

Es bien sabido que el espacio de fase termodinamico posee una estructura de con-
tacto natural gracias a la primera ley de la termodinamica’®, la cual permite repre-
sentar los sistemas en equilibrio termodindmico por medio de las subvariedades
de Legendre del mismo. Debido a esto, la geometria de contacto ha sido uno de

las principales herramientas usadas para la geometrizacién de la termodinamica.

7 Quevedo, “Geometrothermodynamics”, ver n. 28.

78 Hermann, ver n. 15; V. Arnol'D y col. Dynamical Systems IV: Symplectic Geometry & lts Applica-
tions. Enlarged 2nd. Springer, 2001.
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En esta representacion se escogen coordenadas de Darboux apropiadas en la va-
riedad de contacto M, de tal suerte que estas puedan ser interpretadas como: el
potencial termodindmico ¢, las variables extensivas E“ y las variables intensivas I,,.
Con dichas coordenadas, la forma de contacto del espacio de fase termodinamico
se escribe como

O =d¢— I,dE". (52)

Asi, en (52) se encuentra contenida la mayor parte de la formulacion clasica de la
termodinamica. En esta seccidn, se realiza una breve introduccién al formalismo de
la termodinamica geométrica y sus distintas representaciones. Adicionalmente, en
el apéndice (A.4.), se desarrolla una descripcidén detallada de la derivacién y argu-
mentos estadisticos que llevan a la existencia natural de una estructura riemanniana

de contacto para describir la termodinamica.

1.4.1. Subvariedades de Gibbs En el contexto de la termodindmica geométri-
ca es comun referirse a las subvariedades de Legendre del espacio de fase ter-
modindmico como variedades de Gibbs, variedades de control o (en relacién a la
termodinamica clasica) espacios de equilibrio termodindmico’. Estas son de prin-
cipal importancia para el estudio de sistemas en equilibrio, por ello su construccién
e interpretacion es esencial para una descripcion adecuada de la termodinamica
clasica.

Como fue mencionado, las leyes de la termodinamica son descritas por la estruc-
tura de contacto (52). Gracias a ello, al analizar la definicion de una subvariedad

de Legendre, es sencillo ver como las condiciones (17) representan las condiciones

79 Quevedo, “Geometrothermodynamics”, ver n. 28; V. Pineda y col. “The physical significance of
geometrothermodynamic metrics”. En: International Journal of Geometric Methods in Modern
Physics 16.11 (2019), pag. 1950168. DOI: 10.1142/50219887819501688; Ryszard M. “Structure
group U(n) x 1 in thermodynamics”. En: Journal of Physics A: Mathematical and General 38.50
(2005), pags. 10905-10916. DOI: 10.1088/0305-4470/38/50/003.
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de equilibrio termodinamico y las relaciones de Maxwell, respectivamente. Adicio-
nalmente, se tiene que una subvariedad de Legendre representa un espacio fisico,
siempre y cuando su funcién generatriz (15) esté dada por un potencial termodina-
mico asociado a un sistema fisico arbitrario. De igual manera, es posible estudiar un
mismo sistema fisico desde distintas subvariedades de Legendre al usar sus dife-
rentes potenciales termodinamicos; si el sistema posee n grados de libertad, tiene

2" subvariedades de Legendre asociadas.

1.4.2. Sistemas con cambios de fase  La ultima afirmacién realizada es de prin-
cipal importancia al considerar sistemas termodinamicos con mas de una fase. Para
el caso de un sistema con una Unica fase termodindmica, las distintas subvarieda-
des de Legendre asociadas a los diferentes potenciales termodinamicos van a ser
completamente equivalentes, lo cual permite representar al mismo por medio de una
unica variedad de Gibbs. Por el contrario, para el caso de un sistema con mas de
una fase termodindmica aparecen puntos de interseccion entre las subvariedades
de Legendre de cada potencial, en los cuales se presentan discrepancias entre las
propiedades fisicas descritas por cada uno. Esto se debe a que el sistema no puede
ser descrito en el espacio de estados de equilibrio cuando atraviesa una transicién
de fase®.

La forma de hallar los puntos de discrepancia entre las subvariedades es analizando
donde se presenta una ruptura de la condicién de concavidad del potencial termo-
dinamico asociado. En dichos estados, el sistema presenta coexistencia de varias
fases, cada una representada por una subvariedad diferente cuya informacién en la

region de coexistencia no es equivalente con las demas. Por esta razon, a las zonas

80  Bravetti, Lopez-Monsalvo y Nettel, “Contact symmetries and Hamiltonian thermodynamics”, ver
n. 29; A. Bravetti y F. Nettel. “Thermodynamic curvature and ensemble nonequivalence”. En:
Physical Review D 90.4 (2014). DOI: 10.1103/physrevd.90.044064.
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del espacio de fase termodindmico en las cuales se presenta la interseccion de va-
riedades de Gibbs se les conocen como zonas de coexistencia de fases o puntos de
transicion de fase. Es posible representar dichas intersecciones por medio de curvas
en una variedad auxiliar de dimensién . Donde el valor de ¢ es determinado por la
regla de las fases de Gibbs®', |la cual indica que para un sistema con C especies de

particulas y r fases, o toma el valor

o=C—r+2. (53)

Cabe mencionar que, en general, se pueden cambiar de representacion, variedades
de Legendre, sin problema; ya que este cambio es un simple difeomorfismo entre
subvariedades, un contactomorfismo. Sin embargo, en los puntos que presentan
discrepancia entre los ensambles (las variedades de Gibbs), no es posible describir
un mapeo entre subvariedades el cual cumpla con las condiciones para ser un di-
feomorfismo. Asi, cada estado es representado por una variedad de Legendre y las

singularidades representan la interseccion entre ellas®?.

81 Gibbs, ver n. 12; Callen, ver n. 9.

8 Bravetti, Lopez-Monsalvo y Nettel, “Contact symmetries and Hamiltonian thermodynamics”, ver
n. 29.
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2. Geometrotermodinamica (GTD)

Desde sus principios, la termodinamica geométrica ha buscado dar una representa-
cion fiel a la termodinamica clasica y extender su aplicabilidad a contexto fisicos don-
de la construccidn de relaciones fundamentales que describen el comportamiento
de los sistemas no es tan clara, donde esta labor ha sido realizada usando diferen-
tes estructuras geométricas. Un aspecto que ha sido incluido en décadas recientes
a esta construccidn es la invariancia de las propiedades geométricas respecto a
transformaciones de Legendre, una caracteristica primordial para representar com-
pletamente y de manera adecuada la formulacién clasica. Los pioneros en esta ta-
rea fueron Hernandez et. al.83, quienes implementaron un termino de correccion a
la formulacion Hessiana de Ruppeiner con tal garantizar su caracter invariante de
Legendre una vez su métrica es llevada al espacio de fase termodinamico.

Con tal de incluir dicha propiedad en la estructura geométrica misma y no como un
termino de correccion, Quevedo®*, propone una construccion desde la geometria
riemanniana de contacto, donde se impone la condicidén de ser invariante de Legen-
dre al tensor métrico. A esta nueva formulacién de la termodindmica geométrica se
le conoce como geometrotermodinamica (GTD). Gracias a la caracteristica adicio-
nal que presenta la GTD en su estructura geométrica, esta puede ser considerada
como una representacion mas general de la termodinamica clasica, a comparacién
de sus precedentes. Y es por esta razdn que se usa esta construccién como princi-
pal herramienta para el estudio los fluidos de Van der Waals en el presente trabajo

de grado.

8  Hernandez y Lacomba, ver n. 25.

84 Quevedo, “Geometrothermodynamics”, ver n. 28.
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Para el desarrollo de este capitulo, se usan como recursos bibliograficos el articulo
original de Quevedo® y varias colaboraciones realizadas durante los afos siguien-
tes donde se precisa la formulacién original®. Para empezar, se da una nocion de
sistema termodinamico y sus caracteristicas en el contexto de la termodinamica cla-
sica. Con lo anterior, se cimienta la estructura geométrica de la GTD y se realiza
una primera asignacion de sus elementos con conceptos clasicos. Seguido de esto,
se construyen las herramientas geométricas usadas para estudiar los sistemas ter-
modinamicos y sus propiedades. Finalmente, se usa el formalismo de la GTD para
estudiar los sistemas de tipo gas ideal y sus equivalentes en el contexto de la GTD,
con tal de obtener una primera interpretacion fisica de los elementos geométricos y

analizar las estructuras intrinsecas presentes en su espacio de estados de equilibrio.

2.1. Punto de vista clasico

Se supone un sistema termodinamico el cual posee n grados de libertad (¢ =
1,...,n). Con tal de describir completamente los estados del mismo son necesa-
rias: n variables extensivas E°, n variables intensivas I, y un potencial termodinami-
co ¢ asociado al sistema. Donde cabe aclarar, el uso de superindices para variables
extensivas y de subindices para variables intensivas no es arbitrario, se implemen-

ta esta notacion para destacar al caracter conjugado que poseen las variables ex-

8  Quevedo, “Geometrothermodynamics”, ver n. 28.

8 Quevedo, Quevedo y Sanchez, “Geometrothermodynamics of van der Waals systems”, ver n. 35;
Quevedo y Quevedo, “Fundamentals of Geometrothermodynamics”, ver n. 40; H. Quevedo y A.
Vazquez. “The geometry of thermodynamics”. En: AIP Conference Proceedings 977 (dic. de
2007). bOI: 10.1063/1.2902782; Pineda-Reyes y col., “Reparametrizations and metric structures
in thermodynamic phase space”, ver n. 29; H. Quevedo, A. Sanchez y A. Vazquez. “Relativistic
like structure of classical thermodynamics”. En: General Relativity and Gravitation 47.4 (2015).
DOI: 10.1007/s10714-015-1881-9.
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tensivas e intensivas respecto al potencial termodinamico®’. Adicionalmente, esta
notacion permite identificar naturalmente dichas cantidades como las coordenadas
de Darboux usadas en la geometria de contacto. Se ve como empieza a surgir la
construcciéon geométrica.
Un resultado bien conocido de la termodinamica clasica es la posibilidad de sinte-
tizar toda la informacidén concerniente a un sistema en su ecuacion fundamental,
® = ®(E?), la cual es Unica y puede ser asociada a un potencial termodinamico®.
Con base en lo anterior se puede afirmar que: un sistema se encuentra en equilibrio
termodinamico, siempre y cuando su ecuacion fundamental cumpla con la primera
ley de la termodinamica

dd = I,dE°, (54)

donde se usa el convenio de suma de Einstein. De manera implicita, la condicion
(54) permite escribir las variables intensivas en funcién de las variables extensivas

por medio del potencial o,
od

I, = .
ok«

(55)

A las ecuaciones (55) se les conoce como las condiciones de equilibrio termodina-
mico®®. Adicionalmente, se exige que la ecuacién fundamental presente un compor-
tamiento consistente con la segunda ley de la termodinamica, lo cual se refiere a

que ® debe de ser una funcidén convexa (o cdncava, dependiendo de si se considera

87 Callen, vern. 9.
88 (Callen, vern. 9.

89 Callen, vern. 9.
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la representacion energética o la entropica®)

>0, (56)

para poder aplicar adecuadamente la transformada de Legendre. Este conjunto de
transformaciones permite cambiar entre potenciales termodindmicos de una misma
representacion fundamental, ya sea energética o entrdpica, sin que las propiedades
fisicas del sistema se vean afectadas®'. Esto Ultimo es un aspecto central para la
formulacion clasica, debido a que garantiza la no existencia de un potencial termo-
dinamico privilegiado para estudiar los distintos sistemas. De esta manera, en la
formulacién geométrica, se debe de garantizar que la herramienta usada para ana-
lizar los sistemas termodinamicos sea invariante ante un cambio de potencial y sus

variables asociadas.

2.2. Espacios fisicos

El primer paso en la construccion de una formulacidbn geométrica para una teoria
fisica es definir los espacios en los cuales van a ser estudiados los sistemas. Pa-
ra el caso de la GTD, se tienen dos espacios fisicos de interés: el espacio de fase
termodinamico y el espacio de estados de equilibrio termodinamico. El primero es
considerado un espacio auxiliar en el cual se realizan los cambios de representa-
cién termodinamica y el segundo corresponde al espacio donde son analizados los
aspectos geométricos de los sistemas. Asociado a cada uno de ellos, se tiene una
estructura geométrica especifica la cual contiene los postulados y aspectos principa-

les de la formulacién clasica. En esta seccion se realiza una construccion detallada

% Callen, ver n. 9.

91 W. Greiner y col. Thermodynamics and Statistical Mechanics (Classical Theoretical Physics).
Springer, 1995.
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de los espacios mencionados junto sus estructuras correspondientes.

2.2.1. Espacio de fase termodinamico  Se le va a llamar espacio de fase termo-
dinamico (TPS) a una (2n + 1)—variedad riemanniana de contacto (M, ©, G) cuyas
coordenadas de Darboux son Z4 = {®, E*, I,},cona=1,....ny A=0,1,...,2n.
En este espacio, todas las coordenadas son independientes entre si, por lo cual no
es posible describir un sistema termodindmico en él. Esto se debe a que sobre di-
cha variedad no es posible definir funciones que relacionen las diferentes variables
termodinamicas, como lo son las ecuaciones de estado o la ecuacion fundamental
usadas para definir a un sistema. Con tal de tener las leyes de la termodinamica
como parte de la estructura geométrica, por medio del teorema de Darboux (8), es

posible escribir la forma de contacto © como
O =dd— [,dE°, (57)

la cual es conocida como la uno-forma de Gibbs. Un aspecto que puede aprovechar-
se de la estructura de contacto de TPS es que las transformaciones de Legendre
conforman un subconjunto de Cont(M, D), lo cual permite trabajarlas como simples
cambios de coordenadas en TPS. Se da principal interés a este grupo de contacto-
morfismos por su rol en la formulacion clasica de la termodinamica, donde represen-
tan el cambio de potenciales termodinamicos y la independencia de las propiedades
fisicas respecto a los mismos; un aspecto que es deseado para la formulacién geo-
métrica. Usando las coordenadas de Darboux para TPS, las transformaciones de

Legendre pueden ser escritas como

74— 74 = {9, E*, 1},

=0 LB, E=-I, FP=FE, L=E( I=1I
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donde i U j es cualquier descomposicion disyunta del conjunto de indices {1, ...,n}
y k,l =1,...,i. Altomari = {1,...,n} y j = () se tiene una transformacion de
Legendre total, de lo contrario se le tiene una transformada de Legendre parcial.
De esta manera, un objeto es llamado invariante de Legendre, si y solo si, no se
ve afectado por el cambio de coordenadas descrito anteriormente. Por ejemplo, la

uno-forma de Gibbs O es invariante de Legendre

0 =dd — I,dE"
— 0 =d(® - 6FILE") — 6L EndI; — 6 [,dE™
O = d® — 0F L dE" — SFEHT, — 8L BT, — 60, I;dE™
O = d® — (6] [,dE' + 62 I;dE™)
6 = dd — [,dE*,

donde se usa que iUj = n. Ademas de la estructura de contacto, TPS es dotado con
un tensor métrico G al cual se le exige ser invariante de Legendre, su forma funcional
se trata a detalle en la proxima seccién. Esta cualidad que se le impone al tensor
métrico constituye la principal virtud y aspecto innovador de la GTD, al permitir que
las cantidades geométricas descritas con este formalismo sean independientes bajo
cambios de potencial termodinamico. En sintesis, se tiene que TPS es una variedad
riemanniana de contacto (M, ©, G) en la cual sus estructuras comparten un caracter

invariante bajo la accion de un subgrupo de Cont(M, D).

2.2.2. Espacio de equilibrio termodinamico  Ahora, se le llama espacio de es-
tados de equilibrio termodinamico (TES) a una subvariedad de Legendre de TPS
tal que se cumpla con la condicién (15). Al usar la uno-forma de Gibbs (57) para

escribir en coordenadas de Darboux la condicion (15), se consigue la primera ley de
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la termodinamica (54)
dd = I,dE°, (58)

donde E* son las coordenadas de TPS y ® es la funcion generatriz de TES. Adicio-
nalmente, a ® se le exige que cumpla con la segunda ley de la termodinamica, la
cual representa una condicién de convexidad, esto con tal de reducir el numero de
subvariedades de Legendre que son consideradas como verdaderos espacios fisi-
cos. También, al usar la uno-forma de Gibbs (57) en la segunda condicién de (17),
se tiene que en todo TES se cumplen las relaciones de Maxwell. Gracias a estas
caracteristicas, para todo punto en dicha subvariedad representa un estado de un
sistema en equilibrio termodinamico. De igual manera, se logra tener una interpreta-
cién de las desviaciones infinitesimales {dE“} presentes en (58) como fluctuaciones
de las variables termodinamicas, las cuales siempre estan presentes en los siste-
mas termodinamicos y son esenciales para su estudio.

Como se menciond en la subseccidn anterior, TPS también esta dotado con un ten-
sor métrico G el cual va a inducir una métrica g en la subvariedad de Legendre TES
por medio de la relacidén (22), donde las cualidades y descripcidén detallada de este
tensor métrico inducido seran discutidas en la proxima seccidén. Cabe destacar que,
gracias a la invariancia de Legendre de G, toda propiedad geométrica hallada por
medio de ¢ es independiente del potencial termodindmico ¢ usado, lo que garantiza
la invariancia de las propiedades fisicas de un sistema determinado. En resumen,
se tiene que los estados de equilibrio de un sistema termodinamico son represen-
tados en TES, donde tanto la subvariedad como sus propiedades se determinan de

manera unica una vez es fijada la relacion fundamental del sistema a estudiar.

2.3. Estructura métrica

En esta seccion se analiza en detalle la cualidad innovadora de la GTD, la invarian-

cia de Legendre de las métricas termodinamicas G de TPS. Caracteristica que es
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heredada por la métrica inducida en TES por medio de (22), lo cual resulta en una
estructura geométrica que representa apropiadamente la invariancia de Legendre
de las propiedades fisicas; un aspecto esencial para la termodinamica clasica.

Con tal de hallar la forma explicita de la estructura métrica de la GTD, es necesario
estudiar las relaciones funcionales que deben de tener los componentes de G para
que el tensor métrico como un todo sea invariante de Legendre. Al ser G = G(Z*)
la métrica obtenida al aplicar la transformada de Legendre a G, y G/(Z4) = G(Z* =
Z4) es la métrica original con sus argumentos como las variables termodinamicas

transformadas, la condicidén para tener este tipo de invariancia esta dada por

~ ~ 5 ZC ZD
G(ZA) = G/(ZA)7 Gap— Gap = 0 0

ﬁ@%GCU (59)
Lo cual resulta en un sistema de ecuaciones algebraicas para las componentes de G
gue deben de ser cumplidas para que la métrica posea las caracteristicas deseadas.
Al tener en cuenta que el objetivo del presente trabajo de grado es analizar los
fluidos de Van der Waals, y estos son representados como sistemas termodinamicos
con dos grados de libertad, en el apéndice (B.1.) se hallan las relaciones algebraicas
(59) para el espacio de fase correspondiente a este numero de grados de libertad.
Estos resultados pueden ser generalizados para sistemas con n grados de libertad,
de donde se obtiene una familia de métricas invariantes de Legendre en TPS, lo
cual evidencia la imposibilidad de tener una Unica estructura métrica con dichas
caracteristicas.

Con tal de reducir el numero de métricas apropiadas para la formulacion, se im-
pone una condicién adicional a los componentes de G. Esta nueva consideracién
tiene una razén de ser desde la interpretacion fisica de los elementos geométricos,
ya que busca generar una relacion directa con propiedades fisicas de los sistemas
a estudiar. La relacion deseada es entre la curvatura de la métrica inducida y la

presencia de interaccion termodinamica en el sistema. En otras palabras, las mé-
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tricas usadas en GTD estan caracterizadas por su invariancia de Legendre y por
presentar curvatura nula en la métrica inducida en TES una vez se fije la funcion
generatriz como la ecuacién fundamental del gas ideal en cualquiera de sus repre-
sentaciones®. Al tener en cuenta ambas propiedades de G, se recude el nimero de

métricas apropiadas para la GTD a dos clases®

G =02+ (&F 1) (xIdEdly), (60)
G'"' =0’ +>  E'I,dE"dI, (61)
a=1

donde, ¢4 = §¢ = diag(1,...,1), G' : x? = §? = diag(1,...,1) y G : x4 = n¢ =
diag(—1,...,1). La primera clasificacion de las métricas GTD cumple con los requisi-
tos presentados unicamente al considerar transformaciones de Legendre parciales,
mientras la segunda clasificacion cumple para transformaciones de Legendre tanto
parciales como totales. Adicionalmente, se puede mostrar que la segunda condi-
cién impuesta sobre G resulta en poder considerar unicamente transformaciones de
Legendre discretas. De tomar transformaciones de Legendre infinitesimales, no es
posible hallar métricas G cuya métrica inducida cumpla con la segunda condicién
para ser aceptable®.

La importancia fisica de cada una de las métricas, y el como escoger apropiada-

mente una de ellas al estudiar un sistema especifico, ha sido un tema de discusion

9 H. Quevedo y M. N Quevedo. “Fundamentals of geometrothermodynamics”. En: arXiv preprint
arXiv:1111.5056 (2011).

% Quevedo, Quevedo y Sanchez, “Geometrothermodynamics of van der Waals systems”, ver n. 35.
%  Quevedo, Quevedo y Sanchez, “Einstein-Maxwell-dilaton phantom black holes: Thermodynamics
and geometrothermodynamics”, ver n. 36; D. Garcia-Pelaez y C. S. Lépez-Monsalvo. “Infinitesi-

mal Legendre symmetry in the Geometrothermodynamics programme”. En: Journal of Mathema-
tical Physics 55.8 (2014), pag. 083515. DOI: 10.1063/1.4891921.
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en varios articulos®; llegando a dar un aire de arbitrariedad respecto a cual es la
métrica mas apropiada en cada caso. Sin embargo, a dia de hoy, se entiende que
para tener toda la informacién termodindmica del sistema es necesario usar todas
las métricas del formalismo; ya que cada una de ellas contiene informacién impor-
tante de las transiciones de fase del mismo. La métrica G describe las transiciones
de fase de primer orden, G*! describe las transiciones de fase de segundo orden, y
G puede ser usada para estudiar transiciones de cualquier tipo. Por estas mismas

aplicaciones las métricas GTD reciben sus nombres.

2.3.1. Métricas inducidas Como fue mencionado, TPS cumple el papel de un
espacio auxiliar para el tratamiento de las transformaciones de Legendre, y TES es
el espacio de interés fisico donde es posible estudiar sistemas en equilibrio termo-
dindmico. Por esta razon, las expresiones de mayor importancia en la GTD son las
métricas inducidas en TES. Estas son calculadas por medio del pullback de G al
considerar un mapeo de encajamiento especifico, como es presentado en (22). De
esta manera, es posible hallar una expresion general la cual dependa de la funcién
generatriz de TES al fijarla como la coordenada {Z°} en la expresién del pullback

YA VA

El calculo detallado para hallar las métricas inducidas por (60) y (61) se encentra

en el apéndice (B.2.), donde se obtienen las siguientes métricas GTD inducidas en

% Quevedo y Quevedo, “Fundamentals of Geometrothermodynamics”, ver n. 40; Quevedo, Queve-
do y Sanchez, “Geometrothermodynamics of van der Waals systems”, ver n. 35; Pineda y col.,
ver n. 79; C. Cafaro y col. “Thermodynamic length, geometric efficiency and Legendre invarian-
ce”. En: Physica A: Statistical Mechanics and its Applications 590 (2022), pag. 126740. DOI:
https://doi.org/10.1016/j.physa.2021.126740.
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TES

- 0 0*®
= E— )& E*dE"
g ; ( 8E2> SeppraneEE (63)
- O o
I17 d ab a c
g =>" ((5adE aEa> 0 e B AE", (64)

donde ¢’ : & = §¢ = diag(1,...,1) y g/ : €& = n¢ = diag(—1,...,1). Adicional-
mente, al tener en cuenta que es posible escoger la funcion generatriz ® de TES
de tal manera que esté dada por la ecuacion fundamental de un sistema especifico,
si dicho potencial termodinamico cumple con las condiciones para ser una funcién
homogénea respecto a las variables termodindmicas, es posible usar la identidad de
Euler® con tal de reescribir a ¢///!. De esta manera, se obtiene una representacion
funcional mas compacta para dos de las métricas inducidas y la homogeneidad del
sistema pasa a ser protagonista en la estructura métrica. Asi, sea 5 el grado de ho-

mogeneidad del sistema, el conjunto de métricas GTD inducidas puede reescribirse

como
0*®
1/11 — c a b
& 0P 0*®
II7 d ab a c
J1=3 (6adE aEa> 6 e B, (66)

a=1

donde ¢! : & = §¢ = diag(1,...,1) y ¢! : & = n¢ = diag(—1,...,1). Ademas, si
se da el caso en que el potencial termodinamico posee una propiedad de cuasi-
homogeneidad, el grado de homogeneidad s va a depender de cada una de las
variables termodindmicas y se debe de tener en cuenta una expresion alternativa

de la identidad de Euler consistente con dicha propiedad para poder reescribir las

9% Callen, vern. 9.
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métricas GTD.

Cabe mencionar que las expresiones (65) y (66) de las métricas GTD no necesa-
riamente son invariantes bajo cambios de representacion fundamental como lo son
las expresiones (63) y (64), donde por cambio de representacion fundamental se
entiende el uso de una variable {E£‘} como el nuevo potencial termodinamico, de
tal manera que sus dependencias funcionales sean E‘ = E‘(®, E/) con i # j. Por
ejemplo, el cambio de representacion energética a entrépica, y viceversa. Esta no
invariancia de la métrica GTD en su forma homogénea se debe a que, en gene-
ral, el hecho de que ®(\E") sea una funcién homogénea no garantiza que al tomar
E®(®, E7) dicha propiedad original se presente nuevamente®” .

Gracias a las propiedades con las que se construyen las métricas GTD, es posible
hacer una primera interpretacion del significado fisico de algunas cantidades geo-

métricas en TES, estas son®:
» Curvatura de TES = interaccion termodinamica.
» Singularidades en TES = transiciones de fase.
= Geodésicas en TES = procesos termodinamicos cuasi-estaticos.

Las relaciones presentadas conforman los postulados de la geometrotermodinami-
ca y garantizan que se cumpla apropiadamente la relacion entre geometria y fisica
deseada para una formulacion geométrica. Es sencillo notar la similitud que presen-
tan los postulados presentados con los usados para la relatividad general®®. Esto

se debe a que ambas formulaciones comparten una caracteristica central, se bus-

9 A. Bravetti y col. “The conformal metric structure of Geometrothermodynamics”. En: Journal of
Mathematical Physics 54.3 (2013), pag. 033513. DOI: 10.1063/1.4795136.

9 Cafaro y col., ver n. 95.

% Einstein y Grossmann, ver n. 2.
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ca garantizar una relacion entre el aspecto fisico principal de la teoria (interaccion
termodinamica y gravitacional )y un elemento geométrico de la estructura usada
(curvatura), y a partir de esta se busca interpretar el significad fisico de las demas

propiedades geométricas de la formulacion.

2.3.2. Origen estadistico = Como se mencion6 anteriormente, y se ha mostrado
en el apéndice (A.4.), la estructura matematica usada en la termodinadmica geomé-
trica surgen de manera natural desde la mecéanica estadistica y la geometria de la
informacion’®; al menos para el caso de las formulaciones hessianas. En cambio,
La estructura matematica usada en la GTD no ha logrado tener una derivacion es-
tadistica clara, para la GTD no se ha logrado tener una derivacién estadistica clara
de su estructura. Los resultado mas cercanos a una derivacién estadistica de di-
cha formulacién han sido realizados por Pineda-Reyes et. al.'®!. En este articulo, se
usan reparametrizaciones estadisticas de las variables termodinamicas con tal de
escribir las métricas invariantes de Legendre propias de la GTD como estructuras
hessianas generadas asociadas a una cierta funcion, como es el caso de la formu-
lacion de Ruppeiner y la entropia. Y aunque se haya logrado hallar una funcion que
cumple con este requerimiento, no se ha logrado precisar su significado fisico (si es

que esta lo tiene).

100 Mrugala y col., “Statistical approach to the geometric structure of thermodynamics”, ver n. 32;
Bravetti y Lopez-Monsalvo, ver n. 61.

101 V. Pineda-Reyes y col. “Statistical origin of Legendre invariant metrics”. En: Physica A: Statistical

Mechanics and its Applications 526 (2019), pag. 120767. DOI: 10.1016/j.physa.2019.04.003;
Pineda y col., ver n. 79.
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2.4. Longitud termodinamica

El concepto de longitud termodinamica L surge de manera natural gracias a la es-
tructura riemanniana asociada a TES, donde esta representa la distancia entre es-
tados de equilibrio termodinamicos'®? y puede ser relacionada con: la geometria de
la informacion'®2, simulaciones computacionales'®*, disipacion para sistemas cerca-
nos o lejanos del equilibrio’®®, entre otros. Por definicion, la longitud termodinamica
va a depender de la trayectoria tomada en TES, lo cual permite usar un principio va-
riacional para hallar las trayectorias de menor distancia entre dos estados de equili-
brio%6.

Primero se define la nocion de longitud termodinamica en el contexto de la GTD.

Sea v una trayectoria en TES la cual conecta dos estados E, F», su longitud termo-

102 Bravetti y col., “Representation invariant Geometrothermodynamics: Applications to ordinary ther-
modynamic systems”, ver n. 35.

103 Salamon, Nulton y Berry, ver n. 23.

104 G. E. Crooks. “Measuring Thermodynamic Length”. En: Physical Review Letters 99.10 (2007).
DOI: 10.1103/physrevlett.99.100602; P. Salamon y R. S. Berry. “Thermodynamic Length and
Dissipated Availability”. En: Physical Review Letters 51.13 (1983), pags. 1127-1130. DOI: 10.
1103/physrevlett.51.1127; D. Brody y N. Rivier. “Geometrical aspects of statistical mechanics”.
En: Physical Review E 51.2 (1995), pags. 1006-1011. DOI: 10.1103/physreve.51.1006; D. A.
Sivak y G. E. Crooks. “Thermodynamic Metrics and Optimal Paths”. En: Physical Review Letters
108.19 (2012). DOI: 10.1103/physrevlett.108.190602; S. Deffner y E. Lutz. “Thermodynamic
length for far-from-equilibrium quantum systems”. En: Physical Review E 87.2 (2013). DOI: 10.
1103/physreve.87.022143.

105 K. Brandner y K. Saito. “Thermodynamic Geometry of Microscopic Heat Engines”. En: Physical

Review Letters 124.4 (2020). DOI: 10 . 1103/ physrevlett . 124 . 040602; H. J. D. Miller y M.

Mehboudi. “Geometry of Work Fluctuations versus Efficiency in Microscopic Thermal Machines”.

En: Physical Review Letters 125.26 (2020). DOI: 10.1103/physrevlett.125.260602; T. Van Vu

e Y. Hasegawa. “Geometrical Bounds of the Irreversibility in Markovian Systems”. En: Physical

Review Letters 126.1 (2021). DOI: 10.1103/physrevlett.126.010601.

106 M. Scandi y M. Perarnau-Llobet. “Thermodynamic length in open quantum systems”. En: Quan-

tum 3 (2019), pag. 197. DOI: 10.22331/q-2019-10-24-197.
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dinamica esta dada por'%”

[ EQ\/ [JII/IIT ;1 1108
- G g pag . (67)
Ey

Al definir un parametro afin ¢ sobre la curva +, se puede relacionar cada valor de
t con un estado de equilibrio determinado E* = E“(t) y es posible reescribir la

longitud termodinamica en funcion del pardmetro afin

t2 OFE* OE®
L :/ [ YGab
t

Una ventaja de escribir la longitud termodinamica de esta forma es la interpretacion
de las variaciones de v como fluctuaciones termodinamicas, ademas de hacer mas
sencillo su estudio variacional. Al tener en cuenta que las métricas GTD se defi-
nen en funcion de los potenciales termodinamicos, la longitud L también puede ser
relacionada con conceptos como la energia o la entropia, de tal manera que esta ad-
quiera un significado fisico naturalmente. No obstante, la longitud termodinamica no
va presentar los mismos resultados al ser estudiada en distintas representaciones
fundamentales de la termodinamica ya que no hereda la invariancia de Legendre
de las métricas GTD'%, Por esta razon, se debe de tener en cuenta la cantidad
observable que quiere ser representada por medio de la longitud L para escoger
apropiadamente el potencial termodindmico usado en las métricas GTD. Por ejem-
plo, puede escogerse la representacion entrdpica para calcular la produccion de

entropia a lo largo de una trayectoria en TES'%,

107 Crooks, ver n. 104.
108 Salamon, Nulton y Berry, ver n. 23.

109 C. Cafaro y P. M. Alsing. “Information geometry aspects of minimum entropy production paths from
quantum mechanical evolutions”. En: Physical Review E 101.2 (2020). DOI: 10.1103/physreve.
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Recientemente, Cafaro et. al.""® han propuesto un nuevo uso para la longitud ter-
modindmica. Este consiste en usar la longitud . como una medida de eficiencia
termodinamica e, la cual representa la desviaciéon de la longitud termodinamica de

un sistema respecto a la longitud del gas ideal, L;jcq

B |L — Lideal|

e:=1
Lideal

(69)

Asia, son claras las multiples interpretaciones que se le pueden dar a la longitud ter-
modinamica y el como puede ser usada para caracterizar los distintos sistemas. Sin
embargo, este no es su uso principal, sino el describir los procesos termodinamicos

en el contexto de la termodinamica geométrica por medio de sus curvas geodésicas.

2.4.1. Procesos termodinamicos cuasi-estaticos  Gracias a la estructura rie-
manniana de TES es posible definir la nociéon de curva geodésica como una suce-
sién densa de puntos la cual se caracteriza por describir la menor distancia posible
entre dos puntos determinados. Al tener en cuenta que todo punto en TES represen-
ta un estado de equilibrio, se define una geodésica en dicho espacio fisico como una
sucesion densa de estados de equilibrio, lo cual coincide con la nocidn clasica de
proceso termodinamico cuasi-estatico'!. Sin embargo, no toda geodésica en TES

representa un proceso cuasi-estatico, es necesario que esta cumpla con un criterio

101.022110.
10 Cafaro y col., ver n. 95.

"1 En termodinamica clasica, se le llama cuasi-estatico al proceso termodinamico que sucede infi-
nitamente lento y pasa a través de una secuencia de estados infinitamente cercanos al equilibrio,
de tal manera que el sistema se mantiene en equilibrio cuasi-estatico durante todo el proceso
(Callen, ver n. 9).
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adicional®2.

Para hallar la ecuacién de geodésica de la GTD, se estudia la longitud termodina-
mica (68) como un problema extremal''3. Se busca una curva «(t) en TES tal que
la variacion de la longitud termodinamica a lo largo de toda su trayectoria sea nula,
0L = 0. El célculo detallado de este proceso se encuentra en el apéndice (B.3.), y
da como resultado el sistema de ecuaciones geodésicas para la GTD

DE*OEC  E*

rd =0, (70)

“ o ot T o

donde ¢ es un parametro afin arbitrario a lo largo de la geodésica ~(t) y los coefi-
cientes de conexién I'¢. estan dados Gnicamente por los simbolos de Christoffel''4
asociados a las métricas ¢'/"!/!I, Como se menciond anteriormente, es de esperar
gue no todas las soluciones de (70) sean fisicamente aceptables, pueden tenerse
curvas las cuales conecten dos puntos no compatibles por las leyes de la termodi-
namica. Esto lleva a tomar la segunda ley como un criterio adicional para definir si
una curva solucion (70) puede ser interpretada como un proceso cuasi-estatico.

Para saber si se cumple con este segundo criterio se usa el parametro afin ¢, ya que
cada uno de sus valores puede ser relacionado con un estado de equilibrio espe-
cifico sobre la curva geodésica y que puede ser definido considerando una trans-
formacion lineal, este puede ser escogido de tal suerte que sea interpretado como
un pardmetro “temporal”’ cuya direccidén especifica coincide con el incremento de la

entropia durante el proceso. Al usar dicha interpretacion se obtiene que en un punto

"2 Quevedo y Quevedo, “Fundamentals of geometrothermodynamics”, ver n. 92; Quevedo, Sanchez
y Vazquez, ver n. 86.

13 C. Lanczos. The Variational Principles of Mechanics (Dover Books on Physics). 4.2 ed. Dover
Publications, 1986.

114 Cabe mencionar que el uso de una conexion de Levi-Civita no es una exigencia de la formulacion
sino un estandar en el estudio de la GTD, en principio pueden usarse otro tipo de conexiones
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dado las geodésicas termodinamicas fragmentan el espacio de equilibrio en dos re-
giones disyuntas separadas por geodésicas adiabaticas''®. Las cuales son curvas
gue no presentan produccion de entropia a lo largo de su trayectoria, y por ende,
representan apropiadamente los procesos termodinamicos adiabaticos''®. En la si-
guiente seccidén se ahonda en dicha fragmentacion de TES al analizar los sistemas
de tipo gas ideal, donde es sabido que se presenta una estructura causal semejante

al caso de relatividad general al introducir el concepto de cono adiabatico''” .

2.5. Gas ideal en el contexto de la GTD

En esta seccién, basada en el articulo de Quevedo et. al.'®, se realiza un analisis de
un gas ideal usando el formalismo del GTD y el cdmo sus geodésica termodinamicas
genera una estructura de tipo relativista en su espacio de estados de equilibrio.
Con el objetivo de generar un aporte al desarrollo realizado por Quevedo et. al.''®,
donde Unicamente se desarrolld la métrica ¢!/, se estudian las tres métricas GTD
actuales y se demuestra cdmo cada una de ellas describe idénticamente el espacio
de equilibrio junto con su estructura de tipo relativista. Para empezar, se da una
breve definicion de un sistema de tipo gas ideal.

Un gas ideal es un fluido compuesto de un numero determinado de particulas pun-

115 Quevedo, Sanchez y Vazquez, ver n. 86.

118 Callen, ver n. 9.

1

-
~

Quevedo, Sanchez y Vazquez, ver n. 86.
118 Quevedo, Sanchez y Vazquez, ver n. 86.

119 Quevedo, Sanchez y Vazquez, ver n. 86.
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tuales'®® moviéndose aleatoriamente por su volumen'?', donde dichas particulas

interactiian entre si Unicamente mediante colisiones elasticas. De esta manera, se

puede caracterizar a un gas ideal por medio de las siguientes cualidades'??

m Satisface la ecuacién de estado mecanica
V =NRT = Rr (71)
p - - M 9

donde (p) es la presion, (V) el volumen, (N) el nUmero de moles, (m) la masa
del gas, (M) la masa molar de las particulas que componen el gas y (R =

8.3145[J/(mol - K)]) es la constante universal de los gases'?.

= Para un gas ideal mono-componente, la energia interna (U) como una ecua-
cién de estado es una funcién que Unicamente depende de la temperatura (7')

y viceversa
U=U(T). (72)

» (Teorema de Gibbs) La energia libre de Helmholtz F/(T,V, Ny, N,, ..., N,,) de

un gas ideal multi-componente es una funcién aditiva sobre sus componentes
F(T,V,Ni,Ny,...,Ny,) = F(T,V,N,)+ F(T,V,Ny) + ---+ F(T,V,Ny,), (73)

donde ({ Ny, Ns, ..., N,,,}) son el numero de moles correspondiente a cada es-

120

121

122

123

La cantidad de particulas debe de ser del orden del nimero de Avogadro N4 = 6,0221 X
10% [1/mol] para poder ser clasificado con un gas, ya que esta es la magnitud fisica fundamental
para a cantidad de sustancia.

Callen, ver n. 9.

Callen, ver n. 9; E. Keszei. Chemical Thermodynamics. New York, Estados Unidos: Springer
Publishing, 2013; Lang, ver n. 38.

Callen, ver n. 9.
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pecie de particula que compone el gas multi-componente.

Al tener en cuenta estas propiedades, un gas ideal puede ser definido mediante su
energia molar (v = U/N) y volumen molar (v = V/N) por la siguiente ecuacién

fundamental en la representacion entropica'24:12°126

S(u,v) = So + Nkpe, In (ﬁ) + NkgIn <3> , (74)

Ug Vo

donde (c¢,) es la capacidad calorifica a volumen constante, (k) es la constante de
Boltzmann, (N) el numero de particulas y (Sy, ug,vo) son los valores iniciales del
sistema. Ademas, al usar las relaciones (55) con el potencial (74) se obtienen las
condiciones de equilibrio termodinamicos para este sistema en la representacion

entrépica

1 . oS . NkBCU

p 0SS Nk
T v UB' (76)

Un aspecto importante de la ecuacion fundamental (74) es su caracter homogéneo
al considerar el numero de particulas (V) como una variable termodinamica; sin
embargo, para el analisis que le es realizado a continuacién, se considera el nimero

de particulas como un valor fijo, lo que no permite usar la identidad de Euler con la

124 Esta misma ecuacién fundamental puede ser hallada desde un analisis estadistico, al considerar

un ensamble canénico con el hamiltoniano asociado al gas ideal como H;g = fol [p?/(2m)]
Greiner y col., ver n. 91.

125 Se usa la representacion entrépica con tal de interpretar la longitud termodinamica como una
medida de produccién de entropia a lo largo de un proceso termodinamico.

126 Callen, ver n. 9.
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ecuacion fundamental'®’. Por esta razdn, es necesario usar las métricas GTD sin las
condiciones de homogeneidad, (63) y (64), para describir dicho sistema. Asi, al usar
esta ecuacion fundamental (74), se obtienen las siguientes métricas GTD inducidas

en el espacio de equilibrio

du? dv?
Q}G:_ [NkBCU+NkB] {NkBCvF—f—Nk'B?}, (77)
du? dv?
ot = [¥hacs + Nha] { Nhne, 5 - Va5 | (79)
du?  dv?
916 = — (Nkp)? {037 + F} : (79)

Las cuales poseen una curvatura nula, resultado esperado en GTD para un sistema
el cual no presenta interaccién termodinamica'?®'2°. Ya que la curvatura se anula
sobre todo TES, es posible definir un conjunto de coordenadas {z,y} tales que las
métricas tomen la forma estandar euclidiana, o Minkowski para el caso de g/%. Las

nuevas coordenadas para cada una de las métricas GTD son:

I:2; =y + Nk +c,In(u), y;r =Y + Nkpve, + 1n(v), (80)
I1:x=xp + Nkp/ 3+ coIn(u),  yrr = Yine + NkpVe, + 1n(v), (81)

II1 :zr = 2y + Nkge,In(w),  yrrr = Yine + Nkp In(v). (82)

127 Callen, ver n. 9.
128 Al tomar cualquier funcion de Massieu para el gas ideal hallada por medio de la entropia (74),
se obtienen métricas totalmente equivalentes a las presentadas en (77), (78) y (79) (Quevedo,

Sanchez y Vazquez, ver n. 86), de esta manera se evidencia el caracter invariante de Legendre
de la GTD.

129 Quevedo, “Geometrothermodynamics”, ver n. 28.
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Con las cuales es posible escribir las métricas GTD de la forma:

9ig =dai + dyj, (83)
916 = — dat + dyiy, (84)
916 =dxi; + dyi;, (85)

donde se toma por simplicidad que las métricas sean positivo definidas, y para el
caso de la métrica pseudo-riemanniana ¢!, que su signatura sea (1, 1). Adicional-
mente, es posible escoger las constantes aditivas de integracion x;,;, v:,: de tal
suerte que las nuevas coordenadas de TES sean siempre positivas, z;/r7/rr >

0, vy > 0. Esto ultimo permite representar el espacio de equilibrio del gas

ideal por medio del primer cuadrante del plano cartesiano.

2.5.1. Geodésicas termodinamicas  Para describir los procesos termodinami-
cos de un gas ideal en TES es necesario resolver las ecuaciones geodésicas (70).
Al usar las métricas GTD con sus nuevas variables termodinamicas, es sencillo ver
que los simbolos de Christoffel de las métricas riemannianas (¢/*/7) y de la métri-
ca pseudo-riemanniana (¢’’) son nulos, I'Y. = 0, V a,c,d = 1,2, y las ecuaciones
quedan de la forma

=0, y=0, (86)

donde los puntos sobre las nuevas variables termodinamicas denotan derivadas
respecto al parametro afin ¢ y por simplicidad se toma = = x;/17/111, ¥ = Y1/11/111- ES
bien sabido que las soluciones para (86) corresponden a lineas rectas en el plano
cartesiano'3°

r =zt +xo, Y= y1l+ Yo, (87)

130 Nakahara, ver n. 42.
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donde z, xq, y1, yo SON constantes. Ademas, por la forma en que se escogieron las
constantes de integracion anteriormente, siempre se tiene x, y > 0; lo cual indica
qgue las geodésicas estan contenidas en el primer cuadrante del plano zy y todo el
espacio de equilibrio se encuentra cubierto por geodésicas.

Como se menciona en la seccion anterior, no todas las soluciones de (87) tienen
un significado fisico, pueden haber lineas rectas que conectan estados de equilibro
gue no son compatibles con las leyes de la termodinamica. De esta manera, para
identificar las curvas correspondientes a proceso termodinamicos, se escoge al pa-
rametro afin ¢ de tal suerte que dote a las geodésicas con una direccidn especifica
la cual coincida con la direccidén de incremento de entropia, lo cual permite interpre-
tar a t como un parametro temporal que garantiza el cumplimiento de la segunda
ley de la termodinamica. Para realizar esta labor, se parte por reescribir la ecuacién

fundamental en las nuevas variables termodinamicas

S(U,V) = Sy + Nkpe, In (i) + Nkgln (1) ,
Uo Vo
— S5 =5 + G i+ !
0,I/IT 2+ I/I1 o Yr/11,

/
— 5 =50 111 + 11 + yirr,

donde al reescalar apropiadamente las variables (//11) por un factor multiplicativo,
es posible escribir de manera general la entropia del sistema con unas variables es-
tandar {z, y} con tal de simplificar los célculos realizados mas adelante sin presentar

ninguna perdida de generalidad en el proceso
S=5+z+vy. (88)

Al analizar las dependencias funcionales de (88), es evidente que la entropia incre-

menta junto con las variables termodinamicas, lo cual indica que las geodésicas van
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a ser lineas rectas que apuntan hacia afuera del estado inicial y estan contenidas
en el primer cuadrante del plano. Gracias a esto, también es posible afirmar que las
geodésicas que conecten estados en la direccidn opuesta, no representan procesos
termodinamicos. De esta manera, se logra interpretar al paramento afin ¢t como un
parametro temporal'3!, el cual define una direccion a lo largo de la geodésica la
cual corresponde en esta analogia con la flecha temporal'®. Este resultado indica
que, en la GTD, la direccién del tiempo coincide con la direccién de aumento de la
entropia, afirmacion central para la termodinamica clasica.

Ahora, al considerar un estado inicial distinto al origen del plano zy y la segunda ley
de la termodinamica, la ecuacion (88) permite la existencia de geodésicas en las
cuales una de las coordenadas disminuya, siempre y cuando la otra aumente para
garantizar que el cambio en la entropia sea mayor o igual a cero. Sin embargo, es
sencillo demostrar que dichas situaciones no representan procesos termodinamicas,

esto al cambiar el parametro afin ¢ de las variables x y y por la entropia misma.

S(t) =Sy + x(t) +y(t)
= S, + @1t + 2o + vt + Yo

=Sy + 2o+ Yo+ (z1 + 1)t

S +56+330+yo

= =T T @

(89)

131 Al interpretar el tiempo como una medida fisica puramente clasica, en el sentido de que corres-
ponde a un parametro afin ¢ a lo largo de una geodésica microscopica (Huang, ver n. 11; Landau
y Lifshitz, ver n. 10).

132 Quevedo, Sanchez y Vazquez, ver n. 86.
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xr =x1t + 2
[ S S(/) + xo +yo
(r1+ 1) (w1 + 1)
T g (xo(%wl) — Sy — Le®T — yoxl)
1+ 1+ W%
T — Sty —
_ 1 S+ (3703/1 01 y05131>
1+ Y 1+
Tol1 — Shxy — Yo T
—>$63=<0y1 01 — Yo 1)7 m,1:: 1
1+ 1+ %

|+

= 1z =ux,+ 2,5, (90)

Y =yt + Yo
_ [ S S(I)+$0+yo}
e (z1 + 1) (z1 + 1) ’
__ S+(yo(:v1+yf)— 691—930?/1—%)
1+ % r1+
__ W S+ (yoyl — Soy1 — yoy1>
1+ 1+
. y(/) — (yOyl — Shyr — yoy1) oy = Y1
1+ Y 1+ Y

= y=y,+yS, (91)

donde siempre es posible escoger las nuevas constantes 7, %y, 71, 7o de tal manera
gue sean positivas. En esta representacidén es posible afirmar que un estado de
equilibrio inicial (z;,y;) esta conectado con un estado final (x,y;) por medio de un
proceso termodinamico, siempre y cuando su geodésica cumpla simultaneamente

con las condiciones

Az =y —2; =151A8 >0, Ay=y;—y; = 71AS >0, (92)

donde se toma en cuenta que la segunda ley de la termodindmica exige AS > 0.
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De esta manera, es evidente que todas las geodésicas que inician en un esta-
do de equilibrio particular deben de estar contenidas en una region definida por
Az =0, Ay = 0 para poder ser interpretadas como un proceso termodinamico. Asi-
mismo, todas las geodésicas que terminan en un estado particular (z;,y;) deben de
obedecer las mismas condiciones mencionadas.

Adicionalmente, si se toma en cuenta el postulado de Planck-Nerst (tercera ley de
la termodinamica)’32, el cual indica que un sistema no puede tomar su valor mini-
mo de entropia S, el origen de coordenadas debe ser removido de TES ya que
este corresponde a dicho valor. Este ultimo resultado es de vital importancia para la
interpretacion del formalismo GTD, debido a que relaciona el postulado de Planck-
Nerst con una propiedad topoldgica del espacio de equilibrio. Con base en todo lo
anterior, se concluye que para el caso de un gas ideal, un proceso termodinamico
va a ser representado por medio de una linea recta la cual nunca cruza el origen
coordenado y posee una direccion definida que coincide con el incremento de la
entropia. En la siguiente subseccion se analiza un aspecto importante que surge de
manera natural en la estructura de TES por los resultados mencionados, y permite

hacer una interpretacion fisica novedosa del formalismo GTD.

2.5.2. Estructura relativista Al estudiar graficamente la estructura de TES pa-
ra el gas ideal junto con las geodésicas termodinamicas que pasan por un estado
determinado (z;,y;) es evidente que dicho espacio se divide en dos regiones dis-
yuntas, como se presenta en la figura 1. La primera region esta conformada por los
procesos termodinamicos que logran alcanzar el estado de interés y la segunda por
los estados de equilibrio que no poseen una geodésica con significado fisico tal que

los conecte con el estado (z;, v;).

133 Greiner y col., ver n. 91.
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Futuro Entrépico
AS>0

7| Pasado Entrépico
AS>0

Figura 1. Espacio de estados de equilibrios para un gas ideal en el formalismo GTD. Imagen
adaptada de'34.

Basado en las caracteristicas propias de cada regién, se les da el nombre de re-
gion de conectividad a la conformada por los procesos termodinamicos y region de
no conectividad al resto del espacio de equilibrio. Adicionalmente, se tiene que la
frontera entre ambas regiones es ocupada por los procesos termodinamicas adia-
baticos, AS =0: Az =0, Ay = 0, y es el unico lugar de TES donde se presentan
procesos termodinamicos reversibles.

Por otra parte, al usar la interpretacion del parametro afin t como un parametro tem-
poral, la region de conectividad adquiere las caracteristicas de una region causal-
mente conexa desde el punto de vista de la relatividad, y la regién de no conectividad
adquiera las de una region de no conectividad causal. De esta manera, es clara la
estrecha relacién que se puede tener entra la estructura geométrica de TES desde
la GTD y la usada para describir el espacio-tiempo en fisica relativista. Al aprovechar
esta similitud estructural, es posible afirmar que todos los procesos termodinamicos
entrantes y salientes de un estado de equilibrio especifico deben estar contenidos

dentro de un cono, el cual es llamado cono adiabatico. Desarrollando aln mas esta
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construccion, al tener un estado de equilibrio especifico, se le puede llamar futuro
entropico a la region ocupada por los procesos termodinamicos que empiezan en
dicho estado y pasado entrépico a todos los procesos termodinamicos que lleguen
a este mismo'®, como es mostrado en al figura 1.

Finalmente, se logra evidenciar la semejanza natural que posee la formulacién GTD
con la fisica relativista, un hecho que es bien conocido desde la publicacion del
trabajo de Quevedo et. al.”®. Sin embargo, este tratamiento no habia sido extendido
a las tres métricas actuales antes del presente trabajo de grado, donde se logra
demostrar que la estructura de tipo relativista que surge de manera natural en la
GTD es independiente de la métrica usada para estudiar el sistema, lo cual indica

que esta puede ser interpretada como una caracteristica inherente a la formulacion.

2.6. Otros sistemas fisicos con curvatura nula

En esta ultima seccion se presenta una coleccion de sistemas fisicos los cuales,
al ser analizados por medio del formalismo GTD, presentan una curvatura nula en
su espacio de estados de equilibrio. Esto debido a que sus ecuaciones fundamen-
tales son funcionalmente semejantes a la de un gas ideal (74) y también generan
una métrica conformemente plana. De esta manera, se procede a hallar las ecua-
ciones fundamentales de cada sistema fisico (lo cual es basado en los desarrollos
de Greiner et. al.'®) y compararlas con la entropia del gas ideal (74) para asegu-

rar que su curvatura GTD es cero, esta similitud de potenciales termodinamicos es

135 Quevedo, Sanchez y Vazquez, ver n. ??.
136 Quevedo, Sanchez y Vazquez, ver n. 22.

137 Greiner y col., ver n. 91.
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representada por medio de la relacién

S(U, V) ~ S(u,v)16. (93)

Particula libre  El primer sistema a describir es una particula libre. Para esta su
hamiltoniano esta conformado Unicamente por la contribucién traslacional, Hrpp =
Hi..s = p*/(2m), donde m es la masa de la particula y p su momento lineal. De esta

manera, su funcion de particién en un ensamble candnico esta dada por

! LS
ZFP = ﬁZtr(zs = ﬁ € "B dp dr
1 < __p*_ %
=3 dr /_Ooe 2mkpT dp = =] [27rm/{BT}3/2
V

donde se considera que la particula esta contenida en un volumen fijo V' y se usa
la longitud de onda térmica de De Broglie A = \/h2/2rmkzT. Ya con la funcién de
particion (94) es posible hallar la ecuacion fundamental entrépica del sistema, para
lo cual se necesita primero hallar la energia libre de Helmholtz Frp y la energia Ugp
por medio de (94)'%8

2 T
FFP = —k’BTln(ZFp) = —]{/‘BTIH (%) = —]{?BT (IH(V) + ; In (%)) , (95)

h2
19) 0 3 2rmkgT 3
UFP = kBT2a_T hl(ZFp) = kBT2a_T (hl(V) -+ 5 In (T)> = §]€BT (96)

138 Greiner y col., ver n. 91.
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Al usar (95) y (96) se halla la ecuacién fundamental S(U, V') rp

F F
S(UV)pp = _8 PP ;P UFP

3 27rmk T 3
:k:B( +§ln( b )) Sk
2 2
_k;B( +;1n( Wm[ UFPD>+§I<:B,

4
o Sppo = —kB {1 +ln ( 37;;1)} ,

3
= S(UV)rp = kpIn(V) + ks n(U) + Srro, (97)

donde es sencillo ver que se cumple la relacion S(U,V)rp ~ S(u,v);c y por ende
el espacio de equilibrio asociado a una particula libre en el contexto de la GTD
corresponde a un espacio plano, al igual que el gas ideal. Un resultado esperado ya

gue una Unica particula libre no tienen ningln tipo de interaccién termodinamica.

Oscilador armonico Se considera un oscilador armoénico clasico unidimensio-
nal'3® con frecuencia angular w, masa m y momento lineal p. Para este sistema se
tiene el hamiltoniano

1
Hop = P + —mw?a? (98)
2m = 2

y al considerar un ensamble candnico se tiene la funcién de particion

1 _M 1 o0 —7172 o0 _mw2z2
ZOA:E/G kBT dpdmzﬁ/ e2mkpT dp/ e 28T dx

[e.9]

mw?

1 orkpT\ />
== [(27rmk;BT)1/2 (”—B)

139 Su generalizacion a un oscilador tridimensional y a un sistema de N osciladores distinguibles es
directa (Greiner y col., ver n. 91), por ello se opta por desarrollar el caso basico.
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e Jos— (E> , (99)

donde se usa la constante de Planck reducida & = h/(27). Al usar la funcion de

particién (99) es posible hallar la energia libre de Helmholtz £, y la energia Upa

— FOA = —kBTln(ZOA) = —kBTln (%) , (100)
d 9 kpT
Uoa = kBTZa—T In(Zoa) = kBT2a—T [m (%)} = kgT. (101)

Con (100) y (101) se obtiene la ecuacién fundamental S(U,w)oa

OF, F U,
S(Uwhon = ~24oa _ _For, Uos

kpT
— kzln (%) 1 kg

ufen(f)

— SOAO = ]fB — /ﬂB ln(h),

= S(U,w)oa =In(U) — In(w) + So.a0, (102)

donde al considerar una semejanza entre el inverso de la frecuencia angular y el vo-
lumen se puede escribir la relacién S(U,w)oa ~ S(u,v)q. Al realizar el calculo de las
curvaturas GTD se halla que el signo negativo que presenta la ecuacién fundamen-
tal no afecta la curvatura del espacio. De esta manera, para un oscilador arménico
se tiene un TES plano, lo cual indica que el potencial del mismo no describe un tipo

de interaccion termodinamica.

Gas ideal diatdbmico  La consideracién de particulas puntuales para describir un
gas ideal es una aproximacion razonable unicamente cuando se consideran gases

monoatémicos; sin embargo, este modelo es apropiado en una reducida gama de
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sistemas (gases nobles monoatémicos'#?). Por esta razon, es mas apropiado con-
siderar que los gases ideales son constituidos por moléculas las cuales pueden
poseer grados de libertad internos como: rotaciones, vibraciones, entre otros. Para
este desarrollo se considera un gas ideal diatbmico homogéneo (ambas particulas
que constituyen la molécula son idénticas) con grados de libertad internos de rota-
cién, contenido en un volumen V, donde cada una de sus particulas tienen masa
m y cada molécula puede ser considerado como un rotor rigido. De esta manera, el

hamiltoniano para una de las particulas del gas estudiado es de la forma'#'

HGID = Htras(R7 P) + Hr0t<¢i>p¢>i>7 (103)

donde el primer termino describe la traslacién del centro de masa R de la molécula
y depende de su momento lineal P, y el segundo termino es la energia rotacional
la cual depende de los angulos de Euler ¢; = {0, ¢,v} y sus momentos angulares
correspondientes p,,. Al considerar un ensamble canénico con N moléculas indis-

tinguibles, se tiene la funcion de particién

1 ~-EGID N SN 3N . 73N
ZG]D—W/(B T d* R d* P d* ¢ d* py
1 (1 _ Hirgs(R.P) 1 _Hrot(9ipg,)
= {ﬁ / e BT PVR d3NP} {—h3 / e mT PN d3Np¢},

-~ ~"

ZN ZN

tras rot

140 Greiner y col., ver n. 91.

141 Greiner y col., ver n. 91.
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]_ Ht'ras(
— Ziras = 7= / e “ PR P, (104)

h3
1 _ Hrot(¢i:pg,)
— Zrot = ﬁ/e kpT dg(r/) d3p¢ (105)
1
— Zam = 15 ~i ZtvasZrot: (106)

Primero se desarrolla la contribucion traslacional (104) de la funcién de particion,
para esta se toma el hamiltoniano H,,,, = P%/(2M), donde M = 2m, lo cual resulta

en

Ztras =

= / ¢ TET PR 4P

h13 d’R / e~ epT d°P,
o MkgT\*?
— Zpas =V (”h—f) . (107)

Para la contribucién rotacional se debe eliminar a v» como grado de libertad, esto ya
gue el momento de inercia de la molécula respecto al eje de simetria vertical es muy

pequefio, lo cual da un hamiltoniano rotacional de la forma#2

2 2
b
Hrot:p_9+ 0

21, 21, sin?(9)’ (108)

142 Greiner y col., ver n. 91.
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donde I; es el momento de inercia respecto al eje de simetria horizontal. Al usar el

nuevo hamiltoniano (108) en la funcion de particién (105) se consigue

2
v} Py

1 _2h 21 sin2(0)
Ty = ﬁ / e T g db dpy dpy

ﬁ d¢ / e 2IlkBT dp@ / / e ZIlst(@)kBT dp¢ de

=33 " on L kpT]? / 2r 1y kT sin(0)d6
0
2w

h2 [271']1]{?BT]

LikgT

— Zrot = 72

(109)

Por medio de (107) y (109) se halla la funcién de particion de la totalidad del gas
ideal diatémico (106)

N N
1 2w MkgT\ LkgT
ZGID:m{V(TB) } { 2 (110)

Ahora, se procede a hallar la energia libre de Helmholtz F;p y la energia Ug;p al
usar (110)

q N
1 o MkpT \ > LiksT) Y
Forp = —k’BTln(ZG[D) = —kgTIn (ﬁ {V (TB) } {%}
V [2xMksT\*? LkpT
1+4+1In (N (—h2 > + In 72

— Fgip = —kgTN

0
Uarp = kpT? 9T In(Zaip)
) V [ 2nMEkgT\*? LikgT 3N N
2 R Bl Sl 1hB — 2 |22% Y
= kgT"— T {N 1+1In (N( 2 ) +1n< 2 ) kgT {2T+T
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— UGID = gNkBT (1 12)

Al emplear (111) y (112) se tiene la ecuacion fundamental S(U, V)aip

OF F U
S, Vi = -0 __Fow | Voo

[ V (2nMEgT\*? LkpT 5
[ vV /2xM (20 )\ I, (2U 5

I \%4 3 47 M 5 U 214 5

ArM 21
—>SG1D0:kBN[1+§ln<7T )—i—ln( 1>]+§Nk3,

2\ 5h? 5h? 2
\%4 5 U
— S(U, V)GID = k:BNln (N) + §k’BN1H (N) + SGID07 (1 13)

donde es directa la relacion S(U, V)gip ~ S(u,v);q, l0 cual implica que un gas ideal
diatomico homogéneo tiene un TES plano. Esto permite afirmar que el formalismo
GTD no da una representacion de los grados de libertad intermoleculares por me-
dio de la curvatura del espacio de estados de equilibrio, esto debido a que es una

representacion geomeétrica de una teoria macroscopica.

Gas ultra-relativista  Por ultimo, se desarrolla el modelo de gas ultra-relativista.
Este consiste de un conjunto de particulas sin masa las cuales se mueven a la

velocidad de la luz'*, por ello se usa la ecuacién de energia-momento de la relati-

143 Este modelo también es usado para gases con particulas cuya masa no es nula, esto bajo a
condicién que su energia en reposo sea mucho menor que su energia cinética, lo cual ocurre a
altas temperaturas (Greiner y col., ver n. 91).
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vidad'#

E = (p2c2 +m204) — F =|plc (114)

donde ¢ es la velocidad de la luz en el vacio y p el momento de cada particula.
De esta manera, el hamiltoniano para un gas ultra-relativista conformado por N
particulas es de la forma Hgyr = Zfil |pi|c; donde al estudiar el sistema por medio
de un ensamble candnico con particulas indistinguibles, su funcién de particion es

de la forma

1 _Hgur

3N, Ipile o
Nlh3N/d H/ 20 A

Al cambiar el sistema de coordenadas a uno esférico se reescribe la integral como

N o0 \pl\c o —pc N
H/ e kT dngz — 47T/ eFaT p2dp:|
i=1 Y —o0 0

N
k‘p%T 3N k'BT o 2 —x _ pC
H/ BT ( Pi = A7 - ; xre dx s xr = kB_T

H / e dVp, = |4 (kiT) {r(s)}]N,

donde se ha usado la funcién factorial gamma I'(n + 1) = n!'*. De esta manera, al

usar el resultado de la integral y el hecho de que I'(3) = 2, la funcién de particién es
N
VN (k:BT)3 (k:BT)3
T 87V
c he

= Jour = Jaw

(115)

144 Greiner y col., ver n. 91.

145 Greiner y col., ver n. 91.
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energia Ugyr por medio de (115)

1
NI

Al igual que las veces anteriores, se halla la energia libre de Helmholtz Fyr vy la
ksT\?
8V ( o )

— kT (—ln(N!) +Nln <8W <k’]ch)3>>

T 3
= Fgour = —]{,’BTN 1+ 1In sV ki R (1 16)
N \ hc

) o [ 87V (kgT\®
Ucur = kgT? o n(Zour) = k;BTZaT N (1 +1In (T (%) ))] = 3NkpT.

(117)

FGUR = —k;BTln(ZGUR) = —]{ZBTIH (

Al usar (116) y (117) se obtiene la ecuacion fundamental S(U, V)cur

S(U. Ve _9Fqur _ FGUR UGUR

(o (5 )) o
<

m(( {;;V})»%MB,

— SGURO = N]{?B {4—1—111 (
v U
— S(U, V)GUR = kgN In N + 3kgN In N + SG’UROa (1 18)

\< 2\<

1
he

donde nuevamente se consigue la relacién S(U,V)eur ~ S(u,v);q, o cual permite
afirmar que TES para un gas ultra-relativista es plano. Este es un resultado natural
ya que unicamente se definid el tipo de particulas del gas y su velocidad, no se

incluyeron consideraciones de interaccion intermolecular.

91



3. Fluido de Van der Waals

En el capitulo anterior se present6 una construccién completa del formalismo GTD
junto con una primera interpretacién fisica del mismo por medio de su aplicacién
al gas ideal y sus sistemas equivalente, desde el punto de vista de la GTD. Para
consolidar y profundizar en la interpretacion fisica de los elementos geométricos
del formalismo se estudia una primera generalizacion del gas ideal, el fluido de Van
der Waals, donde se escoge este sistema tanto por su importancia en el estudio
de la termodinamica clésica y la mecénica estadistica'*®, como por las propiedades
fisicas que presenta en comparacion al gas ideal. Antes de usar al formulacién GTD
para estudiar este tipo de sistemas, se realiza una breve descripcién del mismo para
hallar su ecuacion fundametnal y sus propiedades termodinamicas de interés.

La teoria de fluido de Van der Waals (VdW) es el primer y mas simple modelo de
generalizacion para el gas ideal, esto al considerar que el fluido a estudiar esta com-
puesto por particulas no puntuales y con la capacidad de interactuar entre si mas
alla de colisiones elésticas, y de esta manera obtener una aproximacion mas realis-
ta al comportamiento de los gases reales en comparacién a su modelo precedente.
A los sistemas que son construidos desde dicha teoria son conocidos como fluidos
de Van der Waals'*’, su mayor diferencia con el gas ideal es la aparicién de puntos
criticos en los que se presentan transiciones de fase, una propiedad natural para
fluidos no ideales'®.

Aunque el estudio de estos sistemas desde la termodindmica clasica ha probado ser

146 Callen, ver n. 9; Huang, ver n. 11.
147 J. D. Van der Waals. Over de continuiteit van den gas- en vioeistoftoestand. A. W. Sijthoff, 1873.

148 Johnston, ver n. 39.
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de mucha utilidad'#®, siempre es atractiva la idea de tener una formulacién moderna
de los sistemas clasicos, lo cual motiva el estudio de fluidos de VAW por medio
de una formulacion geométrica de la termodinamica. Para realizar apropiadamente
esta labor es necesario hacer descripcion comprensiva y lo mas general posible de
dichos fluidos. Con este propdsito, se usa la ley de estados correspondientes para
generalizar el estudio de los fluidos de VAW a una representacion unica como una
familia de sistemas descritos en términos de variables reducidas'°.

Cabe mencionar que el presente capitulo esta basado en el trabajo de Johnston™' y
Quevedo et. al.’2, y su distribucion es la siguiente. Primero, se construye el modelo
de fluido de VAW por medio de los potenciales de Lennard-Jones, y se hallan los pa-
rametros caracteristicos propios de la teoria: a que corresponde a una correccion en
la energia respecto al gas ideal y b que corresponde a correcciones en el volumen
de las particulas. Seguido de esto, se hallan las ecuaciones de estado y la ecuacién
fundamental de los fluidos de VAW usando un tratamiento estadistico, acompanado
de una breve discusién respecto a las consecuencias que generan incluir los para-
metros de VAW en las propiedades fisicas del sistema respecto al gas ideal. Luego,
usando los valores de las variables termodinamicas en los estados de coexistencia
de fases junto con la ley de estados correspondientes, se halla una formulacién ge-

neral para los fluidos de VdW la cual es independiente de los parametros a y b del

149 J. Clerk-Maxwell. “On the Dynamical Evidence of the Molecular Constitution of Bodies *”. En:
Nature 11.279 (1875), pags. 357-359. DOI: 10.1038/011357a0; Callen, ver n. 9; F. Reif. Funda-
mentals of Statistical and Thermal Physics. 1.2 ed. Waveland Pr Inc, 2008.

150 W. V. Wilding y col. “A four-parameter corresponding-states method for the prediction of ther-
modynamic properties of polar and nonpolar fluids”. En: Int. J. Thermophys.; (United States) 7.3
(mayo de 1986); J. Tester y M. Modell. Thermodynamics and Its Applications. Upper Saddle River,
NJ, United States: Prentice Hall, 1997.

151 Johnston, ver n. 39.

152 Quevedo, Quevedo y Sanchez, “Geometrothermodynamics of van der Waals systems”, ver n. 35.
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sistema, a esta se le conoce como la representacion reducida. Finalmente, se usa el
criterio de Ehrenfest para hallar las relaciones algebraicas entre las variables termo-
dinamicas reducidas que describen la aparicién de los distintos tipos de transicién

de fase presentes en los fluidos de VdW.

3.1. Parametros de interaccion intermolecular

El primer paso en la construccién del fluido de VAW es formular el tipo de inter-
accion intermolecular que presenta el sistema. Ya con esta caracteristica definida
se incluye la consideracién de un volumen fisico para las moléculas constituyentes,
con tal de precisar apropiadamente las zonas en las cuales el potencial presenta un
caracter atractivo o repulsivo. Para la construccién de un potencial intermolecular, el
cual describe la interaccidén entre moléculas neutras donde la separacion entre los
centros de masa esta dada por r, es usual considerar una aproximacion promedio
del potencial de Lennard-Jones (LJ)'™3. El cual es representador de la forma

o =domn | (%)= ()], (119)

r

donde ¢,,;, es la profundidad del pozo potencial propia de cada fluido y r, es la dis-
tancia de potencial nulo. Al analizar detalladamente la expresion (119), es sencillo
identificar al primer término como una interaccién repulsiva de corto alcance y al

segundo como una interaccion atractiva de largo alcance'®*, donde el alcance se

153 Johnston, ver n. 39.

154 J. E. Lennard-Jones. “On the determination of molecular fields.?l. From the variation of the vis-
cosity of a gas with temperature”. En: Proceedings of the Royal Society of London. Series A,
Containing Papers of a Mathematical and Physical Character 106.738 (1924), pags. 441-462.
DOI: 10.1098/rspa.1924.0081; J. E. Lennard-Jones. “On the determination of molecular fields.
?Il. From the equation of state of a gas”. En: Proceedings of the Royal Society of London. Series
A, Containing Papers of a Mathematical and Physical Character 106.738 (1924), pags. 463-477.
DOI: 10.1098/rspa.1924.0082; J E Lennard-Jones. “Cohesion”. En: Proceedings of the Physical
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refiere a la distancia en la cual uno de los términos es dominante frente al otro. En
la figura 2, se tiene una gréafica de ¢/ dmin CONtra r/ry la cual expone el comporta-
miento del potencial LJ (119). Por medio de esta grafica, se identifica y caracteriza
el punto en el cual ¢;; experimenta una transicion entre la predominancia de los

términos atractivo y repulsivo.

2 T T T ! T T T T T T

JK Potencial de Lennard-Jones -

1F ! .

00 05 1.0 1.5 20 25 3.0
r/r0

Figura 2. Potencial de Lennard-Jones representado en una grafica de ¢, /¢ contra r/rg.
Imagen adaptada de'%°.

Para hallar el punto en que esto ocurre se debe de analizar el comportamiento de la
fuerza asociada al potencial LJ. Por definicién, la fuerza presente entre una molécula

y su vecina en la direccion radial debido a este potencial es

Fo— o (120)
dr

la cual es positiva (repulsiva) para » < r,,;, Y negativa (atractiva) para » > r,,in,

donde el punto r,,;, esta dado por el valor minimo del potencial LJ ¢/ dmin = —1.

Society 43.5 (1931), pags. 461-482. DOI: 10.1088/0959-5309/43/5/301.
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Se puede demostrar que su valor exacto es

gy [y ()]

6
To
— = -
rmzn 2
T'min 5
= M _9l/6 & 1122, (121)
To

De esta manera, el punto » = r,,,;,, puede ser identificado como aquel que representa
el cambio en la naturaleza de la fuerza asociada al potencial LJ. Gracias a este
ultimo resultado, se puede asociar el punto r,,;, con una distancia radial limite para
la cual las particulas vecinas no pueden de acercarse mas a la molécula en estudio,
donde este limite esta relacionado directamente con la superficie de una molécula
rigida.

Consecuentemente, se consideran las molecular constituyentes del fluido de VdW
como solidos rigidos donde se ignoran los grados de libertad internos, al igual que
se hace en el modelo del gas ideal'®. Adicionalmente, se toma el requerimiento de
esferas duras, el cual indica que la distancia interatdmica no puede tomar un valor

menor al diametro molecular » > d para evitar que las moléculas se superpongan'®’.

156 | ang, ver n. 38.

157 Johnston, ver n. 22.
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Es sencillo ver que el valor del didmetro molecular para el modelo de esferas duras
esta dado por
d = Tmin = 2Y°r,. (122)

Al relacionar el desarrollo previo con la construccion del modelo desde la teoria
de fluidos realizada por Van der Waals'>8, se tiene que el parametro b asociado al
volumen fisico de una molécula, de tal manera que el volumen libre en el sistema
para el movimiento de todas las moléculas que componen el fluido sea V.. =
V' — Nb, puede ser escrito facilmente en funcién de los resultados obtenidos para el
potencial LJ como

bi=d>=rd, =V2r], (123)

min

donde se usa la ecuacién (122) para garantiza que la fuerza asociada al potencial
cambie su comportamiento una vez se pase la superficie de la molécula. Al tener
en cuenta que la fuerza entre moléculas es de caracter atractivo para distancias r >
Tmin, €S POSible ignorar las fluctuaciones del numero de densidad y las correlaciones
de corto alcance entre las posiciones de las moléculas mediante una aproximacion
de campo medio, lo cual permite realizar un andlisis estadistico del sistema.

Para construir la aproximacion de campo medio, se va a usar el numero de molécu-
las (dN) a una distancia () ~ (r + dr) de una molécula. Dicha aproximacién puede
ser descrita en funcion del numero de densidad del sistema (dN = (N/V)dV) al
considerar las moléculas como esferas duras (dV = 4rr2dr). De esta manera, el va-

lor total de la energia potencial promedio, (¢...), aplicada sobre las moléculas que

158 \Waals, ver n. 147.
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conforman el fluido esta dada por

<¢ave> = % . (b(T)LJdN
<¢ave> = (g) % . ¢(T)LJdV
<¢ave> = (%) 4771- . (T)LJTQdTa

donde el factor (1/2) se toma en cuenta para considerar Unicamente la energia
potencial de una molécula perteneciente al par interactuante. Es posible reescribir la

aproximacion de campo medio al definir una nueva cantidad de la siguiente manera

o) == (3 )@ az0. (124)

donde a es un parametro correspondiente al valor promedio de la energia potencial
por unidad de concentracién. Este parametro surge de forma equivalente en la for-
mulacién de Van der Waals, y puede ser relacionado con la profundidad del pozo

potencial ¢,,;, del potencial LJ por medio de

a:=—2m G(r)pridr

() ]

> 11 1

min

21/6 x To
-5
= _87T min'r3 T =
Prminl {18\/5}
B 20778 Punin
9v2

Gracias a este resultado, es sencillo identificar la relacion existente entre los para-

metros (a) y (b) de la teoria de Van der Waals por medio de la razon entre ellos, la
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cual resulta ser constante y proporcional a ¢,,;,

g o 57T¢min
b 9

(125)

donde simplemente se usé la relacién entre r, y d dada en la ecuacion (123) con
tal de eliminar toda caracteristica del sistema distinta a la profundidad del pozo po-
tencial. Finalmente, se logra ver la relacion que tienen las formulaciones de Van der
Waals y del potencial LJ para describir las propiedades de un fluido de VdW. Igual-
mente, se logra interpretar el significado fisico de cada parametro del sistema desde
el punto de vista de los potenciales de interaccion, donde « esté relacionado con la

atraccion a larga distancia y b con la repulsién a corta distancia.

3.2. Ecuacion fundamental

Histéricamente, la ecuacion de estado para un fluido de VdW tiene su origen en la
teoria de fluidos™®. Sin embargo, hoy en dia, es mas usual derivar dicha ecuacion
por medio de un tratamiento estadistico'®. Para este método se considera un siste-
ma estadistico representado mediante un ensamble canénico'®’, cuyo hamiltoniano

esta constituido por un termino traslacional y uno potencial

2

p
HVdW = Htras + Hpot = % + <¢ave>7 (126)

donde se han usado los resultados de la seccion anterior con tal de modelar comple-

tamente el sistema estadistico. Al suponer un fluido monoatémico conformado por

159 Waals, ver n. 147.
160 Reif, ver n. 149; Greiner y col., ver n. 91.

161 Reif, ver n. 149.
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N particulas indistinguibles, la funcion de particion 74, asociada al hamiltoniano

(126) es de la forma

1 _Hyg
Zyaw = T /e st Np @3Ny (127)

y puede ser descompuesta en tres componentes principales W. Greiner y col. Ther-
modynamics and Statistical Mechanics (Classical Theoretical Physics). Springer,

1995, estos siendo

1. Contribucién configuracional, 2 = %

2. Contribucion traslacional, Z;,,, = (Y552)".

3. Contribucion de valor medio del campo de interaccion, Z,,; = exp { —¥Evaw { —
p kT
Na
eap { 7257 |

donde A = /h?/2mmkgT es la longitud de onda térmica de De Broglie, (k) la cons-

tante de Planck, (m) la masa de cada particula, (kp) la constante de Boltzmann, (b)

es la constante del sistema asociada al volumen de las particulas, (a) es la cons-
tante del sistema asociada a la interaccidn entre particulas, (7') la temperatura del
sistema, (V') el volumen ocupado por el sistema y Eyaw = —a(N/V) la energia
potencial asociada a cada particula. Al usar los tres componentes presentados, se

obtiene la funcion de particidén

ZVdW(N7 ‘/7 T) = QZtrasZpota (1 28)
3 N
1 2mmkgT \ 2 alN
A N T) = — _ — bN
v (N.V.T) = o [( ) e {0E - 2
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Y con la funcién (129) es posible derivar la ecuacion de estado de VdW de la si-
guiente manera

aanVdW
= kT ——n—
p B v
3
0 1 2mmkgT \ 2 aN
) 1 2rmkpT\ > N2
=kgT—<In| — In( ——— 1 — bN
kp av{n(N!)+n( 2 ) +In[(V — bN) ]+I<BVT}
0 3N 2mmkgT aN?
= kT — < —In(N)+ —In| ————— N1 — bN
kp BV{ n(N!) + 5 n( 72 >+ n(V —b )+kBTV}
N N3a
= kgT —
b {V—Nb kBTW}
NkgT N?a

la cual puede ser reescrita en funcién del volumen molar, v = V//N, como

]{IBT a
- . (131)

— p(U’T):v—b v

Adicionalmente, es posible relacionar la funcién de particién (129) con la energia
libre de Helmholtz del sistema. Potencial con el cual, por medio de una transfor-
macion de Legendre y cambio de representacion fundamental, se puede hallar la
entropia asociada a los fluidos de VdW. Con este propésito, se halla la expresion de
la energia libre de Helmholtz F'(N,V,T')

F(N,V,T) = —kgTIn(Z)

=— {kBT{—ln(N!) + %hl(

2rmkgT
B2

> +Nln(V—bN)} + GTNT ,
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y también la expresion de la energia U (N, V,T) para el sistema

)
N.V.T)=kgT*—1InZ
U( 7V7 ) kB 8Tn
0 3N 2rmkgT aN?
—kpgT?—{ —In(ND) + 2210 (| 225082 ) L NIn(V — bN
B aT{ n(Vh + 5 n( 02 )+ ( )+kBVT}
3N 1 aN?
_ 2 )< -
= kT { 2 T k;BVT2}
3NkgT  aN?
— U(N,V,T) = 23 -“V , (132)

donde esta ultima puede ser escrita en cantidades molares, u(v, T), de la forma

T
— u(v,T):%zng -2 (133)

Un aspecto importante para resaltar es que la energia del fluido de Van der Waals,
como una ecuacién de estado, difiere del gas ideal por un factor aditivo AU =
Uvaw — Uisewr = —(aN?)/2. Este cambio en la energia se relaciona directamente
con la incorporacién del potencial LJ por medio de (124) en el hamiltoniano (126),
AFE = Ngu., lo cual se puede interpretar como el trabajo realizado en todo el flui-
do al incluir las interacciones intermoleculares. Al tener en cuenta todo lo anterior,
es posible obtener la ecuacion fundamental de VAW con parametros a y b en la

representacion entropica, S(v,T), por medio de la funcidén de particién (129) de la
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siguiente manera

oF 0
OolnZ F U

= lkg{—M+N+gln <2WZL#> +Nln(N(v—b))} +%}

i 3Nl€B B alN
2 NT

3 3
= ngN+ §Nk:31n<

27kaBT

2 > + NkgIn(v — ).

Esta expresion de la entropia del fluido de VAW puede ser reescrita en cantidades
molares, y también, cambiar su dependencia de la temperatura por una de la energia
molar (133). Al realizar dichas modificaciones, se obtiene la entropia molar s(u, v)
para un fluido de VdW

~ S(u,v) 5 3 2mm [ 2 a
s(u,v) = I _§k3+§k31n{7 {g (u—k;ﬂ}—l—kgln(v—b)

5 3 4mm 3 a
:§@+§@m(yﬂ)+#@m@+;)+@m@—m

4 )
— SS9 = gk’gln( 'ﬂ'm)

sn2 ) T 3hm

3
= s(u,v) = kgln(v—">0) + 51{;3 In (u + %) + 5. (134)

En esta ecuacién se encuentra toda la informacion termodindmica necesaria para el
estudio de un fluido de VAW arbitrario con parametros de interaccion a y v'%2. Cabe
mencionar que, esta ecuacién fundamental cumple con las condiciones de homoge-

neidad de primer orden, propiedad la cual se da gracias a su método de construccion

162 Callen, ver n. 9.
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y al haber reescrito las relaciones en variables molares de forma apropiada. Por es-
ta razon, es posible usar la identidad de Euler y la ecuacion de Gibbs-Duhem al
trabajar con ella.

Otro aspecto importante es la validez de la ecuacion fundamental (134) hallada.
Ya que en su construccion se tiene implicitamente la ecuacidén de estado de VdW,
la informacion termodindmica que esta proporciona resulta ser tan valida como la
obtenida por medio de la misma ecuacion de estado. De esta manera, la entropia
(134) posee las mismas limitaciones que el modelo usual de VAW para describir
estados que no cumplen con los postulados de la termodinamica, como lo son los
estados de coexistencia de fases. Por esta razdn, se debe de estudiar los fluidos de
VdW desde estados de equilibrio lo mas préximos a las transiciones de fase como
sea posible, ya que en las transiciones mismas no tiene sentido fisico usar el modelo
de VdW.

3.2.1. Implicaciones de incluir los parametros de VAW Al tener la ecuacién de
estado mecanica (131) y la entropia (134) para un fluido de VdW, se hace una breve
comparacion de estas ecuaciones con sus respectivos analogos en el modelo del
gas ideal. Con el propoésito de discutir los efectos que tiene el incluir los parametros
de Van der Waals sobre las propiedades fisicas de un gas ideal mono-componente.
Evidentemente, todas las propiedades del sistema van a cambiar; sin embargo, se
le da principal interés a la presién, la energia y la entropia. Esto ya que han sido
las variables termodinamicas mas estudiadas histéricamente al evaluar los efectos
fisicos resultantes de las consideraciones de Van der Waals. De estas tres propieda-
des, el cambio en la energia ya ha sido analizado durante el tratamiento estadistico.
Por esta razdn, se centra la discusién Unicamente en la presion y la entropia del
sistema.

Primero se discute el efecto que se tiene en la presion del fluido, al analizar las de-

pendencias de la ecuacion (131) se identifica que el pardmetro b se relaciona con la
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disminucién de la presién respecto al caso de gas ideal y el parametro a con un au-
mento de la misma. Sin embargo, el efecto simultaneo de ambos parametros no es
claro, ya que depende totalmente del sistema a considerar cuél de los dos cambios
sobre la presion es el dominante. Por esta razoén, el efecto de las consideraciones de
Van der Waals en la presidon de un gas ideal ha sido tema de discusién durante afios
en la comunidad cientifica. En donde, los autores han llegado a inclinarse por un
aumento en la presiéon'®®, una disminucién'®* o incluso prefieren no dar su opinion
sobre el tema'®°.

La cantidad de opiniones sobre este tema han sido tantas y tan variadas que han
llegado a inspiran a Tuttle E. R. Tuttle. “The cohesion term in van der Waals?s equa-
tion of state”. En: American Journal of Physics 43.7 (1975), pags. 644-646. DOI:
10.1119/1.10102 para realizar un estudio histérico de esta discusion. En dicho
articulo, se incluye una cita del propio Van der Waals, donde afirma que la presién
disminuye respecto a la del gas ideal. Sin embargo, en los Ultimos afios, Johnston'®®
ha demostrado cuantitativamente que los pardmetros de Van der Waals pueden tan-
to aumentar como disminuir la presion del fluido, dependiendo de la temperatura y
volumen del mismo. Un resultado de gran interés, ya que se emplea un punto de
vista no considerado anteriormente, esto debido a que todas la opiniones preceden-
tes afirman que dichas variables termodindmicas (volumen y temperatura) no son

relevantes para la discusion.

163 E. Stanley. Introduction to Phase Transitions and Critical Phenomena. Revised ed. Oxford Uni-
versity Press, USA, 1987; M. N. Berberan-Santos, E. N. Bodunov y L. Pogliani. “The van der
Waals equation: analytical and approximate solutions”. En: Journal of Mathematical Chemistry
43.4 (2007), pags. 1437-1457. DOI: 10.1007/510910-007-9272-4.

164 C. Kittel y H. Kroemer. Thermal Physics (2nd Edition). Second. W. H. Freeman, 1980.

165 D. V. Schroeder. An Introduction to Thermal Physics. 1.2 ed. Oxford University Press, 2021.

166 Johnston, ver n. 22.
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Para el caso de la entropia, al comparar la ecuacién (134) con (74), es claro que
el parametro de largo alcance a tiende a incrementar la entropia y el de corto al-
cance b la disminuye. Esto ocurre ya que, para un sistema cona =0y b # 0 las
moléculas del gas ocupan un volumen efectivo de (b/N) de tal manera que el gas
no posee el mismo volumen para que sus constituyentes se muevan, lo cual resulta
en una disminucién de la entropia. De esta manera, se puede ver que al tener un
menor nimero de posiciones espaciales disponibles para las moléculas, en compa-
racion al gas ideal, la entropia del sistema debe de disminuir. En cuanto al caso de
tener un parametro b = 0y a # 0, con la misma energia interna que el gas ideal,
las particulas pueden tomar un mayor numero de valores de velocidad debido a las
interacciones intermoleculares, de tal manera que se incrementa la entropia respec-
to a la del gas ideal. Finalmente, es claro que el efecto de los pardmetros de Van
der Waals para el caso de la entropia es un tema bien entendido desde la mecani-
ca estadistica y el cual no da cabida a grandes especulaciones, a diferencia de la

situacion mencionada con la presion.

3.2.2. Valores criticos  La ecuacién de estado de Van der Waals (131) tiene un
caracter particular, en ella se presentan estados de equilibrio que no cumplen con
todos los postulados de la termodinamica; mas especificamente, el potencial ter-
modindmico asociado a ella rompe las condiciones de convexidad exigidas por la
segunda ley de la termodindmica. Este comportamiento puede ser representado al
graficar la ecuacién de estado en un diagrama de presion contra volumen (p-V), co-
mo se muestra en la figura 3, el cual es usado para estudiar la ruptura de la condicién
de convexidad.

Gracias a la figura 3, es evidente que el trayecto F — E — D viola la condicién de
convexidad, por lo cual debe de ser eliminado del modelo para tener una represen-

tacidon consistente con la termodinamica clasica; la manera adecuada de eliminar el
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Isoterma p-V de coexistencia gas-liquido
I
- liqu OH D
I — =N
AR F_ /
A P B
} gas + liquidg gaAs
VG VF VD VC

Volumen

Figura 3. Curva isoterma de un fluido de VAW en una grafica de presion versus volumen (p-V). Se
identifican las fases correspondientes a cada estado del sistema: entre los puntos A — B se tiene un
gas puro, se empieza a formar liquido en el punto C, en los puntos G — H — I se tiene un liquido
puro, a los trayectos con una disminucién de volumen, C — Dy F — G, se les conoce como regiones
meta-estables y al trayecto D — E — F se le llama region incondicionalmente inestable para la
transicién de fase. Imagen adaptada de'®’.

trayecto deseado es por medio de la construccion de Maxwell'®®. Este método tiene
como principal herramienta el hecho de que las fases de un fluido se encuentran
en coexistencia (equilibrio) siempre y cuando sus energias libres de Gibbs (o de

manera equivalente, sus potenciales quimicos) sean iguales

Gliguido = Ggas <= AG = 0. (1395)

Al usar dicho método se hallan valores apropiados para los estados G y C, de tal
suerte que permitan eliminar las zonas meta-estables G — F'y D — C' junto con la

zona de inestabilidad ' — E — D. Para tener la situacidn mencionada, los estados G

168 Clerk-Maxwell, ver n. 149.

107



y C deben de cumplir con la condicién

/ “pV.T) —pa] =0, (136)

Va

la cual es equivalente a (135)'¢°. De esta manera, al hallar el valor de presion p,
apropiado para eliminar la inconsistencia del fluido de VdW, se conectan los puntos
G y C generando un trayecto en el cual se considera la coexistencia de fases y se
garantiza el cumplimiento de las condiciones de convexidad. El resultado de aplicar
la construccién de Maxwell a este sistema se presenta en la figura 4 y es conside-
rado un modelo para la ecuacion de estado de VAW fisicamente consistente con la

formulacion de la termodindmica clasica.

1.2

l.Oj T/TC=1,0.95,0.9,

0.85,0.8

08r

T

p/p,

0.6

T
~—_|

04
ol 1N i
! liquido liquido + gas ]

00 ——"+—— '
0 1 2 3 4 5

V/V

C

1 L |

Figura 4. Curvas isotermas en una grafica (p-V) de estados de equilibrio para un fluido de VdW. A
la derecha se tiene la zona de gas puro, bajo la linea punteada se tiene la zona de coexistencia de
fases liquida-gas, a la izquierda se tiene la zona de liquido puro y la linea punteada es la frontera
entre todas las regiones. Cabe destacar que esta gréfica usa variables reducidas; sin embargo, esto
no resulta en un impedimento para la representacion de la construccion de Maxwell en un fluido de
VdW, ya que se pretende evidenciar el caracter cualitativo de las isotermas p-V. Imagen adaptada
de170_

169 Johnston, ver n. ?2.
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Una curva de principal relevancia en la figura 4 es la correspondiente a la isoterma
critica, la cual es representada por una curva azul. En dicha isoterma se presenta
un unico estado de coexistencia de fases, no hay estados meta-estables ni estados
prohibidos fisicamente, llamado el punto critico y coincide con un punto de inflexién

en la isoterma el cual es caracterizado por las condiciones

op\ ’p\
(%)T =0 (w)T =0 (137)

donde el subindice de los paréntesis hace énfasis en que dicha variables se man-
tiene constante en la derivacion. Al usar las condiciones (137) junto con la ecuacion
de estado (131) es posible escribir los parametros a y b en funcién de los valores
criticos de presion (p.), volumen (v.) y temperatura (T.). Los cuales se refieren a
los valores de las variables termodinamicas para la curva isoterma critica. El calcu-
lo correspondiente a dichos valores del punto critico se encuentran en el apéndice
(C.1.). De esta manera, se tiene la nueva dependencia funcional de los parametros
de VdW

kgT. 3
_ 1B . Vepe = —kpT,, (138)
8pe

a=30’p., b

donde la ultima relacion contiene el factor de compresibilidad para los fluidos de
tipo VAW, 24w = 3/8. Respecto a este factor, cabe mencionar que sus valores
experimentales resultan ser ~ 30 % mas pequefnos que el valor descrito por la teo-
ria; lo cual evidencia que el modelo de fluidos desarrollado por Van der Waals no
describe de manera precisa el comportamiento de los gases reales, por lo cual ha
sido sustituida por otros modelos que describen con mayor precision las propieda-
des termodinamicas de los fluidos reales'’!. Aunque su valor pedagégico como una

primera aproximacion a los gases reales es incuestionable. Adicionalmente, usando

171 K. Kondepudi e |. Prigogine. Modern Thermodynamics: From Heat Engines to Dissipative Struc-
tures, 2nd Edition (Coursesmart). 2.2 ed. Wiley, dic. de 2014.
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las ecuaciones (138), es posible hallar el valor critico de la energia molar (133)

3kgT,  3v’p.
Ue = —
2 Ve

= 4Ucpc - 3Ucpc

= Uc = VP, (139)

la cual es de interés para el desarrollo de la préxima seccion.

3.3. Representacion reducida

Con el objetivo de prescindir de los parametros a y b, para tener un meétodo de es-
tudio general de todo sistema de VdW, se reescriben las variables termodinamicas
como una razoén entre ella y su valor de estado critico correspondiente. Esto se con-
sigue al implementar la representacion reducida, un método usado comunmente en
mecanica estadistica. Dicha representacion logra normalizar el comportamiento de
los fluidos de VAW en la vecindad del punto critico sin ninguna perdida de generali-

dad gracias a la ley de estados correspondientes.

Ley de estados correspondientes’’?: todos los fluidos, al ser comparados usando
las cantidades reducidas (variables divididas entre sus respectivos valores criticos),
poseen un factor de compresibilidad casi idéntico y su comportamiento difiere del

gas ideal en aproximadamente la misma medida.

De esta manera, por medio de la representacién reducida es posible encapsular
y estudiar todo fluido de VdW sin necesidad de especificar sus parametros a y b.

La forma reducida de la ecuacion fundamental (134) se obtiene al usar los valores
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criticos de un fluido de VAW descritos en las ecuaciones (138) y (139)

kgT. 3 3v2p,
s =kpln{v— 5 + —kpln | u+ VeP + 50
8pe 2 v

S Ve 3 v S0
0———1n(v——>+—ln(u—i— >+—
kp

kB 3 2 (Y

1
:é:ln <w—§> —Hn(vc)—l—gln (e—i-g) +gln(uc)+;—;

3
— 09 =1In(v.) + 3 In(u.) + ;—;

=>azézln(w—§>+gln(e+%)+% (140)
donde se denota a las variables reducidas como (¢ = s/kp) para la entropia, (w =
v/v.) para la presion y (e = u/u.) para la energia. A la expresion (140) se le conoce
como la ecuacion fundamental reducida de VdW en la representacion entrépica.
Adicionalmente, al haber reducido apropiadamente las variables termodinamicas, la
ecuacion fundamental reducida presenta el mismo caracter de homogeneidad que
se tenia previamente para (134).

Como se ha mencionado previamente, (140) permite describir todos los fluidos de
tipo VAW sin necesidad de especificar sus parametros; razén por la que sera usa-
da para estudiar las propiedades geométricas de dichos sistemas sin necesidad
de limitar el estudio a uno en especial. Por otra parte, al usar la ley de estados
correspondientes es necesario reescribir la primera ley de la termodinamica y las

condiciones de equilibrio, para que estas sean consistente con la representacién
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reducida. Al realizar dicha adaptacion se consigue

1
ds = —du+ Lav

T T
1 pell
d(ckp) = Ed(uce) + T d(v.w)
pcvc 1 UCpC H
do = —d —d
O Thp T T 7
11
— do = ide + 3—dw,
8t 8t

00\ _3 (o0 _am
Oe w_87" Oow 6_87"

(141)

(142)

Ya con la ecuacion fundamental y la termodinamica clasica escritas de manera ade-

cuada para la representacién reducida, se hallan las correspondientes propiedades

termodinamicas de los fluidos de VAW para poder relacionarlas con los elementos

geométricos propios de la formulacién GTD en el préximo capitulo.

3.4. Transiciones de Fase

Los estados de coexistencia de fase representan una cualidad fisica del fluido de

VdW que no esta presente en el modelo del gas ideal, por ello es de interés buscar

una interpretacion geométrica de estos en el formalismo GTD. Para hallar dichos

estados en un fluido de VdW reducido primero se deben calcular las condiciones de

equilibrio termodinamico (142) usando la ecuacion fundamental reducida (140)

3 (0o
= (%),
SCIE RN
€ 3 2 w "
3 1 3 w
T 2¢+3/w  2ew+3
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. , (143)
4 w
s _ (o0
87 \ow/,
(2 In 21 +§ln —1—2 +
“\ow |\ 3) T2\ Tw) )
131 (-3
S w—1/3  2e+3/w \ w?
3 9 1
C3w-—1 2w(ew+3)
_>H:87' 3.9 1
3 \3w—-1 2w(ew+3)
1 3 1
_8T<3w—1_§47w2)
_ 8 3
S 3w—1  w?
2
oo Awsd) 3 (144)

wBw—1) w?’
donde (144) es la ecuacion de estado de Van der Waals en su representacion re-
ducida. Adicionalmente, se puede notar que II diverge cuando el volumen reducido
del sistema es w = 1/3, lo cual significa que todo el volumen del fluido esta ocupado
por las moléculas de nucleo solido, dejando sin volumen libre al sistema.

Por otra parte, las transiciones de fase pueden ser clasificadas por medio del criterio
de Ehrenfest'”®, donde discontinuidades en la primera derivada parcial de la energia
libre de Gibbs se asocian a transiciones de fase de primer orden, discontinuidades

en la segunda derivada parcial con transiciones de segundo orden, y asi sucesiva-

173 @G. Jaeger. “The Ehrenfest Classification of Phase Transitions: Introduction and Evolution”. En:
Archive for History of Exact Sciences 53.1 (1998), pags. 51-81. DOI: 10.1007/s004070050021.
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mente. Para fluidos de VAW se van a tener en cuenta las transiciones de primer y
segundo orden Unicamente, ya que estas son las transiciones mejor documentadas
para este tipo de sistemas.

Las transiciones de fase de primer orden se caracterizan por ser puntos de in-
flexion asociados a discontinuidades en los estados de equilibrio de un sistema
termodinamico’’*. Los valores criticos en los que ocurren estas transiciones son

caracterizados por medio de las siguientes condiciones

dIl d*11
(%)T 0, (m) 0 (145)

Al usar (144) en (145) se consigue una ecuacion algebraica que determina la rela-
cién entre energia reducida y volumen reducido de tal manera que se genere una

transicion de fase de primer orden

(%) - & (m=-2)]

B —24T1 6
- [(&u BV w_]
= w?’(?);—(j—l)? [4w37' — (Bw — 1)2}

= w?’(?)u_)—(j—l)? [wQ(ew +3) — (Bw— 1)2}
6

w3 (3w — 1)2 [

6w3+3w2—9w2—|—6w—1] =0

— ew® — 6w’ +6w—1=0. (146)

Las transiciones de fase de segundo orden no presentan discontinuidades en

las variables termodinamicas, por ello su descripcidon se realiza por medio de tres

74 Huang, ver n. 11.
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funciones de respuesta independientes, para el caso de un fluido de VdW'">. Siendo
dichas funciones: la compresibilidad isotérmica («), la expansion térmica a presion
constante (), y la capacidad calorifica a presién y temperatura constantes (¢ =

¢, — ¢,). En variables reducidas estas son escritas como

1 (0w 1 fow s (%)
(%), malem) T e

pero suele ser mas conveniente escribirlas en funcién de la ecuacién fundamental

reducida (140), lo que resulta en (148)'7®

90?2 2 (do)*
S T B B 7 P s
SwIT (53 ) Swr (5%), M (55).

Al aplicar explicitamente (140) en (148) (este proceso es realizado a detalle en el

apéndice (C.2.)) se halla que las funciones de respuesta estdn dadas por

4w(3w — 1)(3ew? —
o w(Bw — 1)(3ew® — 3w + 3) | (149)
3(2€2w?* — bew? + 12ew? — 2ew — Yw? + 18w — 3)

2(3w —1)? 3
5o w?(3w — 1) (ew + 3) | (150)
3(2€2w* — Gewd + 12ew? — 2ew — 9w? 4+ 18w — 3)

(2ew? — 3w + 3)?

_ 151
“ 7 2220t — 6ew? 1 12e0” — 2ew — 92 + 18w — 3) (151

donde todas ellas divergen cuando las variables termodinamicas reducidas cumplen

con la ecuacion algebraica (152)

262w — 6ew? 4 12ew? — 2ew — 9w? 4+ 18w — 3 = 0. (152)

175 Callen, ver n. 9.

176 Quevedo, Quevedo y Sanchez, “Geometrothermodynamics of van der Waals systems”, ver n. 35.

115



Las relaciones (146) y (152) son esenciales para el desarrollo del ultimo capitulo del
presente trabajo de grado, ya que deben de ser halladas por medio de las propie-
dades geométricas de la formulacién GTD para representar geométricamente a los

fluidos de VdW.
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4. Geometrotermodinamica de fluidos de Van der Waals

En este ultimo capitulo se realiza un estudio de los fluidos de Van der Waals, des-
critos en el capitulo 3, usando el formalismo de la geometrotermodinamica, el cual
fue desarrollado a lo largo del capitulo 2. Lo anterior se logra al analizar y relacionar
las propiedades termodinamicas que diferencian y asemejan a los fluidos de VdW
con el modelo de gas ideal por medio de los elementos geométricos del formalis-
mo GTD, una tarea esencial para la interpretacion y extension de dicha formulacién
de la termodinamica geométrica. Esto con el objetivo de dar una nueva perspectiva
a uno de los sistemas mas estudiados en la termodinamica clasica y la mecanica
estadistica, los fluidos de Van der Waals, desde un punto de vista puramente geo-
métrico, lo que corresponde a la principal motivacion para el desarrollo del presente
trabajo de grado.

La distribucion del capitulo es la siguiente. Primero, se hace una descripcidén y cons-
truccidn de los espacios geométricos necesarios para el tratamiento de los fluidos
de Van der Waals. Seguido de esto, se usan las tres métricas GTD para hallar la
curvatura del espacio de estados de equilibrio correspondiente a estos sistemas.
Ya que los calculos explicitos de las curvaturas llegan a ser muy complicados, se
considera un sistema arbitrario con dos grados de libertad para hallar la forma ge-
neral de las curvaturas y sus singularidades'’’. Al obtener los puntos de singula-
ridad de la curvatura, estos se comparan con las condiciones para los diferentes
tipos de transiciones de fase, con tal de relacionar dicho elemento geométrico con

esta caracteristica fisica del sistema. Ademas, se hace una breve discusién sobre

177 Este desarrollo es basado en un articulo no publicado de Hernando Quevedo, el cual fue muy
amable de compartir para el desarrollo del presente trabajo. Por esta razén, no se hacen los
célculos de los resultados usados al ser propiedad intelectual ajena y privada.
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las geodésicas termodinamicas para este tipo de sistemas y como en ellas también
se ven representados los cambios de fase. Ya con una descripcidon de los fluidos de
VdW desde al GTD, se comparan los resultados obtenidos con las formulaciones
hessianas de la termodinamica. Para finalmente, evidenciar las ventajas de la GTD
sobre otras formulaciones y evaluar la fiabilidad de este tratamiento para el estudio
de fluidos de VdW.

4.1. Espacios termodinamicos del fluido de Van der Waals

El primer paso para estudiar los fluidos de Van der Waals desde el formalismo de
la geometrotermodinamica, es definir de manera apropiada su espacio de fase ter-
modinamico y su espacio de estados de equilibrio. Para definir TPS, se debe tener
en cuenta que este tipo de fluidos es representado como un sistema termodinamico
con dos grados de libertad. De esta manera, al escoger coordenadas de Darboux
apropiadas, se tiene que TPS para un fluido de VAW reducido puede ser escrito

como

311

5 ﬂ}, d@:da—ide——dw, (153)
8T 8T

TPS: 74 = -

donde A = 0,1,2,3,4. En este espacio, las variables termodinamicas y el poten-
cial son independientes, para describir un sistema especifico es necesario definir su
subvariedad de Legendre asociada. Con este propésito, se usa la entropia reducida
del fluido de VdW (140) como la funcién generatriz de la subvariedad de Legen-
dre (TES), lo cual define de manera unica tanto la subvariedad como su estructura
métrica. De esta manera, se puede escribir a TES para un fluido de VdW reducido

como

do 3 do 311
TES : E*={e,w}, 0 =o0(€,w), (E) =3 (%) s (154)
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donde a = 1,2. Ya con la subvariedad de Legendre definida, se puede realizar el
estudio geométrico del fluido de Van der Waals en su representacion reducida. Pa-
ra empezar el analisis de las propiedades de TES, se definen las tres estructuras

métricas de la GTD correspondientes a este sistema.

4.2. Estructura métrica

Para hallar la forma explicita de las métricas GTD se usan las expresiones (65) y
(66) por el caracter homogéneo de la entropia reducida de los fluidos de VdW (140),

y se tienen en cuenta las variables termodinamicas definidas para TES (154).

4.2.1. Métrica g/  Primero, se halla la forma funcional de ¢’ al escribir la expresion

(65) en las coordenadas de TES

2

0%c fokde;
T ed + 5| (155)

I g 2

donde se debe de usar la entropia reducida (140) para obtener las expresiones
explicitas de sus componentes en funcion de las variables reducidas. Estos calculos

son realizados a continuaciéon

Po_ 0 (00)_0 (3
Oe? Oe \ Oe ] 0Oe \ 87
03
C 0e \2ecw+3
2 2
_ o 3w (156)
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., GO0 _ 9 (00 _ 9 (3
Owde de | Oe \ 87
w<56w+3)

1 €w
ew+3  (ew+ 3)?

> &
w
&

|
DO Lo Nl W Q

= (157)

1 [ 6ew + 3)* 2¢w + 3
(ew + 3)2 :_ (3w —1)? + 33 ( 3 )]
3 2 2 2
(cw+3)2 [ (3w — 1)? (=2(ew +3)°" + (2w + 3)(3w — 1) )}
(w j_ 37 | (3w —11)2w2 (—2(ew + 3)(ew® + 3w?) + (2(ew + 3) — 3)(3w — 1)2)}
3 [—2(ew + 3)(ew® — 60 + 6w — 1) — 3(3w — 1)2]
(@ + 37 o T

— fle,w) =

—2(ew + 3)(ew® — 6w? + 6w — 1) — 3(3w — 1)?

(3w — 1)2w?

do 3 3f(e,w)
Ow? 2 (ew + 3)2

(158)
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Asi, se usan los componentes (156), (157) y (158) en la métrica (155) para obtener la

forma explicita de la primera métrica GTD para un fluido de Van der Waals reducido

g

22 2
(w1 37 [—w?de® + 6dedw + 3 f (€, w)dw?] . (159)

3
I _°
9vaw 9
4.2.2. Métrica ¢’/  Ahora, se halla la forma Unica de la métrica ¢’/ para un fluido
de Van der Waals reducido por medio de la expresion (140). Esta se escribe en las

coordenadas de TES como

0o Do 0o Do
1 2 2
= _— p— 1
Gvaw =0 [ 92 de 868wd€dw+ aeawdwdenL B dw (160)
do ., 0%
— 91 2 161
a[ a€2de +8w2dw : (161)

cuyos componentes coinciden con hallados anteriormente en las ecuaciones (156)
y (158). De esta manera, la segunda métrica GTD es escrita explicitamente como

3
II 2
Jvaw = 9

272 2
4.2.3. Métrica ¢’/  Por ultimo, se halla la expresién de la métrica ¢’!! para la
formulacion reducida de Van der Waals, donde esta se escribe en funcién de las

coordenadas de TES como

do [ 0?0 Do do [ &% Do
111
=€e— — 1
Jvaw = €5 {8686 dede + e dedw} + W [&u@w dwdw + b dwde (163)
do O%c do do| 0% do O%c
=e— — tw— — . 164
e 8686d6d6 + {e 5 + w@w] 8eawd€dw +w8w awawdwdw (164)
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Nuevamente, se usa la entropia reducida (140) para hallar los componentes de la

métrica, los cuales resultan en

do &0 (3 w -3 W
“De 9ede ~ \2ew + 3 2 (ew + 3)?

—ew’

(ew +3)3’

0o 0%

EE Dede

w 3 9 1 3 3
{ (26(.0—1—3) e <3w— 1 _§w(ew+3)>] 2 (ew + 3)2
9 1 3 Jew+3)w 9w
| |
9
4

% (165)

o (G0
“9e T ow aeaw

—€ _ e —

(@w13p 297 T30-1 2w
1 3
(ew+3)33w—1

ew(3w — 1) 4+ 2w(ew + 3) — 3(3w — 1)]

N 3_0+ Jo\ %0 9 1  3[5ew’ —ew — 3w+ 3] (166)
“9c T Y0w ) Bedw 4 (ew +3)3 3w — 1 ’
o o 3.9 1 3 3f(c,w)
Yowowow N\ Bw 1 2w(ew + 3) 2 (ew + 3)3
9 w 2(ew+3) 3
Z(Ew + 3)3 ( 3w — 1 - ;) (Sf(e,w))
_9 1 3flew) B -
= w37 3w_1 (2w(ew + 3) — 3(3w — 1))
9 1 3f(e,w) (2ew2 + 6w — 9w + 3)
_4(ew—|—3)3 3w—1
do 820 . 9 1 3f(e,w) 9
w%@w@w_Z(ew—l—i%)?’ 3 — 1 (26w —3w+3). (167)
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De esta manera, la forma funcional de g’/! se obtiene al usar los componentes (165),

(166) y (167) en la expresion de la métrica (164), consiguiendo asi

; ~eBde? 1+ 3(56w2_6w_3w+3)dedw+ 3f(e,w) (2ew? — 3w + 3)
(ew +3)? 3w —1 3w —1

(168)

I
Jvaw =

9
4

4.3. Singularidades de curvatura como transiciones de fase

Para un fluido de VAW en el contexto GTD, el aspecto geométrico de mayor interés
es la curvatura asociada a cada una de las métricas inducidas (159), (162) y (168).
Esto se debe a que una de las diferencias fundamentales de estos sistemas respecto
al gas ideal es la presencia de una interaccién termodinamica no nula; lo que debe
de ser representado por una curvatura diferente de cero para su espacio de equilibro,
como es de esperar por los postulados de la GTD. Otra caracteristica importante de
los fluidos de Van der Waals que es estudiada desde la curvatura de TES son los
cambios de fase, los cuales son de principal interes al momento de caracterizar
dichos sistemas.

Al estudiar de manera explicita las curvaturas de las métricas (159), (162) y (168),
rapidamente se llegan a expresiones bastante largas y complicadas, de las cuales
su significado fisico no es claro o es demasiado dificil de interpretar. Por esta razon,
se opta por analizar implicitamente la curvatura de las métricas GTD homogéneas,
(65) y (66), para un sistema homogéneo arbitrario con dos grados de libertad. Este
desarrollo es parte de un trabajo no publicado de la autoria de Hernando Queve-
do'’8, por ello no se realizan los calculos correspondientes a este procedimiento
y Unicamente se usan los resultados que muy amablemente han sido compartidos

para la realizacién del presente trabajo de grado.

178 quevedo@nucleares.unam.mx
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De esta manera, las singularidades de curvatura que presentaran los fluidos de
Van der Waals en cada una de las métricas GTD corresponden a singularidades
de volumen cero'’®. Las cuales se caracterizan por ser no removibles mediante un
cambio de coordenadas y se les conoce como una verdadera singularidad. Asi, se

tiene las siguientes condiciones para la divergencia de las curvaturas

0%0 0o 9% 1°
r. — = 169
T Bu? 0 {&u@e} 0 (169)
0%c 0%c
i . wﬁ = 0, (170)
0%o
U e art

4.3.1. Representacion geométrica de las transiciones de fase de un fluido de
Van der Waals Para hallar las expresiones algebraicas relacionadas con la di-
vergencia de curvatura de cada métrica, se usan los componentes hallados ante-
riormente (156), (157) y (158). Primero, se calculan las condiciones de singularidad

para la curvatura de g7, ;1

2 (ew+3

PodPo [Po]’ [ 3 WP 33few)] [3 3 2
Ow? Oe? Owde| | 2(ew+3)2] [2(ew + 3)2 )?
_ 27(ew® — 6w? + 6w — 1)

2(3w — 1)2(ew + 3)3

donde la Unica posibilidad de que esta expresion sea cero es cuando su numerador

es cero

Gorgwy © €w® —6w? + 6w —1=0. (172)

179 Quevedo y col., “The geometry of thermodynamics”, ver n. 35.
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Al comparar la expresion (172) con la condicién de transicién de fase de primer or-
den (146), se puede ver claramente que poseen la misma forma algebraica. Gracias
a este resultado, se puede afirmar que la métrica GTD ¢’ es la méas apropiada para
estudiar procesos termodinamicos en fluidos de VdW los cuales posean una transi-
cion de fase de primer orden, ya que la condicidon algebraica correspondiente esta
contenida en su estructura geométrica. En la figura 5 se expone una representa-
cién cualitativa del comportamiento de la curvatura R{,,,,, de la métrica g/, donde
se usa un resultado adicional del trabajo no publicado de Quevedo para tener una

forma funcional mas precisa al momento de graficar el cual corresponde a

1

203 (ew? — 6w? + 6w — 1)%° (173)

1
Ry gw

Adicionalmente, en la figura 5 se presenta el comportamiento de la curvatura Ry,
al fijar la energia critica del sistema como ¢ = 1. Como es de esperarse, se presenta
una divergencia en la curvatura el estado con volumen critico w = 1, lo cual coincide
con los argumentos usados para hallar los valores criticos desde las condiciones de
coexistencia de fase.

Ahora, se analizan las condiciones de singularidad para la curvatura de g{/,,;,, donde
se usan unicamente las expresiones de los componentes (156) y (158). Al escribir
estos componentes de manera explicita y calcular el producto entre ellos se tiene la

condicién de singularidad

Pcdc [ 3 W 3 3f(e,w)
Ow? 0 {_5 (ew + 3)2} {5 (ew + 3)2}
27(2(ew + 3)(ew® — 6w? 4 6w — 1) + 3(3w — 1)?)
N 4(3w — 1)2(ew + 3)*
27(2¢2w! — 6ew? + 12ew? — 2ew — 9w? + 18w — 3
4(3w — 1)?(ew + 3)* ’
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donde la Unica forma que esta funcién sea cero es si se toma
g 262" — Gew® + 12ew? — 2ew — 9w? + 18w — 3 = 0, (174)

Al revisar detalladamente la condicién (174), se tiene que es idéntica a la ecuacion
algebraica (152) que describe una transicion de fase de segundo orden para un
fluido reducido de Van der Waals. Lo cual permite identificar a la métrica ¢’/ como la
mas apropiada para estudiar los procesos termodinamicos de fluidos de VdW en los
cuales se deben tener en cuanta transiciones de fase de segundo orden. Al igual que
antes, en la figura 6 se presenta una representacion cualitativa del comportamiento

de la curvatura Ri%,,,, usando la relacién de proporcionalidad

1
R : 175
VAW % 953262t — Gew? + 12ew? — 26w — 9w? + 18w — 3)2 (a7s)

Adicionalmente, se presenta una grafica del comportamiento de la curvatura al to-
mar la energia critica como ¢ = 1. En dicha gréfica se puede ver que, a diferencia de
R v en R no se presenta una divergencia para el estado con volumen critico;
esto se debe a que las transiciones de fase de segundo orden no coinciden con
los estados asociados a las transiciones de primer orden, lo cual corresponde a su
caracter continuo en las primeras derivadas parciales de la energia libre de Gibbs.
Adicionalmente, se destaca que las singularidades de curvatura se presentan pa-
ra valores mayores a los correspondientes al punto critico, lo cual es un resultado
esperado de este tipo de transiciones de fase continuas.

Finalmente, para curvatura de la métrica g/, la condicion de divergencia esta dada
por los valores que deben de tomar las variables reducidas para que la ecuacion

(157) sea cero

9

S ()
2(ew + 3)2
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Sin embargo, esta condicidon nunca sera cumplida debido a que su numerador no
puede ser igual a cero. Lo cual indica que la métrica ¢’/ no va a describir ninguna
interseccidén entre subvariedades de Legendre para el caso de un fluido de VdW
reducido, y por ende su estructura geométrica no contiene informacién sobre las

transiciones de fase del sistema

gitl + No se tienen singularidades de curvatura para fluidos de Van der Waals.

(176)

De esta manera, desde el punto de vista de la GTD, para tener una descripcion
completa de los fluido de VAW en términos de cantidades geométricas unicamente
es necesario el uso de las métricas ¢’ y ¢'/, ya que la métrica ¢’/ no contiene
informacion fisica para este tipo de sistemas.

Puede notarse que los resultados obtenidos en el presente trabajo de grado son
consistentes con los presentados por Quevedo et. al.'®, donde la Unica diferencia
se debe a que en dicho articulo realizan los graficos de las curvaturas GTD teniendo
en cuenta sus formas funcionales explicitas, y no una relacién de proporcionalidad
como ha sido el caso en este trabajo. Sin embargo, esto no representa un problema
para la descripcion de los fluidos de VAW ya que se tienen los mismos puntos de
singularidad de curvatura, aunque las curvaturas no sean iguales. Por esta razén, el
estudio realizado en el presente trabajo de grado describe apropiadamente los ele-
mentos geométricos de interés fisico de la formulacion GTD y se logra caracterizar
adecuadamente el fluido de VAW reducido por medio de conceptos geométricos.
Cabe mencionar que el formalismo GTD se ha centrado principalmente en hallar
puntos de transicion de fase de sistemas termodinamicos, y por ello no se ha de-

sarrollado la construccion de los diagramas de estado propios de cada sistema. Sin

180 Quevedo, Quevedo y Sanchez, “Geometrothermodynamics of van der Waals systems”, ver n. 35.
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embargo, dicha construccion si ha sido realizada en otras formulaciones geométri-
cas de la termodinamica; por ejemplo, en el contexto de Ruppeiner'®!. Por las estre-
chas similitudes que tiene la GTD y la formulaciéon de Ruppeiner el procedimiento a
seguir para hallar dichas graficas debe de ser equivalente; este consiste en rastrear
los valores criticos de las isotermas del espacio de equilibrio buscando los puntos
en que se presenta un cambio en la concavidad, los cuales indican que se esta en
la vecindad del punto critico, y con ellas construir los diagramas de estado para los

sistemas fisicos.

4.4. Procesos termodinamicos para un fluido de Van der Waals

Como fue mencionado anteriormente, es necesario escoger adecuadamente ¢’ o g’/
para la descripcidn de un proceso termodinamico especifico para un fluido de Van
der Waals, esto dependiendo del tipo de transiciéon de fase que se penda presentar
a lo largo del mismo. Asi, para tener una descripcion completa de los procesos
termodinamicos permitidos en este tipo de sistemas, es necesario hallar y analizar
las geodésicas descritas por ambas métricas.

Sin embargo, esta labor tiende a ser bastante complicada debido a la forma que
adoptan las ecuaciones geodésicas de los fluidos de Van der Waals'®, y se vuel-

ve necesario utilizar métodos computacionales para la generacion de las curvas

181 J. L. Lopez-Picon, L. F. Escamilla-Herrera y J. Torres-Arenas. “The square-well fluid: a thermody-
namic geometric view”. En: (2022). DOI: 10.48550/ARXIV . 2207 . 08693; J. Jaramillo-Gutiérrez,
J. L. Lépez-Picén y J. Torres-Arenas. “R -crossing method applied to fluids interacting through
variable range potentials”. En: Journal of Molecular Liquids 295 (dic. de 2019), pag. 111625. boI:
10.1016/j .molliq.2019.111625; J. Jaramillo-Gutiérrez, J. L. Lopez-Picén y J. Torres-Arenas.
“Subcritical and supercritical thermodynamic geometry of Mie fluids”. En: Journal of Molecular
Liquids 347 (feb. de 2022), pag. 118395. DOI: 10.1016/j.molliq.2021.118395; E. de Jesus, J.
Torres-Arenas y A. Benavides. “Widom line of real substances”. En: Journal of Molecular Liquids
322 (ene. de 2021), pag. 114529. DOI: 10.1016/j.mol1iq.2020.114529.

82 Quevedo y Quevedo, “Fundamentals of Geometrothermodynamics”, ver n. 40.
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correspondientes a procesos termodinamicos. Esta labor ha sido realizada por Ra-
mirez'® para la métrica ¢/, donde al computar las geodésicas termodinamicas, las
mismas curvas en TES presentan un valor maximo para su parametro afin ¢ el cual
coincide con un estado correspondiente a una transicién de fase de primer orden.
De esta manera, al graficar las curvas sobre TES, estas presentan discontinuidades
en los mismos puntos en que la curvatura del espacio de equilibrio presenta una
singularidad.

Finalmente, se tiene que los procesos termodinamicos descritos por medio de las
métricas GTD poseen de manera implicita todas las condiciones de transicion de
fase correspondientes a los fluidos de Van der Waals. Lo cual indica que, este es un
formalismo el cual representa adecuadamente los resultados de la termodinamica

clasica y la mecanica estadistica por medio de argumentos de origen geométrico.

4.5. Fluido de VdW desde las formulaciones hessianas de la termodinamica

Para concluir este capitulo, se realiza un breve estudio de los fluidos de VAW reduci-
dos desde las formulaciones geométricas de Weinhold y Ruppeiner. Con el objetivo
de comparar sus resultados con los hallados para las métricas GTD, y asi, evaluar
cual de las formulaciones es mas completa en la descripcion de estos sistemas. Pri-
mero, se halla la expresidn de la métrica hessianas de Ruppeiner usando la entropia
reducida (140)

R 0% Do Do

= Pegellede + 25 5 dedw + 55

g dwdw,

183 A, Ramirez Fernandez. “Geometrotermodinamica del gas de van der Waals”. Tesis para obte-
ner el titulo de Licenciado en Fisica. Universidad Nacional Auténoma de México. Facultad de
Ciencias, 2012.
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donde al usar los componentes (156), (157) y (158) se tiene

3 2e2wt — Gew? + 12ew? — 2ew — Yw? + 18w — 3
R 24 2
= ——— |—wd 6dedw — 3
g 2(ew + 3)? wde T bdedw w?(3w — 1)2
(177)
Al hallar la curvatura de (177) se tiene que esta es de la forma
R (Bw — 1)?(26%w* — 6ew? + 12ew? — 2ew — 9w? + 18w — 3)
RE — _ : (178)
3(ew + 3)(ew? — 6w? + 6w — 1)
y sus singularidades estan dadas por medio de la ecuacién algebraica
gt ew?® —6w? 4+ 6w —1=0.. (179)

La cual coincide con las singularidades de ¢’ (172) y describe transiciones de fase
de primer orden para el fluido de VdW reducido, pero carece de la informacion fisica
correspondiente a transiciones de fase de segundo orden. Ahora, para poder usar
apropiadamente la métrica de Weinhold, se despeja la energia reducida ¢ de la
ecuacion de estado (140), con tal de tener un cambio de representacién fundamental

y obtener la energia reducida
e(o,w)=—5 — —. (180)

Al usar (180) para hallar la métrica de Weinhold se tiene

2 2

2
W aedada—i—Qaedcrdw—l—

g = 0o e 0o Ow Owow

4 3 8(e+3) 2(5ew? — 12w? + 18w — 3)
W “)do? — A dw? 181
9<E+w) do 3(3w_1)dadw+ (3w — 1) w*,  (181)

donde se ha simplificado la expresion usando (180) para poder tener la curvatura en

las mismas variables usadas en la métrica de Ruppeiner y GTD para su compara-
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cion. Al hallar la curvatura de (181) se tiene

38w —1)?
RV = W 182
2(ew? — 6w? + 6w — 1)’ (182)
cuyas singularidades estan dadas por la ecuacion
¢V ewd — 6wt +6w—1=0.. (183)

La cual, al igual que el caso de Ruppeiner, coincide con las singularidades de g’
(172) y describe transiciones de fase de primer orden, pero nuevamente no des-
cribe transiciones de fase de segundo orden. De esta manera, es evidente que las
formulaciones hessianas de la termodinamica dan una descripcion incompleta de
las caracteristicas de los fluidos de VAW al no describir la totalidad de transiciones
de fase del sistema; una caracteristica que el formalismo GTD logra representar por
medio de sus elementos geométricos. Por lo anterior, se tiene una razén bien funda-

mentada para usar este formalismo sobre otras formulaciones de la termodinamica.
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Figura 5. A la izquierda, representacion cualitativa del comportamiento de la curvatura R,y
como una funcién de la energia reducida ¢ y el volumen reducido w. A la derecha, comportamiento
de RY, - como una funcion Gnicamente del volumen reducido w al fijar e = 1.
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Figura 6. A la izquierda, representacion cualitativa del comportamiento de la curvatura R,
como una funcién de la energia reducida ¢ y el volumen reducido w. A la derecha, comportamiento
de RIL... como una funcion unicamente del volumen reducido w al fijar e = 1.
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5. CONCLUSIONES

En el primer capitulo se realizd una revision bibliografica respecto a la geometria
riemanniana de contacto, donde se expusieron sus principales caracteristicas, se
dieron definiciones geométricas para conceptos empiricos propios de la termodina-
mica y se discutio su origen estadistico. De igual manera, fueron estudiados temas
especializados los cuales presentan un futuro prometedor para el estudio de la ter-
modindmica geométrica, como las variedades sasakianas para estudiar transforma-
ciones de calibre, y la dinamica de contacto para generar ecuaciones de estado y
describir sistemas con evolucién temporal.

Posteriormente, en el segundo capitulo se procedié a la formulacion de la geome-
trotermodindmica. En principio, se usaron los postulados de la termodinamica para
definir la estructura riemanniana de contacto, donde se definié al grupo de transfor-
maciones de Legendre como las isometrias de la estructura métrica para garantizar
la independencia de los resultados de los potenciales termodinamicos. Seguido de
esto, se presentaron los postulados de la geometrotermodinamica, los cuales ga-
rantizan una interpretacion fisica directa para sus elementos geométricos.

Una vez construido el formalismo GTD, se realizaron las primeras aplicaciones a
una familia de sistemas simples. Primero se estudio el gas ideal, donde se demos-
tré que su falta de interaccidon termodindmica resulta en un espacio de estados de
equilibrio plano. Este resultado permitié analizar la estructura de tipo relativista pre-
sente en la formulacion GTD, donde se encontrd que dicha estructura es inherente
a la métrica GTD usada para su analisis, lo cual no habia sido demostrado antes.
Asimismo, se estudié una coleccion de sistemas simples: una particula libre, un os-
cilador armonico, un gas ideal diatdbmico y un gas ultra-relativista. Gracias a ellos se
demostrd que la curvatura GTD, al estar construida para representar una teoria ma-

croscépica, no da una representacién de los grados de libertad internos del sistema
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estudiado. Adicionalmente, si el potencial asociado al sistema no es de interaccién
entre las particulas que lo conforman, como en el caso del oscilador arménico, esta
caracteristica no se vera reflejada en la curvatura del espacio de equilibrio.

En el tercer capitulo se realizé una descripcién de los fluidos de Van der Waals
(VdW), donde se demostr6 el origen de los parametros a y b del modelo mediante
un potencial de Lennard-Jones y se discutieron los efectos que dichos pardmetros
tienen sobre las propiedades de un gas ideal. Ademas, se hall6 la ecuacién funda-
mental entropica para estos fluidos mediante un tratamiento estadistico y luego fue
reescrita en su representacion reducida, en la cual se hallaron las condiciones para
la aparicién de las transiciones de fase de primer y segundo orden.

Finalmente, en el cuarto capitulo, se aplicé el formalismo GTD a la representacion
reducida de los fluidos de VAW y se calcularon sus métricas correspondientes. Gra-
cias a los aportes intelectuales realizados por Hernando Quevedo se hallaron las
condiciones de divergencia para las curvaturas GTD, las cuales se demostr6é son
funcionalmente iguales a las condiciones para las transiciones de fase. Con la mé-
trica ¢’ se hallaron las transiciones de primer orden, con ¢’/ las de segundo orden y
se mostré que la métrica g’/! no posee informacion termodindmica del sistema. Adi-
cionalmente, se compararon los resultados descritos por la GTD con los obtenidos
por medio de las formulaciones de Ruppeiner y de Weinhold, donde se mostré que
en estas describen Unicamente transiciones de fase de primer orden.

Con base en lo expuesto, es seguro afirmar que la formulacion GTD da una des-
cripcion mas completa de las propiedades termodinamicas de los sistemas en com-
paracion a otras formulaciones geométricas, lo cual se atribuye a su invariancia de
Legendre. También se logré demostrar que es suficiente tener las condiciones de
singularidad de curvatura para hallar las transiciones de fase de un sistema, no es
necesario tener la forma explicita de las curvaturas. Un resultado que vale la pe-

na destacar es la demostracidén del aspecto inherente de una estructura relativista
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asociada a la GTD, lo cual extiende el estudio realizado por Quevedo et. el.'84. Adi-
cionalmente, es notable que se hall6 una coleccion de sistemas fisicos que son equi-
valentes al gas ideal desde el contexto de la GTD, a pesar de poseer caracteristicas
intermoleculares muy diferentes entre si y algunos hasta una componte potencial
en sus hamiltonianos. Para terminar, se reafirman las posibilidades de estudio que
se presentan con la interpretacion moderna de la termodinamica mediante la GTD
y sus estructuras matematicas asociadas, las cuales abarcan desde la generacién
de ecuaciones de estado hasta la interpretacion de las propiedades termodinamicas

de sistemas demasiado complicados para la termodindmica clasica.

184 Quevedo, Sanchez y Vazquez, ver n. ?2.
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ANEXOS

Anexo A. Aspectos adicionales en geometria de contacto

A.1. Geometria simpléctica

Durante las etapas tempranas del desarrollo del presente trabajo de grado se realizé
una revisién bibliografica acerca de la geometria simpléctica y su aplicacion a la me-
cénica clasica'®. Por esta razon se realiza una breve descripcion de los aspectos
fundamentales de la geometria simpléctica junto con una introduccién a la formula-
cién simpléctica del formalismo hamiltoniano de la mecanica clasica. Para empezar
se define el concepto de variedad simpléctica.

Sea M una p—variedad suave real (Hausdorff de clase C*). Esta es llamada una
variedad simpléctica al estar dotada con una 2—forma diferencial no-degenerada w

llamada forma simpléctica, la cual posee las siguientes propiedades'8®

i1) wX,Y)=0 VY eT,M, entonces X =0¢eT,M.

Donde i) implica que w es una forma diferencial cerrada'®’ y ii) asegura que esta es
no degenerada. Una consecuencia importante de la segunda condicion es que la

dimensién de la variedad MM es necesariamente (p = 2n), donde (n) es un entero

185 R. Berndt. An Introduction to Symplectic Geometry (Graduate Studies in Mathematics) (Graduate
Studies in Mathematics). American Mathematical Society, 2000; McDuff y Salamon, ver n. 49;
Arnold, Weinstein y Vogtmann, ver n. 45; Arnol'D y col., ver n. 78; Silva, ver n. 47.

186 Berndt, ver n. 185.

87 Nakahara, ver n. 42.
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positivo'88,
Al tener dos variedades simplécticas (M,w) y (M’,w’) de igual dimension, relaciona-
das por medio de un difeomorfismo F' : M — M’. El mapeo F es clasificado como un
simplectomorfismo, siempre y cuando su pullback F* mantenga invariante la forma
simpléctica

F*' = w.

En el caso de los simplectomorfismos de M sobre si mismo estos son llamados
automorfismos simplécticos, y el conjunto de todos ellos forma un grupo denotado
por Sp(M). Por otro lado, un aspecto importante de este tipo de variedades es la
correspondencia local entre sus posibles formas simpléctica, esto es descrito por

medio del teorema de Darboux.

Teorema de Darboux'®: Sea w una forma de contacto en la variedad M, siempre
es posible hallar coordenadas locales !, ..., 2" ¢, ... &7, llamadas coordenadas

de Darboux, tales que esta pueda ser escrita en su forma canonica

w=z'det + .. 2tdel.

De esta manera, se puede usar la forma simpléctica candnica para el estudio de
cualquier variedad simpléctica (M, w) sin ninguna perdida de generalidad. Uno de
los ejemplos mas sencillos de este tipo de variedades, el cual es usado para la

construccion de la mecanica hamiltoniana, es el fibrado cotangente 7*M de una

n—variedad M al dotarla con la 1—-forma de Louville n := p;dg; (donde {qi, ..., qn, p1, - - -

son las coordenadas de Darboux del fibrado), de tal manera que dn genera una es-

88 Gjlva, ver n. 47.
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tructura simpléctica sobre 7 M0,

Junto con la estructura simpléctica, se pueden tener estructuras geométricas adi-
cionales de tal manera que sean consistentes entre ellas. Un ejemplo de esto son
las variedades de Kébhler, las cuales poseen una estructura simpléctica complejifi-
cada'®' y una estructura riemanniana. En este caso, con tal de relacionar ambas
estructuras, se exige que la métrica riemanniana usada sea hermitica'®?'%.

Como se mencioné anteriormente, la principal aplicacién de la geometria simpléctica
es la formulacién de la mecanica clasica, esto al hacer una descripcién completa
de la mecanica hamiltoniana usando conceptos geométricos. Lo cual se consigue
gracias a que dicho formalismo es desarrollado en el fibrado tangente, el cual posee
una estructura simpléctica natural como fue ya fue mencionado. Para construir la
representacién simpléctica de esta teoria fisica, es necesario definir la nocion de
sistema hamiltoniano.

Sea M el espacio de fase de la mecénica clasica, donde (M,w = dn) es una varie-
dad simpléctica, y H € ,F(M) sea una funcion diferenciable (donde F (M) represen-
ta todas las fuciones diferenciables en A). Un campo vectorial X en M es llamado

hamiltoniano, con una funcion energia H, si este cumple con

Z(XH>C4) = LLJ(XH, ) = dH,

190 Arnol’'D y col., ver n. 78.
191 Este tipo de estructuras representan un isomorfismo entre la estructura simpléctica y una estruc-
tura compleja, esto al aprovechar que la dimensién de la primera es par y usando el grupo de
automorfismos simplécticos para definir una nocion de numero complejo. Para una descripcion
mas detallada de este tipo de variedades se recomienda el libro de Berndt (Berndt, ver n. 185).
192 Sea g una métrica hermitica, esta se caracteriza por estar relacionada al grupo de automorfismos
simpléctico y a la forma simpléctica por medio de g(v,w) := w(v, Jw), donde v, w € My J €
Sp(M) (Silva, ver n. 47).

193 Berndt, ver n. 185.
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donde i : X(M) — QY(M), X(M) representa a todos los campos vectorailes en
My QM) son las uno-formasen M. Con base en esto, a la tripla (V,w, Xy) se
le llama sistema hamiltoniano. Adicionalmente, es posible definir un mapeo inverso
w? : QY(M) — X (M) tal que se tenga una descripcion del campo X en funcién de
H. Al usar las coordenadas simplécticas del espacio de fase y la forma simpléctica

candnica se tiene'?*

" (OH OH
dH = Z (—dq]' + —dpj) - QI(M)

= \9; Ip;

" /OH & OH 0O
— WwH(dH) = Xy = (—————)GVM
(dH) H ; p; 9, 0g; Op; (M)

De esta manera, se puede afirmar que hay una curvaintegral v = v(t) = (¢:(t), pi(t)); t €
I(i=1,...,ny I representa un intervalo de valores reales) para el campo vectorial
Xy, tal que esta cumple con las ecuaciones candnicas de Hamilton9°

d oH . O0H

Lo =xn - Ly ZE__

y el teorema de conservacion de la energia toma la forma H(vy(t)) = cte Yt € 1. Con
esto se concluye la breve descripcidén de la mecanica simpléctica, donde no se han
tocado temas como el algebra de Lie para los campos hamiltonianos ni la construc-
cion de los corchetes de Poisson a partir de los corchetes de Lie por no desenfocar
el presente trabajo de grado, para mayor informacion en el tema se recomienda leer

los textos guia usados para el desarrollo de este apéndice.

194 Arnold, Weinstein y Vogtmann, ver n. 45.

195 Arnold, Weinstein y Vogtmann, ver n. 45.
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A.2. Dinamica de contacto

La dinamica de contacto surge como un paralelo de la mecanica simpléctica para
variedades de contacto, con tal de obtener un conjunto de ecuaciones de evolucion
temporal para estudiar sistemas fisicos usando dicha estructura geométrica. Esta
formulacion tiene su origen en los trabajos de Mrugala'®® y ha sido desarrollada por
varios autores en los Ultimos afos'®’. Con base en estas fuentes bibliogréaficas, se
realiza una breve introduccion de la dinamica de contacto y se presenta el potencial
de estudio que posee esta formulacién para la fisica matematica.

Sea (M, ©) una variedad de contacto. La fragmentacion natural de T'M (12) permi-
te descomponer todo campo vectorial X en una componente horizontal hX y una

vertical vX, las cuales estan dados por

X=vX+hX : vX :=0(X)Y, hX =X -vX.

Gracias a esta descomposicion, es posible definir la nocidn de diferencial covariante
en M. Sea f € F(M) una funcién diferenciable, su diferencial covariante Df se

escribe de la forma

D(f) = df(hX) < Df:=df =Y (£)© VX € X(M).

196 Mrugala y col., “Contact structure in thermodynamic theory”, ver n. 42,

197 Mrugala, “On contact and metric structures on thermodynamic spaces”, ver n. 42; Bravetti, Lopez-
Monsalvo y Nettel, “Contact symmetries and Hamiltonian thermodynamics”, ver n. 29; A. Bravet-
ti. “Contact Hamiltonian Dynamics: The Concept and Its Use”. En: Entropy 19.10 (2017). DOI:
10.3390/e19100535; C. P. Boyer. “Completely Integrable Contact Hamiltonian Systems and Toric
Contact Structures on S? x S3”. En: Symmetry, Integrability and Geometry: Methods and Appli-
cations (2011). DOI: 10.3842/sigma.2011.058.
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De esta manera, a cada funciéon H : M — R asociada a un campo vectorial X el

cual cumple con las propiedades

es llamada una funcion hamiltoniana de contactoy Xy es conocido como su campo
vectorial hamiltoniano. Por medio de la condicion anterior es posible hallar los com-
ponentes vertical y horizontal de X respectivamente, lo cual permite escribir a Xy

en la base no coordenada (13) como
Xpg = HY + (P.(H))Q" — (Q"(H))Px,

donde al tener un componente no nulo acomparnando el campo de Reeb, se puede
afirmar que Xy no pertenece a la distribucion de contacto. Adicionalmente, se puede

escribir a Xz en la base coordenada de la variedad de contacto como

XH:(H k8H> ) 8H8+<k8H_8H) )

R opk ) Ox * opk Oz, b Oxg Oz ) OpF’

donde al usar la derivada de Lie (6)'® es sencillo probar que Xy es un campo

vectorial de contacto
Lx,(©)=dO(Xy)) —dO(Xpy,)=dH — DH =Y (H)O ~ gy0©.

Gracias a este resultado X puede ser relacionado con el grupo de contactomorfis-
mos, y se puede probar que forma un subalgebra de Lie de Cont(M, ©). Al analizar

los componentes de Xy a mayor detalle se pueden hallar las ecuaciones que des-

198 Nakahara, ver n. 42.
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criben la dinamica de contacto

) OH
:cng—pka—pk,

. _0H
xk_a_pk’

. L,O0H 0H

k9 Ol
b p@aso oxy’

donde un punto sobre la variable implica una derivacién de la misma respecto a un
parametro afin de las curvas solucién del sistema de cauciones. De esta manera,
se obtiene un conjunto de (2n + 1) ecuaciones diferenciales ordinarias, donde las
dos ultimas se reducen a las ecuaciones candnicas de Hamilton al tomar H sin
dependencias de X,'%. Esta formulacién presenta un caracter mas general que la
mecanica simpléctica, tanto por su complejidad matematica como por no tener en
general a H como una cantidad conservada sobre su propio campo vectorial Xy .

Una de las aplicaciones mas conocidas de la dindmica de contacto es el estudio de
procesos termodinamicos desde el espacio de fase, donde se han logrado carac-
terizar los procesos admisibles por medio de sus fluctuaciones termodinamicas®®.
Adicionalmente, se han usado las funciones hamiltonianas de contacto para incluir
propiedades fisicas a un sistema termodinamico desde el espacio de fase, lo cual
genera una nueva ecuacion fundamental para su descripcién. Esta ultima aplicacion

ha sido desarrollada a profundidad por Mrugala®®' y Benayoun2°?, donde presentan

199 Arnold, Weinstein y Vogtmann, ver n. 45.

200 Bravetti, Lopez-Monsalvo y Nettel, “Contact symmetries and Hamiltonian thermodynamics”, ver
n. 29.

201 Mrugala, “On contact and metric structures on thermodynamic spaces”, ver n. 42,

202 | oic Benayoun. “Méthodes géométriques pour I'étude des systémes thermodynamiques et la gé-
nération d’équations d’état”. Theses. Institut National Polytechnique de Grenoble - INPG, mar. de

1999.
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un método prometedor para extender la aplicabilidad de las formulaciones geomé-
tricas de la termodinamica y para derivar nuevas ecuaciones fundamentales con

caracteristicas especificas.

A.3. Variedades sasakianas

Al tener una variedad de contacto (M, ©) con su campo vectorial de Reeb descrito
por Y. Se define un campo tensorial ¢ de tipo (1, 1), de tal manera que se pueda

escribir la fragmentacién natural de 7'M como

Ly = ker(¢), D=1Im(¢): TM =ker(¢)® Im(p).

Si el campo tensorial ¢ también cumple con la condicién

P =—-Iy+0xY,

donde I, es el elemento identidad de T'M, a la tripla (©,Y, ¢) se le conoce como
una estructura de casi contacto en la variedad M. Adicionalmente, al dotar a M con
una estructura riemanniana, dada por el tensor métrico no degenerado G, esta es

compatible con la estructura de contacto si cumple con las propiedades?%?

GV,Y)=06(V),

para cualesquiera vectores V, W € TM y ¢ = +1. Cabe mencionar que, con el

tensor GG, es posible definir una forma predilecta para el campo tensorial ¢ y a a

203 Bravetti, Lopez-Monsalvo y Nettel, “Contact symmetries and Hamiltonian thermodynamics”, ver
n. 58.
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tetra (0, Y, ¢, G) se le conoce como una estructura de casi contacto riemanniana®®*.

Si ademas se imponen las condiciones

G(X,6Y) = %d@(v, W),

(Vv$)W = G(V, W)Y — (W)Y,

donde V representa la conexion de Levi-Civita. Se dice que G es una métrica aso-
ciada a la estructura de contacto y (M, 0,Y, ¢, G, V) es una variedad sasakiana®®.
Una de las principales ventajas que tiene el uso de esta estructura en comparacion
a la estructura de contacto usual, es la representacién de los contactomorfismos
como transformaciones de calibre, lo cual resulta de gran utilidad para el estudio de

procesos termodinamicos?°6.

A.4. Derivacion estadistica de las estructuras

La estructura de contacto también surge de manera natural al estudiar las fluctuacio-
nes estadisticas junto con una distribucion de Boltzmann-Gibbs?®’. De igual mane-
ra, al tomar este punto de vista, se halla de manera natural una estructura métrica

conformemente equivalente a la métrica de Fisher-Rao usada en geometria de la

204 Blair, ver n. 44.

205 S, Sasaki e Y. Hatakeyama. “On differentiable manifolds with contact metric structures”. En: Jour-

nal of the Mathematical Society of Japan 14.3 (1962). DOI: 10.2969/ jmsj/01430249.
206 Bravetti, Lopez-Monsalvo y Nettel, “Contact symmetries and Hamiltonian thermodynamics”, ver
n. 29.
207 Mrugala y col., “Statistical approach to the geometric structure of thermodynamics”, ver n. 32;
Bravetti y Lopez-Monsalvo, ver n. 61.
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informacion?®. Asi, ambas estructuras tienen su origen en momentos estadisticos
de la distribucion de Boltzmann-Gibbs.

A continuacion se realiza una breve derivacion de las estructuras de contacto y
riemanniana de la termodinamica geométrica desde la mecéanica estadistica y la
teoria de fluctuacién termodinamicas. Este desarrollo esta inspirado en los trabajos
de Mrugala®®®, Pineda-Reyes et. al.?'° y Bravetti et. al.?'".

Sea N un espacio de fase estadistico, p su distribucién de probabilidad y teniendo
un conjunto de n funciones H, : N — R (a = 1,...,n), cuyos promedios estadisticos
son {(H,)}. Se busca la forma funcional de p tal que se maximice la entropia de

Gibbs-Boltzmann
Slpl = —/plnp dx,

donde dx denota el elemento de volumen en N, y cumpliendo con el conjunto de

n + 1 ligaduras

_fHapd:z:
- [pdx

donde cada FE, es asociada al promedio de ensamble estadistico de las funcio-
nes microscépicas correspondientes H,(z) (x € N). Ahora, para hallar la expresién

apropiada de p tal que maximice la entropia y cumpla con las ligaduras, se utiliza

208 Amari, Differential-Geometrical Methods in Statistics, ver n. 14; Rao, ver n. 14; Amari, Information
Geometry and Its Applications (Applied Mathematical Sciences, 194), ver n. 30.

209 Mrugala y col., “Statistical approach to the geometric structure of thermodynamics”, ver n. 32.

210 pineda-Reyes y col., “Reparametrizations and metric structures in thermodynamic phase space”,
ver n. 29.

21 Bravetti, Lopez-Monsalvo y Nettel, “Contact symmetries and Hamiltonian thermodynamics”, ver

n. 29.
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el método de multiplicadores optimizados de Lagrange®'?. Para ello, se define el

E[p]:—/plnpdﬁ—gzﬁ[/pdx—l} +1° {/Hapdx—Ea},

donde ¢ es el multiplicador de Lagrange de la condicion de normalizacion?'3 y {74}

funcional

es un conjunto de n multiplicadores de Lagrange asociados a las ligaduras restan-
tes. Con esto, se puede demostrar que para extremar el funcional de entropia es

necesaria la distribucién exponencial®'#
p(N;p, IY, ... I7) = el -0+ " Ha)

donde se usa el convenio de suma de Einstein. La cual es usada para definir la

nocion de entropia microscopica
s=—lnp=¢—1"H,.

Al considerar s como una funcién en un espacio de dimension (n + 1), cuyas coor-
denadas estan dadas por los multiplicadores de Lagrange, su diferencial se escribe
de la forma

ds = d¢ — H,dI®

212 Mrugala y col., “Statistical approach to the geometric structure of thermodynamics”, ver n. 32.

213 Este multiplicador puede ser interpretado como el potencial de Massieu asociado a la distribucion
estadistica escogida para N.

214 Pineda-Reyes y col., “Reparametrizations and metric structures in thermodynamic phase space”,
ver n. 29.
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Cuyo valor promedio esta relacionado con el primer momento estadistico
(ds)y = d¢p — (H,) dI?,

y es idéntico a la uno-forma de Gibbs usada en la termodinamica geométrica (57).
Adicionalmente, si se considera la varianza de la entropia microscépica, {(ds — (ds))?),

relacionada con el segundo momento estadistico, se tiene
((ds = (ds))*) = ((Ha — (Ha))(Hy — (Hy))) dI* ® dI°.

La cual puede demostrarse es equivalente a la matriz de Fisher-Rao de geome-
tria de la informacion?'®, y estéa relacionada por medio de las transformaciones de
Legendre con las métricas de Weinhold y Ruppeiner?'®.

De esta manera, se ha logrado dar un origen estadistico a las estructuras de con-
tacto y riemanniana usadas para construir la termodinamica geométrica. Adicional-
mente, este punto de vista estadistico presenta ventajas para la interpretaciéon de
algunos aspectos de la estructura geométrica con caracteristicas fisicas. Por ejem-
plo, es posible demostrar que las reparametrizaciones de las variables termodinami-
cas, aunque generan estructuras de contacto no compatibles, mantienen invariante
la estructura métrica descrita por ((ds — (ds))?)?'”. También se puede interpretar a la

transformacién de Legendre como el cambio de un ensamble termodinamico a otro,

215 Amari, Information Geometry and Its Applications (Applied Mathematical Sciences, 194), ver
n. 30.

216 Amari, Information Geometry and Its Applications (Applied Mathematical Sciences, 194), ver
n. 30.

217 Pineda-Reyes y col., “Reparametrizations and metric structures in thermodynamic phase space”,
ver n. 29.
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lo cual no mantiene invariante al estructura métrica®'® debido a que las variables
fluctuantes y el valor de las fluctuaciones es diferente en los distintos ensambles?'?;
esto indica que la métrica derivada de manera estadistica presenta inconsistencias
con la termodinamica clasica al no ser un invariante bajo cambios de representa-
cion, al igual que las formulaciones de Weinhold y Ruppeiner. Y finalmente, es mas
sencillo ver la relacion entre la imposibilidad de representar en su totalidad todos los
estados de un sistema termodindmico con una Unica subvariedad de Legendre y la

existencia de cambios de fase en dicho sistema?0.

218 Bravetti, Lopez-Monsalvo y Nettel, “Contact symmetries and Hamiltonian thermodynamics”, ver
n. 29.

219 Callen, ver n. 9.
220 Bravetti, Lopez-Monsalvo y Nettel, “Contact symmetries and Hamiltonian thermodynamics”, ver

n. 29; Pineda-Reyes y col., “Reparametrizations and metric structures in thermodynamic phase
space”, ver n. 29.
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Anexo B. Calculos adicionales para la geometrotermodinamica

B.1. Condicidén de invariancia de Legendre para las métricas GTD

Es importante mencionar que el contenido de este apéndice consiste en un desa-
rrollo detallado de aspectos fundamentales de la GTD presentados por Quevedo en
su articulo original®®' y precisados en articulos que le siguieron®?2.

Sea (M, D) una variedad de contacto. Desde un punto de vista matematico, las
transformaciones de Legendre pueden ser considerados casos particulares de con-
tactomorfismos, debido a que mantienen la estructura de contacto de M invariante.
Desde el punto de vista fisico, la invariancia de Legendre implica que las propieda-
des termodinamicas del sistema no dependen del potencial termodinamico usado
para su descripcion. Si se busca tener una estructura riemanniana en M, la cual
sea invariante bajo las transformaciones de Legendre, se requiere que los compo-

nentes del tensor métrico G cumplan con las siguientes condiciones

5 ~ ~ 02¢ 0zP
A\ _ 1 7A —
G(Z27) =G'(Z7), GABHGAB—aZAﬁzBGCD,
donde G' = G(Z*) es la métrica obtenida al aplicar la transformada de Legendre a
G,y G'(Z*) = G(Z* = Z*) es la métrica original con sus argumentos como las va-
riables termodinamicas transformadas. Para escribir explicitamente esta condicion,

se halla la matriz de transformacion asociada a las transformaciones de Legendre

221 Quevedo, “Geometrothermodynamics”, ver n. 28.

222 Quevedo, Quevedo y Sanchez, “Geometrothermodynamics of van der Waals systems”, ver n. 35;
Quevedo y Quevedo, “Fundamentals of Geometrothermodynamics”, ver n. 40; Quevedo y Vaz-
quez, ver n. 86; Pineda-Reyes y col., “Reparametrizations and metric structures in thermodyna-
mic phase space”, ver n. 29; Quevedo, Sdnchez y Vazquez, ver n. ?2?.
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para el caso de n grados de libertad, la cual resulta en

1 —Zmtl gm0 g2 gn
0 0 0 0 —1 0o ... 0
97" 1o 0 0 0 0 1
874 |
0 1 0 0 0 0 0
0
0 0 0 1 0 0 0

donde sus propiedades pueden ser analizadas por medio de su determinante. Al te-
ner en cuenta que el cambiar filas 0 columnas de una matriz cuadrada se compensa
con multiplicar su determinante por (—1), se cambian las filas (n + 2) — (2n + 1) con
las filas (2) — (n + 1), realizando asi n intercambios. Este tratamiento resulta en una

matriz cuyo determinante esta dado por sus elementos diagonales y es de la forma

0z¢ " o m
det {@} =(-D)"(-D)" ()" =1,
De esta manera, se concluye que las transformaciones de Legendre para un sistema
con un numero arbitrario de grados de libertad poseen una transformacién inversa
y pueden ser interpretadas como isométrias del espacio de fase termodinamico.
Ahora, al tener que estudiar los (n(n+1)/2) componentes de G, el proceso se vuelve
muy complicado para desarrollar en un numero arbitrario de grados de libertad. Sin
embargo, este proceso puede ser deducido al generalizar las condiciones obtenidas
en el caso mas sencillo de dos grados de libertad, de tal suerte que la invariancia

de Legendre se mantenga??3.

223 Quevedo, “Geometrothermodynamics”, ver n. 28.
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Con base en lo anterior, se hallan las condiciones de la métrica para un sistema con
dos grados de libertad. Se toma el espacio de fase termodinamico con coordenadas
{U,S,V,T,—P}, donde una transformacion de Legendre est4 dada por un mapeo
de la forma??*

{U,S,V,T,—P} — {U,-T,P,S,—V}.

Al usar la matriz de las transformaciones de Legendre para un sistema con dos

grados de libertad se tiene

é _02°09z°
AB_%@% CD,
1 -T P -S V
0 0 0 -1 0
%@ZC— o0 0 0 1
oz ’
01 0 0 0
0 0 -1 0 0
GOOZGO[h

Gor = —TGoo + Gos,
Go2 = PGy — Gou,
Gos = —S5Goy — G,
Gos = VGoo + Goa,

224 Cabe destacar que este desarrollo usa transformaciones de Legendre totales. Sin embargo, el
procedimiento con las transformaciones parciales es analogo y no presenta mayor dificultad.
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G = T?Gog — sTGo3 + Gss,

Gho = —TPGoy + TGos + PGsy — Gy,
Ghs = TSGoo + TG — SGsy — Gy,
G = —TVGoy — TG + VG + G,
Goy = —P*Goy — 2PGoy + G,

Glas = —PSGoy — PGy + SGyo + Gy,
Goy = PVGyy + PGoy — VGy — Gaa,
Gss = S?Gog + 25Go1 + Gy,

Gy = —SVGoo — SGoy — VGio — Gia,
Gas = V2Goo + 2V Gy + Gop.

Con tal de reducir el numero de soluciones aceptables para este sistema de ecua-
ciones, se va a considerar un anzast sobre las dependencias de los componentes
de G, el cual consiste en que la curvatura del espacio de equilibrio sea equivalente a
la interaccién termodinamica del sistema. Lo cual garantiza que la métrica inducida
en el espacio de equilibrio de un gas ideal siempre sea euclidiana, sin importar su
representacion. Esto se consigue al tomar las dependencias de los componentes de

G como?®

GOO = cte7
Gl o Zi,

G o< Z7F,

Al exigir que el sistema de ecuaciones hallado antes cumpla con las nuevas condi-

225 Quevedo, “Geometrothermodynamics”, ver n. 28.
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ciones, las componentes de G deben de tener la siguiente forma

Goo = ¢,
Go1 = T,
Goe = —co P,

Gos = —(c1+ ¢2)S,
Gos = (c1 + )V,
G’n = C3T2 + €4,
G2 = —csTP + s,
613 = C7Tg7

é’M = —cgfff + Co,

52
Gog = —c10P* + a1,

Gz = (1 +2c + 03)52 + €4,
ég4 = —(Cl + 262 + 05)5‘7 — Cg,

é44 = (1 + 2¢o + 010)‘72 + C11,

donde {cy, o, ..., 12} sON constantes reales arbitrarias tales que siempre se cumpla
con, det(G) # 0. Es sencillo comprobar por medio de las matrices (0Z/97), que
la métrica G' con las condiciones halladas es invariante bajo transformaciones de
Legendre. Un aspecto importante es que este conjunto de condiciones algebraicas
genera dos familias de soluciones para los componentes de la métrica. Por esta

razon, al generalizar las condiciones halladas a sistemas con un nimero arbitrario
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n de grados de libertad, se tienen las métricas

G/ = 6+ ("R (\CAE L),

G'"'=0’+> E'I,dE"dI,
a=1
donde ¢ = §¢ = diag(1,...,1), GI : x4 = 6% = diag(1,...,1) y G : x4 = npd =
diag(—1,...,1), © es la forma de contacto del espacio de fase termodinamico y las

coordenadas del mismo son {®, £¢, I,} coni = 1,...,n%%,

B.2. Métricas GTD inducidas en el espacio de equilibrio

Para hallar la métrica inducida ¢ en el espacio de equilibrio, se usa el mapeo de
inmersion ¢y su correspondiente pullback ¢*. Nuevamente, se considera un sistema
termodinamico con dos grados de libertad {U, S,V,T, —P} y mapeo de inversion 1 :
{S,V} —» {U(S,V),S,V,T(S,V),—P(S,V)}, con tal de obtener un resultado inicial
el cual pueda ser generalizado a un sistema con un numero arbitrario de grados
de libertad. Con este propoésito, las componentes de la métrica inducida pueden ser

halladas por medio de los componentes de G mediante la relacion

024 9z°
Yab = DE QEb ~AB

Ug Uy
1 0
074
“ome | Y L
Uss Uys
—Uys —Uyv

226 Quevedo, “Geometrothermodynamics”, ver n. 28.
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donde los subindices indican derivadas parciales respecto a esa coordenada. Al
escribir el pullback de G explicitamente se consigue la siguiente expresion para

cada uno de los componentes de la métrica g

g = g11dS? + 2g12dSdV + gaodV?,

g1 = G11 + 2G01Us + GooUZ + G33Uzg + GaaUZy, + 2Uss(Gis + GosUs — GaaUsy)

—2Usy (G4 + GouUs),

g12 = G2+ Uy (Gor + GooUs) + GoaUs — Gu3UysUsy + Usy (Gis + GosUs — Gz
— GyUy + G33Ugs + GuuUyy ) + Ugs(Gaa + GsoUy + GaaUyy)
— Uyy(Grs — GoaUs),

g2 = Gag + 2G Uy + GooUp + Ga3Usy + GuUgy — 2Uyy (Gag + GoaUy + GaUsy)

+ 2USV(G23 + Gong).

Al usar los componentes de una métrica G invariante de Legendre, tal que g herede
esta propiedad, es posible estudiar los sistemas termodinamicos desde el espacio
de equilibrio independientemente del potencial termodinamico que se use. De esta

manera, la métrica inducida cumple con la condicion
G5, V) =4¢(S,V).

Ahora se procede a hallar las expresiones de las métricas inducidas por GI/11/111
para un sistema con dos grados de libertad. A partir de las expresiones obtenidas

se escribe una expresion general para las métricas inducidas con tal de extender su
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aplicacién a sistemas con n grados de libertad.

B.2.1. Derivacion de la métrica ¢/  Primero se usa la métrica G/, la cual puede

ser escrita de forma matricial como

G' = (dU — TdS + PdV)? + (ST — PV)(dSdT — dV dP)
= dUdU — 2(TdS — PdV)dU + (TdS — PdV)? + STdSdT — STdV dP
— PVdSdT + PVdVdP
= dUdU — 2TdSdU + 2PdVdU + T?dSdS — 2T PdSdV + P*dVdV
+ STdSdT — STAVdP — PVdSdT + PVdVdP,

R P 0 0
-r T1* TP SEY

- G'=| P TP P 0o ST
0 LAY 0 0 0
0 o BT 0

2

Al usar esta matriz para hallar los componentes de la métrica inducida ¢’, se obtiene

gue para un sistema con dos grados de libertas estos estan dados por

g11 = G11 + 2GUs + GooU? +%0U§s +%0U§v +2Ugs(G13 +%OU5 - %OUSV)
W (G + Gt Us)
= G11 + 2G0Us + GooUZ + 2Uss5G13
= U3 —2U§ + Us + Uss(SUs + VUy)
= Ugs(SUs + VUy),
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0 0
g1z = Gia + Uy (Go1 + GooUs) + GoaUs — Gaz UvsUsy + Usy (Gis + Gos. Us — Gao
0 0 0 0 0 0
— Gy Uy + Gs3” Uss+ Gii Uvy) + UssGss + Gso Uv + Gsi Uvy)

UG - G Us)

= G2 + Uy (Go1 + GooUs) + Go2Us + Usy (Gh3 — Gaz)

SUs +VUy —VUy —SU
:USUV+UV1;W—UVUS+USV( R S)

= Ugy (SUs + VUy),

g2 = Gag + 2G .Uy + GooUS + %ngv + %OUév — 2Uyy (Gay + QO/JOUV + %OUSV)
+ QUSV(%O + %OUV)
= Gy + 2GoeUy + GooUp — 2UyyGoay
= Up — 2U{ + U — Uyy (=V Uy — SUs)
= Uyy(VUy + SUg),

= ¢’ = (SUs + VUy){UssdS? + 2UsydSdV + UyydV?}.

Al analizar la forma funcional de la métrica inducida y sus componentes, es sencillo
llegar a que la forma funcional de ¢ para un sistema con n grados de libertad, con

un potencial termodinamico ¢ y variables termodinamica E“, esta dada por

~ (i 09 9¢
I _ 7 c a b
7= Zi:l (E 8Ei> Y ppegmn

donde ¢¢ = diag(1,...,1).
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B.3.2. Derivacion de la métrica ¢’/  Se procede a realizar los mismos célculos

usando la métrica G*!, cuya representacion matricial es de la siguiente forma

G! = (dU —TdS + PdV)? + (ST — PV)(—dSdT — dV dP)
= dUdU — 2(TdS — PdV)dU + (TdS — PdV)?* — STdSdT — STdV dP
+ PVdSdT + PVdVdP
= dUAU — 2TdSdU + 2PdVdU + T*dSdS — 2T PdSdV + P*dVdV
— STdSdT — STAVdP + PVdSdT + PVdVdP,

1 =T P 0 0
-r T1* TP ST
- G'=| P -TP P 0 DvesT
0 H55L 9 0 0
0 0o BFE 0 0

2
Al usar esta matriz en los componentes de ¢'/, se va a tener que para un sistema

con dos grados de libertad esta dada por

g1 = G +2G0Us + GooU3 +%0U§S +%0U§V + 2Us5(G13 +%OUS — %OUSV)
— 2USV(%O +%OUS)
= G +2G01Us + GooU3 + 2UssG13
= U2 —2UZ + Ug + Uss(—SUs — VUy)
= — Uss(SUs + VUy),
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0 0
g1z = Gia + Uy (Go1 + GooUs) + GoaUs — Gaz UvsUsy + Usy (Gis + Gos. Us — Gao
0 0 0 0 0 0
— Gy Uy + Gs3” Uss+ Gii Uvy) + UssGss + Gso Uv + Gsi Uvy)

UG - G Us)

= G2 + Uy (Go1 + GooUs) + Go2Us + Usy (Gh3 — Gaz)

—SUg — VU —SUg — VU
:USUV+UVM—UvUS+USV( S2 v _ 32 V)

=0,

g2 = Gag + 2G .Uy + GooUS + %ngv + %OUév — 2Uyy (Goy + QO/JOUV + %OUSV)
+ QUSV(%O + %OUV)
= Gy + 2GoeUy + GooUp — 2UyyGoay
= Up — 2U¢ + U — Uyy (=V Uy — SUs)
= Uyy(VUy + SUg),

— ¢! = (SUg + VUy){-UgsdS? + UyydV?}.

Nuevamente, al analizar el comportamiento de los componentes de ¢’/ es sencillo
(ligeramente mas complicado que en el primer caso, pero sin mayor dificultad) ver
que esta puede ser generalizada para un sistema con n grados de libertad, con un

potencial termodinamico ¢ y variables termodinamica E“, por medio de la expresiéon

"9 86
I 9 c a b
g"=2 (E 8E’L’) ey peorn I

i=1

donde n¢ = diag(—1,...,1).
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B.3.3. Derivacion de la métrica ¢’/  Por Gltimo se usa la métrica G/, cuya

representacion matricial es

G = (dU — TdS + PdV)? + STdSdT + PVdVdP
= dUdU — 2(TdS — PdV)dU + (TdS — PdV)? 4+ STdSdT + PVdVdP
= dUdU — 2T7dSdU + 2PdVdU + T*dSdS — 2T PdSdV + P2dVdV
+ STdSdT + PVdVdP,

1 - P 0 0
- 71* -TP F

-Gl =1 p _1Tp p2 PV

2
o o &

2

2
0 5
o £ 0 0 0
0 0

Al usar esta matriz en las condiciones para los componentes de la métrica inducida,

se tiene que ¢’!! para un sistema con dos grados de libertas esta dada por

g = Gi1 +2GnUs + GooU2 + Gs5” OU§S + G 0U§V +2Uss(Gi3 + Gos. OUS — G517 OUSV)
ey (Gr7” + Gt Us)
= Gy + 2GUs + GooU3 + 2UssG13
= U3 — 2U3 + Us + Uss(SUs)
= Uss(SUs),
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0 0
g1z = Gia + Uy (Go1 + GooUs) + GoaUs — Gaz UvsUsy + Usy (Gis + Gos. Us — Gao
0 0 0 0 0 0
— Gy Uy + Gs3” Uss+ Gii Uvy) + UssGss + Gso Uv + Gsi Uvy)

UG - G Us)

= G2 + Uy (Go1 + GooUs) + Go2Us + Usy (Gh3 — Gaz)

SUs VU
= UsUy + Uy (=Us—+H35) — Uy Ug + Usy (TS+ 2V)

U
— %(SUS + VU,

g2 = Gog + 2G Uy + GooUy + %OUév + %OUE/V —2Uyv(Gas + %OUV + %OUSV)
+ 2Usy (Ggs” "y ow OUv)
= Gy + 2GoaUy + GooUp — 2UyyGay
= Uy — 22U + U — Uyy (=VUy)
= Uyv(VUy),

— ¢! = {SUsUgsdS* 4 (SUs + VU )UsydSdV + VUyUyydV?}.

Nuevamente, esta expresion puede ser generalizada sin mucha dificultad a un sis-
tema con n grados de libertad con un potencial termodinamico ¢ y variables termo-
dinamica E*

n

00\ w 06
1T _ d ib i 770b
g = ;:1 ((LdE am) 0 o ren g (B AE",

donde §;q = diag(1,...,1)y 6* = diag(1,...,1).

Cabe mencionar que, con tal de comprobar que las métricas inducidas ¢!/////1!

para n grados de libertad fueran generalizadas apropiadamente, se realizaron los
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calculos correspondientes para sistemas con tres y cuatro grados de libertad, don-
de se llegaron a expresiones equivalente. Adicionalmente, se realizaron nuevamen-
te todos los calculos considerando un sistema desde la representacion entrdpica
{S,U,V,1/T, P/T} con tal de asegurar que las métricas generalizas con variables

E® no dependieran de la representacion.

B.3. Derivacion de las ecuaciones geodésicas para la GTD

En este apéndice se desarrolla detalladamente el proceso usado para obtener las
ecuaciones geodésicas de la GTD al usar principios variacionales sobre la longitud

termodinamica. Primero, se define el funcional a extremar, la longitud termodinamica

I tQ\/ [JIT/III 5 1. «  a
= g g pag Y B = BO(E),
t1

donde se escribe a ¢///!/!T simplemente como ¢ por simplicidad. Ahora, se reescri-

be a L como una funcion del parametro afin ¢

L:/” Vsl B dE" |
t

1

[ 22
\ Gab 825 8t )

1

en este punto se formula el problema de calculo variacional. El cual consiste en
hallar la curva entre dos puntos pertenecientes a TES tal que esta tenga la menor

longitud termodinamica posible. Para ello, se toma la variacién del funcional L de tal
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manera que esta sea cero para la curva extremal

t2 OF* OFE?Y
L= a
d / d [\/ Jab~5r "t
OE® dEP®

oL = /t2 gabat dt]d:o.
t1 2

OF® 8Eb
Jab~5: “or

La unica posibilidad de que la variacion del funcional sea nula es que su numerador

dt =0

sea cero, por ello, se centra el estudio en la variacién del numerador. Ahora, se usa
la regla de la cadena para analizar la variacién de cada una de las componentes del
numerador y la regla de Leibniz para evaluar la variacion de cada elemento que lo

conforma

t2 OE* OE®
0—/;1 6|:gab 8t at:|dt

t g [ 9E*OE
0 /t DB [g“” at ot } OBt

to a b a b a b
0 _ / |:8gab aE 8E 4 ab agc (5’E ) 8E + 3E (9 (aE >:| (5Ecdt
t1

0E° ot ot ot ) ot "o oEe \ ot

Aprovechando la simetria de los elementos de la métrica ¢,,, se suman los dos
ultimos términos dentro de los paréntesis cuadrados, esto al renombrar los indices
mudos de tal suerte que sean iguales. Adicionalmente, se usa la conmutatividad de

las segundas derivadas parciales

to a b a b
0:/ [agabaE OB, 080 <8E )}5Ecdt,
t1

oEc ot Ot ot ot \OE*

donde el ultimo termino puede escribirse como la derivada del producto de tres

funciones

OE“ & (OE'\ 0 ( OE“OE"\ 9 (9" aEb_g< )@aEb
9" ot \oEe ) ~ ot \9 ot ok ) ~ 9ot \ ot ) orc ot Y Tor 9B
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Al usar el termino hallado en su puesto correspondiente del problema variacional,

se tiene

0_/® 09 OE"OE" [0 ( OE"OE"\ 9§ (0B OB
~ ). 0B ot o ot \Y ot ope) " 9ar \ ot ) oE-

o OE"OE'|\. .
5 (Gab) WaEC} }5E dt.

Al momento de plantear el problema de calculo variacional se anuncia que el estu-
dio se realiza entre dos estados de TES fijos, lo cual permite eliminar uno de los

términos de la expresion

29 OE* OE® . OE* OE® .
/tl {a (gabW@> }(”3 at = (gabW@) oF

Al eliminar dicho termino de la variacion, se usa la dependencia de la métrica en las

to

f2 OE®
— Gy

SEY| =0.

t1 t1

coordenadas de TES para usar la regla de la cadena y modificar los indices mudos
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de los términos pertinentes, con tal de relacionarlos entre si

“ (99 OEOEY 9 (9E*\OE' 9 OECOE') ..
0_/t {aEc ot ot _2%’@( ot ) Fe —25(%())?@}@ dt

to a c a a
0 :/ {agabaiaE SE" — 2gab% (aE ) sEb— 20 (Gap) oL 5Eb}dt
t1

OE° ot ot ot ot ot
2 ( 9gu OE* DB 92 Ee dguy OEC\ OE) .
0_/t {8EC o ot 29 pp _2(8EC Gt) ot }5E dt
. /f2 Ogu OE"OE* , OPE* (0gu OB\ OE"
~ ). \oEc ar ot e T \oE ot ) ot
Ggab OE°\ OE* b
a (aEc ot ) ot }5E dat
. /w Ogu OB OB | *E" (0 O\ DE"
~ /). \oEc ot ot o T \oEe ot ) ot
8gcb OE*\ OFE° b
B (aEa ot ) ot }5E dat
f2 8gab 8gab 8ng 0E®* 0E° 82Ea b
0 _/tl { {8EC OB 6Ea] ot ot 29 pp }5E d.

Ya que se toman en cuenta variaciones arbitrarias de los parametros del sistema,
para que la integral sea cero, todos los componentes que acompanaran la variacion
deben de ser cero independientemente. De esta manera, las condiciones para una

curva que extrema la longitud termodindamica son

O o agab _ 8gab _ agcb aEa aEC _9 82Ea

|\ 9Ec T 9Ec  9Ee| ot ot I o
0= 9" [[0ga  Ogap  Ogay] OB OE° 5 D*E°
2 V|lore ~ 0B 0Ee| ot or e

0=

9" [99a 99y g | OE*OEC 4,  O*E°
2 |0Ec ~ 9k oEe| ot ot 7 o

Al tener en cuenta que, en el formalismo GTD se trabaja con una conexion de Levi-
Civita y que la base de Darboux es ortonormal, se incluyen las siguientes condicio-

nes
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= Ortonormalidad métrica: g*%g,, = 2.

= Conexién de Levi-Civita: 'Y, = %~

De esta manera, se llega a la ecuaciéon geodésica para GTD desde un principio
variacional de la longitud termodinamica, lo cual (dependiendo de la representacion
usada) puede interpretarse como las curvas que maximizan el cambio de la entropia
0 minimizan el cambio energético

D OB°0E° _ 0°B"

“or ar o
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Anexo C. Calculos para fluido de Van der Waals

C.1. Valores criticos para un fluido de Van der Waals

Se le va a llamar punto critico de un fluido de Van der Waals a los puntos en el
diagrama p-V en los cuales se usa la construccién de Maxwell, estos corresponden
a la coexistencia de fases liquida-gas. Ya que los puntos de inflexion originales son
eliminados para garantizar el cumplimiento de las leyes de la termodinamica, los
estados de coexistencia van a estar caracterizados por medio de las condiciones

op 0%p

FR

Al usar la ecuacidn de estado de Van der Waals (131) se consigue una expresion
para los parametros a y b del fluido en funcién de los valores que toman las variables
termodinamicas del sistema en dichos estados, a estos valores se les conoce como

valores criticos. De esta manera, al usar explicitamente (131) se tiene

. 3p k?BTC 2a
_—= —— —_— = 0
(4) ov (ve — b)? + v3 ’
O%p  2kpT, 6a 0

W) 502 = =y i

donde se procede a multiplicar la condicion (i) por 2/(V — b) y se suma el resultado

con la condicién (i7)

kT da 2T G
AT =0 R(Ve—b) - (=0 vl

4a a 0
v3(v, —b) v ’
2 3
20
(ve—b) . ’
2
(ve. — b) gvc,



(iii) v = 3b.

Ahora, se reemplaza la condicién (izi) en (i) para hallar el valor critico de la tempe-

ratura
]{JBTC 2a
_ — 0
B0 " @)p
kBTC 2a .
ETERREST 0,
kple | 2a _ 0
4 21
8 «a
) T, = — —.
(i) To = 5 knb

Luego, se usan las condiciones (iii) y (iv) para reescribir la ecuacion de estado de

VdW (131) para obtener el valor critico de la presion

L L
¢ 3b—0b (3b)?”
¢ 2b 9p2’

B 4 a la
Pe =570 ~ 9p

1 a
(U>pc_2_7b_2

Ya con estos valores criticos, para hallar una expresion del parametro b en funcion

de ellos, se hace la division de la condicion (iv) por (v)

a

Lz _ 8
DPe : kB,

oy

e

7

kgT.
p— Fele
8pe
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Y para hallar la expresion en funcién de los valores criticos para el parametro a, se

eleva la condicion (iii) al cuadrado y se multiplica el resultado por (v)

1 a 1
2 b 2 - 7 —
vepe(3b) s = 3¢

= a=30p..

Al usar las expresiones halladas para los parametros a y b, se calcula el factor de
compresibilidad = de los fluidos de Van der Waals para el estado de coexistencia

kBTc 3U2pc o 8pckBTc

Pe = - = — 3P,
C v, — —kgfp:fc v? 8peve — kpT, ¢

8pckBTc
dpe = c———,
8pcvc - kBTc
SUCpc — /{ZBTC = QkBTC,
3

VePe = ngTca

Vepe 3

(vi) z := Wl 8

De esta manera, se han logrado hallar los valores criticos de un fluido de VAW en
funcidén de sus parametros a y b, y se han logrado expresar los parametros de VdW
en funcion de los valores criticos del sistema. Es de especial importancia la ultima
relacion mencionada, ya que permite obtener la representacion reducida de este

tipo de sistemas.

C.2. Funciones de respuesta

En este apéndice se realizan los calculos explicitos de las funciones de respuesta
para un fluido de Van der Waals en la representacién reducida, las cuales son ex-

presadas en funcion de las derivadas parciales de la entropia reducida respecto al
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volumen reducido como

972 2 (do)*
aoo® (@ 3 1 e (5,
3wl (5% Bwr (3.8). M (523).

donde las variables intensivas y las derivadas parciales de o son de la forma (estos
calculos son realizados a detalle en la seccion 4.2)
do (2ew? — 3w + 3)

3
Ow  2w(3w—1)(ew +3)’
9’0 92(ew + 3)(ew® — 6w? 4 6w — 1) 4+ 3(3w — 1)?

ow? 2 (ew + 3)?(3w — 1)%w? ’
- 26w2—3w—|—3’
w?(Bw — 1)
lew+3
T=- :
4 w

Al usar estas ecuaciones para hallar explicitamente las funciones de respuesta se

obtienen los siguientes resultados

o \2
o= — 8 (a_w)n
0%c
Swll (W)H
3 (2ew?—3w+3) 2
. 8 2 w(Bw—1)(cw+3)
N 2w [2@273%3] (_Q2(6w+3)(6w376w2+6w71)+3(3w71)2>
w?(3w—1) 2 (ew+3)2(3w—1)2w?
8 (w(3w—1)) (2ew? — 3w + 3)
3 2 2(ew + 3)(ewd — 6w? + 6w — 1) + 3(3w — 1)2
4 w(3w — 1)(2ew? — 3w + 3)
— a=

T 3(22w! — 6ew? + 12w — 2ew — 9w? + 18w — 3)’
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3 1
TR (),
B 3 1
T W [l Ew+3] (_g2(ew+3)(ew3—6w2+6w—1)+3(3w—1)2)
4w 2 (cw+3)2(Bw—1)2w2
w?(ew + 3) (3w — 1)?
= f= 2, 4 3 ( 2)< : 2 )
3(2€2w?t — bew? + 12ew? — 2ew — Yw? + 18w — 3)
4
64r* (52).
OL* (533),
3 (2ew?—3w+3) 4
_ Ga[peR] (355
gew? 304312 [ _ 9 2(ewt3)(ewd—6w2+6w—1)+3(3w—1)2
9 [m} 2 (e 13)2(3w_1)%a?
w 2 3(2ew?—3w+3) 4
- i [T+3] (w(3w4)(m+3)>
T g1 [2e?—3w43]? <2(ew+3)(6w3—6w2+6w—1)+3(3w—1)2)
2 |: w2(3w—1) i| (ew+3)2 (3w—1)2w?
1 (2ew? — 3w + 3)?
= =555 3 2 2 )
2 (262wt — bew? + 12ew? — 2ew — Yw? + 18w — 3)

donde estas las funciones necesarias para determinar condiciones entre las varia-
bles termodinamicas tales que se presenten transiciones de fase de segundo orden

en un fluido de Van der Waals reducido.
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