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En este trabajo se define la recta proyectiva sobre un cuerpo de la siguiente manera: en un espacio
vectorial con base finita, se consideran las rectas que pasan por el origen, y excluyendo el origen
de coordenadas, se define una relacion de equivalencia de tal forma que una recta que pase por el
origen se convierte en un punto el cual sera el representante de la recta. De forma similar se definen
los planos proyectivos sobre un cuerpo. Un problema abierto en geometria proyectiva es caracteri-
zar la recta proyectiva sobre anillos. El capitulo tres contiene aspectos importantes de las rectas y
planos proyectivos sobre los cuerpos R y C. En particular, mostramos que la recta proyectiva real
es una curva diferenciable homeomorfa a la circunferencia unitaria. El plano proyectivo real es una
superficie diferenciable no orientable homeomorfa a la esfera unitaria. La recta proyectiva compleja
es homeomorfa a la esfera unitaria y se define el plano proyectivo complejo. Los planos proyectivos
real y complejo se descomponen cada uno en un subespacio afin y un subespacio proyectivo de
menor dimensién. Estos resultados no se encuentran en la bibliografia detalladamente como lo ha-
cemos aqui. Para que este trabajo sea autocontenido agregamos en los capitulos 1 y 2 definiciones
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INTRODUCCION

La importancia de la geometria en la antigliedad se resume en los escritos de Eucli-
des (325 a.C.- 265 a.C.) quien se esforzé en recopilar el trabajo de sus antecesores
(Eudoxio, 408 a. C.-390 a. C. y Theteto 410 a.C.-369 a.C.) para asi construir una de
las mas grandes obras del ambito matematico, Los Elementos, la cual tiene X111
tomos que son dedicados a Geometria, Algebra y Teoria de Numeros [1]. La gran
importancia de su publicacion radica en que fue el primer tratado que buscaba axio-

matizar una teoria matematica, refiriendose a la Geometria.

Euclides al axiomatizar la geometria, con cinco postulados que cumplian las condi-
ciones de consistencia e independencia [1], revoluciond las matematicas pues esa
construccion permite trabajar la geometria plana de una forma mas precisa.

Sin embargo, aplicar dicha geometria no fue lo mas significativo de su obra, la prin-
cipal consecuencia fue el quinto postuladoﬂ, y no sélo por su importancia en el libro,
sino porque se puede evidenciar que Euclides no utiliza este axioma sino hasta la
demostracion de la Proposicion 29 del libro |. Esto despertd grandes cuestionamien-
tos en si éste se podria demostrar utilizando los anteriormente planteados.

No obstante, no fue sino hasta el siglo XIX, cuando el matematico aleman David
Hilbert, en su obra mas famosa Grundlagen der Geometrie, daria la geometria de
una axiomatica completa. El problema que mas puso a trabajar a los matematicos
desde la antigliedad hasta mediados del siglo XIX, fue demostrar independencia de
sus axiomas, puesto que a finales del siglo XVII, después de los trabajos de Sasheri

(1667-1733), se intentaba demostrar la negacién del quinto postulado. De esta for-

' El hecho de que por un punto exterior a una recta dada solo se puede trazar una paralela. Esta
formulacién es la mas conocida y es debida al matematico griego Proclo.
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ma se encontraron nuevas teorias que se conocen como geometras no euclidianas.

Se podria pensar que la geometria se divide en dos: La euclidiana y las no eucli-
dianas. Sin embargo, existe una teoria mas general que se denominé Geometria
Proyectiva. Demord aproximadamente dos siglos para que fueran tomados en cuen-
ta los trabajos de Desargues (matematico francés, 1591-1661, llamado el padre de
esta rama), que contenian uno de los teoremas mas importantes de dicha geome-
tria, el Teorema de Desargues.

Sin embargo, desde Da vinci (1452-1519), analizando sus pinturas se puede ver que
ya utilizaba el concepto de perspectiva para plasmar figuras tridimensionales en el
lienzo (plano).

Uno de los matematicos mas emblematicos de la geometria proyectiva fue Pascal
(1623-1662), compatriota de Desargues. Su gran aporte fue su famoso teorema, co-
nocido con su nombre, y al igual con el Teorema de Desargues, son los resultados
mas representativos de la geometria proyectiva. En sintesis, no se retomé el estudio
de esta rama sino hasta el siglo XIX, tiempo en que Gaspar Monge (1746-1818)
crea una escuela de gedbmetras en la Escuela Politécnica de Paris.

Uno de sus estudiantes mas sobresaliente fue Jean-Victor Poncelet (1788-1867),
quien en la guerra de Francia contra Rusia, estando como prisionero, estudié cuida-
dosamente los trabajos de Monge sobre transformaciones geométricas, logré gene-
ralizarlas y asi empezar a hablar de transformaciones proyectivas.

Como ya se ha mencionado el origen de la geometria proyectiva en el arte data
desde las pinturas que se hicieron en el renacimiento, viendo que los pintores mas
influyentes de la época lograban, plasmar en el plano, figuras en tercera dimension,
en otras palabras, gracias a esta geometria, se empezd a manejar el concepto de
persepectiva, como se puede ver en las pinturas de Salvador Dali, en La Madona

de Port — Lligat, y Leonardo Da vinci, en La ltima cena.
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Algunos expertos sostienen que la geometria proyectiva comenzé con la geometria
griega y culminé en la obra de gedmetras franceses y alemanes de la segunda mitad
del siglo XIX'y el primer tercio del XX. Vamos a enunciar los axiomas de incidencia
y los dos teoremas de Desargues y de Pappus.

La geometria proyectiva se rige sobre los siguientes axiomas de incidencia, un punto
es incidente en una linea si el punto esta sobre ella, ademas una linea es incidente
sobre el punto si ésta pasa a través del punto. El cuarto axioma fue dado por Kepler
(1571-1630), y el quinto seria la aceptacién del Teorema de Desargues, es decir

éste sera trabajado como axioma;
1. Existe un punto y una linea que no son incidentes.
2. Cada linea es incidente con al menos tres puntos.
3. Dos puntos distintos son incidentes en solo una linea.
4. Dos lineas son incidentes en al menos un punto.

5. Teorema de Desargues: Si dos triangulos se unen por lineas concurrentes,

entonces las intersecciones de los correspondientes lados son colineales.

Figura 1. Teorema de Desargues
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Estos cinco axiomas fueron enunciados en 1899 por Mario Pieri(1860-1913).

El Teorema de Pappus introducido como axioma, permite demostrar todos los teo-
remas de incidencia sin introducir axiomas métricos. El Teorema de Pappus indica
lo siguiente:

Si en un par de rectas se escogen tres puntos al azar en cada una y se unen dos a

dos, las intersecciones de las rectas que los unen estaran en una linea recta.

Figura 2. Teorema de Pappus

Un aspecto importante de la geometria proyectiva es que se empieza a introducir el
concepto de infinito, de tal forma que el cuarto axioma, garantiza que dos rectas en
el espacio proyectivo no seran paralelas, ya que habra un punto que las interseca,

por mas que sean paralelas en el espacio afin.

En este trabajo se define la recta proyectiva sobre un cuerpo de la siguiente manera:
en un espacio vectorial con base finita, se consideran las rectas que pasan por el
origen, y excluyendo el origen de coordenadas, se define una relacién de equivalen-
cia de tal forma que una recta que pase por el origen se convierte en un punto el
cual sera el representante de la recta. De forma similar se definen los planos proyec-
tivos sobre un cuerpo. Un problema abierto en geometria proyectiva es caracterizar

la recta proyectiva sobre anillos.

13



El capitulo tres contiene aspectos importantes de las rectas y planos proyectivos
sobre los cuerpos R y C. En particular, mostramos que la recta proyectiva real es
una curva diferenciable homeomorfa a la circunferencia unitaria. El plano proyectivo
real es una superficie diferenciable no orientable homeomorfa a la esfera unitaria.
La recta proyectiva compleja es homeomorfa a la esfera unitaria y se define el plano
proyectivo complejo. Los planos proyectivos real y complejo se descomponen cada
uno en un subespacio afin y un subespacio proyectivo de menor dimension. Es-
tos resultados no se encuentran en la bibliografia detalladamente como lo hacemos
aqui. Para que este trabajo sea autocontenido agregamos en los capitulos 1 y 2
definiciones y resultados, algunos sin demostracion, pero se pueden revisar en los

libros fuente.
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1. Espacios proyectivos

La geometria euclidiana se puede ampliar a la geometria proyectiva con el objetivo
de definir con precision los elementos del infinito. Es decir, se trata de la ampliacion
de una geometria local a otra mas elaborada.

Los elementos del espacio proyectivo y del espacio afin a estudiar, en particular,
el espacio vectorial de dimension n, se comportaran de la siguiente manera: cada
recta del espacio afin sera un punto en el proyectivo, es decir que un representante
de la clase de equivalencia que caracteriza los espacios proyectivos sera un punto
de la recta proyectada, y equivalentemente, una recta en el espacio proyectivo sera

un plano en el espacio afin.

1.1. Espacio proyectivo asociado a E

Sean K un cuerpoy E un K —espacio vectorial de dimensidn n; un espacio proyectivo

asociado a F, es el conjunto
P(E) = (E—0)/ ~
donde ~ es una relacién de equivalencia definida de la siguiente manera:
Seanv,w € E, paratodov,w € Ev ~w < Ja € K*tal que av = w

donde K* denota K — {0}. A los elementos de P(E) se denominaran puntos, y se

representan asi:
P =[v] ={av:a € K*}.

v se llama un representante de P, es claro que éste no es unico. En estos espacios

se tendra que una recta que pase por el origen del espacio afin o espacio vectorial
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de dimensién n, sera un punto del espacio proyectivo, y un plano que pase por el
origen del espacio afin sera una recta en el espacio proyectivo. Ademas, dadas dos
rectas en el espacio proyectivo, veremos que se van a intersecar sin importar como

se comporten en el espacio afin.

Se llama aplicacion canonica de E — {0} sobre P(F), a la aplicacion r,
m: E—{0} = P(E); z — [z].

Esta funcion = es sobreyectiva aunque no es inyectiva.
Si la dimensién del espacio vectorial E es finita (dimyE = n), se llama dimension

del espacio proyectivo P(E) al entero n — 1, y se escribe dimP(E).

1. Si E es el espacio vectorial nulo E = {0} entonces n = 0, y por tanto, P(E) = ()
y dimP(E) = —1.

2. Si el espacio vectorial E es una recta, entonces n = 1, se tiene que el espacio

proyectivo P(E) es un solo punto y dimP(E) = 0.

3. Si el espacio vectorial £ es un plano entones n = 2, se tiene que la dimensién

es dimP(E) = 1y el espacio proyectivo P(E) se llama recta proyectiva.
4. Sila dimension de E es dimFE = 3, se tiene que dimP(E) = 2y P(F) denota el

plano proyectivo.

1.1.1. Coordenadas homogéneas Las coordenadas homogéneas fueros defini-
das por Moébius hace mas de 200 afos. Estas coordenadas sirvieron para mostrar

que:
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1. Un punto tiene infinitas representaciones.
2. Los puntos en el infinito se pueden escribir.

3. Dadas dos rectas, éstas siempre se cortan en un punto.

Se considera el punto P = (1,0) en el plano R?, la recta real y = 0, y la circunferencia
S' que pasa por Py el origen, es decir, 5* = {(z,y) : 2® + (y — 3)* = 3}.
Dado un punto z; en la recta real, se construye la recta que pasa por z; y P, esta

intersecard a la circunferencia S* en x1,,.

Figura 3. Proyeccion estereografica de S' en R

Por construccion encuentro que

T1p

T =

para todo z;, € S'. Si h = 0, tenemos el punto del infinito. Se llamara (h, z,) las
coordenadas homogéneas del punto z; € R,y (0,1) son las coordenadas homogé-
neas del punto del infinito.

Sea dimyE = n+ 1y por lo tanto dimP(E) = n, considere B = {ej, e, ..., €,41} UNA

base de E'y  la aplicacion canonica de E — {0} sobre P(FE)
m: E—{0} = P(E).

Para todo = € E* se designa el sistema de coordenadas de z en la base B con

(a1, g, ..., a11) € K™, se denota como [ay, ..., a,41], tal que
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T = €] + ey + ... + Qpy1€p41.

Entonces (a4, ay, ..., a,,41) recibe el nombre de coordenadas homogéneas del punto
7(x) con relacién a la base B de E. Note que (a1, as, ..., a11) # (0,0, ..., 0).
Veamos las nociones de dependiencia e independencia lineal a continuacion. Aun-
gue su definicion formal se dara en la definicién 1.3.4.

Sea { P, .., P.} un conjunto que contiene r puntos proyectivos diferentes, se dice que
son linealmente dependientes (o ligados) si P, = [v;], con 1 < i < r y el conjunto
{v1,..,v,} es linealmente dependiente. { Py, .., P,} es linealmente independiente (o
libre) si {v4,..,v,} no es dependiente.

Figura 4. Los puntos {[v;][v2][vs]} son linealmente independientes, y los
{[v1][v2][v4]} son independientes, el punto [v;] depende linealmente de {[v;][vs][v4]},

[va] [vs]

[val

Sea v un reprensentante de P, diremos que v depende linealmente del subconjun-
to @ = {P}icr = {[v]}ier, siy sblo si, el vector v se puede expresar como una
combinacion lineal de los representantes de los elementos de @, lo que implicaria
que, existen P, ..., P. puntos proyectivos tales que estos dependen linealmente de
{v1, .., 0.}

Dados (a1, ag, ..., 1] Y [0, @a, ..., any1], para que estos se puedan llamar las coor-
denadeas homogéneas de un mismo punto con relacién a la misma base es nece-

sario y suficiente que sean equivalentes, es decir, existe A € K* tal que, para todo

18



i€ {1,...,n+ 1} se verifica que @; = \a;.

Para dos z, T cualesquiera elementos de E—{0} se cumple la siguiente equivalencia:

m(z) =7(z) & (IN € K*, 7 = \x)

1.2. Variedades lineales proyectivas

Sean F un espacio vectorial sobre un cuerpo K y F' un subespacio de E; por la
aplicacion canonica w, la imagen canonica de F' — {0} recibe el nombre de variedad
lineal proyectiva en P(E). Consideremos el espacio vectorial £, el subespacio vec-
torial 7' de E y la relacion de equivalencia ~ definida en E, la proposicion siguiente
muestra que F' — {0}/ ~ es una variedad lineal proyectiva y coincide con el espacio
proyectivo P(F') deducido de F'. Toda variedad lineal proyectiva, imagen candnica de
un subespacio vectorial F' — {0}, coincide con el espacio proyectivo P(F') deducido
de F.

Si E tiene dimension finitay dim, E = n + 1, se puede ver que cualquier subespacio
F' es de dimension finita y dimF" = p+ 1 < n + 1. En tal caso, se habla de una
variedad lineal proyectiva. Note que si dim,F' = p + 1, entonces dimP(F') = p.

En un espacio proyectivo P(E), recibe el nombre de hiperplano proyectivo toda va-
riedad lineal proyectiva imagen candénica de un hiperplano vectorial.

Si dimP(E) = n, todo hiperplano proyectivo es una variedad lineal de dimensién

n — 1.
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El siguiente cuadro resume los ejemplos de variedades lineales proyectivas:

ESPACIO VECTORIAL E — ESPACIO PROYECTIVO P(E)
recta vectorial punto
plano vectorial recta proyectiva
espacio vectorial de dimensién 3 plano proyectivo
subespacio vectorial de dimensién p variedad lineal proyectiva de dimensién p-1
hiperplano vectorial hiperplano proyectivo

La interseccion de dos variedades lineales proyectivas es otra variedad lineal pro-

yectiva y ademas
P(FNG)=P(F)NPG)

Sea F un espacio vectorial sobre un cuerpo K, y sean F'y G dos subespacios de
E.
Note que 7(x) € P(F) es equivalente a que la recta vectorial D, que pasa porz € E

esta contenida en F', luego

8

m(x) e P(F) < D, C F,
m(x) € P(G) & D, C G.

Por lo tanto,
() € P(F)NP(G) © D, C FNG & w(z) € P(FNG).
Asi
P(FNG) =P(F) NP(G).

Note que si A es un subconjunto diferente de vacio de P(E), entonces como = es

sobre, la imagen inversa
71 A)={z € E—{0} : n(x) € A}
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es diferente de vacio en E.

Para todo y € A, existe z € 77'(A) talque y = 7(x) y D, C 7~ (A).

Por ejemplo, si A es s6lo un punto, A = {y}, entonces 7—!(y) es una recta en E,
! (y) = Ds.

A continuacién, la proposicion siguiente caracteriza las variedades lineales proyec-
tivas L de P(E) que contienen a un subconjunto.

Para todo subconjunto A de P(E), existe una menor variedad lineal L que la contie-
ne. Si F es el subespacio de E generado por 7~ !(A) se verifica L = P(F'). Conside-

remos las variedades lineales proyectivas L de P(E) que contienen a A. Entonces
ACcLerm (A cr (D).

El menor subespacio de F' tal que 7~'(A4) C F' — {0} es la intersecciéon de todos los
subespacios vectoriales de E que contienen a 7~ 1(A).

La menor variedad lineal proyectiva que contiene a A es la variedad proyectiva P(F)
que es la imagen de F — {0} por «. Cualquier otra variedad lineal proyectiva que
contenga a A contiene también a P(F).

L recibe el nombre de variedad lineal proyectiva generada por A. Se dice también
que A es un sistema de generadores de L. Sea E un espacio vectorial sobre
un cuerpo K. Suponga que ag, as, ..., oy, SON escalares distintos de cero, entonces
las familias {x1,x2, ..., 2, } Y {a121, asxs, ..., .z, } SON linealmente independientes o
linealmente dependientes a la vez.

Considere la familia finita A = {z1, 2, ..., x,} de vectores de E — {0}, y un conjunto
de escalares a1, ay, ...,a,, € K*. Sea B = {a1x1, aaxs, ..., a2, }, Si A €s linealmente
independiente, entonces cualquiera que sea el conjunto de escalares p, ps, ..., pn

tales que

pr(aizy) + pa(aaxs) + ... 4+ pn(anr,) = 0 implica que piay = praz = ... = ppa, =0
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pero como ningln «; es nulo, se tiene

p1=p2=...=pp =0.

En conclusién, la familia B es linealmente independiente. El reciproco es inmediato;
si B es linealmente independiente, entonces también lo es A.

Una familia {x(z), n(z2),...,7(x,)} de puntos del espacio proyectivo P(E) es libre
si la familia {x1, z, ..., x,} es linealmente independiente en E. En caso contrario se
llama ligada.

Esta definicion no depende de los representantes elegidos para cada clase = (z;) ya
que, paratodo i € {1,...,n}, si elegimos y; € w(x;), existe o, € K* tal que y; = a;x;,
y se aplica la proposicién 1.3.4.

Se sabe que para una familia {x1, s, ..., z,,} sea linealmente dependiente en E, es
necesario y suficiente que exista un i € {1, ...,n} tal que x; pertenece al subespacio
generado por los z; de subindice j # i. En términos del espacio proyectivo se tiene
la siguiente propiedad:

En P(FE), una familia {y1, v, ..., y» } €s ligada si y solo si existe i € {1,...,n} tal que y;
pertenezca a la variedad lineal proyectiva generada por los y; tales que j # i.

El rango de una familia A = {x1, 2o, ..., z,,} de un espacio vectorial E, es la dimensién
del subespacio F' que es generado por A. En geometria proyectiva: Se llama rango
de una familia {y1, v, ...,yn} de P(E), la dimension de la variedad lineal proyectiva
generada por ella. Sir es el rango de la familia {1, xs, ..., x,,} de vectores no nulos

del espacio vectorial F, entonces » — 1 es el rango de

{m(x1), m(x2), ..., m(Tp)}s

la familia de los correspondientes puntos del espacio proyectivo deducido P(E).

22



1.3. Recta proyectiva

Si dim,,E > 2, dos puntos a,b € P(F) son distintos si y sélo si a y b son proyectiva-
mente libres. La variedad generada por ellos es la menor variedad lineal proyectiva
que los contiene.

Por dos puntos distintos de P(E) pasa una y solo una recta proyectiva. Si 77*(a)
y 7—!(b) son dos rectas vectoriales D, y D, linealmente independientes, y si en £

consideramos
F =Dy Dy

entonces F' es un plano vectorial, y en efecto, P(F') es una recta proyectiva la cual
es la menor variedad lineal proyectiva que contiene a a y b. Dados tres puntos
a,b,c de P(F), para que estos sean una familia proyectivamente libre es necesario y
suficiente que los vectores a,b,c de E — {0} tales que a = 7 (a), b = 7(b), ¢ = 7(c),
formen una familia linealmente independiente en E. En adelante se denotard en

negrilla los elementos de £ — {0}

1.4. Plano proyectivo

Sea dimyx E > 3, por tres puntos no alineados pasa un unico plano proyectivo. Sean
a, b, ctres puntos no alineados de P(E), entonces que 7~ (a), 7~ 1(b) y 7~ !(c) son tres
rectas vectoriales D,, Dy, D, linealmente independientes; si F' es el subespacio de

E, generado por {a,b, c} se verifica
F=Da® Dy ® De.

F es la suma directa de tres rectas vectoriales que corresponden a los tres puntos
dados y dimF = 3. Entonces, P(F) es un plano proyectivo y es la menor variedad

lineal que contiene a los tres puntos a, b, c.

23



Note que, por la Proposicion 1.4.1, {a, b, ¢} es proyectivamente libre siy sélo si, cual-
quiera de los puntos no pertenecen a la variedad lineal generada por los otros dos,

es decir, si y solo si los tres puntos no pertenecen a la misma recta proyectiva.

Sean a y b distintos en un plano proyectivo. Como la recta proyectiva que los contiene
es la menor variedad lineal que pasa por los puntos, dicho plano proyectivo contiene
a esta recta.

Si dos puntos distintos pertenencen a un plano proyectivo, la recta proyectiva que

contiene a estos dos puntos esté contenida en el plano proyectivo.

1.5. Hiperplano proyectivo

Consideremos un espacio vectorial £ sobre un cuerpo K y su respectivo espacio
proyectivo P(E).

Todo hiperplano proyectivo H es una variedad lineal proyectiva maximal, es decir,
no existe variedad lineal proyectiva, distinta de P(E) y de H, que contenga a H.
Por definicion, 7' (H) es un hiperplano vectorial en E, asi 7' (H) es maximal en E.

Por tanto, para cualquier subespacio vectorial F' de F,
T H)CFyF#rYH)]=F=E.
Por tanto, para toda variedad proyectiva P(F') C P(E);
[H CP(F)yP(F) # H) = P(F) =P(F).

En consecuencia, no existe variedad proyectiva diferente de P(E) y de H, que con-
tengaa H. Elsubconjunto {a, H} de P(E), formada por un hiperplano H y un punto

a ¢ H, genera todo el espacio P(E). Consecuencia de la Proposicion 1.6.1.

1. SidimyE = 2, se tiene que P(E) es una recta proyectiva. Luego los hiperplanos

y los puntos de P(E) coinciden.
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2. Si dimyE = 3, se tiene que P(E) es un plano proyectivo. Por lo tanto, los

hiperplanos y las rectas proyectivas son los mismos.

3. Si dimyE = 4, entonces dimP(F) = 3. Ademas los hiperplanos y los planos

proyectivos coinciden.

1.5.1. Ecuacion de un hiperplano proyectivo  Sean E un espacio vectorial so-
bre un cuerpo K, y P(E) el espacio proyectivo deducido de E. Recuerde que una
forma lineal sobre un k-espacio vectorial £ es una aplicacion de E en k.

Sea f una forma lineal sobre F, distinta de la forma nula. El conjunto de los x de
P(FE) tales que f(x) = 0 es un hiperplano proyectivo.

Para cualquier hiperplano proyectivo H en P(E), existe una forma lineal f € E* tal
que H es el conjunto de los = de P(E) que verifican f(x) = 0.

La relacion f(x) = 0 se dice que es una ecuacin del hiperplano proyectivo H. Cual-
quier otra ecuacion de H es de la forma af(x) = 0 con a # 0. En un espacio

proyectivo, toda recta no contenida en un hiperplano lo corta en un unico punto.

1. En consecuencia del Teorema 1.6.3: si dimP(F) = 2, se obtiene el siguiente
enunciado:
dos rectas distintas de un espacio proyectivo de dimension dos tienen siempre

un unico punto coman.

2. Si dimP(F) = 3, entonces:
Toda recta no contenida en un plano, en un espacio proyectivo de dimension

tres, corta a dicho plano en un unico punto.

En un espacio proyectivo, todo plano no contenido en un hiperplano lo corta en una
recta.
En consecuencia, si dimP(FE) = 3, se obtiene el siguiente enunciado:

La interseccidn de dos planos proyectivos es una recta proyectiva.
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1.6. Aplicaciones lineales proyectivas

Sean E y F dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K. Para cualquier
aplicacion lineal f € Ly(E, F') se denota N el kernel de f. Una recta vectorial Dy
que pasa por x # 0, para que no esta incluida en Ny, es necesario y suficiente que
X ¢ Ny; entonces, f(x) # 0, ya que N, es un subespacio de E. Ahora se prueba que

f(Dx) es también una recta vectorial. En efecto, si f(x) # 0, entonces
ye D, = (3 e K;y=Xr)= f(y) = M(x) € Dyw).
En consecuencia
f(Dz) C Dya).-
Por otro lado,

2€ Dyy = [N € Ky 2= Af(x) = f(Az)]

Por consiguiente
Dy C f(Ds)
En conclusion,
f(Dz) = D).
Atoda f € Li(E, F) queda asociada, por paso a los cocientes, una aplicacion g de
P(E) — P(Ny) en P(F'), que recibe el nombre de aplicacion lineal proyectiva.
E — Ny[r)![d]"F — {0}[d]" P(E) — P(Np) [r]'P(F)]

Si f es biyectiva, entonces su asociada g por paso a los cocientes también es biyec-

tiva, y esté definida para todo P(E).
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Sean £y F dos k-espacios vectoriales y f € Li(FE, F). Toda recta vectorial sin
el origen, contenida en E — Ny, tiene por imagen una recta vectorial sin el origen,

contenida en F.

1.7. Referencias Proyectivas

Una base de un espacio vectorial E de dimension n + 1 sobre un cuerpo K, define
una biyeccién entre £ y K™™', donde dicha aplicacién asigna a cada vector sus
coordenadas en la base elegida.

Si consideramos el espacio proyectivo P(E) y B = {vo,...,v,} €s una base de F,
entonces cada elemento de E se puede ver como = = " «a;v; y @ cada punto
[z] de P(E) tiene coordenadas (ay, ..., a,) € P(K™*1). En estas coordenadas, no son
unicos los representantes del punto, pero estdn determinados salvo un factor de
proporcionalidad. De esta forma el concepto de base de un espacio proyectivo no
es analogo al de espacio vectorial, ya que en P(F) se trabaja con puntos, conjunto
de puntos (rectas, planos) y no hay manera de elegir vectores que los representen.
Para ver esto, si se tiene que {P,, ..., P,} es un conjunto linealmente independiente,
este conjunto sera un conjunto generador de P(F) ya que cada punto de P(v) va a
depender de este conjunto.

Como definimos antes un sistema de coordenadas homogéneas para todo punto
[z] € P(F), con relacion a una base B = {ej,es,...,e,41} de E, es un sistema de

coordenadas («;, as, ..., a1 1) tal que w(z) = [z]; esto es
T = €] + gea + ... + Qpy1€n41.

Si consideramos otro sistema de coordenadas homogéneas (ay, @z, ..., a,:1) de [z] €
P(FE), existe un escalar A € K* tal que, paratodo i € {1,...,n}, se cumple a; = \q;.
La aplicacién candnica de E en P(FE) definido por =(x) = [z] no es inyectiva, al fijar

n + 1 puntos proyectivamente independientes a4, as, ..., a,1 en P(E) no determina
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una base {e,es,...,e,+1} de E, tal que para todo i € {1,...,n + 1} se verifica que

a; = 7(e;). En efecto, si B es una solucion, entonces:
AB = {)\161, )\262, ey >\n+1en+1}

donde cada \; € K*, es otra solucion.

Un conjunto de n + 1 vectores proyectivamente libres de P(E) no determina una
referencia precisa de P(F), cuando dimP(E) = n. El siguiente teorema garantiza que
tomando n + 2 puntos en P(E£) de manera que cualquier familia de n 4 1 elementos
que sean proyectivamente libres es necesario para obtener una referencia proyectiva
enP(E).

En un espacio proyectivo P(E), con dimP(E) = n, para toda familia {ag, a1, ..., an41}
de n+2 puntos tal que toda subfamilia de cardinal n + 1 sea proyectivamente libre,
existe siempre una base B = {ej, e, ...,e,41} de E, Unica salvo una homotecia, tal

que:
1. m(e1) = ay, m(ea) = ag,...ym(€ni1) = Apya;
2. 7T(€1 +ex+ ...+ €n+1) = Qo

Una referencia proyectiva R de un espacio proyectivo P(E) de dimension n es un

conjunto ordenado de n + 2 puntos,
R = {POa L) Pna Pn+1}

en donde cualesquiera n + 1 de ellos seran proyectivamente libres.

por el teorema anterior, existe una base B = {ey, es, ..., e,41} de E tal que

7T(€1) = CL1,7T(€2) = a9, ...,7T(€n+1) = dnt1,

(el + e+ ... + enr1) = ag

ag Se llama centro u origen de la referencia proyectiva.
La base B queda definida salvo una homotecia; ya que el sistema de coordena-

das homogéneas de cualquier punto de P(E) con relacion a dicha base B esta
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definida salvo un escalar no nulo. Se llama sistema de coordenadas de cualquier
punto de P(E) en la referencia proyectiva {ao, a1, ...,a,,1} a todo sistema de coor-
denadas homogéneas (a1, as,,...,a,+1) de dicho punto con la relacion a la base
B ={ey,eq,...eni1}

1. En la recta proyectiva (n = 1), de tres puntos cualesquiera, distintos dos a dos,

conforman una referencia proyectiva

2. En un plano proyectivo (n=2), dada cualquier familia de cuatro puntos, tales
gue tomando cualesquiera tres de ellos que no estén alineados, estos generan
una referencia proyectiva. Se logra una referencia proyectiva considerando un

"triangulo”ay, as, a3, eligiendo el origen a, diferente de los lados del triangulo.

3. Si dimP(E) = 3, cualquier conjunto de cinco puntos tales que, tomando cuatro
de estos que no sean coplanares, forma una referencia proyectiva. Para que
se forme bien se toma un "tetraedro"aq, as, as, ay y se elige el origen a, fuera

de sus caras.

1.8. Recta proyectiva. Razon doble

Consideremos el K-espacio vectorial £ de dimension 2, la recta proyectiva P(F)
deducida de E'y la aplicacion canénica = de £ — {0} en P(E).

Sea a un vector de E representante de a € P(E), es decir, 7(a) = a.

Cualquier terna {a, b, ¢} de puntos distintos constituye una referencia proyectiva. Asi
existen dos vectores a y b que forman una base en F, salvo una homotecia, tales

que:
(@) = a;m(b) = b;w(a+b) = c.

Asi para todo par de referencias proyectivas {a, b, c} ,{a, b, ¢} existe una Unica trans-

formacion proyectiva g € PGL(E), tal que:
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Si g es deducido de f € GL(E), se tiene en E que:
f(a)=a; f(b) =b; f(atb) =a+b

Dadas dos cuaternas de puntos (a,b,c,d) y (a’,b’c’,d’) de una recta proyectiva P(F),
tales que (a,b,c) y (a’,b’,c’) sean referencias proyectivas de P(E) y que d # a 'y
d # d, para que exista una g € PGL(E) que aplique la primera sobre la segunda,
es necesario y basta que exista un escalar p € K tal que (p, 1) sea un sistema de
coordenadas homogéneas de d en la referencia proyectiva {a, b, c} de centro ¢, y de
d' en la referencia proyectiva {a’, V', ¢’} de centro ¢. El escalar p es unico.

Dada una cuaterna (a,b,c,d) de puntos de una recta proyectiva P(E), tales que
(a, b, c) sea una referencia proyectiva de P(F), con d # a, recibe el nombre de Razén

doble de la cuaterna el escalar p € K, dado por
p = [a7b7 C’ d]?

y tal que (p, 1) sea un sistema de coordenadas homogéneas de d en la referencia
proyectiva {a, b, ¢, d} de centro c. Otra forma de ver la Definicién 1.8.1 es que existe

una base {a,b} de E tal que
m(a) = a;7(b) = b; m(a+b) = ¢; 7(pa+b) = d.

[a,b,c,c] =1y [a,b,c,b] =0, sia,b,c,dson distintos, entonces p A0y p # 1. Dadas
dos referencias proyectivas {a, b, c} y {a@, b, ¢} en P(E), la transformacién g € PGL(E)
que aplica la primera sobre la segunda coincide con la aplicacion m — m, de P(E)

en si mismo, que aplica a sobre @, b sobre b, c sobre ¢ y que satisface la igualdad

[a,b,c,m] = [a@,b,¢,m].
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1.8.1. Coordenadas de la razén doble  Sea { A, B, C} una referencia proyectiva
de P(E), con centro en v, y consideremos cuatro puntos a, b, ¢, d distintos de P(F),

cuyas respectivas coordenadas homogéneas, con relacion a la referencia, sean:

()\17 lul)a (>‘2a IUQ)v (Adv :u3)7 <)‘47 :u4)'

Vamos a calcular en funcion de las coordenadas, la razén doble p = [a, b, ¢, d].
Sea {A,B} labase de F, Unica salvo una homotecia, que corresponde a la referencia

proyectiva dada:
A=n(A),B =nr(B),y=n(A+B)

Si tengo que a,b,c,d son representantes en E de los puntos a,b,c,d de P(E) asi

existen cuatro escalares k1, ks, k3 ¥y k4 no nulos tales que

a="hk(MA+mB)
b = ky(AA + 112B)
C = k3(A3A+ usB)
d = ky(MA + s B)
d=pa+b

Se deduce de las tres primeras relaciones, a+b=c, que

Fidi +koda = k3)s (1)
kipn + kope = kaps (2)
y de las ecuaciones (1.1) y (1.2) tenemos que

ksl = pkidi + koo,
kapra = pkypin + kapio,

31



Ahora se hallard la relacion que determina p en funcion de \;, ; (i € {1, ...

hacer esto debemos eliminar los ;.

Observe que de la relacidn i, (1.1) + \y(1.2) tenemos que

k’1(>\1u2 - ,Ul)\Q) = ks()\sﬂz - #3/\2)
k?2()\1,L62 - ,u1)\2) = k’3(/\1M3 - Ml/\3)

De (1.3) y (1.4) obtenemos que

/{;4()\1,u4 - /J1)\4) = k2(>\1u2 - ,u1)\2)
k4()\2/i4 - NQ)\4) = Pk?1()\2M1 - N2/\1)

Asi escribimos para todo par de subindices i, j :

A A
Ws; = det = )\ZMJ - ,uz)\]

i [

Como a, b, ¢, d son distintos: i # j, entonces w;; # 0. Se obtiene

ki _was Pk wan
k; - wi’ y kzl - wﬁ
Por altimo

A3 A1 | A1 Ae

W31 Wao M3 H1| |Ha M2

p = _— % =

W32 W41 A3 ol (A N

M3 2| |He 1

,4}) y para

Consideremos cuatro puntos distintos «, b, ¢, d distintos dos a dos, de una recta pro-

yectiva P(F) y sea p = [a, b, ¢, d]. Entonces

1. [b,a,d,c] =[c,d,a,b] =[d,c,b,al = p
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2. la,b,e,c] =la,a,c,d] =1, [a,b,a,d] = [a,b,c,d] = 0= [a,b,c,a] = [a,b,b,d] = 0

3.
1
la,b,d,c] = [c,d,b,a] = [d,c,a,b] = [b,a,c,d = -
P
[CL,C?b?d] = I:d7bﬁc7a:| = [b7d7a7c] = [C7a7b7d] = 1 _p
1
la,c,d,b] = [b,d,c,a] = [d,b,a,c] =[c,a,b,d| = Tp
p—1
la,d,b,c] = [c,b,d,a] = [b,c,a,d] = [d,a,c,b = T
la,d,c,b] = [b,c,d,a] = [c,b,a,d] = [d,a,b,c|] = Ll
p —
A AallAz N A Asl|Ae Mg
1. [ba,d,d] = Mg H2||H3 M1 —le.d a,b) = M1 p3||H2 [y _
Ar ALf[Az Ag AL Agf[A2 A3
Mg pa||f3 M2 M1 pa||f2 M3
Ao Ml A Az
d, e b, a] = Mo Ha||l1 M3 _
A2 A3l A1 Mg
M2 H3||H1 M4
Por tanto [a, b, ¢, d] = [b,a,d, c] = [¢,d,a,b] = [d,c,b,a] = p.
Az Al A N Az Al A3 A
2. [a,b,c,d] = M3 H1||Ha 1 —laa,c,d] = M3 Ha||M3 2 1
Az Al N Az Aal|lAs A
M3 Hi||fa 1 M3 H2||H3 M1
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Az Az||Ad Ao
[a, b,a,d] _ M3 H3||Ha M2

A3 AallA4 A3

H3  Hi||Ha M3
la,b,c,a] = [a,b,b,d

dades para 1,0 e oc.

(2) por la observacién 1.8.1

la,b,c,b] =

A

H1

Aq

Ha

A

Ha

H3

Mg

22!

Ag

Ha

At

M1

= oo =, por la primera propiedad (1) tenemos ocho igual-

. Como la razén doble no depende de la referencia si [a, b, ¢,d] = p y elegimos

{A, B,C} como referencia, D tiene coordenadas [p,1] A = [1,0],B = [0,1] ¥

C = [1,1]. Asi

la,b,d,c] = [c,d,b,a] =[d,c,a,b] = [b,a,c,d] =

la,c,b,d] = [d,b,c,a] = [b,d,a,c|] =[c,a,b,d] =

la,c,d,b] = [b,d,c,a] = [d,b,a,c|] = [c,a,b,d] =

la,d,b,c] =[c,b,d,a] = [b,c,a,d] = [d,a,c b =
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[

1
la,d,c,b] = [b,c,d,a] =[c,b,a,d] = [d,a,b,c] = =

1.9. Ejemplos de espacios proyectivos

Se presentan a continuacion algunos ejemplos de espacios proyectivos:
El conjunto de rectas afines que pasan por el origen de coordenadas R? — {O} tal

que O representa el origen de R?, se dotara de estructura de espacio proyectivo asi:
¢ :R? — {0} = PY(R), ¢(s) = [v] & v tiene la direccion de s

donde ¢ es la aplicacion canonica.
Una forma de visualizar este espacio seria analizando que cuando se corta R* — {0}

con una recta r que no pasa el origen O, asi se obtiene la siguiente aplicacién:
r— R?—{0}.

en donde cada elemento B le corresponde la recta O@ que va desde el origen hasta

B. Al componer esta aplicacion con ¢, genera de nuevo otra aplicacion de la forma
r — PYR)

que asigna a cada B € r, el punto [OB] € P'(R).
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Figura 5. Proyeccion estereografica

Esta funcion se caracteriza porque es inyectiva pero no sobre, esto se puede obser-
var analizando que el punto del infinito P,, correspondiente a la recta paralela de @

no pertenece a la imagen de la aplicacion y se tendria que:

PY(R) = rUPy (7)

Asi se concluye que:

= Si P, € P}(R), y fijando un sentido de recorrido, al iniciar el camino a lo largo
de este espacio, observando la trayectoria del punto r, se tiene que éste se
va hacia el infinito, y apenas lo alcance, sin que el hecho se aprecie en P!(R)

volvera al sitio de partida.

= Si k es un cuerpo finito cualquiera, (1.7) se transforma
#(PHK)) =1+ #(K)
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Es decir, P!(K) afiade un punto del infinito a la recta afin. .

= Sea S una circunferencia que pasa por el origen y ademas es tangente a una

recta r, se define la siguiente aplicacion:
_>
S — PYR),¥(A) = [OA],VA # 0,v%(0) = r (paralela a r)

la cual dota a S de estructura de espacio proyectivo.

Consideremos el conjunto de anillos de polinomios entre variables K|z, 21, 2] ho-

mogéneos de grado d:

P(x07 Iy, 562) = Zi0+il+i2=d(Pio,i1,iQxéOxlfx?)

2+d

K|[xg,x1, z5] forman un K-espacio vectorial de dimensién ( ;

), denotado por S, 4 y
su espacio proyectivo P(S, ;) se denomina espacio de d— formas en 3 variables. Por

ejemplo, sid =1las 1 — formas:
[ago + a1m1 + agxs] = {aapzo + aa1z1 + aasrs = 0:a € K*y (ag,a1,a2) # (0,0,0)}

se pueden identificar con los hiperplanos de K3, ya que cada hiperplano vectorial

de K3 tiene una ecuacion en la referencia candnica
apZTo + 11 + AT = 0

y dos hiperplanos coinciden si y sélo si sus ecuaciones son proporcionales, es decir,
representan la misma 1 — forma. Entonces IP(S, 1) es el espacio de hiperplanos de
K3.

Para mas detalles de este ejemplo se puede leer en [2].

Fijando una referencia cartesiana en R?, se representaran las circunferencias, en

esta referencia la ecuacién de una circunferencia es

>+’ +ar+by+c=0,a>+b—4c>0
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y la familia de ecuaciones (aoz? + apy? + a1z + agy + az) = 0,7 # 0, también las
llamaremos circunferencias ya que podemos multiplicar la primera ecuacion con un
namero real no nulo. El conjunto I' de circunferencias es un conjunto de clases de
ecuaciones.

Ademas, se puede identificar cada clase de ecuaciones con el conjunto de sus so-
luciones. I" contiene a todas las circunferencias usuales pero también va a contener
circunferencias imaginarias z? + y*> + 1 = 0; las rectas az + by + a = 0, y ) cuando
1=0.

Ahora, para poder tratar I' como espacio proyectivo, se define la terna (T', ¢, V) con
U(y(aor® 4+ agy® + arx + azy + as)) = [ag, a1, az, as]

donde V = R*.
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2. Variedades diferenciales

En esta seccidén se definen homeomorfismos entre espacios topolégicos, con el
objetivo de mostrar equivalencias entre esferas y espacios proyectivos, hacemos
uso especialmente de la proyeccidn estereografica. Ademas vamos a mostrar la no
orientabilidad del plano proyectivo real encontrando un subconjunto homeomorfo a

la banda de Moébius.

2.1. Espacios topolégicos

Sea X un conjunto. Una coleccion 7 de subconjuntos de X tales que
1. el conjunto vacio () y el conjunto X pertenecen a 7,
2. Si A,B e r,entonces AN B € T,
3. la union de cualquier familia de elementos de 7 pertenecen a 7

es una topologia sobre X. Los elementos de la coleccion 7 se llaman conjuntos
abiertos y la pareja (X, 7), o simplemente X si no cabe duda sobre cual es la colec-

cion 7, se llama espacio topoldgico.

1. Si X es un espacio métrico, la topologia generada por la coleccién de todas las
bolas es una topologia sobre X que se llama la topologia métrica o la topologia
generada por la métrica. Los espacios métricos son una importante clase de
espacios topologicos. La topologia usual sobre R, y en general sobre R”, es la
topologia generada por la métrica usual.

Si la topologia sobre un espacio X esta generada por una métrica decimos

que X es un espacio metrizable.
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2. Sea X un conjunto cualquiera. La coleccion P(X) de todos los subconjuntos
de X es una topologia sobre X que recibe el nombre topologia discreta. El
espacio (X, P(X)) se llama espacio discreto. Notese que esta topologia esta

generada por la métrica discreta sobre X.

3. Sea X un conjunto cualquiera. La coleccion {), X} es una topologia sobre
X que se llama topologia trivial o topologia grosera. El espacio X con esta

topologia es un espacio trivial o espacio grosero.

La colecciéon 7 = {0, {0},{0,1}} es la topologia de Sierpinski sobre el conjunto X =
{0,1}. El espacio (X, ) se llama el espacio de Sierpinski.
Sean X y Y espacios topolégicos. Una funcién f : X — Y es continua si f~1(O) es

un conjunto abierto en X para cada conjunto abierto O de Y.

1. Si f: X — Y es una constante de valor &, entonces f continua. En efecto, si
O es un subconjunto abierto de Y entonces f~1(0O) es X o (), dependiendo si

k es 0 no un elemento de O. En cualquier caso f~!(O) es abierto en X.
2. Si X es un espacio discreto, cualquier funcién con dominio X es continua.

3. Si Y es un espacio grosero, es decir si los Unicos subconjuntos abiertos de Y

son () y el mismo Y, entonces toda funcién con codominio Y es continua.

Si (X, 7)y (Y, ) son espacios topologicos, si f : X — Y y si B es una base para

una topologia de Y podemos hacer las siguientes observaciones:
1. Si f es continua, entonces f~!(B) es abierto en X para cada B € B.

2. De manera reciproca, si f~'(B) es abierto en X paracada B € Y y O es un
subconjunto abierto de Y, entonces O = | J,.; B; para alguna familia {3, };c; de

elementos de Y, luego
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f_l(o) = f_l(UieI Bi) = Uie[(f_lBi)
es abierto en X.

Las observaciones anteriores nos permiten concluir que una funcion f : X — Y es
continua si y solo si la aplicacién imagen inversa de f aplica elementos basicos de
la topologia de Y en subconjuntos abiertos de X.

Se considera el intervalo [0, 1) con la topologia inducida de la topologia usual de R
y se denota con C' = {z € C : |z|> = 1} a la circunferencia compleja, con centro en
el origen y radio 1. Se define la funcién f : [0,1) — C por f(x) = e*™*

Veamos que f que es una funcién continua.

Figura 6. f es continua

El conjunto formado por todos los segmentos abiertos de la circunferencia es una
base para la topologia de C. Sea J un segmento y ademas no contiene al numero
complejo 1, se tiene que f~'(J) es un intervalo abierto (a,b) tal que 0 < a < b < 1,
asi f~!(J) es abierto en [0,1). Por otro lado, si 1 € J, entonces f~'(J) es de la
forma [0,a) U (b.1) con 0 < a < b < 1y este también es un abierto en [0, 1). Asi, f es
continua. S* con la topologia heredada de R? es un espacio topolégico.

S? con la topologia heredada de la topologia usual de R? es un espacio topolégico.

2.2. Homeomorfismos

Sean P = (0.1) € R* S' = {(z1,22) : 23 + 23 = 1} y consideremos la siguiente

proyeccion estereografica A : S — {P} — R, ; Az, 7o) = +Z. Esta funcién es con-

1—zo°
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tinua, uno a uno, sobreyectiva, y ademas su inversa \~! : R — S — { P}, definida

por A (z) = (3%, ii—;}) también es una funcién continua. Ademas permite pasar
de S*—{P} aR, por la funcién f, es decir, si conocemos la topologia de un espacio,

conocemos la topologia del otro espacio.

Figura 7. Proyeccion estereogréafica de S* en R

Un homeomorfismo es una funcién F' : A — B entre dos espacios topologicos A, B
tal que F' es continuay lainversa F~! : F(A) C B — Atambién es continua. Si existe
F : A — B decimos que los espacios Ay B son homeomorfos. Sea f : R — R una
funcidon sobreyectiva y estrictamente creciente (esto significa que si < y entonces
f(z) < f(y)), se tiene entonces que f es un homeomorfismo. En efecto, como f es
estrictamente creciente, f es uno a uno. Ademas, si w < z se tiene f~!(w) < f~1(z2).

Ahora sean a < b, se encuentra que:

z € fHa,b) & f(z) € (a,b)
Sa< flx)<b
o (@) <z < 1)
< a€(fHa), 7))
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Asi f~1(a,b) = (f(a), f~'(b)). Esto muestra que f es continua. Con un procedi-
miento similar se muestra que f~! es una funcién continua.

Es claro que una funcién continua f : X — Y es un homeomorfismo si y sélo si exis-
te una funcién continua g : Y — X tal que g es la inversa de f. Esdecir,go f =1,y
fog=1I,donde I, e I, son las funciones identidad de X y Y respectivamente.
Cabe notar que si una funcién f~! es continua es equivalente a decir que f envia
conjuntos abiertos en conjuntos abiertos, o que f envia conjuntos cerrados en con-

juntos cerrados.

Si X y Y son espacios topoldgicos y f : X — Y es una funcién uno a uno y sobre-

yectiva, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. f es un homeomorfismo.
2. Si A C X, entonces f(A) es abierto en Y siy solo si A es abierto en X.

3. Si K C X, entonces f(K) es cerrado en Y siy sblo si K es cerrado en X.

4. Si M C X, entonces f(M) = f(M).

La relacion ser homeomorfos es una relaciéon de equivalencia. Esto significa que se
puede ver a los dos espacios topolégicos como el mismo espacio. La relacién ser
homeomorfos permite conocer un espacio topoldgico por sus caracteristicas mas
especiales y no sélo por los nombres de sus elementos. Estas caracteristicas espe-

ciales, hacen referencia a las propiedades topolégicas del espacio.

Una propiedad topolégica es aquella que si la posee un espacio X, la posee también
cualquier espacio homeomorfo a X.
Sea F' : R? — R3 dado por

F(z,y,z) = (za,yb, zc), con a, b, c € R*.
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Note que I es continua ya que cada funcidon componente es continua, y ademas la

restriccion de F|s2 es continua, F : 52 — R3y se tiene F/(S2) = E, donde
E:{(m,y,z)ERgzi—z—i-?é—;—i-%:l}.
Se puede ver que F' es inyectiva y

F_l((L” y? Z) = (%7 %7 %)'

por tanto, £~ = F~!g es continua. Asi F es un homeomorfismo de S2 sobre E.
Sean F': A — B, G : B — C dos homeomorfismos, entonces G o F' es un ho-
meomorfismo. Como F,G son biyectivas, es claro que G o F' lo es también, ya
que six € A, f(z) € B,y aplicando G, obtengo G(F(x)) € C,y como G es biyec-
tiva, G"'(G(F(z))) = F(z), y aplicando F~!, encuentro que F~ (G~ (G(F(x)))) =
F~Y(F(x)) = z, ahora sea y € C, aplicando G~y F'!, obtengo, F~1(G~'(y)), apli-
cando F'y G respectivamente, G(F(F~1(G7'(y)))) = G(G'(y)) = y, y asi se tiene
que G o F' es biyectiva.

Sea U C C abierto, como G es homeomorfismo, G~1(U) es abierto, igual con F' que
es homeomorfismo, F~1(G~1(U)) es abierto. Ahora usando las funciones inversas
de F, G denotadas por F y G, respectivamente. Sea V' C A abierto, por hipétesis,
F~1(V) es abierto, y al igual con G, se deduce que G-1(F ' (V)) es abierto asi Go F

es un homeomorfismo.

2.3. Topologia Cociente

Sean Y un conjunto, {(X,, 7a)aca } Una familia de espacios topologicos y para cada

o € A sea
fa : Xo—Y

una funcién. El conjunto siguiente 7 es una topologia sobre Y tal que f, es continua

para cada a € A
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r={ACY: f;1(A) € 1o,Va € A}.

El conjunto 7 es llamado topologia final sobre Y inducida por {f,}aea. Sean X un
espacio topolégico, ~ una relacién de equivalencia definida sobre X y denotamos

al conjunto de todas las clases de equivalencia por
X/ ~={T:2€ X}

donde [z] denota la clase de equivalencia de un elemento = € X. Ahora, sea ¢ la

funcién canodnica
qg: X =X/~ qlx)="+

Esta funcion induce la topologia final sobre el cociente X/ ~, y es llamada topolo-
gia cociente. El espacio asi definido se llama espacio cociente. A continuacién se
presentaran algunos ejemplos de espacios cocientes que son de nuestro interés.

Considere X = {(z,y) € R? : =1 < x < 1,0 < y < 1} y defina la relacién de

equivalencia ~ de la siguiente manera
(%0, Y0) ~ (z1,91) si'y sOlo si
1. 2o=21Yy=u1,0
2. ro=*t1, 21 =—x0Yy1 =1 —yp.

El espacio cociente que se genera al dotar a X/ ~ con la topologia cociente se

denomina cinta de M oebius.

Figura 8. Cinta de Moebius
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Recta proyectiva real P!(R).

Sea X = R? — {(0,0)}, se define la relacion de equivalencia ~ sobre X asi:

(‘T07y0) ~ <x17y1> < JA S R*: <x17y1> = )\(x(by(])'

El espacio cociente X/ ~ con la topologia cociente se llama recta proyectiva real
PL(R).

Plano proyectivo real P?(R).

Sea X =R? - {(0,0,0)}, se define ~ sobre X asi:

(on,yo,Zo) ~ (Ihyh 21) S JdNeR: (901,y1,2’1) = )\(370,y0,2’0)~

El espacio cociente X/ ~ con la topologia cociente se llama plano proyectivo real
P?(R).

Recta proyectiva compleja P*(C).

Sea X = C? — {(0,0)} definimos ~ sobre X como:

(1'073/0) ~ (37173/1> & dN e Cr: <x17y1> = )‘(370;3/0)~

El espacio cociente X/ ~ con la topologia cociente se llama recta proyectiva com-
pleja P!(C).

Plano proyectivo complejo P?(C).

Sea X = C* — {(0,0,0)} definimos ~ sobre X de la siguiente forma:

(%0, Yo, 20) ~ (21,y1,21) < IN € C* = (21,91, 21) = A (Zo, Yo, 20)-

El espacio cociente X/ ~ con la topologia cociente se llama plano proyectivo com-
plejo P?(C).
Consideremos una funcion f : X — Y. La relacion ~ definida sobre X por X ~; Y

siy solo si f(z) = f(y) es una relacion de equivalencia.
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~ es reflexiva ya que dado = € X, f(z) = f(z), asi X ~; X.

~ s es simétrica ya que sitengo =,y € X talque f(z) = f(y), setiene que f(y) = f(z)

y ~ transitiva, tomando z, y, z €,f(x)=f(y)yf(y)=f(z), porlaigualdadf(x)=f(z), asestaestransitiva.
Sean X y Y espacios topoldgicos y f : X — Y una funcién sobreyectiva. Si Y tiene

la topologia final inducida por f, entonces f se llama una aplicacién cociente. Si

f: X — Y es una aplicacion cociente, entonces Y ~ X/ ~ con el homeomorfismo
o: X/~ — Y
T = op(r) = fz)

Consideremos la funcién ¢ : X/ ~— Y definida por ¢(|z|) = f(z).

1. Siz =7y entonces f(x) = f(y), luego ¢ es una funcion bien definida.

2. Si p(T) = ¢(7), entonces f(z) = f(y), de donde = = 7, por lo tanto ¢ es uno a

uno.

3. Puesto que f es sobreyectiva, dado y € Y existe x € X tal que f(z) = v.

Entonces ¢(Z) = y y ¢ es sobreyectiva.

4. Si ¢ es la aplicacion canonica definida de X en X/ ~ entonces poq = fy
como f es continuay X/ ~ tiene la topologia final inducida por ¢, se concluye

qgue ¢ es una funcién continua.

5. Notese que A = ¢~ 1(p(A)) paracada A C X/ ~. Asi, si A es abierto en X/ ~,

entonces ¢(A) es abierto en Y. Se concluye que ¢ es una funcion abierta.

Se ha demostrado que ¢ es un homeomorfismo.

2.4. Proyeccion estereografica

En esta seccidn se define la proyeccion estereografica para mostrar los homeomor-
fismos entre las n-esferas y los espacios proyectivos de Ry C.

Sean S' = {(xy,10) e R?: 22 + 22 =1} y p = (0,1) € S*. Se define la aplicacion
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A:St—{P} >R
AMay, 2) = (755;)-

1—x2

Figura 9. Proyeccin estereogr fica, n = 1

AR — ST —{P}

)\_1(:1:') = ( 2z xkl)

22417 2241

Esta funcion es continua, uno a uno, sobreyectiva y su inversa A~! también es con-
tinua. \ es llamado proyeccion esteoreogréafica de S' — {P} en R. Veamos que X!

es inversa de \. En efecto, sea

2x 2x
—1 _ 2x  x2—-1\ _ 2241 __ z2+1 _ 2z __
Ao AT (x) = Mz 21) = 221 — oZ4iaZy1 2 %
z2+1 12+1 5
1 ! 2774 )21 2 ez
- — \— T — 1-z9 1—zg — 1-z9 e R’} —
AT e Man ) = AT = (1+<122>2’ (122)2+1> = (maar —3 )=
(1—z9)2 1-2z9+a3
z%71+2127z%
221 (1-29) 1—29”2'*‘90% _ 2zx1(1—x2) 2x2—2x% .
(33%-&-1—21‘24-33%’ x%+1—2x2+x§) - ( 2—2x2 7 2—2z9 ) - (x17$2)'
172z2+z%

En la Gltima igualdad usamos que 27 + 23 = 1 = 2?2 = 1 — 22.
Sea S% = {(z1,x9,23) € R? : 22 + 23+ 22 = 1} P = (0,0,1) € S? la aplicacion

proyeccion estereografica queda definida de la siguiente forma
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A:S?—{P} — R?

)\(%1,ZE2,QZ3) — ( L1 L2 )

1—z3’ 1—x3

Figura 10. Proyeccin estereogr fica n = 2

La inversa de la proyeccion estereografica estd dado por A~ : R? — S2—{P}; N1z, x5) =
221 229 w%—&—x%—l . 7z .z 7L . i

($%+$g+1, PR AR z§+l«g+1)' La nocion de proyeccion esteoregrafica se extiende a di

mension arbitraria. Sea S = {(x1, 22, ..., p41) € R™ 1 af + a3+ .+ 22, =1} la

esfera n — dimensional y P = (0, ...,0,1) € S". Se define la siguiente aplicacién

A:S"—{P} 5 R"

1 T2 Tn )
171’n+17 1733n+1 7 1733n+1 :

)\(Il, Ty oeny l’n+1) = (

Note que A es un homeomorfismo y entre S™ — { P} y R™.

La inversa de la proyeccin estereogr fica esta definida por

-1 _ 2y1 2y2 Yt +ya—1
A (ylv ) yn) - (y%+“.+y%+17 YAy y%+n_+y%+1)'

Consideremos también la inversa de la proyeccion estereografica compleja definida

como

A:C = S%—{(0,0,1)}

Z = )\(Z) - <ZZZ:21’ (zzijki)z’ Z;i)
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si identificamos a C = R?* 2z = z + yi = (x,y), y consideramos la inversa de la
proyeccion estereografica A\=! : R? — {0,0,1}. La compactificacion por un punto
R = R™U{oo} es un espacio métrico compacto, donde oo denota un punto abstracto

gue no esta en R con la métrica que se considera

J _ 2||lz—y|| ,
(z,y) V]2 (1+y]12)
d(x, 00) = —=2

V)2

2.5. Variedades diferenciables de dimensiéon 1y 2

En geometria diferencial una variedad diferencial de dimension 1 corresponde a una
curva diferenciable regular y una variedad diferencial de dimensién 2 se refiere a una
superficie regular.

Una curva diferenciable regular es una aplicacion diferenciable ¢ : 7 ¢ R — R3 tal
que [ es un intervalo, y para cada = € I, ¢'(z) # 0.

Si a esta definida en un intervalo cerrado [a, b], entonces vemos la diferenciabilidad
de « redefiniendo la funcién y suponiendo que para algun ¢ > 0 se puede extender
alacurvaa: (a—c, b+ c) — R?, tal que a(z) = a(r) para todo = € [a, b].

St = {(z,y) : x> + y* = 1} es una curva diferenciable.

Considere I = (0,27) y

po: 1 — S'cCR?

t — (cost,sent).

Note que ¢ parametriza todos los puntos de S! excepto a (1,0) € S! pero usando la
observacién anterior se concluye que S* es una curva diferenciable Una aplicacion
f: X — Y se llama difeomorfismo si es biyectiva y tanto ella como su inversa son
diferenciables. Se dice que f es un difeomorfismo local en un punto a € X sifes un
difeomorfismo de un entorno de a en X sobre otro de f(a) enY.

f(t) = 3 no es un difeomorfismo, ya que la raiz clbica no es diferenciable en ¢ = 0.
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Sea U C RR? un conjunto abierto.

1. Una aplicacion
o:U — R3
(w,0) = @(u,v) = (x(u,v),y(u,v), 2(u, v))
se llama diferenciable si z(u,v), y(u,v), z(u, v) tienen derivadas parciales con-

tinuas de todos los érdenes.

2. Laderivada en un punto p € U de la aplicacién ¢ es la aplicacion dy, : R* — R?

cuya matriz asociada en el punto p esta dado por

oz
ou

dgyl(a,0) = | 2

9z
ou

oz
ov
a2l G
oz
ov

1. La aplicacion dy, es lineal, diferenciable y su derivada en cualquier punto es

ella misma.

2. dy, es inyectiva si y solo si la matriz asociada tiene rango 2.

Un subconjunto S ¢ R?® es una superficie regular si, para cada p € S, existe un
abierto V' € R? y una aplicaciéon ¢ : U — V' N S de un subconjunto abierto de U de

R? sobre V C R3 tal que:

1. ¢ es diferenciable, esto significa, si, ¢(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) €
U, entonces las funciones x(u, v), y(u, v), z(u, v) tienen derivadas parciales con-

tinuas de todos los 6rdenes en U.
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2. p es un homeomorfismo. Como ¢ es continua por la condicién 1, esto significa
que ¢ admite una inversa ¢! : VNS — U que es continua; es decir, ¢! es
la restriccion de una funcién continua F : W c R?® — RR? definida sobre un

conjunto abierto W que contienea VN S.
3. Paracada q € U, la diferencial dp, : R* — R® es inyectiva.

La definicién anterior no depende de la parametrizacion escogida como lo veremos
en el ejemplo siguiente

La esfera de radio 1 S = {(z,y,2) : 2> + y* + 2> = 1} es una superficie regular.
Presentaremos dos pruebas de este resultado.

Veamos primero que la aplicacién z; : U ¢ R? — R3 definida por

2 (x,y) = (x,y, +1/1 — (22 + y?)), (z,y) € U.

con U = {(z,y) € R% 2? + y? < 1} es una parametrizacion de S*. Se puede ver que
21(U) es la parte abierta de la esfera por encima del plano xy.
Como 2% + y* < 1, la funcién /1 — (22 + y?) tiene derivadas parciales continuas de

todos los 6rdenes. Asi z; cumple la condicion 1.
1

La condicién 3 se tiene de inmediato ya que la matriz asociada a (dz;), es 0

_ z
\/17:1:2 —y?

y tiene rango 2, es decir, (dz), es inyectiva.

Para la condicion 2, se puede observar que z; es inyectiva y que z; * es la restric-
cién de la proyeccién continua 7 (x,y,z) = (x,y) sobre el conjunto z(U). Asi, 2!
es continua en z(U). De esta forma z(z,y), (x,y) € U es una parametrizacién de
S2. Después se recubre la esfera con parametrizaciones parecidas, asi se define

25 : U C R? — R? haciendo
22($7y) = (l’,y, -V 11— (‘T2 + yQ))’
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y se tiene que 2, es una parametrizacién. Note que z;(U) U z(U) recubre a S?

excepto el ecuador
{(z,y,2) eR®: 22 +y* = 1;2 = 0}.

En los planos zz y zy, se definen las parametrizaciones

2(w,y) = (2, +/1 = (22 +22), 2)
2w, y) = (1, —/1 = (22 + 22), 2)
z5(2,y) = (+v/1 = (¥> + 2%),y, 2)
z6(2,y) = (=1 — (¥* +2%),y,2)

éstas parametrizaciones junto con z;, 2, recubren a S? completamente, y se puede
concluir que S? es una superficie regular.
Ahora vamos a mostrar otra prueba pero con otra parametrizacion. Considere la

inversa de la proyeccién estereografica \ ™! : R? = {(z,y, 2) : 22 +y°+2? = 22} — {P}

1 _ 4u 4v 2(u?+v?)
)\ (UJ U) - (u2+v2+47 u2+v2+47 u2+v2+4>

Con P = (0,0,1). Es claro que todas sus funciones componentes tienen derivadas

parciales continuas de todos los 6rdenes, asi A~! cumple la condicién 1.

—4u+4v%+16 —8uv
(u2+1}2+4)2 (u2+’l}2+4)2
icié i i -1 —8uw du?—4v?+16
La condicion 3 se cumple ya que la matriz asociada a (dA\ '), es ez e e
16w 16v

(u2+v2+4)2 (u2+1)2+4)2
y ésta tiene rango 2, es decir, (d\7!), inyectiva.

Con otra proyeccion estereografica desde un punto distinto al tomado anteriormente

como polo, se parametrizan todos los puntos de S2.



3. Rectas y planos proyectivos sobre Ry C

La nocidn de espacios proyectivos surge del estudio de la perspectiva. Al estudiar la
perspectiva, se introduce la nocién de recta del infinito, el lugar en donde se encuen-
tran las rectas paralelas. En el renacimiento, no sélo los matematicos se interesaron
este tema de estudio, los pintores también, es por eso que Leonardo da Vinci escri-
bié en uno de sus cuadernos “Que nadie que no haya estudiado matematicas lea

estos libros".

3.1. Recta proyectiva real

La recta proyectiva real es homeomorfa a la mitad de una circunferencia de radio r,
de tal forma que esta tendra un solo punto al infinito (polo), ya que la relacion de
equivalencia hace que el punto final no se observe, puesto que lo esta representan-

do en el punto inicial.

Sea X = R? — {(0,0)}, se define la relaciéon de equivalencia ~ sobre X asi:

(x07y0) ~ ('Tlayl) & dA S R*: <I17y1> = )\(‘TanO)'

El espacio cociente X/ ~ se llama recta proyectiva real P!(R). Los puntos de P*(R)

se denotan por [z,y] = {(z1,y1) : (21, 41) = M=, ¥).
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Figura 11. Recta proyectiva real P*(R)

Otra forma de definir la recta proyectiva real P!(R) es considerando el punto P =
(0,1) en el plano R?, la recta y = 0, y la circunferencia S que pasa por Py el origen,
es decir, S = {(z,y) : 2? + (y — 1) = 1}.

Dado un punto x; en la recta y = 0, se construye la recta que pasa por x; y P, esta

intersecard a la circunferencia S* en x1,,.

Figura 12. Proyeccion estereogréafica de S! en R

Por construccidén encuentro que



para todo z, € S*. Si h = 0, tenemos el punto del infinito. Denotamos Q = [h,z1,] @
las coordenadas homogéneas del punto x; € Ry [0, 1] son las coordenadas homo-
géneas del punto del infinito.

Asi la recta real R unido con el punto al infinito co es una circunferencia completa. A
este conjunto se llama Recta proyectiva real P! (R).

Los puntos en el infinito se toman como el mismo punto ya que la dimensién de los
puntos del infinito es cero mientras que la dimensién de la recta es uno.

El Lema 1.2 muestra que las dos definiciones anteriores son equivalentes. Vea-
mos primero una propiedad de la recta proyectiva real P!(R). La recta proyectiva
real P!(R) es una curva regular. Por definicién, P'(R) = R? — {(0,0)}/ ~ donde
(xo,%0) ~ (z1,91) < 3IA € R — {0} tal que (zo,y0) = A(x1,y1). Si  # 0 entonces

consideremos la aplicacion

p1:I=R — {[z,y]:2+#0} C PYR)

y — [1, 9]
Observe que ¢; es diferenciable ya que cada una de sus componentes tiene deriva-
das parciales de todos los 6rdenes. Note que ¢/ (y) = (0,1) luego ¢ (y) # (0,0) para
todo y € Ry en consecuencia ¢; es una curva regular .Ademas como [z, y] = [1, ¥]

T

con x # (0 entonces ¢, tiene inversa dada por

pr' Ayl 2 #£0} CP'R) — R

ymb—>ﬂ.
xT

Note que la parametrizacién (p;,R) parametriza a todo punto de P!(R) excepto a
[0,1]. Vamos a considerar otra aplicaciéon para ver que en todo punto P*(R) es una

curva regular. Sea

po: I =R — {[v,y]:y#0} CP(R)

X > [z, 1]
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Observe que ¢, es diferenciable pues sus componentes tienen derivadas parciales
de todos los érdenes y ademas ¢, (z) = (1,0) luego ¢y (x) = (0,0) paratodo x € Ry

por lo tanto 5 es una curva regular. Note que

o3 Alryl iy #£0} =R

[2,1] s 2

ya que [z,y] = [}, 1], con y # 0. En consencuencia, P'(R) es una curva regular
La recta proyectiva real P!(R) es homeomorfa a la circunferencia unitaria S'. Con-

sideremos

¢ : PY(R) — S*

X07x1

2_ .2

, (2950:131 wl_mo)
21,29 24 .2
ity zita]

Note que ¢[0,1] = (0,1) y ¢[1, 2] = (xgil, gﬁ;}) corresponde a la inversa de la pro-

yeccion estereogréafica de R en S*. Luego ¢ es biyectiva con inversa la proyeccion

estereogréfica. A : S' — {(0,1)} — R, es decir, o ' (z,y) = ANz,y) = [-Z,0], si

Ty
[z,y] # [0, 1]y ™[0, 1] = (0,1).
En consecuencia, ¢ es un homeomorfimo ya que ¢ y ¢! son continuas.

3.2. Plano proyectivo real

El plano proyectivo real P?(R) se construye considerando una esfera, esta se corta
mediante un plano diametral que contiene el ecuador de la esfera. Los puntos que
guedan en el plano seran los de una recta proyectiva. Como el plano divide a las
esfera en dos semiesferas, se toma una y los puntos del borde seran los de la recta
proyectiva o recta del infinito. Es decir, el plano proyectivo real es homeomorfo al co-

ciente de la esfera S? por la relacién que identifica puntos diametralmente opuestos.
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Figura 13. Plano proyectivo real P*(R)

La topologia del plano proyectivo real es mas abstracta que la de la recta proyectiva
real.

Hay varias formas de construir el espacio resultante de esta identificacién. Nosotros
seguimos la que describe Aroca,[2]. Un modelo topoldgico del plano proyectivo real
se obtiene identificando en la esfera de R?® puntos diametralmente opuestos. Cor-
tando la esfera en dos planos tales que éstos son paralelos a un plano diametral,
gue contiene al ecuador de la esfera.

Después de haber hecho el corte, quedara dividida en tres partes, un anillo esférico
y dos casquetes simétricos. Al cocientar se identifican los casquetes, mientras que
al anillo se corta por un meridiano y se generan dos mitades que se identifican y
solo hay una que pegar el borde de un lado de una de las mitades con el otro lado,
pero hay que hacerlo identificando puntos diametralmente opuestos. Asi resulta una
banda de Moébius y un circulo y solo hay que tapar la banda con el circulo ajustan-
dolos borde con borde, naturalmente es imposible hacerlo dentro de R? sin producir

autointersecciones.

58



Figura 14. Topologia del plano proyectivo real P?(R)

El plano proyectivo real P?(R) es una superficie regular. Como P?(R) = R3 —
{(0,0,0)}/ ~ donde ~ esta definido asi:

(20, Yo, 20) ~ (21,91, 21) < IX € R — {0} tal que (zo, yo, 20) = A (21,91, 21), 10S puntos
de P?(R) se denotan por [z,y, z] = {(z1,vy1,21) : (z1,y1,21) = A, vy, z). Veamos que
(1, R?) es una aplicacion que parametriza los puntos [z, y, z] de P?(R) excepto a los

puntos donde = = 0. Considere

o1 :R? — {[z,y,2]:x#0}

(u,v) (1, u,v]

Note que si = # 0, [z,y, z] = [1, %, 2] y entonces

Yxtx

901_1 Alr,y, 2] x #£0} — R?

[y, 2] = (£, %)

T’ x
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Observe que ¢, es una biyeccién y es diferenciable. Ademas sin dificultad se prueba

que ¢; es bicontinua y por tanto ¢; es un homemorfismo, la matriz asociada a la
0 0
aplicacion lineal (dy1), es [1 0] la cual tiene rango 2, es decir (dy,), es inyectiva.

0 1
En conclusion, ¢, es una parametrizacién. Considere ahora
p2: R? — {[z,y,2] 1y # 0}

(u,v) [u, 1, ]

@3 :R? = {[z,y,2]: 2 # 0}

(u,v) — [u, v, 1]
Observe también que siy # 0, [x,y, 2] = [y, ,y]ysm;«éo [z,y,2] = [£,4,1]

Fi{lry ey £ 0) o R
[y’ ’y] (5’1%)

e
[

z
z)

y,2] 12 # 0} > R
e (5

De igual forma se prueba que ¢, y ¢3 son parametrizaciones del plano proyectivo

real, en consecuencia, el plano proyectivo real P?(R) es una superficie regular.

A continuacion se define la aplicacion diferenciable entre superficies regulares para
mostrar una aplicacion diferenciable entre el plano proyectivo real P*(R) y la esfera
S2.

Sean S; y S, dos superficies regulares, una aplicacién continua f : V; € S; — Sy
de un conjunto abierto V; de S; en S, se dice diferenciable en p € V;, si dadas las

parametrizaciones
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(p11U1CR2—>Slyg022U2CR2—>SQ
conp € p1(Uh) y f(p1(Ur)) C p2(Us), la aplicacion
@yl o fopr: U — Uy

es diferenciable en ¢ = ¢;'(p). Consideremos la esfera S2, el plano proyectivo real
P2(R) y
h:S?* — P(R?)
(w0, 1, 2) = [20, T1, T2]

Veamos que & es diferenciable en (0,0, 1).

Considere la parametrizacion de S? del punto (0, 0, 1), definida por
VU ={(u,v): V1—202—u®>0} — S?
(u, v) = (u, 0, V1 — u2 —v2)
y sea ¢ la parametrizacion de P%(R) del punto [0, 0, 1] dada por
0:R2 = P(R)
(z,y) = [z,y1]

Note que h(¢(U)) C o(R?). Sea o' o ho¢(u,v) = ¢ o h(u,v,v/1—u?2—02) =
o v, VI —w? =02 = o7 i, e U = [ i) Asl h es dife-

renciable, ya que u? + v* < 1. Luego & es diferenciable en (0,0, 1), y en general se

puede probar que h es diferenciable en U. Una superficie regular es orientable si no
contiene ningun subespacio homeomorfo a la banda de Méebius. En caso contrario
se dice no orientable. El plano proyectivo P?(R) no es orientable.

Sea D* = {(z,y) € R*: z? + y* < 1} y defina la relacién de equivalencia ~ asi

(1‘0790) ~ (xhyl) And (xlvyl) - (anyO) 0 (x07y0)7 (xlvyl) € Sl y (x17y1) = —(.To,y())
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Note que D? es una superficie diferenciable.

Veamos que P?(R) ~ D?/ ~. En efecto, como P?(R) ~ S2/Zyy S?/Zy ~ D?/ ~,
entonces se tiene el homeomorfismo deseado.

Note que D?/ ~ contiene un abierto homeomorfo a la banda de Moébius. Ademas
D?/ ~ ~ P%(R) entonces P?(R) contiene un abierto homemorfo a la banda de Moé-

bius. Luego P%(R) no es orientable.

Figura 15. P*(R) no es orientable

El plano proyectivo real P?(R) se descompone en un subespacio afin y un espacio

proyectivo de menor dimension, es decir, P?(R) ~ R? UP!(R). Consideremos

Uo = {[x0, 71, 72) € P*(R); 29 # 0}
Uy = {[xo, 71, 72] € P2(R); 21 # 0}
Uy = {[z0, z1, 73] € P2(R); 25 # 0}
Ho = {[xo, 21, 73] € P?(R); 29 = 0}
Hy = {[z0, 71, 22] € P*(R); 21 = 0}
Hy = {[z0, z1, 72] € P2(R); 22 =0}

Note que la unién de los conjuntos Uy, Uy, Us, Hy, Hy, H, €s igual a P?(R) ademas

cada U;, i € {0,1,2}, estd identificado con R?, esto es, U, ~ U; ~ U, ~ R?, y cada
H;,i € {0,1,2}, esta identificado con la recta proyectiva real, es decir Hy ~ H; ~
H, ~ P'(R). En conclusién, P*(R) ~ R? U P}(R).
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3.3. Recta proyectiva compleja
Sea X = C? — {(0,0)} se define ~ sobre X como:

(330,90) ~ (xlayl) & dAeC: (xlay1> = >\(330,yo)-

El espacio cociente X/ ~ se llama recta proyectiva compleja P!(C). Los puntos
de P!(C) se denotan por [z,y] = {(z1,11) : (z1,41) = A(x1,%1)}. Veamos que la
recta proyectiva compleja es una superficie regular. En las demostraciones de las
siguientes proposiciones usaremos la inmersion

C — PYC)

z — [1,z]
La recta proyectiva compleja P*(C) es una superficie regular. Como C ~ R? con

z =u+vi = (u,v). Note que

{[1,u,v] s u,v € R} ~{[1,2] : 2z =u +vi € C} C P}(C)

{lu,v,1] : u,v € R} ~ {[2,1] : z = u+vi € C} C P*(C)

entonces, consideremos la aplicacion siguiente que parametriza los puntos [1, u, v] ~
[1, 2] de P(C):

o1:U=R* — {[l,u,v]:u,v R}

(u,v) — [1,u,v]

Note que ¢;' : {[u,v,w] : u # 0 v,w € R} — R? esta definida por [u,v,w] =
(1,2, %] — (2,%). Asi ¢ :; es una biyeccion y es diferenciable, Ademas sin dificultad

Tu’u

se prueba que ¢, es bicontinua, la matriz asociada a la aplicacion lineal (dy,), es
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0 0

1 0] lacual tiene rango 2. En conclusidén ¢; es una parametrizacion.

0 1

Considere ahora

0o : U=R* = {[u,v,1] :u,v € R}

(u,v) = [u,v,1]

2 €s también una parametrizacién de los puntos de P!(C) donde [u,v,1] ~ [z, 1].
Asi {{¢1,U}, {2, U}} parametrizan todos los puntos de P!(C)
La recta proyectiva compleja P!(C) es homeomorfa a S2. Como C ~ R?, con

z=ux+yi=(x,y), entonces

¢ P1(C) — S?
con ¢[0,1] = (0,0,1) y
_ " 2242
@[17 Z] = A 1($,y) = (1;2+2y2+17 12+252+17 3321324&)

donde A\ ! es la inversa de la proyeccion estereografica de R? a S2. Este homeomor-
fismo nos da el ejemplo mas claro de la estructura llamada superficie de Riemann.
Una superficie de Riemann es una variedad compleja de dimensién compleja uno.
Otra demostracién de la proposicién 3.3.2 (ver [11])

Podemos extender la proyeccién estereografica, P=(0,0,1)

A:S?—{P} = R?

a una aplicacion
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A: 5% — PYC)

Aa,b,c) =1, 1% +it=] = [1 — c,a+ ib], si (a,b,c) # (0,0, 1),

—C

2(0,0,1) = [0, 1].
) es una biyeccion por serlo ) y su inversa X' viene dada por

X e a] = A 1R = AN (2)

’ 20
1

A [0,1] = (0,0,1)

; T . 2a ) _ 2z 2 _ a4 -1 2z
Ahora bien, si z = a+bi, o — s Y e = e = ZEH.Luego

si consideramos R* = R? x R = C x R entonces \~!(z) = (-2, 2%2-1) y por tanto

2zZ+17 zz+1
21 2121 — —
X71[20 21] - ( 2z0 20 20 1) o ( 22120 2121 — 2020
AU =\TF "z N\ = oy el
Ea RETRT (s TR | 2121 + 2020 21721 + 2020

20 20 20 20

Note que X_l[o, 1] = (0,0,1) por tanto A es continua y como es biyectiva y ambos

espacios son compactos entonces A es un homeomorfismo.

3.4. Plano proyectivo complejo
Sea X = C? - {(0,0,0)}, la relacion ~ esta definida sobre X de la siguiente forma:
(0, Yo, 20) ~ (T1, Y1, 21) < IX € C* : (21,41, 21) = A0, Yo, 20)-

El espacio cociente X/ ~ se llama plano proyectivo complejo P?(C). Los puntos

de P?(C) se denotan por [z,y,z] = {(z1,41,21) : (21,91,21) = A(z,y,2)} El plano
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proyectivo complejo se puede descomponer en un subespacio afin y un espacio

proyectivo de menor dimension, P?(C) ~ C?> UP!(C). Se define

Uy = {[z0, 21, 5] € P*(C); 0 # 0}
Uy = {[wo, 21, 22] € P2(C); 2, # 0}
Uy = {[z0, 21, 22] € P*(C); 25 # 0}
Ho = {[zo, 21, 23] € PX(C); 29 = 0}
H, = {[zo, 21, 22] € P*(C); 2, = 0}
Hy = {[xo, 21, 23] € P*(C); 22 = 0}

La unién de los conjuntos Uy, Uy, Us, Hy, Hy, H, es P?(C), ademdas cada U;,i €
{0, 1,2} esté identificado con C?, es decir, Uy ~ U, ~ U, ~ C? y cada H;,i € {0,1,2}
esta identificado con la recta proyectiva compleja, en efecto, Hy ~ H, ~ H, ~ P!(C).
En conclusiéon P?(C) ~ C? U P!(C).
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