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Introduccion

En 1906, en su tesis doctoral, Fréchet introduce la nocién abstracta de Espacio
métrico. Esta definicion estaba enfocada al estudio de convergencia y resulta un
tanto imprecisa en términos de la matematica actual. Es por esto que la nocién
de espacio métrico como la conocemos hoy en dia es atribuida a F. Hausdorff.
En 1914, Hausdorff presenta la definicién de espacio métrico con las ideas de los
trabajos de Hilbert y Weyl, que a su vez da origen al concepto de “entorno”;
objeto fundamental de la Topologia general. Es por esto que personalidades como
Bourbaki en su libro Topologia general afirma: “con Hausdorff comienza la topo-
logia general como se la entiende actualmente.” (En [1], pdgina 126 se lee: “Avec
Hausdorff commence la topologie générale telle qu’on 'entend aujourd’hui”.)

La convergencia en espacios métricos es fundamental en el desarrollo del andlisis.
Ademas, la métrica determina el nivel de diferencia o lejania entre objetos. Es por
esto que el estudio de los espacios métricos es de gran importancia y determina
una manera de estudiar la topologia del espacio.

En cursos basicos de topologia general se estudia como la métrica induce natu-
ralmente una coleccién de abiertos llamada topologia, y que, distintas métricas
pueden generar la misma topologia teniendo propiedades diferentes en el contexto
de los espacios métricos. Solo por dar un ejemplo las expresiones |z — y| y %
definen métricas que generan la misma topologia en R, pero a diferencia Ae la
primera, la segunda tunicamente toma valores entre 0 y 1, esto es, es una métrica
acotada. En nuestro trabajo investigaremos diferentes tipos de métricas que po-
demos definir sobre un conjunto. Haremos diferencias entre estas métricas tanto
desde el punto de vista topoldgico, como en el contexto propio de los espacios
métricos. Una propiedad “propia de los espacios métricos” es una propiedad que
podria danarse si cambiamos la métrica, sin alterar la topologia. En este trabajo
planteamos el problema de encontrar propiedades propias de la métrica, y espe-
ramos que el lector se interese por el tema y pueda investigar nuevas propiedades

y tal vez, sea un punto de partida para futuras investigaciones.

Esta tesis la dividimos en dos capitulos: en el primer capitulo introducimos la



definicién de métrica, damos varios ejemplos, comparamos sus topologias y es-
tudiamos algunas propiedades; en el segundo y ultimo capitulo, estudiamos el
Teorema de Heine-Borel y abordamos la nociéon de espacio métrico completo, es-
tudiamos algunas propiedades de esta importante clase de espacios métricos y
finalmente, presentamos las funciones uniformemente continuas, planteando al-
gunas preguntas entorno a la influencia de la métrica en las funciones continuas.



Capitulo 1

Conceptos basicos

Este capitulo lo dividimos en tres secciones. En la primera seccién, introduci-
mos la definicion de métrica y mostramos algunos ejemplos con sus respectivas
demostraciones. En la segunda seccién, introducimos las nociones de métricas
equivalentes y métricas topolégicamente equivalentes, estudiamos sus relaciones
y mostramos ejemplos. Finalmente, en la seccién 1.3, lo dedicamos a estudiar fun-
ciones continuas, algunas clases especiales de funciones y ejemplos relacionados
con los conceptos introducidos hasta este momento.

1.1. Definicién y ejemplos

En esta seccién presentaremos las definiciones generales que fundamentan nuestro
trabajo.

Definicién 1.1.1. Sea X un conjunto. Una métrica o distancia en X es una
funcion d: X x X — R tal que, para cada z, y y z en X, se verifica:

1. d(z,y) > 0;

2. d(z,y) = 0. si, y solo si, x = y;

3. d(z,y) = d(y,z);

4. d(xz,y) < d(z,z) + d(z,y) (desigualdad triangular).

La pareja (X, d) la llamamos espacio métrico.

Siz € X y r > 0 denotaremos By(z;7) la bola abierta con centro en x y radio r;

esto es:
By(z;r)={z¢€ X : d(x,z) <r}. (1.1)
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Una sucesion la denotaremos por (z,),eny donde cada z,, € X, para algin espacio
métrico (X, d). Diremos que la sucesién (z,),eny converge a xg € X si para todo
e > 0 existe N tal que x,, € By(z; ) para todo n > N. En este caso escribiremos
lim,, .o x, = ¢ 0 simplemente, x, — .

A continuacién daremos algunos ejemplos de métrica con sus respectivas demos-
traciones. Consideremos un conjunto X dotado con la métrica definida para cada

x,y € X por:
0, six=uy;
do(z,y) = 1.2
o) {1, six #y. (1.2)

Verifiquemos que efectivamente d; es una métrica. Las condiciones 1, 2 y 3 de la
Definicién 1.1.1 las tenemos directamente. Verifiquemos la desigualdad triangular.
Sean z,y,z € X. Probemos que do(z,y) < do(z,2) + do(2,y). Notemos que si
do(z,y) = 0, entonces tenemos la desigualdad pues do(z,z) > 0y do(z,y) > 0.
Luego supongamos que dy(z,y) = 1. Observe que si dyo(z,2) = 0y do(z,y) = 0,
entonces © = z = y; contradiciendo que x # y. De lo anterior, do(x,z) = 1 o
dO('Z?y) =1 y do(l‘,y> < do(l’,Z) + dO(Zay)‘

Un conjunto X dotado de la métrica dy lo conocemos como espacio discreto.
Para un espacio discreto, las bolas dadas en (1.1), inicamente se describen de la
siguiente manera:

{z}, si0O<r<1;
X, sir>1.

BdO(I;T) = {

La siguiente métrica es la més conocida y usada pues, es introducida en los
programas de matematicas e ingenieria desde primeros cursos de algebra y calculo
elemental. En R?, definimos para cualesquiera u = (z1,22) vy v = (y1,%2) la
distancia

d(u,v) = /(21 — y1)? + (22 — 2)2. (1.3)

Antes de demostrar que d es en efecto una métrica, mostremos la siguiente des-
igualdad conocida como la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Recordemos que para
cada punto u € R?, con u = (z,y), la norma o magnitud del punto u se define

por
[lul] = d(0,u) = Va* + y>.

Ademas, usaremos la notacién (u,v) para referirnos al producto punto entre dos
puntos u y v de R2.

Lema 1.1.2. Sean u y v puntos en R%. Entonces,

1. [{u,v)| < ||lull|v]| (Desigualdad de Cauchy-Schwarz).



2w+l | < lul| +[vl]

Demostracion. Probemos primero la primera parte. Observe que si u 0 v son cero
la desigualdad se tiene. Luego, supondremos que u y v son diferentes de cero.
Tomemos w = tu — v un punto de R? donde ¢t € R. Sabemos por definicién que
(w,w) > 0. Asi, usando propiedades elementales del producto punto

<U),U}> = t2<u7 u> - 2t<u7 U) + <U7 U> > 0,
para cualquier t. Luego, reemplazando ¢ = %, tenemos que
(u,v)

(u,u)

De lo anterior, despejando obtenemos (u,v)? < (u,u)(v,v) = ||ul]?||v||?, y por
tanto, [(u,v)| < ||ul||v]| como querfamos.

Veamos ahora el inciso 2. Sean u = (z1,72) y v = (y1,¥2) en R% Por definicién
sabemos que |[u+v||> = (z14+v1)*+ (2 +y2)? = 21+ 25+ y] + 5+ 2(z101 + Taya);
ademads, por definicién del producto punto podemos decir que % + 22 + y? + 2 +

+ (v,v) > 0.

2(z1y1 + oy2) = ||ul|* + ||v]|* + 2{u, v). Finalmente, como (u,v) < ||ul|||v]|, por
la primera parte, tenemos que ||u + v||> < [|u||? + ||[v]|* + 2||u]|.||v]| = (||u]] +
[[vl]])?. O

Ahora estamos preparados para demostrar que la distancia definida en (1.3) es
efectivamente una métrica en R2.

Teorema 1.1.3. Sea d: R? x R? — [0,00) la funcidén definida por

d(u,v) = /(21 — y1)? + (22 — 12)2,

donde u = (x1,13) y v = (y1,v2). Entonces, d es una métrica sobre R

Demostracion. Sean u = (x1,22) y v = (y1,y2). Notemos primero que d(u, v) > 0,
esto es
\/(xl —y1)? + (2 — y2)? > 0 por que cada (z; — y1)?> v (29 — y2)? son no ne-
gativos. Ademaés, d(u,v) = 0 si, y solo si, (x1 — 41)* = (73 — y2)?* = 0; es decir,
T1 =1Y1 ¥ T3 = ya. De lo anterior tenemos las condiciones 1 y 2 de la Definicién
1.1.1.

También es claro que d(u,v) = d(v,u), pues (x; —y1)? = (11 —21)? y (22— 12)* =
(yo—w2)%. Luego, solo nos resta probar la desigualdad triangular. Haremos uso del
Lema 1.1.2 y usaremos tinicamente la notacién vectorial. Sean u, v y w. Sabemos
que d(u,v) = ||u —v|| = ||(u —w) + (w — v)||. Por el Lema 1.1.2,

1w = w) + (w = V)] < [lu=w[[ +[lw =] = d(u, w) + d(w,v).

Con lo anterior terminamos la demostracion. O



La métrica d se conoce como métrica usual o métrica euclidiana. Dado p = (p1, p2)
en R? y r > 0, la bola con centro en p y radio 7 estaria dada por

Ba(pir) = {(x,y) € RZ: \/(x — p1)2 + (y — p)? <1}

Esta bola se representa como en la siguiente figura.

Figure 1.

De manera natural, claramente la métrica d se puede extender a R" y las pruebas
se desarrollan de la misma manera. Dados v = (x1,...,2,) vy v = (y1,.-..,Yn)
puntos de R™,

d(u,v) = /(21— y1)? + -+ (20— ya) %
Con argumentos similares a los expuestos en el desarrollo de la demostracion

del Teorema 1.1.3, no es dificil verificar que las siguientes funciones son métricas
sobre R2.

Definicién 1.1.4. Dados u = (x1,22) yv = (y1,y2) en R?, definimos las siguien-
tes métricas:

1. di(u,v) = |21 — y1| + |v2 — 92,
2. doo(uav) = méx{’% - yl|> ‘532 - 3/2’}-

Siguiendo argumentos similares a los que usamos en la prueba del Teorema 1.1.3,
se puede demostrar el siguiente resultado.

Teorema 1.1.5. Las funciones di y do son métricas de R?.

Por mostrar otro ejemplo, en un contexto diferente, consideremos C([0, 1], R) la
coleccién de funciones continuas de [0, 1] en R. Definimos

p(f;9) = max |f(z) — g(z)], (1.4)

z€[0,1]
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para cualesquiera fy g en C([0, ] R). Como mostraremos en el Teorema 1.1.6, p
es una métrica para C'([0, 1], R). Una bola en esta métrica la podemos representar
como en la siguiente figura.

Figure 2. B,(f;7).

A continuacién mostraremos que (C([0,1],R),p) es efectivamente un espacio
métrico.

Teorema 1.1.6. Sea C([0,1],R) la coleccion de funciones continuas de [0, 1] en
R. Para cualesquiera par de funciones f y g en C([0,1],R), definimos p(f,g)
como en (1.4). Entonces p es una métrica sobre C([0,1],R).

Demostracion. Sean f,g € C([0,1],R). Como |f(z) — g(z)| > 0 para todo z €
0, 1], tenemos que p(f, g) > 0. Ademés, p(f,g) = 0si, y solosi, |f(x) —g(x)] =0
para todo = € [0, 1]; esto es, f = g. Note que |f(x) — g(x)| = |g(x) — f(x)| para
cada x € [0,1]. Esto implica la simetria p(f, g) = p(g, f).

De lo anterior, solo debemos mostrar la desigualdad triangular. Sean f,g,h €
C(]0,1],R). Tenemos lo siguiente:

[f(z) — g(z)| < [f(x) — k()] + [h(z) — g(z)|, para cada = € [0,1].
Asi,
p(f,9) = sup [f(z) —g(x)| < sup {\f( ) = h(z)| + |h(z) — g(z)[}.

z€[0,1] z€[0,1

Finalmente, observe que

méx {|f(2) = h(z)| + [h(z) — g(x)[} < mdx [f(z) — h(z)[ + mdx [h(z) - g(z)|.

z€[0,1] z€[0,1] €[0,1]

De lo anterior, p(f,g) < p(f,h) + p(h, g). O
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Definicién 1.1.7. En C([0,1],R) definimos la métrica

o(f.9) = / (@) — g(w)] d.

para cualesquiera funciones f y g en C([0,1],R).

Con argumentos similares a los que mostramos en el teorema anterior es posible
demostrar que o es efectivamente una métrica sobre C([0, 1], R).

1.2. Meétricas equivalentes
La siguiente definicion serda de gran importancia en el desarrollo del presente
trabajo.

Definicién 1.2.1. Sean X un conjunto y p y ¢ métricas de X. Diremos que p y
o son métricas equivalentes si existen reales positivos ¢; y ¢y tales que

cp(z,y) < oz, y) < cp(z,y),
para cualesquiera z,y € X.

A continuacién mostraremos algunos ejemplos de métricas equivalentes.

Proposicién 1.2.2. En R? considere d dada en (1.3) y las métricas dy y duy in-
troducidas en la Definicion 1.1.4. Entonces, d,d, y ds son métricas equivalentes.

Demostracién. Sean u = (x1,%2) y v = (y1,y2) puntos de R?. Para la prueba de
la proposicién mostraremos que:

doo(u,v) < d(u,v) < dy(u,v) < 2doo(u,v). (1.5)

Observe que |z; — yi| < v/(x1 —y1)?+ (¥2 — y2)? para cada i € {1,2}. Asi,
max{|z1 — v, [r2 — yao|} < /(x1 —y1)?+ (¥2 — y2)2. Con lo que tenemos que
doo(u,v) < d(u,v).

Note que:

di(u,v)? = (21— y1)* + (22 — ¥2) + 2|21 — 31|72 — W),

y

d(u,v)* = (z1 — 11)* + (22 — 12)*.
De donde se concluye que d(u,v)? < d;(u,v)?; esto es, d(u,v) < dy(u,v).
Finalmente, [z1—y1|+|za—yo| < 2[z1—wi], si|zi—p| = |w2—yol, ¥y [21— 41 [+]z2—
Yo| < 2| —1yal, si|z2—ya| > |21 —11]. Con esto tenemos que d; (u, v) < 2dy(u,v),
concluyendo de esta forma la prueba de (1.5). O
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Naturalmente, las métricas definidas en 1.1.4 se pueden enunciar para cualquier
espacio euclidiano R™ de la siguiente manera: Dados u = (z1,...,2,) vy v =
(y1,---,yn) en R™ definimos:

Lodi(u,v) = |zr — |+ + |20 — Ynl;
2. doo(u,v) = max{|zy — v, .., |zn — ynl}-

De esta forma la Proposicién 1.2.2, la podemos enunciar con la misma demostra-
cién asi:

Proposicion 1.2.3. En R"™ considere las métricas d, dy y doo. Entonces d,dy y
dso SON Métricas equivalentes.

Dado un espacio métrico X con métrica d y U C X. Diremos que U es abierto si
para cada z € U existe un r > 0 tal que By(x;r) C U.
Sea

74 ={U C X : U es abierto}.

La coleccién 7 de abiertos del espacio métrico (X, d), se conoce como la topologia
de X inducida por d. Ademds, un subconjunto A C X se dice cerrado si X \ A
es abierto.

Lema 1.2.4. Dado X un espacio métrico con métrica d. Entonces By(x;r) € 4
para cualesquiera x € X yr > 0.

Demostracion. Sea z € By(x;r). Definamos s = r —d(z, z). Note que s > 0. Para
mostrar que By(z;7) € 74, debemos verificar que By(z;s) C Ba(x; ).
Sea w € By(z;s). Notemos que

d(w,z) < d(w,z)+d(z,x) < s+d(z,z) =r.
Asi, w € By(x;r) y Ba(z;8) C By(x;r). O

Proposicion 1.2.5. Sea X un espacio métrico con métrica d. Entonces la colec-
cion de abiertos 14 satisface las siguientes condiciones:

1. @,X € T4,
2. UNV €1y, para cualesquiera U,V € 1y;

3. \{U; :i € I} € 74, para cualquier coleccion {U; :i € 1} C 4.



Demostracién. Por definicién tenemos que () y X son elementos de 74. Sean U,V €
Tq. Veamos que U NV € 75. Sea x € UNV. Como x € U, existe r > 0 tal
que By(z;r) C U. De la misma forma, existe s > 0 donde By(z;s) C V. Sea
[ = min{r, s}. Tenemos asi que By(z;1) CU NV y por tanto, UNV € 74.

Finalmente, sea {U; : i € I} una coleccién de elementos de 745. Debemos probar
que (J{U; : i € I} € 14. Sea x € |J{U; : i € I}. Luego, existe iy € I tal que
x € Uy,. Asi, existe 7 > 0 tal que By(z;r) C Uy,. Como Uy, C | J{U; : i € I},
By(x;r) C\U{U; : i € I}. De lo anterior |J{U; :i € I} € 74. O

Definicién 1.2.6. Sean X un conjunto y p y ¢ métricas de X. Diremos que p
y o son métricas topologicamente equivalentes si generan las mismas topologias;
esto es 81 7, = 7,.

El siguiente resultado es de gran utilidad para comparar topologias inducidas por
diferentes métricas.

Teorema 1.2.7. Sean X un conjunto y d y p métricas sobre X. Entonces, 74 C 7,
si, y solo si, para cualesquiera x € X yr > 0, existe s > 0 tal que B,(x;s) C
Ba(x;r).

Demostracion. Supongamos primero que 74 C 7,. Por el Lema 1.2.4, By(z;r) €
Ta- Asi, By(z;7) € 7,. Como x € By(x;r), existe s > 0 tal que B,(x;s) C By(x;r).
Reciprocamente, probemos ahora que 74 C 7,. Sea U € 74. Sea x € U. Luego
existe 7 > 0 tal que By(x;r) C U. Por hipétesis, existe s > 0 donde B,(z;s) C
By(z;7) C U. De lo anterior, U € 7,. Con lo que tenemos que 74 C 7,. [l

La siguiente proposicién nos muestra en particular, por la Proposicion 1.2.2, que
las métricas d, d; y ds generan los mismos abiertos en R?; esto es, las topologias
Td, Ta, Y Td., son iguales.

Proposicién 1.2.8. Sean X un conjunto y d y p métricas de X. Si d y p son
métricas equivalentes, entonces d y p son topologicamente equivalentes.

Demostracion. Sean d 'y p métricas equivalentes de X. Luego, existen constantes
k,l > 0 tales que

kp(e,y) < d(z,y) < Ip(z,y), para cada .,y € X.

Sea By(x;r) para x € X y r > 0. Encontremos s > 0 donde B,(xz;s) C By(x;7).
Definamos s = r/l. Sea z € B,(z; s). Entonces, p(z,2) < s = r/l. Como d(z,z) <
lp(z,x), tenemos que d(z,x) < r. Asi, z € By(z;7) y B,(z;5) C By(x;r). Por el
Teorema 1.2.7, 74 C 7,. De forma similar, usando el hecho que kp(z,y) < d(z,y)
para cualesquiera x,y € X, podemos demostrar que 7, C 74. Asi, 7q = 7,. [l
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1.3. Funciones continuas

La manera que relacionamos espacios métricos es mediante las funciones con-
tinuas. El concepto de funcién continua es usado desde los primeros cursos de
calculo en cualquier carrera de matematicas e ingenierfa.

Definicién 1.3.1. Sean X y Y espacios métricos y a € X. Una funcién f: X —
Y es continua en a, si para todo abierto V de Y con f(a) € V, existe un abierto
Uen X cona €U tal que f(U) C V. Se dice que f es continua si f es continua
en todo punto de X.

Si Y es cualquier espacio métricoy f: X — Y es cualquier funciéon, donde X es
el espacio discreto, entonces f es una funcién continua.

Teorema 1.3.2. Sea f: X — Y wuna funcion entre espacios métricos X y Y.

Entonces, f es continua si, y solo si, f~Y(V) es abierto para cada abierto V de
Y.

Demostracion. Supongamos primero que f es continua y sea V' un abierto de Y.
Para mostrar que f~!(V) es abierto de X, sea x € f~1(V). Como f(z) € V y f
es continua, existe un abierto U tal quez € Uy f(U) C V. Asl, z € U C f~1(V).
De lo anterior, f~*(V) es abierto.

Reciprocamente, sea a € X y V un abierto de Y tal que f(a) € V. Como f~}(V)
es abierto y a € f~1(V), basta tomar U = f~!(V) y tenemos que f(U) C V; esto
es, f es continua. O

Las siguientes clases de funciones que denominamos isometrias seran de gran
importancia en el desarrollo de nuestro trabajo.

Definicién 1.3.3. Sea f: X — Y una funcién definida entre espacios métricos X
y Y. Diremos que f es una isometria si d(f(z), f(y)) = d(z,y) para cualesquiera
reyen X.

Naturalmente toda isometria es una funcién continua. Ademads, note que una
isometria es una funcién inyectiva. Asi, tomando por ejemplo f(z) = 2? definida
en R es una funcién continua, que no es una isometria.

Ejemplo 1.3.4. Consideremos el espacio euclideo R™ y p un punto fijo de R".
Definamos f: R™ — R"™ por f(x) = x + p para cada x € R™. Note que ||f(z) —
fWll =l +p—y—0pll =z —yl|; esto es, f es una isometria.

Las traslaciones muestran que, dados a,b € R", existe una isometria f: R" — R"”
tal que f(a) = b. Este echo se expresa diciendo que R™ es homogéneo.
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Definicién 1.3.5. Sea f: X — Y una funcién continua entre espacios métricos.
Diremos que f es un homeomorfismo si f es biyectivay f~!: Y — X es continua.

Note que si f es un homeomorfismo, y 7y p son las familias de abiertos de X y Y,
respectivamente, entonces ¢: 7 — p definida por ¢(U) = f(U) es una biyeccién.

Proposicién 1.3.6. Sea f: X — Y una funcion continua. Si f es una isometria,
entonces f: X — f(X) es un homeomorfismo.

Demostracion. Sean d y p las métricas de X y Y, respectivamente. Notemos que
por definicién f es una funcién inyectiva. Asi, f: X — f(X) es una biyeccién.
Luego, debemos probar que f~': f(X) — X es continua. Sean y € f(X)y W
un abierto en X tal que f~!(y) € W. Como f: X — f(X) es biyectiva, existe
un tnico x € X tal que f(x) =y y asi, f}(y) = z. Sea U = f(W). Es claro que
y€e Uy f~1(U) = W. Luego, solo debemos mostrar que U es abierto. Sea z € U.
Como f~1(z) € W y W es abierto, existe r > 0 tal que By(f~'(2);r) C W. Como
[ es una isometria, tenemos que f(By(f~'(2);7)) = By(z;7). Asi, By(z;7) CU'y
U es abierto. O

Note que por ejemplo, f: R — R definida por f(z) = 2* es un homeomorfismo

que no es una isometria. La relacion entre las isometrias y los homeomorfismos
la abordaremos con méas detalle en el siguiente capitulo.
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Capitulo 2
La métrica y la topologia

En este capitulo desarrollamos el objetivo central de esta tesis. Abordaremos
algunas propiedades propias de los espacios métricos; esto es, dado un espacio
métrico X con métrica d, tenemos una coleccién de abiertos que denotamos por 7.
Como vimos en el capitulo 1, es posible definir una métrica diferente p sobre X tal
que 74 = T,, métricas topolégicamente equivalentes (ver Definicién 1.2.6), pero sin
embargo, existen propiedades que se tienen con la métrica d que no se tienen con p,
o viceversa. A esto nos referimos con propiedades propias de los espacios métricos.
En este capitulo abordamos algunas de estas propiedades y esperamos que el
lector, desarrollando su curiosidad, investigue nuevas propiedades que extienda
la lista de propiedades que presentamos en este trabajo.

2.1. Conjunto acotado y Heine-Borel

En esta seccion presentamos el Teorema de Heine-Borel y resaltamos la impor-
tancia de la métrica para su aplicacién.

Definicién 2.1.1. Sean X un espacio métrico con métrica d y A C X. Diremos
que A es acotado si existen xg € X y R > 0 tal que A C By(zg; R).

Note que si X es cualquier conjunto y dy es la métrica definida en (1.2), X es el
espacio discreto, entonces X es acotado y por tanto, cualquier A C X es acotado,
pues A C By, (0;2) para cualquier zy € X.

La siguiente proposicion es de gran importancia en esta seccion.

Proposicion 2.1.2. Sea X un espacio métrico con métrica d. Definimos

d'(z,y) = min{d(v,y), 1},

para cualesquiera x,y € X. Entonces d' es una métrica de X y ademds, d y d’
son topologicamente equivalentes.
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Demostracion. Veamos primero que d’ es una métrica. Note que como d(z,y) > 0,
d'(z,y) > 0 para cualesquiera z,y € X. Ademds, d'(z,y) = 0 si, y solo si,
d(z,y) = 0 y como d es una métrica, esto solo ocurre si = y. Notemos ademads
que d(x,y) = d'(z,y). Asi, solo debemos ver la desigualdad del tridngulo. Sean
x,y,z € X. Probemos que d'(z,y) < d'(z,z) + d'(z,y). Consideremos dos casos:

1. d(z,y) = d(z,y). Esto es d(z,y) < 1. Como d es una métrica, d(z,y) <
d(z,z) 4+ d(z,y). Note que si d(z,z) > 1 o d(z,y) > 1, entonces d'(z,y) <
&(z, 2)+d (=, y); pues, d'(z,y) < 1. Adh, d'(z,2) = d(z, 2) y &'(2,) = d(z, )
y

d'(z,y) <d(z,2)+d(z,9).

U

2. d'(z,y) = 1. En este caso, d'(z,y) < d(z,y). Nuevamente como d es una
métrica, d(z,y) < d(z,z) +d(z,y). Si d'(z,z) < d(z,z) o d(z,y) < d(z,y),
entonces d'(z,z) = 1 o d'(z,y) = 1 y de esta forma, como d'(z,y) = 1,
tenemos que

QU

d(z,y) <d'(x,2) +d(z,y).
De otra forma, d'(z,2) = d(x,z) y d'(z,y) = d(z,y), con lo que

d(x,y) < d(z,y) <d(z,2)+d(z,y) = d(z,2) + d(2,y),

Con lo anterior concluimos que d' satisface la desigualdad triangular y d’ es una
métrica para X.

Demostremos ahora que 7, = 74. Para esto usaremos el Teorema 1.2.7. Sean
x € X yr > 0. Observe que si 7 < 1, entonces By(x;r) = Bg(x;r). De esta
observacién tenemos que By(x;r) C Bg(z;r) para todo r > 0, y By(z;s) C
Bg(x;r) donde s < min{1,r}. Con esto finalizamos la prueba. O

Por el teorema anterior, note que si consideramos R con la métrica d(z,y) = |z—y|
y d'(z,y) = min{|x —y|, 1}, entonces 75 = 7. Ademads, tomando A = [0,00) C R,
tenemos que A es acotado usando la métrica d’, pero claramente no acotado en
la métrica usual d. De lo anterior la propiedad “ser acotado” es una propiedad
propia de la métrica.

A continuacion, mostraremos que, por depender de esta propiedad de ser acotado,
el Teorema de Heine-Borel se satisface con la métrica euclidiana y no es posible
cambiarlo por una métrica topolégicamente equivalente.

Dado un espacio métrico X, una coleccién de abiertos U = {U; : i € I} se dice
una cubierta de X si X C Uie[ U;. Si V C U es una cubierta de X, diremos que
V es una subcubierta de X.

Definicién 2.1.3. Un espacio métrico se dice compacto si cualquier cubierta
admite una subcubierta finita.
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A continuacién mostramos un ejemplo de un compacto.
Ejemplo 2.1.4. El intervalo cerrado [0,1] es compacto.

Sea U = {U, : @ € A} una cubierta de [0, 1]. Definamos
L={tel0,1]:[0,t] CU,U,,, para algunos a,...,a, en A}.

Es claro que L # (), pues 0 € L. Como L estd acotado superiormente por 1,
existe s € [0,1] tal que s = sup L. Observe que s € L, pues, existe U, tal que
s € Uy, pero como s es supremo existe | < s donde [[,s] C U,. De esta forma,
0,{] € U~,U,, y por tanto, [0,s] C (U ,U,,) UU,. Lo anterior muestra que
s € L.

Finalmente, probemos que s = 1. Si s < 1, entonces un argumento similar muestra
que existe s < t, donde [s, t] C U, y tenemos que [0, t] esté contenido en una unién
finita de elementos de U, contradiciendo que s es el supremo. De lo anterior, 1 € L
y [0,1] es compacto.

El siguiente teorema muestra en particular que la compacidad es una propiedad
topoldgica; esto es, no es una propiedad propia de la métrica, depende exclusiva-
mente de los abiertos del espacio.

Teorema 2.1.5. Sea f: X — Y una funcion continua donde X yY son espacios
métricos. Si K C X es compacto, entonces f(K) es compacto.

Demostracion. Sea W = {W; :i € I} una cubierta de f(K'). Como f es continua,
{f~*(W;) : i € I} es una cubierta de K (ver Teorema 1.3.2). Como K es compacto,
existe un conjunto finito

{7 W), W) ST (W0) i e T}
tal que K C f*(Wy)U---U f7YW). Asi, f(K) CWiU---UW,y f(K) es

compacto. O

El siguiente teorema nos muestra que la compacidad en un espacio métrico se
caracteriza con sus sucesiones.

Teorema 2.1.6. Sea X un espacio métrico. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. X es compacto.

2. Toda sucesion en X tiene una subsucesion convergente.
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Demostracion. Supongamos primero que X es compacto y sea (T )neny Una su-
cesi6n en X. Sea S = {x, | n € N}. Si S es finito, entonces (z,,)nen tiene una
subsucesion constante, y por tanto convergente. Asi, supongamos que S es infi-
nito. Mostremos primero que S tiene un punto limite. Supongamos lo contrario;
esto es, para cada x € X, existe r, > 0 tal que By(x;r,) NS es finito. Claramen-
te, X = J,cx Ba(x;7;). Como X es compacto, existen xy, ..., z, en X tales que
X = U, Ba(wi;ry,). Como By(xi;ry,) NS es finito para cada i € {1,...,n}, S es
finito. Contradiccién. Asi, S tiene un punto limite xy de S. Como By(zo; %) NS es
infinito para cada n, existe una subsucesion (x,, )ren tal que x,, € By(xo; %) NS
para cada k € N. Es claro que x,, = %o y (Zn)nen tiene una subsucesién conver-
gente. De esto mostramos que 1 implica 2.

Probemos ahora que 2 implica 1. Sea U = {U, | a € A} una cubierta de X.
Probemos que existe un nimero p > 0, que depende de U, tal que para cada
r € X existe U € U donde By(x;p) C U. Supongamos lo contrario, esto es,
que para cada n € N existe x, € X tal que By(x,; %) no esta contenido en
ningtin U). Por 2, (x,),en tiene una subsucesion (x,, )ken tal que x,, — xo, para
algin zp € X. Asi, existen o9 € Ay r > 0 tales que By(xo;r) C U,,. Como

Tn, — To, existe m € N tal que x,, € By(ro;5) y ni < L. Es facil ver que

2
By(zy,,; #) C By(zg;r) C U,,, pero esto contradice la seleccion de xy,,. Asi,

k

hemos mostrado la existencia de p como queriamos. Sea x; € X. De lo anterior,
existe ag € A tal que By(z1;p) C U,,. Supongamos que existe xo € X \ By(z1; p)
(en caso contrario {U,, } es una subcubierta finita). Asi, existe ay € A tal que
By(xa;p) € Uy,. Continuando de esta manera, podemos encontrar zy, ..., 7, en
X tales que z; € X \ Uf;ll Bi(z; p), para cada j € {2,...,n}. Obsérvese que si
este proceso no se detiene, entonces podemos construir una sucesion (z,)nen tal
que d(z;,z;) > p siempre que ¢ # j. Pero esta condicién conlleva que (z,,)nen 0O
tiene subsucesiones convergentes, contradiciendo 2. Asi, X = J;_, Ba(z;; p) para
algin ny {U,,, ..., Uy, } €s una subcubierta finita de U. O

El siguiente es una de los resultados més importantes de la topologia general.
Lo presentamos sin demostracion pero puede ser consultado en cualquier libro de
topologia.

Teorema 2.1.7 (Teorema de Tychonoff). Si {X, : @ € A} es una coleccion de
compactos, entonces HaeA X, es compacto.

A continuacion mostramos otro ejemplo de compacto que usaremos en esta sec-
cién. Es una consecuencia directa del Teorema de Tychonoff.

Ejemplo 2.1.8. FEl producto [ay,b1] X [ag,bs] X - -+ X [an, b,] es compacto en R",
para cualquiera reales ay, by, as, ..., ay,,by,.
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Probaremos algunos resultados necesarios para la demostracion del teorema de
Heine-Borel.

Teorema 2.1.9. Sean X un espacio métrico y K C X. Si K es compacto,
entonces K es cerrado y acotado.

Demostracion. Veamos primero que K es cerrado. Para esto, probemos que X \ K
es abierto. Sea x € X \ K. Como X es un espacio métrico, para cada k € K,
existe r > 0 tal que By(k;ry) N By(z;ri) = 0. Observe que {Bqy(k;ri) : k € K}
es una cubierta de K. Como K es compacto, existen ky,...,k, en K tales que
K C By(ki;rr,) U« U Bg(km; rx,,). Tomemos s = min{ry,,...,rs, }. Es claro
que By(x;s) N By(ki;rx,) = 0 para cada i € {1,...,m}. Asi, By(z;s)NK = (). De
lo anterior, By(z;s) € X \ K. Como z fue un punto arbitrario de X \ K, X \ K
es abierto y por consiguiente, K es cerrado.

Demostremos ahora que K es acotado. Sea xyp € X y consideremos la familia
{Ba(zo;n) : n € N}. Observemos que si z € K, entonces existe m € N tal que
d(z,z9) < m. Asi, z € UpenBa(xo;n). Como x lo tomamos arbitrariamente de K,
K C UpenBa(zo;n); es decir, {Bg(xo;n) : n € N} es una cubierta de K. Como K
es compacto, existen nq, ..., n,, en N tales que K C By(xo;n1)U---U Bg(xo; ).
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 1y < - -+ < n,,. Asi,

K C By(zo;n1) U+ U By(zo; ) = Ba(xo; ng).
De lo anterior, K es acotado. [l

Teorema 2.1.10. Sean X un compacto y K C X. Si K es cerrado, entonces K
es compacto.

Demostracion. Sea {U, : @ € A} una cubierta de K. Observe que
{Uy e AFU{X \ K},

es una cubierta de X. Como X es compacto, existen aq,...,a, en A tales que
XCU,UU,U---UU,, U(X\ K). De lo anterior,

KCUy, UU,,U---UU,,.
Asi, K es compacto y terminamos nuestra prueba. [l
Ahora estamos preparados para dar una prueba del Teorema de Heine-Borel.

Teorema 2.1.11 (Teorema de Heine-Borel). Sea K un subconjunto del espacio
euclidiano R™. Entonces, K es compacto si, y solo si, K es cerrado y acotado.
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Demostracion. Note que K es cerrado y acotado siempre que K sea compacto, por
el Teorema 2.1.9. Reciprocamente, supongamos que K es cerrado y acotado. Como
K es acotado, existe R > 0 tal que K C By(0; R). Note que By(0; R) C [—R, R]".
Por el Ejemplo 2.1.8, [-R, R]™ es compacto. Asi K es un cerrado contenido en el
compacto [—R, R|". Finalmente, K es compacto por el Teorema 2.1.10. []

En este punto resaltamos que si dotamos a R™ con la métrica d’ definida en la
Proposicion 2.1.2, entonces la métrica usual d y la métrica d’ son topolégicamente
equivalentes; esto es, generan la misma topologia. Sin embargo, conjuntos como
{z € R" : 2y > 0}, [0,00)" 0 {(z1,...,2,) : 1 = -+ = x,} son cerrados y
acotados en R™ con la métrica d’, pero no son compactos. Esto muestra que el
Teorema de Heine-Borel muestra una propiedad de la métrica usual en R".

A continuacién mostramos la diferencia entre tener métricas equivalentes y métri-
cas topol6gicamente equivalentes (ver definiciones 1.2.1 y 1.2.6).

Teorema 2.1.12. Sean K un subconjunto de R™ y d y p métricas equivalentes,
donde d es la métrica usual de R™. Entonces, K es compacto si, y solo si, K es
cerrado y acotado en (R™, p).

Demostracion. Note que K es cerrado y acotado siempre que K sea compacto,
por el Teorema 2.1.9. Reciprocamente, supongamos que K es cerrado y acotado

en (R™, p). Como K es acotado, existe R > 0 tal que K C B,(0; R). Como dy p
son métricas equivalentes, existen reales positivos ¢; y ¢ tales que

cap(z,y) <d(z,y) < cap(z,y), para cualesquiera x,y € R".

Con esto tenemos que B,(0; R) C B,4(0; coR). Note que By(0; coR) C [—coR, coR]™.
Por el Ejemplo 2.1.8, [—ca R, co R]™ es compacto. Asi, K es un cerrado contenido en
el compacto [—cy R, co R]™. Finalmente, K es compacto, por el Teorema 2.1.10. [

En el capitulo anterior definimos las métricas d; y d., en R™; métricas, que por
la Proposicién 1.2.3, son equivalentes. De esta manera podemos dotar a R"
de las métricas d; 0 ds, y usar la versiéon de Heine-Borel que mostramos en el
Teorema 2.1.12 para mostrar si un subconjunto K de R™ es compacto.

2.2. Espacios completos

En esta seccién mostraremos que la completez es una propiedad propia de la
métrica. Es decir, existen espacios métricos homeomorfos tal que uno de ellos es
completo y el otro no.

Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesion (z,)nen es de Cauchy si para todo
e > 0, existe N tal que d(z;,z;) < € para cualesquier 4,j > N.
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Proposicién 2.2.1. Sean (X, d) un espacio métrico y (x,)nen una sucesion. Si
lim,, o0 T, = xo para algin xog € X, entonces (x,)nen es de Cauchy.

Demostracion. Sea € > 0. Como x,, — g, existe N tal que z,, € By(xo; %) para
cadan > N. Sean 7,5 > N, entonces

d(xi>$j) < d(xi,xo) + d(l‘o,l'j) < g —+ g = €.

De lo anterior, (z,)en es de Cauchy. O

Definicién 2.2.2. Un espacio métrico (X,d) es completo si toda sucesién de
Cauchy converge.

Sea (Zn)nen la sucesién en R definida por z,, = % para cada n. Por la Proposi-
cién 2.2.1, (z,)nen es una sucesién de Cauchy. Ahora considere (0, 1) el espacio
métrico con la métrica que hereda de R. Note que (z,)nen C (0,1), pero no es
convergente en (0, 1). Esto es, (0,1) no es completo con la métrica usual en R.

Ahora mostraremos algunos resultados para presentar ejemplos de espacios com-
pletos.

Proposicion 2.2.3. Sean X un espacio métrico completo y Y C X. Si Y es
cerrado, entonces Y es completo.

Demostracion. Sea (x,,)nen una sucesion de Cauchy en Y. Como Y C X, () nen
una sucesion de Cauchy en X. Asi, existe zy € X tal que z, — x¢. Como (z,,)nen
estden Y y Y es cerrado, o € Y y por tanto, Y es completo. O]

Con el Ejemplo 2.1.4 y el siguiente teorema, tenemos en particular que el intervalo
cerrado [0, 1] es completo.

Teorema 2.2.4. Todo espacio métrico compacto es completo.

Demostracion. Sean X un espacio métrico compacto y (z,)n,eny una sucesion de
Cauchy. Por la Proposicién 2.1.6, existe una subsucesion (z,, )ren de (2 )nen tal
que x,, — xo para algun zy € X. Sea € > (0. De esta manera, existe nyp € N
tal que d(zy,,20) < § para todo n, > ng. Por otro lado, siendo (x,)ney una
sucesion de Cauchy, existe n; € N con n; > ng, tal que d(z,,, z,,) < 5 para todo
m,ng > ny > ng. Por lo tanto,

d(zpm, o) < d(Tpm, Tp,) + d(xp,, T0) <€, sim >n.

En consecuencia, la sucesion (z,),en es convergente. ]
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Ejemplo 2.2.5. El espacio euclidiano R™ es completo para cualquier m € N.
Sea (Zy)nen una sucesiéon de Cauchy en R™. Como (x,),en es de Cauchy, existe
N € N tal que d(xy,x;) < 1 para cualesquiera k,l > N. Sea

M = max{d(x1,0),...,d(xn_1,0),d(zn,0) + 1}.

Noétese que (zp,)neny C [—M, M]™. Como [—M, M]™ es compacto, (z,)nen €s con-
vergente, por el Teorema 2.2.4. De lo anterior, R™ es completo.

El espacio euclidiano R™ es completo y no compacto. Luego el reciproco del
Teorema 2.2.4 no es cierto.

Notemos lo siguiente: Los espacios métricos (0,1) y R son homeomorfos; por
ejemplo, basta considerar la funcién f(t) = tan(wt — 5) para cada t € (0,1), y
tenemos un homeomorfismo, y sin embargo, como hemos visto en esta seccién
(0,1) no es completo, y R si lo es. Consideremos en (0, 1) la métrica:

o(t,s) =|f(t) — f(s)], para cada t,s € (0,1).

Considerando f: ((0,1),0) — R es una isometria y por tanto, un homeomorfismo.
Esto es, ((0,1),d) (donde d es la métrica usual de R) y ((0, 1), o) son homeomorfos;
es decir, las métricas d y o son métricas topolégicamente equivalentes. Como
vemos en el siguiente teorema ((0,1),0) es completo.

Teorema 2.2.6. Sean (X,d) y (Y, p) espacios métricos y f: X — Y una iso-
metria sobreyectiva. Si (X,d) es completo, entonces (Y, p) es también completo.

Demostracion. Sea (y,)neny una sucesién de Cauchy en Y. Como f es una iso-
metria sobreyectiva, es inmediato verificar que (f~!(y,))nen €8 una sucesién de
Cauchy en X (ver Definicién 1.3.3). Como X es completo, existe o € X tal que
f~Y(yn) — 0. Finalmente, como f es continua, y, — f(x¢), donde f(zy) € Y.
De lo anterior, (y,)nen s convergente y Y es completo. [l

Lo que tenemos es que la completez es una propiedad propia de la métrica; el
intervalo (0, 1) como espacio topolégico se le pueden considerar dos métricas, con
una es completo y con la otra no. En el siguiente teorema mostramos que si un
espacio métrico es homeomorfo a un completo, entonces existe una métrica sobre
él que lo hace completo.

Teorema 2.2.7. Sean (X, d) y (Y, p) espacios métricos homeomorfos. Si (X, d)
es completo, entonces existe una métrica o sobre Y, tal que p y o son topologi-
camente equivalentes y (Y,0) es completo.
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Demostracion. Sea h: (X,d) — (Y, p) un homeomorfismo. Tomemos f: X — Y
como biyeccion, sin topologia, y definamos sobre Y la métrica

o(y,z) =d(f*(y), f *(2)), para cualesquiera y, z € Y.

Es inmediato verificar que o satisface las condiciones de la Definicion 1.1.1. Asi,
f:(X,d) = (Y,0) es una isometria sobreyectiva y por tanto, un homeomorfismo
(ver Proposicién 1.3.6). Como (X, d) es completo, por el Teorema 2.2.6, (Y, 0) es
completo. Finalmente, note que foh™': (Y,p) = (Y,0) es un homeomorfismo
y p y o son topolégicamente equivalentes. De esta manera concluimos nuestra
prueba. [l

A continuacién mostraremos otro ejemplo.

Ejemplo 2.2.8. Sea (0, 1] como subespacio de R. Observe que si d es la métrica
usual sobre R, (0, 1] no es completo. Sea p: (0,1] x (0,1] — R definida para cada
t,s € (0,1] por:

1 1

ts)=|=—-|.
p(t, s) ‘t .

La funcion p es una métrica y ademds, hace que la funcion g: (0,1] — [1,00)
definida por g(x) = * para cada x € (0,1], sea una isometria sobreyectiva. [0, c0)

es cerrado en R. Como R es completo (Ejemplo 2.2.5), [0,00) es completo, por
el Proposicion 2.2.3. Finalmente, ((0,1],p) es completo por el Teorema 2.2.6.

Finalizamos esta secciéon mostrando que la completez se preserva mediante métri-
cas equivalentes.

Teorema 2.2.9. Sean X un conjunto y d y p dos métricas equivalentes de X. St
(X, d) es completo, entonces (X, p) es completo.

Demostracion. Como d y p son equivalentes, por la Definicion 1.2.1, existen ¢; y
co reales positivos tales que

cip(z,y) < d(z,y) < cap(z,y), para cualesquiera z,y € X.

Veamos que (X, p) es completo. Sea (x,)nen una sucesion de Cauchy en (X, p).
Probemos primero que (z,)nen €s una sucesién de Cauchy en (X, d). Sea € > 0.
Entonces, como (2, )neny una sucesién de Cauchy en (X, p), existe N tal que
p(zi, ;) < = para cada,j > N. Asi,

d(fL’“LE‘j) S 02p<xi7'rj> <§g,

para cualesquiera i, j > N. De lo anterior, (x,),en es una sucesién de Cauchy en
(X,d). Como (X, d) es completo, existe zy € X tal que z,, — x¢ es (X, d). Para
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finalizar la prueba debemos probar que x, — xy en (X, p). Sea € > 0. Entonces,
existe N tal que x, € By(zo;ci€) para todo n > N. Esto es, d(xg,z,) < ¢
para cada n > N. Tenemos asi que c¢i1p(xg,z,) < d(xo,x,) < c¢1€ para todo
n > N. Concluimos que p(zg, x,) < € para todon > N y z, — xo en (X, p). Por
consiguiente, (X, p) es completo. O

2.3. Continuidad uniforme

En esta seccion trabajaremos con la funciones uniformemente continuas que de-
finimos a continuacién.

Definicién 2.3.1. Sean (X, d) y (Y, p) espacios métricos y f: X — Y una fun-
cién. Diremos que f es uniformemente continua si para cada ¢ > 0, existe 0 > 0,

tal que p(f(x), f(y)) < &, siempre que d(x,y) < 0.

Por definicién, toda funcién uniformemente continua es continua. Ademds, si
consideramos f: R — R definida por f(z) = z*® es continua, pero no es unifor-
memente continua. Una pregunta que nos interesa abordar en esta seccién es:
,podemos encontrar una métrica o sobre R, sin alterar la topologia, tal que la
funcién f: R — (R,0) o f: (R,0) — R, sea uniformemente continua?

El siguiente teorema nos permite mostrar més ejemplos de funciones uniforme-
mente continuas.

Teorema 2.3.2. Sea f: X = Y una funcion continua entre espacios métricos.
St X es compacto, entonces f es uniformemente continua.

Demostracion. Sea e > 0. Como f es continua, U = {f ' (B(y;5)) | vy € Y}
es una cubierta abierta de X. Asi, existe un nimero p asociado a U tal que si
d(z, ") < p, entonces existe yo € Y tal que {z,2'} C f~1(B(yo; §)). De lo que se
sigue que d(f(x), f(z')) < ey f es uniformemente continua. ]

Note que toda isometria es uniformemente continua. Luego, para el caso de la
funcién f(x) = 23, haciendo uso que f es un homeomorfismo, podemos definir una
nueva métrica de tal manera que f sea una isometria, para cualesquiera x,y € R,
por p(z,y) = |23 — 3®| y de esta manera f: (R, p) — R definida por f(z) = 2 es

una isometria y por tanto, uniformemente continua.

Ejemplo 2.3.3. Sea f: R — R la funcién continua definida por f(x) = x* para
cada x € R. Eriste una métrica p sobre R tal que f: (R, p) — R es uniformemente
continua.
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Consideremos el homeomorfismo h: R — R definido para cada x € R por

x? six>0:
h(z) = ’ -
(@) {—xQ, sixz <.

Como hemos hecho en casos anteriores, convertimos A en una isometria sin alterar

su topologfa definiendo la métrica p: R xR — R por p(x,y) = |h(x) — h(y)| para

cualquier (z,y) € R x R, y considerando h: (R, p) — R.

Probemos que f: (R, p) — R es uniformemente continua. Sea ¢ > 0. Tomemos
= ¢. Sean z,y € R tales que p(z,y) < 0. Consideremos algunos casos:

1. z,y > 0. En este caso p(z,y) = |22 — | = |f(z) — f(y)| < d ==

2. z,y < 0. Por definicién de h, p(z,y) = | — 2* — (—y?)| = |2* — ¢*| =
[f(z) = fly)l <d=e
3. < 0yy>0.Ahora p(x,y) = | — 2% — y?| = |2#? + y*| < §. Note que

|22 = 7| < |27+ |y°] = |2* + 3.
De esto, [f(z) — f(y)| = [2* —y?| S [2* + ¥’ < =e.
Con lo anterior concluimos que f es uniformemente continua.

Con estos sencillos ejemplos se muestra que la continuidad uniforme es un pro-
piedad propia de la métrica.

Teorema 2.3.4. Sean (X,d) y (Y, p) espacios métricos y f: (X,d) — (Y, p) una
funcion continua. Si o es una métrica en X equivalente a d y f es uniformemente
continua, entonces f: (X,0) — (Y, p) es uniformemente continua.

Demostracion. Como d y o son equivalentes, por la Definicién 1.2.1, existen ¢; y
co reales positivos tales que

cio(z,y) < d(z,y) < ceo(x,y), para cualesquiera z,y € X.

Veamos que f: (X,0) — (Y, p) es uniformemente continua. Sea ¢ > 0. Como
f:(X,d) = (Y, p) es uniformemente continua, existe § > 0 tal que

p(f(x), f(y)) < e siempre que d(z,y) < 0.

Sea v = %. Sean z,y € X tales que o(x,y) < 7. Entonces, o(z,y) < %; luego,
cao(z,y) < 0. Como d(x,y) < cyo(x,y), tenemos que d(z,y) < 6 y por tanto,
p(f(z), f(y)) < e. Con esto concluimos que f: (X,0) — (Y, p) es uniformemente
continua. [l
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Terminamos el trabajo mostrando que siempre es posible modificar una métrica,
sin alterar la topologia, para convertir una funciéon continua en uniformemente
continua.

La métrica utilizada en el siguiente teorema fue sugerida por el doctor Michael
Rincén, profesor de la Escuela de Matemaéticas de la Universidad Industrial de
Santander. Agradecemos al profesor Rincén por este valioso aporte al desarrollo
de este trabajo.

Teorema 2.3.5. Sean (X,d) y (Y, p) espacios métricos y f: X — Y una funcion
continua. St definimos

o(z,y) =d(z,y) + p(f(x), f(y)) para cualesquiera z,y € X,

entonces o es una métrica topoldgicamente equivalente a d tal que f: (X,0) —
(Y, p) es uniformemente continua.

Demostracion. Probemos primero que o es una métrica. Por definicién o(z,y)
0 para cada z,y € X. Ademds, o(z,y) = Osiysolosid(x,y) =0y p(f(x), f(y))
0; pero, como d es una métrica, tenemos que esto solo ocurre cuando r = y.
Es inmediato verificar que o(z,y) = o(y,x). Asi, solamente debemos probar
la desigualdad triangular. Sean z,y y z en X. Entonces, o(x,y) = d(z,y) +
p(f(z), f(y)). Como dy p son métricas, d(z,y) < d(z, 2)+d(z,y) y p(f(2), f(y)) <
p(f(x), f(2)) + p(f(2), f(y)). Luego,

o(z,y) <d(z,2) +d(z,y) +p(f(2), f(2) + p(f(2), f(y))
[d(z, z) + p(f(x), f(2)] + [d(z,y) + p(f(2), f(y)] = o(z,2) + 0(2,9).

Con lo anterior mostramos todas la condiciones dadas en la Definicién 1.1.1, y o
es una métrica sobre X.

v

Ahora, con el Teorema 1.2.7, probaremos que las métricas d y ¢ son topoldgi-
camente equivalentes. Note que si o(z,y) < r, para algin r > 0, entonces
d(z,y) < r, pues p(f(z), f(y)) > 0. Asi, B,(z;7) C By(x;r) para cualesquie-
raxz € X yr>0. Con esto tenemos que 75 C 7.

Veamos ahora que 7, C 74. Sean x € X y r > 0. Como f: (X,d) — (Y,p) es
continua en x, existe s > 0, tal que

p(f(z), f(2)) < g, siempre que d(zx, z) < s. (2.1)

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que s < 5. Debemos mostrar que
By(x;s) € By(w;7). Sea z € By(x;s). Sabemos que d(z,z) < s < § y por tanto,
p(f(x), f(2)) <35, por (2.1). Asf,

o(x,2) = d(z,2) + p(f(2), f(2)) < 5+ g <7
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De lo anterior, By(z;s) C By(z;r). Concluimos de esta manera que las métricas
d y o son topolégicamente equivalentes.

Finalmente, nos resta probar que f: (X,0) — (Y, p) es uniformemente continua.
Dado € > 0, basta tomar § = € y si o(z,y) < 0, entonces d(z,y) + p(f(z), f(y)) <
d =¢e. Como d(x,y) > 0, tenemos que p(f(x), f(y)) < e. Es decir, f es uniforme-
mente continua. L
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