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RESUMEN

TITULO: TOPOLOGIAS SOBRE ESPACIOS DE PALABRAS. !
AUTOR: GERARDO CORREDOR RINCON.?

PALABRAS CLAVES: ESPACIO DE PALABRAS, ESPACIO DE SUCESIONES,
TOPOLOGIA PRODUCTO, RELACION DE PREFIJO, ARBOLES DE PALABRAS,
METRICAS SOBRE PALABRAS.

DESCRIPCION:
Estudiamos topologias definidas sobre espacios de palabras. Partiendo de un alfabeto
X, definimos los conjuntos X* y X“ de las sucesiones finitas e infinitas respectivamente,

y X = X*UX¥.

En el segundo capitulo estudiamos el orden de prefijos C sobre X°°. También se estu-
dian los operadores § y v sobre los lenguajes ( subconjuntos de X* ), y su relaciéon con

el conjunto de ramas de un arbol.

En el tercer capitulo se estudian las topologias sobre X generadas por las métricas p y
pu, donde py es una métrica asociada a un lenguaje U C X*. También estudiamos las
topologias 7r y 7(c) sobre X*°, donde 7z depende de un operador de Kuratowski, y 7

es una topologia de Alexandroff que depende del orden de prefijos C.

Mostraremos que las topologias métricas asociadas a los lenguajes U y V son iguales
siy s6lo si §(U) = (V). Por otra parte, mostraremos que la topologia producto en X
es igual a la dada por la métrica px~. También se verifica que los subconjuntos G (
interseccion numerable de abiertos) de X“ con la topologia producto, son exactamente

los conjuntos de la forma §(U).

Finalmente, comparamos algunas de las caracteristicas de las topologias que se definie-
ron, teniendo en cuenta las topologias que reciben X* y X“ como subespacio topoldgico

de X,

Trabajo de grado.
2Escuela de Matematicas. Facultad de Ciencias. Universidad Industrial de Santander.
Director: Carlos Enrique Uzcéategui Aylwin, Ph.D. en Matematicas.
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ABSTRACT

TITLE: TOPOLOGIES ON SPACES OF WORDS. 3
AUTOR: GERARDO CORREDOR RINCON. #

KEY WORDS: WORD SPACE, SEQUENCES SPACE, PRODUCT TOPOLOGY,
PREFIX RELATIONSHIP, WORD TREES, METRICS ABOUT WORDS.

DESCRIPTION:
We study topologies defined on word spaces. For a finite non empty set X, let X* and
X“ be the collection of finite and infinite sequences of element of X, respectively, and

X® =X*"UX"~.

In the second chapter we study the order of prefixes C over X*°. We also study the

operators ¢ and v on the languages ( subsets of X* ), and its relation to trees.

In the third chapter we study the topologies on X“ generated by the metrics p and py,
where py is a metric associated with a language U C X*. We also study the topologies
Tr and 7y on X°°, where 7 is defined by a Kuratowski closure operator, and 7 is the

Alexandroff topology associated to the order of prefixes C.

We show that the metric topologies associated with the languages U and V' are equal
if and only if §(U) = (V). On the other hand, we will show that the product topology
in X“ is metrizable by the metric px-. We prove that the G5 subset of X“ (countable

intersection of open sets) with the product topology, are exactly the sets of the form §(U).

Finally, we compare all topologies that were defined in this monography including the

topologies induced on X* and X“ as subspace of X°.

3Grade work.
4School of Mathematics. Faculty of Sciences. Universidad Industrial de Santander.
Director: Carlos Enrique Uzcategui Aylwin, Ph.D. en Mateméticas.
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INTRODUCCION

El objetivo principal de esta tesis es estudiar algunas topologias definidas sobre
espacios de palabras. Para definir esos espacios, partimos de un conjunto X
llamado alfabeto, y denotamos con X* al conjunto de las sucesiones finitas de
elementos del alfabeto, que se llaman palabras, incluyendo la palabra vacia .
Los subconjuntos de X* son llamados lenguajes. Por otra parte, X“ es el con-
junto de las sucesiones infinitas sobre X. Finalmente, X* = X* U X“ denota
al espacio de palabras que consiste de las sucesiones finitas e infinitas en el
alfabeto X.

En el primer capitulo se enuncian algunos teoremas y definiciones clasicas de
la topologia. En el segundo se inicia con los conceptos basicos sobre los espa-
cios de palabras, en particular estudiamos el orden de prefijo entre palabras. Se
definen los operadores § y v sobre lenguajes. El operador 4, definido en [2], se
usa para caracterizar algunos subconjuntos especiales de palabras. Al final del
segundo capitulo se introduce el concepto de arbol, el cual proviene de la teoria
descriptiva de conjuntos. Mostraremos la relacion entre el conjunto de ramas de
un arbol y el operador ¢ (ver teorema 2.18). Para el desarrollo de esta seccion

nos guiamos por los textos [3] y [4].

El tercer capitulo contiene la parte mas importante de este trabajo. En él se de-
finen algunas topologias sobre espacios de palabras. La hemos dividido en dos
secciones. En la primera presentamos topologias sobre X“ y en la segunda so-
bre X*°. Nos hemos guiado, en parte, en los trabajos [1, 2, 6]. Para cada lenguaje

U C X* se introduce una métrica py sobre X“. Uno de los objetivos de esta tesis
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es demostrar que las topologias métricas asociadas a dos lenguajes U, V' son
iguales siy sélo si §(U) = §(V) (ver teorema 3.19). Por otra parte, mostraremos
un resultado conocido, que la topologia producto en X“ es igual a la dada por la
métrica px-. Otro de los objetivos de la tesis es demostrar que los subconjunto
de X*“ que son la interseccion numerable de abiertos de la producto ( es decir,

un conjunto G) son exactamente los conjuntos de la forma §(U) (denotado U?°).

En relacion a las topologia en X*°, tenemos las topologias 7, y 7 definidas en
[1]. La métrica p., resulta ser una extensién de la métrica px- definida en X«.
Por otra parte, la topologia 7 resulta tener propiedades interesantes, dado que
no es metrizable, pero si completamente regular, ademas, posee una cubierta
disjunta de dos subconjuntos, que resultan ser subespacios discretos de 7. Por
ultimo, tenemos la topologia Alexandroff asociada a un orden muy natural sobre

palabras: el orden de prefijo.

Concluimos el trabajo comparando todas las topologias estudiadas. Teniendo en

cuenta las topologias que reciben X*y X“ como subespacio de X .

La gran mayoria de las demostraciones de los resultados presentados son pro-
pias, aunque muchos de ellos son teoremas conocidos en la literatura o aparecen
sin demostracion en los trabajos consultados. Queremos mencionar la ayuda es-
pecial del profesor Ludwig Staiger, uno de los autores de los textos [1, 2, 5, 6],
por su ayuda en la demostracién del teorema 3.24. Ese teorema aparece sin de-
mostracion en [2], y fue ese trabajo el que nos motivé a estudiar las topologias

sobre los espacios de palabras.

Los espacios de palabras son estudiados principalmente en la teoria de autdma-
tas. También pueden ser estudiados desde un punto de vista geométrico. Para
nuestro trabajo soélo estudiaremos los espacios de palabras desde un punto de

vista topoldgico.
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Capitulo

PRELIMINARES

Para poder presentar las topologias sobre un espacio de palabras, se enuncian a
continuacion algunas definiciones y teoremas que son importantes para el desa-

rrollo de los siguientes capitulos.

1.1 CONCEPTOS TOPOLOGICOS

Sea X un conjunto.

Definicion 1.1. d: X x X — [0,00) es una métrica sobre X si:

1. d(z,y) =0 & z=y.

2. d(z,y) = d(y,z) Vz,y € X.

3. d(z,y) < d(z,z2) + d(z,y) Vo,y,z € X.
Elpar (X, d) es llamado espacio métrico, en el cual se definen las bolas d—abiertas
con centro en x y radio e como By(z,¢) :={y € X | d(x,y) < €}.

Ejemplo 1.2. Sea X = R?:

w di((71,22), (Y1, 42)) = |71 — 1| + |22 — 12].

12



w do((z1,22), (1, 92)) = \/(301 —y1)? + (2 — y2)*

n doo((z1,22), (1, ¥2)) = maz{|z1 — 1, |22 — yo[}
dy, dy, ds, SON métricas sobre R?2. Se dice que un conjunto A es d—abierto en un
espacio métrico si para todo = € A existe £ > 0 tal que By(z,¢) C A.

Definicion 1.3. Sea (X, d) un espacio métrico, se dice que x € X es un punto
aislado si existe ¢ > 0 tal que B,(z,¢) = {x}. En particular, si todos los puntos de

un subconjunto A C X son aislados, decimos que A es un conjunto discreto.

Definicion 1.4. Sean X,Y espacios topoldgicos, decimos que f : X — Y es

continua si y solo si f~1(V) es abierto en X paratodoV C Y abierto.

Definicion 1.5. Se dice que f : X — Y es un homeomorfismo si f es biyectiva

y tanto f como f~! son continuas.

Definicion 1.6. Seand, y d, métricas sobre un conjunto X, se dice que d, es mas
fina que ds, si la funcién identidad 1, : (X,d,) — (X, ds) es continua. En particular

si I, es un homeomorfismo se dice que las métricas son equivalentes.

Definicion 1.7. Una topologia sobre un conjunto X es una coleccion T de sub-

conjuntos de X tal que:

1.0er, Xer.
2. SiA; € T paracadai € I entonces | J A; € .
el

3. SiA,BerTentonces ANBerT.

El par (X, 7) es llamado espacio topoldgico. Si A € 7 se dice que A es abierto

de X o que A es T—abierto, y B C X se dice cerrado, si X \ B es abierto.

Ejemplo 1.8. Sea X un conjunto:

» 7 =P(X) es la topologia discreta.
» 7= {(), X} es la topologia indiscreta o grosera.
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» Sea (X,d) un espacio métrico, T, = {A C X | A es d — abierto} es la

topologia generada por la métrica d.
Definicién 1.9. Un subconjunto F de un espacio topoldgico es Gs, si es una

interseccion numerable de conjuntos abiertos.

En los espacios métricos o topoldgicos, notaremos con U, a un conjunto abierto

que contiene a A. Estos conjuntos pueden ser llamados entornos de A.
A continuacion definimos algunos axiomas de separacion.
Definicion 1.10. Sea (X, ) un espacio topoldgico, decimos que:
m FE/espacio es T o de Fréchet si y sélo si para todo par de puntos x,y € X,

existen dos entornos U,,U, tales que y ¢ U, y x ¢ U,. Una equivalencia

importante es que todo singleton {z} es cerrado.

» E/ espacio es completamente regular si y solo si para todo punto x € X
y para todo cerrado F C X tal que x ¢ F, existe una funcion continua
f: X —= 10,1 talque f(z) =0y f(F) = 1.

m E/ espacio es T, o normal si y solo si es 17 y para todo par de cerrados
A,B C X tal que An B = (), existen dos entornos U, y Up tales que
UsNUg =10.

Definicion 1.11. Dado un conjunto X, sean r,, T, dos topologias sobre X . Deci-

mos que las topologias son iguales si para todo A C X :

A es r-abierto <& A es my-abierto.

Definicién 1.12. Un subconjunto de un espacio topoldgico es perfecto si es ce-

rrado, no vacio, y no tiene puntos aislados.
Definicion 1.13. K : P(X) — P(X) es un operador de Kuratowski sobre X si
cumple con las siguientes propiedades:

1. K(0) = 0.
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4. K(A)UK(B)=K(AUB),VA,BC X.

Los operadores de Kuratowski son esenciales para comprender la topologia de-
finida en la seccion 3.2.2. El siguiente teorema nos indica como caracterizar las

topologias a través de estos operadores.

Teorema 1.14. K : P(X) — P(X) es un operador de Kuratowski si y solo si
existe una topologia T sobre X tal que K(A) = A, para todo A subconjunto de
X.

Definicion 1.15. Sea X un conjunto. Decimos que una relacion <x es un orden

sobre X, sipara todo z,y,z € X:

n ¢ <x z. (Reflexiva)
m Siz<xy y y<xaxentoncesx =y. (Antisimetria)

m Siz<xy y y<xzentoncesx <y z. (Transitiva)
Adicionalmente, se dice orden lineal si cumple que:

n (Ve,ye X) (v <xy V z>xy).

Definicion 1.16. Sea X un conjunto con un orden <x. Decimos que el orden es

denso siparatodo x,y € X talque x <x y existe z € X talque x <x z <x y.
Definicion 1.17. Dado (X,<x) y A C X, considere los siguientes elementos y
conjuntos:
, de
® m = max(A) é me Ayparatodoa € A, a <x m
, de
m n =min(A) “ e Ayparatodoa € A, a >x n.
de
= 7 es MAXIMAL de A & 1 ¢ Ayparatodoa € A, r £ a.
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s €S MINIMAL de A ¥ se Ayparatodoa € A, s # a.

CS(A) ={r e X |Va€e A a<xz}. (Cotas superiores)

CI(A) ={rx e X |VYaec A v <xa}. (Cotas inferiores)
» sup(A) := min (CS(A)). (Supremo)

n nf(A) := méx (CI(A)). (Infimo)

En el siguiente capitulo se definen varios 6rdenes sobre los espacios de pala-
bras, donde podemos caracterizar los elementos anteriores de una forma parti-

cular.

Definicion 1.18. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Se dice que S es una subba-
se de 7, si S es una subcoleccion de T, tal que todo conjunto abierto propio no
vacio en T se pueda escribir como la union de intersecciones finitas de elementos
de S.

Definicion 1.19. Para una familia indexada de conjuntos {X;};c;, su producto

cartesiano se denota como:

HXZ- = {f:]—>UXZ-|f(z')eX,~paratodoieI}.

el el
Para poder definir la topologia producto en términos de una subbase, definimos

a continuacion las funciones proyecciones.

Definicion 1.20. Dada una familia de conjuntos {X,}.c, las funciones:

U HXZ — Xj

el

foo= f0)

Se denominan proyecciones de [| X;, paracada j € I.
i€l

Ejemplo 1.21. Sea X,, = {0, 1} para todon € N, definimos el espacio de Cantor
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C=[[Xa={f1f:N={01}}.

neN

Donde sus proyecciones w, : C — {0,1} para cada f € C estan dadas por
7.(f) = f(n). Luego el conjunto S = {=;'({:}) | i € {0,1} yn € N} es una

subbase que genera la topologia dada a C.
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Capitulo

ESPACIOS DE PALABRAS

2.1 NOCIONES BASICAS

Se denota con X al conjunto del alfabeto. Supondremos que 2 < | X| < oc.

Se denota con X* al conjunto de las palabras finitas sobre X, incluyendo la pa-
labra vacia A. Por ejemplo: v = vjugus...v, tal que v; € X paratodoi € {1,2,3...k}.
Donde k es la longitud de la palabra v € X*, la cual se denota por |v|. Ademas,
|A| = 0.

Se denota con X“ al conjunto de las sucesiones infinitas sobre X, es decir,

T = T1T9x3...2,Tr41... 1Al que x; € X paratodo i € N.

Para formalizar un poco mas los conceptos anteriores, X“ se puede ver como el

producto cartesiano infinito (numerable) de {X;}ien.

X ::HXi

1€N

Donde X; = X paratodo i € N, y cada f € [[ X, se identifica por un z € X,

donde cada componente z; := f(i) , ( € N).

De forma similar X* se puede ver como la unién de todos los productos cartesia-
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nos finitos de X.

X* = [OJ ﬁXi

n=0 i=1

Dadon € N, cada f € [[_, X; se identifica por un v € X*, donde |u| = n y cada

componente u; := f(i), (i € {1,2,--- ,n}).

Ejemplo 2.1. Sea X = {0, 1}

Palabras Sucesiones

u = 10110 r = 0101010101 ------
v = 01000111 | y = 0110100110010110- - - - --

Se denota con X al conjunto de palabras y sucesiones, es decir:

X = X"UX".

A los elementos de este conjunto los llamamos cadenas.

Se denota con w' a la inversa de una palabra w € X*, lo cual consiste en escribir

al revés una palabra dada. Por ejemplo: (ab)? = ba.
Nota: Cuando una palabra es igual a su inversa, se dice que es un palindromo.
Un lenguaje es un subconjunto U C X*.

La concatenacion (o producto) entre palabras y sucesiones se denota por w.v y

w.z talque v,w € X*yz € X¥.

Ejemplo 2.2. Siu = ujusuz - - - Uy, w = wiwows - - - wy, Y x = x12223 - - - €ntonces:

U W = UU2UZ * * - UpW1W2W3 * * * Wiy, .-

U.T = ULU2UZ * * * UpX1T2T3 - - .

El conjunto de concatenaciones entre una palabra w € X* y un subconjunto de
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cadenas A C X se denota por w.A, es decir:

w.A = U w.r.

reA

De igual forma, escribimos la concatenacién de dos subconjuntos W C X* y

A C X como:

W.A = U Uw.r.

weW reA

Sea r € X*. La notacién r [, se refiere al segmento inicial de » de longitud n.

Este segmento es llamado prefijo, es decir:

T [pi=Tirar3 - Ty

Se denota con P(r) al conjunto de prefijos de r € X*°, donde:

P(r):={r ./ neN},rl=A\

De igual forma, escribimos el conjunto de prefijos de un subconjunto A C X

como:

P(A):= ] P(r).

reA

2.2 UN ORDEN SOBRE LOS ESPACIOS DE PALABRAS

Esta seccion estéd dedicada al estudio de algunos érdenes que podemos aplicar
sobre los espacios de palabras. De igual forma estudiaremos las extensiones de

algunos 6rdenes propuestos.

Definimos la relacién “ C ” de prefijos sobre X .
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Definicion 2.3. Seanr,s € X entonces:

rCs © 3¢ € x talquer.s' = s.

Notese que si w,v € X*y z € X“ tenemos que:
wCovs e X*talque wa' =w.
wC x < d' € X¥tal que w.a' = x.

La definicién anterior se puede escribir de manera equivalente como:
rCs < (GneN)(r=sl,).
Proposicidon 2.4. “ C 7 es una relacion de orden, pero no es un orden lineal.

Demostracion. Sean r, s, t € X°:

m Claramente rA =ry X\ € X, entonces r C 7.

m SirCsysCr, existenr’ s € X tal que r’ = sy s.s’ =r. Veamos que
s = X Sear.(r'.s) = (rr').s = ss =r,entonces ¥ = s = \. Por lo

tanto r = s.

m SirCtytLC s existenr’ ' € X talque r.r’ =tytt =s. Veamos que
r(r't') = s. Sear.(r't') = (rr').t’ = tt’ = s, donde r'.t' € X, entonces

rC s.

Ahora veamos que no es un orden lineal. Dado que |X| > 2, tomamos a,b € X

(a #b). Luego ab [Z ba 'y ba IZ ab. Asi “ C ” no es una relacion de orden lineal. [

Notese que si | X| = 1, es claro que paratodo r, s € X* setienequer C sVs C r,
entonces “ C 7 seria una relacion de orden lineal. El orden de prefijos nos ayuda
a reescribir mejor algunos conjuntos ya mencionados. Los cuales son la base
para estudiar y caracterizar las topologias sobre un espacio de palabras, en los

siguientes capitulos.
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Definicion 2.5. Seaw € X* yr € X* considere los siguientes conjuntos:

1. P(r) ={we X*|wCr} (Prefijos de r).
2. wX :={ue X" |wCu} (Palabras de prefijo w).
3 wXY:={reXY|wCzx} (Sucesiones de prefijo w).

4. wX® ={reX*|wlCr}

Ya definido el conjunto de prefijos, se puede ver que dado » € X, el orden
inducido al subconjunto P(r) C X es un orden lineal. También podemos pre-
guntarnos como caracterizar algunos elementos y subconjuntos de X con este

orden. (Ver definicion 1.17).

Teorema 2.6. Sea (X*°,C) y A C X tenemos las siguientes afirmaciones:

1. w =méx(A) siysolosi CS(A)=u.X>.
2. v=min(A) siysdlosi CI(A)=P(v).
3. CS(A) ={te X~ | AC P(t)}.

4. CI(A) = () P(1).

teA

5. r esMAXIMALde A siysdlosire A yr¢g |J P(t).
te(A\{r})

6. sesMINIMALde A siysdlosi s€ A y P(s)N(A\{s}) =0.

7. Si|An X¥| >2 entonces CS(A) = 0.

2.3 LOS OPERADORESJ Y v

En esta seccidn presentamos los operadores § y v sobre lenguajes, los cuales
se usan durante el desarrollo de este trabajo. El operador ¢, definido en [2], nos
ayuda a caracterizar los conjuntos G5 (definicion 1.9) sobre la topologia producto,

y también a definir una topologia sobre el espacio X en el la seccién 3.2.2 .
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Definicion 2.7. Dado un lenguaje U C X*, considere el siguiente conjunto:

U :={x € X¥| P(x)NU es infinito }.

Note que ¢ se puede ver como una aplicacion ¢ : P(X*) — P(X*) donde §(U) =
U,

Ejemplo 2.8. SeaU C X* con X = {0, 1}. Luego:

» SiU es finito entonces U° = ().

m SiU = 01.X* entonces U° = 01.X*.

» SiU = {0,01}* entonces U° = {0, 01}~.
= SiU = {0".1" | n € N} entonces U° = {.
» SiU ={0" | n € N} entonces U’ = {0}“.

» SiU ={uc X*|u=uf} es el conjunto de los palindromos, entonces
Ul ={z € X¥|(VneN)(3ng >n) talque x [,,= (v [,,)F}.

Proposicion 2.9. Dados dos lenguajes U,V C X*, se tienen las siguientes pro-

piedades:

1. (UX*)° = U.X®.

2. (UUV)Y =UU Vo,

3. (UNV)Y Ccuinve.

4. Upen(Un)° € (Upen Un)”

5. SiU C V entonces U° C V°.

6. Dado A finito tal que A C U entonces U = (U \ A)’.

7. Sitodos los elementos de UUV son minimales entonces: (U.X*)° C (V.X*)?

SiysolosiU CV.
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8. Si A = minimales(U, C) entonces (A.X*)° = (U.X*)°.

Demostracion. Sean U,V C X*

Size (UX*)Y < P(z)NU.X* esinfinito
& existeuwe UtalqueuC x

& e lUXY.

(UUV)Y = {ze€X“|P()n(UuUV)es infinito}
= {z e X¥|(P(x)nU)U (P(x)NV)es infinito}
= {zeX¥| Plx)NnU esinfinito} U{z € X¥| P(z) NV es infinito}
= U°uVve.

UNV) = {zeX“|P)nUnV)esinfinito}

{r e XY | (P(x)nU) N (P(x)NV)es infinito}

{z € X¥| P(x)NnU esinfinito} N {x € X¥ | P(x) NV es infinito}
usnve.

Nl

N

Seaz € U,n(Un)° Existe no € N tal que = € (U,,)°

P(z) N U,, es infinito.

P(z) N (U,en Un) es infinito.
é

RS (UnGN Un) :

LR

Seaz €U’ = P(z)NU esinfinito, (U CV)
= P(z) NV esinfinito

= zeV?l

»

. Veamos que (U \ A)’ = U°.

C Seax e (U\ A)’, entonces P(z)N (U \ A) = (P(x)NU)N A es infinito.

por lo tanto P(z) N U es infinito. Asi z € U°.

24



U

Sea z <€ U’ entonces P(x) N U es infinito. Dado que A es finito
(P(z)NU)\ A= P(z)n(U\ A) es infinito. Asi z € (U \ A)°.

7. = Sit € U entonces t.X* C U.X¥ (item 5). Dado que U.X¥ C V.X¥
entonces ¢.X¥ C V.X%, es decir, existe s € Vtalque s T t0tLC s.
Dado que todo elemento de U UV es minimal, entonces s = t, es decir,
teV.AsiU CV.

< Veamos que U.X* C V.X¥ (por el item 1). Si x € U.X¥, existe u € U
tal que u C x. Yaque U C V entonces u € V, es decir, z € V.X“. Asi
(UX*) C (V.X*).

8. Veamos que A.X¥ = U.X% (ver item 1).
C Esclaro que A C U entonces (A.X*)¥ C (U.X*)¥, es decir A.X* C
U.XY.

O Six € U.X¥ entonces existe v € U tal que v C z. Entonces existe
v € Atalque v C u, yaque A = minimales(U, C). Por lo tanto v C z.
Asiz € A. X%, esdecir UX¥ C A.XY,

]

Teorema 2.10. Sea U C X*, entonces U’ +# () si y sélo si existe una familia de

palabras {(u);}ien C U tal que (u); T (u)iy1-

Demostracion. Sea U C X*.

=) Si U° # (), entonces existe z € X* tal que P(x) N U es infinito. Es decir,
existe una familia infinita de prefijos {(u);}ien € P(z) tal que {(u);}ien =
(P(z)nU). Dado que ((P(z)NU),C) tiene inducido un orden total, po-
demos considerar sin pérdida de generalidad que (u); C (u);4+; para todo

i € N. Ademas es claro que {(u);}ien C U.

<) Siexiste una familia de palabras {(u); }ieny C U talque (u); C (u);41. Veamos

que U? # (), Es claro que para todo n € N existe ny > n tal que |(u);| = ng
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para algun i € N. Asi, tome = € X* tal que paratodo n € N, x,, es igual al n-
ésimo término de la palabra (u);, es decir, z,, = (u);,. Note que (u);,, = (u),,
para todo k& > i. Por lo tanto (u); C x para todo i € N, luego {(u);}ien C

(P(x) N U), entonces P(x) N U es infinito, por lo tanto = € U°. Asi U° # 0.

]

A continuacién definimos el operador ~, el cual nos caracteriza algunos conjuntos

en el siguiente capitulo.

Definicion 2.11. Dado un lenguaje V C X*, considere el siguiente conjunto:

Vii={zx e XY |Plx)ynV # 0}

Recuerde que ) es la palabra vacia. Note que v se puede ver como una aplica-
cion:
v: P(X*) — P(XY)
Vv — V7.

A continuacion se escogen los mismos lenguajes del ejemplo 2.8.

Ejemplo 2.12. SeaVV C X* con X = {0,1}. Luego:

m SiV es finito entonces V7 = V.X%,
m SiV =01.X* entonces V" = 01.X%.
» SiV ={0,01}* entonces V7 = 0.X*“.

m SiV ={0".1"|n e N}entoncesV"= |J (0".1").X*=V.X¥.
neN\{0}

» SiV = {J {w.0} entonces V" = [J (1".0).X*.

weX* neN
m SiV ={v e X*| v =} es el conjunto de los palindromos, entonces
VY= XY
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En la siguiente proposicidon podemos notar que ~ tiene propiedades similares a

las de 4.
Proposicion 2.13. Dados dos lenguajes U,V C X*, se tienen las siguientes
propiedades:

1. VI =V.X¥

2. (Uuv)"=0"uv.

3. (UNnV)YCUunv.

4. SiU CV entonces U” C V7.

5. Si todos los elementos de U UV son minimales entonces: (U)Y C (V)Y siy

sOlosiU C V.

6. Si A = minimales(U,C) entonces (A)" = (U)".

Demostracion. Sean U,V C X*:

reV? & Pla)nV £{\}

& (veV)(vCax)

& re VXY
2.
UuV) = {zeX?|Pl)Nn(UUV)#{A\}}
= {ee XY [ (P@)nU)U(Px)nV) #{A}}
= {zeX?|Pla)nU#{\}}uf{z e XY | Plx)nV #£{\}}
= UTuVvn.
3.

UNV)Y = {z€X*|P@)nUNV)£{\}}
= {z e X[ (P(x)nU)N(P(z)NV) # {A}}
{zeXY|Pla)NU £ {M\}n{z e X*| Pla)nV £ {\}}

UV

N

N
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Seaz €U = P(z)NU esinfinito, (UCV)
= P(z) NV esinfinito
= xelV?

5. = Sit € U entonces {t}” C U” (item 4). Dado que U” C V7 entonces
{t}* C V7, es decir, existe s € V talque s C t o t C s. Dado que todo
elemento de U U V' es minimal, entonces s = ¢, es decir, t € V. Asi
UCV.

< Veamos que U? C V7 (item 1). Si x € U", existe u € U tal que u C z.

Yaque U C V entonces u € V, es decir, x € V7. Asi U” C V7.

6. Veamos que AY = U".

N

Es claro que A C U entonces A” C U” (ver item 1).

U

Si z € U” entonces existe u € U tal que u C x. Entonces existe v € A
tal que v C u, ya que A = minimales(U,C). Por lo tanto v C z. Asi

x € A7, es decir U7 C A7,
]

Ya definidos los dos operadores sobre los espacios de palabras, la siguiente

proposicién es clara.

Proposicion 2.14. SiU C X* entonces U’ C U".

2.4 ARBOLES
En esta seccion introducimos el concepto de arbol para un lenguaje X arbitra-

rio. Estos conceptos se usa en el siguiente capitulo para caracterizar algunos

conjuntos relacionados con las topologias que se definen en el proximo capitulo.
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Nos hemos guiado por [3] y [4] aunque las demostraciones son propias y algunas

proposiciones y teoremas.

Definicién 2.15. SeaT' C X*, decimos que T es un arbol si para todot € T se
tiene que P(t) C T.

Definicién 2.16. Sea T un arbol, decimos que T esta bien fundado si para todo

r € X¥ se tiene que P(x)  T.

Definicion 2.17. Sea T un arbol, denotamos con [T| al conjunto de ramas del
arbol T, donde:
[T]:={x € X¥| P(x) C T}

Cada rama = € [T] cumple que para todo n € N se tiene que = [,€ T, es
decir, cada rama de 7" determina una sucesién estrictamente creciente de prefijos
{z I.}nen-Note que [T] = ) si y sélo si T es un arbol bien fundado. Es decir, [T]]

NO posee ramas.

Teorema 2.18. Sea T un arbol, entonces [T] = T°.
Demostracion. Sea T un arbol:

C) Sea x € [T], entonces P(x) C T. Por lo tanto P(x) NT es infinito, es decir,

x e T0.

D) Sea x € T?, entonces P(x) NT es infinito, es decir, para todo n € N, existe
no > n tal que z [,,€ T. Dado que T" es un arbol, P(z [,,) C T. Ya que ng
puede ser arbitrariamente grande, tenemos que paratodon € N, P(z [,) C

T, es decir P(z) C T'. Por lo tanto = € [T].

O

Definicion 2.19. Seaw € U C X*, decimos que u es trascendental sobre U, si

existe un subconjunto infinito V' C U, tal que para todov € V, u C v.

Para enunciar el lema de Kdénig primero definimos arbol finitamente ramificado.

29



Definicion 2.20. Sea T' un arbol, decimos que esta finitamente ramificado si

paracadat e T, elconjunto{w € T |t Cw y |w| = |t| + 1} es finito.

Cada palabra de un arbol finitamente ramificado no tiene infinitas extensiones
inmediatamente posteriores, es decir, de longitud una unidad mayor. Es claro
que esta definicién se trivializa cuando se usa un lenguaje finito X, como lo es en
este trabajo. Luego todo arbol es finitamente ramificado, dado que los conjuntos

{u € X* | |u] =n}, n € Nson finitos.

Lema 2.21. (Lema de Kbénig) Sea T un arbol finitamente ramificado. Si T es

infinito, entonces [T # (.

Demostracion. Dado que T es un arbol infinito, es claro que la palabra vacia
A es trascendental sobre T' (ver definicién 2.19). Dado que T arbol finitamente
ramificado, existe un numero finito de sucesores de )\, es decir, el conjunto U; =
{teT||t| =1y AL t} esfinito. Entonces existe (u); € U; transcendental, dado

que T es infinito.

Asi, de forma inductiva, dado (u), € U, transcendental, el conjunto U,,.; = {t €
T||t|]=n+1y (u), C t} es finito. (Dado que T es finitamente ramificado.) Por
lo tanto construimos la sucesion estrictamente creciente de prefijos {(u), }nen-
Luego, tome z € X* tal que = [,= (u),. Entonces P(x) C T, es decir, z € [T].
Asi, [T] # 0. O

Proposicion 2.22. S/ X es finito, entonces todo arbol bien fundado es finito.

Demostracion. Sea T un arbol bien fundado, supongamos que 7' es infinito. Dado
que trabajamos con un alfabeto finito X, es claro que el arbol T' es finitamente
ramificado. Luego por el lema de Kénig tenemos que [T] # (), es decir, existe
r € X¥tal que P(xz) C T, lo cual no puede ocurrir, dado que T es bien fundado.

Por lo tanto T es finito. O

Definicion 2.23. Sea T un arbol, decimos que esta bien podado si para todo

t €T existew € T talquet C w.
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Toda palabra que pertenece a un arbol bien podado, siempre se puede extender
a una de mayor tamarno, es decir, cada palabra estd contenida en una sucesion

infinita de prefijos.

Proposicidn 2.24. T es un arbol que no posee maximales respecto al orden de

prefijo si y solo siT es un arbol bien podado.

Demostracion. =-) Suponemos que T es un arbol que no esta bien podado,
entonces por definicion, debe existir v € T tal que paratodow € T, w C u
lo cual no puede ocurrir, dado que T' no tiene maximales. Por lo tanto 7" es

un arbol bien podado.

<) Por la misma definicién de arbol bien podado, es claro que 7' no posee

maximales.

Proposicion 2.25. Si T es un drbol bien podado, entonces T = P([T)).
Demostracion. Sea T un arbol bien podado. Veamos que T' = P([T1]):

C Dado que T esta bien podado, por la proposicion 2.24, T' no posee maxi-
males. Entonces para todo t € T existe unarama z € [T] talque ¢t C z. Es
decir, paratodo t € T', t € P([T]).

D Seat € P([T]), por la definicion de [T] (ver 2.17), se tiene que P([T]) C T.
Porlotantot € T.
O

Definicidon 2.26. Sea A C X*, denotamos con (A) al arbol generado por A,
donde:
(A) =T € X" | (AC T)(T-érbol)}.

Proposicion 2.27. Sea A C X*, entonces (A) = P(A), en particular, (A) es un

arbol.
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Demostracion. Sea A C X*.

C Esclaroque (A) C P(A),dado que A C P(A)y P(A) es un arbol.

D Dadot € P(A), veamos que para todo arbol 7, tal que A C T, se cumple
que t € T. Por definicién de P(A), existe u € A, tal que ¢t C u. Luego u € T,
dado que A C 7. Como T es un arbol P(u) CT.AsiteT.

Por lo tanto (A) = P(A). O

Notemos que, por definicién tenemos que 7" es un &rbol siy sélo si T" = P(T).
Luego, es claro que (A) = P(A) = P(P(A)) = P((A)). Es decir, (A) es un arbol.

Definicion 2.28. Sea T un arbol, decimos que es perfecto si para cadat € T,

existen dos ramas diferentes x,y € [T talquet C z yt C y.

Teorema 2.29. Sean T), T, arboles, tenemos las siguientes propiedades:

1. SiTy, T, son bien fundados entonces T, U Ty es un arbol bien fundado.

2. SiT,, T, estan bien podados entonces T, U Ty es un arbol bien podado.
4. TN [T) C [Ty NTy).

5. UnenlTn] € Unen Tl-

Dados los lenguajes U, W C X*.

6. (UYU (W) = (UUW).

7. {U)yN{W) D2({UNW).

Demostracion. Sea T, T, arboles:
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1. Si Ty, T; son bien fundados, veamos que 77 N 75 es un arbol bien fundado.
Es claro que 7T; N T, es un arbol, ya que dado t € (71 N Ty), P(t) C Ty y
P(t) C Ty. Es decir P(t) C (171 NnT,). Ahora veamos que es bien fundado.
Dado x € X%, P(x) € T\ y P(x) € T». Es decir, existen nq,n,, tal que
T o€ T, Y ¢ [n,e1€ 11 Luego, sing = méx{ny,na}, x [,,& (11 NT3). Asi,
P(z) € (T1 N T3), por lo tanto T N'T» es un arbol bien fundado.

2. SiT1,T, son bien podados, veamos que 77 U Ty es un arbol bien podado.
Seat € T UT,, entoncest € T; o t € Ty. Sin pérdida de generalidad,
suponemos que t € T;. Dado que T; esta bien podado, existe w € T; tal

que ¢t C w. Donde w € (T1UT5). Por lo tanto 7, U7, es un arbol bien fundado.

La demostracién de los item 3,4 y 5 es la misma de los item 2,3 y 4 de la propo-

sicién 2.9, dado que [T] = T° por el teorema 2.18.

Sea U, W C X*. Usamos que P(U) = (U) y P(W) = (W), por la proposicion
2.27.

6. C Seat e P(U)U P(IW). Sin pérdida de generalidad, suponemos que
t € P(U). Luego existe u € U tal que ¢t C u. Claramente u € (U U W) ,
entonces t € P(UUW).

D Seat € P(UUW), entonces existe v € (U U W) tal que ¢ C w. Sin
pérdida de generalidad suponemos que u € U, luego t € P(U). Es
decir,t € P(U)U P(W).

7. Seat e P(UNW). Entonces existe u € UNnW talque t C u. Dado que u € U
yue W,tenemosquet e P(U)yte P(W).Esdecir,t € P(U) N P(WW).

O

Observe que el conjunto | J, _ 75, no siempre es un arbol bien fundado. Un ejem-

neN
plo es tomar = € X*, luego construir T, = {x [, | kK < n}. Es claro que para cada
n € N, T, es un arbol bien fundado. Pero | J,. 7 no es un arbol bien fundado,

ya que P(z) C U,y In- En particular P(z) = .oy Tn-
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Proposicion 2.30. Si S, T son drboles bien podados tal que [S] = [T'], entonces

S=T.

Demostracion. Sean S, T érboles bien podados tal que [S] = [T].

C Sea s € S. Dado que S es bien podado, existe = € [S] tal que s C x. Ya que

[S] = [T], = € [T)]. Es decir, P(x) C T, porlotanto s € T.

D Seat e T.Dado que T es bien podado, existe = € [T] tal que t C x. Ya que
[T] = [S], = € [S]. Es decir P(x) C S, porlotantot € S.
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Capitulo

TOPOLOGIAS SOBRE LOS ESPACIOS DE
PALABRAS

Este capitulo esta destinado a la definicidon de algunas topologias sobre los es-
pacios de palabras. Los espacios topoldgicos que se presentan son: (X, 7)),
(XY 7y )s (X9 7,), (X*,7,.), (X, 7g). Para la presentacion de algunas de

estas topologias nos hemos guiado por [1, 2, 6].

3.1 TOPOLOGIAS SOBRE Xv

En esta seccion mostraremos dos topologias generadas por las métricas p y pu,
propuestas en [2], donde py depende de un lenguaje U C X*.

3.1.1. Meétrica p

En esta seccién introducimos una topologia métrica sobre X«.

Definicion 3.1. Sea n = | X|, considere las siguientes métricas:

pr: XYx XY —R
(y) - ok we P) N Py)
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p: Xx XY —R
(x,y) — mf{n= | w e P(z) N P(y)}.

]
Ejemplo 3.2. Sea X = {0, 1}.

» Siz=010010010, y = 010011101 entonces p(x,y) = ¢ y p(x,y) = 27°.

» Siz =01001110, y = 101100101 entonces p;(x,y) =1 y p(z,y) = 2° = 1.

Observe que si ¢ > 1 se tiene que B,(z,¢) = B, (z,¢e) = X“.

Proposicion 3.3. p; y p son métricas equivalentes.

Demostracion. sean z,y € X, n = | X|. Observe que:

(

nlf‘P(ﬁ)mP(y)l S| x 7é y
plz,y) = .
kO Slx =y
(
|[P(x) N P(y)|~" siz#y
pl(xay) =
0 siz=y

Veamos que f : (X¥, p1) — (X%, p) tal que f(z) = = es un homeomorfismo. Es
decir, para todo € X“ y para todo € > 0, existen d;,6, > 0 tal que B, (x,01) C

B,(z,e) y B,(x,92) C B,,(z,¢). Supondremos que ¢ < n.

= Veamos que existe ; > 0 tal que B,, (z,d1) C B,(x,¢).

By(z,e) = {ye€X|p(r,y) <e}

_ {y c Xv ‘ nl=IP@NPY) ~ 5} U {x}
Note que n'~IP&P0 < = & [P(z) N P(y)[! < ol

In(n)
In(n)—In(e)

BPl(x751) = {y € Xv | pl(‘rvy> < 51}
— [y X¥|P@) N PEHI < =B} U ()
Asi B,, (z,01) C By(z,¢).

Tomamos §; =
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= Ahora veamos que existe é, > 0 tal que B,(z,d2) C B,, (z,¢).

B, (z,e) = {yeX¥|p(x,y) <e}
= {ye XY [|P(x)NPy)| " <epu{z}

Note que | P(z) N P(y)| ™! < & < nt~P@NPWI < pi-2

Tomamos d, = nl—=

By(x,02) = {yeX|p(z,y) <o}
— {y e Xv ’ nl—\P(w)ﬁP(y)| < nl—a’l} U {l’}
Asi B,(z,02) C B, (x,¢).

Entonces f es un homeomorfismo, es decir, las métricas p y p; son equivalentes.

]

Definicion 3.4. Para z,y € X conz # y, seam,, € P(x) N P(y) el prefijo en
comun de x e y de mayor longitud. Es decir, para todo = € P(x) N P(y) se tiene
[yl > |-

Observe que |m,,| = |P(z) N P(y)| — 1. Entonces p(z,y) = n~Im=ul,

Caracterizamos las bolas abiertas del espacio (X“, p) de la siguiente manera.

Teorema 3.5. Para todo x € X“ ye > 0, existe un unico w € P(z) tal que:
B,(z,e) = w.X".

Demostracién. Sear € X¥, e >0y k=min{j € N|n™ < e} donde n = | X]|.

Sea w =z [ (es claro que w es Unico). Veamos que B,(z,c) = w.X¥.

C Seay € B,(z,e). Veamos que y € w.X*, es decir w € P(y).
Por definicién p(x, y) = n!-IP@NPWI < < Dado que |m,,| = |P(z)NP(y)|—1,
entonces n~™=vl < <. Dado que |w| = min{j € N | n™7 < &} entonces
|lw| < |my,|. Sabemos que w,m,, € P(z). Por lo tanto w C m, , donde

m,, € P(y), entonces w € P(y). Por lo tanto y € w.X*.
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D Seay € w.X“, veamos que y € B,(z,¢), es decir, n!~P@NPUI < ¢,
Por hipétesis w € P(y), entonces tenemos que w,m,, € P(x)U P(y). Por
definicion de m,, se tiene que |m,,| > |w|. Recordemos que |m,,| =
|P(z) N P(y)| — 1. Entonces n!~1P@NPWI = p=lmesl < p=Ivl < ¢ por defi-

nicion de w. Asi n!~P@"PWI < ¢ Porlo tanto y € B,(z,¢).

Es facil verificar que |w| = [—log, ()] + 1.
Corolario 3.6. Los abiertos del espacio topoldgico (X*,t,) son de la forma :
wxe = | wx,
weWw

donde W C X*.

De la proposicién 2.13 (item 1) obtenemos :

Corolario 3.7. A € 7, si y solo si existe un lenguaje W C X* tal que A = W".

Es decir, el conjunto de los abiertos bésicos es S = {{w}” | w € X*}. En particu-

lar, veremos que los abiertos basicos también son cerrados.

Proposicion 3.8. Seax € X“ y < > 0 entonces el abierto B,(x, <) es cerrado.

Demostracion. Por el teorema 3.5, B,(z,e) = w.X* para algun w € P(z). Vea-
mos que (w.X¥)* = {x € X¥ | w £ z} es abierto. Sea =z € (w.X“)° tome
e = n~*l y verifiquemos que B,(r,c) C (w.X*)°. Sea y € B,(z,¢), entonces
p(z,y) = nt=IP@NPOI < n-lvl Recordemos que |m,,| = |P(x) N P(y)| — 1, lue-
go n~mewl < p=lvl entonces |m,,| > |w| porlo tanto w Z y. Asi y € (w.X*)°
y B,(z,¢) C (w.X*)¢, entonces (w.X*)° es abierto, luego w.X“ es cerrado. Es

decir, B,(z, ) es cerrado. O

El espacio topolégico (X“,7,) es cero-dimensional, es decir, admite una base

de abiertos-cerrados.
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Ahora caracterizamos los conjuntos cerrados del espacio (X*, p). La adherencia

o clausura de un conjunto F' se denota :

Cl,(F)={x € X¥|Ve>0,B,(z,e) N F # 0}

Proposicion 3.9. Sea F' C X¥, x € Cl,(F) siy solo si P(z) C P(F).

Demostracion. Sea ' C X, entonces:

x€CIl(F) & Ve>0, By(z,e)NF #0
& Yu € P(z), uXNFE #()
& Yue P(z), Jye F talque uCy
& P(x) C P(F).

Corolario 3.10. Sea F' C X, entonces P(Cl,(F)) = P(F).

Demostracion. Es claro que C1,(F) O F, entonces P(Cl,(F)) 2 P(F).
Sea u € P(CI,(F)). Entonces existe z € Cl,(F) tal que v C z. Luego por el

teorema 3.9, tenemos que P(z) C P(F). Por lo tanto u € P(F).

Teorema 3.11. ' C X“ es cerrado si y solo existe un arbol T tal que F' = [T.

Demostracion. Sea F C X*. (Ver definicién 2.17):

= Si F es cerrado, tome T = | J, . P(x). Veamos que F' = [T].
Si z € F entonces es claro que P(z) C T'. Por lo tanto = € [T].

Siz € [T] entonces P(x) C P(T). Por lo tanto = € F'. (proposicion 3.9).

< SiT es un arbol, veamos que [T'] es cerrado, es decir [T'] = Cl,([T)).
Si z € Cl,([T]) entonces por la proposicion 3.9, P(x) C P([T]). Entonces

para todo u € P(z), existe y € [T] tal que u C y. Por definicion del conjunto
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[T], P(y) € T. Porlo tanto u € T para todo u € P(z). Es decir, = € [T].
Asi, [T] 2 CI,([T]). Es claro que [T'] € C1,([T]). Por lo tanto [T] = C1,([T]),

entonces [T es cerrado.

O

Teorema 3.12. [3] Sea T +# () un arbol bien podado, entonces el cerrado [T] es
un conjunto perfecto si y solo si T es un arbol perfecto. (Ver definiciones 1.12 y
2.28).

Demostracion. Sea T # () un arbol bien podado.

= Si [T] es un conjunto perfecto y t € T, veamos que existen sucesiones
diferentes z,y € [T talesque t Tz y t C v.
Dado que T es un arbol bien podado, existe = € [T] tal que ¢t C z. Tome
e > 0 tal que B,(z,e) = s.X“. Ya que x no es un punto aislado, entonces
no puede ocurrir que s.X* N [T] = {z}. Por lo tanto existen y # x tal que

y € s.X“N[T]. Esdecirs C yysC x. Asi, T es un arbol perfecto.

< SiT esun arbol perfecto, veamos que [T] es un conjunto perfecto. Solo falta
verificar que [T'] no tiene puntos aislados.
Supongamos que existe = € [T] un punto aislado. Entonces existe una
B,(z,¢) tal que B,(z,e) N [T] = {«}. Por el teorema 3.5, B,(z,¢) = w.X¥
para algun w € P(x). Dado que P(x) C T, tome u € P(z) tal que w C .
Ya que T es un arbol perfecto, existen y,z € [T|talque y # 2, u C yy
uC z. Porlotantow Cyy w C 2. Esdeciry,z € B,(x,¢) N [T] lo cual no
es posible. Por lo tanto [T] no tiene puntos aislados. Asi, [T] es un conjunto

perfecto.
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3.1.2. Meétrica py

En esta seccidn definimos una métrica py asociada a un lenguaje U C X*, de tal
manera que py induce la topologia 7,,, propuesta en [2]. Esta seccion generaliza
la métrica de la seccion anterior, por ello, no se realizaran demostraciones de
algunas proposiciones, dado que son muy similares a las de la seccidn anterior.
Esto para centrarnos en la demostracion del Teorema 3.19, uno de los teoremas

mas relevantes de este trabajo.

Definicion 3.13. Dado un lenguaje U C X* considere la siguiente métrica

pri X9x XY SR

0 Siz=y
(z,y) = pu(z,y) =
Pl IP@OPWOUL gjg £y

Donde n = |X|, note que si ¢ > n entonces B, (z,c) = X*.
Caracterizamos las bolas abiertas del espacio (X“, py) de la siguiente manera.

Teorema 3.14. Para todo x € X“ y e > 0, existe un unicow € P(x) NU tal que:

B,,(z,e) =w.X* 6 B,,(z,e)={x}.

El segundo caso solo puede suceder cuando P(z) N U es finito, y tomando un
e <n7* donde k = |P(x)NU| - 1,yaque k > |P(z) N P(y) N U| — 1 para todo

y € X¥, tenemos que ¢ < py(z,y).

Corolario 3.15. Los abiertos del espacio topologico (X“,1,,) son de la forma :
VuUw.Xx®
dondeV C {x € X¥ | |P(x)nU| esfinito} yW CU.

De la proposicion 2.13 (item 1) obtenemos :
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Corolario 3.16. A € 7,, siy solo si existe un lenguaje W C U yV C {x € X* |
|P(x) N U| es finito } tal que A=V UW?".

Es decir, el conjunto de los abiertos basicos es S = {{u}" | u € X*}. En particu-
lar, veremos que los abiertos basicos también son cerrados.

Proposicion 3.17. Seax € X“ ye > 0 entonces el abierto B, (z, <) es cerrado.

Veamos que la topologia U? contiene la topologia de Cantor.

Proposicion 3.18. Dados U,V C X* tenemos las siguientes afirmaciones:

(i) Siz,ye X yU CV entonces py(z,y) > pv(z,y).

(i) La funcion identidad I, : (X, pv) — (X¥, p) es continua, es decir, 7, C 7,,,.
Demostracion. Dados U,V C X*
(i) SiU CV,esclaro que paratodo z,y € X,
|IP(x)NPly)NV|—1>|P(x)NnP(y)NnU| — 1.

Entonces
pl=IP@NP@NU] > 1=|P@NPENOV]
es decir,

pu(z,y) = pv(z,y).

(i) Dado un abierto w.X“ € 7, donde w € X*, veamos que w.X* € 7,,,.

Sea r € w.X*“ tenemos los siguientes dos casos:

e Si P(x) N U es infinito, entonces existe u € P(x) N U tal que |u| > |w].
Luego, existe ¢ > 0 tal que B, (z,¢) = u.X“.

Entonces B, (z,¢) C w.X¥

e Si P(z) NU es finito, entonces existe ¢ > 0 tal que B, = {z}.

Entonces B, (z,¢) C w.X*.
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Por lo tanto w.X* € 7.

A continuacién enunciamos uno de los teoremas principales de este trabajo.

Teorema 3.19. [2] Sean U,V C X* lenguajes. Las topologias 7,, y 7,, sobre X*

coinciden si y sélo si U° = V.
Demostracion. Sean U,V C X*.

= Seanr,,,7,, topologias iguales sobre X, veamos que U’ = V?.

Seaz €U’y (u); € P(x)NU, luego (u);.X* es 7,,-abierto (teorema 3.14).
Dado que las topologias son iguales (u),.X“ es 7, -abierto (teorema 1.11).
Es decir, para z € (u),.X" existe (w); € P(x)NV tal que (w);. X* C (u);.X¥.
Note que (u); C (w); C .
Dado que P(z) N U es infinito, existe (u), € P(z) N U tal que |(u)z2| > |[(w)4].
El conjunto (u),.X“ es 7,,-abierto, entonces (u),.X“ es 7, -abierto.
Es decir, para z € (u),. XY existe (w), € P(xz)NV tal que (w)2. X* C (u)q9. X¥.
Note que (w); C (u)2 C (w)s C .
Asi, de forma recursiva, construimos una sucesion estrictamente creciente
de prefijos

{(W)n}nen € P(z)NV.

Es decir P(x) NV es infinito, por lo tanto = € V°. Entonces U° C V?.

De forma equivalente se obtiene que V?° C U?. Por lo tanto U° = V.

< Dados los espacios (X*,7,,) y (X*,7,,) tales que U° = V°.
Veamos que las topologias son iguales.

Es decir, dado w € X*, w.X“ € 7, siy s6lo siw.X* € 7,, (teorema 1.11).

Siw.X¥ € 7,,. Veamos que si z € w.X* existe B, (z,¢) talque B, (z,¢) C

w.X*“. Por hipétesis w C z:
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e Siz € U° entonces x € V°. Es decir, P(x) NV es infinito.
Por lo tanto, existe v € P(x) NV tal que |v| > |w|.
Luego, existe ¢ > 0 tal que B, (z,¢) = v.X".

Entonces B, (z,¢) C w.X“.
e Siz ¢ U’ entonces = ¢ V?°. Es decir, P(x) NV es finito.
Luego, existe ¢ > 0 tal que B, (z,¢) = {z}.

Entonces B, (z,¢) C w.X¥.

Sow. XY eT,,.

3.1.3. Topologia producto

En esta seccidén mostraremos que la topologia generada por la métrica p, coinci-
de con la topologia producto en X“. También mostraremos una caracterizacion

interesante (ver Teorema 3.24) de los conjuntos G con ayuda del operador §.

Definicién 3.20. Dada una familia indexada de espacios topolégicos { X, 7; }ier,
la topologia producto es la topologia sobre || X; generada por la subbase S,
formada por la coleccion de las imagenes inversas de abiertos por medio de las

proyecciones r;. Es decir,

S={m Y U;) |U; € 71,i € I}.
La cual denotaremos por T,,4.

Veamos cémo es la topologia producto en X“. Recordemos que el conjunto X
es nuestro alfabeto (que se supone es finito) y que X; = X para todo i. Le damos
a X la topologia discreta 7 = P(X). Asi que dado un abierto béasico {a} € T,

tenemos que un elemento de la subbase de la topologia producto sobre X“ es:
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i '({a}) = {x € X¥ | 2; = a}.

Proposicion 3.21. La fopologia 7, (generada por la métrica p) es igual a la topo-

logia producto T,,,, Sobre el espacio X*“.

Demostracion. Veamos que 7,,,q = 7,. Para demostrar 7,,, C 7, basta con to-
mar un elemento de la subbase de 7,,,4 y verificar que pertenece a 7,, ya que los
abiertos de 7,,,4 Son uniones arbitrarias de intersecciones finitas de los elemen-

tos de la subbase de 7,, 4.

= Sea 7; '({a}) un conjunto de la subbase de 7,,,.. Donde a € X ,i € I.
Veamos que 7; '({a}) € 7,. Sea = € ;'({a}), hallemos ¢ > 0 tal que
B,(z,¢) C 7' ({a}). Es decir, si y € B,(z,¢) entonces y; = a. Tenemos que
z € 7; ' ({a}) luego z; = a, entonces basta con verificar que |m, ,| > i para
todo y € B,(z,¢) (ver 3.4).

Seas = n', y € By(xr,n"") entonces p(x,y) < n ‘. Recordemos que
p(z,y) = n'=P@OPWILy m, | = |P(z) N P(y)| — 1. entonces n~Ime=vl =
nt=IP@OPWI < =i Asi |m,,| > i, por lo tanto B,(x,¢) C ;' ({a}). Enton-

ces 7; '({a}) € 7,, s deCir 7,00 C 7,

= Sea B,(z,¢) € 1, veamos que B,(z,e) € T,.4. Recordemos que existe
un anico prefijo w € P(z) tal que B,(z,e) = w.X*. Construiremos B,(z, ¢)
a partir de una interseccion finita de conjuntos de la subbase de 7,,,4. Si
|w| = k tome los conjuntos {W;l({.l'i})}ie{lg ,,,,, 1y los cuales perteneces a la
subbase de 7,, 4.
Asi A = rk] {m;7'({x;})} es un basico de 7,,.q, por lo tanto un abierto.

=1
Recuerde que 7; '({z;}) = {y € X* | i = x,;}. Entonces
A={ye X |y =, Vie{l,2,.. .k}, } =w. X = By(x,¢),
luego, por construccion tenemos que B,(z,€) € Tyrod, €NtONCES 7, C Tppo4.

]
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Lema 3.22. Sea F C X abierto o cerrado, existe U C X* tal que F = U°. En el

caso que F sea abierto, U es de la forma U = W.X* para algun W C X*.

Demostracion. Sea F abierto, entonces existe W C X* tal que F = W.X*“. Tome

U =W.X*yveamos que F = U°,

C) Sear € F. Veamos que = € U?°, es decir, P(z) N U es infinito. Dado que
r € W.X¥, existe w € W tal que w € P(x). Note que el conjunto A = {v €
P(z) |v Ew} C P(x) N W.X*. Entonces P(x) N U es infinito. Asi = € U°.

D) Sea r € U°. Veamos que z € F, es decir, existe w € W tal que w € P(z).
Dado que = € U?, se tiene que P(x) N U # (). Entonces existe u € P(z)NU
tal que u C z y u € W.X*, luego existe w € W tal que w C u. Entonces

wCax Asiz e F.

Observemos que U satisface la propiedad indicada en el enunciado.

Sea F cerrado, entonces = € F' siy solo si P(xz) C P(F) (proposicién 3.9).

Tome U = P(F) y veamos que F = U°.

C) Seaz € F. Note que P(x) N P(F) = P(z) es infinito. Asi z € U°.

D) Sea z € U°. Veamos que = € F, es decir, P(z) C P(F). Dado que z €
U, se tiene que P(x) N P(F) es infinito. Supongamos que P(x) € P(F),
entonces existe u € P(F) tal que u ¢ P(x). Note que el conjunto A = {v €
P(x) | u E v} N P(F) =0, luego P(z) \ An P(F) = P(z) N P(F) Donde
P(z)\ A ={v € P(z) | u £ v} es finito. Por tanto P(z) N P(F) es finito

(contradiccion). Por lo tanto P(x) C P(F). Asiz € F.

O

Corolario 3.23. Si ' C X% es cerrado o abierto, entonces existen infinitos U &
X* tal que F = U°.
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Demostracion. Por el lema 3.22 existe un lenguaje U C X* tal que U° = F.
Considere la siguiente coleccion infinita de conjuntos {U \ {u}}.ev (U es infinito).
Luego por el item 6 de la proposicion 2.9 cada elemento de la coleccién cumple
que (U \ {u})’ = F. O

Podemos caracterizar los conjuntos G; (definicion 1.9) de la siguiente manera:

Teorema 3.24. [2] En el espacio de Cantor, un subconjunto FF C X“ es Gs si y

s6lo si existe un lenguaje U C X* tal que F = U°.
Demostracion. Sea F' C X¥:

= Si I’ es G;, entonces F' = ﬁ F;, con F; abierto, podemos suponemos que
F; O F;1. Procedemos a ch):r?struir U C X“ tal que U° = F.
Por el lema 3.22, para cada i € N existe V; C X* tal que V}’ = F; y para
todov € V, v.X* C V. Note que el conjunto 4; = {v € V; | |v| < i} es finito.
Definimos U; := V; \ A; que es el conjunto de todas las palabras en V; de
longitud mayor a i. Luego por el item 6 de la proposicion 2.9 tenemos que

U =V? luego F; = U7 .
e Afirmacion: Sii < i entonces V; 2V, y U; D U, .

Demostracion. Dado que F; O F,, por el item 7 y 8 de la proposicion
2.9,V; D V.. Recordemos que U; = V;\ A; y Uy = Vi \ Ay. Seau € Uy
entonces u € Vi y u ¢ Ay. Entonces u € V. Ya que |u| > i > 1, se

tiene que u ¢ A,. Es decir, v € U;. Por lo tanto U; D U,. O

Ahora definimos U] := minimales(U;,C) = {u € U; | Vs € U, tal que s I u}

gue es el conjunto de minimales de U;. Luego

U .= G Ui/.
i=0

Veamos que F = U°.
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C) Sea x € F, entonces paratodo i € N, 2 € U?, es decir, P(z) N U; es

1)

infinito.
Supongamos que P(x) N U es finito. Entonces existe el maximo u €
P(x) NU. Si |u| = k, entonces P(x) N U, = § (pues los elementos de

Uy tienen longitud mayor que k).

Observemos que si P(z) N Uy, # 0, entonces min(P(x) NUy) pertenece
a P(z) N U,. Por lo tanto P(x) N U, = (), lo cual no puede ocurrir, ya
que P(z) N U; es infinito para todo i € N, en particular para : = k. Esta

contradicion nos indica que P(z) N U es infinito. Es decir, z € U°.

Sea z € U°. Veamos que x € F, es decir, z € U? para todo i € N.

Dado que = € U?, entonces P(x)NU es infinito. Es decir, |, (P(z) N U;)
es infinito. Note que paratodo i € N, |P(z)NU;'| < 1. Entonces existen
infinitos indices i tales que P(z) N U;’ no es vacio, es decir, para todo

i € N, existe iy > i tal que P(z) N U;, # 0.
o Afirmacioén: Si P(z) N U;,’ # 0, entonces P(x) N U, es infinito.

Demostracién. Sea P(x) N U,;," # 0. Entonces P(z) N U;, # 0, ya
que U;,” C U,,. Luego existe u € P(x) N U;,. Recordemos que
Ui, = Vi, \ Ai,- Sea B = {t € P(x) | |[t| > |u|}. Veamos que B C
P(z)NU,. Es claro que B C P(z). Por el lema 3.22, V;,, = W.X*
para algun W C X*. Sit € B entonces u C ¢, dado que u € V,
entonces ¢t € V;,. Ya que |t| > |u| > iy entonces t ¢ A, es decir,
t € U,,. Luego B C U, por lo tanto B C P(x) nU,;,. Dado que B

es infinito, entonces P(z) N U;, es infinito. O

Entonces por la afirmacion anterior P(z) N U,, es infinito. Dado que
U;O C U, yque U, D U, para todo n < i, (por la primera afirmacion) ,
entonces P(x) N U, es infinito para todo n < i,. Ya que i, es arbitraria-
mente grande P(x) N U, es infinito para todo n € N. Es decir, z € U2

para todo n € N, por lo tanto x € F.

S F=U°.
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< SeaU C X*, veamos que U° es G. Definimos, para cada n € N, el conjunto
Spi=A{x e X“||P(x)NU| > n}.

Veamos que S, es abierto. Dado z € S, existe el conjunto {u, us, ..., u, } C
P(x)nU. Siu=max({uy,us,...,u, },C), entonces u.X¥ C S,,. Por lo tanto
S,, es abierto. Mostraremos que U° = (2, S,..
v €U’ & P(x)NU esinfinito

< VneN/|P(z)nU|>n

& e ySh

- U% es Gs.

3.2 TOPOLOGIAS SOBRE X

En esta seccion definimos las topologias 7,__, 7z Y 7(c) sobre X*°. Donde 7(c) es
una topologia de Alexandroff y p., €s una métrica. También verificamos que 7z

€s no metrizable pero si completamente regular.

3.2.1. Topologia 7,_

Ya definida la topologia 7, sobre el espacio de las sucesiones X*“, en esta seccion
nos dedicamos a extender esta topologia al espacio X, guiados por [1]. En esta

seccion se toma | X| = n.
A continuacion anadimos un nuevo simbolo L al alfabeto.

Considere p: (X U{L})¥ x (X U{L})¥ — R dada por:

pla,y) = mf{n"" [ w e P(z) N P(y)}.

49



Observemos que si z,y € X*“ entonces p(z,y) = p(x,y).

La motivacién de agregar un simbolo nuevo al alfabeto es para poder identificar
X* con un subespacio de (X U {_L})~. Este proceso de convertir las palabras en

sucesiones lo lleva a cabo la funcion ¢ que se define a continuacion.
Definicion 3.25. Sea p : X>*° — (X U {L})¥, donde:
S Sise X¥

p(s) =
s{Ll} sise X

Observemos que ¢ es inyectiva. Esto permite definir una métrica sobre X de la

manera siguiente.

Definicion 3.26. Considere la siguiente métrica p., : X*° x X*° — R tal que:

poo(ry8) = P (p(r), 0(s))

Ahora mostraremos que X* es discreto respecto a la métrica p.,. Para esto
necesitamos primero mostrar el siguiente resultado. Recordemos que m,, €
P(x)N P(y) denota el prefijo en comun de x e y de mayor longitud (ver definicidn
3.4).

Lema 3.27. Sis,r € X tal que s # r entonces P(¢(s)) N P(p(r)) = P(s) N P(r).

Ademas |ms),o(| < min{|s|, |r[}. Luego my (s oq) € P(s) N P(r).

Demostracion. Si |P(s) N P(r)| = k entonces s [,_1= 1 [x_; donde s [y# r [.
Por la definicion 3.25, es claro que ¢(s) [r-1= ©(r) [x_1 donde o(s) [x# ©(1) Tk
Por lo tanto |Py(s) N Py(r)| = |P(s) N P(r)| = k, entonces

P(s) N P(r) = {s In}nefo1,-k-13 = {0(8) Tntnefo1-r-1y = P(w(s)) N Pp(r)).

Dado que m (s € P(p(s)) N P(p(r)) entonces my s € P(s) N P(r).

Veamos que [m(s) ,()| < min{|s|, |r|}.
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Note que |P(p(s)) N P(p(r))| = |P(s) N P(r)| < min{|s| + 1, |r| + 1}.
Por 10 anto [11,(s).(e| = |P((5)) N Pe(r)] — 1 < minds], ). s

Teorema 3.28. X* es un conjunto discreto respecto a p... Es decir, todas las

palabras u € X* son puntos aislados.

Demostracién. Dado u € X*y ¢ =n~1"l. Veamos que B,_(u,¢) = {u}.

Sear e B, _(u,¢).

Supongamos que r # u entonces po.(u, ) < e. Es decir, p (p(u), p(r)) < nl.
Recordemos que p (¢(u), p(r)) = n!~1PEEINPEMI = p=Imew.. (definicion 3.4).
Por lo tanto n~Imew.eml < n=lul entonces |u| < |mywu) | 10 cual no es posible,
ya que My .| < min{|u|,|r|} por el lema 3.27. Por lo tanto » = u. Es decir,
B, (u,e) = {u}. O

Definicion 3.29. Sea U C X*:

UX® = U "X

reU

Caracterizamos las bolas abiertas del espacio (X, p..) de la siguiente manera.

Teorema 3.30. Para todo s € X y e > 0, existe un unico r € P(s) tal que:

B, (s,e)=r.X>* 0 B, (s,c)={s}

Demostracion. Sea s € X, e >0y n = |X|. Si s € X* entonces por el teorema
3.28, B,_(s,e) = {s} cuando ¢ < n~I*l. Veamos cuando se da el otro caso.

Seak € Ntalque k = min{j € N | n7/ < ¢} donde n = |X|. Sear € P(s)
tal que |r| = k. Claramente el prefijo r es Unico. Veamos que B,_(s,g) = r.X*.

Estaremos usando constantemente el lema 3.27.

C Seate B, _(s,e)talquet# s. Veamos que t € r.X>°, es decir r € P(t).

Por definicion

pao(5,1) = ple(s), p(1)) = ni-IPEONPEOI < ¢
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ComO M (s 0| = |P(p(s)) N P(p(t))]| — 1, entonces n~Ime@.cwl < £. Recor-
demos que |r| = min{j € N | n™7 < e} entonces |r| < |my(s),1 |- Sabemos
que 7, My(s),et) € P(S). Por lo tanto r C Mep(s) (1) donde Myp(s),0t) € P(t),

entonces r € P(t). Asit € r.X°.

U

Seat e r.X> veamosquetec B, _(s,¢), es decir,
:Ooo(sa t) = ﬁ(g@(s)’ (p(t)) - nl_‘P(‘P(S))mP(W(t))‘ < e,

Por hipétesis r € P(t), entonces tenemos que r, my(s) 1) € P(s) N P(t).

Por definicion de my ) ,«) Se tiene que |mys) o] = |r|. Recordemos que
IMys).0m] = [P(p(s)) N P(p(t))] — 1. Entonces n!~PENPOI < »=I"l Dado
que nI"l < ¢, entonces n!~IPEINPOI < 2 Por lo tanto p.(s,t) < ¢, es decir

te B, (s,¢).

Es facil verificar que |r| = | —log.(e)] + 1.
Como es usual, 7, denota la topologia generada por la métrica p.

Corolario 3.31. Los abiertos de (X, 1,._) son de la forma:

UX*UV = U U(u.XOOUv)

uelU veV

donde U,V C X*.

Proposicion 3.32. Sea s € X* y < > 0 entonces el abierto B, (s, <) es cerrado.

Demostracion. Por el teorema 3.30 B, _(s,e) = r.X* para algun r € P(s).
Veamos que (r.X>)¢ = {t € X | r [£ t} es abierto. Sea t € (r.X>)¢, tome
e = n~I"l y verifiguemos que B, _(t,c) C (r.X>~)¢. Sea p € B,_(t,¢), entonces
poo(t,p) = n!=PONPEI < p-Irl Recordemos que [mym .| = |P(t) N P(p)| — 1,

luego n~Mmewewl < n7I"l entonces |myu) oy > |r|. Por lo tanto r Z p. Asi
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p € (rX>®)y B, (t,e) C (r.X>)°, entonces (r.X>)" es abierto, luego r.X>

es cerrado. O
El espacio topologico (X, 7, ) también es cero-dimensional (un espacio que
admite una base de abiertos-cerrados).

Ahora caracterizamos los conjuntos cerrados del espacio (X>,7,_ ). La adheren-
cia o clausura de un conjunto A C X se denota Cl, _(A) = {r € X>* | Ve >
0,B, (r.e)NA#D}.

Proposicion 3.33. Sea A C X, entonces s c Cl,, (A) siy sdlosiP(s) C P(A).

Demostracion. Sea A C X, entonces:

se€Cl, (A) & Ve>0, B, (s,e)NA#
S Yue P(s), uX*NAZOV{s}NA#D
< Yu€e P(s), Ire A talque uCr
< P(s) C P(A)

Corolario 3.34. Sea A C X*, entonces P(Cl.,_(A)) = P(A).

Demostracion. Es claro que Cl, _(A) 2 A, entonces P(Cl, _(A)) D P(A).
Sear € P(Cl,_(A)). Entonces existe s € Cl,_(A) tal que r C s. Luego por la

proposicion 3.33, tenemos que P(s) C P(A). Porlotanto r € P(A).
[

Teorema 3.35. A C X es cerrado si y solo existe un arbol T' tal que A =
[TIU(ANX™).

Demostracion. Sea A C X*. (Ver definicion 2.17):

= Si A escerrado, tome T" = | J,. , P(s). Veamos que A = [T]U (AN X*).
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C Dados e A,sise (ANXY)esclaroque P(s) C T. Porlotanto s € [T].

Caso contrario s € (AN X*). Es decir s € [T]U (AN X*).
O Sis € [T] entonces P(s) C P(T). Por lo tanto s € (AN X¥). Caso

contrario s € (AN X*). Es decir s € A.

< SiTesunéarboly A C X*. Veamos que [T]U (AN X™) es cerrado, es decir
TTU(ANX*) =Cl, ([T]U(ANX™)).

N

Esclaroque [T|U (AN X*) C ClL, ([TJU (AN X*)).

U

Sis e Cl, ([T]U (AN X*)) luego por la proposicion 3.33, P(s) C
P([TJU(ANX*)). Entonces paratodo r € P(s), existe t € [T]U(ANX™)
tal que » C t. Si t € [T, por definicién del conjunto [1], P(t) C T'. Por
lo tanto » € T para todo r» € P(s). Es decir, s € [T]. Caso contrario
te (ANX*). EsdecirCl, ([T]U(ANX")) C[T]U(ANX").

Por lo tanto [T] U (AN X*) es cerrado.

3.2.2. Topologia 7

En esta seccidn se define la topologia 7z sobre X°, propuesta por Redziejowski
en [1]. Esta nueva topologia viene dada por un operador clausura de Kuratowski
en X, El resultado mas importante de esta seccion es el Teorema 3.46 (tomado

de [1]) que dice, entre otras cosas, que 7z N0 s metrizable.

Definicién 3.36. Dado A un subconjunto de X°, considere:
Kp(A) =AU (AN X*)°.
Proposicion 3.37. K es un operador de Kuratowski en X .

Demostracion. Veamos que K cumple con las 4 propiedades que hacen falta

para ser un operador Kuratowski. Sean A, B C X°:
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. Si A =10, entonces Kr(0) =0 U (0 N X*)° = (0)° = 0.

. Claramente A C AU (AN X*)° = Kg(A).

)U

(AN X* )5 U((AuU AmX*))mX*)6

( )5>u<(AmX*) <(AmX*)5mX*))6.
Dado que (AN X*

) “ tenemos (AN X*)° N X* = (. Asi
Kr(Kr(4)) = (

AU

AU

U(AnX* )) U((ANX*)Up)
U(ANX*)’uAnXx*)’
(ADX*)
= Kg(4)
. Veamos que Kr(AU B) = Kg(A) U Kgr(B)
Kr(AUB) = (AUB)U((AUB)NX*)°
= (AUB)U((ANX")U(BNX*))
(AUB)U (AN X*)° U (BN X*)° proposicién 2.9 (item 2)
= Au(AmX*)5> U (Bu (BmX*)5>
= Kgr(A)UKg(B).

O]

La topologia 7z en X propuesta por Redziejowski en [1] se define con el ope-

rador de Kuratowski Kz como:

TR ={AC X® | Kp(XT\A) = XZ\ A}

Caracterizamos las abiertos del espacio (X, 7z) de la siguiente manera.

Teorema 3.38. Si A C X entonces:

Aepre FFCXY)EUCX)[(UNF=0)A(A=(X"\U)UF)].
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Demostracion. Sea A C X

= SeaF =(ANX“)yU=X*"\(X*NA).Esclaroque A = (X*\U) U F.

Note que:

Kr(X*®\A) = (X®\A)U[X* N (X>\A)
= (X*\A) U X\ A
= (X®\ADUX\[(X\O)UF)’
= (X=\ AU (U).

Dado que A € 7 entonces Kr(X>®\ A) = X\ A.
Por lo tanto U° C (X>°\ A).
Entonces U°NF = dadoque U°NA=U°N[(X*\U)UF] = 0.

< Dado FC X¥yU C X*talesque A= (X*\U)U F. Veamos que A € 7.

Ya que para todo » € U°, = € F entonces U’ C (X~ \ A). Entonces:

~ . 00 é
Kp(X*\A4) = (X*\A)U () Por lo tanto A € 5.
= (X>\A)

Corolario 3.39. Si F' es cerrado, entonces
(FNX°N[XY\ (FNXY)]=0.
Lema 3.40. Dado x € X“, el conjunto
{AU{z} | A C P(z) tal que P(zx) \ A es finito}.
es una base local de x respecto a 3.

Demostracion. Dado x € X“y T € g tal que z € T, veamos que existe A C P(x)
tal que P(z) \ A es finito,y AU {z} CT.
Tome A=P(x)N(T'NX*).Noteque AU{z} C(TNX* U (T NX¥)=T.
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Dado que T € 7 entonces (X*\ (TN X*))° N (T NX¥) = 0.

Luego, ya que z € T'N X¥ entonces P(x) N (X*\ (T'N X*)) es finito.

Es decir, P(z) \ (TN X*) = P(z) \ A es finito.

Por lo tanto, AU {z} C T. O

Teorema 3.41. Dado x € X entonces {z;, }nen — x €N Tg.

Demostracion. Se sigue del Lema 3.40. O

Proposicién 3.42. X* es denso, abierto y discreto respecto a 7.
Demostracion. Sea X* C X

= Supongamos que X* no es denso en (X, 7).
Entonces existe un abierto A C X“ diferente de vacio tal que A N X* = (.
Por el teorema 3.38 A = (X*\ U) U F talque U° N F = ().
Es claro que U = X*, entonces U° = X“. Por lo tanto F = (), es decir,

A = (), lo cual contradice la hip6tesis. Por lo tanto X* es denso en (X, 7g).

= X* es abierto, dado que se puede escribir como X* = (X*\ U) U F, donde

U = F = (), y claramente cumple que U° N F = (.

» Veamos que para todo u € X*, {u} € 75.
Dado u € X*, podemos escribir {u} = (X*\ U)U F, donde F = 0.

Por lo tanto, U° N F = (), es decir, {u} € 7z. Entonces X* es discreto.

Proposicion 3.43. X“ es un subespacio cerrado y discreto de (X°, g).

Demostracion. Veamos que X“ es discreto como subespacio topoldgico de (X, 7).
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Afirmacioén: Si z € X“ entonces (X* U {z}) € 7g, en efecto:

K (X*\ (X*U{z}) = Kg(X“\{z})
= (X“\{z}) U ((X*\ {z}) N X")°
= (X“\{zhHu (@)
= X\ {z}
= X2\ (X*u{z})

Dado = € X¥, entonces {z} = (X* U {z}) N X*“ es abierto en X*.

Por lo tanto X es discreto y cerrado. O

Proposicion 3.44. Siu € X* entonces u. X € 1y

Demostracion. Dado u € X*. Definimos B := X®°\ u.X* = {s € X | u £ s}.

Veamos que u. X € 7g:

Kg(B) = BU(X*NB)’
= BU({weX*|uZw})
= BU{re XY |ulZx}
= B

Por lo tanto u. X € 7x. O

Ahora mostraremos que (X, 7z) es no metrizable. Para esto necesitamos pri-
mero mostrar un resultado clasico de topologia. Recordemos que dado un espa-
cio topolégico (X, 7), un conjunto B C X es discreto con la topologia de subes-
pacio, si para cada = € B existe A € 7 tal que AN B = {z}. La demostracion del

siguiente resultado la tomamos de [7].

Lema 3.45. (Lema Jones ) Si un espacio topolégico X contiene un subconjunto
denso A y un subespacio cerrado discreto B, con |B| > 214, entonces X no es

normal.
Demostracion. Sea X un espacio topolédgico, con A C X denso, B C X cerrado
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y discreto con la topologia de subespacio, tal que |B| > 2/4l. Supongamos que X

es normal.

Sea F' C B, tenemos que F'y B\ F son disjuntos y cerrados. Dado que X
es normal, existen Ur y Vi abiertos disjuntos, tal que F* C Ury (B\ F) C V.

Definimos:
I': P(B) —P(A)

F —>UFﬁA

Veamos que I" es inyectiva.

Dado Fy, F, C B, con F; # Fy, tenemos que Iy N (B \ F») # 0.

Entonces Ur, NVE, €s no vacio y abierto en X. Dado que A es denso (Ug, N VE, )N
A+, donde (Up, N Vi, NA) CUp, NApero (Us, NV, NA) Z Ug N A.

Por lo tanto (Up, N A) # (Ug, N A). Es decir T'(F}) # ['(F).

Entonces |P(B)| < |P(A)|, luego |B| < 2/4, lo cual no es posible por hipotesis.

.. X' no es normal.

Teorema 3.46. [1] La topologia Tr cumple lo siguiente:

1. Cada subconjunto ' C X*“ es cerrado en X*°.
2. (X*°,1r) no es metrizable.

3. (X, 1g) es completamente regular.
Demostracion. Dado el espacio topologico (X, 7).

1. Si FF C X%, entonces

Kr(F) =FU((FnX*)°
=FU(0)°

. F es cerrado en X°.
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2. Haciendo uso del lema 3.45. y las proposiciones 3.42 y 3.43, el espacio
topolégico (X, 1) contiene un subconjunto denso X* y un subespacio
cerrado y discreto X*, donde | X“| > 2I*"I entonces (X*°, 7z) no es normal.

Por lo tanto (X, 7z) no es metrizable.

3. Veamos que (X, 7g) es completamente regular (ver definicién 1.10).
Dado r € X*y F C X cerrado tal que r ¢ F, verifiguemos los siguientes

dos casos, haciendo uso del teorema 3.38.

(i) sir e X*, definimos

f: X* — [0,1]
0 sis=r
s o f(s) =
1 sise X>®\{r}
Por la proposicion 3.42, es claro que f~'[{0}] = {r} € 5.
Note que f~'({1}) = (X*\ {r}) U X¥, donde {r}’ N X« = 0.
Entonces f~1({1}) € 7&. Por lo tanto f es continua.

(i) sir e Xv, definimos

f: X*® — [0,1]
1 sise FUP(FFNXY)
s = fls)=

0 oftro caso

Es claro que f(r) =0,dadoquer ¢ Fyr e Xv.
Veamos que las imagenes inversas de cada punto es un abierto de 7x.

Para facilitar la escritura, denotaremos con A = FN X*y B = F N XY.

o Entonces

f7({1}) = FuP(B)
= [X*\[X"\[AuP(B)]]]UB.

Note que
[(X*\[AUP(B)]°NB=0.
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Por lo tanto f~!({1}) € 75.

o Dado que F es cerrado, entonces X \ F' es abierto de 7z. Dado
que:
X*\F=[X"\AU[X“\ B].

Entonces

AN [X¥\ B] = 0. (3.1)
Veamos que f~!({0}) € 7. Dado que:

f7H{0}) = X*\[FUP(B)
= [X*\[AUP(B)JU[X*\ B].

Falta verificar que
[AUP(B))’n[X“\ B] = 0.

Haciendo uso del resultado anterior 3.1 en «

[AUP(B)’N[X“\B] = [AU(P(B))’]n[X“\ B]
AN [X“\ B|U[BN[X*\ B]]

= 0.

*

Por lo tanto f~1({0}) € 7g.

3.2.3. Topologia Alexandroff

La topologia que se define es esta seccion estéd definida a partir del orden de

prefijos C que se estudio en el segundo capitulo.
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Definicion 3.47. Sea Y un conjunto con un orden “ <y 7. La topologia Alexan-

droff 1<,y asociada al orden <, esta dada por: Sea A CY,

A€ Ti<y) g Ve A)(VyeY)z<yy=yeA).

Observemos que la unica topologia Alexandroff que es T} es la topologia discre-
ta. En otras palabras, 1<, es la topologia discreta si y solo si <y es el orden

discreto (es decir, z <y y siy solo si z = y).

A partir del orden de prefijos C, obtenemos la topologia Alexandroff 7 sobre el

espacio de palabras X*°. Es decir, obtenemos el siguiente espacio topolégico:
(Xoov T(E))

De lo anterior se deduce que el espacio (X, 7)) no es T;. También observe

que:

m Sir e X* entonces r.X> es el abierto minimo que contiene a r respecto a

7'([).

= Sir € X entonces {r} es abierto en 7).

Por lo tanto, tenemos las siguientes proposiciones.

Proposicion 3.48. Los abiertos del espacio (X>°, 7)) son de la forma:
W.X*UF,
donde W C X*y FF C X“.

]

Proposicion 3.49. La topologia que recibe X*“ como subespacio topoldgico de

(X, 7)), es la topologia discreta.
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]

En el siguiente capitulo comparamos la topologia de Alexandroff con las diferen-

tes topologias mencionadas en este capitulo.
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Capitulo

CONCLUSION

En este ultimo capitulo revisamos algunas relaciones que guardan las topologias
estudiadas a lo largo de este trabajo.
La demostraciones de los teoremas enunciados en este capitulo se basan en los

teoremas y proposiciones ya mencionados en el capitulo anterior.

Antes de continuar, nos planteamos las siguientes preguntas:

= ;Qué relacidén guardan las topologias que recibe X* como subespacio de
(X%, T )s (X 7R) Y (X, 7())?

= ;Qué relacion guarda 7, y 7,, con las topologias que recibe X“ como

subespacio de (X, 7,.), (X, 75)y (X, 7))?
= ;Qué relacion guardan los espacios topologicos (X, 7, ), (X*,7r) y

(X%, 70))?

Para facilitar la escritura de los siguientes teoremas tenemos la siguiente nota-

cion.

Definicion 4.1. Las topologias que reciben los espacios de palabras X* y X
como subespacio topologico de (X, 7,._), (X<, 1)y (X*, 7)) las denotamos

como:

64



m7, [xe={ANX*|AeT, }.
" TR [X*Z: {BﬂX* | B GTR}.
T, [xei= {AnX¥|Ace Tﬂoo}'
B TR [xw:= {BQXW ’ B e TR}.
Con la ayuda de los teoremas y proposiciones que se estudiaron a lo largo de

este trabajo, podemos enunciar y demostrar de forma sencilla los siguientes teo-

remas.

Teorema 4.2. 1) [x-C 75 [x+= T, [x+ .

Demostracion. Por la proposicion 3.42 y el teorema 3.28, tenemos que las topo-

logias 7x [x+ Y 7,.. [x- son la topologia discreta. O

Teorema4.3. 7, [x.= 7, C 7, CTr [xe= 7o) [xw= discreta.

Demostracion. Recordemos que si z,y € X“ entonces p(z,y) = p(z,y).

Luego, por la definicion 3.26 obtenemos que 7, = 7, [x«.

Por la proposicion 3.18 se obtiene que 7, C 7,,, .

Por ultimo, las proposiciones 3.43 y 3.49 nos dicen que 7z [x- Y 7(c) [x~ son la

topologia discreta. O

Teorema 4.4. 7, C 5.

Demostracion. Si A € 1, entonces A = W.X>* U U para algun U,WW C X* (co-
rolario 3.31). Haciendo uso de la caracterizacidn de los abiertos de 7 (Teorema

3.38), veamos que A € 7;. Note que:

A=WX®UU = (WX*UU)Uw.X* = [X*\ (X*\ w.X*UU)]UwX.

SiV:i=X*\(wX"UU)yF:=wX"entonces A= (X*\V)UF.
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Veamos que VN F = 0.
V={te X" |tZw}n(X"\U).
Luego, por el item 3 de la proposicion 2.9

Vi=({teX* |[tZwln(X*\U)’ C{teX | tZwh)’n(X*\U).

Donde
FNn{te X*|tZ w}))’ =0.
Entonces
VONF =0.
Por lo tanto A € ]

Uno de los aspectos mas interesantes del espacio (X, 7z) s que no es una
topologia metrizable, pero si completamente regular. A demas, X« y X* resultan
ser subespacios discretos de 7z, donde X~ = X“ U X*. Otra de las topologias

que resulta ser discreta es (X*, 7, [x+).

También definimos topologias a partir de una métrica, como lo son 7,,7,, y 7,_..

Por ultimo encontramos la topologia 7) que no es T;.

La siguiente tabla resume las topologias que se presentaron a lo largo de este

trabajo.
Espacios \ Topologias
X (=) oo TR
X Tpse | X0= Tp Tou Tr [xw= T(C) [xv
X* 7o) Ixs | TR [x+= Tpe [x+

Tabla 1: Topologias sobre los espacios de palabras.
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