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Resumen

TITULO: SOBRE GRUPOS DIVISIBLES E ISOMORFISMOS RELACIONADOS'
AUTOR: Andrés Sebastian Cafias Pérez?
PALABRAS CLAVE: Grupos abelianos; Grupos divisibles; Isomorfismos entre grupos di-

visibles.

RESUMEN

Dado un grupo podemos definir la multiplicacion por niimeros enteros. Asi, la teoria de los
grupos divisible surge para darle solucion a la duda de si es posible definir una division por
ntimeros enteros en los grupos, creando la estructura de grupos divisibles.

Este trabajo consiste en estudiar algunos conceptos y resultados de los grupos divisibles. En
el primer capitulo se retoman algunas definiciones y resultados cldsicos sobre la teoria de
conjuntos, dlgebra lineal, teoria de grupos y teoria de modulos, que serdn importantes para
el resto del trabajo.

En el segundo capitulo se estudian resultados de los grupos de torsion y los grupos p-
primarios para luego introducir por primera vez la definicion de grupos divisibles. Gracias
a los grupos de torsion se obtiene una identidad de los grupos divisibles que nos dice que
podemos escribirlos como una suma directa de grupos de torsion y libres de torsion, esta es
importante para la ultima seccion de este capitulo donde se prueba el teorema que provee
las condiciones para que dos grupos divisibles sean isomorfos.

En el tercer capitulo, vamos a utilizar el teorema anteriormente mencionado para mostrar
que varios grupos divisibles son isomorfos.

ITesis.
ZFacultad de Ciencias, Escuela de Mateméticas.
DIRECTOR: Dr. Héctor Edonis Pinedo Tapia.



Abstract

TITLE: ABOUT DIVISIBLE GROUPS AND RELATED ISOMORPHISMS 3
AUTHOR: Andrés Sebastidn Cafias Pérez*
KEYWORDS: Abelian groups; Divisible groups; Isomorphism between divisible groups.

ABSTRACT

Given a group, we can define a product by integer numbers. The theory of divisible groups
was born to answer the question of whether it is possible to define a division by integer
numbers on groups, creating the structure of divisible groups.

In this dissertation we are going to study some concepts and results of divisible groups. In
the first chapter we will study some definitions and classical results on Set Theory, Linear
Algebra, Group Theory and Module Theory, which will be important for the rest of the dis-
sertation.

In the second chapter we will show some results of torsion groups and p-primary groups, and
then we will introduce the definition of divisible groups for the first time in our work. Using
torsion groups properties we obtain an identity of the divisible groups that tells us we can
write them as a direct sum of torsion-free groups and torsion groups, this is important for the
final section of this chapter that provides proof the theorem. This theorem gives us necessary
and sufficient conditions for two divisible groups to be isomorphic.

In the third chapter, we will use the theorem we mentioned before to show that several divisi-
ble groups are isomorphic.

3Thesis.
“Faculty of Science, School of Mathematics.
DIRECTED BY: Dr. Héctor Edonis Pinedo Tapia.



Introduccion

En el campo de las matematicas existe una estructura algebraica de gran importancia a la
cual llamamos grupo. Dados dos grupos distintos, una de las preguntas naturales es la de ver
si ellos tienen la misma estructura, lo que lleva a la nocién de isomorfismo, algunas veces

encontrar un isomorfismo explicito entre dos grupos puede llegar a ser un trabajo tedioso.

En este trabajo estaremos principalmente interesados en estudiar una subclase importante de
los grupos abelianos, los llamados grupos divisibles, los cuales son faciles de reconocer da-
das sus caracteristicas. Una de ellas, que ademds es muy importante, es que son sumandos
directos de cualquier grupo que los contiene. Por esto haremos un recorrido de algunas de-
finiciones y recordaremos algunas de sus propiedades con el motivo de encontrar un mejor

camino para demostrar que ciertas clases de grupos son isomorfos.

Para realizar este trabajo debemos regresar a las bases del dlgebra abstracta, dlgebra lineal y
la teoria de conjuntos, tales como los grupos, anillos, médulos, cardinalidad entre otros. Se
utilizardn nociones que aunque son bdsicas en el aprendizaje del alumno de pregrado, serdn

de gran importancia para nosotros para cumplir con nuestro objetivo.



Objetivos

Objetivo General
Usar herramientas tedricas sobre grupos divisibles para obtener isomorfismos entre los si-

guientes grupos.
C, Q/Ze®R, R/Z, TIZ(G™) y S,
q

donde g recorre todos los ndmeros primos.

Objetivos Especificos

= Profundizar definiciones y resultados de dlgebra lineal y teoria de conjuntos que se han

estudiado previamente en los cursos de pregrado.

= Adquirir conceptos y propiedades sobre Teoria de médulos y grupos abelianos divisi-

bles.

= Hacer un estudio detallado en teoria elemental de grupos y la teoria de anillos para

crear bases tedricas fuertes y alcanzar el objetivo general.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se establecen algunos conceptos y resultados conocidos del dlgebra abstracta
y la teoria de conjuntos que son fundamentales en el desarrollo y comprension de los capitulos
posteriores. Varios de estos conceptos y resultados preliminares, asi como algunos ejemplos
fueron extraidos de [6] y [9], por tanto para las demostraciones y demds detalles faltantes

recomendamos consultar en estas referencias.

1.1. Definiciones basicas de la teoria de conjuntos

Definicion 1.1. Un Conjunto parcialmente ordenado P es un conjunto equipado con una

relacion binaria < que cumple las siguientes propiedades:
i. Reflexiva. a < a.
ii. Antisimétrica. Sia < byb < a, entonces a = b.
iii. Transitiva. Sia < byb < c, entonces a < c.
Para todos a, b, c € P.

Definiciéon 1.2. Un Conjunto totalmente ordenado P es un conjunto equipado con una re-

lacion binaria < que lo torna parcialmente ordenado y ademds para todos a,b € P, a < b o

11



Nota: Decimos cadena a todo subconjunto totalmente ordenado de un conjunto parcialmente

ordenado.

Teorema 1.1. Lema de Zorn. Suponga que un conjunto parcialmente ordenado P tiene la
propiedad que toda cadena tiene una cota superior en P. Entonces P contiene al menos un

elemento maximal.

Definicion 1.3. Sean A y B dos conjuntos, decimos que A y B son equipotentes si existe

f : A — B biyectiva. En este caso escribimos A = B.

La relacién =~ es de equivalencia. Es decir, cumple las propiedades reflexiva, transitiva y

simétrica.

Definicion 1.4. Si A y B son conjuntos equipotentes, decimos que ellos tienen la misma

cardinalidad y escribimos |A| = |B|.

Ejemplo 1.1. N y 2N son equipotentes. En efecto, sea f : N — 2N definida por f(n) = 2n
para todo n € N. Dado m € 2N, existe n € N tal que m = 2n = f(n) y si f(n;) = f(ny),
entonces 2n; = 2n, y asi ny = n,. Por lo tanto f es una biyeccion, es decir N y 2N son

equipotentes.

El concepto de equipotencia es util para definir conjuntos finitos e infinitos. Para esto, dado

n € N, denotamos 7 = {1,2,---,n}.Sin=0,0 = 0.

Definicion 1.5. Sea A un conjunto cualquiera.

i. Decimos que A es finito si existe n € N tal que |A| = |ii| = n. Equivalentemente, existe

f : A — n biyectiva.

ii. Decimos que A es infinito si no es finito. Esto es, para todo n € N, A no es equipotente

con n.

12



Proposicion 1.2. N es infinito.

Sean A y B conjuntos, decimos que |A| < |B| si existe f : A — B inyectiva, equivalentemente

existe g : B — A sobreyectiva. Esta relacion establece un orden parcial, gracias al siguiente.

Teorema 1.3. Teorema de Cantor-Bernstein. Sean A y B conjuntos cualesquiera. Si existen

f:A— Byg: B — Ainyectivas, entonces existe h : A — B biyectiva. O en otras palabras,

si |A| < |B|y |B| < |A|, entonces |A| = |B].

Definicion 1.6. Un conjunto A es enumerable si existe una funcion inyectiva f : A — N,

equivalentemente si existe una funcion sobreyectiva f : N — A

Probaremos ahora que algunos conjuntos numéricos son también enumerables obteniendo

resultados que serdn ttiles mas adelante.

Ejemplo 1.2. Z es un conjunto enumerable. Para esto, definimos f : Z — N para todo x € Z

por

2x—1 ifx>0
-2x  ifx<0

Jx) =

Primero veamos que f es sobreyectiva. Sea n € N, si n es par, podemos encontrar m € N tal
que m = 2n, —m € Z, entonces f(—m) = n. De forma andloga podemos ver que sin € N es
impar, existe m € Z tal que f(m) = n. Ahora veamos que f es inyectiva, sean ny,n, € Z, si

f(ny) = f(ny) debemos considerar tres casos:
i. f(n)) =-=-2n,y f(ny) = —2n,. De aqui concluimos que n, = n,
ii. f(ny)=2n—1y f(ny) =2n— 1. De aqui concluimos, nuevamente, que n, = n,

iti. Finalmente f(n)) = —2n; y f(ny) = 2n, — 1. De aqui concluimos que ny = —n, + %

Luego ny ¢ Z.
Asi que ny = ny. Por lo tanto Z es enumerable.
Teorema 1.4. N X N es enumerable.

13



Demostracion. Sea f : N X N — N, definida por f(m, k) = 2"(2k + 1) — 1. Veamos que f
es inyectiva. Si f(my, k) = f(ma, k,), entonces 2™ (2k; + 1) — 1 = 2™ 2k, + 1) — 1. Es decir
2™ (2ky + 1) = 2™ 2k, + 1), de aqui podemos afirmar que m; = m, pues 2™ 2™ 2k, + 1),
ya que 2™ y 2k, + 1 son primos relativos se sigue que 2™ |2 y asi m; < m,, andlogamente
my < my. Ahora 2k, + 1 = 2k, + 1, de donde k; = k; y concluimos que f es inyectiva. Luego
N x N| < |NJ.

Veamos que |N| < [NXN]. Para esto definamos i : N — NXN por i(n) = (n, n). i es claramente
inyectiva y por lo tanto |N| < [N X N|. Podemos concluir por el teorema de Cantor-Bernstein

que |N| = [N X N| y entonces N X N es enumerable. |
Teorema 1.5. Si A y B son enumerables, entonces A X B es enumerable.

Demostracion. Como A 'y B son enumerables existen biyecciones f : A - Nyg: B — N.

Entonces f X g: A X B — N X N dada por

I xg((a, b)) = (f(a), g(b)),

es biyectiva. Por lo tanto |A X B| = [N X N| = |N|. Concluimos que A X B es enumerable. O
Usando los dos teoremas anteriores tenemos el siguiente.
Ejemplo 1.3. i. Z XN es enumerable.
ii. SiA, Ay, -+, A, son enumerables entonces A; X --- X A, es enumerable.
Definicion 1.7. Denotamos el cardinal de N por 8.

Definicion 1.8. Un conjunto A no es enumerable cuando KX, < |A| o equivalentemente no

existe una funcion sobreyectiva N — A.

Teorema 1.6. Sea f : A — B sobreyectiva. Si A es enumerable, entonces B también es

enumerable.

Demostracion. Como f : A — B es sobreyectiva, |B| < |A| y como A es enumerable, existe
g : A — Ninyectiva y por lo tanto |A|] < N,. A partir de esto concluimos que |B] < No.

Entonces existe una funcién 4 : B — N inyectiva y B es enumerable. O
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Teorema 1.7. La union enumerable de conjuntos enumerables es un conjunto enumerable.

Demostracion. SeaA = |JA;, donde I es un conjunto enumerable y A; es un conjunto enume-
rable para todo i € I. Co;;[o A; es enumerable existe una funcion sobreyectiva f; : N — A; y
ademads existe una funcién sobreyectiva ¢ : N — [. Definamos la funcién f : NxXN — A por
f(m,n) = fyu)(m). Sea x € A, luego existe i € I tal que x € A; y existe n € N tal que i = ¢(n).
Ahora, f; = f,(n) es sobreyectiva y por lo tanto, para x existe m € N tal que f,,(m) = x, es

decir, existe (m,n) € N X N tal que f(m,n) = f,m(m) = x, entonces f es sobreyectiva. Por el

Teorema 1.1.6, A es enumerable. O
Definicion 1.9. Decimos que A es un niimero cardinal si existe un conjunto A tal que |A| = A.

Sean A, u nimeros cardinales y A y B conjuntos tales que 4 = |A| y u = |B|. Definimos el
producto de cardinales como Au = |A X B| y la potenciacién de cardinales A* = |AZ|, donde

AB ={f:B— A: fesfuncién}.

Para ver que el producto de cardinales esta bien definido consideremos A,A’, By B’ conjun-
tos tales que |A| = |A’| y |B| = |B’|, entonces es facil ver que |A X B| = |A’ X B’|. En efecto, si
existen funciones biyectivas f : A - A’y g: B — B’,luego f Xg: AXB — A’ X B’ definida
por f X g(a,b) = (f(a), g(b)) es biyectiva.

De forma parecida se puede probar que |[A?| = |A’®| y asi ver que estd bien definida la

potenciacién de cardinales.

Proposicion 1.8. Dados a, b, c,d niimeros cardinales tales que a < by ¢ < d, entonces

a < bl
Proposicion 1.9. Sea k un cardinal infinito, entonces k* = k.

En particular cumple para 8 = 8. El lector interesado en la demostracién de la proposicién

anterior puede consultar en [6, pag 155].

Definicion 1.10. Llamaremos a la cardinalidad de R como el cardinal del continuo y lo

denotaremos por «.
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Lema 1.10. (a,b) y (0, 1) son equipotentes.

Demostracion. Sea f : (a,b) — (0, 1), dada por f(x) = ;= para todo x € (a, b). Veamos que
f es una biyeccién. Supongamos que f(x) = f(y), luego

—a

=
Q
<

9

S
Q
Sl

que es lo mismo a
xX—a=y-a,
es decir que x = y. Ahora, seac € (0,1) y x = ¢(b —a) + a. Como 0 < ¢ < 1, luego

O<ch-a)<b-a)ya<cb-a)+a< (b-a)+a,entonces a < x < b. Por lo cual

podemos concluir que f es una biyeccién y, (a, b) y (0, 1) son equipotentes. |
Proposicion 1.11. Los intervalos de la forma

(a,b),la,bl, (a,b],[a, b), [a, c0), (—c0, b]
tienen cardinalidad c.

Demostracion. Vamos a probar para uno de los intervalos. Veamos que (a, b) es equipotente
con R. Ahora, (a,b) y (0, 1) son equipotentes por el Lema 1.1.10 anterior, asi que basta s6lo
mostrar que (0, 1) y R son equipotentes. Sea f : (0, 1) — R definida por
2 — i if0<x< %
f=y -
= 2 if 3 <x<1
con funcion inversa

1

fl(y):{ = ify<0

1 .
e if 0 <y.

Luego (0, 1) y R son equipotentes y por lo tanto (a, b) y R también. O
Proposicion 1.12. R tiene el mismo cardinal que P(N). Es decir

¢ = 2o,

16



A continuacién vamos a enunciar la hipétesis del continuo ya que serd una herramienta im-
portante al final de esta tesis. Formulada por Georg Cantor en 1978 afirma que no existen
conjuntos infinitos cuyo cardinal esté estrictamente entre X, y el cardinal de los reales. En

1900 fue presentado como uno de los 23 problemas de Hilbert.

Teorema 1.13. Hipétesis del continuo. No existe ningtin conjunto A tal que su cardinal |A|

cumpla

No < |A] < ¢

1.2. Definiciones basicas de la teoria de grupos

Definicion 1.11. Un grupo es un conjunto G equipado con una operacion binaria *, esto es,

una funcion *: G X G — G tal que:

i. La ley asociativa se cumple: Para todos x,y,z € G,

x#(y*z)=(x*y)*z.

ii. Existe un elemento 1 € G, llamado identidad, que cumple 1 « x = x = 1 para todo

xe€q.

iii. Todo x € G tiene un inverso: existe X' € G tal que x = x' = x’ * x = e para todo x € G.

Este x' serd denotado por x~'.

Nota: Para simplificar la notacion el producto a * b de dos elementos a y b en un grupo serd

denotado por ab.

Ejemplo 1.4. Sea G = {A € M,(R) : det(A) # 0}. Entonces G es un grupo con el producto
usual de matrices, ademds el elemento identidad de G es la matriz I, y el inverso de A € G

es lamatriz A™' € G, pues AA™' = A'A = I.

Consideremos dos matrices A = (}9) y B = (3 }), veamos que AB #+ BA:

17



I 0110 1 01
AB = =

0 2J12 0O 4 0

0 1]|1 O 0 2
BA = =

2 0)10 2 2 0

Y por lo tanto AB # BA.

Por el ejemplo que acabamos de ver, tenemos que la operacion binaria en grupos en general
no es conmutativa, los grupos en los que vale la conmutatividad son llamados abelianos. Mas

precisamente, tenemos la siguiente definificion.
Definicion 1.12. Un grupo G es llamado abeliano si xy = yx, para todos x,y € G.

Ejemplo 1.5. El conjunto C* de los niimeros complejos no nulos es un grupo abeliano, donde
la operacion binaria es la multiplicacion usual. El elemento identidad es 1 y el inverso de z

es 1/z, para todo 7z € C*.
Definicion 1.13. Un subconjunto H de un grupo G es un subgrupo si:
i. leH.

ii. H es cerrado bajo el producto; es decir, si x,y € H entonces xy € H.

iii. Si x € H, entonces x™' € H.
Escribiremos H < G para indicar que H es subgrupo de G.
Ejemplo 1.6. Tomaremos el grupo aditivo C, tenemos la cadena de subgrupos:

Z<Q<R<C.

Definicion 1.14. Consideremos G un grupo:

i. Sea a € G tal que a* = 1 para algiin k € N,k > 1, entonces el menor k que cumple
esta condicion serd llamado el orden de a y serd denotado por ord(a); si k no existe,

diremos que a es de orden infinito.
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ii. Dado un grupo G, su cardinalidad, denotada por |G|, es llamada de orden de G. Si |G]|

no es finita, decimos que G tiene orden infinita.

iti. Si X es un subconjunto de G, entonces existe un subgrupo (X) de G tal que es el menor
subgrupo que contiene X, es decir (X) C H para todo subgrupo H de G que contiene

a X. Tal subgrupo es llamado subgrupo generado por X.

Ejemplo 1.7. Tomemos el grupo aditivo Ze. Tenemos que Zg es un grupo finito orden 6.
Sabemos también que 4 € Zg y queremos calcular su orden, para esto veamos que 4' =
4,4 =4+4 =24 =2+4 =0y por lo tanto obtenemos que ord(4) = 3. Ademds el
subgrupo generado por 4 serd: ({4}) = {0,2,4)}.

Queremos ahora recordar la definicién de grupo cociente, para esto necesitamos introducir

algunos conceptos.
Definicion 1.15. Consideremos G un grupo:

i. Consideremos H < Gy g € G. Entonces

gH ={gh : h € H} es llamada clase lateral a izquierda de H en G,
Hg = {hg : h € H} es llamada clase lateral a derecha de H en G.

ii. Sea N < G : N es llamado subgrupo normal si k € N y g € G implica gkg™" € N. Si

N es un subgrupo normal, escribimos
N < G.

Para subgrupos normales N < G vale que toda clase lateral a izquierda es clase lateral a
derecha, usando este hecho podemos definir una operacion binaria en el conjunto cociente

G/N = {aN : a € G} dada por (aN)(bN) = (ab)N donde a,b € G.

Definicion 1.16. Sea N un subgrupo normal de un grupo G. El grupo G /N con la operacion

definida arriba es llamado el grupo cociente de G por N.

19



Ejemplo 1.8. Consideremos el grupo aditivo Z, y el subgrupo H = {0,2}. Como Z, es un
grupo abeliano, H es normal y por lo tanto podemos definir Z,/H. Para esto miremos las

clases laterales de H en Z4:

» 0+ H={0,2},
» 1+H=1{1,3},
» 2+ H={0,2},
» 3+H={1,3}

Por lo tanto Z4/H = {{0,2},{1,3}} = Z,.
Recordamos ahora un resultado cldsico sobre grupos finitos.

Teorema 1.14. (Teorema de Lagrange)

Si H es un subgrupo de un grupo finito G, entonces |H| es divisor de |G|.
Los grupos abelianos serdan un papel importante en el desarrollo de este trabajo. Haremos

énfasis en los grupos divisibles y sus propiedades que se de definirdn a continuacidn.

Nota: Cuando estemos trabajando con grupos abelianos denotaremos la identidad por 0, el

producto por + y el inverso de a por —a.

1.3. Definiciones basicas de la teoria de anillos y médulos

Definicion 1.17. Un anillo es un conjunto R equipado con dos operaciones binarias, adicion

y multiplicacion, tales que:
i. R esun grupo abeliano bajo de adicion.
ii. a(bc) = (ab)c, para todos a,b,c € R.
iii. Existe un elemento 1 € R tal que 1a = a = al, para todo a € R.

20



iv. Distributividad: a (b + c) = ab + acy (b + c¢)a = ba + ca, para todos a, b, c € R.
Decimos que un anillo es conmutativo cuando la multiplicacion es conmutativa.

Ejemplo 1.9. Consideremos M,(R) con la adicion y multiplicacion usual de matrices. Sabe-
mos que M>(R) es un grupo abeliano con la adicion y su elemento neutro es la matriz nula.
Ademads este cumple los axiomas de asociatividad y tiene elemento identidad I, respecto a la
multiplicacon, en consecuencia M,(R) es anillo.

Como vimos anteriormente, la multiplicacion matricial en general no es conmutativa y por

lo tanto M>(R) es un anillo no conmutativo.

Definicion 1.18. Sea a un elemento no nulo de un anillo R. Diremos que a es un divisor de

cero por la izquierda si existe un elemento no nulo b tal que:
ab = 0.
Se define de forma andloga a los divisores de cero por la derecha.
Definicion 1.19. Un ideal de un anillo R es un subconjunto 3 de R tal que:
i. 0e3.
ii. Sia,be 3 entoncesa+b e 3.
iii. Ifa € 3 yr e R entonces ra,ar € 3.

Dado un anillo conmutativo R, tenemos que R y {0} siempre serdn ideales de R. Un ideal

3 C R es llamado ideal propio.
Definicion 1.20. Sea R un anillo conmutativo

i. Decimos que un ideal I es principal si existe a € R tal que

o

= (a) ={ra:reR)}.

ii. Decimos que un anillo conmutativo R no nulo es un dominio entero o dominio si no

posee divisores de 0.
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iti. Un Dominio de ideales principales (DIP) es un dominio entero en el que todo ideal

es principal.

Ejemplo 1.10. El anillo de los enteros es un DIP.

En efecto, sea I C Z un ideal; queremos probar que este es principal. Si 3 = (0), entonces 3
es principal. Ahora, si 3 # (0), escojamos n el menor entero positivo en 3. Vamos a probar
que I = (n). Sabemos que (n) € I por la definicion de ideal. Por otro lado si m € J por el
algoritmo de la division existen q,r € Z tales que m = gn + r, donde 0 < r < n.

Por lo tantor = m — gn € 3, y como n es el menor entero positivo en J se sigue que r = Q.

Luego m = gn € (n), asi concluimos que 3 = (n).
Definicion 1.21. (Cuerpo)

i. Un anillo es unitario o anillo con unidad si existe un elemento en R, 1 # 0, tal que

rl = 1r = r para todo r € R. A este elemento 1 se le denomina identidad.

ii. Un anillo de division es un anillo unitario en el que todo elemento distinto de cero es

invertible.
iti. Un cuerpo es un anillo de division conmutativo.

Ejemplo 1.11. El anillo de los niimeros racionales Q con la adicion y multiplicacion usual

es un campo. También sabemos que Z, es campo exactamente cuando n € Z™ es primo.

Definicion 1.22. Sea R un anillo con unidad. Un R-médulo a izquierda es un grupo abe-

liano M equipado con una multiplicacion por escalar - : R X M — M definida por

(r,m) > rm,
tal que cumple los siguientes axiomas para todos m,m’ € M y todos r,r" € R
i. rim+m)=rm+rm'.

ii. (r+rym=rm+r'm.

22



iii.

(rr"ym = r(r'm).

v. Im=m.

Escribiremos g M para indicar que M es un R-modulo a izquierda.

Andlogamente decimos que M es un R-moédulo a derecha si existe una multiplicacion esca-

lar -

: M X R — M definida por

(m,r) —» mr

tal que cumple los siguientes axiomas para todos m,m’ € M y todos r,v’,1 € R

ii.

iii.

v.

.(m+m)r=mr+m'r.

m(r+r') =mr+mr'.

m(rr') = (mr)r'.

ml = m.

Al igual que el R-mddulo a izquierda, este puede ser denotado por Mg. Si R es conmutativo,

se sigue que todo RM es Mp.

Nota: Cuando digamos R-mdédulo nos estaremos refiriendo a un R-mdédulo a izquierda.

Ejemplo 1.12. Todo anillo R es un R-médulo sobre si mismo.

Ejemplo 1.13. Sea R un anillo. Entonces el grupo aditivo M,(R) es un R-médulo con la

multiplicacion por escalar definida por:

kan kal,,
L I

ka, -+ kay,

dondek € RyA € M,(R).
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Definicion 1.23. Supongamos que M es un R-médulo. N es un subgrupo abeliano de M.

Entonces N es un submodulo si, para cualquier n € N y cualquier r € R, rn € N.

Definicion 1.24. Si R es un anillo y M y N son R-modulos. La funcion f : M — N es un

homomorfismo de modulos si
i. fm+m') = f(m)+ f(m").
ii. f(rm)=rf(m).

Para todos m,m’ € M y para todo r € R. Si f es un una biyeccion, entonces es llamado un
isomorfismo de médulos. Decimos que M y N son isomorfos y lo denotamos M = N si existe

alguin isomorfismo entre ellos.

Ejemplo 1.14. C y R? vistos como R-médulos son isomorfos. Definamos f : C — R? por
f(x +iy) = (x,y), esta funcion es claramente una biyeccion. Queremos ver que es un homo-

morfismo de modulos. Primero observemos que

J((x+iy) + (1 +iw)) = f((x+ 1) + i(y + W)
=((x+0,(y+w)
= (x,y) + (W)

= f(x +iy) + f(t + iw),

y ademds, dado a € R

fla(x + iy)) = f((ax + iay))
= (ax, ay)
= a(x,y)

=af(x+1iy).
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Por lo tanto ellos vistos como R-mddulos son isomorfos pero si los vemos como anillos ellos

no lo son.

Ejemplo 1.15. Sean m,n € Z, miremos a nZ y mZ como modulos sobre Z. Sea f : nZ — mZ

definida por f(na) = ma. Veamos que f es un homomorfismo de modulos. Dados na,nb € nZ

f(na+ nb) = f(n(a + b))
=m(a+Db)
= ma + mb

= f(na) + f(nb),

y ademds, dado x € N

f(x(na)) = f((nx)a)
= f(n(xa))
= m(xa)
= x(ma)

= xf(na).

Algunas de las definiciones y teoremas ya vistos en la seccién de la teoria grupos se pueden

extender al contexto de modulos sobre dominios.

Definicion 1.25. Dados R un anillo y (M),c; una familia de R-mddulos se define como suma
directa externa al conjunto

EB M; = {(m))ic; € [] M; : m; # 0 para un niimero finito de i},

iel i€l

v las operaciones algebraicas se estin dadas componente a componente.

Definicion 1.26. Sea M un R-mddulo y consideremos una familia (M),c; de submédulos de
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M, se dice que el submddulo ), M;, es una suma directa interna si M; N 3, M; = {0} para
iel i#]
cada j € 1y también se denota por P M,.
i€l

Definicion 1.27. Si M es un R-mddulo, donde R es un dominio, entonces el submddulo de

torsion es definido como
tM ={m € M : exister € R,r # 0 tal que rm = 0}.
Teorema 1.15. Si R es un dominio M es un R-mddulo, entonces tM es un submddulo de M.

Demostracion. Si m,m’ € tM, entonces existen r,r’ € R \ {0} tales que rm = rm’ = 0. Es
claro que rr’'(m + m’) = 0. Como R es un dominio, rr’ # 0 y por lo tanto m + m’ tiene orden
finito. Luego m + m’ € tM. Por otro lado, seam € tM y r € R tal que rm = 0 con r # 0. Si

s € R, entonces sm € tM ya que r(sm) = rs(m) = 0. |

Ejemplo 1.16. El Teorema 1.3.1 puede no ser cierto si R no es dominio. Por ejemplo R = Zs.
Veamos a R como un médulo sobre si mismo, tanto 3 y 4 tienen orden finito ya que 23 = 0 y

34 = 0. Pero 3 + 4 = 1 tiene orden infinito.

Teorema 1.16. Sean M y M’ R-mddulos y R un dominio. Entonces
i. M/tM es libre de torsion.
ii. Si M = M’, entonces tM =tM' y M/tM = M’ [tM’.

Demostracion. i. Procedamos por contradiccion, esto es, existe m € M tal que m +tM +#
tM,y m + tM tiene orden finito. Como m ¢ tM, m tiene orden infinito. Por otro lado
existe r € R,r # 0 tal que r(m + tM) = rm + tM = tM, entonces rm € tM. Por lo tanto
existe s € R, s # 0 tal que s(rm) = (sr)m = 0. Pero sabemos que sr # 0 porque R es
un dominio, luego m tiene orden finito, contradiciendo la hipétesis. De donde M/tM es

libre de torsion.

ii. Sea¢ : M — M’ un isomorfismo. Sea m € tM, luego existe r € R, r # 0 tal que rm = 0,
como r¢(m) = ¢(rm) = 0, es decir ¢(m) € tM’, concluimos que ¢p(tM) C tM’. Veamos

que |y, : tM — tM’ es un isomorfismo. Como ¢ es un isomorfismo, se deriva que ¢|,,,
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es un homomorfismo inyectivo, nos falta mostrar que es sobreyectivo. Sea m’ € tM’,
luego existe m € M tal que ¢(m) = m’, también existe s € R, s # 0 tal que sm’ = 0.
Entonces sm’ = s¢p(m) = ¢(sm) = 0, y como ¢ es un isomorfismo concluimos que

sm = 0y por consiguiente sm € tM. Luego ¢|,,, es un isomorfismo, es decir tM = tM’.

Ahora, sea ¢ : M/tM — M’/tM’ definida por ¢(m + tM) = ¢(m) + tM. Mostremos
que ¢ es un isomorfismo. Primero veamos que es un homomorfismo. Sean m,m, € M,

luego

d(my + my + tM) = p(my + my) + tM' = p(my) + $p(my) + tM’

= ¢(my) + tM' + ¢p(my) + tM’ = ¢(my) + $(my),

por lo que acabamos de ver sabemos que ¢(tM) = tM’ y ademds parar € Rym e M

se sigue

d(r(m + tM)) = ¢(rm + tM) = ¢(rm) + tM’ = r¢(m) + tM’ = r¢(m + tM).

Adema ¢ es sobreyectiva pues ¢ lo es. Ahora, sea m € M tal que m + tM € Ker(¢),
entonces ¢(m + tM) = ¢(m) +tM’ = tM’ y ¢(m) € tM’. Por el caso anterior obtenemos
que m € tM y de esta forma podemos concluir que Ker(¢) = tM y por lo tanto ¢ es
inyectiva.

O

Definicion 1.28. Un R-mddulo Q sobre el anillo R es inyectivo si satisface una (y por lo tanto

todas) de las siguientes condiciones equivalentes

i. Si Q esun submodulo de otro R-Modulo M, entonces existe a otro submodulo K de M

tal que M = Q ® K.

ii. Si XyY son R-modulosy f : X — Y es un homomorfismo inyectivoy g : X — Q un

homomorfismo arbitrario, entonces existe un homomorfismoh : Y — Q tal que hf = g.
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Teorema 1.17. Criterio de Baer: Un R-mddulo E es inyectivo si y sélo si todo homomorfismo

f i1 — E, donde I es un ideal en R, puede ser extendidaa h : R — E.

1.4. Definiciones basicas de espacios vectoriales

Se hard mencidn de nociones del dlgebra lineal que se empleardn en algunas demostraciones.

Definicion 1.29. Si V es un F-mddulo, donde F es un campo, decimos que V es un F-espacio

vectorial.
Definicion 1.30. Sea V un espacio vectorial:

i. S C V eslinealmente independiente si y sélo si todo vector x € V puede ser escrito
a lo sumo una vez como combinacion lineal de una familia de elementos de S (con

excepcion de suma de ceros y la reindexacion de elementos de S ).

ii. Un subconjunto linealmente independiente B de V que verifica que todo vector v € V
se puede escribir de forma tinica de combinacion lineal de elementos de B es llamado

base.
Teorema 1.18. Si V es un espacio vectorial entonces
i. V tiene una base.
ii. Todas las bases de V tienen misma la cardinalidad.

Definicion 1.31. Sea B una base de un espacio vectorial V, se dird que su dimension es el

cardinal de B. Este se denotard por dim(V).
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Capitulo 2

Grupos divisibles y de torsion

2.1. Grupos de torsion

Definicion 2.1. Sea G un grupo abeliano. Definimos el subgrupo de tosion G de G como
tG = {a € G : a tiene orden finito }.
Diremos que G es un grupo de torsion si G = tG y que G es libre de torsion si tG = {0}.

Ejemplo 2.1. Todo grupo abeliano finito es de torsion. En efecto, sean G un grupo finito y
a € G. Por definicion sabemos que tG C G, ahora queremos ver la otra contenencia. Por el
Teorema de Lagrange obtenemos que ord(a)||G|y podemos concluir que ord(a) es finito. Por

lo tanto tG = G. Es decir, todo grupo finito es de torsion.

Ejemplo 2.2. Consideremos el grupo aditivo Z. Sea a € Z tal que a # 0. Sabemos que para
todon € N,n > 1, na # 0, asi a es de orden infinito y por lo tanto tZ, = {0}, es decir Z es libre

de torsion.

Ejemplo 2.3. Veamos que el grupo multiplicativo C* no es de torsion ni es libre de torsion.
Sabemos que 2" > 0 para todo n € N, luego 2 ¢ tC*, entonces C* no es de torsion. Para
ver que no es libre de torsion, sean € N,n > 1y consideremos cualquier raiz n-ésima de la

unidad diferente de 1, estos niimeros estardn en tC* y por lo tanto tC* # {1}.
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Veamos ahora que el isomorfismo de grupos preserva las partes de torsion y libre de torsion.
Teorema 2.1. Sean G y H grupos. Tenemos que

i. G/tG es libre de torsion.

ii. Si G = H, entonces tG = tH y G/tG = H/tH.
Demostracion. Este teorema es corolario del Teorema 1.3.2. O

Teorema 2.2. Principio del buen orden. Sea A un conjunto tal que A C Ny A # (), entonces

A tiene un elemento minimo; esto es, existe a € A tal que si b € A, entonces a < b.

El principio del buen orden serd usado varias veces en las demostraciones de otros teoremas.

Recordaremos un resultado de teoria de nimeros, que usaremos mads tarde.

Lema 2.3. Identidad de Bézout: Simcd(a,, as, - -+ ,a,) = d, entonces existen enteros x, Xa, - -+ , X

tales que d = a\ x| + ayx, + - - - + a,x,, tiene las siguientes propiedades:
i. d es el entero positivo mds pequerio de esta forma.

ii. Todo niimero de esta forma es miltiplo de d.

iti. d es el mdximo comiin divisorde a,,a, - - - , a,, es decir que cada mdximo comiin divisor

deay,ar- - ,a, divide también a d.

Definicion 2.2. Sea G un grupo abeliano y p un primo.

i. Decimos que G es un grupo p-primario si todos sus elementos tienen como orden una

potencia de p.

ii. Definimos el componente p-primario G, de G como el subgrupo de todos los elemen-

tos cuyo orden es potencia de p.

Teorema 2.4. Todo grupo abeliano de torsion G es suma directa de sus componentes p-

primarios:
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G=®G,.

pEP

donde P es el conjunto de niimeros primos.

Demostracion. Sea x € G un elemento de orden d € N. Por el teorema fundamental de la

aritmética, existen diferentes primos py,-- -, p, y enteros positivos a;, - - - , @, tal que
d=pitepy.

Definamos r; = d/p;*, se sigue que r;x € G, paratodoi € {1,--- ,n}. Pero como mcd(ry, -+ ,1,) =
n

1 existen enteros sy, -+, s, con 1 = ) s;r;, luego

i=1

n
xX= Z S;rix € ZGP.
i=1

peP

Ahora veamos que para p,g € P, G, N 3} G, = {0}. Sea x € G, N } G,, luego x puede
q#p q#p
escribirse como x = x, = } x, donde x, € G, y x, € G, para todo primo g # p. Existen
a#p
n, € N tal que p"rx, = 0y n, € N para todo primo g # p tal que g"'x, = 0. Notemos que

(=[] 3= 5[ [, =0

q9#p q#p q9#p q#p q#p

Sea d = med(p™, |1 q"), se verifica que dx = 0. Pero como p"™ y ¢" son primos relativos

a*p
para todo g # p, entonces p™ y [] ¢"¢ también son primos relativos, es decir d = 1. Entonces
a#p
x =1x =0y concluimos G, N ¥, G, = 0. Por lo tanto G = P G,,. m|
a#p peP

Lema 2.5. Sean G y H grupos abelianos. Si G = H entonces G, = H,, para todo p primo.

Demostracion. Supongamos que G = H, entonces existe un isomorfismo f : G — H. Sea
p un primo cualquiera, veamos que existe un isomorfismo g : G, — H,. De hecho f |Gp, es
el homomorfismo que estamos buscando, para esto mostraremos que fl; (Gp) = H). Sea

x € G, entonces x tiene orden p” para algin n € N, ahora
f@"x)=p"f(x0) = p" flg, (),
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pero como f es un isomorfismo

fp"x) = f(0) =0,

entonces f |Gp (x) € H,, por lo tanto f |Gp (Gp) C H,. Ahora, seay € H),, entonces existe x € G

tal que f(x) = y. Ademads, y tiene orden p™ para algin m € N, entonces p”"y =0y
p"y=p"f(x) = f(p"x),

luego f(p"x) = 0y como f es un isomorfismos p”x = 0, entonces x € G,. Entonces

flg, (Gp) = Hy,y G, = H,,. O

2.2. Grupos divisibles

En un grupo abeliano G, cualquier elemento g € G puede ser multiplicado por un niimero
entero. Asi, ;qué sucederia si se dividiera por un entero? Para darle sentido a esta duda surge

la definicién de grupos divisibles.

Definicion 2.3. Sea D un grupo abeliano. Entonces, D es llamado divisible si para todo

d € Dy para todo entero positivo n existe d’ € D tal que d = nd'.

Ejemplo 2.4. i. Q es un grupo divisible bajo la adicion.
En efecto, sean d € Q y sea n un entero cualquiera. Si d’ = d/n, tenemos que d' € Q.

De aqui se sigue d = nd" y Q es un grupo divisible.

ii. Veamos que cualquier grupo abeliano G # {e} finito, no es divisible. Supongamos que
G es divisible, por lo tanto para x € G \ {e} y |G| existe y € D tal que x = |Gly. Como
G es finito, |Gly = e, entonces x = e, lo cual nos genera una contradiccion. De aqui se

sigue que todo G divisible es infinito.

iii. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Sean x € K y n € N, consideremos el

polinomio a" = x, como K un cuerpo algebraicamente cerrado este polinomio tiene
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raices en K. Es decir, existe y € K tal que y" = x y por lo tanto el grupo multiplicativo

K es divisible.

La definicién de divisibilidad se puede extender para grupos no abelianos y a estos se les

llama grupos completos. El primer grupo divisible finitamente generado fue encontrado por

Gubra en [2]

Los siguientes teoremas son propiedades de los grupos divisibles que serdn de suma impor-

tancia para nosotros y en el trabajo. Presentaremos a su vez las demostraciones correspon-

dientes.

Teorema 2.6. Sean H y G grupos abelianos.

i.

ii.

iii.

Si G es divisible y H < G, entonces G/H es divisible.

Si G es divisible y ¢ : G — H un homomorfismo entonces ¢(G) es un subgrupo divisible

de H. Es decir, la imagen de un divisible bajo un homomorfismo es divisible.

La suma directa de grupos es divisible si y solo si cada sumando es divisible.

Demostracion.

i.

ii.

lii.

Supongamos que G es divisibley H < G. Sean g € Gy n € N, luego existe gy € G tal
que g = ngo y sabemos que g+ H,go+ H € G/H. Ahora g+ H = ngy+ H = n(gy + H).

Por lo tanto G/H es divisible.

Supongamos que G es divisible y ¢ : G — H es un homomorfismo. Sea h € ¢(G),
luego existe g € G tal que ¢(g) = h. Sean € N, como G divisible existe g, € G tal que
g = ngo, por lo tanto i = ¢(g) = ¢(ngo) = ned(go). Se sigue que ¢(G) es divisible.
(=)Supongamos que G = EB G, es divisible. Sea a; € G; y n € N. Tomemos x = (X;) jes
tal que x; = O para todo j ;édi y Xx; = a;. Como G es divisible existe y = (y;)jes tal que
ny = x. Se sigue que existe y; € G; tal que ny; = x; = a;. Por lo tanto G; es divisible
paratodoi € [.

(&) Sean x = (x;)ic; € Gy n € N. Para cada i tenemos que G; es divisible, entonces
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existe y; € G; tal que ny; = x;. Luego existe y = (;)ic; € G tal que ny = x y por lo tanto

G es divisible.

Teorema 2.7. Todo subgrupo divisible de un grupo abeliano es un sumando directo.

Demostracion. Sea G un grupo abeliano y H < G divisible. Debemos encontrar un subgrupo
KdeGtalque HNK ={0})yH+ K =G.Sea¥ ={L <G : Hn L = {0}}. Sabemos que
¥ es no vacio ya que {0} € ¥. Ordenemos parcialmente a # por la inclusién. Para concluir
la prueba queremos usar el lema de Zorn, por lo tanto tenemos que verificar que toda cadena
de ¥ tiene una minima cota superior. Sea {L;};c; una cadena de #. Mostremos que la unién
de los L; es la minima cota superior. Llamemos L = | J L;. Veamos que L es un subgrupo de
G, sean x,y € L, luego existen i, j € [ tales que x Elez,- y ¥ € L;. Por definicién de cadena

podemos suponer sin pérdida de generalidad que L; C L, por lo tanto x —y € L; y entonces

x —y € L. Concluimos que L < G. Ahora
HﬂL:Hﬂ(ULi) = U(HmL,-) = {0}.

Sea M € F tal que L; € M paratodoi € I, entonces L C M. Por lo tanto, L es la minima cota
superior de tal cadena. Por el lema de Zorn # tiene un elemento maximal K. Procederemos
por contradiccion para probar que G = H + K, esto es si G # H + K, luego existe x € G
tal que x ¢ H + K. Podemos concluir que x ¢ K. Sea K’ el subgrupo generado por K U {x},
luego K € K’. Por la maximalidad de K se sigue que H N K" # {0}. Sea h € H N K’, entonces
h =k + nx, con k € K y algin n € Z. Obtenemos que nx = h — k, pero h —k € H + K, luego
nx € H + K. Supongamos que n es el menor entero positivo tal que nx € H + K.

Sea pprimotalque p|nyy= %x, se sigue que y ¢ H + K. Pero py =nx =h—kycomo H
es divisible existe h; € H tal que h = ph,. Definimos z = y — h;. Luego z ¢ H + K ya que si

estuviera,y =z+ h; yy € H + K lo cual contradice que y ¢ H + K. Ahora

pz=py—phi =(h—k)—h=—k,
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por lo tanto pz € K. Como z ¢ H + K podemos repetir el argumento anterior y formar el
subgrupo K”” generado por K U {z}, de nuevo por la maximalidad de K, H N K" # {0} y existe
h, # 0 tal que h, € H N K”. Podemos escribir hy = k, + mz, con k, € K'y m € Z. Pero m no
puede ser multiplo de p porque si lo fuera tendriamos que k, + mz € K, es decir que 1, € K
pero esto contradice que H N K = {0}. Por lo tanto mcd(m, p) = 1, luego existen a, b € Z tales
que am+bp = 1, es decir z = amz + bpz. Pero amz + bpz = a(h, — k) + b(—k) € H + K, luego

z € H + K, lo cual es una contradiccién. Podemos concluir que G = H + K. O

Teorema 2.8. Un grupo abeliano D libre de torsion es divisible si y solo si es un espacio

vectorial sobre Q.

Demostracion. (=) Sea D un grupo divisible y libre de torsién. Debemos mostrar que D es
un espacio vectorial sobre Q. Seand € Dy n € N, luego existe d € D talque nd’ = dy
ademads, como D es libre de torsidn, d’ es el tinico elemento que cumple lo anterior.

Para esto, supongamos que para d” € D se tiene nd” = d. Entonces nd’ = nd”, y por lo tanto
n(d —d”) = 0. Como D es libre de torsion, d’ — d” tiene orden finito y por lo tanto es igual 0,
es decir, d’ = d”. Definamos ahora la accion de Q en D. Sim/n € Q, definimos (m/n)d = md’,
donde nd’ = d. Veamos que esta multiplicacion estd bien definida. Sean m,n,a,b € Z tales
que m/n = a/b, es decir, a = mb/n queremos ver que (m/n)d = (a/b)d. Sean d’,d” € D tales
que nd’ =dy bd"” = d, porlo tanto nd’ = bd"” y (m/n)d = md' y (a/b)d = ad” .
Demostraremos que ad” = md’ y de esa forma podemos concluir que la multiplicacién esté

bien definida. Paran'y bd” € D, d’ es el tnico elemento tal que

nd = bd".

Ademas m(nd') = n(md") y m(nd’") = m(bd"") = (mb)d"”. Por lo anterior podemos considerar

(mb/n)d”" = md’

y como a = mb/n, entonces ad” = md’ y obtenemos (m/n)d = (a/b)d. Por tltimo, debemos

probar que D cumple las propiedades de espacio vectorial. Como D es un grupo abeliano s6lo
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es necesario verificar los axiomas de la multiplicacioén. Sean m, n,a, b € Z.

i.

ii.

1ii.

Sean d,d’ € D, queremos ver que (m/n)(d + d’) = (m/n)d + (m/n)d’. Como D es
divisible y libre de torsién existe un tnico x € D tal que d + d’ = nx y por definicién
(m/n)(d + d") = mx. Por otro lado existen y,z € D tales que d = ny y d’ = nz, ademas
(m/n)d = myy (m/n)d" = mz. Entonces d + d’ = nx = ny + nz = n(y + z) obteniendo
que x =y + z. Luego mx = m(y + z) = my + mz = (m/n)d + (m/n)d’. Concluimos que

(m/n)d+d") = (m/n)d + (m/n)d’.

Queremos ver que (m/n+a/b)d = (m/n)d+(a/b)d paratodo d € D. Sabemos que existe
d’ € Dtal que d = bnd’ luego (m/n+a/b)d = (mb+an)d’ = mbd’ +and’. Por otro lado,
existen x,y € D tales que nx = d y by = d, por definicién obtenemos (m/n)d = mxy
(a/b)d = ay. Pero a su vez tenemos que nx = bnd’, luego x = bd’ ya que D es libre de
torsion. Andlogamente obtenemos que y = nd’ y por lo tanto mbd’ + and’ = mx + ay.

Concluimos asi que (m/n + a/b)d = (m/n)d + (a/b)d.

Queremos ver que (m/n)[(a/b)d] = [(ma)/(nb)]d para todo d € D. Primero veamos
que existe d’ € D tal que d = bnd’ y entonces [(ma)/(nb)]ld = mad’. Por otro lado

existe d” € D tal que d = bd"”, por deficién obtenemos que

(m/m)[(a/b)d] = (m/n)ad” .

Ahora, existe d””’ € D tal que d” = nd'”, se sigue que

d =bd" = bnd"”

ad” = n(ad").

Asi llegamos a que (m/n)ad’” = mad"”’. Pero d = bnd’ = bnd”’, luego d’ = d" y
podemos concluir que (m/n)[(a/b)d] = [(ma)/(nb)]d.

iv. La propiedad que nos dice 1d = d para todo d € D se sigue porque D es un grupo.
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(<) Si D es un espacio vectorial sobre Q, tiene una base (d;),; y luego podemos escribir D

de la siguiente manera:

D:@Di,

i€l
donde D; es el subespacio generado por d;. Cada uno de estos es una copia de Q y por lo tanto

divisible. Ahora, como suma directa de grupos divisibles es divisible, D es divisible. O

Definicion 2.4. Sea D un grupo abeliano. Denotamos por dD el subgrupo generado por

todos los subgrupos divisibles de D.

Definicion 2.5. Un grupo abeliano G es reducido si dG = 0; es decir, no tiene subgrupos

divisibles no nulos.

Ejemplo 2.5. Si G es un grupo abeliano finito, dG = 0. Por el Ejemplo 2.7 sabemos que
todo grupo abeliano finito no es divisible, por lo tanto todo H < G, al ser finito, tampoco es

divisible, concluyendo que dG = 0.
Definicion 2.6. Si G es un grupo abeliano y n es un entero positivo, entonces
Gln]l={geG:ng=0}

Ejemplo 2.6. Consideremos Z4. Luego Z4[3] = {g € G : 3g = 0} = {0}. En general, simyn

son primos relativos, entonces Z,[n] = {0}.

Teorema 2.9. Sea G un grupo, H < G y D un grupo divisible. Sea f : H — D un homomor-

fismo. Entonces f puede ser extendido a un homomorfismo G en D.

Demostracion. Consideremos el conjunto

S={(S,h):S <Gtalque HC S yh:S — D es una extension de f}.

S #0yaque (H, f) € S.Definimos el orden <en S: (S;,h;) < (Sj,h;)) © S, CS;yhjesuna
extension de &;. Veamos que este es un orden parcial en S. Es clara la propiedad reflexiva.

Probaremos la propiedad antisimétrica, sean (S;, /;), (S j, h;) € S tales que (S, h;) < (S, h)j)y
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(S, hj) < (S}, h;), por definicion tenemos §; € Sy S; C S,y porlotanto S; = S ;, luego h; =
hf|s,- = hf|s, = h;. Ahora, probemos la propiedad transitiva, sean (S;, 4;), (S j, hj), (S, ) € S
tales que (S, ;) < (S;,h)y (S, hj)) < (S, ), como§; CS§;yS; CS,entonces S; C Sy,
también tenemos que thSj =h;y hi|s,- = h;, luego h"|51'|s,- = hf|s,- = h;, perocomo §; C S ;
se sigue que h"|51|5,- = Ils,, por lo tanto ylg, = h; y (S, hi) < (Sk, hy), por consiguiente < es
una relacion de orden parcial.

Sea {(S 4, ha)}o una cadena en Sy definamos Sy = [ S, y si s € S entonces existe a tal que
s € S, podemos definir hy(s) = h,(s). Esta funcign estd bien definida ya que si s € S,, y
s € S,,, podemos suponer sin pérdida de generalidad que S,, C S ,,, luego Ay, (s) = hy,(s) ya
que h,, es extension de A, .

El elemento (S, hp) € S yaque porun lado Sy < Gy H C Sy y ademds si x € H entonces
ho(x) = h,(x) para todo a y por lo tanto es una extensioén de f. Por su definicién sabemos
que este elemento es una cota superior pero ahora queremos verificar que es la minima cota
superior: Si (S, h,) < (S’, /') para todo a, entonces S, € S’y como h’|s, = h, para todo
@, entonces h'|g, = hy. Por lo tanto (S, hg) < (S, ). Luego por el lema de Zorn, existe un
elemento maximal (M, g) € S.

Queremos mostrar que M = G. Supongamos lo contrario, entonces existe x € G tal que
x ¢ M. Sea M; = M + (x). Queremos extender g para M;, contradiciendo la maximalidad de

M. Consideremos dos casos:

i. Supongamos que MN{x) # 0. Por el principio del buen orden, existe el entero positivo k
tal que es el més pequeio que cumple kx € M. Entonces, si y € M, podemos escribirlo
comoy =m+sxconm e My0 < s < k. Esta expresion es Unica ya que si m + sx =
m +s’xcon0 < s < s <k, entonces (s —s)x =m—m’' € M,pero0 < s — 5 <k,
lo cual contradice la eleccion de k. Ahora, sea z = kx, como z € M entonces g(z) estd
definido, ademds como g(z) € Dy D es divisible, existe & € D tal que k¢ = g(z). Ahora,
definimos F : M; — D por F(m + sx) = g(m) + s&¢ que claramente extiende a g, nos

resta ver que es un homomorfismo. Sean m; + s;x,m, + s,x € M; y supongamos que
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S1+S2<k

F((m; + s1x) + (my + $2x)) = F((my + my) + (51X + $2X))
= g(my +my) + (51 + $)¢
= g(my) + g(my) + 51& + 526
= (g(m1) + 518) + (8(m2) + 528)
= F(m; + 5:&) + F(my + $6).

Ahora supongamos que s; + s, > k, luego s; + 5, = k+ s con 0 < s < k, entonces

F((m; + s1x) + (my + $2x)) = F((my + my) + (51X + $2X))
= F(m; + my + kx + 5x))
= g(my + my + kx) + s&
= g(my) + g(my) + g(kx) + s&
= g(my) + g(my) + g(2) + 5&
= g(my) + g(my) + k& + s&
= g(my) + g(my) + 51& + 526
= (g(m1) + 518) + (8(m2) + 528)
= F(m; + 5:&) + F(my + $8).

Luego, F es un homomorfismo tal que F|,, = g, lo cual nos genera una contradiccion.

ii. Si M nN{x) =0 entonces M; = M & (x). En este caso definimos F : M; — D por
F(m + ax) = g(m). F estd bien definida porque la expresiéon para m + ax es Unica.
F es un homomorfismo porque g lo es y ademas F|,;, = g. De nuevo, nos genera

contradiccidn.

En ambos casos obtenemos que (M, g) < (M, F), que contradice la maximalidad de M,

entonces M = G. O
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Teorema 2.10. Sean G y H grupos abelianos divisibles p-primarios, entonces G = H si y

solo si G[p] = H|p].

Demostracion. (=) Si existe un isomorfismo f : G — H, veamos que f|g,) €s un isomor-
fismo de G[p] en H[p]. Ya sabemos que flg, es un homomorfismo inyectivo pues f lo es.
Queremos ver que flg, (Glp]) = Hlp]l. Sea x € G[p]. Mostremos que flg,, (x) € H[p].

Ahora, como f es un homomorfismo vemos que

P flop (0 = flo (px¥) = flg, (00 =0

y se sigue que flg,) (GIp]) € H[p]. Sea h € H[p], luego existe g € G tal que f(g) = hy
f(pg) = pf(g) = ph = 0. Pero como f es un isomorfismo Ker(f) = {0}, por lo tanto pg = 0,
es decir, g € G[p]. Concluimos que fg, : (G[p]) = H[p] es un isomorfismo.

(&) Sea f : G[p] — H[p] un isomorfismo. Sea iy : H[p] — H el homomorfismo inclusién
y f =igo f:G[p] = H, por el teorema anterior podemos extender f a un homomorfismo

F : G — H. Vamos a probar que F es un isomorfismo.

Primero, veamos que es inyectivo. Como G es un grupo p-primario todo g € G tiene orden
p" para algin n € N. Sea g € G con orden p, como f es un isomorfismo, g ¢ Ker(f) y
F(g) = f(g) # 0.

Ahora, sea g € G con orden p” con 2 < p, como p es primo, el elemento p"~!g tiene orden
p. Supongamos que F(g) = 0y dado que F es un homomorfismo, p"'F(g) = F(p"'g) = 0
lo cual contradice el caso anterior. Entonces F es inyectiva. Ahora veamos a probar que F
es sobreyectiva. Si & € H este elemento tiene orden p”, asi vamos a proceder por induccién
sobre n. Sin = 1, entonces h € H[p] = imf C imF. Supongamos que para algiin n > 1 todo
elemento en H con orden p" estd en imF. Sea ahora h € H de orden p"*!, luego p"h € H[p],
y existe g € G tal que F(p) = f(g) = p"h. Como G es divisible, entonces existe g’ € G tal
que p"g’ = g, luego p"(h — F(g’)) = 0y por induccion existe x € G tal que F(x) = h — F(g’),

luego F(x + g’) = h, por lo tanto F es sobreyectiva. O

40



Cuando hablamos de grupos abelianos divisibles una de las propiedades que no podemos
obviar es que ellos son un Z-mdédulo inyectivo. Es decir, los grupos abelianos divisibles des-
criben todos los grupos abelianos inyectivos. Para esto vamos a extender la definicién de

divisibilidad a la teoria de anillos

Definicion 2.7. Sea R un dominio. Entonces un R-mddulo D es divisible si, para todo d € D

y r € R diferente de cero, existe d’ € D tal que d = rd’.
Teorema 2.11. Si R es un dominio, entonces todo R-médulo inyectivo es divisible.

Demostracion. Supongamos que E es un R-moédulo inyectivo. Sean e € E 'y ry € R diferente
de cero; debemos encontrar x € R con e = rox. Definamos f : (ry) — E por f(rry) = re.
Notemos que f estd bien definida ya que R es un dominio, si rry = r'ry implica que r = r’.

Como E es inyectivo, existe g : R — E que extiende a f. En particular

e = f(ro) = h(rg) = roh(l),

luego x = h(1) es el elemento en E que necesitdbamos. Concluimos que E es divisible. O
Teorema 2.12. Si R es un DIP, entonces todo R-modulo E es inyectivo siy solo si es divisible.

Demostracion.

(=) Se obtiene del teorema anterior.

(<) Supongamos que E es divisible. Por el criterio de Baer, es suficiente extender una funcién
cualquiera f : I — E auna funciénde & : R — E. Como R es un DIP, I es ideal principal,
es decir, I = (ry) para algin ry € I. Como E es divisible y f(ry) € E, existe e € E tal que
roe = f(ry). Definamos h : R — E por h(r) = re. Sea x € I, luego existe r € R tal que x = rry,

entonces f(x) = rf(ry) = rroe = xe = h(x) y por lo tanto & es una extension de f.

En particular como Z es un DIP, todo Z-mddulo inyectivo si y sélo si es divisible.
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2.3. Grupo de Priifer

Vamos a definir un grupo importante para nuestro trabajo. Llamamos grupo de Priifer en
honor al matematico alemédn Heinz Priifer reconocido por sus contribuciones a la teoria de
grupos abelianos y nimeros algebraicos, entre otros. La relevancia del grupo de Priifer en

este trabajo es porque ayuda a clasificar los grupos abelianos divisibles.

Definicion 2.8. Sea p € Z primo. El grupo de Priifer de tipo p*® es el subgrupo del grupo

multiplicativo C* dado por:
Z(p™) = (e¥IP" i > 1) = (™" e Z,n e N}
Teorema 2.13. Sea p un primo cualquiera. El grupo de Priifer Z(p*) es enumerable.

Demostracion. Sea f : Z XN — Z(p*) definida por

f(m, I’l) — elnm/p".
Por su misma definicion, f es una funcidén sobreyectiva, entonces tenemos |Z(p™)| < N.
Como el grupo de Priifer es un conjunto infinito concluimos que este es enumerable. O

Teorema 2.14. Sea p primo. Z(p®) es un grupo abeliano divisible p-primario.

Demostracion. Dado que C* es un grupo abeliano, Z(p*) también es abeliano. Entonces
consideremos A = € Z(p™). Vamos a probar que A = Q/Z y de esta forma podemos con-
cluir que Z(p™) es lfn grupo divisible para todo p primo. Un elemento (x,), € A es de la
forma ((e*"cr/P"” )p), donde ¢, € Z para todo p primo, para el cual existe solamente un con-
junto finito de indices J,tal que los términos o2icr; /Py # 1. Definamos ¢ : A — Q/Z por

$((e¥™/P"),) = 3, ¢p,/pj™ + Z. Veamos que ¢ es un isomorfismo.
jeJ

o ; n N4 )
Es fécil ver que ¢ es un homomorfismo. Sean (> /P, (e*™/P7") € A.
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¢((62nicp/pnl’ )p % (elm'c’p /p"/P ) — ¢((62nicp/pnl’ * eZﬂic’p /p"/P )p)

I T

’

)

= Y (P, + prey)/ph + Z
p

np+n

= ¢((62m'(p”;’cp+p”1’c;,)/p

= Y (eplp" + )P+

P
= Zcp/p”l’ + Zc%/p’”) +7Z
p p

= BT, ¢ (),

Ahora, para probar que ¢ es inyectiva veamos que Ker(¢) = {(1),}. Por definicion de ¢
sabemos que (1), € Ker(¢). Sea (ezmc,,/p;)p € Ker(¢), tal que (e¥icr/P"” ), # (1),, entonces

P((e¥™r/P"),) = Z, es decir 3, ¢,/ p" € Z. Veamos que p;"i|c,, paratodo j € J. Reescribimos
)

chp,kl—[_pk

je #J

S, /pti+z2=0"0 47
jer P [1p;

jeJ
por lo tanto

)y Cp; [1 pi"r

jel k)

[1p;"
jeJ

ny. n
Pj pjlchj l_lpk Pk,

jeJ k#j

€ Z,

es decir, para todo j € J,
pero

ny. n
pjliley, | |pk P

k#l
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para todo [ # j y entonces

ny. n
pj ey, | |pk .

k#j

Sea k € J tal que k # j, tenemos que (pj, pr) = 1 y por lo tanto

ny.
p] pjlc[)j’

meilPip; = | para todo j € J lo cual es una contradiccion y por lo tanto Ker(¢) =

luego e
{(1),}. Asi que ¢ es inyectiva.

Veamos que ¢ es sobreyectiva. Sean a € Zy b € N, luego a/b + Z € Q/Z. Por el teorema
fundamental de la aritmética podemos escribir b = [] py"». Como los nimeros b/p;" son
primos relativos dos a dos, de existen m,,, € Z talesj(;le 1 = jezjmp’(b /pi"*7¢). Luego a/b =

>, am, [ pc". Ahora, sea (x,), tal que (x,) = 1sik ¢ Jy (x,,) = eXmiamy [P Como J es
jeJ
finito concluimos que (x,), € Ay ¢((x,),) = a/b + Z. Por lo tanto ¢ es biyectiva. m]

El siguiente teorema clasifica todos los grupos abelianos divisibles.

Teorema 2.15. Todo grupo abeliano divisible es isomorfo a la suma directa de copias de Q

y copias de Z(p™) para varios primos p.

Demostracion. Sea D un grupo divisible, veamos primero que D es divisible. Si x € D tiene
orden finito, n € N y x = ny, entonces y tiene orden finito. Se sigue que si D es divisible, tD

es divisible también y entonces existe un grupo abeliano V tal que
D=tDaV,

donde V es libre de torsion. Ya que tD es un subgrupo divisible de D y entonces es un
sumando directo. Como D/tD = V' y V es libre de torsion, V es un espacio vectorial sobre Q
y por lo tanto es isomorfo a la suma de copias de Q.

Ahora, como D es un grupo de torsién por el Teorema 2.1.4 concluimos que tD = P T,
donde T, es su componente p-primario, ademas, todos sus componentes p—primariol; son

divisibles. Por lo tanto es suficiente mostrar que para cada p, T, es suma directa de copias

de Z(p™). Sea x; € tD de orden p. Escogemos x, tal que x; = px,. Siguiendo este proceso
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construimos la secuencia xj, x,,--- tal que para cada 1 < j, pxj;; = x;. Veamos que el
subgrupo generado por esta secuencia E es isomorfo a Z(p™). Sea x € E, luego existe / una

coleccion finita de indices tal que x = )} a;x; y sea f : E — Z(p®), dada por
jel

fO0) = f(Z ajx)) = [T e,
jel jel
Es facil ver que f es un isomorfismo. Denotemos S el conjunto de todos los subgrupos
isomorfos a Z(p™) y sea T el conjunto de X C S para el cual la suma de los subgrupos de
X es una suma directa. Entonces T es parcialmente ordenado por la inclusién y toda cadena
tiene una cota superior que es la unién. Por el Lema de Zorn T tiene un elemento maximal.
Sea H la suma directa de los subgrupos en X. Como H es suma directa de grupos isomorfos
al grupo de Priifer, es divisible y ademds, H C T, entonces T), = H P K para algin K. Si
K es no trivial, contiene un subgrupo L isomorfo a Z(p*), y entonces X U L € T y contiene
propiamente a X, contradiciendo la maximalidad de X. Por lo tanto 7}, = H y es una suma

directa de copias de Z(p™). O

2.4. Isomorfismos entre grupos divisibles

En esta seccién vamos a dar una definicion que serd la clave para nuestro trabajo y nos dara
las bases para demostrar cuando grupos divisibles son isomorfos. Dado un espacio divisible
D, sabemos que D/tD es un grupo libre de torsién y ademds es divisible. Entonces por el
Teorema 2.2.3 D/tD es un espacio vectorial sobre Q. La accién de Q sobre D/tD esta dada
por fa = b, donde b es el unico elemento tal que yb = xa.

Veamos que para cualquier grupo divisible D y p primo, D[p] es un espacio vectorial sobre
Z,.Seand € D[p]y X € Z,, entonces existen € Ntalque 0 <n < p-1yx =n (mdd p),
definamos

xd = nd.

Para ver que estd bien definida tomemos X,y € Z, tal que X = y. Existe n € N tal que

0<n<p-1lyademis x =y =n (mdéd p). Por definicién Xxd = nd y yd = nd, entonces
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Xd = yd. Ahora,
p(xd) = p(nd) = (pn)d = (np)d = n(pd) =0,

es decir que xd € D[p]. Luego, D[p] puede ser visto como un espacio vectorial sobre Z,,.

Gracias a esto podemos dar la siguiente definicion.
Definicion 2.9. Si D es un grupo abeliano divisible se define
0e(D) = dimg (D/tD)
y para todo p € Z primo, se define
6,(D) = dimgz, (D[p])

Teorema 2.16. Sean D y D’ grupos abelianos divisibles. Entonces D = D’ si y solo si

00o(D) = 0o(D") y 6,(D) = 6,(D’) para todo p primo.

Demostracion. (=) Por Teorema 2.1.1 sabemos que si D = D’, entonces tD = tD"y D/tD =
D’ /tD’ como grupos. Ahora D/tD y D’/tD’ son grupos divisibles libres de torsion, por lo
tanto son espacios sobre Q. Queremos ver que ellos son isomorfos como espacios vectoriales
sobre Q y asi 0o(D) = 0(D’). Existe f : D/tD — D’/tD’ un isomorfismo de grupos,
vamos a probar que f puede ser visto como una transformacioén lineal biyectiva entre espacios
vectoriales, para esto basta mostrar la linealidad de f sobre Q. Como f es homomorfismo,
dados x,y € D, f(x +y) = f(x) + f(y). Sead € Dy m/n € Q, como D/tD es divisible
y ademas es libre de torsién, existe un unico d’ € D tal que d = nd’, se sigue que f(d) =
f(nd") pero como f es un homomorfismo de grupos f(nd") = nf(d’), es decir que f(d) =
nf(d"), asi podemos concluir que f(d") es el inico elemento en D’ /tD’ tal que f(d) = nf(d’).
Ahora, por la multiplicacién definida en el Teorema 2.2.3 sabemos que (m/n)d = md’y
(m/n)f(d) = mf(d) = f(md"), por estas igualdades tenemos que f((m/n)d) = f(md')y
entonces (m/n)f(d) = f((m/n)d), y por lo tanto D/tD y D’ /tD’ son isomorfos como espacios
vectoriales sobre Q.

Por Lema 2.1.5 tenemos también que las componentes p-primarias (D), = (tD’), para todo

p, por Teorema 2.2.5, (tD),[p] = (¢tD"),[p] y como D[p] = (¢tD),[p] obtenemos que D[p] =
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D’[p] como grupos abelianos. Sabemos que D[p] y D’[p] pueden ser vistos como espacios
vectoriales sobre Z, y de forma andloga al caso anterior se demuestra que D[p] = D’[p]
como espacios vectoriales sobre Z,, es decir, 6,(D) = 6,(D’).

(&) Reescribimos D = Ve (P T,y D' = V' &P T, donde V'y V' son subgrupos divisibles
libres de torsion, ademads Tpl; T, son los complz)nentes p-primarios. Luego 6,(D) = 6,(D’)
implica que T, = T, eso quiere decir que existe un isomorfismo f, : T, — T, para todo p.
Mientras que 6.,(D) = d(D’) implica que V = V’, es decir existe el isomorfismo f, : V —
V’'.Sead € D,luegod = d, + },d, donde, d, € V yd, € T,. Definimos f : D — D’ por
fd) = f,d,) + 2 f,(d,), las pro;iedades de isomorfismo se heredan de que cada una de las

)4
fp- Porlo tanto D = D’. m|
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Capitulo 3

Un problema

En el inicio del trabajo nos propusimos encontrar una herramienta nueva para demostrar

isomorfismos entre grupos divisibles. Para esto consideremos los grupos
C*, Q/Z®R, R/Z, [1Z(g™) y S',
q

donde S! = {z € C : |z| = 1}. Primero queremos ver que estos grupos son divisibles para

poder aplicar el Teorema 2.4.1.

Veamos que R es divisible. Sea x € Ry n € N, entonces y = x/n € Ry nx = y. Ahora, Q es

divisible, entonces Q/Z es divisible y como R es divisible Q/Z @ R también lo sera.

Para C* ya sabemos que dados x € C* y n € N existe y € C* tal que x = y". De manera
andloga S! es divisible pues dados x € S' yn € N, el y € C* que cumple la condicién x = y"
tiene norma 1 y entonces y € S!. Por otro lado ya vimos que el grupo de Priifer es divisible,

luego []Z(g™) es divisible.
q
Lema 3.1. NON" =

Demostracion. Ya sabemos que 2 < 8y, luego 2™ < N0 pero como Ny < 2% obtenemos
que N 0 < (2%)N = 2% y nor proposicion 1.1.9 se sigue que 28%0% = 2% A partir de estas

desigualdades tenemos que 2% < RN < 2% y concluimos que 8™ = . O
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Este lema serd importante para la conclusion del siguiente teorema.
Teorema 3.2. Los siguientes grupos abelianos son isomorfos:
C', Q/Z®R, R/Z, [1Z(¢™) y S,
q
donde q recorre el conjunto de los niimeros primos.

Demostracion. Ya sabemos que todos los grupos listados anteriormente son divisibles asi
que por Teorema 2.4.1 debemos mirar que para cualesquiera dos grupos de estos, D'y D’ se
tiene 0oo(D) = 0(D") y 6,(D) = 6,(D’) para todo p primo.

Veamos que 6,(D) = 1, donde p es un primo cualquiera.

i. Para C* los elementos en C*[p] serdn las raices p-ésimas de la unidad, es decir
C'[pl = {7 : ke N,0 < k < p).

Ya sabemos que este conjunto tiene p elementos y como espacio vectorial sobre Z, su

dimensioén es 1. Por lo tanto ¢,(C*) = 1.

ii. Bl caso S! es igual al anterior, pues las raices de la unidad tienen norma 1, asi C*[p] =

S'[pl.

iii. Para []7Z(g>)[p] notemos primero que para ¢ # p primo, ningtin elemento en Z(g*)
q
va a tener orden p. Asi que los elementos (x,), € []Z(g™)[p] son tales que x, = 1
q
para todo primo g # p. Entonces solo debemos mirar qué sucede en el término x,. Si

x}, = 1, tenemos que x,, es raiz de la unidad y él estd en C*[p], luego 6, (];[ Z(q"")) =1

iv. Sea (a/b+ Z,c) € Q/Z® R tal que med(a,b) = 1y p(a/b+ Z,r) = (Z,0). Es decir,
pr =0y pa/b € Z, 1o que implica r = 0 y tenemos que b = p, luego (1/p + Z,1/p)

genera

Q/ZeR[p] ={(1/p+2,0),2/p+Z,0),---(p = D/p +Z,0),(0 + Z,0)},
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que tiene p elementos, de donde 6,(Q/Z®R) = 1.

v. De forma andloga sucede en R/Z[p], sea r + Z € R/Z[p], luego pr = 1, es decir

r = 1/py de nuevo, R/Z[p] es un espacio generado por un elemento sobre Z,. Es decir

5,(R/Z) = 1.

Ahora, miremos qué sucede con 9. (D).

i

ii.

iii.

Sea D = Q/Z® R. Luego tD = Q/Z y D/tD = R como espacios sobre Q, es decir
0e(D) = dimg(R). Veamos que este es igual al cardinal del continuo. Sea B una base
de R sobre Q.

B no es finita pues como 7 no es algebraico sobre Q el conjunto {n"},>; es linealmente

independiente sobre Q, por lo tanto |B| > N,.

Veamos que |B| > Ny. Si |B| = Ny, existe una enumeracion para B, sea esta B = {xi}jir

Si A = [J Q" entonces A es enumerable y para x € R, existenm € N, ry,--- ,r, € Q
r>1
m
Y Xip,ttc, X, € Btales que x = 3 rjx; y asi la funcién ¢ : A — R definida por
j=1
n
o(ry, -+ ,r,) = Y, rix; es sobreyectiva. Se sigue que ¢ = |R| < |A] = Ny lo cual es una

i=1
contradiccion y concluimos que |8B| > 8. Entonces 6.,(D) = c.

Ahora veamos que |8| = ¢. Tenemos que Ny < |B| < |R| = ¢y la hipétesis del continuo

implica que |B]| = «.

SeaD =R/Zysir+Z € Dtalque r+Z € tD, existe n € N tal que n(r+2Z) = Z pero esto
es lo mismo a decir que nr € Z, luego r € Q. Podemos concluir que tD = Q/Z. Por lo
tanto D/tD = R/Q como espacios vectoriales sobre Q. Es decir d.,(D) = dimg(R/Q).
Como dimg(R) = ¢, entonces R = @ Q, donde |I| = ¢. LuegoR = Q @ @ Q donde
II'l=cyR/Q =P Q,y se sigue qugl&o(D) = lell

icl’

Sea D = C*. Definimos una funcién f : R X R — C por f(a,b) = a + bi. Luego

ICl=RXR|=R|R|=cc=c¢
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y como C* = C\ {0}, entonces |C*| = ¢. Ahora escribimos C* = V@&¢C* donde V es libre

de torsidn, ademas tC* = EB T,,conP" CcPy|T,| = p, tC* es enumerable. Pero como
pep’
C" no es enumerable, V no es enumerable. Ahora, V = @ Q, donde dimqg(V) = [I]. Si
iel
I es enumerable V también lo seria, por lo tanto / no es enumerable y como V c C*,

entonces |I| = ¢, luego dimg(V) = ¢. Pero como D/tD = V como espacios sobre Q,

obtenemos que d.,(D) = c.

iv. Sean D = S'y £ :[0,27) — S! definida por f(#) = . Ya sabemos que esta funcién
es biyectiva, por lo tanto |S'| = |f[0, 27)| = ¢. Haciendo el proceso analogo del caso

anterior obtenemos que d.,(D) = c.

v. Para D = []Z(¢g%) sabemos que |P| = 8Xy. Veamos que |Z(¢*)| = N, para todo g € P.
q

Recordemos que el Lema 3.0.2 nos dice que No™ = ¢, entonces

[ [z@) =] [1iz@ =] %
q q q

= N

=C

De forma andloga a los casos anteriores, d.(D) = c.

Para cada uno de los grupos obtenemos que 6.,(D) = ¢y 6,(D) = 1 para todo p primo. Por

Teorema 2.4.1 se verifica que los grupos son isomorfos dos a dos. O
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Conclusiones

Al principio del trabajo nos propusimos mostrar que ciertos grupos abelianos son isomorfos
y para esto hicimos un corto pero conciso estudio de algunas definiciones y teoremas bdsicos
en la teoria de conjuntos, dlgebra lineal, dlgebra moderna y ademds de esto, revisamos varios
conceptos de la teoria de nimeros que tendrian un gran papel para poder cumplir nuestro ob-
jetivo. Estudiamos a su vez, nuevos conceptos como el de grupo divisible y sus propiedades
que son los protagonistas de este trabajo y que a simple vista es una estructura sencilla pero

nos ofrece propiedades bastante ttiles.

Al final pudimos cumplir el objetivo de mostrar que los grupos C*, Q/Z®R, R/Z, []Z(g%),
y el grupo S'! son isomorfos usando la propiedad de divisibilidad. Més alld de este reZultado
especifico, nos encontramos con una herramienta general muy fuerte que involucra los con-
ceptos de las teorias ya mencionadas para determinar si dos grupos divisibles son isomorfos

sin necesidad de construir explicitamente el isomorfismo entre ellos.
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