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“Hemos averiguado que vivimos en un
msignificante planeta de una triste estrella
perdida en una galaxia metida en una
esquina olvidada de un universo en el que
hay muchas mas galazias que personas.”

Carl Sagan.

“La ciencia no es sino una perversion de si
misma a menos que tenga como objetivo
final el mejoramiento de la humanidad.”

Nicolas Tesla

“Vivimos en una sociedad profundamente

dependiente de la ciencia y la tecnologia y
en la que nadie sabe nada de estos temas.

Ello constituye una formula sequra para el
desastre. ”

Carl Sagan
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Resumen

Titulo: Colapso lento de configuraciones esféricamente simétricas, no-locales y anisétropas en
Relatividad General'

Autor: Laura Marcela Becerra Bayona?®

Palabras claves: Objetos Compactos, Relatividad General, Ecuaciones de estado de la ma-
teria

En el presente trabajo se estudiaré el colapso gravitacional disipativo de configuraciones ultra-
densas, simétricamente esféricas y anisétropas al introducir una ecuaciéon de estado no local,
en la aproximacion de colapso lento. En este tipo particular de ecuaciones, una de las com-
ponentes del tensor momento energia (Tg o T}), para un determinado instante de tiempo, no
es solo funcién de la otra (T} o 1)) sino también de su funcional a lo largo del resto de la
configuracion.

Se demuestra la viabilidad de usar este tipo de ecuaciones de estado en escenarios de colapso
lento de esferas relativistas, a través de la construccién de modelos adiabaticos y radiantes. Para
éstos ultimos, cuando la mayor parte de la energia radiada proviene de las capas exteriores de
la distribucion, las configuraciones de materia exhiben cambios de signo en la velocidad con la
que se mueve el fluido . Este efecto parece ser muy sensible a la masa inicial de la configuracion
y a la forma del perfil de luminosidad del objeto compacto.

Con el fin de identificar algunas de la contribuciones de la ecuacién de estado no local a
la dindmica de las configuraciones, también se han desarrollado modelos locales al suponer
una relaciéon para describir el comportamiento de la anisotropia del sistema. Por ltimo, se
incorporarin esquemas causales de propagacion del calor, relaciondndolos con la distribucién de
temperaturas a través de las teorfas termodinamicas de segundo orden: ecuacién de Cattaneo.

En conclusién, el objetivo principal serd avanzar en la comprensién de escenarios de colapso
gravitacional radiante y estudiar los esquemas térmicos que pueden estar presentes cuando el
material responde a una ecuacién de estado no local.

Trabajo de grado
2Facultad de Ciencia. Escuela de Fisica. Director: Luis Nuiiez de Villavicencio Martinez
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Abstract

Title: Slow Collapse of Spherical Symmetry, Non-Local and Anisotropy Configuration in Ge-
neral Relativity.?

Author: Laura Marcela Becerra Bayona’

Keys Words: Compact Objects, General Relativity, Matter Equation of State, Slow Evolu-
tion.

In this work, we’ll study the disipative gravitational collapse of spherical symmetry and aniso-
tropy ultradense configurations, introducing a non local equation of state, in the slow aproxi-
mation. These particular types of equation of state describe, at a given point, the components
of the corresponding energy-momentum tensor (T(? o T}) not only as a function at that point,
but as a functional throughout the enclosed configuration. We’ll consider exclusively the slow
evolving systems.

We show the viability of use this type of state equation in slow collapse scenarios of relativitic
spheres, throught the contruction of adiabatic and radiant models. For these last, when most of
the radiated energy comes from the outer layers of the distribution, the matter configurations
exhibit change of signs in the fluid velocity with which the fluid move. This effect seems to be
very sensible of the initial mass of the configuration and the shape of the luminosity profile of
the compact object.

With the goal of indentify some of the contribution of the no local equation of state in the
dynamics of the configurations, we have also developed some local models assuming a relation
that describes the anisotropy behavior of the system. Finally, we’ll incorporate casual propa-
gations of heat framework. They will realte with the temperature distribution throught the
second orden thermodynamics theories: the Cattneo equation.

In conclusion, the main goal of this work is to advance in the understanding of radiative
gravitational collapse as well as to study the thermal outlines that can be present when the
material behaves according to a non-local equation of state.

3Degree Project
4Facultad de Ciencia. Escuela de Fisica. Director: Luis Nufiez de Villavicencio Martinez
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1. Introduccion

Uno de los objetos més exoticos del Universo son las estrellas de neutrones. En estos objetos se
pueden encontrar densidades mayores que las nucleares (peore = 2,8 x 101gcm™3) y enormes
energias de enlace gravitacional (GTW ~ 10%3ergs) [15]. Esto las hace laboratorios astrofisicos
dnicos para la exploracion de las propiedades de la materia en densidades extremas.

La estructura radial de una estrella de neutrones se divide, comtinmente, en términos de la
densidad de las diferentes regiones que la forma. Empezando en la frontera de la estrella y

yendo hacia el interior, se puede diferenciar la superficie, la corteza y el nicleo (ver figura 1.1).
1

Neutron Star _ _ LA SUPERFICIE consiste de materia normal en su estado
ronmaeeremeEEms - fundamental. Sus propiedades térmicas, mecénicas y eléctri-
Outer Crust: cas son razonablemente conocidas. Esta se define como la
Eleeron gas region con p < pg ~ 107g em™3, donde pg es la densidad
Inner Crust, critica para la neutronizaciéon. LA CORTEZA corresponde a
e oo 92 la region con pg < p < peore- Tiene aproximadamente 1 Km
S de grosor y contiene §010 un pequeno porcentaje de la masa
Neutrons, protons total de la estrella. Esta a su vez se divide en una corteza

Electrons, muons

interna y en una corteza externa, las cuales se encuentran
Inner Core:

Neutrons delimitadas por la densidad limite en la cual el niacleo co-
Superconducting protons . . .,

Elecirons, muone. mienza a desintegrarse (pgrip). La ecuacion de estado pro-
Deltas (A) 1 16 7
oot S puesta por Baym, Pethick y Sutherland, ecuaciéon BPS [7],
i et sugiere que esta densidad critica ocurre aproximadamente

en parip ~ 4 X 10" gem 3. Finalmente, EL NUCLEO se pue-

Figura 1.1: Estructura radial de una  de djvidir en el nicleo externo con una densidad menor que

estrella de neutrones! ~ 2peore v €l niicleo interno con densidades mas altas, que

contiene la mayor masa de la estrella. La distincién del niicleo solo refleja la ignorancia que

existe frente al estado de la materia en densidades extremas, y no implica que la materia sea
fisicamente diferente, aunque podria serlo [68].

La ecuacion de estado de la materia en la corteza ha sido calculada con una precisién razo-
nable, y es suficientemente entendida para el propdsito de construir modelos de estrellas de
neutrones [(3]. Por el contrario, existe un gran desconocimiento en torno a la estructura de la
ecuacion de estado del niicleo, més precisamente en torno a las propiedades que describe la
materia en densidades mayores que 2pcore [15,21]. Esto se debe a la imposibilidad de verificar
procesos microscopicos en densidades tan altas y, a la gran cantidad de fenémenos que deben
considerarse (variedad de tipo de particulas, abundancia, interacciones y transiciones de fase).

Imagen tomado de F. Weber, M. Orsaria, H. Rodrigues, S.H. Yang. e-Print: arXiw:1210.1910
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De hecho, las evidencias experimentales que se tienen actualmente en este campo provienen
bésicamente de la extrapolacion de datos obtenidos en los aceleradores de particulas, la fisica
de altas energias y la fisica de los rayos cosmicos (ver [25] y alli citadas).

Otro aspecto interesante de las estrellas de neutrones, es que su formacién es precedida por un
periodo de colapso gravitacional radiativo. Las estrella de neutrones nacen de las secuelas del
colapso gravitacional del niicleo de estrellas masivas de aproximadamente 8 M. Cuando ésta
llega al final de su vida, explota en una supernova tipo Il y como resultado, una estrella de
neutrones se forma con temperaturas internas del orden de ~ 10 K. Después de su nacimiento,
debido a las ondas de choque iniciales, el camino medio de los neutrinos, producidos en su
interior, se vuelve més grande que el radio de la estrella de neutrones, y ésta empieza a enfriarse.
El enfriamiento es realizado a través de dos canales: la emision de neutrinos del cuerpo estelar
entero y la emision de calor desde las capas internas a la superficie, lo que resulta en la emisiéon
térmica de fotones [10,55,68].

Una teorfa fisica que se adectia de manera formidable al estudio de objetos compactos es la
teoria de la Relatividad General. De hecho, ésta no puede ser ignorada debido a los fuertes
campos gravitacionales que se presentan. Ademaés, como existe una gran incertidumbre sobre
las propiedades de la materia ultradensa, resulta razonable tratar de hacer un estudio de
la materia nuclear utilizando todas las herramientas disponibles a través de las leyes fisicas y
dentro del marco de la teorfa de la Relatividad General. El presente trabajo tiene este objetivo
y se centra en la introducciéon de una ecuacién de estado no local para estudiar los posibles
escenarios de colapso gravitacional relativista. Continuando con los trabajos previos realizados

en [29] y [27], esta relacion se propone para el limite estatico de la forma:
2 [,
Pr=p—— [ pdr, (1.1)
™ Jo

y de manera general de la forma:

(1.2)

2 [T 2 P.uw?
P.=p-— [P"‘ qw Tw:|d’l:,

r3 1—w?

en donde P, representa la presion en la direccion radial, p la densidad de energia, g el flujo
de calor y w la velocidad radial con la que se mueve el fluido. En (1.1) y en (1.2) se identifica
claramente un comportamiento colectivo de las funciones de estado que caracterizan el fluido:
la presién no sélo es funcién de la densidad en un punto particular sino que también contribuye
un término en forma de funcional que toma en cuenta el resto de la configuracion. Este tipo de
ecuaciones fue originalmente propuestas por D. G. Ravenhall y C. J. Pethick en 1994 [57], para
la determinacion del momento de inercia de una estrella de neutrones. Desde ese momento,
se ha probado que son muy fructiferas en la descripciéon de una gran variedad de escenarios
astrofisicos [1,26-29,51].

Por ejemplo, en el 2009, I Arraut, D. Batic y M. Nowakoski [1], dentro del formalismo de
la geometria no-conmutativa, describieron un mini agujero negro, cuya singularidad central
estandar fue reemplazada por una gota auto-gravitante anisétropa y no local. Recientemente,
en |30] construyen ecuaciones de estado utilizando variables cuasi-locales, para describir fluidos
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anis6tropos en simetria esférica. Estas variables se definen como cantidades cuyo valor puede
ser derivado a partir de la fisica accesible en una pequena vecindad. Por ultimo, en [37] se in-
troduce la anisotropia como un funcional de la densidad de energia para estudiar la estabilidad
radial en la presion en estrellas gravitacionales de vacio (gravastar).

En cuanto al uso de las ecuaciones (1.1) y (1.2) se puede decir que fueron originalmente
propuesta por H.Hernandez, L.A Nufez y U. Percoco en [29]. Ellos demostraron que, bajo
circunstancias particulares, distribuciones de materia esféricamente simétricas, dinamicas y
limitadas pueden satisfacer una ecuaciéon de estado no local en Relatividad General. Asi,
continuando con su trabajo, los mismos autores, en [27], construyen configuraciones de materia
estaticas, no locales y anisotropas a partir de perfiles de densidad conocidos. En [51], A.G
Miunoz y L.A Nufiez obtienen escenario fisicamente aceptables para distribuciones de materia
que poseen simultdneamente una métrica conformemente plana y una ecuacién de estado no
local . En el 2007, H.Abreu, H.Hernandez y L.A Nunez en [1], discuten los efectos que tienen
pequenas fluctuaciones de la densidad y la anisotropia local sobre la aparicién de fracturas en
objetos compactos esféricos y no locales. Recientemente, en [25] se desarrolla un algoritmo para
obtener soluciones a las ecuaciones de Einstein de configuraciones de materia esféricamente
anis6tropas con una ecuacion de estado no local e investigan la plausibilidad de las mismas.

Siguiendo con la explotaciéon de la ecuacion de estado no local, particularmente en este trabajo
se supondran exclusivamente escenarios de colapso lento. Es decir, los cambios en el sistema
toman lugar en una escala de tiempo muy grande comparada con la escala de tiempo hidrosté-
tico. Esto implica que el sistema evoluciona a través de estados de equilibrio hidrostatico. De
esta forma se estudiaran modelos en los que una configuracion estelar esférica llega al colapso
gravitacional radiativo disipando energia en forma de un flujo radial de calor al espacio-tiempo
exterior. Lo anterior tiene como objetivo avanzar en la comprension de escenarios de colapso
gravitacional radiante y estudiar los esquemas térmicos que pueden estar presentes cuando
el material responde a una ecuaciéon de estado no local. Es importante senalar que existen
una cantidad de efectos térmicos relativistas que no pueden ser obviados [34]| y por ello hay
que incorporar esquemas causales de propagaciéon del calor a la descripcion de los diferentes
escenarios fisicos a modelar.

Para caracterizar los escenarios de colapso gravitacional lento, que surgen al considerar efectos
no locales a través de la ecuacion (1.1), se tratara de dar respuesta a las siguientes preguntas:

1. ;Son fisicamente plausibles los escenarios de colapso gravitacional lento y adiabatico que
se generan para configuraciones no locales?

2. (Cuadl es el cambio en la dindmica de las configuraciones no locales cuando se incorpora
el flujo de radiacion?, especificamente, j como influye la ecuacion de estado no local en
la aparicion de efectos térmicos como el “thermal peeling”?

3. Cuél es la contribucién de la ecuaciéon de estado no local al colapso gravitacional lento
adiabatico y radiante?

4. ;Como es la evolucion del perfil de temperatura para configuraciones no locales? ; Como
varian los perfiles de temperatura para el caso local y no local?
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De esta manera, la estructura del trabajo es la siguiente: en el capitulo I se presentan los
conceptos y ecuaciones béasicas de la Relatividad General que seran utilizados. Buscando dar
respuesta a la primera de las anteriores preguntas, en el capitulo II se resolveré las ecuaciones
de Einstein que describen el colapso gravitacional adiabatico. El método utilizado para tal
fin, serd tomar de la literatura varios perfiles de densidad que corresponden a una solucién
estatica para las ecuaciones de Einstein, generalizando los mismos al caso dinamico [26-28,51].
En el capitulo III, se tratard la segund pregunta, por lo que se introducira al analisis fisico
la disipacién de energia por el objeto autogravitante. El sistema de ecuaciones de Einstein se
resuelve introduciendo los mismo perfiles de densidad y estudiando la evolucién de la variables
fisicas en la frontera de la configuracién. De esta manera se analizaran varios escenarios de
colapso gravitacional y se verificardn cuéles de ellos presentan efectos térmicos y bajo cué-
les condiciones de flujo de calor. El capitulo IV se dedica a estudiar la contribucién de la
introduccién de la ecuacién de estado no local sobre la evolucion del objeto autogravitante,
buscando responder la tercera de las preguntas anteriores. La respuesta a la dltima pregunta
se explorara en el capitulo V. Aqui se determinara el comportamiento térmico de los diferentes
modelos estudiados hasta el momento. Para esto, se utilizara las conocidas teorfas de segundo
orden de disipacion relativistas como la ecuacion de Israel-Stewart [39] y su linealizacion, la
ecuacion de Cattaneo [12]. Finalmente en el capitulo VI se presenta las conclusiones y los
resultados obtenidos. Luego siguen varios apéndices donde se presentan los calculos en detalle.
Esta organizacion puede facilitar la lectura del documento.



2. Colapso Gravitacional en Relatividad General

El colapso gravitacional relativista de estrellas masivas representa uno de los pocos fenéme-
nos observables donde se espera que la Relatividad General juegue un rol importante. Las
ecuaciones de Einstein, que forman la base de esta teoria, relacionan la geometria del espa-
cio tiempo (tensor de Einstein, GZ) con el contenido de materia y energia dentro de éste
(tensor momento-energia, T)/). Su naturaleza (un sistema de ecuaciones diferenciales parciales
no-lineal) convierte a la obtencion de soluciones exactas en un problema mateméatico sorpren-
dentemente complicado. Ain mas, existen una gran variedad de situaciones en las cuales el
objeto autogravitante evolucionard de una forma u otra, dependiendo de manera fundamental
de la fisica local de la materia [31].

Desde los trabajos pioneros realizados por Oppenheimer y Snyder [54], el estudio del colapso
gravitacional ha atraido la atencién de los investigadores, plantedndose diferentes métodos
para solucionar las ecuaciones de campo gravitacional. Particularmente en nuestro caso, las
ecuaciones de Einstein serén integradas dentro de la aproximacion de colapso lento. La confi-
guracién de materia se supondra esférica, anisétropa y disipativa, descrita por una ecuacién
de estado que obedece una relaciéon no local.

A continuacién se presentan las ecuaciones basicas de la Relatividad General que permiten
el estudio de este tipo de escenario. Se empezara describiendo la situacién general en la cual
una distribucién de materia esférica disipa energia. Asi, se ird particularizando el problema
imponiendo primero la aproximacién de colapso lento e introduciendo luego la ecuacién de
estado no local. Al final del capitulo, se estableceran las condiciones necesarias para que los
escenarios de colapso que se desean modelar sean fisicamente viables.

2.1 Planteamiento del problema y caracterizacién del sistema fisico

Para describir la evolucién de configuraciones ultradensas se supondra que el espacio-tiempo
estd constituido por una regién interior en la que se encuentra un fluido no local, anisétropo
y radiante; y una regiéon exterior en la que sélo hay presencia de radiaciéon nula de neutrinos
o fotones ocasionada por el colapso de la configuracion.

ESPACIO TIEMPO INTERIOR: el elemento de linea que describe el espacio-tiempo interior de
una distribuciéon de materia dindmica y esfericamente simétrica delimitada por una superficie
Y., se puede escribir, en coordenadas de curvatura como:

ds? = a2 — AN @2 — 12(d6? + sen?¢?) ; (2.1)

19
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donde la numeracion de coordenadas es: (20, 2!, 22, 23) = (¢,7,0, ). Que el espacio sea esféri-

camente simétrico hace referencia a que un observador en el centro de la configuraciéon percibe,
en cualquier instante, la misma imagen fisica independiente de su orientacién. Es decir, las
coordenadas 0 y ¢ son coordenadas ciclicas [3].

Adoptando el sistema de unidades geometrizadas (G = ¢ = 1), las ecuaciones de campo de
Einstein que resultan del elemento de linea descrito en (2.1) son:

1
G, =R, — §ng =8rT), (2.2)
)
1 1 2N
0 _ —2X
— 87TT0 = _7‘72 +e (7"2 — ’[“> y (23)
1 1 20
1_ —2X
2 2 (Y | /3 2\ 2 V=N
8T = e ()\ FAG— y)) e (:/’ FU2 N 4 ) : (2.5)
r
— 87T5 = —8nTssend , (2.6)
2X
— 87[‘T01 = —— . (27)
T

Aqui, y en lo que sigue, los puntos representan diferenciaciéon parcial respecto a la variable tem-
poral y las primas diferenciacion parcial respecto a la variable radial. En (2.2), R*? representa
el tensor de Ricci y R la curvatura escalar.

Al solucionar la ecuacion (2.4) para la funcion métrica A, se puede definir la funcion de masa
m(r,t):
T

2 t
2 (2)\/7“ _ 1) — 87T7“2T8 1 = e 2A_1_ M’ donde m(r,t) — 4ﬂ./ T(())T2d7“ ’
r 0
(2.8)

con m(0,t) = 0. Es interesante resaltar que la funcion definida en (2.8) coincide con la funcion
de masa de Misner presentada en [30] :

m(t,r) = —R53 . (2.9)

La anterior relaciéon corresponde a la energia total dentro de una esfera de radio r. Este
. . . 2
resultado surge como consecuencia de las condiciones de acoplamiento: M = (%R§’32> , en
b

donde, se interpreta a M como la energia total dentro de la configuraciéon de materia.

En cuanto al contenido de materia, en general, el tensor momento-energia para un fluido
anisotropo (P, # Py = P, = P, ) y con un flujo de calor diferente de cero, se puede escribir
como:

Ty = (p+ PL)upuy + PrLgu + (Pr + PL)susy + qutt + uugy ; (2.10)
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donde p representa la densidad de energia medida por un observador cémovil con velocidad
u#, s* representa el flujo de energia y ¢% es el flujo de calor, de forma tal que se cumple que:

ufu, = —1 : q"u, =0 : "'qu = @ >0. (2.11)

Asi, para un observador en un sistema de referencia comovil con el fluido y local de Minkowski,
las componentes del tensor momento-energia, a partir de (2.10), son:

p —qg 0 0
- | =¢ B 0 0O
Tw=1 0o o 0 (2.12)

En un sistema de referencia inmévil respecto a las coordenadas de Minkowski, la materia se
mueve con velocidad radial w. Por tanto, las componentes del tensor momento-energia en este
sistema, de referencia, se obtienen realizando una transformacion de coordenadas de Lorentz,

ptPw+2w  w(ptB)+a +1) .
1-— wQ ) ) w2 -1
i [og =T wip+ P+’ +1 w? + P, + 2qw
T = L;otéLgTaﬁ =T = (p ;)2 _ql( ) p = : ; q 0 0
0 0 P 0
0 0 0 P
(2.13)

en donde LY, = —w(0)0), + 0,0))) + (6,0 + 0,0),), siendo v el factor estandar de Lorentz
= (1-w?) 12

Teniendo en cuenta que el espacio plano se describe por un tensor métrico de la forma:
ds* = dr?* — da® — dy? — d2* (2.14)

Los elementos métricos de (2.1) y (2.14) se relacionan a través de la transformacion local de
coordenadas:

dr=e"dt dr=erdr dy=rdd dz=rsenfde (2.15)

Finalmente, al realizar la anterior transformacion, el tensor momento-energia en coordenadas
curvilineas se expresa como:

p + Pw? 2qw

) =
0 1Ew2 1—w?
e 0 0 0 o _pw —I—Pr_ 2qw
0 e 0 0 R L 1—w?  1—w?
AZ: 0 0 r 0 iTMV:AgAgTaﬂj T22 = —P;
3 _
0O 0 0 rsent Ty = —Py
o (p+Plw q(l+w?)
o = 1—w? 1 — w?

(2.16)

eu+)\
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Para dotar las componentes del tensor T: de significado fisico, se ha aplicado el esquema
propuesto por Bondi en [3]: desde el sistema de referencia comdévil se transforma al sistema de
referencia de Schwarzschild (sistema de referencia de la métrica) aplicando un boost inverso de
Lorentz en direccién radial y una transformaciéon cambio de base inversa. De la misma forma,
las componentes de la cuadri-velocidad, u® y el flujo de calor, g%, en el sistema de referencia
de la métrica son:

T = 0 = ut = AYLEEY) = ut = y[e ™V we,0,0]
(2.17)
¢ = 6 = ¢ = Ag(qu“) = ¢* = qy [we_”,e_)‘,0,0]
De la ley de conservacion : T}, = 0, para la componente radial (v = 1) se obtiene:
. .. 92
N A= =dare® | (1Y) + (19 - 1) v/ + = (T3 — T}) (2.18)
r

Es importante resaltar que la ecuacion (2.18) no aporta ninguna informaciéon adicional a la
obtenida a través de las ecuaciones de campo de Einstein.

Ademas, la velocidad radial con la que se mueve el fluido (w) esté relacionada con la velocidad

dr
de un elemento de fluido, s en el sistema coordenadas (t,r,0, ¢), a través de las ecuaciones

(2.15) de la forma:
dr A—v
= 2.19
w= e ( )
donde w > 0 implica expansién y w < 0 implica contraccién

., POR QUE CONSIDERAR MATERIA ANISOTROPA? La suposiciéon de fluidos perfectos pasca-
lianos es soportada por una gran cantidad de evidencia observacional. Sin embargo, en las
dltimas décadas varios autores han presentado evidencias fuertes, en trabajos tedricos, que
sugieren la aparicién de diferentes fenémenos fisicos, los cuales dan lugar a un incremento en
la anisotropia local en ciertos rangos de densidades [35]. Asi, la presencia de anisotropia en
sistemas de altas densidades puede ser introducida, por ejemplo, por las transiciones de fase
que ocurren en el colapso gravitacional como la condensacion de piones [58], la existencia de un
nucleo solido [2] o los efectos de la viscosidad |5, 6]. Adicionalmente, configuraciones anisotro-
pas en Relatividad General han venido siendo estudiadas exhaustivamente a partir del trabajo
de Bowers y Liang [10]. Por ejemplo, recientemente, la utilizacion de ecuaciones de estado
aniso6tropas, para modelar estrellas de neutrones altamente magnetizadas, magneto-estrellas,
ha llamado la atencion de algunos investigadores |[61].

ESPACIO TIEMPO EXTERIOR: el espacio-tiempo exterior de la distribucién de materia seré
descrito por el elemento de linea de Vaydia [(4]. Este corresponde a un espacio-tiempo con
radiacién de particulas sin masa y se puede interpretar como un generalizaciéon del elemento
de linea de Schwarzschild cuando la masa total de la configuracion varia en el tiempo [62]:

2 2M\ !
ds* = (1 - > dt*+ <1 - ) dr®4r%(d9*+sin*0dp*) — Métrica de Schwarzschild
T r
(2.20)
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|2
dt = dU dr 2.21
=AU T (221)
|2

oM
ds? = <1 — 1@) dU? 4-2dUdR — R*(d©” + 5in*0©d®?), — Métrica de Vaidya (2.22)

donde R es una coordenada nula (grr = 0) y U es una coordenada tipo tiempo. La cantidad
M (U) corresponde a la masa total del objeto autogravitate medida por un observador ubicado
en el infinito.

Las lineas nulas radiales en la geometria de Schwarzchild satisfacen la relacion (dr/dt)? =
(1 —2M/r)? (d0 = d¢ = ds = 0 en (2.20)). Por tanto, se puede decir que las superficies
U = cte son asintoticamente conos de luz abierto al futuro, ya que, les corresponden curvas
que satisfacen la ecuacion dr/dt =1 — 2M/r, segin (2.21).

Para la métrica de Vaydia, la tinica componente del tensor de Ricci diferente de cero es
2 dM
RZJ4U -
Via las ecuaciones de campo de FEinstein, las componentes del tensor de momento-energia
correspondientes al espacio-tiempo exterior son:

Ryy = (2.23)

L dM
ArR? dU PV

Ty = (2.24)
Este es precisamente el resultado que se obtendria para un flujo de fotones moviéndose radi-
calmente con cuadri-momento k, = V,U.

CONDICIONES DE ACOPLAMIENTO: para garantizar una descripcién completa entre los espa-
cios tiempo interior y exterior, es necesario realizar un acoplamiento entre los mismos. Esto
ademés evita comportamientos singulares de las variables fisicas sobre la superficie que los
separa. Darmois [11] estableci6 que la condicién necesaria y suficiente para el acoplamiento
de dos espacio-tiempos sobre una hipersuperficie, es que, tanto la métrica inducida sobre ésta,
(primera forma fundamental) como la derivada covariante del vector normal, proyectada sobre
dicha hipersuperficie (segunda forma fundamental) sean continuas a través de la misma. En el
Anexo 7 se realiza el plantemiento formal del problema siguiendo el enfoque realizado en [35].

El objetivo de esta seccion es determinar las condiciones que acoplan la métrica interior tipo
Schwarzschild (2.1) con la métrica exterior de Vaydia (2.22) sobre la hipersuperficie ¥. Para
ello, la métrica inducida para cada uno de los espacios-tiempos es:

dt
oOM(U)  _dRs

2 dU? — RZd0? . (2.26
o 420 240 . (2.26)

d 2
9 r—ry = 0 — ds] = <e2” — e < TZ) > dt* — r&dQ? (2.25)

9" R—Ry = 0 —» dS%+):<1—
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De esta manera, la primera condicién de Darmois se traduce a:

2\ 1/2 1/2
<e2” — e (dr2> ) dt = <1 _2MU) 2dR2> U | (2.27)

dt Ry dU

rs = Ry . (2.28)

Reordenando los términos de la ecuacion (2.21) y evaluando esta expresion en la superficie, se
obtiene:

AU oM\ dr dU AU Ry dRs\ !
ﬁ—“@‘R>dmu = <ﬁL_@Hb%WW)'@M

Combinando las ecuaciones (2.27) y (2.29):
2M  dRx]’ 2M\° dRy\®  _dR
2vp | 220 W [ AT [ 2as (2208 97ty
¢ [ Rg+dU] < Rg) [e (dU LT

2
2 dR 1 dR oM dRs\? _dR
2us, o) N 2us, 1 — 2% 72 272
¢ 1 oM dU MU +(e +Rz> ¢ <dU>+ v
" Ry " Ry

Igualando términos en la anterior expresion, finalmente se tiene que (3) se satisface si:

2M
2E = - 2.30
e Ry’ (2.30)
2M
N 2.31
e R (2.31)

Para este caso particular, una manera equivalente de acoplar las dos métricas, es exigir la con-
tinuidad de la primera forma (ecuaciones (2.30) y (2.31)) y la continuidad de las componentes
independientes del flujo de momento energia a través de la superficie [17,53]:

(Tt ")) = Tunn)s) 5 (Tun o) = (Tun)s (2.32)

siendo n* el vector unitario normal a una superficie ¥:

d
<_T27 17070

o,V
Nt = 7 - (2.33)
(—8a\1185\119aﬁ)
Para cada uno de los espacios-tiempo se obtiene:
1 _1
2M  _dRy\ %[ dR drs\? 2
(+) — ) [ —— 272 _72100 . (=) — A _ [ 9TX —vy
W ( R, ~dU av b ¢ at ) © dt

(2.34)

)
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Las componentes del tensor de energia-impulso para el interior se presentaron en (2.16) y para
el exterior en (2.24). De esta manera se obtiene:

ﬁQ
p))

(T n”)s” = [Pr]s 1
PER -3
-
e e R e L M
> t Bl = e
_ 1 dM 1 dM
Turt)) = o T
z D 4rR2 AU | lals ATR2 dU
1 dM
Tl/ LoV (_) — T 92
(T o)z TR N
(2.35)
Por tanto, la segunda condicién de acoplamiento es:
[Pr]s = [d]s - (2.36)

La presién en la direcciéon radial tinicamente se anula sobre la superficie si la distribucién
de materia deja de disipar energia (¢gz = 0), lo que implica que la radiacion desaparece y el
espacio-tiempo exterior corresponde al espacio tiempo de Schwarzschild.

2.2 Aproximacion de colapso lento

Se dice que una distribucion de materia evoluciona (o colapsa) lentamente, si ésta cambia
muy poco en una escala de tiempo muy grande comparada con el tiempo en el cual el sistema
responde a un perturbaciéon de equilibrio hidrostatico, es decir, comparada con la escala de
tiempo hidrostatico. Entonces, la configuracién de materia se encuentra muy cerca del equi-
librio a pesar de que las variables fisicas y métricas dependen explicitamente del tiempo: su
evolucion se considera como una serie sucesiva de estados de equilibrio estético.

En términos astrofisicos, la mayor parte de los efectos observables ocurren en periodos de
tiempo que respetan esta suposicion: para el Sol la escala de tiempo hidrostatico es del orden
de los 27 minutos, para una gigante roja(M ~ Mg, R ~ 100R) de aproximadamente 18 dias

y para una estrella blanca(M ~ Mg, R ~ Rs/50) de solo 4.5 segundos |11]. En general, la
escala de tiempo hidrostatico para una estrella de masa M y radio R es aproximadamente del
orden de:
R3\?
Thyd ™~ <G]\4> (2.37)

La suposicién de colapso lento implica que la velocidad radial del fluido w, medida por el
observador minkowskiano, es siempre mucho menor que la velocidad de la luz (w < 1), de forma
tal que, términos de segundo orden en la velocidad o superiores son despreciables (O(w?) ~ 0)
[32]. Por tanto, tomando la ecuaciéon (2.18) y reemplazando en ella (2.16) se obtiene:

2(P. —P)

- (2.38)

A A% = \v = drre” [PT’ +(p+ P —
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Observando (2.38), la expresion derecha igualada a cero coincide con la ecuacion de equilibrio
hidrostéatico genera-

lizada para un fluido anisétropo [10]: las fuerzas hidrodinamicas (primer y tercer términos) y
las fuerzas gravitacionales (segundo término) se compensan . Como para garantizar el colapso
lento, se debe exigir que la distribucién de materia evolucione a través de una serie de estados
de equilibrio hidrostatico, esto puede ser traducido a exigir que:

AN xlwrix0. (2.39)

En la aproximacion de colapso lento, las ecuaciones de campo de Einstein (2.3)-(2.6) toman
la siguiente forma:

1 (1 22X

1 (1 2
8TP = —— +e <r2 + r) , (2.41)

V=N
1P, =e 2 (V” + 02 =NV + ) , (2.42)
A =drr(g+ (p+ Pw)e’ . (2.43)

De (2.43) se puede concluir que:

g~ w. (2.44)

Ademas, con esta misma expresion también se tiene que A & O(w) y w = O(\, \w, vw) = 0 ,
lo que implica que los términos lineales en la aceleracion se desprecian [35].

En conclusién, la evolucién lenta puede entenderse como una secuencia de modelos estéticos,
descritos (2.40)-(2.42) y unidos por (2.43), que constituye la tinica ecuacion de campo diferente
al caso estéatico.

2.3 Ecuacién de estado no local

Muchas situaciones de interés fisico demandan un enfoque no local que considere la influencia
del estado de regiones significativamente grandes del material sobre el comportamiento en
un punto determinado de la misma. Algunos ejemplos clésicos de este tipo de situaciones
son: el andlisis de danos y fracturas de materiales viscoplasticos, los fenémenos de la tensiéon
superficial en liquidos, la fractura y dispersion de ondas elésticas en so6lidos, el flujo sanguineo,
la dinamica de suspensiones coloidales y el diseno de redes neuronales.

Las ideas béasicas sobre una teoria Mecénica de Medios Continuos no locales fueron introducidas
en los anos 50 (ver [52] y referencias incluidas) y estuvieron basadas en el hecho de considerar la
funcion de esfuerzos (stress) promedios en un cierto volumen representativo del medio material
centrado en un punto. Desde entonces son muchas las aplicaciones donde los efectos no locales
parecen dominar el comportamiento macroscopico de la materia.
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Para estudiar escenarios de colapso gravitacional lento de configuraciones de materia ultra-
densas, simétricamente esféricas, anisoétropas y radiantes, se propone introducir una ecuacién
de estado no local. Siguiendo los trabajos previos en [29] y en [27], ésta se postula, para el
caso dinamico, de la forma:

(T8 + 37 + (75 + T1)] (1 —w®) =0. (2.45)

La anterior ecuacién puede ser resuelta ya sea para la componente TO0 o para la componente
T del tensor momento-energia:

¢(®)

x(?) 2 ).

2 [T r
T} = —T9 + 3/ PTYdr — 2> T =T} — / T dr + (2.46)
r 0 T Jo

r3
donde x(t) y ((t) son funciones arbitrarias de integracion. En ambos casos se identifica cla-
ramente una relaciéon no local entre las componentes del tensor energia-momento: para un
determinado instante de tiempo, una de las componentes (Tg o} Tll) no solo depende localmen-
te de la otra componente sino también de su funcional a lo largo del resto de la configuracién.
Lo anterior se puede ver mejor, si se reescribe la ecuaciéon (2.46) para la componente T}, como:

1
3

2 x(®) | A
Tg—gng—rT, donde (T}) = g‘m’?’/o AT d (2.47)

T} =

y oo = TY — (T)) representa el concepto de la desviacion esténdar estadistica. En (2.47) los
términos no locales son representados por los promedios de las funciones Tg sobre el volumen
encerrado por el radio . Ademés, si en un punto particular dentro de la distribucién, el valor
de la funcion T3 estd muy cerca de su valor promedio (1)), la anterior relacién se convierte

en.: 1 ( )
¢
T o — -0 = XY 2.48

Reemplazando las componentes del tensor momento-energia en (2.45) se obtiene:

2 Tr[p+2qw+Prw2
0

P=p-g T ] dr = p=3P4r(p)—P)(1—w?)—4wq—(3p—P,)w* =0 .

(2.49)
Al evaluar (2.49) en r = 0, resulta que en el centro de la distribucién de materia, la ecuacion
de estado no local se comporta similar a un ambiente de radiacién pura:

pc(t) = 3Pr(t) . (2'50)

Por otro lado, al tomar el limite estatico en la ecuacion (2.49) se obtiene:

P = o) = 5 [ Pl = Po) + 2m0y + (251)
donde 1 1 1
P(T‘) = gp(T) ) Op(r) = gP(T) - §<p(7')> :

En este limite, el término de la integral no local representa una densidad promedio sobre un
volumen encerrado. A medida que el valor de la contribucién no local se encuentre muy cerca
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del valor de la densidad local, la ecuacién de estado del material tiende a ser similar al tipico
escenario de radiacion dominante (o materia caliente ultrarelativista)

Utilizando las ecuaciones de campo de Einstein, la ecuacion (2.45) puede ser reescrita en
términos del tensor de Einstein:

GY+3G1 +r(Gy+ Gl =0 (2.52)
Introduciendo el elemento métrico (2.1) en (2.52):
2N = V) +r (2N — 2N+ N =) =0 (2.53)

Reorganizando los términos de la anterior ecuaciéon e integrado se tiene:

/Y —2X
/)\’dr—;/(/\xyl)dr—/ldr = V—)\—a(t)/e dr +k(t) (2.54)
—v r

72

La relacion (2.54) puede simplificarse para finalmente obtener una ligadura entre las funciones
métricas A\ y v:

v=A+k(t). (2.55)

A través de las funciones de acoplamiento (2.30) y (2.31), la funcion de integracion k(t) se
relaciona con el potencial gravitacional en la superficie de la configuracién:

-1

o2Vs _ o2As+2k(t) _ (2k(1) <1 _ 2M> = k) —q1_ 2M ) (2.56)
Ry,

Introduciendo la relacion (2.55) en las expresiones (2.43)-(2.42), las ecuaciones de campo de

Einstein se reducen a: )

m
dTp = — 2.597
=2, (2.57)
2m —rm/
e (2.58)
" omlr — 1o
srp, = M4 2m - m) [mr o 1} , (2.59)
r r r—2m
I drref(wp + wP, + q) . (2.60)
,

Las anteriores ecuaciones describen la evolucién en la aproximacién de colapso lento de una
distribucién de materia simétricamente esférica, anisétropa, con una ecuacién de estado no
local y que disipa energia a través de un flujo radial de calor. Junto con las condiciones de
acoplamiento constituyen el sistema de ecuaciones que se intentara solucionar en lo que sigue
del trabajo.
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2.4 Condiciones de aceptabilidad fisica

Para resolver el conjunto de ecuaciones de Einstein que describen el colapso gravitacional para
una configuraciéon de materia acotada, se hace necesario introducir informaciéon adicional sobre
la naturaleza del medio, que permita realizar simplificaciones sobre el problema. En particular,
para este caso se ha realizado la aproximacion de colapso lento y se ha introducido una ecuaciéon
de estado no local. Por lo mismo, es imperioso establecer un conjunto minimo de condiciones
de aceptabilidad sobre las soluciones para determinar si éstas describen situaciones fisicamente
viables. Este conjunto de condiciones se puede resumir de la siguiente manera:

1. La densidad debe ser positiva y su gradiente debe ser negativo dentro de la distribucién
de materia:
dp

>0 <0 2.61
p y B (2.61)

2. La presion radial y tangencial deben ser positivas y el gradiente de la presiéon radial debe
ser negativo.

0P,

P.>0 ;
" or

<0 y P >0 (2.62)

Adicionalmente, para que un fluido sea fisicamente razonable se deben satisfacer las condiciones
de energia fuerte y/o las condiciones de energia dominante:

Condicién de energia débil (Weak energy condition [WEC]) : La densidad de energia de
cualquier distribucién de materia medida por un observador arbitrario no puede ser

negativa.
pw = Tapw®w® >0 (2.63)

siendo w® un cuadri-vector tipo tiempo arbitrario, que representa la cuadri-velocidad de
un observador arbitrario en el espacio-tiempo.

Siguiendo a Goénzales en [24], esta condicion se traduce a:
pP=2¢ 5 ptpr>=2¢ 3 ptpL>2q (2.64)

Condicion de energia fuerte (Strong energy condition [SEC]) : Para cualquier observador
arbitrario, se debe cumplir:

N

T
Ragwawﬁ = 2Ta5w°‘wﬁ — §ga5wawﬁ =pu+—=>0 (2.65)

\]

donde T' = g"”T},, es la traza del tensor momento energia. En términos de la funciones
de estado, esta condicién impone que:

p+pr+2p >4q p+pr>2¢ p+pL>2q (2.66)
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Condicion de energia dominante (Dominant energy condition [DEC]) : El vector densi-
dad de flujo de energia medido por un observador debe ser un vector temporal o nulo
orientado hacia el futuro.

s9>0 (2.67)
$%sq <0 (2.68)
Por tanto:
p>q (2.69)
P> +q(p+pr+2p1)
P> > P+ +2(p+pr+2p1)g (2.70)
P > P+ +2q(p+p-+2p1)

Entonces, para que un escenario de colapso disipativo sea fisicamente plausible se deben satisfa-
cer las relaciones (2.64), (2.66), (2.69) y (2.70). Notese que estas condiciones son independientes
de la ecuaciéon de estado no local.



3. Colapso lento y adiabdtico de configuraciones
esféricas, anisétropas y no locales

j)SON FISICAMENTE PLAUSIBLE LOS ESCENARIOS DE COLAPSO GRAVITACIONAL LENTO Y
ADIABATICO QUE SE GENERAN PARA CONFIGURACIONES NO LOCALES?

Desde el punto de vista matemaético, suponer una relacion no local entre las funciones de estado
de la forma (2.49) es equivalente a obtener una relacion de ligadura entre las funciones métricas
Ay v. Lo anterior, junto con la suposicién de evoluciéon lenta, tiene como implicaciéon directa
una simplificacién notable del sistema de ecuaciones de Einstein que describen el colapso
gravitacional disipativo de un objeto compacto.

Ahora, desde el punto de vista fisico, se hace importante explorar bajo qué condiciones la
Ecuacion de Estado no Local genera escenarios de colapso lento fisicamente plausibles. En la
primera parte de este capitulo se resolvera el sistema de ecuaciones de Einstein (2.57)-(2.60)
para el caso adiabéatico. El sistema de ecuaciones se determina totalmente al tomar del caso
estatico la dependencia radial del perfil de densidad. Para finalizar, se realizara una discusién
alrededor de las condiciones de aceptabilidad fisica de los modelos desarrollados. Con ello se
evaluara la plausibilidad del caso mas sencillo de colapso lento.

3.1 Solucién de las Ecuaciones de Campo de Einstein: perfiles de densidad

Las ecuaciones de campo, que describen el colapso lento y adiabatico (¢(r,t) = 0) de confi-
guraciones de materia esféricamente simétricas y anisétropas con una ecuacion de estado no

local son:

!

m
= — 3.1
p - (3.1)
po_ 2m — rm/ 59
P (3:2)

m”  (m'r—m) [m'r—m
P = ——— -1 3.3
+ 8r 473 r—2m ’ (3.3)
1 e k@)

_ ' 3.4
v 4d7r? p+ P, (34)

Este es un sistema no lineal de cuatro ecuaciones en derivadas parciales con cinco incognitas
(p(r,t), Pp(r,t), Py (r,t), m(r,t) y w(r,t)). Es evidente la necesidad de incluir informacion
adicional para poder integrarlo. Particularmente para esta situacién se van a generalizar al

31
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caso dinadmico varios perfiles de densidad p(r,t) que corresponden a soluciones estaticas cono-
cidas para las ecuaciones de campo de Einstein. La generalizacién se realiza conservando la
dependencia radial del perfil de densidad y dando una dependencia temporal a las constantes
de integracion. Esta forma de generar soluciones a partir de la introduccién de una funcién
conocida ha sido ampliamente utilizada en los tltimos anos, incluso, existe toda una coleccién
de técnicas para generar soluciones basados en perfiles de densidad newtonianos |13].

Los perfiles de densidad seleccionados y su generalizacion dindmica son:

MobpELO DE H.B. BUCHDAHL: el siguiente perfil de densidad fue trabajado por Buch-
dahl en [11]. También fue redescubierto por M.C.Durgapal y R.Bannerji en [17], donde
encuentran que la méxima masa para una estrella de neutrones en equilibrio debe ser de
aproximadamente 4,56 M. El correspondiente perfil de densidad puede ser escrito para
el caso dindmico de la forma:

_3C 3+40Cr? 3+ C(t)r?

O T (o7 A A N (e e B (3.5)

MoDELO DE B.W. STEWART: el perfil de densidad propuesto por B.W.Stewart en [60]
corresponde a la solucion exacta de las ecuaciones de Einstein para una configuracion de
materia anisétropa y esfericimente simétrica en un espacio-tiempo conformemente plano.
Este perfil de densidad fue derivado a través de la eleccion de una forma particular para

r
la distribuciéon de masa , m = — (1 — oK TQ)) . Al generalizar al caso dinamico este perfil

de densidad, se obtiene la siguiente relacion:

(GQKT _ 1)(e4K7" + 8K7,,82K7’ _ 1)

— p(r,t) =

(QZK(t)r _ 1)(e4K(t)r + SK(t)TGQK(t)r _ 1)

p:

87‘&'7‘2(82[(’" + 1)3 87T7’2(62K(t)7" + 1)3

(3.6)

MOoODELO DE P.S FLORIDES: este perfil de densidad fue presentado inicialmente por P.S.
Florides en [20] como una solucién a las ecuaciones de Einstein para una configuracion
estatica y esféricamente simétrica. También corresponde a una familia de soluciones
encontradas por Stewart [60] y, recientemente, por M.K Gokhroo y A.L.Mehra en [22] a
partir del estudio realizado de configuraciones esféricas y anisétropas con una densidad
de energia variable. La propuesta que se presenta para extenderlo al caso dinamico es:

p= % (1 - Ké) — p(rt) = n(t) <1 - K(t)}@) . (3.7)

donde R representa el radio de la configuracion.

MoDELO TOLMAN IV: Tolman desarrolld ocho soluciones exactas de las ecuaciones de

campo de Einstein para fluidos esféricos y estaticos en [63]. La cuarta solucion pre-
sentada (Tolman IV) se deriva de suponer e;—?’f = cte. Esta ha sido aplicada en varios

escenarios fisicos y conlleva, en alguno aspectos, a resultados similares a los obtenidos con
la ecuacién de estado para un gas de Fermi en casos de densidades centrales intermedias.
Ademas, Tolman IV ha sido fisicamente relevante y deriva en expresiones matematicas
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simples para las variables fisicas y para las variables métricas. Generalizando para el
caso dinamico este perfil de densidad, se obtiene la siguiente relacion:

C<3+2m—K(3+7x+6x2)
p:

(1+2x)?

) R p(m):C(t) <3+21’—K(t)(3+7m+6x2)

81 (1+2x)?

(3.8)
donde & = C'r. Esta solucién exacta de las ecuaciones de Einstein también constituye el
caso particular para n = 1, de la familia mas general de soluciones caracterizada por la
relacion €” o< (1+ )" con z = Cr, estudiada profundamente por M.C Durpagal en [10].

MOoODELO DE M.WYMAN: el perfil de densidad de este modelo fue propuesto por M. Wyman
en [67] como una generalizacion de la VI solucion estética y esféricamente simétrica de
las ecuaciones de campo de Einstein presentada por R.C.Tolman en [63]. Este autor
completa los grados de libertad para el sistema de ecuaciones de Einstein introduciendo
la relacién para la funcién métrica de la forma e = (Ar!™" — Cr!*™)2 con n = 1. A su
vez el perfil de densidad obtenido correponde a un caso particular (n = 2) de la familia
general de soluciones presentadas en [16]. Generalizando este perfil de densidad al caso
dindmico se tiene:

~ K(3+5Cr?)
8m(1 4 3Cr2)3

~K()(3+5C(t)r?)
(1 +3C()r2)s

p(r,t) = (3.9)

3.2 Modelando configuraciones no locales colapsando lenta y adiabaticamente

Para explorar la capacidad de la ecuacién de estado no local de generar escenarios de colapso
gravitacional lento fisicamente viables, se empezaré por modelar el caso mas simple en que la
configuraciéon de materia no disipa energia.

Al introducir la dependencia radial del perfil de densidad p(r,t), a través de la ecuacion de
(3.1) se obtiene la funcién de masa m(r,t), y con las demés ecuaciones de campo se determinan
los perfiles de presion radial, P,(r,t), y presion tangencial, Py (r,t), asi como la velocidad del
elemento de fluido, w(r,t). En el cuadro 3.1 (pagina 39) se presentan los anteriores perfiles
de densidad, junto con las variables fisicas que se derivan de cada caso (m, P, y P, ). Estas
expresiones son independientes de la suposiciéon de colapso adiabatico o no adiabatico.

De cada modelo se desprenden funciones de integracion, C1(t) y Ca(t), que determinan la
evolucién temporal del sistema. Estas se encuentran a partir de las condiciones de acoplamiento
con el espacio- tiempo exterior a la configuraciéon de materia, que para el caso adiabético se
reducen a:

PR, ) =0 ;  m(Rt),t)=M (3.10)

Lo anterior es consistente para un espacio-tiempo exterior descrito por la métrica exterior de
Schwarzschild. En el anexo 7 se presentan la forma explicita de las funciones de integracion

) |
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que se desprenden de cada modelo, asi como de las funciones de estado respectivas (funcion
de masa, densidad, presion radial y tangencial y velocidad del fluido).

Para expresar explicitamente todas las variables fisicas
y métricas en funcion de las coordenadas temporales y
radiales, se introduce la evolucién del radio externo de
la configuraciéon de la siguiente forma:

9,9998+

9,9996+

o t
= 14— = —— A1
R(a) = Ry ( + prmr— 1) , con a N(0) (3.11) et

el pardmetro o corresponde a la magnitud del cambio
del radio, tal que |a| << 1; y Ry representa el radio 6.9992 ]
inicial de la configuracion.

9,9994

9,9990

T T T T T T T T T T

En la figura 3.1 se presenta la evolucion de la funcion a
R(a): la configuracion se contrae lentamente en el in-
tervalo de tiempo considerado. Es importante decir, que
la dindmica del sistema de las configuraciones adiabéa-
ticas no es sensible a la forma funcional que obedece la
evolucion de la frontera.

Figura 3.1: Evolucion del radio externo
de la configuracion supuesta para el caso
adiabatico

Todos los escenarios de colapso gravitacional corresponden a objetos autogravitantes de radios
iniciales de 10 [K'm] y masa de 2,031Mg para los modelos de Stewart, Wyman y Buchdahl,
2,369M para el modelo de Florides y 1,422 M, para el modelo de Tolman IV. La eleccién para
la masa total de la configuracién obedece al cumplimiento de las condiciones de aceptabilidad
fisica. La diferencia entre las masas, en un futuro, puede ser un factor discriminador entre los
perfiles de densidad que describen la configuracién de materia. La masa de las estrellas de
neutrones constituye un observable importante que caracteriza estos objetos.

Los perfiles de densidad que se desprenden de cada modelo se representan en la figura 3.2.
Para los modelos de Florides, Buchdalh y Stewart, la densidad varia muy poco alcanzando
un valor en la superficie del objeto de aproximadamente 0,5p. en el primer caso y de 0,4p,
para los dos restantes. En contraste, para el modelo de Tolman IV la densidad cae rapida-
mente desde el interior de la configuracién,hasta casi anularse en la superficie. El modelo de
Wyman presenta un comportamiento intermedio en comparacion a las situaciones anteriores,
alcanzando asintoticAmente una densidad superficial de 0,2 veces la densidad central.

La evolucién de las demas funciones de estado que caracteriza la dinamica de la configuraciéon
de materia se presentan en la figura 3.3. La figura 3.3(a) corresponde a los perfiles de la presion
en la direccién radial en funcién de la variable normalizada z = %. Para todos lo casos, la
presion cae hasta anularse en la superficie como lo exigen las condiciones de acoplamiento.
Particularmente, en el modelo de Florides se puede observar que la presiéon en la direccién
radial cae de forma lenta y homogénea a diferencia de los modelos de Tolman IV y Wyman en

los que la variaciones mas altas se producen en el interior de la configuracion.
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De igual forma, en la figura 3.3(b) se presenta los perfiles para la presion en la direccion tan-
gencial en funcion de la razon r/R(t). Para el modelo de Florides la presion tangencial en las
capas interiores es mayor que su correspondiente valor central. En el modelo de Buchadahl y
Toman IV, la presién en la direccién tangencial disminuye en el interior del objeto autogravi-
tante, y en las capas exteriores aumenta. Se presenta un punto minimo en aproximadamente
r=0,7R(t) y en r = 0,4R(t) respectivamente para cada modelo. Para el modelo de Wyman la
presiéon en la direccién tangencial alcanza un valor asintético en las capas exteriores de 0,1P;..
Finalmente para Stewart, la presién P; presentan un méximo central y disminuye a medida
que se alcanza la superficie.

2
El altimo término en la ecuaciéon de equilibrio hidrostatico, A = —(P; — P,), representa la
r

“fuerza” debido a la anisotropia local:

- A>0 < P, > P, = lafuerza es dirigida hacia afuera.
- A<0 & P, <P, = lafuerza es dirigida hacia dentro.

En la figura 3.3(c) se presentan los perfiles de la anisotropia A, para cada modelo. Para los
modelos de Wyman y Tolman IV se observa un cambio de signo: en estos modelos se manifiestan
nicleos duros (P, > P ) y mantos exteriores suaves (P, > P,). Por otro lado, para el modelo
de Buchdahl, la presién en la direccion radial es siempre mayor que la presiéon en la direcciéon
tangencial. Situacién contraria a la presentada en los modelos de Stewart y Florides.

El perfil para la velocidad del fluido se presenta en la figura 3.3(d). Para todos modelos se
observa que el colapso es aproximadamente homologo. En otras palabras esto se traduce a que
la velocidad aumenta a medida que el elemento de fluido estd a mayor distancia del centro.

También en las figuras 3.3(e) y 3.3(f) se presenta el perfil de la velocidad del sonido en direccion
radial y en direccién tangencial, respectivamente. Estas cantidades se define de la siguiente
forma [19]:

, dP.  Pléfw+ P 2
vi=— =7 Vil =
S dp pekw + p, s

dP; . Piekw+PL
dp  plekw+p,

(3.12)

Para todos los perfiles de densidad, de acuerdo al principio de causalidad, la velocidad del
sonido es siempre menor que la unidad. Como consecuencia de la ecuaciéon de estado no local,
el valor central, para las dos componentes de la velocidad es de aproximadamente 0,33; a
partir de este punto la velocidad del sonido radial desciende hasta anularse en la superficie de la
configuracion. La menor concavidad corresponde al perfil de densidad de Tolman IV y la mayor
concavidad al perfil de densidad de Florides. Por otro lado, la velocidad del sonido tangencial
disminuye en las capas interiores de la configuraciéon y aumenta en la capas exteriores, lo cual
es consistente con algunos modelos de estrellas de neutrones que suponen una corteza maés
rigida que el interior. Este comportamiento se invierte para el perfil de densidad de Florides.
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CONDICIONES DE ENERGIA: para terminar, es imperioso comprobar la plausibilidad fisica de
los escenarios de colapso gravitacional que se han expuesto y con ello evaluar la capacidad de
la ecuacién de estado no local de generar escenarios de colapso gravitacional compatibles con
los fenémenos observados.

A partir de la figuras 3.2 y 3.3 se puede comprobar facilmente que todos los modelos conside-
rados satisfacen las condiciones de aceptabilidad fisica expuestos en (2.61) y en (2.62):
0 0P,
p>0 , B>0 , PL>0 , Loy &
or or
Ademas, en la figuras 3.3(e) y 3.3(f) se presenta la velocidad del sonido radial y tangencial para
los diferentes modelos estudiados, comprobando que éstas son siempre menor que la unidad.

<0. (3.13)

Para evaluar la aceptabilidad fisica de los diferentes escenarios simulados, también se ha re-
querido que las soluciones cumplan con las condiciones de energia [12]:

[DEC] p+ P +2PL>0 ;3 p>=PL ; p=h
[WEC] p>0 ; p+P.->0 (3.14)
[SEC] p+P .20 3 p+P >0

Es facil comprobar que si se cumplen las anteriores condiciones de aceptabilidad, las condicio-
nes de energia fuerte y débil también se cumplen. Por tanto, sélo queda comprobar la condicién
de energia dominante. En la figura 3.4 se observa que la densidad de energia es siempre mayor
que los respectivos valores de la presion radial y tangencial en cada region de la configuracion.

Tobman IV —— Wyman — Florides — Stewart —— Buchdahl

0,00161
0,00251
0,0014]
0,0012]
0,00204
0,0010{
P>, o p
0,0015 * 0,0008]
0,0006]
0,00101 0,000
\ 0,0002
0’0005-| T T T T T T T T T T T
0 02 04 0.6 0.8 i 0 02 04 0.6 0.8 i
r r
R(1) R(1)
(a)l)>pr (b)p>p1_

Figura 3.4: Caso adiabatico: condiciéon de energia dominante

En conclusién, todos los escenarios que se han descrito de colapso lento adiabético para una
configuraciéon que cumple una relaciéon no local entre sus variables fisica son fisicamente plau-
sibles.



39

Modelando configuraciones no locales colapsando lenta y adiabaticamente

Sec. 3.2.

Y =Ty — fiyg — fieT— =V ' A+ fiL+ Ay + A9+ 0T =0,

Mo =1,
(cz + NA:,E (1)>1e1 — %:wmv L(13181) ==,
LM =7,

‘sorernotyred (7 4)d pepisuop op so[giod Iouodns
e ‘ujsury op odures op SOUOIIRNID SB[ OD SPARI} © URALIOD 9S onb SeOIS]] So[(RLIRA SB[ Op [RIPRI RIDUOPUdop :So[ed0] OU SO[PPOIN :1'€ oipen)

SURWAA
Kam +1) W0+ \Evi £ (g +1) 48 s(fig +1)18 e (fig +1)2() 0t s(fg+1) W °p
) - X X T e — Ay O[ePOIN
(1418 + ofig) Aiz() 31 + (1= fip + fi) (e + 1) (DOW (1-/)@)>1 ST (fig +¢) (1)1

P oAl
o2+ 1)+ (R0 + D+ 128, o(fig +1) 18 (g + Dep (0T iz +1)1- ()0 olopomn

BN + V(@) + g — fig — 1 (efic + i+ 1)) — iz = 1(1)D (1= (E+D)@)1)eh (fi9 + L+ €)1 —fig + ¢
>IUeP
fi+ lipag — fi+ fi+ fi fi “wnd H
1+ D)8 D CURRYAN —rL CURR Y op o[PPoIN

(g + 1) gt (D lixg + ofig — fig — 1 fi—1 )iy fi+g
_ (OF] L o
(elners = a(a)rm) (1) ()ies + cn)er \ o\ o ou) ¢ ] o) | sepuona -a
‘ O (11 —¢ — 2| el (W3 —1| (Mt [ op orpon
Zp(R)lrg + ( A%v (2)317¢ — ¢2)g z A& (Ml 4 )Wy 2\
14
V(s \ »}RMNS
W1+ 22) (6 (1 + 29) — (1 wavaSNN\okNGVVZEQ (2 + [)gt28 () T+20 WQV: e(1 + 20) 128 @ | op oppon
N«.@w + Amwm + :N: - wav: - vatv Aﬁ — z9%8 — NN@X&@ - ﬁv z T—2° 4 : — 9%8 + Nmmv: - va

((2°4)Tg) TerOULSUE) UOISBIJ ((2°4)‘g) TeTpeRI UOISRA] ((2‘4)w) esewr uoroung ((24)d) pepisua( O[9POIAL




Sec. 3.2.

Modelando configuraciones no locales colapsando lenta y adiabaticamente

40




4. Colapso lento con ecuacion de estado no local:
caso no adiabdtico

{)CUAL ES EL CAMBIO EN LA DINAMICA DE LAS CONFIGURACIONES NO LOCALES CUANDO
SE INCORPORA UN FLUJO DE RADIACION 7

Con el fin de continuar explorando la capacidad de la Ecuacion de Estado No Local para
describir escenarios de colapso gravitacional lento fisicamente viables, este capitulo se dedica
al estudio de la evoluciéon de configuraciones de materia anisétropas y no locales, que disipan
energia a través de un flujo radial de radiacion .

Se trabajara nuevamente con los cinco perfiles de densidad presentados en el capitulo anterior.
Asi, las ecuaciones de campo de Einstein son solucionadas para un flujo de calor particular
acoplado en la superficie con un perfil de luminosidad particular. Bajo estas condiciones se
encuentran efectos térmicos interesantes que se manifiestan a través de cambios de signos en
la velocidad radial con las que se mueven el fluido. Es decir, la distribuciéon de materia puede
evolucionar de forma tal que las capas externas escapan de la atraccién gravitacional y las
capas internas son atraidas (“thermal peeling”), o las capas internas de la configuracion se
expanden mientras que las capas externas colapsan. El objetivo principal de este capitulo sera
establecer la influencia de la Ecuacion de Estado No Local en la apariciéon de estos fenémenos
térmicos.

4.1 Solucién de la ecuaciones de campo de Einstein

En el capitulo I se derivaron las ecuaciones de campo de Einstein que describen el escenario,
en el cual una configuracion de materia colapsa lentamente disipando energia (ecuaciones
(2.57)-(2.60)). Es importante recordar que la configuracion de materia se supuso esféricamente
simétrica, limitada por una frontera, con anisotropia en las presiones y una relacién no local
entre sus funciones de estado. Si se introduce la dependencia radial de un perfil de densidad,
las ecuaciones (2.57),(2.58) y (2.59) determinan la funcién de masa , m(r,t), la presién en
la direccion radial, P.(r,t), y la presion en la direccién tangencial, P, (r,t). Los perfiles de
densidad utilizados corresponden a una extension dinamica de perfiles estéaticos conocidas
para las ecuaciones de campo de Einstein. Sus expresiones se presentaron en el cuadro (3.1) y
son independientes de la presencia o no de flujo de calor.

El principal problema en este punto, consiste en hallar las expresiones explicitas para las

funciones de integracion y con ello determinar la dindmica de la distribucién de materia. Para
esto, y en lo que sigue, se exploraran las consecuencias que resultan de trabajar en la frontera

41
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de la configuraciéon dentro del régimen del colapso lento.

Evaluando la ecuacion (2.60) en la superficie, se tiene:
om(r,t)

Bt = 47 R(1)*(R(t)ps(t) + an(t)e’). (4.1)
r=R(t)

En la relacién anterior se han considerando las restricciones de la aproximacién de colapso
lento

g~0Ww) = P(R(t),t)~O0Ww), (4.2)

v la definicién para la velocidad del elemento del fluido evaluada en la frontera:
wy = R(t)e . (4.3)

Para simplificar (4.1), se puede escribir la funcién de masa m(r,t) como una expansiéon en
series de Taylor entorno a r = R(¢):

8ma(:, t) (r— R(t)) + 1 0*m(r,t)

m(r,t) = m(R(t),t) + y 5 52

(r—R@))?+..";. (44
%

Derivando parcialmente (4.4) con respecto a la coordenada temporal y evaluando en r = R(t),
teniendo en cuenta las condiciones de acoplamiento, se obtiene:

om(r,t)  Om(R(t),t) O (Om(rt) Om(r,t)| dR(t)
s e 1 B I
m(r 2m(r
%% (W'E) (r—R(t)* -2 W . (r — R(t))d}zt) + .. (4.5)
I3
om(r,t)| o
o |, = MO IR (4.6)

Tanto la variaciéon en el tiempo de la masa total como el cambio del radio de la configuraciéon
(movimiento de la materia) contribuyen al cambio en el tiempo de la funcion de masa en la
superficie. Este resultado es totalmente general, ya que, solo se ha hecho uso de la condiciones
de acoplamiento con el espacio-tiempo exterior.

Reemplazando las ecuaciones (4.6) y (2.57) en (4.1), finalmente se obtiene:
— M(t) = 47 R(t)%e"¢|s + O(w?) . (4.7)

La tasa de cambio de la masa total de la configuraciéon es proporcional al flujo radial de calor
a través de la superficie de la estrella, el potencial gravitacional de la superficie y el cuadrado
del radio de la configuracion. La relacion (4.7) es consecuencia de la aproximacion de colapso
lento, independiente del comportamiento no local de la configuracion. Teniendo en cuenta que
en la superficie se cumple q(R(t),t) = P,(R(t),t), la relacion (4.7) puede ser reescrita de la
siguiente forma:
2M(t) — R(t)M(t)e*
R(t) '

m/‘z =

(4.8)
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Con la condicién de acoplamiento, m(R(t),t) = M(t) y la ecuacion (4.8) se puede obtener
las expresiones para las constantes de integracion, propias de cada perfil de densidad. Estas
quedan escritas en funciéon de la masa total M (¢), el radio R(t) de la configuracion y de sus
respectivas tasas de cambio en el tiempo M (t)y R(t) En el anexo 7 se presentan explicitamente
la dependencia radial y temporal de las diferentes variables fisicas (p, P,, P| y w) para los
perfiles de densidad de Florides, Stewart, Buchdahl, Wyman y Tolman IV.

El sistema de ecuaciones para el caso disipativo se define completamente al introducir la
dependencia con respecto a las coordenadas radial y temporal del flujo de calor ¢(r,t). De esta
manera, a partir de la expresion (4.7) se puede deducir la evolucion temporal del radio externo
de la configuracion:

M(t)

R(t) = M) [ 11— s

(4.9)
Este resultado no depende de la eleccidon particular del perfil de densidad para describir la
configuraciéon de materia. El sistema de ecuaciones se define totalmente, al introducir la de-

pendencia en el tiempo de la luminosidad medida por un observador en la superficie de la
configuracion, M(t).

4.2 Modelando: resultados y conclusiones

En esta seccion se presentan la forma explicita para la luminosidad M(t), y el flujo de calor
q(r,t). En cada caso, se exploraran las restricciones sobre estas variables, que surgen de suponer
la aproximaciéon de evolucién lenta e introducir la ecuacién de estado no local.

PERFIL DE FLUJO DE CALOR: la forma funcional que se introduce para el flujo de calor debe
ser compatible con la aproximaciéon de colapso lento. Por lo tanto, se debe cumplir que:

g~ w1 y g~ w? (4.10)

Se puede obtener mas informacion sobre ¢ a partir de las ecuaciones de campo de Einstein. Al
evaluar el limite cuando r = 0 de la velocidad del fluido w, se obtiene:

.k 2 o~k

me™ " — 4mrq 1 e 1
= Ii =— (1 —If If . (4.11
OSSRy T A 2(31 g an) Q%HR) (4.11)

Teniendo en cuenta que las funciones p y P, tienen valores centrales definidos y por la condi-
ciones de aceptabilidad fisica, ambas son funciones definidas positivas, entonces:

1 1
lim = .
r=0p+ B pe(t) + Pr.(t)

(4.12)

Como la funcién de masa se anula en el centro de la distribucién para todo tiempo ¢, de aqui
se deduce: ) 0 _ )
m m
lim ——e *=— = lim-—se "=1lim—e*=0. 4.13
M S0 T Mamet T 1)
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De lo anterior, finalmente se puede concluir:

1
limw = () lim ¢ . (4.14)

r—0 p‘c+Pr|c r—0

Como para todo tiempo t, w(0,t) = 0, se debe exigir entonces :

limg=20 4.15

r—0 q ( )
Teniendo en cuenta lo anterior, para todos los es-
cenarios de colapso gravitacional, que se estudia-
ra, la dependencia radial y temporal del flujo de
calor, ¢(r,t), se supondra de la siguiente forma:

g =q(d) [; - (exp (:g((t))) + 1) _1] ; (4.16)

en donde

a(f) = 10~ %e—2t/195 y g(f) = 10e—2t/195

En la figura 4.1 se presenta el perfil de flujo de
calor a lo largo de la configuracién, para diferen-
tes valores de la variable t = ﬁ. En general
se observa que éste se anula en el centro de la
configuracioén, presenta un aumento en la capas
interiores y se vuelve constante a medida que se alcanza la frontera de la configuracion (lo que
es consecuente con (4.15)).

Figura 4.1: Flujo de calor para diferentes tiem-
pos t

Cabe senalar que el flujo de calor expresado en (4.16) corresponde a un perfil particular con
el cual se presentan cambios de signo en la velocidad con la que se mueve el fluido para
configuraciones no locales. Herrera y et al estudiaron en [33] el colapso lento de distribuciones
de fluidos simétricamente esféricas y disipativas. Ellos demostraron que dependiendo de la
distribucién de calor, diferentes signos en la velocidad del fluido pueden aparecer, dando lugar
a la division de la configuracion de materia. Recientemente, el descascaramiento térmico ha sido
considerado en el contexto conocido como “separating shells”, el cual relaciona la existencia
de una capa que separa la expansién hacia una regiéon exterior de una regién interior que
colapsa [16,50].

PERFILES DE LUMINOSIDAD: para este trabajo se supondran dos formas particulares para el
perfil de luminosidad:

Caso I: Luminosidad de la estrella constante: se supondra que la configuracion de materia
emite energia a una razén constante:
dM(t) Mejee

Fr i con Meject = cte >0 (4.17)
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en donde Mgj.. corresponde a la cantidad de masa emitida y ¢ al tiempo considerado para
el colapso. El objetivo principal del caso I sera estudiar el efecto que produce la magnitud
de la luminosidad de la estrella sobre el colapso gravitacional. En el cuadro 4.1 se resume los
valores de Mcjec+ considerados para los diferentes perfiles de densidad. También se presentan
los cambios en la masa total y el radio de la configuraciéon de forma tal que ¢ty = 20. Es
importante sefialar que si la masa emitida es del orden de 1073 M, para el perfil de densidad
de Tolman IV, se obtiene presiones radiales negativas y gradiente en la presién radial positivos.
Esto claramente no cumplen con las condiciones que se han establecido para que el sistema
sea fisicamente aceptable.

La figura 4.2 muestra la evolucién temporal del radio total de la configuracién, para cada uno
de los valores de M¢j.. presentes en el cuadro 4.1. Nétese que para las luminosidades mas bajas,
la frontera de la configuracion sufre un rebote (esto ocurre en t = 7,7414 si Mcje. = 0,0041 M,
y en t = 16,9052 si Mcje. = 0,0122 Mg). Por otro lado, luminosidades més altas derivan en
una configuracion que colapsa todo el tiempo (ver figura 4.2).

Caso I [M(0) = 1,401 M)
Perfiles de densidad || Mejee, Mo | R(0) [Km] | AR[Km] ||| Mejec, Mo | R(0) [Km] | AR[Km]
Buc-Ste-Flo 0,00406 4,3453 0,000141
M.Wyman 0,01219 4,4611 0,00117 0,0406 5,1233 | —0,001552
Tolman IV 0,0824 5,7895 —0,04557

Cuadro 4.1: Parametros que caracterizan la evolucion de la masa total y radio de las estrella cuando emite

energia con una razén constante. Se consideraran diferentes cantidades para Mejec con el fin de estudiar el

efecto que produce la catidad de masa emitida por la distribucion durante el colapso gravitacional ( AA =
At =ty) — A(t =0))

a=-3-10"3 a=-6-10"3

—a=910" a=-310""

0,999 B - T—

0,998
0,99995

0,997+

R(1)
R(0)

0,996

0,995

0,994+

0,993+

0,992

0,99990+

0,99985+

0,99980-

0,99975+

(a) (b)

Figura 4.2: Caso I: Evolucién del radio para una estrella que obedece la la ecuacién de estado no local y emite

energia a una razoén constante. A cada curva le corresponde un valor diferente de o =

M, .
—=lec  Noétese que para

los valores mas pequenos de « la frontera de la configuracion rebota.
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Caso II: Pulso de Gauss para la luminosidad: como perfil de luminosidad se supondra un
pulso de gauss centrado es t = t,,:
dM(t) t—tm

Me jec —= 2
avi\t) _ (87T3> oz () ; con Mejee >0 (4.18)
dt oV 2w

donde o corresponde a la desviacién estdndar para un pulso de radiaciéon gaussiano, y t,,
corresponde al tiempo en que la luminosidad es méxima.

Al considerar diferentes valores para la masa inicial de la configuraciéon de materia y diferentes
fases para la luminosidad, se busca determinar coémo afectan estos parametros la dindmica del
sistema autogravitante.

En el cuadro 4.2 se presenta los diferentes conjuntos de valores que caracterizan la evoluciéon
de la masa total y radio de la configuraciéon. La evoluciéon de radio de la configuraciéon se puede
ver en las figuras 4.3(a), 4.3(b) y 4.3(c). Sélo se obtienen configuraciones que se expanden
cuando M (0) = 1,422 Mg, t,, = 25y Mejec = 0,0056 Mg 0 Mejee = 0,02 M. Para el resto de
casos la configuracion colapsa todo el tiempo.

Caso II (o = 200)

M(0) = 1,43 Mo, tm = 25 M(0) = 1,43 Mo, tm =5 M(0) = 1,69 Mo, tm = 25

Mejec My | R(O)[Km] | AR[Km] Mejec My | R(O)[Km] | AR[Km] (|| Mejec [Km] | R(0) [K'm] | AR[Km)]

0,00539 4,3453 0,000955 0,005409 | 4,3464 | 0,000533 0,00539 51233 | —0,00154
0,0202 47036 | —0,001003 0,0202 4,7070 0,00581 0,0202 54358 | —0,00828
0,0405 5,1256 —0,00989 0,0405 5,1304 0,01817 0,0405 5,8148 —0,0213

Cuadro 4.2: Parametros que caracterizan la evolucion de la masa total y radio radio externo de la distribucion

de materia cuando emite energia en forma de un pulso de Gauss. Se han considerado tres modelos en los que se

ha variado la masa inicial de la configuracién y la fase de la luminosidad. Con esto se busca determinar c6mo
afectan estos parametros la dinamica del sistema.

CONCLUSIONES:

Para los casos considerados se han supuestos configuraciones de masas iniciales entre 1,35 —
1,69 My, que desprenden durante el colapso gravitacional una cantidad del masa de hasta
107! M. Los radios de estas configuraciones oscilan en el intervalo de [4,3 — 5,8] [Km] y su
razon de cambio estan en el orden de 1072 [K'm).

Con el fin de identificar los diferentes fen6menos térmicos que se manifiestan cuando la confi-
guracién de materia responde a una ecuaciéon de estado no local, a continuacién se realiza una
caracterizacion de la velocidad w con la que se mueve el fluido.

Caso I (luminosidad contante): En la figura 4.4 se presenta el perfil de la velocidad radial
del fluido, w(r, tp), en funcion de la variable normalizada = = r/R(t) y del valor absoluto de la
luminosidad (figura 4.4(a)). Se puede observar que para los perfiles de densidad de Buchdahl,
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R(1)

)
0,997+

1,0001+

0,999

0,998

0,996

— M(0)=25[Km] __ M(0)=21[Km] ___ M(0)=2.1[Km]
1,=25 =

1,=5

t,=25

0,99981

0,99961

0,9994

0,999+

0,998+

0,995+
0,997

0,9994+ 0,992

T T T T 7 " T T y ? b T T T ?
0 s 10 15 20 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
' ' '

(a) a=4x10"* (b) a=1,5x 1073 () a=3x1073

Figura 4.3: Caso II: Evolucion en el tiempo del radio de una estrella que obedece la EENL y emite radiacion

_ 87M.j
en forma de un pulso de Gauss (a = %)

Florides, Stewart y Wyman, valores grandes para la luminosidad corresponden a una velocidad
w negativa a lo largo de toda la configuracién de materia. A medida que se reduce la cantidad
de energia que la estrella radia, existe un valor critico, a partir del cual se manifiesta el “thermal
peeling’ las capas interiores colapsan y las capas externas se expande.

A partir de la definicion utilizada para w en (4.3), es facil concluir que el descascaramiento debe
ser compatible con una configuracién en expansion, es decir, se debe cumplir que R(t) > 0.
Por tanto, con este criterio es posible calcular el valor critico para la luminosidad en el cual
desaparece el descascaramiento térmico. Este corresponde a :

Mejec

=1,124 x 1073
ty

Qe =

Entonces, se puede asegurar que si & > a, no se manifestara el descascaramiento. Sin embargo,
que R(t) > (0 es una condicién necesaria pero no suficiente para la apariciéon del fenémeno
térmico. El valor de a. depende tnicamente de la forma en la que evoluciona la frontera
del objeto autogravitante durante el colapso y por tanto no depende del perfil de densidad
introducido inicialmente.

Por otro lado, el perfil de densidad de Tolman IV responde de una forma diferente a la ecuaciéon
de estado no local. En este caso, si la luminosidad es pequena, las capas interiores de la
configuracion se expanden mientras que las capas exteriores colapsan. A partir de cierto valor
critico para la luminosidad la configuracion colapsa completamente:

Mejec
ty

arry = =52x1073

Al contrario del caso anterior, este valor esta intimamente relacionado con el perfil de densidad
del modelo considerando. Para este perfil de densidad, es interesante notar que el orden de
magnitud en que la estrella debe radiar energia para que la frontera se expanda deriva en
configuraciones que no cumplen con las condiciones de aceptabilidad fisica.
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En las figuras 4.4(b)-4.4(f) se presenta el perfil w para diferentes valores de la coordenada
temporal ¢ y para dos valores especificos de luminosidad, « y ag (ver cuadro 4.2). En general se
observa, que las capas que colapsan (w < 0) se desaceleran a medida que avanza el colapso. Por
el contrario, las capas que se expanden (w > 0) tienden a aumentar su velocidad. Finalmente,
en el cuadro 4.3 se ha consignado el valor de z = r/R(t) para el cual la velocidad w cambia
de signo.

P.dedensidad"t:O t=5 t=10 t=15 t=20 ||| P.dedensidad”t:(] t=5 t=10 t=15 t=20

x para Mcje. = 0,00406 M z para Meje. = 0,01219 Mg,
‘Wyman
Buchdahl - - 0,970 0,902 0,779 - - - - 0,781
Florides - - 0,970 0,898 0,746 x para Meje. = 0,0824 M
Tolman IV
Stewart - - 0,971 0,908 0,8398 0,484 0,514 0,545 0,613 0,652

Cuadro 4.3: Valores de = r/R(t) en los que la velocidad de fluido w se anula en el caso en que la velocidad de la
configuracion es constante. Para el modelo de Tolman IV la velocidad en la capas interiores de la configuracion
es positiva y en las capas exteriores es negativas. En los demés modelos sucede lo contrario.

Caso II (pulso de gauss para la luminosidad): En la figura 4.5(a) se presenta el perfil de
de la velocidad del fluido w, en funcién de la variable normalizada x = r/R(t) y en funcion de
la masa inicial de la configuracion de materia M (0). La figura 4.6(a) corresponde al perfil de
w en funcién de z y la fase del pulso de luminosidad ¢,,. En la gréificas se observa que para los
perfiles de densidad de Florides, Buchdahl, Wyman y Stewart, existen valores criticos para la
masa inicial de la configuracién y la fase de la luminosidad a partir de los cuales se empieza a
manifestar el “peeling térmico”.

A través de la definicion de w dada en (4.3), se puede encontrar el conjunto de valores criti-
cos [Mejec,, Mc(0),tm,.,0c], al establecer que R(t) = 0. Asi, estos estan determinados por la
siguiente relacion:

(1]

0,3 x 1072M2 — =(2,83 — 6,91 M, + 0,14t,,_) + Y(0,39Z + 7,91527)

(47,88 M2 + 7620,9)1/2

donde = 8T Mejec, 2. . 87 Mejec, ; 0,003535¢2,
onae = = —— X -y = er - 1.
oV 2T Pl 7902 Y ooV 2T o?

[

=3x1071MM2 -2
(4.19)

En la figura 4.7 se puede observar las superficies que forman los valores criticos para diferentes
valores de 0. Notese que a medida que el valor de o aumenta el drea de la superficie disminuye.
De esta manera para cada valor de o y o, se puede asegurar que si M (0) > M.(0) o t,, > tp,
no se manifestara el descascaramiento.

Nuevamente, para el perfil de densidad de Tolman IV, en general, el flujo de calor (4.16)
provoca que la distribuciéon de materia evolucione de forma tal que, las capas interiores se
expandan y las capas exteriores colapsen. Cambios en la masa inicial de la configuracion y
variaciones en la fase de la luminosidad producen que se desplace el punto donde ocurre el
cambio de signo para la velocidad del fluido y la velocidad méxima que el fluido alcanza.
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oe = 200
tm, = 25
Mejee [Mo] | 0,0053 0,020 0,0405

M(0) | 1,504 M5 || 1,457 Mg || 1,399 M,

M,(0) = 2,1 [Km] (1,422 M)
Mejee [Ms) | 0,0054 0,020 0,0405
b, = 9,6707 20,1467 || 34,5776

87rMejecc
ovV2r ’

luminosidad gaussiano. Para cada valor o, se puede asegurar que si M (0) > M¢(0) 0 tm > tm, 0 Mejec < Mejec,

Figura 4.7: Valores criticos [a. = Mc(0), tm.,o0c] asociados al thermal peeling suponiendo un perfil de

no se manifestara el descascaramiento.

De igual manera, en las figuras 4.5(b)-4.5(f) y en 4.6(b)-4.6(b), se presentan las evoluciones de
la velocidad, w, para diferentes tiempos. Para los perfiles de densidad de Buchdahl, Florides,
Wyman y Stewart, la velocidad disminuye en las regiones donde el fluido colapsa, mientras
que las capas que escapan de la atracciéon gravitacional se desaceleran. Las zonas interiores,
por lo general, alcanzan una mayor velocidad que el resto de la configuraciéon. En el caso del
perfil de densidad de Tolman IV, el fluido tiende a desacelerar a medida que avanza el colapso
gravitacional.

Finalmente, en el cuadro 4.4 se presentan los valores de x = r/R(t) en los cuales la velocidad
del elemento del fluido cambia de signo. Estos valores corresponden al caso particular en que
M.(0) = 1,42 M, o0 = 200 y t,, = 25. En general, se observa que el descascaramiento abarca
mas capas con el tiempo.

|P‘dedensidad||t:0 t=5 t=10 t=15 t:20||| P‘dedensidad”t:(] t=5 t=10 t=15 t=20

x para Meje. = 0,00539 M, x para Meje. = 0,0202 M,
‘Wyman
Buchdahl 0,857 0,846 0,834 0,821 0,803 0,907 0,883 0,864 0,851 0,819
Florides 0,841 0,826 0,813 0,802 0,783 x para Meje. = 0,0405 M
Tolman IV
Stewart 0,849 0,840 0,831 0,813 0,806 0,609 0,615 0,622 0,627 0,637

Cuadro 4.4: Valores de © = r/R(t) para lo que w cambia de signo al suponer un pulso de gaussiano para la
luminosidad. Para el modelo de Tolman IV la velocidad en la capas interiores de la configuracion es positiva y
en las capas exteriores es negativas. En los deméas modelos sucede lo contrario.

Es importante resaltar que los anteriores resultados son validos si el flujo de calor es de la
forma de la ecuacion (4.16), la estrella evoluciona lentamente y sus funciones fisicas cumplen
un ecuacion de estado no local . Ademas, es interesante notar que los puntos donde se inicia
el descascaramiento se sitiian siempre en zonas de la configuraciéon donde el flujos de calor es
constante. Las zonas donde el fluido alcanza las mayores velocidades, tampoco corresponden
a zonas donde se presenta mayor flujo de radiacion.
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En conclusién se ha encontrado que las configuraciones de materia no locales exhiben descas-
caramiento térmico cuando la mayor parte de la energia radiada viene de las capas externas
de la distribucién. La energia térmica generada en estas capas es transformada en energia
cinética, lo que permite el desprendimiento de la configuracién. Este fen6meno es muy sensible
tanto a la forma con la que la estrella emite energia como a las condiciones iniciales de las
misma.

Para cada uno de los casos estudiados, en la figura 4.8 se presentan la evolucion de las funciones
de estado p, P., P, y A para todos los perfiles de densidad. No se ha particularizado la
luminosidad de la configuracion, ya que no se presentan cambios significativos en la evoluciéon
de las funciones de estado. En general se observa que estas variables pueden representar objetos
autogravitantes fisicamente razonables:

ap 0P,

p>0 ; P.>0 ; P >0 ; — <0 ;
or

0
or <

La evaluacién de las demas condiciones de energia se presentan en el Apéndice 7. Notese que
el perfil a lo largo de la configuraciéon para todas las variables es aproximadamente constante
en el tiempo, lo que es consistente con el régimen de evolucién lenta.

Es importante resaltar que en Tolman IV, la mayor concentracion de energia se presenta en
el centro de la distribucion de materia (ver figura 4.8(a)) y la presion radial cae con mayor
velocidad en las capas interiores (ver figura 4.8(b) ). Ademas, los modelos de Tolman IV y
Wyman presentan nticleos suaves y mantos exteriores duros (ver figura 4.8(d)). Este efecto se
presentan con mayor intensidad para Tolman IV. Estos hechos, se pueden pensar como una
posible razon de los resultados tan particulares obtenidos para este perfil de densidad: una
configuracion que se expande en el interior y se contraer en la superficie.
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. Qué aporta la ecuacion de estado no local?

., CUAL ES LA CONTRIBUCION DE LA ECUACION DE ESTADO NO LOCAL AL COLAPSO
GRAVITACIONAL LENTO ADIABATICO Y NO ADIABATICO?

Hasta aqui se ha demostrado que configuraciones de materia no locales pueden ser candidatos
factibles para la materia que forma los objetos estelares compactos. Asi, se han generado esce-
narios de colapso gravitacional lento para configuraciones radiantes de este tipo de materiales
y se ha demostrado su plausibilidad fisica. Ahora, se hace importante explorar qué es lo que
realmente aporta la ecuacién de estado no local a la evolucion del sistema.

El objetivo en este capitulo sera determinar con mayor detalle como contribuye la ecuacion de
estado no local a la evolucién del sistema autogravitante en los diferentes escenarios de colapso
gravitacional lento. Asi, se compararan los modelos no locales anisotropos, ya desarrollados,
con su posibles contrapartes locales. Para esté tiltimo caso, las ecuaciones de campo de Einstein
seran solucionadas al introducir una relacién que describe el comportamiento de la anisotropia
del sistema. Se han generado modelos adiabaticos y no adiabéticos, tomando como principal
punto de comparacion la evoluciéon del perfil de velocidad con la que se mueve el fluido.

5.1 Ecuaciones de Einstein sin la ecuacién de estado no local

Las ecuaciones de campo de Einstein que describen el colapso gravitacional de una configura-
cion de materia esféricamente simétrica, anisétropa y que disipa energia a través de un flujo
radial de calor, en la aproximacién de colapso lento, son:

1 (1 X 2m’
87Tp = 7"72 +e (712 — 7") = —F (51)
1 (1 v
87FPT = 72—’_6 (7’2+T) 7’( > (52)
- o\
8P, = eT <21/’ + 02 =NV ¢ 2V A ) (5.3)
1 A me’/?
- _ (—v=X)/2 - _
w = e + . (b4
8m(p+ Pr) < q) P+Pr (47r1" r(r —2m) q> (5:4)

Las condiciones de acoplamiento entre el espacio tiempo interior y exterior de la distribucién
de materia son:

Pr(R(t),t) = q(R(t),t) . (5.5)

55
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Debido al desconocimiento fisico que existe en torno del comportamiento de la presiéon tangen-
cial, se encuentran diferentes clases de ansatz para introducir la anisotropia en la configuracion
de materia. Este tipo de propuestas usualmente se eligen a partir de criterios heuristicos para
simplificar el problema. La razén de esto es lo poco intuitiva que es la forma de la presién
tangencial durante el colapso.

Asi, siguiendo el enfoque empleado en [13], se propone la siguiente relacion para la anisotropia
del sistema:
P, —P.=Cf(P.,r)(p+ P)r", (5.6)

donde C' es un parametro que mide la anisotropia; la funcién f y el ntimero n son especificados
para cada modelo, buscando siempre que el sistema sea integrable. Con (5.6), la ecuacion de
equilibrio hidrostéatico es:

dP, v

=+ P)5 +20](Prr)(p+ Pt (5.7)
De (5.2) se obtiene:
1/7’ _m+ Ar3 P, (5.5)
2 r(r—2m) '

Es importante notar que la ecuacion (5.7) puede ser integrable si la dependencia radial de p
se conoce y f(P,,r) se especifica. Si se supone que la funcion f(P,,r) de la siguiente forma:

V/

f(Pe,r)rt = 3 (5.9)
|2
dP, v m’ m + 4dwr3 P,
=-h(p+P)==-h|—5+P ) — " 5.10
dr (p+ Pr) 2 (47rr2 + ) r(r—2m) ( )

donde h =1 —2C. Para h = 0 el gradiente de la presiéon radial se anula, por lo cual la presion
radial es contante a lo largo de toda la configuracién e igual al flujo de calor que atraviesa la
superficie, debido a la condicion de acoplamiento (P,|y = ¢g|x). Para h = 1 se recupera el caso
isétropo.

5.2 Modelando sin la ecuacién de estado no local

Al introducir el perfil de densidad, a través de (5.1) se obtiene la funcion de masa, m(r,t) y
con (5.10), se determina la presion en la direccion radial, P.(r,t). La funcién métrica v(r, t), es
hallada a través de (5.8), lo que permite obtener la velocidad del fluido, w(r, t), via la ecuacion
(5.3). La presion en la direccion tangencial, puede ser determinada ya sea a través de la relacion
introducida para la anisotropia o a través de las ecuaciones de Finstein. Todas las funciones
de integracién que van surgiendo son determinadas a través de las ecuaciones de acoplamiento
presentadas en (5.5). En el Apéndice 7 se presenta explicitamente la ecuacion (5.10) para los
perfiles de Buchdahl, Florides y Wyman. En todos los casos, valores negativos para la constante
h, resultan en presiones negativas, lo que no cumple las condiciones de aceptabilidad fisica (ver
figura 5.1).
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[= -Amt = —fmtfs - hm3fs —— b=/ — hi=1f5 — =1 ——F=4/5 - h=3/5 —— =25 — h=1/5 |

0,0004{ 0,0004{ N

~ 0,0005

0.0003{ = 00003 0.00044—

0,0003
0,00024: -~ 0,00024
p, 0.0002
0.000H— 0.000H—
0,0001+

0 o4

~0,0001
~0,000 1= 0.000H - [

T T T U T T
0 02 04 0.6 08 1

RO o) o
(a) Buchdahl (b) Florides (c) Wyman

Figura 5.1: Perfil de la presion radial en funcién de la variable normalizada « = r/R(t), para diferentes grado
de anisotropia en el colapso lento adiabatico. Si h < 0 se obtiene valores negativos para P,

A continuacion se discuten los resultado obtenidos para el caso adiabatico y radiante, compa-
randolos, respectivamente, con sus contrapartes no locales:

CASO ADIABATICO: en la figura 5.2 se presenta los perfiles de las variables fisicas (p, P., P,
y w) que caracterizan la evolucién adiabatica de la configuracion de materia. La evolucion
de la frontera de la configuracion se supuso de la forma (3.1). Se trabajaron con dos valores
diferentes para h: h = 1 que representa el caso isétropo (P, = P, ),y h = 1/20 que corresponde
un caso anisotropo. En [27] fue demostrado que, en el caso estético, la ecuacion de estado no
Iadasiti SOl HRNS el Wira1s 2o Prlas tol srndid mes g b lidad Sigtocal
reduce significativamente la tasa de cambio en el tiempo de las variables fisicas. Notese que la
densidad de la configuracion se incrementa con el tiempo, para los modelos locales. En todos
los modelos, existe una gran coincidencia para el perfil de la velocidad del fluido entre los casos
no locales y locales anisotropos (h = 1/20). Para el caso isotropo (h = 1), la velocidad del
fluido se aleja de la contracciéon homoéloga. En Buchdahl y Wyman, el gradiente de la densidad
de energia y presion radial (% y %i r) resulta ser més pronunciado para las funciones no locales
que para sus contrapartes locales. En el modelo de Florides, se observa una gran coincidencia
entre los perfiles de estas variables.

En el cuadro 5.1 se presenta una comparaciéon de los valores centrales para la densidad de
energia y la presion radial, y el valor superficial de la presiéon tangencial entre los modelos
locales y no locales. En general, los valores centrales de estas cantidades son aumentados por
la ecuacion de estado no local.

CASO RADIANTE: para esta situacion, retomando en parte los casos estudiados en el capitulo
anterior, se supondra perfiles de luminosidad de la siguiente forma:

Caso I: Luminosidad constante:
(5.11)
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[0 ——i=s o im10— 15— 1= — LOCAL: h =1 — LOCAL: h = & — EENL

= =

L=y 1 ;’&& Yl B
< R 1 =

RN i i‘\ 1
0] 2\ X
0.8 087
0,81
0.1 0.61 0.61
0 A o
0.0) | P(0) ,(0)
0.4 04
0.5
04 0.2 02
0.3
" 0 o

(c) Modelo de M. Wyman

Figura 5.2: Comparacion entre el comportamiento local y no local de las variables fisicas que describen la evolu-
cion lenta y adiabéatica de configuraciones compactas. La ecuacion de estado no local reduce significativamente
la tasa de cambio en el tiempo de las variables fisicas.

Caso II: Pulso de Gauss para la luminosidad

8T Mejec 1(t=tm )2
—_——— Q2 o
oV 2T

Para ambos casos, en la figura 5.3 se esquematiza el perfil de luminosidad y la evolucién tanto
de la masa total como del radio externo de la configuracion. Es importante resaltar que, la
evolucion de la frontera de la configuracion esta determinada por la relacion (4.7). El valor de
los parametros utilizados son:

M,(t) = (5.12)

M(0) = 1,458 My ; Mejee =0,0055 Mg ; 0=7T5 ; tm=15 ; t;=20
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Buchdahl Florides ‘Wyman

h=+ | h=1|EENL| h=% | h=1|EENL| h=4% | n

Il
—

EENL

pe(0) x1073 1,193 1,432 1,074 1,4323 1,805 1,432

Py, (0) x107® | 0,01188 | 0,4339 | 0,4774 0,01154 | 0,4247 [ 0,4775 || 0,01519 | 0,5689 | 0,4774

P (0) x107* || 0,03743 0 1,683 0,034019 0 1,591 0,03402 0 1,591

Cuadro 5.1: Caso adiabatico: comparaciéon entre los modelos que obedecen una EENL y los modelos que

obedecen una ecuacion para la anisotropia de los valores centrales de la densidad de energia (p.) y presion

radial (P,,) y el valor superficial de la presion tangencial (P, ). Par el caso isotropo la presion tangencial se
anula en la superficie debido a las condiciones de acoplamiento con el espacio tiempo exterior.

— M —M 2,1009 — M —M

0,000400 1,0006-
2,099+

0,0003994
X 5
2,098+ 1,000

0,000398+

2,097 1,0004-
0,000397
) M(1) 2,096 Riy 10003

a 0,000396 R(0

2,095 1,0002+
0,000395+

0,000394 20949 1,00014

0,000393 2:0937 14

04
o
3
o
s
-
“
=
=
w9
8
o
“
B
P
9
8

(a) Luminosidad (b) Masa total (¢) Radio externo

Figura 5.3: Caso radiante: perfil de luminosidad y evolucion de la masa total y el radio externo de la confi-

guraciéon. Cuando la estrella emite con razoén constante, ésta colapsa inicialmente, su frontera sufre un rebote

en t = 12,055 y empieza a expandirse. Este efecto se invierte cuando la luminosidad toma forma de un pulso
gausiano.

En la figura 5.4 se presenta la velocidad del elemento de fluido, w, en funciéon de z = r/R(t).
El caso I corresponde a las figuras 5.4(a)-5.4(c). En éstas se muestra un incremento en el
descascaramiento a medida que avanza el colapso gravitacional. Contrario a lo que sucede
cuando se supone un pulso de Gauss para la luminosidad como se observa en las figuras
5.4(d)-5.4(f). El descascaramiento térmico se manifiesta en las mismas situaciones en las que
se presentaba con la ecuacién de estado no local. La contribuciéon de la EENL es aumentar
el nimero de capas que poco a poco escapan de la atraccién gravitacional de la estrella. En
general, valores pequenos para h, producen que la velocidad del elemento de fluido alcance
mayores magnitudes, en comparacién con las magnitudes alcanzadas para mayores valores de

h.

La derivada convectiva de la funciéon de masa mide la variaciéon temporal de la masa para un
elemento de fluido. Esta esta definida por:

Dm . ,dr
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Utilizando las ecuaciones de campo de Einstein, se puede escribir, en general:

1 A— Dm 2
= V—— 44 5.14
v 47r? P, <e Dt e q) ( )
y especificamente, para el caso no local:
1 k‘(t) Dm 2
= — +4 5.15
v Amr? P, <e Dt Ay ( )

Es claro que, incluso en el caso méas simple de evolucion lenta, la velocidad del fluido es una
combinacién de transporte de masa (conveccion) y flujo de radiacion.

A—v Dm
Dt

locales y ek(t)%”t”‘ para las configuraciones no locales. A partir de aqui se puede concluir que el
descascaramiento es un fénomeno puramente térmico. Notese que las capas que son expelidas
corresponden a las regiones menos densas de la configuracion, en las que se presenta el mayor
transporte de materia. Sin embargo, la materia es transportada en sentido contrario al flujo

En las figuras 5.4(g)-5.4(i) se presenta el perfil del término e para las configuraciones

de radiacion.

En la figura 5.5 se presenta la evolucion de las funciones fisicas que caracterizan la configuracion
de materia durante el colapso gravitacional, para los modelos de Buchdahl, Florides y Wyman.
Nuevamente, el gradiente de la presion radial es mas pronunciado para los casos no locales. En
cuanto a la presiéon tangencial, se observa que para el menor valor de h, en las capas interiores
de la configuraciéon de materia la presiéon es decreciente, mientras en las capas exteriores es
creciente. Entre més cercano es el valor de h es igual a 1, la presién tangencial se acerca a la
presion radial (caso is6tropo).

En el cuadro 5.2 se presenta una comparacion para los valores de la densidad central, presion
radial central y la presion tangencial en la superficie. En general se observa que la ecuacion de
estado no local tiende a disminuir los valores centrales de la densidad de energia y a aumentar
la presion tangencial superficial y la presiéon radial central.

x1073 M.(t) M,(t)
pc(0) 11,92 17,17 9,09 9,16 8,63 10,84 11,94 17,21 9,10 9,18 8,59 9,38
P, (0) 3,97 365 0419 3,02 1,00 0,05] 3,61 347 0,27 3,98 3,69 0,417 [ 3,03 3,11 3,16 | 3,12 234 0,22
P (0) | 3526 0,89 267 | 27,86 141 435 239 043 0,04 || 40,61 0,04 2,71 | 2835 1,02 0,05 644 1,23 0,66
EENL B~y ha EENL B~y hy | EENL  hy ha EENL B~y ha EENL B~y hy | EENL hy ha
Buchdahl Florides ‘Wyman Buchdahl Florides ‘Wyman

Cuadro 5.2: Caso no adiabatico: comparacion entre los modelos que obedecen una EENL y los modelos que
obedecen una ecuacion para la anisotropia de los valores centrales de la densidad de energia (p.) y presion
radial (P,.) y el valor superficial de la presion tangencial (Pyy) con hy = 0,2 y he = 0,033
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Figura 5.5: Comparacion entre el comportamiento local y no local de las variables fisicas que describen la

evolucion lenta de configuraciones compactas.



6. Conduccion térmica en sistemas con ecuacion
de estado no local

., COMO ES LA EVOLUCION DEL PERFIL DE TEMPERATURA PARA CONFIGURACIONES NO
LOCALES? ;COMO VARIAN LOS PERFILES DE TEMPERATURA PARA EL CASO LOCAL Y NO
LOCAL?

Una de la fuertes iniciativas de estudiar la evoluciéon térmica de las estrellas es la premisa que,
a través de la confrontacion de la observacién con la teoria, se puede conocer més acerca de la
naturaleza de la materia en el interior estelar y los procesos que toman lugar durante el colapso
gravitacional. Por ejemplo, la determinacion de la temperatura superficial de una estrella de
neutrones puede en principio dar informacioén sobre la materia hadroénica en el interior y la
estructura de la estrella de neutrones [59].

A continuacion se realizara un estudio del comportamiento térmico durante el colapso gravi-
tacional de configuraciones no locales y locales a través de las conocidas teorias de segundo
orden de disipacién relativistas. También se determinara cudl es la contribucién de la ecuaciéon
de estado no local sobre la evolucién térmica del sistema.

6.1 Antecedentes

Para realizar una breve descripcién historica alrededor de las teorfas disipativas en Relatividad
General se va a tomar en parte lo hecho en [15]. En el contexto no relativista, la ley de disipacion
de Maxwell-Fourier corresponde a la teoria estdndar para la propagaciéon del calor, usada en
la mayoria de aplicaciones précticas . Esta ley supone que el flujo de calor es proporcional al
gradiente de temperatura. De esta forma, asumiendo la validez de la primera y segunda ley
de la termodinamica, se llega a una ecuacién en derivadas parciales parabélica que describe el
transporte de calor.

i=—-kVT = or =xV?T donde y= o : (6.1)

ot pCp

donde k representa la conductividad térmica, ¢, el calor especifico a presiéon constante, p la
densidad y x la difusividad. El caracter parabélico de la ley de Fourier, implica que el flujo
de calor empieza simultaneamente con la apariciéon del gradiente de temperatura, es decir, la
perturbacion térmica se propaga con una velocidad infinita.

Sin embargo, es bien conocido, que una vez aparece el gradiente de temperatura, es necesario
un cierto tiempo (tiempo de relajacion, 7), fuertemente ligado a la naturaleza del material,
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para el establecimiento del flujo de calor. Una forma de introducir los tiempos de relajaciéon a
la teoria de disipacion fue realizado por Cattaneo [12] e independientemente por Vernotte [65].
Ellos dedujeron, a través de la teoria cinética de los gases, una ecuacion para el flujo de calor
que conduce a una ecuacion diferencial hiperbélica para la temperatura y tiene en cuenta el
tiempo caracteristico que un material toma para reaccionar a un estimulo térmico:

- ?T 10T
7= _ 2 [ — [ —
+q=—-rVT = xVT Bl + v (6.2)

La anterior expresiéon corresponde a las ecuaciones del telégrafo para la propagacion de las
perturbaciones térmicas con un limite finito sobre la velocidad que esta pueden alcanzar:

oq
724

ot

(6.3)

_ /X
v = — .
T

Al escribir (6.2) en su forma integral:

t t—t] =
i= 1 [ w5 Fr@n e (6.0
T T

o0

se puede deducir una expresién més general, de la cual esta constituye un caso particular:
k[t -
q= / Qt —t"VT(z,t) dt’; (6.5)
T J-—c0

donde @ describe la memoria térmica del material, mediante la asignacion de diferentes pesos
a los gradiente de temperatura en diferentes momentos del pasado. De esta forma, diferentes
clases de sistemas disipativos son descritas por diferentes kernels. La ley de Fourier (Q =
kd(t — t')) corresponde a la completa ausencia de memoria. Por el contrario, para el caso
de una memoria infinita () = cte) se obtiene la ecuacién de onda usual, sin atenuacion. En
algiin lugar en el medio se encuentra la ecuaciéon de Cattaneo-Vernote, para la cual todos
los gradientes de temperatura contribuyen a ¢, pero su relevancia disminuye a medida que se
mueve hacia el pasado [31].

El primer intento de realizar una extension relativista a la ecuaciéon de calor fue introducido
por Eckart [15], en 1940. Su teoria se enmarca en el conjunto de teorias relativista de disipacion
de primer orden y conlleva a la version relativista de la ley de Fourier:

¢* = —KkP [T + Tig); (6.6)

Sin embargo, la teoria de Eckart, y una variacion de ésta realizada por Landau y Lifshitz [14],
en 1950, al igual que su contraparte newtoniana, violan el principio de causalidad, es decir,
predice la propagacién de la perturbaciéon térmica con una velocidad infinita. Ademés, la
ecuacién de transporte, derivada de las teorias de primer orden, conlleva a efectos indeseables
como estados inestables de equilibrio. En (6.6) aparece un término extra que no esta en el
tratamiento no relativista: el término de la aceleracion.

Para resolver las inconsistencias de las teorias de primer orden de la disipacién se desarrollaron
teorias de tipo causal (también llamadas hiperbolicas). Su idea central es extender el espacio



Sec. 6.2. Teorias termodinamicas de segundo orden en la aproximacién de colapso lento: ecuacién de
Israel-Stewart y ecuacién de Cattaneo-Vernotte 65

de variables de las teorias convencionales, incorporando en éste cantidades disipativas (flujo
de calor, corriente de particulas, deformacion, etc) del fenémeno que se esta considerando
[3]. De esta manera, Israel-Stewart [39] desarrollaron un enfoque, el cual se enmarcan en lo
que se conoce como "the transient relativistic dissipation” o las teorias de segundo orden
de la disipacion relativista. La ecuacion fundamental que relaciona la temperatura con la
propagacion del calor se escribe como:

Dqg®
Ds

1
T +¢° = mPo‘ﬁ(Tﬁ —Taq) + Tuaqgaﬁ — iﬁTQ (L B) 5 q” (6.7)

w72

donde, k,7, ¢° v a® representan la conductividad térmica, el tiempo de relajacion térmico, el
flujo de calor y las componentes de la cuadri-acceleracion respectivamente. P*? es el proyector
sobre la hipersuperficie ortogonal de la cuadri-velocidad u?, y est4 definido como ¢®% — u®u?
. El precio a pagar para obtener una teoria estable y causal fue la introducciéon de un mayor
nimero de variables y parametros.

La ecuacion (6.7), en la aproximacion lineal en T', se reduce a la generalizacion relativista de
la ecuacion de Cattaneo [12]:

a

Dq

7-Ds

+¢% = kP*?(T 5 — Tay) + Tuqpa® (6.8)

Con mucha frecuencia, en el anélisis del colapso gravitacional los tiempos de relajacion son ig-
norados ya que usualmente estos son muy pequenos comparados con la escala de tiempo carac-
teristica para la evolucion del sistema (por ejemplo para las interacciones fonén-fonén o fonon-
electrén, los tiempos de relajacion son, a temperatura ambiente, del orden de O(107! [¢]) ¥
O(10713 [s]), respectivamente [56]). Sin embargo, ignorar la relajacién puede llegar a conver-
tirse en una serie de dificultades y en algunas ocasiones conlleva a una mala aproximaciéon. En
regiones estelares muy densas y degeneradas, como las estrellas de neutrones, la conductividad
térmica estd dominada por electrones, en cuyo caso los tiempos de relajacién podrian llegar a
ser aproximadamente de 10%s en temperaturas del orden de ~ 106K [31]. Por tanto, los feno-
menos previos a la relajacién son determinantes y no pueden ser excluidos en la descripciéon
de los procesos astrofisicos.

6.2 Teorias termodinamicas de segundo orden en la aproximaciéon de colapso lento:
ecuacion de Israel-Stewart y ecuacion de Cattaneo-Vernotte

Esta seccién tiene como objetivo calcular la componentes de (6.7) en coordenadas curvilineas.
Las componentes de la cuadri-velocidad, u® y flujo de calor, g%, se calculon en (2.17). Asi, la
derivada covariante para el cuadri-vector flujo de calor es:
D qO ef2u q

_ 0 _ w \ A—v /
DS - Q;aua - (1 o w2)075 |:1 — w2 + WA + (§] <V +

ww/ q'ef2uw+q/ef)\fu/ﬁ20)
1—w? 1—w? N

—A—v, 2

Dq' 1 e M quw , ww' A\ w : ge 2w+ ¢le w
_ _ 14 [
e = qou” = 7(1 205 v+ 7 5 +e 1 5 twA )|+ 1 5 {6-10)
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la divergencia para la cuadrivelocidad es:

1 A ww . , W’ 2w
u?a_(l_(UQ)l/Q[e V<1_w2+A>+(U)\ +1—w2+7“:| (611)

y las componentes de la cuadri-aceleracion diferentes de cero son:

W w . v, ww
a =73 Kl_wQ—i—w)\)—l—e <V+1_w2>:| (6.12)

1 ww' , sew [ w ape ™V
@ =-7— 5 [(1_w2+y>+e w>\+1_w2 = (6.13)

De esta manera, con las anteriores expresiones y debido a la simetria del problema, la ecuaciéon
(6.7) solo tiene una componente independiente, que resulta ser:

qe (1 — guﬂﬁ) (1—w)2 47 (e”*)‘q' + wq’) + R(WTe" ™ +T) = (6.14)

. . / V—)\T_i_wT/
A JORSY w i / ww T (e
K [e (1_w2+w>+<1/+1_w2 I\ T

En la misma linea de ideas, la tinica componente independiente para la ecuacién de Cattaneo

(6.8) es:
. /
ger(1—w?) V241 (e”_)‘q + wq') +r(wle" 24T = —kT |e¥ I W Y (et
1 —w? 1—w?
(6.15)

En este trabajo, se supondra que el sistema evoluciona lentamente a través de una secuencia
de estado los cuales estan cerca del equilibrio termodinamico y térmicamente ajustado- el
llamado complete equilibrium |11, p.66]. La evolucion lenta puede ser justificada en término de
los tiempos caracteristicos: si la escala de tiempo hidrostéatico 7pyq ~ 1/73/m es mas corta que
la escala de tiempo de Kelvin-Helmholtz 7xz ~ m?/2rl, entonces los términos inerciales en la
ecuacion de movimiento 7}, = 0 pueden ser ignorados. Esta condicién se logra para valores
pequenos de luminosidad [, y consecuentemente también para valores pequenos del flujo de
radiacion ¢ dentro de la configuracion. Ademas, el sistema esté térmicamente ajustado si éste
cambia sus propiedades considerablemente solo dentro de la escala de tiempo caracteristica
Teha » la cual es mucho mayor que la escala de tiempo de Kelvin-Helmholtz 7x gy ~ m?/2rl.

Ahora, en la aproximacion de colapso lento, la ecuacion de Isarael-Stewart y la ecuacion de
Cattaneo se reducen a:
q(r,t) = —k (T'(r,t) + T(r,t)) e (6.16)

y para configuraciones no locales se tiene:
q(r,t) = =k (T'(r,t) + T(r,t)XN) e (6.17)

Las ecuaciones (6.16) y (6.17) describen la evolucion térmica de la distribucién de materia.
Es interesante notar que la aproximacién de evolucién lenta implica tiempos de relajacion

)
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despreciables. Esto es natural, ya que el sistema evoluciona a través de estados de equilibrio,
despreciando los tiempos requeridos para establecer el equilibrio.

Para un modelo fisicamente razonable, se supondré que la conductividad térmica x esta dada
por la forma de transporte radiativo [19]:

k=0T%7, con 7.=cT ¢ (6.18)

donde las cantidades § > 0, £ > 0 y ¢ > 0 son constantes. La forma de 7. se ha supuesto
siguiendo a Governder et. al [23] y denota el tiempo medio de colision entre particulas sin
masa y particulas masivas. Este es decreciente a medida que la temperatura aumenta, excepto
para el caso especial en que £ = 0.

Las ecuaciones (6.16) y 6.17) con la conductividad térmica igual a (6.18) pueden ser resueltas

formalmente para la temperatura, realizando la sustitucion O(r,t) = T(r,t)e’ y O(r,t) =
T(r,t)e, respectivamente:

R(t) (4 — £)qert 6=V i
/@3—5 00 = /—(;Je’\+(5_§)” or = T=e" <—/ (4= &ge or + u(t)
S 0

]
(6.19)
1
R a—c
/ 03¢ 90 — / 4 -y o T - / W (4-8g -0 o+ u(t)
S 0 o¢
(6.20)

Si se supone que la frontera de la distribucién de materia emite como un cuerpo negro, entonces,
las funciones de integracion u(t) y u(t) quedan determinadas a través de la ley de Stephan-
Boltzman: la energia radiada a través de la frontera por unidad de area y por unidad de tiempo
es proporcional a la cuarta potencia de la temperatura superficial:

dM(t) dM(t)

2 2 4
— = A I
c 7 R(t) KB r

Para una combinacion de radiacion y materia, la constate ¢ esta dada por [66]:

= —47(0,467 x 1073 R(t)* T+ (6.21)

4
0=<=b .22
. (6:22)

Si se considera que la energia es trasportada desde el ntcleo estelar por neutrinos, b toma
el valor de 7a/8, siendo a ~ 6,252 x 1075 em =2 K~* la constante de radiacién . Un anélisis
detallado en [19] para el caso en el cual los neutrinos son generados por emision térmica,
demuestra que una buena aproximacién para 7. es:

1
Te N AWTig)/z (623)

donde p representa la densidad de energia, A = 10° K3/2m=! y v, representa la fraccion de
electrones (ne = nyye) y se encuentra entre el rango restrictivo 0,2 < y. < 0,3. Reemplazando
(6.22) y (6.23) en (6.18) y llevando a unidades generalizadas:

k= (1,9634 x 10736) 7%/ (6.24)
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6.3 Discusién de resultados: evolucién de la distribucion de temperatura durante el
colapso gravitacional lento:

CONFIGURACIONES DE MATERIA ANISOTROPAS Y NO LOCALES: para todos los modelos de
densidad, los perfiles de la temperatura a lo largo de la configuracion, calculados a través de
(6.16), se presenta en la figura 6.1. La luminosidad de la estrella se ha supuesto como un pulso
de Gauss:

. —tm 2
M(t) = —ael=™) (6.25)
en donde av =4 x 1074, t,, = 25, 0 = 200 y M (0) = 1,4 Mo,.

Para todos los modelos, la zona més caliente de la configuraciéon corresponde al centro de la
configuraciéon. También se observa céomo la temperatura de la superficie varia muy poco con
el tiempo, lo cual es compatible con la suposicion de evoluciéon lenta. El perfil de densidad de
Tolman IV corresponde al modelo més frio, entre todos los estudiando, aunque, para todos los
casos, la temperatura tiene un orden de 103 [K].

2,x10°

= 5 EN
2,5% 10134 2510 1.8 101

1.6x 10 1
2, %101 2,%x 101 .
14x 101 4

1.2x10"% 4
T 15%10° T Lsx10%q x

1,x 101

1x 10134 1,x 10134 8,% 1027

6,x 10"

5% 1024 5.% 10124

4,% 102

T T T T T T 2.x10% T T T T T T
0 0.2 04 0,6 08 1 0 02 04 0,6 08 1

r r r

R(1) R(1) R(1)

(a) Buchadahl (b) Florides (c) Stewart

25% 10 1,6 10134
1.4x 1014
2,x 1014
1.2x10"%4

T 15x 10 1,% 10134

-

8, 10"
1,x 10134
6,% 1024

5,% 10" 4,% 10

2,x 104

R(1) R(1)

(d) M. Wyman (e) Tolman IV

Figura 6.1: Perfil de temperatura para configuraciones no locales calculado a partir de la integracion de la
ecuacion de Cattaneo. El perfil de densidad de Tolman IV corresponde al modelo maés frio.

L QUE APORTA LA ECUACION DE ESTADO NO LOCAL?
Para modelar configuraciones locales en la aproximacion de colapso lento se ha supuesto una
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relacion particular para la anisotropia :

dPT I// n—1 n—1 V/
e —(p+ PT)E + (1 =h)f(P,r)(p+ P)r con f(P.,r)r =5 (6.26)

donde h es una constante, directamente relacionada con el grado de anisotropia del sistema.
Asi, la ecuacién de equilibrio hidrostatico queda de forma tal que, a través de la introduccién
de un perfil densidad, ésta puede ser integrada y obtener la forma funcional de la presiéon en
la direccién radial.

A continuacién se presenta la distribucion de temperatura para las configuraciones locales y
no locales estudiadas en el capitulo IV. Las figuras 6.2(a), 6.2(b) y 6.2(c) corresponde al caso
en que la luminosidad de la configuracion de materia es constante (M(t)), y las figuras 6.2(d),
6.2(¢) y 6.2(f) cuando la luminosidad de la estrella corresponde a un pulso de gauss (M,(t)).
Notese que la temperatura superficial, debido a la ley de Stefan-Boltzman, debe ser igual en
configuraciones locales y no locales. Esto se debe a que la evolucién de la masa total y el radio
de la configuracion es igual para ambos casos.

Al suponer una luminosidad constante, se puede concluir que introducir una relaciéon no local
entre las funciones de estado produce una disminucién en la temperatura interior de la dis-
tribucién de materia. Esta disminucién es, en algunos casos, de hasta un orden de magnitud
y puede ser relacionada con la aparicion del descaramiento térmico. Ademés, entre menor es
el valor de la constante h, mayor es la temperatura interior de la configuraciéon. Sin embargo,
diferentes grados de anisotropia no cambian significativamente el perfil de temperatura a lo
largo de la configuraciéon. La relacién entre la anisotropia y la temperatura debe se mejor
explorada.

Por otro lado al suponer un pulso para la luminosidad, la introduccién de la ecuacién de
estado no local disminuye la temperatura interior de la distribucién de materia, lo cual puede
relacionarse con la desaparicion del descascaramiento térmico. Como se mostro en [31], el
descascaramiento depende de la diferencia de temperatura entre el centro y la superficie de
la configuracién. Sin embargo, este comportamiento dependen del perfil de densidad, ya que
lo anterior no es cierto para Florides. En este perfil, el interior de la configuracion de los
modelos no locales es més caliente, sin embargo, en las capas externas las mayores temperaturas
corresponden al modelo local.
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7. Conclusiones

A pesar del modelamiento detallado de la microfisica del enfriamiento de estrellas de neutrones
(por ejemplo, los procesos de transporte y emision de neutrinos y la superfluidez de las par-
ticulas constituyentes), existe un consenso acerca de los “ingredientes” claves necesarios para
modelar la evoluciéon de estos objetos: Relatividad General, mecanismos de disipaciéon y una
ecuacién de estado para la materia. Por otro lado, parece 1til considerar modelos no estéticos
relativamente simples, con las anteriores consideraciones, y analizar algunas caracteristicas
esenciales de las situaciones realistas que posiblemente las soluciones puramente ntmericas
pueden ocultar.

Siguiendo esta linea de ideas, el presente trabajo se centrd en la introducciéon de una ecuaciéon
de estado no local, para describir, dentro del formalismo de la Relatividad General, el colapso
gravitacional de distribuciones de materias esféricas, anisétropos y disipativas. La principal
caracteristica de este tipo de ecuaciones de estado es la manifestacién de un comportamiento
colectivo entre las variables de estado (p, P, ¢ y w) que se evidencia a través de un funcional
dentro de un determinado volumen:

P=p-

2 ["[p+2qw+ Pw? dr
r3 1 —w? "

La primera implicaciéon de suponer la anterior ecuacién de estado no local es la obtencion, via
las ecuaciones de campo de Einstein, de una relacién de ligadura entre las funciones métricas:

v(r,t) = A(r,t) + k(t)

donde la funcion k(t) esté relacionada con el potencial gravitacional en la superficie. Es evidente
la simplificacién mateméatica al problema de colapso gravitacional que se logra con la ecuacion
de estado no local.

En este trabajo se supusieron, exclusivamente, escenarios de colapso gravitacional lento. Esté
aproximacién no es muy restrictiva, ya que la mayoria de procesos relevantes que ocurren en
el interior de las estrellas toman lugar en una escala de tiempo que es usualmente mucho més
larga que la escala de tiempo hidrostatica.

Se ha demostrado, a través del estudio de las condiciones de energia y de aceptabilidad fisica,
que es posible obtener escenarios de colapso gravitacional lento y adiabatico, fisicamente viables
para un fluido que obedece una ecuaciéon de estado no local. Para este caso, el sistema de
ecuaciones de campo de Einstein se define al introducir la dependencia radial del perfil de
densidad. Se desarrollaron cinco modelos que corresponde a las soluciones de Stewart [60],
Florides [20], Buchdahl [11], Tolman IV [63] y Wyman [67].
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Cuando se permite a un cuerpo en equilibrio hidrostatico contraerse adiabaticamente, su den-
sidad aumentaréd. Si la nueva presion es justo la requerida para contrarrestar el incremento
de las fuerzas gravitacionales la estrella permaneceré en equilibrio. Si la presién es menor que
la requerida, la estrella no podrad mantenerse en contra de la gravedad y colapsaré; si por el
contrario ésta es mayor, entonces la estrella regresaré a su estado original o liberara el exceso
de presion enfridndose . Como la nueva presion y densidad de una secciéon del material se rela-
cionan con sus correspondientes valores anteriores, éste es un problema que esta intimamente
relacionado con la liberacion de energia y con las funciones termodinamicas del material [9].
Desarrollar un criterio de estabilidad para los anteriores modelos adiabaticos es un problema
que se deja abierto para trabajos posteriores.

Para el caso en que el sistema autogravitante es disipativo, la aproximacién de colapso lento
establece una relacion entre la tasa de cambio de la masa total de la configuracion, el flujo de
calor a través de la superficie, el potencial gravitacional de la superficie y el radio externo de

la, configuracion:
: - J() 2M()
- () = e (1= 25 Yals

Es claro que la evolucién de la frontera de la configuracién queda determinada en funcién de
la luminosidad de la configuraciéon y el flujo de calor a través de la superficie.

Asi, se ha encontrado que las configuraciones no locales manifiestan cambios de signos en
la velocidad del fluido cuando la mayor parte de la energia radiada viene de las ultimas
capas de la configuracion (ver figura 4.1). En los modelos de Florides, Stewart, Wyman y
Buchdahl, se manifiesta descascaramiento térmico bajo circunstancias muy particulares que
no estan relacionadas solo con el flujo de calor, sino también con las condiciones iniciales de
la configuracion. Se determiné que existen parametros criticos, como la cantidad de masa que
emite la configuraciéon de materia durante el colapso o la masa inicial de la misma, a partir
de los cuales los fendémenos térmicos dejan de manifestarse. En el modelo de Tolman IV se
encontro que bajo ciertas circunstancias, la distribucién de materia evoluciona de forma tal que
las capas interiores se expanden, mientras que las capas externas colapsan. Estas caracteristicas
particulares se han relacionado con el hecho de que, para este modelo, la mayor parte de la
densidad de energia se concentra en el centro de la configuracién, anuldndose practicamente
en la frontera. Ademas, es el tnico caso en el cual se manifiesta un cambio de signo de la
anisotropia del sistema.

Con el fin de trazar la contribuciéon de la ecuaciéon de estado no local a la dindmica del sistema,
se desarrollaron modelos anisétropos locales, al introducir una expresién que relaciona las
presiones en la direccion radial y tangencial:

/

P —P :C(p+Pr)y7

Para este caso, se trabajaron con los perfiles de densidad de Buchdahl, Florides y Wyman.
Tanto para los modelos no locales como para sus contrapartes locales, el “thermal peeling’ se
manifiesta bajo las mismas condiciones. Sin embargo, la manifestacién del fenémeno térmico
es muy sensible a la forma de la luminosidad. Se demostr6 que los cambios de signos que
aparecen durante el colapso son resultado de la competencia entre la conveccién de masa y el
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flujo de calor a través de la materia. A la vez se ha concluido que los casos obtenidos de des-
cascaramiento obedecen a un efecto puramente térmico, mas que a un efecto del transporte de
masa en la configuracion. La energia térmica generada en las capas externas de la distribucién
es transformada en la energia cinética de las capas que escapan de la atraccion gravitacional.
Esta transferencia de energia parece ser més efectiva en los modelos no locales, en lo cuales se
presenta el descascaramiento de forma mas violenta que sus contrapartes locales.

Finalmente se estudio el comportamiento térmico de las configuraciones de materia durante el
colapso, a través de las teorias de disipacion de segundo orden: la ecuacién de Israel-Stewart y
su aproximacion lineal, la ecuacién de Cattaneo. Se ha determinado que en el régimen de evo-
lucion lenta las dos descripciones son equivalentes. En cuanto a la contribuciéon de la ecuacion
de estado no local a la evoluciéon de térmica, se puede decir que cuando el descascaramiento
aumenta, las configuraciones no locales presentan distribuciones de temperatura mas bajas
que los modelos locales correspondiente. Esto podria indicar que los fluidos no locales son més
eficientes transformando la energia térmica en energia cinética.

Mas alla de la simplificacién matematica que se obtiene al suponer una ecuaciéon de estado no
local para el colapso lento disipativo, se ha demostrado que este tipo de ecuaciones constituyen
una descripcién fisicamente aceptable para seguir la evolucion de objetos compactos aislados.

El presente trabajo de investigacidon constituye parte de la beca-pasantia del programa de
Colciencias “Jovenes Investigadores e Inovadores ”. Algunos de los resultados obtenidos durante
su elaboracién han sido presentados en los siguientes eventos:

» Laura M. Becerra y Luis A. Nuanez. Colapso lento de configuraciones simétricamente
esféricas, no-locales y anisdtropas en Relatividad General. Presentado en el IIT Congreso
Colombiano de Astronomia y Astrofisica. Bucaramanga, Colombia, Noviembre 5 de 2012

s Laura M. Becerra, Hector Hérnandez y Luis A. Nunez. Thermal evolution of a radiating
anisotropic spherical configuration with non-local equation of state. Presentando en The
20th International Conference on General Relativity and Gravitation (GR20) and the
10th Amaldi Conference on Gravitational Waves (Amaldil0). Warsaw, Poland. Julio
7-13 de 2013

» Laura M.Becerra y Luis A. Nuafiez. Comportamiento térmico durante el colapso gravita-
cional lento de configuraciones de materia esféricas, anisétropas y no locales. Presentado
en Compact Object Summer Fest. Bucaramanga, Colombia, Agosto 21-23 de 2013

» Laura M. Becerra y Luis A. Nuniez. Contribucion de la ecuacion de estado no local sobre
el colapso gravitacional lento de configuraciones esféricamente simétricas, anisdtropas y
radiantes. Serd presentado en el XXV Congreso Nacional de Fisica. Armenia. Colombia.
Agosto 25-29 de 2013.

s Laura M. Becerra, Hector Hérnandez y Luis A. Nunez. Thermal slow evolution of compact
objects. Articulo es preparacion. pre-print: http://arxiv.org/abs/1308.53077
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Condiciones de acoplamiento

Considerando una superficie esférica, descrita por un espacio-tiempo tridimensio-
nal tipo tiempo X. Esta superficie divide el espacio-tiempo en dos variedades cuadri-
dimensionales diferentes, 9~ y 97, cada una de las cuales contienen a ¥ como su
frontera

Siendo g;; la métrica intrinseca de X:
dst, = gi;d€'de? = —dr? + R%*(7)(d6* + sen? 0dp?) , (1)

con &, i=1,2,3 las coordenadas intrinsecas a ¥.. Y siendo giﬁ la métrica en 9F
ds%. = giﬁdﬁj":d/@i , (2)

con kS, a=0,1,2,3 las coordenadas en v,

Las condiciones de acoplamiento de Darmois establecen:

s La primera forma fundamental, o curvatura intrinseca, de ambas métricas es
continua a través X:
2 2 2
(ds?)y = (ds?)s = dss; . (3)

s La seqgunda forma fundamental, o curvatura extrinseca, de ambas métricas es
continua a través X:
K& = g, (4)

donde ) .
(| O rg, 22
©logg T og oy

(£ _
Kij = -7
donde ngi) representa las componentes normales a X y I'S; representa los
simbolos de Christopher.
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Colapso lento y adiabdtico con ecuacion de esta-
do no local

El método que se ha aplicado para solucionar las ecuaciones de Eisntein, correspondientes
al colapso lento de una configuraciéon de material anisétropa y no local, ha sido tomar va-
rios perfiles de densidad que constituyen soluciones estaticas de las ecuaciones de Einstein y
generalizar los mismos al caso dinamico.

A continuacion se presenta de forma explicita tanto las funciones de integracion que se derivan
de cada perfil de densidad, asi como las funciones de estado que caracterizan el colapso lento
adiabatico del objeto autogravitante. En general, para todos los modelos, los valores centrales
de todas las variables son proporcionales a %, es decir, estaran determinados.

Modelo de Stewart |p(r,t) =

n(t)(eZK(t)'r_l) (e4K(t)'r+8K(t)T62K(t)r_1)
Q2 (QQK(t)r_;'_l)?’

Para este modelo, al introducir las condiciones de acoplamiento se encuentra que:

oM [1+ e2KORD]?
m(R(t),t) =M = nt)= R(t) |1— 2K (OR(1) (5)
P.(R(),t)=0 = *FORO _gK(1)R(t)ePKOED _1 =0 (6)

La ecuacion (6) constituye una ecuacion trascendental para la funcion K (t), la cual puede ser
resuelta numéricamente, si se realiza el cambio de variables y = K (t) R(¢):

e —8ye? —1=0 — f(y)=0 = y = 0,1088659492 (7)

En la figura 1(a) se presenta la funcién f(y). De lo anterior se puede concluir:

0,1089
=R (8)

y=K@ORY = K@)

En la figura 1(b) se ha graficado la funcién de integracion K (t), considerando que el radio de
la configuracion tiene la forma funcional dada en (3.11).
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0,108896+

0,108894+

K(t) 0,108892-

0,108890

0,108888+

Figura 1: Perfil de densidad de Stewart:

Las funciones fisica que describen el colapso lento, para este caso, son:

plz) e 11 — M (1 — 8yx) — e?¥*(1 + Syx) 3K ()2M (e +1 2
pe(t) 3y2z (et +1)3 ) = R \ =1
2
P.(x) e 1 — e®?(1 + 8yx) — e?¥*(1 — 8yx) Po(t) = K(t)?M [e* +1
- rc -
Pro(t) (1l — o2v)3 ATR(t) \ e — 1
(9)
x
end donde z = %
La velocidad del fluido w(r,t) estd determinada por:
— e 2% 4 8y + YT dR(t)
w(r,t) = .
16ye dt w  —e VT 4 Byx + e
—= ~5y 5 (10)
wy —e~ Y + 8y + eV

—e %Y + 8y + e dR(t)

Modelo de Buchdahl [ = 5(t) 200,

A partir de la condiciones de acoplamiento se obtiene:

C 2
MR =M = () = M(l;Rng(ﬂ ) L BROD=0 = C0)= g5
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Asi, las variables fisicas que describen la configuraciéon de materia p, P, y P; para este modelo
son:

plz) 1| 3+ 22 5

pe 3| (1+a%)? pe(t) = o
P(z) 1— 22 1

Py B (1 _|_1=2)2 Prc(t) = —
P(x) 1 M (322 + 1) (2% — 1 + 4z2(t)z?) Po(t) = Pt
P  2mdz(t)x?(xt + 323 + 322 + 1) — 28 — 426 — 624 — 422 — 1)
(12
donde v = ——y =(t) =
en don em—%yz()—%.

Por dltimo la velocidad de fluido esta determinada por:

- r \’| dr@)
w(r,t = - + T
( ) 4R(t) (R(t)) ] dt w r 5 r 2 x(?) + $2)
ws AR |PT\RW) | T T 1
dR(t)
ok
w(R(),t) = e —p
(13)
_ K®)(3+5C(t)r?)
Modelo de Wyman | p(r,t) = =725 57"

De las condiciones de acoplamiento se puede obtener expresiones para C'(t) y K(t) en funcion
del radio exterior de la esfera R(t):

PAR().E) =0 = C(t):R(lt)Q (14)
m(R(t),1) = M __BWPCOHKW® gy M
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Con lo anterior, la densidad (p), la presion en la direccion radial (P,) y la presion en la direccion
tangencial( P;) para este modelo tienen las siguiente expresiones matematicas:

plx) 1 3+5x2]
v Slas s plt) =
25 R(t)3
P () 1— a2
= — 1 M
P (1 + 31’2)% P..(t) =
O = 5RO
P(z) 1 (2+4622)5(1 — 42 — x) + 82()2(1 + 822 + 32%) Pu) = P
Py 23 (1+ 322)% ((1 +322)F + 4x2z(t)2%) )
(16)

y la velocidad del elemento de linea tiene la siguiente forma:

—r|C@) | . ( 1+ 3C(t)r? )]
w(r,t) _ + K(t)
ek | C(t) K(t)(1+C(t)r?) w _ rBROP 5 a3+ 50
R(t)e ™ [C(t)  2K(t) we  AR(E)(R(t)?+2r2)  4(1+ 22?)
w(R(t),t) = — 1 C'(t)+ K(t)]

(17)

Modelo de Florides [p(?“, t) =n(t) (1 - Ij%((?)f)}

Para este modelo, las condiciones de acoplamiento se traducen a las siguientes ligaduras para
las funciones de integracion K (t) y n(t)

P.(R(t),t) =0 K ) (R(t),t) =M (t) oM (18)

rutEs 5 ’ T = SrR()3

Con lo anterior y a partir de las relaciones presetandas en la segunda fila de la tabla (3.1), la
densidad p, la presion en la direccion radial P, y la presion en la direccién tangencial P, para
este modelo tienen las siguiente expresiones matematicas, en las que las variables p.,Pr. v P
corresponde a sus respectivos valores centrales:

plz) 5a? o
Pe - 1 9 pc(t) = 8771-R(t)3
P.(x)
Pre B b PTC(t) - 8?;?](\?)3 (19)
Py(z) 3(1— 2x2) + Z(t)$2(2;p4 — 322 + 9)
P 3+ 32(0) (a2 — 3)a72 Pelt) = P

en donde, x =

R®) Y ° T Ry
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Es facil comprobar que si la razon z(t) > %, la presion en la direccién tangencial toma valores
negativos en la capas exteriores de la estrella. Cabe resaltar que, ya que para los demés modelos
esta clase de restricciones no se presentan, ésta es una caracteristica particular del modelo de
Florides, .

De la misma forma la velocidad del elemento de fluido es:

dR(t)re *(—5r2 + 9R(t)?)

w(r,t) T T R(t)(3R(t)? — 2r2) w r(OR(t)? — 5r2) (9 5a?)
dR(t) s~ ROGROI—27)  3-22 20
w(R(t),t) = ek di

Modelo de Tolman IV [p(r, t) = C(t) (2+30(t)r2_K((ltzr(ggg()gw+6C(t)2r4))}

A partir de las condiciones de acoplamiento (m(R(t),t) = M y P.(R(t),t) = 0) se pueden
encontrar las siguientes relaciones:

C(t)2R(t)® 1 —-20(t)R(t)?

M= FTOMRMZE+20(2RMDF 7 K@) =5 + C(t)R(t)? + 2C(t)?R(t)* (21)

La densidad de energia y la presion en la direccién radial son:

~ 2z(8)(3+ 7w+ 627)(1 4+ 2X) — X [#(5 + 62) — X (3 + 22)] -
r= 8TR(1)2(1 + X)(1 + 222)2 (22)

202 + 2+ 1)(22()(14+2X) - X) — (1 + X)X (22 — 1)
8TR(1)2(1 + 2z)2(1 + X)

en donde » = C(t)r?, X = C(t)R(t)?> y z(t) = M/R(t) De las ecuaciones de campo se

encuentra la velocidad w
1 [dC(t) dK(t) 1+ 3C(t)r? +2C(t)*r*
co\~a |t a \®pecwzrzcwzirn=1)| *

p=! (23)

—k/2

4

re
w(r,t) = —

Esta ultima expresion se puede rescribir como:

w  AXPX? —xX +42%) + 4X (2X? + 52X + 52°) + X (23X?% + 232X — 102%) — 2(5z + 9X) [«

ws (X +2)(—22(1 — 2X)(1 + 2) + X(2X + 3))

S

(25)
en donde X = X (t)R(t)>.



Colapso lento no adiabdtico con ecuacion de es-
tado no local

A continuacion se presenta de forma explicita tanto las funciones de integracion que se derivan
de cada perfil de densidad, asi como las funciones de estado que caracterizan el colapso lento
del objeto autogravitante no local.

Modelo de Buchdahl |p = n(t)%}

Con la primera condicién de acoplamiento (m(R(t),t) = M (t)) y la ecuacion (4.8) se obtiene
las funciones n(t) y C(t) :

IO 2, k(1)
oy = MO+ NORG 8 M(t)

R(t)2 (M(t)ek(t)—M(t)R(t)) 3 _R(t)3 <M(t)R(t) . M(t)ek(t))

(26)

Con las expresiones de C(t) y n(t) se puede determinar explicitamente la densidad, p(r,t), la
presion en la direccion radial, P,(r,t) y la presion en la direcciéon tangencial, P, (r,t):

o) = MO MOROE ) - sOMEE +?)
: 2 R(t)? (ek(t)/2M(t)(1 +22) — M)R(t) (1 — x2)>2 )

Py = MO | MR+ MOS0 1) | (27)

2w R(t)3 (M(t)R(t)(l —a2?) — (1+ xQ)ek(t)/zM(t)>

3X(2M — X ReF) gt + R+ 222M — 2X (R — M)z2
Pi(x,t) = M(1+X)[ ( e - ( Ja”)

AT R3(1 + Xa2)3(22Rek® + R — 222 M)

en donde # = r/R(t) y X = C(t)R(t)%. Es ficilmente comprobable que en el centro de la
distribucién se cumple:
P”'c (t)

pelt) = 52 (28)

Ademas la velocidad del elemento de fluido es:

3 ()1 +Ct)r?) — Clem)r?\  qlrt) < 1+ C(t)r? ) (29)
(1+ C(t)R(t)?)ek®) T 1+ C)R(t)? .

w(r,t) = 1
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Modelo de Florides {p(% t) =n(t) (1 N [f%((?)ﬁ)}

De las condiciones de acoplamiento se obtiene:

5 | M(t)ek®) + M(t)R(t)

(t) =+ 3M(t) + M(t)R(t)2e*®
3| 3M(1)eh0) + M(8)R(t)

) U(t) = % [ ﬂ_R(t)g ) (30)

lo cual lleva a las siguientes expresiones para las diferentes funciones de estado que caracterizan
el colapso gravitacional de la estrella:

. e -
plx,t) = 87‘(‘];@)3 M<t)R(§2((§ ° )+M(t)(9—5x2) ;
_ e .

M
AT R3

PJ_(.'E7t) = (3K _ 5)(R(3K _ 5) — QxQM(3$2K + 5))

R(18Kz? — 5)(3K — 5) + 2Mz%(25 + 3K (62K — 5):52)] '

en donde z = r/R(t). A partir de las anteriores expresiones, se puede comprobar que los
valores centrales de la densidad y la presiéon en la direcciéon radial estan relacionados como:

pc(t) = 3P7"c (t) . (32)

Finalmente la velocidad del elemento de fluido es:

3K -5 [ mrmK R n _K\/r\2 59 q(r,t)\ R3
“T6K -5 (15ek<t) <6R_n_3K> <R> YOkl T T M (33)
_ K(t)(345C(t)r?)
Modelo de Wyman [p(r, t) = ST ]

Realizando el procedimiento arriba senalado, se obtuvo la forma explicita para las funciones
de integracién:

o) =

M(t)e*® + NI (1) R(t)? K@ = MO ( —AM (t)ek® )2/ ’
R(t)? (M(1)ek®) — 3VI(t)R(1)?) R(t)? \3M(t)R(t)? — M(t)e® )

(34)
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Con las anteriores expresiones se puede escribir:

(.0 M (£)5/3(2e2HINI/3 | N(£)R(£)(9 — 5x2) — M (t)eF®) (3 — 52:2)
x, = -
g 2 R(t)? BB R (1 — 22) — M(D)eFO (1 + 322))5/3
Plet) — M (t)°/3 (2e40)1/3 M(H)eHD (=1 — o) + M(t)R(t)(3 + )
(M(t)ek<t>(—1 — 322) — 3M(H)R(t)(1 — x2)>
- (1+32)2/3(2% + 42 — 1) — T30 (2 — 162 — 62r) (1 + 3C(£)R(1)?)*/
P (z,t) = ;
R(t)3m(1 + 82)8/3 (1 +3z - (14 30(t)R(t)2)2/3>
(35)
en donde x = r/R(t) y 2 = C(t)r?. La velocidad del elemento de fluido es:
1+ 3C(H)R()? | R(t?*r [ K(t)(1+3C(t)r?) — 22K (t)C(t) OIIGE) (36)
140t | 8M(t)? (1+3C(t)r2)>/3 ™
1”27 T‘2 27,4
Modelo de Tolman IV [,o(r, t)=C(t) <2+30(t) Iigtzr(ggg()? +6C() ))}
A partir de las condiciones de acoplamiento con el espacio-tiempo exterior se obtuvo:
2(z—1)+3M(t) — = 2z — 4z +y
o) = = V3 K(t) = 2 (37)
2R(t)? (2M(t) oz — 422 — 1) v (y?+1)
M(t) . - .
donde z = RO’ y=C{t)R(t)*yE = \/—2824 + M (t)(202% — 18z + 1) + 4423 — 2322 + 4z + M(t)?,
con lo cual se puede escribir:
. R(t)(3y + 2zy — 622 — 5x)y + 2M (¢)(62% + Tz + 3)(1 + 2y)
plrt) = 8TR(t)3(1 + y)(1 + 2x)? ’
(38)
Po(at) 2M (t)(1 + 2y)(1 + 222 + z) + R(t)(y — 3z — 22 — 22y)y
T l‘a = °

8TR(t)3(1 + y)(1 + 2z)?

donde x = C(t)r?. Los valores centrales de la presion en la direccién radial y la densidad se
relacionan por:

P (t) = (39)

v la velocidad del elemento de fluido es:

(CK + KC)(1 + 2z + 22%) — C + KzC)e ™ ) 4 2(1 + 22)2q(r, 1)

T
= A7 R3
w=drk AM (1 + 222 + 22) + AR(y — 2z — 222) /(1 + y)

(40)
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2K (M) _1) (4K (D) re2K®)r _
Modelo de Stewart [p(r,t) =n(t) <( 1) (A KM 18K (1) ¢ 1)>}

8mr2 (eZK(”"‘—i—l)S

A partir de la primera condicién de acoplamiento se obtiene:

1 2M(t) + R(t)n(t) — 2+/2M (t)n(t)R(t)
K®) = 3zm™ ( M) + () R(®) ) (41)
La funcion de integracion n(t) esta determinada por la relacion (4.8):
-3
2M(t) aM(t) | 2M(t) 2M (t) M@
(1 - R(t)n(t)) R~ s (L )| 4 )

V2M(t) — /R(t)n(t) 2M (t) o 2M(1) -1
. <¢2M<t> + \/R(t)n(t)) ( ROm(e) 1) = —2M() (1 R0) ) ~



Condiciones de Energia: Colapso lento no adiabd-
tico (no local)

En esta seccién se comprobaré las condiciones de energia para los modelos desarrollados de
colpaso lento radiante, con el fin de evaluar la capacidad de la ecuacién de estado no local de
generar escenarios de colapso gravitacional plausibles.

Para el caso en el que la configuraciéon de materia disipa energia, la condiciones de energia, en
la aproximacién de colapso lento son:

p > 2q [WEC,DEC)
p+ P > 2q (WEC,SEC]
p+ P > 2q (WEC,SEC]
p+ P +2P, > 4q [SEC] (43)
P’ > 2q(p+ P +2P)) [DEC]
0> > P2+2q(p+ P-+2P)) [DEC]
P’ > P2 +42¢(p+ P +2P))  [DEC)

Si la primera condicién se cumple, la segunda, tercera y cuarta condicién también son satisfe-
chas, ya que se ha exigido que p > 0, P, > 0y P, > 0. Por lo mismo, si se cumple la séptima
o la octava condicién, la sexta relaciéon también es satisfecha.

De esta forma en las figuras 2(a)-2(e) se presenta la relacion p — 4¢q a lo largo de toda la
configuraciones para los diferentes perfiles de luminosidad trabajados en el capitulo 3. Para
todos los casos se cumple que p > 4q, y por tanto las condiciones de energia débil y fuerte son
satisfechas.

En las figuras 2(k)-2(fi) se grafica la funcion = = p? — P? — 2q (p + P, +2P). En todos los
casos se tiene que = > 0, por lo que se puede deducir que p? > 2q(p + P. +2P)) a lo largo
de toda la configuracion. Finalmente en las figuras 7?7-?7 se presenta el perfil de la funciéon
C=p? —Pf —2q (p+ P, + 2P, ). Para los modelos de Tolman IV, Wyman y Florides se cumple
que ¢ > 0 en todos los casos trabajados. Sin embargo, en los modelos de Buchdahl y Stewart
se observa que en las capas exteriores se tiene que p? < Pf +2q(p+ P-+2P)).
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Colapso lento radiante con ecuacion para
la anisotropia

Perfil de densidad de Buchdahl

La extension al caso dindmico para el perfil de densidad de Buchdahl es:

3n(t) 3+ n(t)r? 3 t)rs
o 1+ 1;7((15))1"2)2 = mnh =15 —717—(77)(15)1"2 | 4
De forma tal que a través de la condiciones de acoplamiento se obtiene:
4M(t)
R(t)>(4M(t) — 3R(t)) -

La presion radial se determina a través de (5.10), la cual para este modelo queda de la forma:

A - 2 . 2 5 R _
1 dP,  3—4z+4z (9 122 + 42z 3Pr><3p 34z >; 46)

m(R(t),t) = M(t) = n(t) = (45)

hzx dr — —3+ 4z + 2222 (3—4z+4zx2)2+3—4z T+3—4z+4zx2
donde para adimensionalizar se ha utilizado las siguientes relaciones:
s P 16mPh; r M (t)

CwTewm 0 “TRm Y TTRO o

Perfil densidad de Florides

El perfil de densidad de Florides, para el caso no estatico, es:

5r2 47r3n(t) 72
=) (1 -] = t) =— 3— , 48
p=nt) (1= o) = i = =IO (5 ) (48)
y a través de la condiciéon de acoplamiento la funcion n(t) es de la forma:
9M (t)

"0 = g (19)

La ecuacion diferencial que determina la presién en la direccion radial, para este modelo queda
de la forma:

0B, hen (9522 +908,) (9P + (—a® +3))

= : 50
oz 18 R(t)(—1+ za2(—22 + 3) ’ (50)
en donde se ha normalizado las variables a través de las siguientes sustituciones:
. P. r M (t)
P, = , xr = y z2=—= . (51)
") R(t) R(t)
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Perfil de densidad de M. Wyman
El perfil de densidad de Wyman, en este caso es:

2
t 3+ 55 Arnn()r3
n(t) R(5)? = () = m(t)r

(1+355)° R(0? (1+ 35

A través de las condiciones de acoplamiento, la funcion 7n(t) queda determinada como:

2 -
3

_ M@
"= R

Asi, la presion radial queda determinada por la siguiente ecuacion diferencial:

3 + 5a? P Pt x
1 o _9N\r/2 T L 1 5 _9\9/2
OB,  4z(t)R(t)h \ (1 +3x2)%/3 (1 + 322)%/3

ox 923 252(75):1:2 ’
B Etiad S
(1 + 322)2/3

en donde para adimencionalizar se han utilizado las siguientes sustituciones:

b P,R(t)? r M(t)

ey ‘0= Ty
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