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NOTACION

En el trabajo se emplea el sistema de unidades naturales, en el cual ¢ = G = 1, donde c es la
velocidad de la luz en el vacio y G es la constante de gravitacién universal. A continuacién
se dara una lista con las notaciones especiales empleadas en el desarrollo del trabajo.

Dos indices repetidos en una misma ecuacion denotan una suma implicita, es decir,
Z ij _ Aij
J
= Indices latinos tales como ¢, j, £ toman valores de la forma 1,2,3, es decir

ZAi:A1+A2+A3.

= Indices griegos tales como «, # toman valores de la forma 0,1,2,3, es decir

ZAO‘:AO+A1+A2+A3.

= A’ es un vector contravariante y A; covariante, donde se cumple
A= gaﬁAﬁ )
siendo g.s el tensor métrico.
= El simbolo f denota integral de valor principal.

= Derivacién parcial se denota con una coma, es decir,

0A”

OxP =A% .

= Derivada covariante se denota con punto y coma, es decir,
0A”
b
0A,
0xP

o o A
A% =55 + 1A%
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INTRODUCCION

Diversas teorias sobre gravitacion han sido postuladas a través de la historia de la fisica;
sin embargo, la de mayor aceptacion entre la comunidad cientifica en la actualidad es la
teorfa de la Relatividad General de Einstein (RG). Dicha aceptacién se basa principalmente
en el éxito que ha tenido en la explicacion de ciertos fenémenos que otras teorias son inca-
paces de explicar, incluso la teoria de gravitacién newtoniana. La precesion del perihelio del
planeta Mercurio, la deflexion de la luz al pasar cerca del sol, el corrimiento hacia el rojo
gravitacional, entre otros, fueron fenémenos claves que lanzaron RG a la cima de las teorias
de gravitacion, ya que los célculos obtenidos mediante RG concuerdan con una increible
aproximacién con los datos experimentales.

RG estd basada en consideraciones geométricas asociadas a una relacién entre la fuerza
de gravedad y el espacio-tiempo. La idea principal de RG es que la gravitaciéon es una
manifestacion de la curvatura del espacio-tiempo, y que ésta curvatura estda determinada
por las diferentes formas de materia-energia. Dichas ideas fueron condensadas por Einstein
en sus famosas ecuaciones de campo gravitacional

1
Gag = Rag — §ga3R = 87TTQ5, (1)

donde G, es el tensor de Einstein, R,s es el tensor de Ricci, gop €l tensor métrico, R es el
escalar de curvatura y Tz es el tensor de momentum-energia.

El lado izquierdo de la ecuacién (1)) contiene informacién acerca de la curvatura del espacio-
tiempo (informacién geométrica), y el lado derecho la informacién fisica del mismo; tales
como los campos diferentes del gravitacional que se encuentran presentes y caracteristicas
de la materia como presion, densidad, entre otras. Por ello, Albert Einstein resume la teoria
de la Relatividad General en su famosa frase : “La Geometria le dice a la materia como
moverse, vy la materia le dice a la geometria como curvarse”.

El tensor de momentum-energia es la suma del tensor de momentum-energia de materia
Tff y el tensor de momentum-energia electromagnético Tg@, esto es

T8 =T +T9h . (2)

Si en el espacio-tiempo exterior al sistema no hay presencia de materia, entonces Tff =0,y
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si no hay presencia de campos electromagnéticos, entonces T g’f/[ = (. Una solucién exterior
en la cual no hay presencia de materia ni de campos electromagnéticos es denominada una
solucion de vacio. Una solucién de vacio es una solucion del sistema

R = 0. (3)

La comprension de RG ha sido determinada desde su postulacion en el ano de 1915, por el
descubrimiento e interpretacion de las soluciones exactas de las ecuaciones de campo (1.
Las ecuaciones de campo son un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de segundo
orden acopladas no lineales en g,3. Calcular una solucién del sistema (1), es encontrar
cudl es el tensor métrico g,g. Calcular una solucién exacta (analitica) de las ecuaciones de
Einstein es un trabajo extremadamente complicado debido a que el sistema de ecuaciones es
fuertemente no lineal. Por ésta razon, en los primeros anos de investigacién en RG solo fueron
calculadas un pequeno nuimero de soluciones exactas, las cuales representaban soluciones a
problemas fisicos bastante ideales; pues se tenian que imponer simetrias al espacio-tiempo
para aminorar las dificultades matematicas. Un ejemplo de ello es la primera solucién exacta
de las ecuaciones de Einstein calculada. Dicha solucion, estatica esféricamente simétrica y
de vacio, fue publicada en 1916 por Karl Schwarzschild y es conocida por el nombre de su
autor.

De esta manera, la solucién de Schwarzschild es una solucién del sistema (3) bajo la imposi-
cion de simetria esférica al espacio-tiempo. El problema de solucionar ecuaciones de Einstein
en el vacio o no, es comunmente relacionado con el problema en gravitacion newtoniana de
resolver la ecuacion de Poisson o la ecuacién de Laplace; las ecuaciones de Einstein (1)) serfan
el andlogo de la ecuacion de Poisson y las ecuaciones de Einstein en el vacio (3)) serfan el
analogo de la ecuacién de Laplace. De esta manera, se entiende un poco mejor la teoria.

Otro tipo de espacio-tiempo es el estacionario con simetria axial. La primera solucion de
éste tipo fue encontrada por Roy Kerr en el ano de 1963, lo que evidencia la complejidad del
problema; ya que tuvieron que transcurrir casi j50 anos! para pasar de una simetria esférica
a una simetria axial. La solucion de Kerr es también una solucion de vacio y representa
el campo gravitacional producido por un objeto masivo rotante. Una solucién con simetria
axial como la solucién de Kerr, puede representar alguna realidad fisica; por ejemplo, podria
representar el campo gravitacional producido por un agujero negro rotante, o en general, el
campo producido por los llamados objetos compactos con rotacion.

Debido a la posible realidad fisica que podria representar éste tipo de soluciones, la gran
mayoria de las investigaciones se volcaron hacia la construccion de soluciones exactas esta-
cionarias axialmente simétricas. Pero en este momento ya era bien conocida la complejidad
del problema, asi que el objetivo primordial, era encontrar métodos matematicas que per-
mitieran calcular soluciones de las ecuaciones 3| para dicha simetria. El trabajo tuvo éxito,
de alli nacieron los conocidos métodos modernos de generacién de soluciones, los cuales son
importantes no sélo en RG sino en teoria de ecuaciones diferenciales no lineales. Pero el
problema no termina alli, en calcular una solucién exacta, bien se dijo al principio que la
comprension ha estado determinada por el descubrimiento e interpretacion de las soluciones
exactas, asi que la primera parte estaba resuelta por lo menos momentaneamente. Respec-
to a la interpretacion de las soluciones exactas, este es un problema de nunca acabar, el
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resultado de estas maquinas productoras de soluciones, fue en su gran mayoria producir
soluciones cuya interpretacion fisica es imposible; es decir, soluciones que no representan
ninguna realidad fisica conocida o por lo menos imaginable.

Aunque la gran mayoria de las soluciones exactas producidas no admitian una interpretacién
fisica clara, algunas de ellas si lo permitian. Este trabajo se encuentra enmarcado en un tipo
especial de soluciones exactas, las cuales son interpretadas como el campo gravitacional
producido por un sistema formado por dos objetos masivos. Dichos sistemas son llamados
Sistemas Binarios (SB).

Los objetos constituyentes de un SB deben atraerse mutuamente debido a la interaccién
gravitacional; sin embargo, todas las soluciones construidas de SB son estacionarias; asi que
los objetos no giran uno alrededor del otro, ni cae uno sobre el otro, ya que esto represen-
taria claramente una situacion no estacionaria. Debido a lo anterior, se debe pensar que
existe algo que mantiene los dos objetos apartados, es decir, en equilibrio. Estudios sobre
equilibrio en SB han demostrado que la interaccién gravitacional puede ser balanceada por
otro tipo de interacciones como la electromagnética o la llamada repulsién spin-spin debido
a los momentos angulares de los objetos, fenémeno cuyo andlogo clasico no existe. Por lo
tanto, el estudio de equilibrio en SB es motivado en gran parte por el descubrimiento de
nuevos fenémenos naturales hasta el momento inexplorados. Sin embargo, no todos los SB se
encuentran equilibrados en forma natural; es decir, en algunos casos no es posible encontrar
interaccion alguna que contrarreste la interaccion gravitacional. En éste caso, los objetos
se mantienen apartados por la aparicion de singularidades entre los objetos. La bisqueda
de estados de equilibrio natural de un SB estd determinada por la soluciéon de un par de
ecuaciones llamadas condiciones de balance o ecuaciones de equilibrio, sobre las cuales se
hablard més adelante. Si es posible encontrar una solucién simultanea de las ecuaciones de
balance, entonces el sistema estara equilibrado en forma natural, ya que la solucion de las
ecuaciones provee relaciones entre los parametros fisicos de los objetos que permiten que la
atraccién gravitacional mutua entre los objetos sea balanceada por alguna otra interaccion.

El presente trabajo se encuentra en el contexto de las soluciones exactas en RG. En el
capitulo 1, “Sistemas Binarios”, se realiza una revision muy general de las singularidades
espacio-temporales més conocidas y luego se explica qué tipo de SB se van a estudiar,
haciendo principal énfasis en qué tipos de objetos son los constituyentes de los mismos.
En el capitulo 2, “Construccién de la Soluciéon”, se reproduce el calculo de una solucion
exacta de las ecuaciones de Einstein en el vacio. Dicha solucién es estacionaria axialmente
simétrica, y es calculada para SB cuyas especificaciones se encuentran dadas previamente en
el capitulo 1. En el capitulo 3, “Ecuaciones de Equilibrio”, se realiza una breve descripcién
de la procedencia de las ecuaciones de equilibrio, y se realiza un analisis de las mismas para
aclarar su interpretacion fisica. En el capitulo 4, “Estados de Equilibrio”, las ecuaciones de
equilibrio seran escritas en forma explicita para cada SB propuesto en el caso estacionario
de vacio y se muestran soluciones de las mismas. Por ltimo, se escribiran las conclusiones
y los aportes del trabajo.
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Los Sistemas Binarios, como su nombre lo indica, se encuentran formados por dos objetos
cuyas caracteristicas fisicas pueden ser variadas. Por ejemplo, un SB puede estar constituido
por objetos con masa y momento angular, mientras que otro SB puede estar formado por
objetos con masa y carga eléctrica, y asi se pueden encontrar diferentes tipos de SB.

El estudio de los Sistemas Binarios en RG es particularmente interesante debido al des-
cubrimiento de nuevos fenémenos fisicos sin analogos newtonianos como la ya mencionada
interaccion spin-spin, y por la complejidad de los calculos mateméticos que éstos implican.

Tanto la clasificacién de los tipos de objetos existentes como los estados de equilibrio de
un SB se encuentran intimamente relacionados con las singularidades que puede tener un
espacio-tiempo, por lo tanto, primero se estudiara brevemente el concepto de singularidad.

1.1 SINGULARIDADES DEL ESPACIO-TIEMPO

Cuando los coeficientes métricos(componentes del tensor métrico g,z) de algin elemento
de linea se hacen infinito en algin punto del espacio-tiempo, se dice que existe una singu-
laridad o que dicho punto es singular. Pero el andlisis de la métrica no debe ser el tinico
criterio para determinar la existencia de singularidades, pues los coeficientes métricos son
cantidades dependientes de las coordenadas, dando como resultado “singularidades de co-
ordenadas”, ocasionadas por un mal comportamiento del sistema de coordenadas elegido;
es decir, son aparentes. Ejemplo de ello, es el conocido caso de la métrica de Schwarzschild,
la cual posee una singularidad de coordenadas en r = 2M (M es la masa del objeto). Las
singularidades de coordenadas son removibles; esto es, haciendo un cambio de coordenadas
apropiado, dicha singularidad desaparecera. La métrica de Schwarzschild en coordenadas de
Eddington-Finkelstein no presenta singularidad en r = 2M, con lo que se confirma que dicha
singularidad es de coordenadas. Pero en la métrica de Schwarzschild aparece una singulari-
dad en r = 0 que no es posible remover bajo ningiin cambio de coordenadas, a éste tipo de
singularidades se les llaman comunmente singularidades intrinsecas del espacio-tiempo.

Se podria pensar, que tratar de remover singularidades haciendo cambios de coordenadas
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es una tarea que podria llegar a ser infinita, ya que nunca se podria estar seguro si algin
cambio de coordenadas que no se ha hecho podria remover la singularidad, por lo tanto surge
una inquietud : jcémo saber si una singularidad es intrinseca?. La respuesta no es sencilla
y existen libros enteros dedicados al estudio de la naturaleza de las singularidades en RG.
No es un objetivo realizar un estudio riguroso sobre las singularidades, asi que simplemente
se dara un criterio para saber cuando una singularidad es candidata a ser intrinseca.

Existe una singularidad cuando la curvatura del espacio-tiempo se hace infinita. La curvatura
del espacio-tiempo se mide con el tensor de Riemann o tensor de curvatura; por lo tanto,
existe una singularidad en un punto del espacio-tiempo cuando el tensor de Riemann se
hace infinito en él. El tensor de Riemann estd dado por la expresion

orgs  org

R g5 = oxv  Ox°

SR N A S (1.1)

donde Féﬁ es llamada conexion afin y se encuentra dada por los simbolos de Christoffel de
segunda especie

1 agaa agﬁa agaﬁ
A .Y
Fas = 27 (8905 dz>  Jx° )~ (12)

Como se puede ver, las componentes del tensor de Riemann dependen de las coordenadas
debido a que el tensor métrico g,s depende de las coordenadas, entonces, se puede tener
el mismo problema que con el tensor métrico; es decir, singularidades de coordenadas. Sin
embargo, con el tensor de curvatura se pueden construir varias cantidades escalares, las
cuales, por definicién, son independientes del sistema de coordenadas. Entonces, el criterio
para postular singularidades como candidatas a ser intrinsecas, es que alguno de dichos
escalares se explote a infinito. Ejemplos de cantidades escalares construidas a partir del
tensor de curvatura de Riemann son : gaﬁRag y RO‘BV‘SRM%.

El criterio anterior nos dice posibles candidatos a singularidades intrinsecas, pero no lo
asegura. Por lo general, es bastante complicado analizar si un punto es o no singular, pero
en la mayoria de los casos es suficiente con calcular las cantidades escalares a partir del
tensor de Riemann.

Para tener una mejor idea de lo anterior, se analizaran las singularidades de la solucién de
Kerr.

La solucién de Kerr, al igual que las soluciones de nuestro interés, es estacionaria y tiene
simetria axial. El elemento de linea mas simple que representa un espacio-tiempo con estas
propiedades es el de Papapetrou :

ds® = — f(dt — wde)? + [~ X (dp? + d2?) + p*d¢?), (1.3)

donde (p, z, ¢,t) son las coordenadas de Weyl y f, w y 7 son las funciones métricas, cuya
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dependencia es sélo de p y z debido a las simetrias axial y temporal que posee la métrica.

Sin embargo, la métrica de Kerr no es escrita comunmente en la forma de Papapetrou
(1.3), pues haciendo un cambio a un tipo de coordenadas llamadas coordenadas de Boyer-
Lindquist, el analisis de las singularidades de la solucion se hace bastante sencillo.

Un objeto de Kerr esta caracterizado por su masa m y su momento angular por unidad de
masa a. La solucién de Kerr en coordenadas de Boyer-Lindquist tiene la forma

29 2
Se;; (2 + a2)de — adt]? + %

A
ds® = == (dt — asen® 0d¢)” +
p

dr? + p*d6?, (1.4)

donde A = (r —m)? — (m? — a®) y p* = r*> + a®cos? 0.

Un anélisis de la métrica (1.4)), muestra que existen singularidadesen p = 0y en A = 0 [5)]. El
calculo de los escalares construidos por medio del tensor de curvatura muestra que de las dos
singularidades anteriores sélo una es intrinseca. El escalar Ra’@’yéRagWg es bien comportado
en A = 0, pero en p = 0 explota a infinito, por lo tanto, p = 0 es una singularidad intrinseca

de (L.4).

La singularidad en A = 0 sélo es posible si m? > a2, ya que si m? < a? la funcién A nunca
se anulara. Entonces, la singularidad se presenta en

r=ry=m=EvVm?—a?, m? < a®. (1.5)

Por lo tanto, para m? > a? existen dos horizontes de eventos dados por (1.5).

La singularidad en p = 0 se encuentra en

P’ =1 +a*cos’0 =0, (1.6)

entonces, cambiando las coordenadas de Boyer-Lindquist por coordenadas tipo cartesianas

= rsenfcos ¢+ asenfsen ¢,
= rsenfsen¢ — asenf cos o,

z = rcos#, (1.9

22+ = ad?, 2 =0, (1.10)
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entonces, la singularidad es un anillo de radio a en el plano ecuatorial z = 0.

La singularidad de anillo siempre esta presente, pero los horizontes de eventos tinicamente
aparecen para m? > a?, es decir, si el momento angular por unidad de masa del objeto no
supera la masa del objeto, entonces, la singularidad de anillo se encuentra cubierta por los
horizontes dados por (1.5). En el caso contrario, m* < a?, los horizontes desaparecen y se
dice que la singularidad de anillo es desnuda (no hay horizontes que la cubran).

Ahora, es posible una mejor comprension de la clasificacion de los objetos constituyentes de
los sistemas binarios.

1.2 CLASIFICACION DE LOS OBJETOS

Los objetos que conforman un SB se pueden clasificar en tres tipos: objetos subextremos,
extremos e hiperextremos. La clasificacion de un objeto es dada por relaciones entre sus
parametros fisicos y estd relacionada con el tipo de singularidades que produce.

Las anteriores relaciones entre la masa y el momento angular por unidad de masa de los obje-
tos de Kerr clasifican los objetos como subextremos, extremos o hiperextremos dependiendo
si m? > a?, m? = a® o m? < a? respectivamente. Es decir, objetos subextremos y extremos
dan lugar a singularidades con horizonte y objetos hiperextremos originan singularidades
desnudas.

En el plano complejo de Weyl, los objetos de Kerr toman una forma particular que se
encuentra relacionada con los parametros ay = +vm? — a?.

TIPO DE OBJETO DE KERR | RELACION ENTRE o, Y a_

Subextremo oy =—a_,eR
Extremo oy =a_=0,eR
Hiperextremo ay =a_,eC

Tabla 1.1: Objetos de Kerr segtn la relacién entre sus parametros fisicos.

Entonces, un objeto subextremo se ve como una barra vertical sobre el eje z (dos raices
reales diferentes), uno extremo se ve como un punto sobre el eje z (dos raices reales iguales),
y uno hiperextremo se ve como una barra horizontal paralela al eje p (dos raices complejas
conjugadas).
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Una representacion de los tipos de objetos de Kerr es la siguiente:

Z A Z A Z A
o
O > > C O >
P ® P P
m? = a? m? > a? m? < a?
EXTREMO SUBEXTREMO HIPEREXTREMO

Figura 1.1: Objeto de Kerr extremo, subextremo, e hiperextremo.

Sin embargo, los objetos constituyentes de un Sistema Binario pueden ser subextremos,
extremos o hiperextremos sin necesidad de generar singularidades con horizonte o desnudas.
En realidad, los horizontes de eventos surgen tnicamente si se presentan las condiciones
adecuadas, por ejemplo si la masa del objeto es suficientemente grande comparada con su
radio.

Si no fuese de esta forma, estos objetos no podrian representar estrellas de neutrones, o en
general cualquier otro objeto compacto diferente a los agujeros negros.

Los parametros fisicos que caracterizan un objeto, siempre se encuentran relacionados de
tal forma que establecen una forma del objeto en el plano complejo de Weyl (z, ip), asi que
los objetos siempre adquieren cualquiera de las siguientes formas:

Z A Z A Z A
o
O > > O O >
p ® p p
EXTREMO SUBEXTREMO HIPEREXTREMO

Figura 1.2: Objeto extremo, subextremo, e hiperextremo.
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En general, la clasificacion de los objetos se encuentra asociada a como se ven éstos en el
plano de Weyl (z,ip). Puntos son objetos extremos, barras verticales son subextremos y
barras horizontales son objetos hiperextremos.

Por lo tanto, existen las siguientes configuraciones de Sistemas Binarios :

Extremo-Extremo

Subextremo-Subextremo

Hiperextremo-Hiperextremo

Subextremo-Hiperextremo

Extremo-Subextremo

Extremo-Hiperextremo

En el presente trabajo se estudiaran los SB extremo-subextremo y extremo-hiperextremo;
una representacion de ellos es la siguiente:

z z
p p
o—e
EXTREMO - SUBEXTREMO EXTREMO - HIPEREXTREMO

Figura 1.3: Sistemas Binarios extremo-subextremo y extremo-hiperextremo.

Los primeros cuatro Sistemas Binarios de la lista han sido objeto de numerosos estudios,
mientras que los conformados por combinaciones entre extremo y subextremo o hiperex-
tremo son préacticamente inexplorados. Debido a esto se eligieron los Sistemas Binarios
mostrados en la figura [1.3.
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Los casi 50 anios que separan la solucion de Schwarzschild y de Kerr, representan la compleji-
dad del calculo de soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein. La situacion cambié luego
de la aparicién del formalismo de Ernst [7]; trabajo que puso al descubierto las simetrias
internas de las ecuaciones de Einstein. Mediante la inclusién de un potencial complejo &,
llamado potencial de Ernst, las ecuaciones de Einstein en el vacio para la métrica (1.3)) se
pueden reformular de la forma

(Re&)V?€ = (VE)?, (2.1a)
Wp = —p [ Im(€.), Wwz=p [ Im(&,), (2.1b)
_P (57p &, —E. 5;) _P Re (E,p 5;) (2.10)

T ARe€)2  * T T o(Ref) ‘

La primera de ecuacion es llamada la ecuacién de Ernst. La forma elegante y simétrica
de la ecuacion de Ernst hizo reaccionar a los investigadores, que a partir de ese momento,
direccionaron sus trabajos a escudrinar las simetrias internas de las ecuaciones de Einstein;
lo cual consiste en construir nuevas soluciones a partir de soluciones conocidas llamadas
soluciones semillas.

El descubrimiento de Geroch de un grupo de simetrias internas con un nimero infinito de
parametros fue el punto de partida de las técnicas modernas de generacion de soluciones. El
desarrollo fue hecho independientemente por muchos investigadores, los cuales emplearon
diferentes métodos : método de teoria de grupos, técnica de dispersion inversa, transforma-
ciones de Backlund y método de ecuaciones integrales. La equivalencia matemaética entre
diferentes técnicas de generacion de soluciones fue demostrada posteriormente por Kramer.
Estas técnicas posibilitan la generacion de soluciones con un nimero de parametros arbitra-
rios que se pueden utilizar para construir nuevas soluciones. Entre los resultados destacados
de las técnicas modernas aparecen la solucion soliténica de vacio de Belinskii-Zakharov [1],
la familia HKX (Hoenselaers-Kinnersley-Xanthopoulos) de espacio-tiempos estacionarios y
por supuesto la famosa solucién doble Kerr de Kramer y Neugebauer [13].

Uno de los grandes logros de los métodos modernos de generacion de soluciones, son las solu-
ciones de sistemas binarios con objetos de diversas caracteristicas fisicas tales como masa,
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momento angular, carga eléctrica y momento dipolar magnético; esto gracias a la apari-
cién de los denominados métodos solitonicos. Las técnicas solitéonicas utilizan ecuaciones
integrales que permiten transformar el problema de integrar un sistema de ecuaciones dife-
renciales no lineales a resolver sistemas de ecuaciones algebraicas lineales. Sin embargo, la
mayoria de los métodos de generacion nombrados hasta el momento poseen limitaciones
en el caso de electrovacio, ya que tnicamente permiten construir soluciones que represen-
tan campos producidos por objetos hiperextremos, es decir, no es posible la construccién
de soluciones que contengan agujeros negros. El método de Belinskii-Zakharov, el cual hace
parte de los llamados métodos soliténicos, permite encontrar soluciones de sistemas binarios
Unicamente con combinaciones de objetos subextremos e hiperextremos.

Lo anterior dificulta la construccion de soluciones en las que se incluyen diferentes tipos
de objetos. Los anteriores problemas fueron solucionados con la aparicién del método de
generacién de soluciones de Sibgatullin, el cual permite construir soluciones con objetos
hiperextremos y agujeros negros simultdneamente sin ningiin problema tanto en el caso de
vacio como en el de electrovacio. El método de Sibgatullin también pertenece a las técnicas
solitonicas de generacion. El método de Sibgatullin provee las ecuaciones necesarias para
calcular el potencial de Ernst y, a partir de él, las funciones métricas.

Se construird una solucion exacta estacionaria axialmente simétrica de vacio que representa
el campo gravitacional producido por un SB con objeto extremo utilizando el método integral
de Sibgatullin.

2.1 EL METODO DE SIBGATULLIN

Esta visto que para construir una solucion de las ecuaciones de Einstein en el vacio se debe
encontrar solucién al sistema de ecuaciones (2.1); debido a que éste sistema es totalmente
equivalente a (3) en el caso de espacio-tiempos estacionarios con simetria axial.

El método de Sibgatullin permite calcular las funciones métricas f, w y v de una forma
sistematica, la cual consiste en calcular primeramente el potencial de Ernst £ para luego
emplearlo en el cdlculo de las funciones métricas mediante ecuaciones que el método provee.

Utilizando el procedimiento de continuacion analitica de Riemann-Hilbert, se construye el
potencial de Ernst sobre todo el plano complejo (z,ip) a partir de su comportamiento sobre
el eje de simetria : e(z) = E(p =0, 2).

El potencial de Ernst sobre el plano complejo se obtiene por medio de la féormula integral

E = l Ml(U)e(f) dO’, (22)

) VI=o?
5

con la funcién desconocida p1(o) que debe satisfacer las condiciones
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+1
Ml(U) _
J = do =, 2
T n(o)e©) +em) ,
f @—nhﬁt?ada—o. -

En las ecuaciones anteriores se ha utilizado : £ = z +ipo, n = z + ipr, y 0,7 € [-1,1]. La
funcién e(€) es una continuacién analitica local de las funcién e(z) sobre el plano complejo
(p, z). Por convencién se emplea é(n) = [e(n*)]*.

Una importante relacion entre los parametros de la solucion esta dada por la ecuacion de
Sibgatullin

e(z) +é(z) =0. (2.4)

Las raices de la ecuacién (2.4)) se pueden escoger de tal forma que se obtengan soluciones con
objetos subextremos, extremos o hiperextremos. Si se tienen dos raices reales distintas, este
par de raices se ubicaran sobre el eje real z formando una barra vertical que se interpreta
como un objeto subextremo. Si se tiene una raiz real de multiplicidad dos, es decir, dos
raices iguales, no habréa distancia entre una raiz y la otra produciendo un punto que es
interpretado como un objeto extremo. Por tltimo, si se tienen dos raices pares de complejas
conjugadas, dichas raices se ubicaran paralelamente al eje imaginario p formando una barra
horizontal que es interpretada como un objeto hiperextremo.

Para calcular las funciones métricas f y w se emplean las ecuaciones

f=Re(€), (2.5)
fw = %(ng + Hékl) — ’iZ, (26)

donde His y Hsy estan definidos por las férmulas integrales

+1
92
ng = ‘ 5/11(0') dO', (27&)

T V1 — o2
21

i L [ 1m@)e(©

P o 2.7h
i = (2.7b)
-1

En las ecuaciones (2.7) aparece una funcién s, que de forma similar a la funcién py, se
encuentra sujeta a unas condiciones que estan dadas por las siguientes ecuaciones integrales:
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+1
M2(U) _
J Ao i
T 1a(o)[e(€) + ém)] Ry
/ C—pi—o? T THT >

Con el procedimiento anterior, se calculan las funciones métricas f y w, pero no la funcién
~. Formalmente, la funcién v se debe calcular integrando las dos tltimas ecuaciones del
sistema (2.1)); sin embargo, integrar dicho sistema es un trabajo muy complicado. Debido a
lo anterior, se idean formas de calcularla sin necesidad de integracién directa.

Una solucién que represente el campo gravitacional producido por un sistema aislado debe
ser asintoticamente plana; es decir, la curvatura que dicho campo gravitacional produce al
espacio-tiempo a distancias infinitas debe ser nula. Por lo tanto, todas las componentes del
tensor de curvatura de Riemann (1.1) deben anularse en el infinito. Un espacio-tiempo plano
es representado por la métrica de Minkowski, que en coordenadas de Weyl es igual a

ds* = —dt* + dp* + p*d¢® + dz*. (2.9)

Entonces, si se desea encontrar una solucién que represente el campo gravitacional pro-
ducido por un sistema binario aislado, la métrica (1.3) debe convertirse en la métrica de
Minkowski (2.9)) en el infinito. Esta exigencia es utilizada por el método de Sibgatullin para
la construcciéon de la funcién métrica ~.

Si se comparan las métricas (1.3)) y (2.9) se encuentra que la condicién de planitud asintética
esta dada por las ecuaciones

ll)iE% f= EE% e =1, (2.10a)
HII(]) w=0. (2.10b)
p—

Entonces, la funcién v se calcularda mediante la condicién de planitud

lim €’ = lim f. (2.11)
p—0 p—0

Luego de calcular la funcién métrica v se da por concluida la construcciéon de la solucion,
pues ya se habran calculado todas las componentes del tensor métrico.

Como se puede ver, el método de Sibgatullin provee todas las ecuaciones necesarias para
calcular una solucién exacta estacionaria axialmente simétrica. El método de Sibgatullin
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construye la solucién a partir de un potencial de Ernst sobre el eje de simetria (eje z). La
elecciéon del potencial no es tan arbitraria como parece, pues la experiencia con soluciones ya
conocidas revela la forma mas adecuada de elegirlo. En forma general, el potencial se elige
como una funcion racional, debido a que una eleccién de esta forma minimiza los problemas
matematicos en la solucion de las ecuaciones integrales vistas anteriormente. Ademas, la
ecuacion de Sibgatullin (2.4) depende estrictamente de la eleccion del potencial de Ernst, ya
que este determinara cuantas raices tendra la ecuacién. Por lo tanto, determinara qué tipo
de solucién se intenta construir, ya que cada par de raices representa un objeto.

2.2 EL POTENCIAL DE ERNST

La construccién del potencial de Ernst £ sobre todo el plano complejo (p, z) incluye una
serie de pasos descritos en la secciéon anterior. Entre los pasos descritos se encuentran :

Eleccion del potencial de Ernst sobre el eje de simetria.

Eleccién apropiada de la ecuacién de Sibgatullin.

Calculo de la funcién py (o).

Calculo del potencial mediante la ecuacién (2.2)).

A continuacién, se seguiran uno a uno los pasos anteriores; los cuales culminaran con la
expresion final para el potencial de Ernst £ sobre todo el plano complejo.

2.2.1. Potencial de Ernst sobre el eje de simetria

Se desea construir una soluciéon para un SB, por lo tanto, la ecuaciéon de Sibgatullin tiene
que poseer cuatro raices. De lo anterior es claro que la ecuacién (2.4) tiene que ser una
ecuacion polinomial de grado cuatro.

Asi, un potencial sobre el eje de simetria apropiado que obliga a la ecuacion de Sibgatullin
(2.4) a tener cuatro raices y a su vez es una funcién racional es :

2
—1 9 2.12
e(z) + ; ) (2.12)

donde e; y 3; son pardmetros complejos arbitrarios.

Con esta eleccién del potencial sobre el eje de simetria, la ecuacion de Sibgatullin (2.4)
tendra obviamente cuatro raices. Sin embargo, ain se debe escribir en forma adecuada para
lograr el objetivo de tener un SB que contengan un objeto extremo.
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2.2.2. La Ecuacién de Sibgatullin

Se ha dicho anteriormente que para obtener un objeto extremo, la ecuacién de Sibgatullin
debe tener una raiz real de multiplicidad dos, para obtener objetos subextremos la ecuacién
debe tener dos raices reales distintas y para obtener objetos hiperextremos la ecuacién debe
poseer dos raices pares de complejas conjugadas. Por lo tanto, una elecciéon apropiada para
la ecuacion de Sibgatullin, que permite tener SB con un objeto extremo es la siguiente :

o(2)+é(z) = 2B a) (2.13)

(z = B)(z = 5))

1

J

La raiz a; de multiplicidad dos representa el objeto extremo del SB, mientras que las raices
as v ag pueden ser reales o pares de complejas conjugadas segiin se quiera un sistema
extremo-subextremo o extremo-hiperextremo.

La ecuacién de Sibgatullin relaciona los parametros de la solucion; es decir, proporciona una
relacién entre los pardmetros e;, (3, v las raices a;. Reemplazando el potencial (2.12) en la
ecuacion (2.13) y tomando el limite cuando z — 3; resulta :

e = 2(8; — a1)*(Bj — a2)(B; — 0‘3), £k (2.14)

2

(B = Be) (B = B7)

k=l=1

Una representacién grafica de los sistemas dados por la ecuacion de Sibgatullin (2.13)) es la

siguiente :
z z
a aq

a P p
? %) Qg
@3.

EXTREMO - SUBEXTREMO EXTREMO - HIPEREXTREMO

Figura 2.1: SB extremo-subextremo y extremo-hiperextremo
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Luego de proponer el potencial de Ernst sobre el eje de simetria se debe construir sobre
todo el plano complejo, para ello se emplea la ecuacién (2.2)), en donde aparece la funcién
p1 que se calculara a continuacion.

2.2.3. Calculo de la funcién (o)

Es bien sabido que elegir las funciones involucradas en los integrandos como una funciones
racionales aminora las dificultades matematicas en los métodos integrales de generacion,
por esta razon, la funcién u(o) se elegird de la siguiente manera :

A, A4
me _AO+;€_% T e (2.15)

donde la forma del 1ltimo sumando se debe a la exigencia del objeto extremo en el sistema.

Al sustituir la funcién p(o) dada por (2.15) en las condiciones (2.3)), se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones que deben satisfacer los coeficientes A,,:

3 1)
Ao+;E+FA4:1, (2.16a)
3
A, Ay .
Ag + n —0, ~1,2, 2.16b
DDy e ! (2.165)
3

e’ 0 el
A+ A { J ]_0, =1,2, 2.16¢
Z rn(n — 37) * dan (1 — B5)r J ( )

donde P* = P;(z,) = x, representa el polinomio de Legendre de orden 1 con

xnzz_a”, n =P+ (2 —an)?, n=123. (2.17)
TTL
Empleando la redefinicién de los coeficientes Ay, ..., Ay
A, A
Ag=4y, A== A==, n=1,23, (2.18)
Tn ri
es posible reescribir el sistema (2.16) de la forma
3
Ao+ A+ APV =1, (2.19a)

n=1
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2
T r
. noy - =0, =12 2.19b
° ;an—ﬁj (=32 ! (2190)
i: & A,+A45[ % ]ﬁzo j=1,2. (2.19¢)
—(a,—=p5) " don [(an =) , ’

Por el momento, se supondrd que de una u otra forma se han calculado los coeficientes A’,,,
entonces, se puede proceder al calculo del potencial de Ernst £ sobre todo el plano complejo.

2.2.4. Potencial de Ernst en el plano complejo

El potencial de Ernst £(p, z) se encuentra por medio de la ecuacion (2.2)). Al reemplazar la
funcién py dada por (2.15) y el potencial sobre el eje de simetria (2.12) en la ecuacién (2.2))
se obtiene

Al emplear el sistema de ecuaciones (2.10), y luego la redefinicién de coeficientes (2.18), el
potencial de Ernst anterior toma la forma

E=24—1. (2.20)

Segtin la expresién anterior, no es necesario calcular todos los coeficientes de la funcién

p1(0) para conocer el potencial de Ernst. Entonces, sélo se calculard el valor del coeficiente
/

Aly.

Un método que permite calcular las incégnitas de un sistema de ecuaciones sin realizar

operaciones entre ellas es la regla de Cramer. Empleando la regla de Cramer es posible

calcular el coeficiente A’y sin necesidad de calcular ningtin otro coeficiente.

El sistema (2.19) escrito matricialmente posee la forma :

11 1 1 .ﬂ? Ay 1

-1 Oélr*lﬂl a;fﬁl 0431;551 (o1 i;,51)2 Ay 0

-1 0412[32 a;*jﬂz 0437::@ - (ali:ﬂ2)2 Ay = 0 (2.21)
0 3% oir om oo |woom | Al 0
0 325 @ mom o (wopn] Al 0

Definiendo el determinante
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1
11 1 1 pY
-1 1 2 r3 T%
a1—p1 ae—f1  az—f1 (a1—01)?
_ 1 2 r3 _ ™1
D = 1 a1—P2 ae—f2  az—f2 (a1—02)2 )
0 21 21 21 a 21 r2
a1—pB7  oe—BF az—Bf Odoq |(a1—Bf)r1 |1
0 e3 €3 €5 ol €5 r2
o1 —p35 az—33 az—0B5 Oay (al—ﬁg)rl 1
el valor del coeficiente A’y es
, A
A 0— 57
donde A es el determinante
1
11 1 1 pY
0 1 r2 T3 T%
a1—p1  ae—P1  az—f31 (a1—p1)?
T1 ) 3 _ 1
A=|0 aij—P2  oaa—f2  az—Pf2 (a1—P32)?
0 e} el e} o e} T‘2
a1—07  ae—Bf az—fBF Odoq | (a1—FF)m 1
0 €5 e3 €3 ol €3 r2
a1—B; ao—B5 az—B; Odaqr |(a1—PB3)r1| 1

Reemplazando (2.23) en (2.20)) se obtiene un potencial de Ernst de la forma

2A—D

&= o)

El determinante D puede ser escrito en la forma

D=A-T,

donde se ha definido un nuevo determinante I" dado por :

1
0 1 1 1 pY
1 r1 ) T3 7"%
ar—pf1  ax—Ff1  az—5 (a1—01)2
1 T r2 r3 __ "
I'= a1—fB2  az—f2 az—f2 (a1—02)?
0 e e e o[ e .2
a1—f7  aa—=f7 az—f; dar |[(ea—pBf)r1| 1
0 es 3 s 9 s r2
a1—0B5  oo—B; az—B; Oon |(aa-B3)ri| 1

Reemplazando (2.20) en (2.25) se obtiene finalmente el potencial de Ernst

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)
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E="""" (2.28)

En el procedimiento para calcular el potencial de Ernst sobre todo el plano complejo se
ha visto como mediante el método de Sibgatullin, se transforma el problema de resolver
ecuaciones diferenciales no lineales en resolver ecuaciones algebraicas lineales; lograndose
asi, obtener una solucién para el potencial de Ernst en un ntimero reducido de pasos y cuya
expresion matematica posee gran elegancia.

El final del calculo del potencial de Ernst marca el comienzo de la ultima parte de la
construccién de la solucion exacta. El método de Sibgatullin provee las ecuaciones necesarias
mediante las cuales, a partir del potencial de Ernst sobre todo el plano complejo, permiten
calcular las funciones métricas o componentes del tensor métrico ggs.

2.3 FUNCIONES METRICAS

2.3.1. Funcion f

Para calcular la funcién métrica f se debe emplear la ecuacién (2.5). Reemplazando el
potencial de Ernst dado por (2.28) en (2.5) se obtiene finalmente

AN —TT™

Ima-na -t

(2.29)

2.3.2. Funcion w

El célculo de la funcién w implica conocer los potenciales auxiliares His v Hy; dados por
las ecuaciones (2.7)).

Al reemplazar la funcién py dada por (2.15) en (2.7), el potencial Hy, adquiere la forma

H12=2¢{z+23:g(0‘”) A, 14,2 {9(0‘1)”, (2.30)

— Ty Jay | 7

donde g(a,,) se encuentra definido por la expresién

glan) =rp — (2 —an). (2.31)

El potencial Hyy escrito en funcién de los coeficientes A’,, dados por (2.18) es
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n=1

Hyp = 2i {z+§3:9 (an) Al + A 2 {g(al)} rf} . (2.32)

Siguiendo un proceso similar al que se hizo para calcular el potencial de Ernst £, el potencial
H5 escrito mediante determinantes es de la forma

\
Hoy=2i (24—, 2.33
- ( - F) (2.33)
donde V¥ esta dado por
o)
0 glon) gla) glas) g2 |42
-1 1 T2 T3 7"%
a—f1 =P az—f (a1 —p1)?
| — r1 72 T3 "
v=|-1 a—f2  ax—f2  az—f2 ~(a—p2)? ’ (2.34)
0 e e el 0 el r2
a1—pf;  aa—ff a3—B;f Oar |(—pGp)r| 1
0 e e 3 0 €3 r2
a1—B;  aa—B; a3—f; Odar |(a1—G)r| 1

con los determinantes A y I' definidos anteriormente.

Para conocer el potencial Hy se debe calcular la funcion us, la cual se elige bajo el mismo
criterio que la funcién p. Entonces, se elige de la siguiente manera :

- . > Bn B4
uQ(a)_—z§+Bo+;£_an+<§_a1>2. (2.35)

Reemplazando (2.35) en (2.8) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones que deben sa-
tisfacer los coeficientes B,

3 (1)

B, P
BO+Z——|—T—B4—ZZ (2.36a)

n=1 " 1

By :
—zﬁ]+30+26]_% (ﬁj—m)Q:O’ I (2:300)
3

B,+ B { J }:z’e’f, =1,2. 2.36¢
;rn - 535) Y (q — B5)m I J ( )

Empleando la redefinicién de los coeficientes By, ..., By
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B, B
Bo=DBy,, B,=-"  By=-—, n=123, (2.37)
Tn i
es posible reescribir el sistema (2.30) de la forma
3
By+Y B.+B.PY =iz, (2.38a)
n=1
> r r?
— By + ~_p,-——_B,=0, j=12, (2.38b)
nz::l = B (o1 — 35)?
3 e 0 e
— 2 __pB.+PB { J }ﬂ:o, j=12. 2.38¢c
;(an—ﬁj) 48041 (al_ﬁ;)rl ' ( )

Al reemplazar la funcién py dada por (2.35) en (2.8), y empleando las ecuaciones (2.30), el
potencial Hs; toma la forma

2
Hy =2By—i (224 ) (e +¢)) (2.39)
j=1
El potencial Hay, escrito en funcién de los coeficientes B’,, dados por (2.37) es
2
Hy =2B'g—i |22+ (ej+€]) (2.40)
j=1

Para calcular el valor del coeficiente By, se sigue un proceso similar al empleado en el calculo
del potencial de Ernst.

El sistema de ecuaciones (2.38) escrito en forma matricial es

11 1 1 pY B, iz
2
-1 Oélr—lﬁl a2r—2ﬂ1 037Eﬂ1 - (Oélgw B —i [
-1 Oélr—iﬂ2 a;—jﬂQ a3r—iﬂ2 - (a1—*1ﬁ2)2 B/Q = —1 /82 . (2.41)
0 525 @ mom oo e 1 By iey
0 ale_zﬁ; a;_zgg a3e_2/3§ 3%,1 (og—eéz)m T% B/4 i 6;

Entonces, el coeficiente B’y es
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T
Blg =1 5 s (242)
donde D esta dado por (2.22) y T es igual a
z 1 1 1 p
_ﬁ T ro r3 ri
L a=B1 az—B1  az—Bi (a1—p31)?
_ 1 ) 3 _ 1
T = ﬁQ a1—Pf2  az—F2 az—[F2 (a1—32)? . (2'43)
e e} el el 0 el T2
1 -8 B az3—Bf 0dor |(a1-B7)r1| 1
e es es es 9 es 7'2
2 -3 ae—B; az—B; 0o |(cn—B3)r1 1

Sustituyendo (2.42) en (2.40), se encuentra finalmente la expresién para el potencial Hy; :

—1

A-T

2

2z + Z(ej +€3)
j=1

Reemplazando (2.33) y (2.44) en (2.6) se obtiene la expresion para la funciéon métrica w :

_ TmW(A* — %)~ T*(A ~T))]
w= T . (2.45)

2.3.3. Funcién v

La funcién ~ se calculard empleando la condicién de planitud (2.11)), en la cual se encuentra
involucrada la funcion métrica f calculada anteriormente.

Por simplicidad, el numerador de la funcién €27 es tomado igual al de la funcién f, garan-
tizando que estos se cancelen en el producto f~'e?? en la condicién de planitud. El deno-
minador debe ser una funcién que depende de p y z. Entonces, la funcién e?” se propone de
la siguiente manera :

AN -TT

2y
e
9(p, z)

(2.46)

Luego de aplicar los limites respectivos implicados en la ecuacién (2.11) a la funcién pro-
puesta, se encuentra la siguiente expresion para la funcién métrica :

Ly AATT

_ e 2.47
rirors Ko K’ ( )
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donde se ha definido el determinante K,

1 1 1 1
a1—p1  az—PF1  az—f1 (o1 —p1)?
1 1 1 o
a1—PB2  ax—B2 asz—f2 (a1 —2)?
K[) = e} el el i el . (248)
a1—B7  ax—p7  az3—p5 (e1—57)?
€3 €3 €3 __ €
a1—B35  ae—pB5 az—0; (a1—p335)?

Debido al procedimiento empleado para la construccién de la funcién v, es necesario com-
probar que la solucién que se ha calculado es en realidad una solucién de las ecuaciones de
campo de Einstein en el vacio (3). Para ello, se reemplazé la funcién métrica v (2.47) y el
potencial de Ernst (2.28)) en el sistema de ecuaciones (2.1); de donde se obtuvo una satis-
faccion plena del sistema por parte de la funcién «v y el potencial de Ernst. Para comprobar
la validez de las funciones métricas f y w, se empled el sistema de ecuaciones alternativo

Vo= Ao (P = (R = P P - @a ]} (249

Yoz = % (pfizfap faz _pilfzwap waZ) . (250)

Al comprobar que las expresiones encontradas para las funciones métricas f, w, y ~, son
solucién de las ecuaciones de campo (3), se da por culminada la construccién de la solucién
exacta que representa el campo gravitacional producido por un SB que contiene un objeto
extremo.



ECUACIONES DE EQUILIBRIO

El problema de equilibrio constituye una parte del analisis de las soluciones exactas de
las ecuaciones de Einstein en Relatividad General. En este capitulo, se realizara una breve
descripcion de la procedencia de las ecuaciones de equilibrio.

3.1 CONDICION DE EXISTENCIA DEL EJE DE SIMETRIA

La primera condicion de equilibrio esté asociada a las simetrias que posee un espacio-tiempo
estacionario con simetria axial. Un espacio-tiempo con estas caracteristicas posee simetrias
tanto discretas como continuas. A continuacién se describiran cada una de ellas.

3.1.1. Simetrias Discretas

El elemento de linea de Papapetrou

ds? = —f(dt — wdp)? + [~ [ (dp® + d2°) + p*d¢?] (3.1)

permanece invariante bajo la transformacién

(tv ¢) - (_t7 _¢) )

es decir, es invariante ante la reflexién simultanea de las coordenadas t y ¢.

La existencia de dicha simetria discreta es la responsable de pensar que dichos campos son
producidos por fuentes rotantes; ya que ir hacia atras en el tiempo girando en direccién
negativa es equivalente a avanzar en el tiempo y girar positivamente, hecho que ayudé en
gran medida a la comprension de los espacio-tiempos estacionarios con simetria axial.
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Sin embargo, es mas importante atin el estudio de las simetrias continuas de la métrica, ya
que sin ellas no es posible determinar si el espacio-tiempo es estatico, estacionario, esférica-
mente simétrico, axialmente simétrico, entre otras caracteristicas relevantes.

3.1.2. Simetrias Continuas

Una transformacion @, es una simetria de un tensor 7, si éste es invariante bajo su apli-
cacion; esto es [3]:

o.1T=T.

Las simetrias de nuestro interés son las que posee el tensor métrico g,g; esto es, una simetria
del tipo

D, gos = Gap -

Una simetria como la anterior es llamada una isometria. Las isometrias son generadas por
campos vectoriales llamados campos vectoriales de Killing, los cuales satisfacen la ecuacién

ga;ﬁ + gﬁ;a = 0; (32)

donde &, es el vector de Killing. La ecuacién (3.2) es llamada ecuacién de Killing, y su
solucion describe las simetrias continuas que admite un tensor métrico.

Si un espacio-tiempo posee un vector de Killing, entonces es posible encontrar un sistema
de coordenadas en el cual la métrica es independiente de una de las coordenadas. Esto
quiere decir que la métrica de Papapetrou posee dos vectores de Killing; uno asociado a la
coordenada temporal £, y otro a la coordenada azimutal ¢.

La existencia del vector de Killing temporal £! le da el cardcter de estacionario a la métrica,
y el vector azimutal £? representa la existencia de un un eje definido invariantemente. En
otras palabras, la métrica permanece invariante bajo rotaciones alrededor de un eje, que en
nuestro caso es el eje z. Entonces, las curvas integrales de £ son circulos centrados en el eje
z.

El vector £? debe anularse en puntos situados sobre el eje z, de otra forma, tal eje no serfa
el eje de simetria. La anterior condicién de anulacién del vector £ sobre el eje z conlleva a
la primera ecuacién de equilibrio para el sistema.

Es bien sabido que los vectores de Killing &' y €% pueden escribirse de la forma (1,0,0,0,)
y (0,0,0,1) [0] si la base del espacio-tiempo es representada por (e, €,, €., €4). La magnitud
de &2 estd dada por |£2]2 = £9€,, la cual da como resultado
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E917 = [0 = fu?. (3.3)

El eje z se escribe mateméticamente p = 0, entonces, la magnitud de £? sobre el eje z es

lim |€)? = — lim(fw?), lim f # 0.
p—0 p—0 p—0
Por lo tanto, el vector de Killing se anula en puntos sobre el eje z si se cumple la condicién

limw(p,z) =0, HH(I)f #0. (3.4)
p—

p—0

El limite de la funcién f debe ser diferente de cero, de otra forma, aparece una singularidad
spbre el eje de simetria debido a la presencia de la funcién f~! en el tensor métrico.

La ecuacion anterior es una de las llamadas ecuaciones de equilibrio del sistema y es de-
nominada comunmente condiciéon de existencia de un eje de simetria.

3.2 CONDICION DE PLANITUD ELEMENTAL

El modelo matematico adoptado por la Relatividad General para el espacio-tiempo son
las variedades diferenciables. Sin ser muy formal, una variedad diferenciable es un espacio
que localmente se comporta como R"; esto es, como un espacio plano. En el caso de RG,
el espacio es de dimensién 4 y es denominado espacio-tiempo, el cual es caracterizado por
variedades pseudo-riemannianas; es decir, por tensores métricos lorentzianos, cuya signatura
es (+,——-) o (—,+,+,+,). En el presente trabajo se emplea la tltima signatura, donde el
signo menos se atribuye a la coordenada temporal.

El espacio-tiempo plano es denominado espacio de Minkowski, y su métrica en coordenadas

de Weyl es

ds3; = —dt* + dp* + p*d¢* + dz*. (3.5)

La condicién de planitud elemental dice que un espacio-tiempo debe comportarse localmente
como el espacio de Minkowski. Por lo tanto, en una pequena vecindad (infinitesimal) de un
evento (t, p, z, ¢) el espacio debe ser plano.

El elemento de linea de Papaetrou (3.1) puede escribirse de la forma

ds® = f~te? [—f26_27(dt — wdp)* + dp?® + d2* + e‘QWdeqﬂ ) (3.6)
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Si se define el elemento de linea

do® = —fle™® (dt — wdg)” + dp® + dz* + e pdg” (3.7)

el elemento de linea (3.6) puede escribirse en la forma

ds* = f~te®do? . (3.8)

En términos del tensor métrico, la ecuacion anterior es

Gog = € Gag , (3.9)

y se dice que las métricas son conformes.

El célculo se realizard empleando el tensor métrico g.s, es decir, con el elemento de linea
do? dado por (3.7).

Si se toman (t, p, z) constantes, el elemento de linea de Minkowski (3.5) queda de la forma

ds%, = p*do? (3.10)

los cuales son circulos de radio p centrados en el eje z.
Si se quiere que el espacio-tiempo dado por la métrica (3.7) se comporte de manera minkows-
kiana, entonces, las curvas definidas por la definicién de (¢, p, z) como constantes en (3.7)

deben ser circulos de radio p.

Al fijar (t, p, z) como constantes, el elemento de linea (3.7) toma la forma

do? = e 2 (p* — f2w?)de* . (3.11)

Si se toma el limite cuando p — 0 en la anterior ecuacién, queda definida la pequena
vecindad en la cual deben aparecer los circulos de radio p. Entonces, los circulos quedaran
definidos si se cumple

2
lir%/e_ﬂ/ (p? — fPw?)do = 27p. (3.12)
p—

0

Si se cumplen las condiciones
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lim f(p,2) #0, limw(p,z) =0, (3.13)
p—0 p—0

la condicion para que se formen circulos infinitesimales alrededor del eje z es

27
h'n%/e_”pdgb =27p, (3.14)
’ 0
de donde se obtiene la condicion
lime™??) =1, o lim~y(p,2)=0. (3.15)
p—0 p—0

Entonces, la condiciéon de planitud elemental queda determinada por las condiciones

h’r% f(p,z) #0, h’rr(l)w(p, 2)=0, lim e P = 1. (3.16)
p— p—

p—0

Si se cumplen las anteriores condiciones, la métrica (3.8) es llamada conformalmente plana
localmente a la métrica (3.7), ya que se puede escribir localmente de la forma

ds? = h'r% flds3,, con t, p, z constantes,
p—

es decir,
ds* = lim f~!p?de* .
p—0

Como f~! tiene un valor constante en la ecuacién anterior; esto debido a su independencia
de la coordenada ¢, entonces, es posible definir una nueva coordenada p' = f~/2?p sin que
se pierda el sentido de la misma. De esta manera, la métrica quedaria expresada localmente
de la forma

ds* = pde? con p’ infinitesimal, (3.17)

de donde se concluye que la condicion de planitud elemental se satisface completamente.

Por lo tanto, las condiciones para que la métrica tenga un buen comportamiento sobre el
eje de simetria son
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limw(p,z) =0, lim e 7?2 =1 (3.18)
p—0 p—0

Las dos ecuaciones anteriores son denominadas ecuaciones de equilibrio del sistema o condi-
ciones de regularidad del eje de simetria.

El significado fisico del par de ecuaciones de equilibrio es particularmente interesante en el
problema de varios objetos; ya que las ecuaciones (3.18) se pueden obtener exigiendo que
no exista fuerza resultante entre los objetos, de aqui el nombre de ecuaciones de equilibrio.
A continuacion, se describira el proceso para calcular la fuerza entre los objetos a lo largo

del eje z, para ello, es necesario conocer un poco mas el tensor de momentum-energia y se
empleard nuevamente la métrica conforme (3.7).

3.2.1. Fuerza entre objetos de un Sistema Binario

En la subsecuente descripcién del tensor de momentum-energia se supondra presencia de
materia y ausencia de campos electromagnéticos, es decir

T8 =137

Cada componente del tensor de momentum-energia posee un significado fisico como se mues-
tra a continuacién [20] :

T% = Densidad de energia
T% = Componente i del flujo de energia
T = Componente i, j de la fuerza por unidad de drea con vector normal e;.

Para llegar a la expresion para la fuerza entre los objetos del SB, se debe suponer que el
espacio que los separa no es vacio, es decir, con un tensor de momentum-energia

G
81

T = #0. (3.19)

La porcién de eje que une los objetos se modela como un cilindro cuyo radio p tiende a cero.
Una tapa del cilindro estard dado por (¢, z) constantes en la métrica (3.7), es decir, por la
métrica

do® = dp* + e 2 (p* — f2w?)de?, (3.20)

cuyo determinante es g = e 27(p? — f2w?).
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Por lo tanto, es posible interpretar la fuerza resultante a lo largo del eje z entre dos objetos
como la fuerza que actia perpendicularmente a las tapas del cilindro, es decir, es el resultado
de la integral [12]

p—0

p 2w
F = lim //TZZ \/Edpdgb, z entre los objetos. (3.21)
00

Reemplazando (3.19) y (3.20) en (3.21)) se obtiene

P
1
F= 1 lim/G’zze_“Y\/,o2 — fPw2dp | . (3.22)

p—0
0

La componente G** del tensor de Einstein es

G = 1) = (Fa)T - 22 (3.23)

Al reemplazar (3.23)) en (3.22)), realizando el proceso de integracién, y suponiendo que se
cumple la condicién de existencia del eje z como eje de simetria dada por (3.4), se obtiene
finalmente la expresién para la fuerza resultante entre los dos objetos [12] :

Lo, oo
FZZ})I_I%[e W2 ] . (3.24)

Los objetos se encontraran en equilibrio si la fuerza resultante entre ellos es nula; es decir,
cuando se cumplen las condiciones

lim e P2 =1 limw(p,2) =0.
p—0 p—0

Si las condiciones anteriores no se cumplen, en el espacio entre los objetos aparece una
singularidad llamada “strut” estabilizante, el cual se caracteriza por un valor constante no
nulo de la funcién 7 en esa regién. La explicacion es sencilla; si la solucién es estética (o
estacionaria), los objetos no pueden tener movimiento de rotacién uno respecto del otro, o
caer uno sobre el otro por atraccién gravitacional, ya que esto representa claramente una
situacion dindmica no contemplada; entonces, los objetos deben permanecer apartados. La
funcién del strut es mantener los objetos apartados (a la misma distancia) en caso de que
no se encuentren balanceados naturalmente; es decir, si la fuerza resultante entre ellos no
es nula.

Si la fuerza entre los dos objetos no es nula, la soluciéon no se puede interpretar como un
SB, ya que existe un tensor de momentum-energia no nulo entre los objetos.
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Si las ecuaciones de equilibrio se cumplen (fuerza resultante nula), entonces debe existir
alguna interaccion repulsiva entre los objetos; la cual se encarga de contrarrestar la atraccion
gravitacional de los mismos. Dicha interaccién es denominada fuerza de repulsion spin-spin,
y su presencia se atribuye a los momentos angulares de los objetos, lo cual constituye un
fenémeno exclusivo de la Relatividad General; es decir, sin andlogo clasico.

Como se puede ver, la condicién de planitud elemental contiene la condicién de existencia
del eje de simetria. Por lo tanto, no tiene ningin sentido satisfacer la condicién (3.15)) sin
satisfacer primeramente la condicién de existencia del eje de simetria (3.4).

Si no es posible anular la funcién ~ sobre el eje de simetria, por lo menos se debe intentar
anular la funcién w, ya que esto garantiza que el strut no tenga masa.

Debido a las razones anteriores, la condicién de planitud elemental, junto con la condicion
de existencia del eje de simetria, son denominadas Ecuaciones de Equilibrio.
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En este capitulo se escribirdn explicitamente las ecuaciones de equilibrio (3.4) y (3.15);
para ello, se escribiran las funciones métricas sobre el eje de simetria. Los casos extremo-
subextremo y extremo-hiperextremo se estudiaran por aparte. Se describiran algunos estados
de equilibrio para SB extremos-subextremos y extremos-hiperextremos en términos de las
masas y los momentos angulares de los objetos constituyentes del SB; los cuales son solucién
de las ecuaciones de equilibrio.

4.1 CASO EXTREMO-SUBEXTREMO

Debido a la disposicion de los objetos, el eje de simetria se divide en las siguientes cuatro
regiones :

ZA
Region 1 Z > o, Qa, O3
ay
______ e — — — — — —
ez z < o
Region 11 2> a, a3
(6) P
______ e — — — — — —
., z < Qq, Q9
Region 111 2> s
Qas
______ ._ —_ e — = = =
Regiéon IV z < o, Q9,03

Figura 4.1: Regiones del eje de simetria para SB extremo-subextremo
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Las ecuaciones de equilibrio (3.4) y (3.15) deben cumplirse en las regiones I, II, y IV, pero no
en la region I11I; debido a que alli se encuentra el horizonte del objeto subextremo. El método
de Sibgatullin asegura que la funcién w se anule en la region I, y por su construccion, la
funcion v también se anula alli. Esto quiere decir que las ecuaciones de equilibrio se satisfacen
idénticamente en la region I. Las ecuaciones de equilibrio se resolveran en la region II; ya
que ésta es la zona entre los dos objetos, y por ende, la relacionada con la fuerza entre ellos.

Al reemplazar (2.45) y (2.47) en (3.4) y (3.15) respectivamente, se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones :

Im[ Y (A — Tn) — Y (A — )] =0, (4.1)
A A =TIy _
rirors Ko K ’

donde Uy = HI% Ul(p,z), con ag, a3 < z < aj.
p—

El lado izquierdo de la ecuacién (4.1)) es un polinomio de grado 7 en z, y el de la ecuacién
(4.2) es de grado 6 en z. Rigurosamente, se deberfan igualar los 8 coeficientes de la primera
ecuacion y los 7 de la segunda a cero, y resolver el sistema resultante, el cual seria de
15 ecuaciones, y por lo tanto se necesitarian |15 incoégnitas! para resolverlo. Las funciones
métricas contienen 7 pardametros libres tinicamente : a1, ag, as, Re(51), Im(5;), Re(fa), e
Im(f,). Entonces, se tienen mds ecuaciones que incégnitas. Por tal razén, se empleard una
técnica diferente para resolver el sistema de ecuaciones.

La funcién €?7 es igual a 1 en la regién I (por construccién), tal valor es el que debe tener
en la region II para cumplir la ecuacién de equilibrio (3.15). La funcién €?7 en la regién II
se puede escribir de la forma

2v 2y
611 - 61 + AI—>II 9

donde Aj_ es el cambio en la funcién e€?” al pasar de la regién I a la regién II.

. . ., 2 7 . .z .
Si se consigue Aj_y; = 0, la funcién ej] tendréd el mismo valor que en la regién I; es decir,
sera igual a 1, y entonces, se cumple la condicién de planitud elemental. El procedimiento
se aplica tinicamente a la potencia més alta en z del numerador de la funcién €.

La potencia méas alta en el numerador es proporcionada por el determinante A, ya que éste
es de orden 3, mientras que I' es de orden 2. Por lo tanto, solamente se analizara el cambio
en el coeficiente més alto de A.

Al pasar de la regién I a la regién I se obtienen los siguientes cambios
mn=z—o — —T1=2zZ-—0,

ro=2z—Qg — T9=2z—Qy, (4.3)
s =2 — Qg — rs =2 — Q3.
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La expansién de A en la regién I resulta de la forma

AI = A123 + ... y (44)
donde A; se encuentra dado por
Ai=S+T, (4.5)
con S y T dados por
S = B3:Cy + AxD1
T = Bi13Cy + B21Cs + A12D3 + Az Dy,
donde Aij7 Bi]’, Ci, y Dz Son
1 1 1 1 1 1 1 1
Ay =| ®7 o | By =| %% ] g =] el P Dy = T e
a;i—B2  a;j—f2 ai—F5  aj—p3 a;—P2  (a;—02)? (i —B3)%  o;—p5
La expansion de App resulta de la forma
AH = A1123 + ... s (48)
donde Ay se encuentra dado por
Ap=-S+T. (4.9)
Comparando las ecuaciones (4.5) y (4.9), se concluye
Ag=A;—28, (4.10)
pero S = Re(Bs2Cy) en el caso ag, az € R, entonces, el valor de Ap_ es
AI_>H = -2 Re(ngcl) . (411)
De esta manera, la primera ecuaciéon de equilibrio estara dada por la ecuacion
(4.12)

Re(ngcl) =0.
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Para la segunda ecuacion de equilibrio se puede realizar un proceso similar, sin embargo,
la ecuacién que resulta del procedimiento es demasiado complicada de resolver, entonces
se procede en forma diferente. La ecuacion de equilibrio (4.1) se tomara solamente para la
potencia mas alta del numerador. El determinante Ty; es de orden 4 en z y Uy es de orden
3. De lo anterior se deduce que el coeficiente de la potencia mas alta es

h'rn (Z_7 TH AII) y

Z—00

y la ecuacion que representa la condicion de existencia de un eje de simetria es

lim [z~ " Im(Y}Af)] =0. (4.13)

Z—00

Anteriormente se ha dicho que el sistema de ecuaciones depende de 7 parametros libres, pero
para resolver el sistema de ecuaciones (4.12)-(4.13), solo se necesitan 2 incégnitas; entonces,
la forma de resolver el sistema es suponer arbitrariamente el valor de 5 de los parametros,
y encontrar el valor de los dos restantes que resuelven el problema de equilibrio.

Se obtuvieron diferentes combinaciones de pardmetros que resuelven el sistema (4.12))-(4.13)),
sin embargo, es necesario corroborar que dichos conjuntos de parametros en realidad anulan
las funciones 7 y w en la regién II. Los valores de los pardmetros se reemplazaron en el
sistema de ecuaciones (41.1)-(4.2) y se comprobé que los pardmetros satisfacen las ecuaciones.
Algunos ejemplos de conjuntos de parametros aparecen en la siguiente tabla:

ar Qy az  Re(f1) Im(51) Re(f2) Im(5s)

34 -04 -1.3 0.3 1.734 -1.769 1.2
27 -06 -1.2 0.8 1.199 -2.513 1.1
21 -0.2 -1.2 1.670 0.4 -1.3  0.027
22 -05 -14 0.621 -0.9 -0.6  1.501

2.8 -0.7 -1.13 0.861 -1.4 -1.1 1.406

Tabla 4.1: Pardmetros de SB extremo-subextremo en equilibrio

Al encontrar el valor de los 7 parametros que conforman un estado de equilibrio del SB,
inmediatamente quedan determinados los valores de las funciones métricas en todas las
regiones del espacio; es decir, se obtiene una solucion particular de SB. Entonces, es posible
hallar las caracteristicas fisicas de los objetos; esto es, su masa y momento angular.

La masa y el momento angular del objeto subextremo se calculan por medio de las férmulas
de Tomimatsu [22]



ESTADOS DE EQUILIBRIO 36

a2

1
MS = ——WIII /h’m(Q,z )dZ, (414)
4 p—0
s
17
JS = —g WII1 /HH(I)(Q + wIHQ,Z )dZ s (415)
p—

a3

donde Q = Im(&) y wy es el valor constante de la funciéon métrica w sobre el horizonte del
objeto (regién III).

La masa y el momento angular del objeto extremo son

donde My y Jr son la masa y el momento angular total del SB.

Los valores de la masa y el momento angular total se calculan con los momentos multipolares
relativistas de Geroch-Hansen [J) [10], que con ayuda del procedimiento desarrollado por
Fodor et al [§], en el cual se emplea el potencial e(z) definido en (2.12)), proveen las siguientes
expresiones para la masa y el momento angular total del SB :

1
Mp = —§Re(el + e9), (4.18)

2
Tm(e1b} + e2b3) +2>  Re()Im(e;) + 4MrJo | (4.19)

=1

Jr =

N —

donde los e; se calculan mediante la expresién (2.14) y Jy denota el monopolo de momento
angular o parametro NUT, el cual esta dado por la expresion

1
J() = NUT = —§Im(€1 + 62) . (420)

Los conjuntos de parametros mostrados en la tabla 4.1/ producen SB equilibrados con las
siguientes caracteristicas:
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My Jr M M. Js J.

4.019 18878 0.164 3.855 -0.610 19.488
3.513 22860 0.067 3.446 -0.394 23.254
1.030 8.132  0.066 0.952 -0.062 8.195
1.229 -12.381 0.0856 1.118 -0.224 -12.157
2.124 -13.957 0.016 2.108 -0.130 -13.827

Tabla 4.2: Caracteristicas fisicas de SB extremo-subextremo en equilibrio

Las masas estan dadas en segundos y los momentos angulares en segundos al cuadrado.

Los valores fisicos de la primera fila de la tabla 4.2, corresponden al conjunto de pardametros
dado por la primera fila de la tabla 4.1 y asi sucesivamente.

Los sistemas anteriores pueden ser interpretados como Sistemas Binarios constituidos por
un objeto extremo y uno subextremo debido a que no existen singularidades entre ellos.

Sin embargo, estos conjuntos de parametros no hacen nulo el parametro NUT dado por
(4.21). Es bien sabido en el ambito de las soluciones exactas, que si una solucién posee
un parametro NUT diferente de cero, entonces no es asintéticamente plana, es decir, las
condiciones dadas por (2.10)) no se se cumplen en los limites z — oo y 2 — —o0.

Por construccion, las funciones métricas cumplen la condicion de planitud asintética en el
limite z — o0, pero no el limite z — —oo. Si se garantiza la anulacién del parametro NUT,
las funciones métricas cumpliran las condiciones en los dos limites para que la métrica sea
asintoticamente plana.

Entonces, se planted resolver un sistema de ecuaciones diferente, en el cual aparece la
ecuacion adicional

Im(e; +e2) =0, (4.21)

que garantiza la planitud asintdtica de la solucion.

Por lo tanto, el sistema de ecuaciones consta ahora de las ecuaciones (4.12)), (4.13), y (4.21).
Para resolver el sistema se necesitan ahora tres incognitas, entonces, se asignaron arbitra-
riamente los valores de 4 de los 7 pardametros libres, y el valor de los tres restantes son la
solucion del sistema de ecuaciones.

La forma de buscar la solucion del sistema de tres ecuaciones fue la misma que con el primer
sistema; se intercambiaron continuamente los 4 parametros arbitrarios y se intentaba solu-
cionar el sistema. Se encontraron diferentes Sistemas Binarios en equilibrio con parametro
NUT igual a cero, un ejemplo es dado por el siguiente conjunto de parametros:
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a1 oy az Re(B) Im(B1) Re(fy) Im(B)

24 -03 -1.1 0.3 6.061 -3.661  2.100

Tabla 4.3: Parametros que equilibran un SB E-S con parametro NUT nulo

Las caracteristicas fisicas dadas por el conjunto de parametros anteriores son

MT JT Ms Me Js Je

5.061 20.418 0.110 4.952 -0.878 21.296

Tabla 4.4: Caracteristicas fisicas de SB E-S en equilibrio con pardmetro NUT nulo

Los parametros de la tabla 4.3 se reemplazaron en las funciones métricas para evaluarlas en
los infinitos, y asi comprobar la validez de la anulacion del pardametro NUT como condicién
para la planitud asintética. Tanto en el limite 2z — oo como en el limite z — —oo se
cumplié f =1, €2? =1, y w = 0, confirmando asf la planitud asintética de la solucién.

4.2 CASO EXTREMO-HIPEREXTREMO

El eje de simetria se divide en las siguientes tres regiones :

z
Region 1 Z >y, o, 03
aq
. z < o
Regién 11 2> g, as
p
9 Q3
—_—_ = - —hﬂ —————
Region 111 z < Qaq, 09,03

Figura 4.2: Regiones del eje de simetria para SB extremo-hiperextremo
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Las regiones se dividen de igual forma que en el caso extremo-subextremo (E-S). Las fun-
ciones métricas w y 7y se anulan nuevamente en la regiéon I y la regién de interés es nuevamente
la regién II (entre los objetos).

Los criterios empleados para deducir las ecuaciones de equilibrio son los mismos que en caso
E-S. En el caso ay = af, se tiene S = Im(BsCy), entonces las ecuaciones de equilibrio son

lim [z~ " Im(Y}Af)] =0. (4.23)

Z— 00

La solucién del sistema de ecuaciones (4.22)-(4.23) se abordé en forma similar al caso ante-
rior, y se comprobaron las soluciones de la misma forma. Ejemplos de conjuntos de parame-
tros que resuelven el problema de equilibrio para un SB E-H son

o Qg as Re(f1) Im(B;) Re(By) Im(Bs)

1.6 031 -031 0.216 1.3 0 0333
1.9 -041 0.4 0 0591  0.202 1.3
2.1 -0.51 0.51  0.366 1.7 0 0.514
3.2 061 -0.61 0.009 0.7 0.3  2.636
3.2 -1.21 121 -0.018 1.3 0.8 2238

Tabla 4.5: Parametros de SB extremo-hiperextremo en equilibrio

Con los valores de los parametros de la tabla 4.5/ se procede a calcular las masas y los
momentos angulares de los objetos.

Para calcular la masa y el momento angular de un objeto hiperextremo se emplean nue-
vamente las férmulas de Tomimatsu [22], pero en este caso, las férmulas son un poco més
complicadas que en el caso de objeto extremo, sin embargo, las siguientes féormulas son ge-
nerales, es decir, la masa y el momento angular de un objeto subextremo también se pueden
calcular con las siguientes férmulas :

Zy 144

M, = i / lim [p(In f),, —wS,, |dz + / lim [p(In f),, —wQ,, |dp (4.24)

P—Po Z—2Zy
0

z—2q

PO
— /lim p(In f),, —wQ,,dp ¢, (4.25)
0
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L7
Jp = —3 / lim [2w — 2pw(In f),, +(p*f 2 + w*)Q,. Jd= (4.26)
p—p0
zd
PO
— / lim [2pw(In f),, +(p*f 72 + w*),, |dp (4.27)
0 u
PO
+ / lim [2pw(In f),. +(p° f 72 + ), 1dp ¢ (4.28)

z—24

0

donde py = [Im(an)| + dp, 24 = Re(ay) — 02, z, = Re(ay) + 0z, y da es un pequeno valor

numérico positivo de la coordenada a.

La masa y el momento angular del objeto extremo se calculan a partir de los valores de la

masa y el momento angular total del sistema mediante las férmulas

Me:MT_Mh>
JezJT_Jh7

donde My y Jp son la masa y el momento angular total del SB.

Las caracteristicas fisicas dadas por los parametros de la tabla 4.5 se encuentran en la

siguiente tabla :

Mrp Jr My, M, Jn J.

1.383 1.794 0.023 1.360 0.031 1.763
1.698 2.220 0.088 1.610 0.237 1.983
1.734 2944 0.010 1.724 0.020 2.924
2891 7.673 0.066 2.825 0.178 7.495
2418 5175 0.052 2.366 0.127 5.048

Tabla 4.6: Parametros fisicos de SB extremo-hiperextremo en equilibrio

Los sistemas anteriores pueden interpretarse como Sistemas Binarios constituidos por un
objeto extremo y uno hiperextremo debido a que no existen singularidades entre ellos.

Al igual que en el caso extremo-subextremo, se intento resolver el sistema de ecuaciones
que incluyera la anulacion del pardmetro NUT, pero en este caso no se encontré solucién

fisicamente importante para este problema, esto es, con masas positivas.



CONCLUSIONES

El método de Sibgatullin permite construir en forma satisfactoria soluciones exactas
de las ecuaciones de Einstein para Sistemas Binarios que incluyen un objeto extremo.

Las ecuaciones de equilibrio de un Sistema Binario se encuentran dadas por requeri-
mientos de buen comportamiento impuestos a la geometria del espacio-tiempo, mas
especificamente, por condiciones de regularidad al eje de simetria del campo.

La condicién de planitud elemental

lime™ =1, limw =0,

p—0 p—0
puede ser interpretada como una condiciéon para que la fuerza resultante entre los
constituyentes del Sistema Binario sea nula, lo cual le da el cardcter de ecuacién de
equilibrio.

Un Sistema Binario extremo-subextremo puede encontrarse en equilibrio debido a la
fuerza de repulsion spin-spin dada por los momentos angulares de los constituyentes.

Existen estados de equilibrio para Sistemas Binarios extremo-subextremo incluyendo
la condicién de planitud asintética para la métrica.

Un Sistema Binario extremo-hiperextremo puede encontrarse en equilibrio debido a la
fuerza de repulsién spin-spin dada por los momentos angulares de los constituyentes.

Los Sistemas Binarios extremo-subextremo en equilibrio encontrados cumplen las rela-
ciones

Me>Msa |‘]€|>|J5|7

donde M., J., M, Js son la masa y el momento angular del objeto extremo y subex-
tremo respectivamente.

Los Sistemas Binarios extremo-hiperextremo en equilibrio encontrados cumplen las
relaciones
M, > M, | Je| > |Jnl,

donde M., J., My, J, son la masa y el momento angular del objeto extremo e hiperex-
tremo respectivamente.



APORTES

El problema de equilibrio en Relatividad General ha sido estudiado desde hace varios anos
para sistemas de varios cuerpos. Para sistemas binarios, el problema habia sido resuel-
to hasta el momento en el caso extremo-extremo, subextremo-subextremo, hiperextremo-
hiperextremo, y subextremo-hiperextremo.

Sin embargo, los estados de equilibrio de los sistemas extremo-subextremo y extremo-
hiperextremo han sido poco estudiados. La construccion de una solucién exacta que re-
presenta el campo gravitacional producido por estos sistemas solo es posible por medio del
método de Sibgatullin [14]. Debido a esto se aumentan las dificultades para estudiar dichos
sistemas binarios, pues es bien sabido que las personas que conocen el funcionamiento del
método de Sibgatullin son muy pocas; esto en comparacién con técnicas como transforma-
ciones HKX o transformaciones de Backlund.

El problema de la bisqueda de estados de equilibrio para estos dos tipos de SB, fue objeto de
estudio en el articulo “Extended multi-soliton solutions of the Einstein field equations. II.
Two comments on the existence of equilibrium states” [19]. En ese trabajo no se tuvo éxito
en la busqueda de equilibrios para sistemas extremo-subextremo y extremo-hiperextremo
en el caso de electrovacio y tampoco en el de vacio.

Hasta este momento se crefa en la llamada conjetura de Bonnor, la cual dice que el equilibrio
en el caso de objeto extremo solo ees posible en el caso de dos objetos extremos; sin embargo,
el resultado obtenido en el presente trabajo demuestra claramente lo contrario.

Se ha encontrado un resultado contundente en cuanto a la posibilidad de encontrar estados
de equilibrio para los dos tipos extremo-subextremo y extremo-hiperextremo en el caso de
vacio, incluyendo planitud asintética en el primero de los dos SB.

El resultado obtenido en el presente trabajo cierra el problema de los estados de equilibrio
para Sistemas Binarios en Relatividad General para el caso de vacio, pues se ha logrado
encontrar equilibrio para los 1inicos dos sistemas cuyos estados de equilibrio eran descono-
cidos.

En un futuro proximo se estudiaran los estados de equilibrio en el caso de electrovacio para
los sistemas extremo-subextremo y extremo-hiperextremo, pues es claro que tal caso no se
tuvo en cuenta en este trabajo.
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