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RESUMEN

TiTULO: FUENTES OVOIDALES EN LA TEORIA GRAVITACIONAL DE EINSTEIN]
AUTOR: JUAN ANDRES GUARIN ROJASA

PALABRAS CLAVE: OVOIDES DE DESCARTES, SINECDOLAS, COORDENADAS OVOIDALES,
ANSATZ METRICO OVOIDAL, SOLUCIONES EXACTAS DE LAS ECUACIONES DE CAMPO DE
EINSTEIN

DESCRIPCION: Los ovoides de Descartes son importantes en la construccién de sistemas 6pti-
cos libres de aberracién esférica y con propiedades interesantes como aplanetismo y estigmatismo
acromatico. Los ovoides ademas pueden verse como una generalizacion natural de la esfera y del
elipsoide prolato. Por esta razén, en este trabajo se plantea la pregunta: 4 pueden los ovoides de Des-
cartes llegar a ser igual de importantes en relatividad general que en éptica? Para responder esta
pregunta, en este trabajo se estudian fuentes con forma ovoidal. Primero se calculan las curvas orto-
gonales a una familia de évalos confocales, a las que se denomina sinécdolas. Con las superficies de
revolucion de estas curvas, se construyen unas coordenadas ortogonales ovoidales. Estas coorde-
nadas pueden usarse para construir un ansatz métrico estacionario y ovoidalmente simétrico a partir
de un procedimiento inspirado en el trabajo de Krasinski. Con este ansatz se encuentran soluciones
exactas a las ecuaciones de campo de Einstein de tipo fluido estatico con presiones aniso6tropas. El
resultado principal de este trabajo es precisamente la introduccion de unas coordenadas ovoidales y
de un ansatz métrico ovoidal, que sirven como marco de trabajo para el estudio de fuentes ovoidales

en relatividad general.

' Trabajo de Grado

2 Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica, Antonio Calixto Gutiérrez Pifieres (Director), Rafael

Angel Torres Amaris (Codirector).
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ABSTRACT

TITLE: OVOID SOURCES IN THE EINSTEIN'S THEORY OF GRAVITYE]
AUTHOR: JUAN ANDRES GUARIN ROJASFL

KEYWORDS: DESCARTES OVOIDS, SYNECDOLAS, OVOID COORDINATES, OVOID METRIC
ANSATZ, EXACT SOLUTIONS TO THE EINSTEIN FIELD EQUATIONS

DESCRIPTION: Descartes ovoids are important in the construction of optical systems free of spheri-
cal aberration and with interesting properties such as aplanatism and achromatic stigmatism. Ovoids
can also be seen as a natural generalization of spheres and the prolate ellipsoids. For this reason, in
this work it is questioned: can Descartes’ ovoids become of equal importance in general relativity as
in optics? To answer this question, in this work ovoid sources are studied. First, curves orthogonal to
a family of confocal ovals, called synecdolas, are calculated. With the surfaces of revolution of these
curves, ovoid orthogonal coordinates are constructed. These coordinates can be used to obtain a
stationary ovoid metric ansatz by a procedue inspired in the work of Krasinski. With this ansatz, exact
solutions to the Einstein field equations of static fluid type with anisotropic pressures are found. The
main result of this work is precisely the introduction of ovoid coordinates and an ovoid metric ansatz,

which serve as a framework for the study of ovoid sources in general relativity.

3 Bachelor Thesis.

4 Faculty of sciences, School of Physics, Antonio Calixto Gutiérrez Pifieres (Director), Rafael Angel

Torres Amaris (Codirector).
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PROLEGOMENOS

Naturaleza e importancia del problema

Los ovoides de Descartes aparecen de manera natural en dptica como superficies
rigurosamente estigméticasE]. Es decir, superficies Opticas capaces de dirigir de ma-
nera exacta todos los rayos de luz provenientes de un punto hacia otro, ya sea por
reflexion o refraccion de la luz. Esta propiedad hace que los ovoides sean utiles para
construir sistemas oOpticos libres de aberracion esfériceﬁ y con propiedades intere-
santes como aplanetismd’] y estigmatismo acromaticofl Los évalos de Descartes,
cuya superficie de revolucion son los ovoides, también aparecen en el estudio de la
polarizacion de la luz. Especificamente, la caracola de Pascal, un caso particular de
ovalo, aparece al estudiar el cambio en la polarizacion de un haz de luz al pasar por
una lamina de cuarto de ondd} Asi, los ovoides de Descartes son de gran utilidad
en dptica.

Desde el punto de vista matematico, los évalos de Descartes son curvas cuarticas

gue tienen como caso particular a las conicas y a las caracolas de Pascal. En si-

5 R.DESCARTES: “La Géométrie”. En: 1637. Cap. Explication de quatre nouveaux genres d’ovales
qui servent a 'optique, pags. 352-357; A. SILVA-LORA y R. TORRES: Explicit Cartesian oval as a
superconic surface for stigmatic imaging optical systems with real or virtual source or image. En:
Proceedings of the Royal Society A: Mathematical, Physical and Engineering Sciences 476.2235
(2020), pag. 20190894. DOI: |10 . 1098/ rspa . 2019 . 0894} J. P. C. SOUTHALL: Aplanatic (or
Cartesian) optical surfaces. En: Journal of the Franklin Institute 193.5 (1922), pags. 609-626.

6 A.SILVA-LORA y R. TORRES: Superconical aplanatic ovoid singlet lenses. En: J. Opt. Soc. Am.
A 37.7 (2020), pags. 1155-1165. DOI:10.1364/J0SAA. 392795,

7 A. SILVA-LORA y R. TORRES: Aplanatism in stigmatic optical systems. En: Optics Letters 45.23
(2020), pags. 6390-6393; A. SILVA-LORA y R. TORRES: Rigorously aplanatic Descartes ovoids.
En: J. Opt. Soc. Am. A 38.8 (2021), pags. 1160-1169. DOI:/10.1364/J0SAA.422809.

8 A. SILVA-LORA y R. TORRES: Achromatic stigmatism: achromatic Cartesian ovoid. En: J. Opt.
Soc. Am. A 39.9 (2022), pags. 1524-1532. DOI:|10.1364/J0SAA.460993!

9 K. SALAZAR-ARIZA y R. TORRES: Trajectories on the Poincaré sphere of polarization states of

a beam passing through a rotating linear retarder. En: Journal of the Optical Society of America
A35.1 (2017), pags. 65-72.
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militud con las cdnicas, los 6valos de Descartes también tienen focos, pero en este
caso tienen treﬂ. Asimismo, los 6valos tienen una ecuacion cartesiana que gene-
raliza la ecuacion de Schwarzschild para las cénicag'’} Se encuentra ademéas que
los dvalos son un caso particular de una familia de curvas, llamadas supercénicasE],
que generalizan a las cdnicas. Por consiguiente, todo lo anterior hace ver a los 6va-
los de Descartes como una generalizacion natural de las conicas, en particular de
la circunferencia y la elipse.

La idea fundamental de este trabajo es que los ovoides de Descartes pueden llegar
a ser igual de importantes en relatividad general que en éptica. En concreto, que
el uso de objetos ovoidales da lugar a modelos fisicamente interesantes. Un hecho
que soporta esta idea es que los ovoides pueden tener una forma parecida a un
huevo o a la superficie de revolucién de un cardioide. Por lo tanto, un objeto ovoidal
debe tener un cuadrupolo de masa distinto de cero. Este tipo de objetos son intere-
santes porque, al ser perturbados, emiten ondas gravitacionaleﬂ. Por otra parte, al
requerir la creacién de unas coordenadas ovoidales, el uso de ovoides en relatividad
general es importante en si mismo porque abre la posibilidad de encontrar nuevas

soluciones exactas a las ecuaciones de campo de Einstein.

0 M. CHASLES: “Apercu historique sur I'origine et le développement des méthodes en géométrie:
particulierement de celles qui se rapportent a la géometrie moderne, suivi d'un mémoire de
géométrie sur deux principes généreaux de la science, la dualité et 'homographie”. En: Mém.
couronnés, Acad. des sci. et belles lett. de Bruxelles. M. Hayez, 1837. Cap. Note XXI: Sur les
ovales de Descartes, ou lignes aplanétiques. Pags. 350-353; B. WILLIAMSON: “An Elementary
Treatise on the Differential Calculus: Containing the Theory of Plane Curves, with Numerous
Examples”. En: Longmans, Green, 1912. Cap. XX On the Cartesian Oval, pags. 375-384.

" SILVA-LORA, A. y TORRES, R.2020c.

2 SILVA-LORA, A. y TORRES, R.|2020b; A. W. GREYNOLDS: “Superconic and subconic surface
descriptions in optical design”. En: International Optical Design Conference. Optica Publishing
Group, 2002, IMA1. DOI:|10.1364/I0DC.2002.IMA1; S. CHO: Explicit superconic curves. En: J.
Opt. Soc. Am. A 33.9 (2016), pags. 1822-1830. DOI:|10.1364/J0SAA.33.001822.

18 C.W. MISNER, K. S. THORNE y J. A. WHEELER: Gravitation. Princeton University Press, 2017.
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Estado general del tema

El tema de este trabajo consiste en modelar objetos con forma ovoidal en relati-
vidad general. Para lograr esto, la teoria requiere que se considere por separado
una solucion interior y otra exterior. Estas dos soluciones deben pegarse a lo largo
de una hipersuperficie tipo tiempo X. En la literatura, se presentan varios tipos de
pegado, como el de Darmoid' y el C®—matching™| EI primero se basa en hacer
coincidir la métrica inducida y la curvatura extrinseca en X, mientras que el otro se
basa en hacer coincidir los valores propios del tensor de Riemann en X.. Estos méto-
dos se han probado con distinto éxito para pegar soluciones de tipo fluido perfecto
esféricamente simétrico con la solucién de Schwarzschild™]

El area de estudio de las soluciones exactas a las ecuaciones de campo de Eins-
tein es muy rico y variado. Hasta la fecha se han encontrado una gran cantidad de
soluciones exactas, entre las que se encuentran: soluciones de fluido esféricamen-

te simétricd'’}, soluciones de fluido axialmente simétrico y estacionario con rotacién

G. DARMOIS: Memorial des sciences mathematique: fascicule XXV: les equations de la gravi-
tation einsteinienne. Gauthier-Villars Paris, 1927; G. DARMOIS: Les équations de la gravitation
einsteinienne. 25. 1927.

5 A. C. GUTIERREZ-PINERES y H. QUEVEDO: C® matching for asymptotically flat spacetimes.
En: Classical and Quantum Gravity 36.13 (2019), pag. 1350083.

16 A.C. GUTIERREZ-PINERES y H. QUEVEDO: Darmois matching and C*® matching. En: Classical
and Quantum Gravity 39.3 (2022), p4g. 035015; A. C. GUTIERREZ-PINERES y H. QUEVEDO:
C?3 Matching Conditions for Anisotropic Fluids. En: International Journal of Theoretical Physics
63.9 (2024), pag. 218.

7 K. SCHWARZSCHILD: Uber das Gravitationsfeld einer Kugel aus inkompressibler Fliissigkeit
nach der Einsteinschen Theorie. En: Sitzungsberichte der kéniglich preuBischen Akademie der
Wissenschaften zu Berlin (1916), pags. 424-434; R. C. TOLMAN: Static solutions of Einstein’s
field equations for spheres of fluid. En: Physical Review 55.4 (1939), pag. 364; H. A. BUCH-
DAHL: Reciprocal static solutions of the equations of the gravitational field. En: Australian Journal
of Physics 9.1 (1956), pags. 13-18; M. CHAISI y S. D. MAHARAJ: Compact anisotropic spheres
with prescribed energy density. En: General relativity and gravitation 37 (2005), pags. 1177-1189.
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rigidd™} y con rotacién diferencial™} soluciones de vaciof”|y soluciones asociados a

objetos con cuadrupolos de maseE]. No obstante, se puede recalcar que no todas

estas soluciones son Utiles para modelar problemas fisicos realistas.

Para hallar soluciones exactas, se parte tipicamente de un ansatz métrico. La forma

especifica de este ansatz dependera del tipo de objeto que se desee modelar. En

la literatura, son bien conocidos los ansatz que se deben usar para modelar objetos

esféricamente simétricos y objetos axialmente simétricos y estacionarioﬂ

Lo mas cercano que hay en la literatura al estudio de objetos ovoidales es el estudio
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axisymmetric perfect-fluid solutions to Einstein’s equations. En: Rotating Objects and Relativistic
Physics: Proceedings of the El Escorial Summer School on Gravitation and General Relativity
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pags. 73-88.
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de objetos elipsoidales oblatos™]| En particular, Krasinski?¥ hace un gran avance al
proponer un ansatz métrico estacionario y con simetria elipsoidal oblata, que tiene a
la métrica de Kerr como caso particular. Posteriormente, varios autores se interesan
por encontrar soluciones exactas a partir de este ansatz métrico elipsoidal oblato.
RacZ®| encuentra soluciones de vacio que coinciden con la solucion de Kerr-NUT,
mientras que Zsigra’® encuentra soluciones de tipo fluido perfecto rotante, ademas
de una solucién de vacio con constante cosmologica.

Se puede decir que el método de Krasinski es intuitivo porque con él no se caracte-
riza de manera invariante el ansatz métrico resultante. Este hecho podria implicar,
en el peor de los casos, que el ansatz métrico de Krasinski es igual a otro ansatz ya
conocido, pero en otras coordenadas. De ahi la necesidad de caracterizar invarian-
temente los ansatz métricos derivados de un método parecido al de Krasinski.
Existen varias maneras de caracterizar invariantemente una métrica en relatividad
general. Una primer manera es mediante vectores de Killing, que aparecen, por
ejemplo, en espaciotiempos con simetria esféricaf’| Estos vectores ademas estan

asociados a un grupo de isometriag®®l Otra manera de caracterizar una métrica es

2 A, KRASINSKI: Ellipsoidal space-times, sources for the Kerr metric. En: Annals of Physics 112.1

(1978), pags. 22-40. DOI: https://doi.org/10.1016/0003-4916(78)90079-9; |. RACZ: Note
on stationary-axisymmetric vacuum spacetimes with inside ellipsoidal symmetry. En: Classical
and Quantum Gravity 9.8 (1992), pag. L93. DOI: [10.1088/0264-9381/9/8/004; J. ZSIGRAI:
Ellipsoidal shapes in general relativity: general definitions and an application. En: Classical and
Quantum Gravity 20.13 (2003), pag. 2855. DOI:|10.1088/0264-9381/20/13/330.

24 KRASINSKI, A.|1978.

25 RACZ, I./1992.

26 ZSIGRAI, J.[2003.

27 STEPHANI, H. et al. 2003!

28 R. M. WALD: General Relativity. University of Chicago Press, 2010.
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mediante colineaciones de Riccf®, que se han encontrado en métricas conocidas
como la de Robertson-Walker™®, la de Syngef']y las de Bianchi®? Enf®|se hace un
estudio detallado de estas y de otras colineaciones. Otros invariantes que pueden
ser utiles son los tensores de Killing. Estos se han encontrado, por ejemplo, en la
métrica de Kerf®]

En estrecha relacion con lo anterior estan los sistemas de coordenadas, dado que
por cada simetria deberian haber unas coordenadas que se adapten mejor a ella.
Esto hace importante el estudio de sistemas de coordenadas. Enf?|se hace una re-
vision de 40 sistemas de coordenadas ortogonales. Algunos de estos hacen uso de
curvas cuarticas como cardioides, 6valos de Cassini y cicloides, ademas de superfi-
cies cuarticas como toroides. Sin embargo, ninguno de ellos hace uso de 6valos de
Descartes.

Por ende, surge la necesidad de considerar métodos de construccion de sistemas

de coordenadas ortogonales. Erﬁ‘;], Moon y Spencer presentan dos metodologias

29 G. H. KATZIN, J. LEVINE y W. R. DAVIS: Curvature Collineations: A Fundamental Symmetry
Property of the Space-Times of General Relativity Defined by the Vanishing Lie Derivative of the
Riemann Curvature Tensor. En: Journal of Mathematical Physics 10.4 (1969), pags. 617-629.
DOI:[10.1063/1.1664886.

30 The Robertson-Walker metric and the symmetries belong to the family of contracted Ricci colli-
neations. En: General Relativity and Gravitation 8.9 (1977), pags. 731-736.

31 K. P. SINGH y D. N. SHARMA: Ricci and Maxwell collineations in a null electromagnetic field. En:
Journal of Physics A: Mathematical and General 8.12 (1975), pag. 1875.

32 |, YAVUZ y U. CAMCI: Ricci collineations of the Bianchi type I, VIII, and IX space-times. En: Ge-
neral Relativity and Gravitation 28.6 (1996), pags. 691-700; U. CAMCI et al.: Ricci collineations of
the Bianchi types | and Ill, and Kantoeski-Sachs spacetimes. En: International Journal of Modern
Physics D 10.05 (2001), pags. 751-765. DOI:/10.1142/50218271801001219.

33 G. H. KATZIN y J. LEVINE: “Applications of Lie derivatives to symmetries, geodesic mappings,
and first integrals in Riemannian spaces”. En: Colloquium Mathematicum. Vol. 1. 26. 1972,
pags. 21-38.

34 WALD, R. M.[2010L

35 P.H.MOON Yy D. E. SPENCER: Field Theory Handbook: Including Coordinate Systems, Differen-
tial Equations, and Their Solutions. John T. Zubal, 1988.

36 Ibid.
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principales. La primera consiste en tomar dos familias de curvas que se intersecan
ortogonalmente. Las nuevas coordenadas ¢; y ¢» se definen de modo que los ele-
mentos de estas familias sean curvas ¢;—constante. A partir de ¢; y ¢» se deducen
unas coordenadas rotacionales o cilindricas. Este método fue usado particularmente
por LaméP’]y Darboux®| para construir sistemas de coordenadas a partir de 6valos
de Cassini y cicloides. La segunda metodologia consiste en considerar un mapeo
conforme, ya sea en el plano o en el espacio. A partir de este, se infieren las rela-
ciones entre las coordenadas cartesianas y las nuevas coordenadas. Estos mapeos
pueden ser inversiones respecto a un circulo, como er’@ o transformaciones con-

formes en el plano complejo, como enf*]

Propdsito y organizacion del trabajo

El propédsito de este trabajo es modelar fuentes ovoidales en relatividad general
mediante soluciones exactas. Para conseguir esto, se construyen unas coordenadas
ortogonales ovoidales y se construye un ansatz métrico con simetria ovoidal. Estos
dos resultados principales se disponen en dos partes distintas. En la parte | se
estudia lo necesario para construir las coordenadas ovoidales. Asi, en esta parte se

estudian los évalos de Descartes, las sinécdolas y las coordenadas ovoidales. En la

87 G. LAME: Legons sur les coordonnées curvilignes et leurs diverses applications. Mallet-Bachelier,

1859.

38 G. DARBOUX: Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques, 2e édit. En:
Hermann, Paris (1899).

39 G. DARBOUX: “Lecons sur les systemes orthogonaux et les coordonnées curvilignes”. En:
Gauthier-Villars, 1910. Cap. Recherche des systemes isothermes et d’autres systemes qui se
présentent dans la théorie de la chaleur, pag. 277; D. M. WRINCH: CIX. Some problems con-
cerned with inverted prolate spheroids. En: The London, Edinburgh, and Dublin Philosophical
Magazine and Journal of Science 14.95 (1932), pags. 1061-1070; E. WEBER: “Electromagnetic
Fields. Theory and applications”. En: vol. 1. Wiley, 1950. Cap. Three-dimensional analytic solu-
tions, pags. 503-509.

40 P MOON y D. E. SPENCER: Cylindrical and rotational coordinate systems. En: Journal of the
Franklin Institute 252.4 (1951), pags. 327-344; P. MOON y D. E. SPENCER: Some coordina-
te systems associated with elliptic functions. En: Journal of the Franklin Institute 255.6 (1953),
pags. 531-543.

21



parte Il, por su lado, se estudia el uso de estas coordenadas para modelar objetos
ovoidales en relatividad general. Para esto, en esta parte se construye un ansatz
meétrico ovoidal y, a partir de él, se encuentran soluciones exactas a las ecuaciones
de campo de Einstein de tipo fluido anisétropo.

Asi, en el capitulo [1| se hace una revision sobre algunas propiedades interesantes
de los ovoides de Descartes. Entre estos, se encuentra un procedimiento algebrai-
co para encontrar la posicion del tercer foco, una demostracion de la condicion de
existencia del évalo de Descartes y una caracterizacion de la parametrizacion del
ovalo en términos de una coordenada radial . Los resultados de este capitulo son
conocidos en parte o totalmente en la literatura.

En el capitulo , se introducen las nuevas curvas denominadas sinécdolas. Estas
se encuentran como la solucién de una ecuacion diferencial ordinaria reducible a
exacta. Para caracterizar estas curvas, se encuentran sus ecuaciones paramétricas
y unos casos particulares donde su ecuacién cartesiana se puede reescribir como
una ecuacion algebraica. Se encuentra ademas la ecuacion de la asintota que tienen
las sinécdolas.

Luego, en el capitulo [3| se crea el sistema de coordenadas ovoidales y su version
bidimensional, el sistema de coordenadas ovaladas. Se encuentran las relaciones
que describen a las coordenadas cartesianas en términos de las ovoidales. Luego,
se calcula el elemento de linea en las nuevas coordenadas y, con este, se explora la
posibilidad de resolver la ecuacion de Laplace en coordenadas ovoidales mediante
el método de separacion de variables.

Posteriormente, en el capitulo 4, se propone un ansatz métrico estacionario y ovoi-
dalmente simétrico con base en el método de Krasinski*'| Esto se hace a partir
de la métrica sobre una familia de ovoides confocales. Con este ansatz ovoidal, se
encuentra ademas la solucion mas general de la ecuacion de Killing.

Por Ultimo, en el capitulo [5] se encuentran soluciones exactas a las ecuaciones

de campo de Einstein de tipo fluido estatico y anisétropo. Se buscan las condiciones

41 KRASINSKI, A.|[1978!
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sobre las funciones y constantes libres para que las soluciones cumplan la condicion
de energia débil y la condicion de energia fuerte. Como parte final, se presentan las

conclusiones principales del trabajo.
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PARTE I:

LA GEOMETRIA DEL OVALO DE
DESCARTES



1. EL OVALO DE DESCARTES

En este capitulo se hace una descripcidon detallada del 6valo de Descartes. Es-
to incluye una serie de resultados interesantes como su conexidén con la Optica, la
existencia de un tercer foco y su construccion a partir de la interseccion entre dos
conos de ejes paralelos, entre otros. Primero, en la seccion se presentan a los
ovoides de Descartes como superficies Opticas rigurosamente estigmaticas. En la
seccion [1.2)se presenta la definicion del évalo de Descartes, asi como su ecuacion
en unas coordenadas cartesianas. Luego, en la seccién se describen dos pa-
rametrizaciones del 6valo, una con respecto a un angulo y otra con respecto a una
coordenada radial. Con estas parametrizaciones, es posible determinar la posicién
relativa de los vértices respecto a uno de los focos. Esto se hace en la seccion|1.4]
Después de esto, en la seccién [1.5, se presenta un método algebraico para deter-
minar la posicion del tercer foco del évalo de Descartes. Este método algebraico
es similar al presentado por Johnson? y difiere de los métodos geométricos pre-
sentados por Chasleg™|y Williamson*¥| Por ultimo, en la seccién se presenta la

condicién sobre el valor de u para que el 6valo exista.

1.1. Superficies opticas rigurosamente estigmaticas

En La Géométrie, Descartes se interesa por estudiar unos 6valos con unas propie-
dades utiles para la épticaﬁ]. Estos évalos que llevan su nombre permiten resolver
un problema de la dptica geométrica que se conoce hoy en dia como el problema

del estigmatismo riguroso. Este consiste en encontrar la superficie 6ptica que sea

42 J. M. WOOLSEY: Bipolar Equations-Cartesian Ovals. En: The Analyst (1875), pags. 106-115.
43 CHASLES, M. |1837.
44 WILLIAMSON, B.|[1912,

4 DESCARTES, R.[1637.
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capaz de dirigir todos los rayos de luz de un punto a otro de manera exacta, ya sea
por medio de reflexion o refraccion™]
Como se dijo antes, la solucion de este problema consiste en usar ovoides de Des-

cartes. Para llegar a esta conclusion se puede partir del principio de Fermat[f]

Principio de Fermat. La trayectoria que sigue un rayo de luz para ir de un punto a

otro es una curva que extrema la longitud de camino dptico.

La de longitud de camino éptico se define como la funcional L(~) := f7 nds, siendo
v : I C R — R3 una curva, ds el diferencial de longitud de dicha curva 'y n = n(r)
un campo escalar igual al indice de refraccion del medio en cada punto del espacio.
Un extremal de L se define como una curva ~, tal que la variacion §L(~,) es cero@.
Formalmente, esto implica que L(v, + h) — L(y) = 0+ O(h?), para una variacion
h pequena. Dado que L(v)/c es el tiempo que le toma al rayo de luz en recorrer
v, este principio se interpreta como que la luz sigue una trayectoria que extrema el
tiempo.

Dados dos puntos fijos, el principio de Fermat nos ayuda a conocer el camino que
toma un rayo de luz para ir de un punto al otro. Para hacerlo solo hace falta cal-
cular los extremales de L. Este calculo depende completamente de la naturaleza
del medio circundante a los puntos. Por ejemplo, en un medio homogéneo, con n(r)
constante, la luz recorre la trayectoria con menor distancia geométrica, es decir, la
linea recta.

Un hecho interesante ocurre cuando todas las trayectorias posibles para ir de un
punto a otro tienen igual longitud de camino 6ptico, L(v) = cte. En dicho caso, todas

estas trayectorias son extremales de L de manera trivial, §L(v) = 0. Esto da lugar

46 SILVA-LORA, A. y TORRES, R.[2020b} SILVA-LORA, A. y TORRES, R.[2020c.

47 D. GOODMAN: “Handbook of Optics: Volume | - Geometrical and Physical Optics, Polarized Light,
Components and Instruments”. En: ed. por Michael BASS. 3rd ed. McGraw-Hill Professional, 210.
Cap. 1. General Principles of Geometric Optics.

48 V. 1. ARNOLD, A. WEINSTEIN y K. VOGTMANN: Mathematical Methods Of Classical Mechanics.
2nd. Graduate Texts in Mathematics. Springer, 1989.
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Figura 1. La luz va de A a A’ por cualquiera de los rayos de luz mostrados en la
figura. En esta misma se muestra un corte transversal del elipsoide prolato, S,
mediante un plano que pasa por sus focos Ay A'.

a preguntarse ¢jentonces, cual trayectoria sigue la luz? La respuesta es que la luz
puede seguir cualquiera de ellas. Considere por ejemplo el caso de la reflexién de
la luz en una superficie elipsoidal prolata (cf. figura[f).

De este modo, imponer la condicion L(+) = cte para todas las trayectorias posibles
de A a A’ a través de una superficie S es condicion suficiente para que todos los
rayos de luz que nacen de A sean dirigidos a A’ mediante la reflexion o refraccidn
en S. Con esto en cuenta, es posible resolver el problema del estigmatismo riguro-
so. Para lo cual, considere dos medios con indices de refraccién constantes n y n’
separados por una superficie ptica refractiva S (cf. figura[2). Considere ademas un
punto I en S'y dos puntos Ay A’, uno a cada lado de S. Llamando r = ATy v/ = TA’
a las distancias al punto I, se tiene que la longitud de camino éptico del rayo de luz
que vade A a A’ pasando por I es La;. = nr +n'r’. Asi, la condiciéon de que todos

los rayos que vayan de A a A’ sean extremales de L es que
q
nr+n'r =c, (1)

siendo ¢ una constante. De este modo, al ser extremales, todos los rayos de luz que

nacen de A son dirigidos a A’ al refractarse en S. El lugar geométrico de puntos
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Figura 2. Una superficie S separa dos medios homogéneos con indices de
refraccion n y n’. Al ser homogéneos, la luz sigue una trayectoria recta en cada uno.

definido por la ecuacion|(1)| es la superficie conocida como ovoide de Descarteg™}

En anos recientes se ha visto la utilidad de los ovoides de Descartes para resolver
otros problemas en la 6ptica geométrica. Eﬂ, Silva-Lora y Torres usan una serie
de superficies ovoidales, que separan medios con diferentes indices de refraccion,
para obtener un sistema 6ptico aplanético. Estos sistemas son interesantes porque
en ellos la condicion de estigmatismo riguroso no solo se cumple para un punto A,
si no que, también se cumple para puntos en un plano perpendicular al eje 6ptico
que pasa por A. Esto permite formar imagenes extendidas (no puntuales) para ob-
jetos sobre dicho plano. Por su parte, erE], estos mismos autores usan superficies
ovoidales para construir un sistema sin aberraciones cromaticas, es decir, donde los
rayos de luz son dirigidos de un punto a otro independientemente de su longitud de
onda. Como es sabido, el indice de refraccion depende de la longitud de onda. Por
lo que, en general, una superficie ovoidal solo dirige de manera exacta los rayos de
luz de cierta longitud de onda. Silva-Lora y Torres mostraron que es posible corregir

esto usando una serie de superficies ovoidales. Por ultimo, se han hecho intentos de

49 WILLIAMSON, B.|[1912; DESCARTES, R.|1637; SILVA-LORA, A. y TORRES, R.[2020b; SILVA-
LORA, A.y TORRES, R.[2020c.

%0 SILVA-LORA, A. y TORRES, R.2020a; SILVA-LORA, A. y TORRES, R. 2021,

51 SILVA-LORA, A.y TORRES, R. 2022,
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generalizar las superficies ovoidales a superficies superconicas®™ en las cuales los
ovoides de Descartes y las superficies conicas son casos particulares. Esto quiere
decir que incluso se ha planteado la posibilidad de ir mas alla de los ovoides de

Descartes para construir sistemas 6pticos formadores de imagenes.

1.2. Definicion del dvalo de Descartes

Tomando como inspiracién la ecuacion se define al ovoide de Descartes como

el lugar geométrico de puntos en el espacio que satisface la ecuacion™]
br +ar' = u,

siendo a, b y u constantes, y siendo r y ' las distancias de un punto sobre el ovoide
a dos puntos fijos F'y F’, llamados focos, respectivamente. Sin perdida de generali-

dad, se pueden redefinir las constantes y escribir la ecuacion del ovoide como
r+ar’ =u, (2)

siendo a y u constantes.

Si se denomina a r + ar’ como una suma ponderada de r y ’/, entonces el ovoide
de Descartes puede definirse como el lugar geométrico de puntos tales que la suma
ponderada de sus distancias a dos puntos fijos es constante. En el caso en que la
constante de ponderacion a es cero, el ovoide se convierte en una esfera de radio u
centrada en F. Al elegira = 1y a = —1 se obtienen elipsoides prolatos y mantos de
hiperboloides de doble hoja de revolucién, respectivamente. Adicionalmente, cuando
se restringe el lugar geométrico a estar sobre un plano que contiene los focos, se

obtiene la curva llamada évalo de Descartes. Por construccion, las superficies de

52 GREYNOLDS, A. W.2002; CHO, S.2016!
53 WILLIAMSON, B.|1912; A. QUETELET: “Correspondance mathématique et physique”. En: vol. 5.

M. Hayez, Imprimeur de LAcadémie Royale, 1829. Cap. Sur les lignes dirimantes a deux foyers
conjugués, pags. 109-116.
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revolucién de estas curvas son ovoides de Descartes.
Considere ahora un sistema de coordenadas cartesianas con origen en el foco F'y
con el eje x igual a la recta que une los focos. Si se restringen las distancias de la

ecuacion|(2)|a estar sobre el plano =y, se obtiene
22+ 2 +av/ (v — 1)+ y?=u, (3)

que es una ecuacion del 6valo y donde 7 € R es la posicidn relativa entre los focos.
En las figuras [3] y 4| se grafican algunos 6valos y fragmentos de dvalos a partir de
esta ecuacion. Para lo cual, se fijan unos valores de a y 7 y se varia el valor de w.
De la figura[3| se observa que el foco F' siempre esta al interior del 6valo sin importar
el valor de u. Se observa ademas que, al fijar el valor de «, el tamano del évalo
aumenta al aumentar el valor de u. En los casos a = —2/3y a = —1/3, el dvalo
empieza como una figura redondeada y, al aumentar el valor de u, se deforma en
una curva parecida a un cardiode. Aunque no se logra apreciar bien, al aumentar
aun mas el valor de u, el évalo vuelve a redondearse y se convierte en un circulo
en el caso limite en que © — oo. En los casos a = 1/3y a = 2/3 ocurre algo
parecido. Al inicio, el 6valo es redondeado, luego se convierte en una curva parecida
al ciclo interior de una caracola de Pascal y, al final, se redondea nuevamente hasta
convertirse en un circulo en el limite u — oco. Asimismo, se observa que al aumentar
el valor de a, con u fijo, el 6valo se deforma y se reduce en tamano. En esta figura
se observan también unos 6valos con un pico, donde la curva no es suave. Mas
adelante, se vera que este dvalo es el ciclo interior o exterior de una caracola de
Pascal y que su pico siempre se forma sobre uno de los focos.

Por su lado, en la figura[4], se observan caracteristicas similares. En este caso, es el
foco F’ el que siempre esta al interior del évalo, sin importar el valor de «. Al igual
que antes, el 6valo aumenta su tamano al aumentar el valor de «, pero solo en los
casos a = 2y a = 3. En los otros casos, donde a« = —1.3y a = —1.5, el 6valo
aumenta de tamano al reducir el valor de u. Por su parte, al aumentar su tamano,

el évalo cambia su forma de manera similar que antes. En los casos donde a > 0,
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Figura 3. Ovalos de Descartes con |a| < 1. El punto rojo denota al foco £ con
coordenadas (0,0). Se ha usado 7 = 1 y se han usado valores de u uniformemente
espaciados de paso 0.25. Se han coloreado de distinta forma a algunos 6valos
para observar cémo cambian al fijar el valor de « y variar el de a.

el 6valo inicia como una curva redondeada, luego se convierte en el ciclo interior de
una caracola de Pascal y, luego, se redondea nuevamente hasta transformarse en
circulo en el limite u — oo. Asimismo, en los casos donde a < 0, el 6valo inicia como
una curva redondeada, pasa a ser una curva tipo cardiode vy, al final, se redondea
nuevamente hasta convertirse en un circulo en el limite © — —oo. Por su parte, al
fijar el valor de u, el évalo reduce su tamano al aumentar el valor de |a|. Por ultimo,
al igual que antes, los 6valos con un pico corresponden a un fragmento de una

caracola de Pascal, con el pico formandose precisamente en el foco F.

0.0

-0.5

1 =1.0

-1.0 05

Figura 4. Ovalos de Descartes con |a| > 1. El punto rojo denota al foco £’ con
coordenadas (7,0), con 7 = 1. Se han usado valores uniformemente espacios de u
de paso 0.7. Se han coloreado en rojo y verde a algunos évalos para observar
como cambian al variar el valor de a.

Los 6valos de estas figuras cumplen también dos propiedades interesantes. Al variar

el valor de u y fijar los valores de a y 7, se obtienen évalos que no se intersecan
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entre si y que cubren todo el plano zy. Esto quiere decir que, por cada punto de este
plano, pasa un y solo un évalo de Descartes. Este hecho hace que estas familias de
Ovalos sean utiles para construir un sistema de coordenadas. Asi, mas adelante, en
el capitulo (3} estos dvalos seran tomados como curvas coordenadas. Para lo cual, a
y 7 se fijaran como constantes y u se tomara como una de las nuevas coordenadas

ovaladas.

1.3. Parametrizaciones del dvalo de Descartes

Las ecuaciones paramétricas de una curva son de utilidad para encontrar propie-
dades de esta y para graficarla con precision en un programa computacional. En la
literatura hay varios trabajos donde se parametriza el évalo de Descartes respecto
al angulo ¢ de las coordenadas polares™| Enf®| esta parametrizacion se encuentra
a partir de la ecuacion cuartica del dvalo de Descartes, mientras que en™| se hace
a partir de la ecuaciodn bipolar del 6valo. En esta seccion se ilustrara esta parame-
trizacion respecto a 6 a partir de la ecuacioén bipolar del évalo [(2), asi como una

parametrizacion adicional respecto a una coordenada radial.

1.3.1. Parametrizacion del 6valo en términos de una coordenada angular La
ecuacion del 6valo de Descartes |(3) escrita en un sistema de coordenadas polares

es

r+avVr?+712—2rrcosf =u, (4)

donde el eje = esta sobre el eje focal de la curva (cf. figura[5) y donde 7 es la coor-
denada x del foco F’. Esta ecuacidn constituye una ligadura entre las coordenadas

polares, permitiendo expresar una en términos de la otra. Para encontrar la depen-

54 SILVA-LORA, A.y TORRES, R.2020b; SOUTHALL, J. P. C.|1922; R. T. FAROUKI: The Cartesian
ovals. En: The Mathematical Intelligencer 44.4 (2022), pags. 343-353.

%  SILVA-LORA, A. y TORRES, R.2020b,

%  SOUTHALL, J. P. C.|1922; FAROUKI, R. T.|[2022!
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Figura 5. Sistema de coordenadas usado para escribir la ecuacion cartesiana del
6valo de Descartes|(3)]y definiciones de angulos, distancias y puntos. La cantidad
7 se toma positiva cuando F” esta a la derecha de F'y negativa en caso contrario.

dencia funcional de r con respecto a ¢ se reescribe la ecuacidn|(4) como

avVr:+712—2rrcos =u—r. (5)
Elevando al cuadrado y reorganizando términos se obtiene
(a® — 1)r* + 2(u — a®1 cos O)r — u* + a’7* = 0, (6)

gue es una ecuacién cuadratica para r cuyas soluciones son

a1 cosf — u £ av/u2 + 72 — 2ur cosf — a272sin2 0
Ty = : (7)

a?—1

Las ecuaciones paramétricas se obtienen al reemplazar esta expresion de r en las
ecuaciones x = rcosfy y = rsenf.

Al graficar, se encuentra que para ambos signos de la ecuacion se obtiene un
6valo de Descartes (cf. figura[6). En el caso |a| < 1, al graficar para varios valores
de u, se encuentra que la curva r = r, () corresponde al 6valo r + ar’ = u siem-
pre y cuando u satisfaga la condicion de existencia del 6valo de Descartes, que se
vera mas adelante en la seccién [1.6] (cf. cuadro [1). Por su lado, la curva r = r_(6)
representa al 6valo » — ar’ = u 0 al évalo r + ar’ = —u al imponer que u satisface la

condicion de existencia del 6valo de Descartes. En general, para cualesquiera valo-
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res de u, a 'y T, con |a| < 1, se encuentra que tanto r, (¢) como r_(#) corresponden
a alguno de los 6valos dados por la ecuacion r + ar’ = +u.

La parametrizacion dada por la ecuacion |(7)| es bastante util cuando el foco F' esta
al interior del 6valo, pues, en este caso, por cada angulo 6 hay un solo valor ». Como
se menciono antes, F' siempre esté al interior del 6valo cuando |a| < 1, pues en este
caso el évalo converge al punto F' al disminuir el valor de u. En caso contrario, se
encontraba que era F’ el foco que siempre estaba al interior del évalo.

Asi, en el caso |a| > 1 se podria considerar el angulo ¢ formado en el foco F’ en
lugar de 6 (cf. figura [5). Para lo cual se deberia usar ademas ' en lugar de r. En
caso tal, se tendrian las ecuaciones paramétricas x = 7 + 1’ cos¢p y y = r'sing, y la

ecuacion para r’
(a*> = 1)1 —2(rcosp+au)r' —° +u* =0, (8)

cuya solucién es

. Tcos+ au £ u? + a?1? + 2aut cos ¢ — T2 sin’ ¢

De manera similar que antes, al graficar, se observa que la solucién ' = 1’ (¢) da
lugar al évalo r + ar’ = u si a > 0, mientras que la solucion " = 7+’ (¢) da lugar
al 6valo r + ar’ = u si a < 0. Lo anterior ocurre siempre y cuando u satisfaga la
condicién de existencia del 6valo de Descartes presente en el cuadro[1] En general,
para cualesquiera valores de u, a 'y 7, con |a| > 1, se tiene que tanto 1’ (¢) como

r’_(¢) corresponden a uno de los évalos dados por la ecuacion r + ar’ = tu.

1.3.2. Parametrizacion del 6valo en términos de una coordenada radial Da-
do el inconveniente que resulta en la parametrizacion angular cuando |a| pasa de
sSer menor que uno a mayor que uno, es conveniente averiguar si existe una para-
metrizacién alternativa a la dada por las ecuaciones [(7) y[(9)l La idea es que, si en
lugar de despejar a r, se despeja cos 6 de la ecuacion [(6), entonces se obtienen unas

ecuaciones parameétricas x = z(r) y y = y(r). Una ventaja inmediata de hacer esto
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Figura 6. Ovalos parametrizados con el angulo ¢ € (—, 7] de las coordenadas
polares. Las curvas se grafican a partir de la ecuacion|(7)con a = 0.4, u =25y
7 =2.4. Lacurvar = r, () dalugar al 6valo r + ar’ = u, mientras que la otra da
lugar al évalo r — ar’ = u.

es que la solucion para cos 6 si es Unica, en lugar de la de r, que son dos.
Asi, al despejar cos 6 de la ecuacién [(6)| se obtiene

a?(r* +7%) — (r —u)? .

2a2TT

(10)

cosf =

De la cual se obtienen las ecuaciones paramétricas

a*(r +7%) — (r —u)?

2a%T

y(r) = :I:\/TZ _ (a®(r2+72)— (r — u)2)2 (12

v(r) = : (11)

datT? ’
donde en esta Ultima ecuacion se toma el signo + para la parte superior de la curva
(eny > 0) y el signo — para la parte inferior (en y < 0).
Al graficar se encuentra que esta parametrizacion no presenta problemas para ningin
valor de a, u 0 7 con a # 0. Siempre es posible encontrar un intervalo de r en donde
se obtiene toda la grafica del 6valo de Descartes. Si se considera que u satisface

la condicién de existencia del évalo de Descartes (cf. cuadro [1), se encuentra que

35



dicho intervalo de r va acorde con

re

/o

u — alt| a|t| + u]

Lasign (a(u—alr|))+1" a+1 |

[a|7| + usign(u — |7|) —a|7| + u]

[—alT| +u a|r| 4+ usign(u — |7])]

a+sign(u—|7]) 7 a+1

a+1 7 a+sign(u— |7

2 72

[—|7|+u |7|+ u}

|7l +u >
700 Y
2

\ L

Si |a| > 1;

Si —1<a<0;

si0<a<l;
Sia=1,
Sia=—1.

donde sign(z) = z/|z| es la funcién signo. Para mas detalles vaya al apéndice [Al

1.4. Posiciones relativas de los vértices del ovalo de Descartes

Considere a 6 y n como las coordenadas en x de los vértices V; y V5 del 6valo de

Descartes, respectivamente (cf. figura[7). Por definicién V; va a la derecha de V;. Pa-

ra hallar estas posiciones es posible usar las ecuaciones[(7)]y [(9) que parametrizan

al 6valo.

Figura 7. Definiciones de las vértices del dvalo de Descartes. Sus posiciones

!

VIQ n

TV2

X

relativas se definen como 0 y . Se toma ¢ como positivo si V; esta a la derecha de
F', y negativo si lo contrario. Lo mismo para 7.

En el caso |a| < 1 se debe usar » = r, (), dado que esta ecuacion es la que da
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lugar al évalo r + ar’ = . Al considerar n = r,.(0) y 6 = r,(7) cos ™ se obtiene

u — a’t — alt — ul

1 —a? ’

n= (14)

u+ a*t — alT + ul

5=
1 —a?

(15)

Por su parte, en el caso |a| > 1 se debe usar ' = 1" (¢) cuando a > 0y r' = 7/, (¢)
cuando a < 0. En este caso se consideran =7+ 1 (0) y § = 7+ /(7)) cos 7. Asi, al
realizar los calculos se encuentra qu

a(u+ at) — Ju + ar|sign(a)

n= : (16)

a?—1

—a(u — at) + |u — at|sign(a)
a?—1 ’

(5:

(17)

donde la funcion sign(x) se define igual que antes como z/|x|. Como el origen del
sistema de coordenadas esta en el foco F, las ecuaciones nos dan las

posiciones relativas de los focos respecto a F.

1.5. El ovalo de Descartes como una curva de tres focos

Chasles, M"| es el primero en encontrar que el 6valo de Descartes puede descri-
birse como lugar geométrico con respecto a un tercer foco. Es decir, que al tomar el
ovalo como lugar geométricos de puntos cuya distancia ponderada a dos focos es
constante, es posible encontrar un tercer punto para el cual la suma de distancias
ponderadas también es constante. Si consideramos que »” es la distancia de un
punto del 6valo a un tercer foco F”, como en la figura[8}, entonces un évalo dado por
r+ar’ = u también puede describirse mediante ecuaciones de la forma ' +ar” =

yr+ A" = o, con a, 5, Ay o constantes que dependen de a, u y 7. Asi, un mis-

57 CHASLES, M.|1837.
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mo 6valo puede describirse mediante tres ecuaciones bipolares. En®¥ y¥ se hacen
uso de construcciones geomeétricas para demostrar la existencia de este tercer foco.

Aqui se hace un procedimiento algebraico que recupera lo presentado erF_GL

Yy M
r /!
0 T
> X
F F’ "
\_T/ £ =

Figura 8. El 6valo de Descartes con sus tres focos F', I’y F”. Con estos y con un
punto conocido M sobre la curva es posible encontrar los valores de a y u para
reconstruir la curva.

Para empezar, se reescribe la ecuacion polar del évalo de Descartes |(4) como
a’ (7’2+T2—2TTC089) = (u—r1)%. (18)

Ahora, considere el punto F” con coordenadas (7 + ¢,0), donde ¢ € R (cf. figura [g).

A partir de la ley del coseno se tiene que

=124 (E+7)2 = 2r(E 4 T) cosh. (19)

De esta ecuacion se despeja cos 'y se reemplaza en en la ecuacion [(18)] Con ello,

se obtiene .
//2+ 2_|_ 2_|_ 2 s _ + 2
e (T1+T§)T Cx ey, (20)

%8 WILLIAMSON, B.|[1912.
% CHASLES, M. 1837.

60 WOOLSEY, J. M.|1875!
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Ahora, al pasar los términos con r al lado derecho y al completar el binomio al

cuadrado, la ecuacién anterior queda como

2
s Y (S (R

£ a2e _ %
1+T THE T+E T+€

Al dejar en el lado izquierdo a este binomio cuadrado y al término que contiene

se tiene
2
a’r’? . a’¢ u o, u? T2+l —(E+ 1), 55
1+ U rreg)\ o) T T e 14 £ “- 22
T T THE T

De esta ecuacion se observa que, en general, la dependencia funcional de »” con r

es de la forma r” = \/a + 32(r — )2, con «, By v constantes. Con lo cual, un punto
arbitrario /" no da lugar a una ecuacion analoga a la del évalo de Descartes. Solo
para unas posiciones especificas de F” se deberia obtener o = 0y, por ende, una

dependencia lineal de la forma " = £4(r — «). Asi, al imponer

2 2 _ 2
S 2 IR () 2=0. (23)
1- 25 1+5

se encuentran dos soluciones para £ que son

=0, (24a)

ul — 72

CCumar

(24b)

La primera de ellas corresponde al caso trivial en que F” = F'y r” = r'. De hecho,
al evaluarla en la ecuacion |(22), se obtiene a*"* = (u — r)?, que es consistente con
la ecuacion [(18)] Por su lado, al evaluar la segunda solucién en la ecuacion se

llega a

—_ q2)+2 201 _ 42 2 2 2\ 2
(1 a)TCLQT,,Q_u(l a)(r_u CLT) o, (25)

u? — a?7? u? — a’7? u(l —a?)
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de la que se desprenden dos ecuaciones, que quedan como

ar"i%r:ﬂ:(T—l—é), (26)

donde ¢ esta dado por la ecuacion |(24b)|y 7 + & = % es la posicion en z del

tercer foco. A su vez, al reemplazar » = u — ar’ en la ecuacién se obtiene
" u r
" F —r' = +a€. (27)
T

Con lo cual, las ecuaciones y son las ecuaciones adicionales del 6valo
de Descartes que se estaban buscando. Estos resultados son consistentes con los
presentados erf]

A partir de la ecuacion se puede extraer ademas una conclusion interesante.

Al despejar u de esta ecuacion como

uw=+Eér(1 —a2) + 72, (28)

y al reemplazarla en la ecuacién[(2)] se obtiene

r+ar’ = +/6r(1 —a?) + 2. (29)

Con lo cual, el 6valo de Descartes queda determinado completamente por las posi-
ciones relativas de sus focos, 7 y £, mas un parametro extra, a, que puede encon-
trarse al conocer un punto sobre el 6valo. Asi, a diferencia de la elipse, que requiere
de dos focos y de un punto sobre la curva para construirse, el évalo de Descartes
requiere de tres focos y de un punto sobre la curva. Esto da un argumento adicional
para denominar a F”” como un tercer foco.

Por su parte, al graficar los 6valos dados por la ecuacion se observa que el

signo que debe tomarse en esta ecuacion es igual al signo de 7(1 — a?). De este

61 WOOLSEY, J. M.|1875|
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modo, las ecuaciones equivalentes a la ecuacion |(2)| son

sign(r(1 — a2)) ar” + gr = (r+6), (30)
sign(7(1 — a®)) 7" — ;T/ = ag, (31)

donde sign(z) = z/|x| es la funcion signo.

De estas ecuaciones se observa que en el caso u = 0 se obtiene una circunferencia
de centro F” y radio —a|7|/|1 —a?|. Cuando a > 0 ésta curva no esta definida. Por su
lado, para a = 0 se obtiene una circunferencia centrada en F'y de radio u. Asimismo,
se puede demostrar que en los casos u = +7 Yy u = +ar Se obtienen caracolas de
Pascal, o fragmentos de ella, cf. apéndice [Al Es curioso notar que en estos casos
ademas se obtiene £ = 0 0 £ + 7 = 0. Es decir, la caracola de Pascal se encuentra
al hacer coincidir dos de los tres focos del évalo de Descartes. En el apéndice |A se
profundizan estos resultados y se llega a la ecuacion canonica de las caracolas de

Pascal.

1.6. Condicion de existencia del ovalo de Descartes

Al definir al évalo de Descartes como en la ecuacion [(2), uno se da cuenta de que
u se parece a un radio, pues su valor determina el tamano del 6valo de Descartes.
Asi, en el caso a > 0, el tamano del 6valo aumenta al aumentar el valor de u (cf.
figuras 3]y [4). En este sentido, uno se pregunta ¢qué rango de valores debe tomar
este “radio” para que la curva esté definida? En esta seccion se vera que incluso
u puede tomar valores negativos cuando a < 0. A continuacién se usara una cons-
truccion del 6valo de Descartes basada en el trabajo de Quetelef®?, con la cual se
encontrara la condicion de existencia del 6valo. Los resultados de esta seccion re-

cuperan parcialmente lo presentado erF_gl, dado que, en el caso a < —1, la condicion

62 QUETELET, A.|[1829.

63 R. FERREOL: Cartesian Oval. [Sitio web]. Consulta: 1 de agosto de 2025. Disponible en: https:

//mathcurve.com/courbes2d.gb/descartes/descartes.shtml.
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presentada por este autor es incorrecta.
Para empezar, considere un par de conos con ejes paralelos definidos por las ecua-

ciones

z =22+ 92, (32)
z=u—a\/(r—7)%+19y?, (33)

los cuales seran llamados como cono A y cono B, respectivamente. La interseccion
de estos conos, proyectada sobre el plano xy, es un 6valo de Descartes. Los évalos
generados de este modo son iguales a los 6valos dados por la ecuacion|(3)} con los
mismos parametros a, 7 y u. En consecuencia, la condicion de existencia del 6valo
de Descartes es igual a la condicion de que los conos A y B se intersequen entre
Si.

Para analizar dicha interseccion, se debe considerar el efecto que tienen los valores
de v y a en la posicion y forma del cono B. En primer lugar, el vértice de este cono
tiene como coordenadas zyz a (7,0, u). Con lo cual, u determina la posicion en = del
vértice del cono B. En segundo lugar, se puede mostrar que el angulo de apertura
del cono B es ¢ = 2arctan(1/|a|), mientras que el del cono A es /2. En el caso
a = 1, se tiene ¢ = 7/2. Con lo cual, el cono B tiene mayor apertura que el cono
A cuando |a| < 1, y lo contrario cuando |a| > 1. Asimismo, el signo de a determina
la orientacion del cono B. Asi, cuando a > 0, el cono B abre hacia abajo y, cuando
a < 0, abre hacia arriba. En el caso a = 0, el cono B se degenera en un plano dado
por la ecuacion z = u. Las distintas clases de conos se observan en las figuras [9y
10l

En el caso |a| < 1, se observa que la condicion de interseccion entre los conos es
que el intercepto en z del cono B esté por encima o sobre el vértice del cono A (cf.
figura[9). Es decir, se necesita que u — a|r| > 0. Por su parte, en el caso a > 1, la
condicién de interseccidn es que el vértice del cono B esté por encima o sobre la
superficie del cono A (cf. figura[10). Por ende, se necesita que u > |7|. Ahora, en el
caso a < —1, se necesita por el contrario que el vértice del cono B esté por debajo

o sobre la superficie del cono A (cf. figura[10), lo cual implica v < |7|.
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| B

Figura 9. Graficas de los conos Ay 5 en el caso |a| < 1. A la izquierda se tiene
a=1/2yu=0.85, mientras que a la derecha se tiene a = —1/2 y u = —0.3. Por la
forma de los conos, puede haber interseccidn siempre que el intercepto en =z del
cono B este por encima o sobre el vértice del cono A.

Ahora se analizan los casos limites en que a = 0,+1. Primero, en el caso a = 0,
el cono B se degenera en el plano z = u. Por lo tanto, su condicion de interseccién
con el cono A es que dicho plano esté por encima del vértice del cono A, es decir,
que u > 0. Como el 6valo se convierte en un circulo de radio « para a = 0, lo
anterior equivale a decir que el radio de dicho circulo debe ser no negativo. En el
caso a = 1, el cono B tiene la misma apertura del cono A y abre hacia abajo. En este
caso, al considerar que el vértice del cono B esté encima del cono A, entonces su
intercepto en = también esta encima del cono A. Asi, se cumplen simultaneamente
las condiciones de los casos 0 < a < 1y a > 1, que en este caso se convierten
en una sola que es u > |7|. Por ultimo, en el caso a = —1, el cono B también tiene
la misma apertura del cono A, pero en este caso abre hacia arriba. Dado que los
dos conos abren hacia arriba, se necesita que el vértice del cono B esté por debajo
o sobre la superficie del cono A y, ademas, que su intercepto en = este encima o
sobre el vértice del cono A. Esto es, se necesita —|7| < u < |7].

Los resultados anteriores se resumen en el cuadro [1} En particular, la condicion
de que v > min(1,a)|7| para a > —1 es equivalente a lo reportado er@. Como
observacion final, se observa que para algunos valores de u uno de los vértices de
los conos pertenece a la curva de interseccion. En tales casos, el évalo de Descartes

correspondiente luce como si tuviera un pico en uno de sus extremos (cf. figura [3).

64 FERREOL, R.s.f.
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Figura 10. Graficas de los conos Ay B en el caso |a| > 1. A la izquierda se tiene

a =2y u = 1.6, mientras que a la derecha se tiene a« = —2 y u = 0.5. La condicién
de interseccion entre los conos dependera solamente de la posicion del vértice del
cono B.

A partir de la figura[9] se determina que, en el caso |a| < 1, aparece un pico cuando
el vértice del cono B interseca a la superficie del cono A, es decir, cuando u = |7|.
Por su lado, en el caso |a| > 1, hay un pico cuando el intercepto en = del cono B
esta sobre el vértice del cono A (cf. figura[10). Con lo cual, se necesita u — a|7| = 0.
Como se ha mencionado antes, en estos casos el 6valo es igual un fragmento de

una caracola de Pascal.

Tabla 1. Condicién sobre el valor de u para que el 6valo de Descartes dado por la
ecuacion |(3)| exista, es decir, para que la curva sea no vacia. Aqui, min(1,a) es el
minimo entre 1 y a.

Caso Condiciéon de existencia

a>—1 u > min(1, a)|7|
a< —1 u < 7]
a=—1 =7 <u < |7
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2. LA FAMILIA DE CURVAS ORTOGONALES A LA FAMILIA DE OVALOS
CONFOCALES

En este capitulo se introducen una nueva clase de curvas, que se denominaran
como sinécdolas. Estas curvas juegan un papel muy portante en este trabajo, dado
gue con ellas es posible complementar a los 6valos de Descartes para construir un
sistema de coordenadas ortogonales ovoidales. Asimismo, al ser un nuevo tipo de
curvas, es posible que estas sean utiles en otros trabajos.

Para construir estas curvas, en la seccion [2.1], se considera a una familia de 6valos
de Descartes confocales que comparten los mismos valores de a y 7, pero que
tienen distintos valores de u (cf. ecuacion [(3)). Al plantear esta familia de 6valos
como las curvas de nivel de una funcién f, es posible obtener a las sinécdolas al
encontrar las curvas cuyos vectores tangentes sean proporcionales a Vf. En las
secciones restantes de este capitulo se caracterizan estas nuevas curvas.

Asi, en la seccién 2.2 se describen dos formas de parametrizar la sinécdolas, que
seran de gran utilidad para el siguiente capitulo. Luego, en la seccién se en-
cuentran algunos valores particulares de a para los cuales las sinécdolas se pueden
describir mediante una ecuacion algebraica en z y y. En particular se encuentra
que, en el caso a = 1, la sinécdola se convierte en un fragmento de una hipérbola
y, en el caso a = —1, se convierte en un fragmento de una elipse. En la seccion
se encuentra que la sinécdola posee una asintota, excepto en el caso donde se
convierte en elipse, y se encuentra la ecuacion que describe a esta asintota. Por
ultimo, en la seccion se calculan las intersecciones entre el 6valo de Descartes

y la sinécdola.

2.1. Construccion de la familia de curvas ortogonales

Para empezar, considere la ecuacion cartesiana del 6valo de Descartes

2ryitay/(r—7)2+y:=u, (34)
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cf. ecuacion [(3)] La familia de 6valos de Descartes que es de interés se encuentra
al dejar los valores de a y 7 como constantes y al variar el de « (cf. figura [T1).
Esta familia puede verse también como las curvas de nivel de la funcién f(x,y) =

22 +y? + a/(x — )2+ 2. Asi, las curvas ortogonales a estas curvas de nivel
tienen vectores tangentes proporcionales a V f, pues el gradiente de una funcién es

ortogonal a las curvas de nivel de esta funcion.

—-0.4 —0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 11. Familia de 6valos de Descartes de la forma f(x,y) = cte y el campo
vectorial Vf. Se ha elegido a = 1/2 'y 7 = 1. El 6valo con un pico es un fragmento
de una caracola de Pascal y se obtiene al tomar u = 1/2.

Luego, para hallar estas curvas ortogonales, suponga que estas estan parametriza-
das por una ecuacion de la forma r = r(t), siendo ¢ el parametro de la curva. Los
vectores tangentes de esta curva deben ir en la misma direccién de V f, es decir,
dr/dt = oV f, siendo a = a(x,y) un factor de proporcionalidad. En componentes

cartesianas, esta condicion se descompone en las ecuaciones

dx af

E = Oéa—x s (358.)
dy  Of

El factor « solo modifica la rapidez con la cual se recorre la curva, pero no cambia el
hecho de que esta tenga vectores tangentes proporcionales a V f. Con lo cual, este

factor se pude elegir a conveniencia. Asi, al considerar o = 1/%, de la ecuacion
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se obtiene que ¢ = z + ¢, con ¢ una constante. Por ende, la ecuacion

pasa a ser

dy _ f (36)
A
donde los subindices en f indican derivada parcial.
Un calculo rapido muestra que esta no es una ecuacion diferencial exacta. Sin em-
bargo, es posible resolverla usando un factor integrante w. Para ver esto, reescriba
la ecuacién|(36){como f, dx — f, dy = 0. Asi, la condicion sobre w para obtener una
ecuacion exacta es

wyfy+wzfz+w(fxz+fyy) =0. (37)

Al considerar la expresion de f(x,y), se encuentra que f.. + f,, = f,/y. Asi, al
imponer w = w(y), la ecuacién se convierte en dw/dy + w/y = 0, cuya solucion
general es w = C'/y, con C' una constante.

Para resolver la ecuacion diferencial resulta mas conveniente tomar w = 1/|y|,
el cual también es solucion de la ecuacion . Asi, al tomar este factor integrante,

se encuentra que la solucion implicita de la ecuacion es

g(x,y) := arcsenh <g> + a arcsenh (x ; T) =, (38)

siendo v una constante. Si hubiéramos elegido el factor integrante w = 1/y, en lugar
de w = 1/|y|, se hubiera obtenido la complicada solucion implicita g(x,y)|y|/y = v.
Las curvas descritas por la ecuacion|(38)|son las curvas ortogonales que se estaban
buscando.

Hasta donde el autor de este trabajo y sus directores conocen, estas curvas no
han sido reportadas antes en la literatura. Por este motivo, se tom¢ la libertad de
acunar el término sinécdolas para referirse a estas curvas. Este término viene de
la figura literaria sinécdoque. La idea de esto es extender una similitud que ocurre
entre los nombres de las conicas y las figuras literarias. Esta similitud aparece entre
las palabras: circunferencia y circunloquio, elipse y elipsis, hipérbola e hipérbole,

y en entre parabola (como conica) y pardbola (como figura literaria). Asi mismo,
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por su cierta similitud con la hipérbola, se buscé acunar un término que tuviera la
misma terminacion -ola. Por consistencia, la superficie de revolucion de la sinécdola
se denomina como sinecdoloide, en analogia con hiperboloide. A su vez, por su
relacion con las figuras literarias, las curvas coénicas, junto con la sinécdola, podrian
llamarse como “curvas literarias”.

En la figura[12]se grafican varias sinécdolas para distintos valores de v y unos valo-
res fijos de a y 7. De esta, se ve que la sinécdola se compone de dos ramificaciones
gue se extienden al infinito y que parecieran interconectarse en un punto. Cuando
la| < 1, este punto es (0,0) y, cuando |a| > 1, este punto es (7, 0). Este punto ademas
no hace parte de la grafica de la sinécdola como tal, dado que en él la ecuacion|(38)
se vuelve indefinida. Se observa también que la sinécdola parece converger de ma-
nera asintotica a una recta. Mas adelante, se hara demostrara que esto es cierto y
se calculara la ecuacion de esta recta. Asimismo, se observa que al hacer v — oo
o v — —oo, la sinécdola se acerca progresivamente al eje x hasta converger en
él. Aunque no se observa muy bien, la subfamilia de sinécdolas presentes en esta

figura, con a y T constantes, cubre todas las regiones del plano xy.

0.5 y=2.0

0.0 1

—0.5 A

Figura 12. Graficas de sinécdolas para a = 1/2, 7 = 1 y varios valores de v. Se ve
que estas sinécdolas guardan cierta similitud con fragmentos de hipérbolas
confocales.
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2.2. Parametrizaciones de la sinécdola

En esta seccidn se describiran dos parametrizaciones de la sinécdola, una con res-
pecto al parametro ¢t = arcsenh(z/y) y otra con respecto a la variable # de las coor-
denadas polares. La primera de ellas parecera muy extrana al inicio, pero con el
avance de la lectura, se volvera mas natural. Como se vera luego, esta parametri-
zacion sera de gran ayuda para encontrar la ecuacion de la asintota de la sinécdola
y sera de vital importancia para construir el sistema de coordenadas ovoidales. Por
su parte, la segunda parametrizacion resultara mucho mas familiar, porque en ella
la sinécdola se describe mediante una ecuacion de la forma r = r(6), siendo r el
radio de las coordenadas polares. A partir del analisis de esta parametrizacion, sera

posible encontrar los rangos de valores que deben tomar 0 y ¢ para trazar la curva.

2.2.1. Parametrizacion de la sinécdola en términos del parametro ¢ definido por

t = arcsenh(x/y)  En este caso, considere reescribir la ecuacion ((38)|como

arcsenh (f) + a arcsenh (E — Z) =. (39)
Yy y oy

Asi, al substituir x = ysenh t en esta ecuacion, es posible despejar y como

-
Y= Senht — senh (”T_t) ’ (40)

y de la relacion = = y senh ¢t se obtiene

ht
. T sen _— (41)
senh ¢t — senh (“T)

Estas dos ultimas ecuaciones se interpretan como las ecuaciones paramétricas de
la sinécdola en el parametro ¢. Por definicion, este parametro toma valores reales.

Al graficar, se encuentra que, para obtener la grafica de la curva, ¢t debe tomar
todos los valores reales excepto ¢t = _*5, que es donde los denominadores de las

ecuaciones|(40)|y|(41)[se hacen cero. En la siguiente seccién sera posible demostrar
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esto formalmente al estudiar la parametrizacion de la sinécdola en la coordenada
polar 6.

Asimismo, de lo anterior se deduce que los puntos de la forma (z, y), con z y y dados
por las ecuaciones y [(41)} son los puntos de interseccién de la sinécdola con
una recta dada por la ecuacion = = senh(t)y. Al variar el valor de ¢t desde —c a
00, esta recta gira en sentido horario alrededor del origen desde la recta dada por
la ecuacion y = 0 hasta volver a la recta dada por esta misma ecuacion. Con lo
cual, la parametrizacion en t inicia con puntos cercanos al punto de interconexion
entre las dos ramas de la sinécdola (cf. figura y, luego, al aumentar el valor de
t, se recorre una de estas ramas. Al seguir aumentando el valor de ¢, hasta +oo,
se empieza a recorrer la otra rama de la sinécdola, desde el infinito, hasta volver a
puntos cercanos al punto de interconexion.

Alternativamente, para evitar el salto que se produce al pasar de una rama a la otra,
se puede considerar el cambio de pardmetro dado por la ecuacién ¢ = X + Tras
con w € R. Al substituir esta expresion en las ecuaciones y [(41)} se obtienen
las nuevas ecuaciones paramétricas respecto a w. En esta parametrizacion, la recta

dada por la ecuacion x = senh(t)y inicia siendo igual a la recta dada por la ecuacién

x = senh (ail) y Y luego gira en sentido contrario a las manecillas del reloj alrededor
del origen hasta regresar a la misma recta inicial. Mas adelante, se vera que esta
recta inicial, con la que se empieza y acaba el giro, es paralela a la asintota de la
sinécdola. Con lo cual, se obtiene que la sinécdola se recorre de un extremo al otro
al variar w de —oo a oo. Para dar un ejemplo, en el caso de la sinécdola con v = 2.0
de la figura[12] la curva se recorre de izquierda a derecha desde puntos en el infinito.
En este recorrido, la curva da un salto en el punto de interconexién, cuando pasa de

una rama a la otra, pues dicho punto no hace parte de la sinécdola como tal.

2.2.2. Parametrizacion de la sinécdola en términos de una coordenada angular

En este caso, se parte de reemplazar z = rcosf y y = rsen6 en la ecuacion [(38)]
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De esto, se obtiene

arcsenh (cot ) + a arcsenh (cot — ) =v. (42)
rsen 6

De la cual, es facil despejar a » como

T cscl
= : 43
"7 ot — senh (1 [v — arcsenh(cot §))]) (43)

a

A partir de esta ecuacion es posible graficar la sinécdola en términos de 6. Note que
también se hubiese podido tomar las ecuaciones y [(40)] y luego reemplazar
t = arcsenh(cot #) para hallar las ecuaciones paramétricas respecto a 6.

El parametro ¢ debe tomar un intervalo de valores en donde (), definido por la
ecuacion [(43), sea mayor o igual que cero. Como es sabido, una funcién puede
cambiar de signo solo en los puntos donde se hace cero o infinito. Para empezar,

note que el denominador de r(6) se hace cero cuando

(44)

cot 8 = senh (v — arcsenh(cot 9)) .

a

Al aplicar la funcién arcoseno hiperbodlico a ambos lados, se obtiene una ecuacién

lineal para arcsenh(cot #), cuya solucién da como resultado

0 = arccot <Senh ( Y )) +nm =06,, (45)
a+1

siendo n un entero. Para no obtener una indeterminacion de la forma 0/0 al evaluar

6 = 6, en la ecuacion [(43), se debe comprobar el valor de csc6,. Para esto, note

que, de la identidad csc?§ = 1 + cot? §, se obtiene que | csc,,| = cosh (ail) > 1. Asi,

csc 6, nunca se hace cero y entonces se obtiene que r(6,,) = toc.

Por otra parte, al reescribir la ecuacion como

r= T (46)

 cosf — sen fsenh (1 [v — arcsenh(cot §)]) ’

a

es facil darse cuenta que las raices de r(#) podrian ocurrir solo cuando cot § = +oo0,
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es decir, cuando 6 = nm, con n entero. Como sennm = 0, al evaluar 6 = nr en
la ecuacion aparece una indeterminacién de la forma 0 - co. Por ende, para
conocer el comportamiento de r en este punto, se debe estudiar el limite de r(0)
cuando ¢ — nm. Pero, como la funcion r(6) satisface la relacion r(6 + 7) = —r(6),
entonces basta con calcular el limite cuando 6 — 0.

Primero considere § — 0*. En este caso, cot§ — +o00. Para valores grandes de z,

tendiendo a +oo, la funcién arcsenh(x) tiende a In(2x). Asi, es posible escribir que

_ : In(2cot 8) —
L := lim senh (U arcsenh(cot 9)) = — lim senh (M) ) (47)

0—0t a 0—0t a

Luego, para valores grandes de z, tendiendo a +oo, la funcion senh(x) tiende a %ex.

Con lo cual, la ecuacién pasa a ser

. sign(a) _ o 1
— >/ la] la|
L 9ll>r(1;1+ 5 e Tl (2cot f)Tal | (48)

donde el uso de sign(a) = |a|/a viene del hecho de que senh(z) tiende a 3¢* cuando

xr — 00, pero tiende a —%e*x cuando z — —oo. Reemplazando la ecuacion |(48)[en

lim r, se obtiene
6—0t

lim r = lim T . (49)

. v 1
00t 0507 o5 + sen § - TEL D T Tar (2 cot ) T

Tomando h’m+ cos = 1y simplificando, se encuentra
0—0

T

lim r = lim - — - (50)
. 0=0" 1 + sign(a) @ T (sen§/2)" Tl

De esta ecuacion se ve que, cuando 1 — 1/|a| > 0, es decir, cuando |a| > 1, se
obtiene
lfm (sen/2)' "l =0, (51)

0—0t

implicando que limy_.o+ » = 7. Esto es consistente con el hecho de que, para |a| > 1,

la grafica de la sinécdola se compone de dos ramificaciones que parecieran interco-
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nectase en el punto (7,0). Por su lado, cuando |a| < 1, se tiene que

If 0/2)' T = 52
Jm (sen6/2) +00, (52)
implicando que limg_,o+ 7 = 7/ (sign(a) - 00). Con lo cual, limy_,g+ 7 = —= = 0" si

ar > 0y limy_,o+ r = —— = 0~ si ar < 0. Por otra parte, cuando |a| = 1, se obtiene
limy_,o+ 7 = 7/ (1 + sign(a)e™).

Analogamente, en el caso § — 0~ se obtiene

T

lim r = lim . (53)

N

-0~ =07 1 + sign(a) €Tl (— sen (9/2)1771“

La Unica diferencia de esta ecuacion con la ecuacién|(50)] es el signo en el exponen-
cial y el signo de sen . Asi, como sen ¢ es impar, puede mostrarse que limy_,o- r =
limy_,o+ r Siempre que |a| # 1. Con lo cual, en estos casos, el limite de » cuando
0 — 0 existe. Por lo visto previamente, se encuentra que r se anula en § = 0 solo
cuando |a| < 1.

Luego, en los casos en que |a| = 1, se encuentra que r tiene una discontinuidad
tipo salto en 6 = 0. Asi, de las ecuaciones y [(53)] se obtiene que limy o+ =
T(1+ e—”)‘1 = e’limy_,o- renelcasoa = 1y se obtiene que limy_,g+ r =7(1 —e7¥)"
—e"limy_,o- r en el caso a = —1. Como puede verse, r cambia de signo en este pun-
to de discontinuidad solo cuando a = —1.

Para analizar los intervalos de ¢ donde » es mayor que cero, se debe analizar el
comportamiento de este r en § = 0. En el caso |a| > 1, se encontré que limy_,or = 7.
Con lo cual, » no se anula en § = 0y, por ende, tampoco cambia de signo alli.
Asimismo, en el caso |a| < 1, se encontrd que limg_,or = 0F siar > 0y limg ,or =0~
si ar < 0. Si bien r tiende a cero en ambos casos, esto lo hace solo por derecha o
solo por izquierda, por lo que » no cambia de signo en § = 0 al igual que antes. Asi,
en estos casos, r solo podria cambiar de signo en los puntos donde se hace +oo,
es decir, en los puntos 6 = 6,,. Como r tampoco cambia de signo en # = 0 en el caso
a = 1, lo anterior también se cumple en este caso.

De esto se deduce que, si a # —1, entonces r siempre tiene el mismo signo, positivo
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0 negativo, en los intervalos de la forma (0,,,6,,.1), con m entero. Como r es de
periodo 2, solo hace falta considerar los intervalos (6y—m,00) = 11 Y (6o, Oo+7) = L.
De estos dos, se debe tomar el intervalo en el cual r(6) > 0.

Para saber el signo que toma r en los intervalos I; e I, basta con averiguar el
signo de r(0) para algun valor de 6 en uno de estos intervalos. Para esto, note

que, como la imagen de la funcién arccot(z) es el intervalo (0, ), entonces 6, :=

arccot (senh (-%5)) € (0,7). Con lo cual, §, > 0y, por ende, 0 € I;. Asi, el signo

i
de r en I; es igual al signo de r(0). Por razones similares, el signo de r en I, es
igual al signo de r (7). Pero, como r(6 + 7) = —r(f), entonces r(r) = —r(0). Asi, los
signos asociados a I; e I, son opuestos. Es decir, si » es negativo en I; entonces
es positivo en I, y viceversa.

Como se menciond antes, en el caso |a| > 1, limyg_,or = 7. Por lo tanto, el signo de
r(0) es igual a signo de 7 en este caso. De la misma forma, en el caso |a| < 1, el
signo de r(0) es igual al signo de ar. Ademas, al igual que al inicio, en el caso a = 1
se obtiene que el signo de r(0) es igual al signo de .

De lo anterior se concluye que se debe tomar § € I, cuando a € (—-1,0) y 7 > 0
ocuando a € Ry_;q y 7 < 0. Para los demés valores de a y 7, con excepcion de
a=—1,0y 7 =0, se debe considerar § € I,. Los casosenque a =007 = 0 se
deben excluir porque en ellos la ecuacién se vuelve indefinida o deja de tener
sentido.

Por su parte, en el caso a« = —1, se encontré que r cambia de signo en § = 0.
Este caso es ademas un caso especial en el que el denominador de la ecuacién
se hace cero solo cuando v = 0, independientemente del valor de §. Con lo
cual, » no se hace +oo para ningun valor de su argumento. Asi, r solo cambia de
signo en sus ceros. El caso a = —1 y v = 0 se excluye porque en este caso la
sinécdola no esta definida (cf. ecuacion [(38)). A partir del hecho de que, en este

caso, limg_,o+ r =7 (1 — )"

= —e"limy_,o- 7, Se puede mostrar que debe tomarse
6 e (0,m)sivr >0y 68 e (—m0)sivr <O0.
Por ultimo, dado que la funcién cotangente es de periodo =, entonces cot 6 alcanza

todos los reales excepto cot 0, al considerar § € I, 0 6 € I,. Asi, en el caso a # —1,
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el parametro ¢t = arcsenh(cot #) de la seccidn anterior también toma todos los reales
excepto arcsenh(cot 0y) = v/(a + 1). Es decir, en las ecuaciones paramétricas |(40)|y
(41)se debe tomart € R\ {a”?} En el caso a = —1, t debe tomar todos los reales.

2.3. Casos particulares de sinécdolas

En esta seccion se estudian algunos valores particulares de a para los cuales la
ecuacion de la sinécdola puede escribirse como una ecuacion algebraica en = y y.
Como se vera luego, algunos de estos casos particulares ocurren cuando a es de la
forma a =k 0 a = 1/k, con k entero. En particular, para a = 1y a = —1 se obtienen
ecuaciones de segundo grado que corresponden a las ecuaciones de hipérbolas y
de elipses, respectivamente.

Para empezar, note que la ecuacion se puede escribir como

T _ senhwcosh (a arcsenh (x — T)) — cosh v senh (a arcsenh (x — T)) . (54)
Y Y )

Si a € Q, entonces es posible usar las identidades de las funciones hiperbdlicas

para reescribir los cosenos hiperbodlicos y los senos hiperbdlicos que contienen a «
y y como raices o potencias que contienen a (z—7)/y. En particular, paraa = k € Z,
solo hace falta usar de manera recursiva las identidades de suma de argumentos.

Para dar un ejemplo, observe que

(x —71)2

cosh (20) = 2senh? v + 1 = 2 5
Y

+1, (55)

— —_ 7)2
ror [ e
Y Y

, (56)

senh (2a) = 2senh v cosh v = 2

con a = arcsenh ((x — 7)/y). Al usar expresiones como estas, la ecuacion|(54) puede
reescribirse como una ecuacion algebraica en = y y por medio de despejes y de
elevar al cuadrado a ambos lados de la ecuacion.

En el caso en que a = 1/k, con k € Z, es mas conveniente escribir la ecuacion |(38)
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como

Xr—T

1
= senh (E) cosh (—arcsenh (E)) — cosh (E> senh (larcsenh (f)) . (57)
Yy a a Yy a a y

Asi, es posible usar las identidades de suma de argumentos para reescribir esta

ecuacion como una ecuacion algebraica en = y y. Ademas, como es evidente, el
grado de la ecuacion algebraica resultante al considerar « = k 0 a = 1/k dependera
del valor de k. Al hacer los célculos, se puede demostrar que este grado es igual a
2k al menos en los casos en que |k| = 1,2, 3, 4.

Considere ahora algunos casos particulares. Por un lado, para a = 1, a partir de la
ecuacion se obtiene

y =1, (58)

4 coshv +1 < 7')2 2 senh®wv
2

72 coshv — 1 72 coshv — 1

que es la ecuacién de una hipérbola centrada en (%,0) cuyos focos coinciden con
los puntos F'y F” del capitulo anterior (cf. seccion|1.2). Asimismo, en el caso a = —1,

a partir de la ecuacién se encuentra

4coshv—1< 7')2 2 senh’®v
_— :['__ _—
72 coshv + 1 7'2COSh’U—|-1y

. —1, (59)

que es la ecuacion de una elipse centrada en (g, 0) cuyos focos también coinciden
con F'y F'. Las graficas de esta hipérbola y de esta elipse corresponden a la union
de las graficas de las sinécdolas dadas por las ecuaciones g(z,y) = vy g(z,y) = —v,
donde ¢ se define como en la ecuacién [(38) Asi, la sinécdola es un fragmento de
una elipse o una hipérbola cuando |a| = 1.

Por otro lado, en el caso a = 2, a partir de la ecuacion|(54) se llega a
Az — 1) + 4y (zsenhv +y) (v — 7)* — 2% + 2zy® senhv — y*senh®>v =0.  (60)

De esta ecuacion se nota que, al hacer y = 0, se obtiene x = 7. Con lo cual, el punto

(1,0) hace parte de la curva dada por esta ecuacion. Asimismo, se encuentra que la
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grafica de esta curva es igual a la unién de la grafica dada por la ecuacién con

a = 2y la gréafica dada por esta misma ecuacion pero con a = —2.

2.4. La asintota de la sinécdola

La asintota de una curva puede definirse como una recta a la cual la curva converge
en el infinito. Formalmente, esta es una recta que es tangente a la curva en un
punto en el infinito. En el caso de las sinécdolas, es facil darse cuenta de que hay
una asintota al escribir z — 7 ~ z, para valores grandes de z, en la ecuacion [(38)]

Hacer esto da lugar a la ecuacion

arcsenh <£) + a arcsenh (E) =v. (61)
Y Yy
Al despejar = de esta ecuacion, se obtiene
z = senh | —— (62)
- 1 + a y )

gue es la ecuacion de una recta que pasa por el origen. Al hacer las graficas res-
pectivas, se observa que la sinécdola se acerca mucho a esta recta, a medida que
se aleja del origen, pero sin converger a ella exactamente. En realidad, la sinécdola
parece converger a una recta paralela a esta otra.

Con lo cual, para hallar la asintota de manera formal, se procede a calcular la recta
tangente a la sinécdola en el infinito. Para empezar, al aplicar la derivada implicita
en z a la ecuacién se llega a

" y<ma+\/y2+(x—f)2>

= = : (63)
du Vit yZale — 1)+ /24 (@ — 1)z
Substituyendo las ecuaciones y en la ecuacion anterior se encuentra
L dy acosht + cosh (1) (64)
dr  acoshtsenh (%) + cosh () senht

a
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Esta seria la expresion de la pendiente de la recta tangente a la sinécdola en el

punto (x(t),y(t)). En particular para t = =, donde z(t) y y(t) tienden a +oo, se

P
obtiene
m|=_». = csch (aj—l) ) (65)
Por su lado, la ordenada de la recta tangente en el punto (x(¢),y(t)) puede escri-
birse como b := —mux(t) + y(t). Reemplazando las ecuaciones |(41), [(40)| y [(64) se
encuentra
- at cosht (66)

" acoshtsenh (”T_t) + cosh (”T_t) senht

: o :
Aligual que antes, al reemplazar ¢ = 3, se obtiene

at v
— v = — h . 7
S a—i—lcsc (a—|—1> (67)

Por lo tanto, la ecuacion de la recta tangente a la sinécdola en el infinito, es decir, la

ecuacion de su asintota, es

v ar
x—senh(a+1)y+a+1. (68)

Con lo cual se comprueba que la linea recta dada por la ecuacion[(62)| es paralela a
la dada por la ecuacién [(68)]

Para a« = —1, la ecuacioén |(61)| se vuelve inconsistente. Por ende, no hay asintota
para este valor. Esto a su vez es consistente con el hecho de que, para a = —1,

la sinécdola se convierte en un fragmento de una elipse. A excepcién de este ca-
so particular, las sinécdolas exhiben un comportamiento asintético, al igual que las

hipérbolas.

2.5. Intersecciones entre el ovalo de Descartes y la sinécdola

Como se vera en el siguiente capitulo, conocer la interseccion entre el dvalo y la
sinécdola es clave para construir el sistema de coordenadas ovoidales. En particular,

se vera que estas intersecciones daran lugar a las relaciones entre las coordenadas
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cartesianas y las coordenadas ovoidales. Por lo pronto, esta seccidén se enfoca en

hallar dichas intersecciones. Para esto, se debe resolver el sistema 2 x 2 dado por

224y’ +a/(z—7)2+y?=u, (69a)
arcsenh <E) + a arcsenh (a: — T) =v. (69b)
Yy Yy

La solucion a este sistema debe relacionar a = y y como funciones de u y v. Para
simplificar el problema, se puede hacer uso de las ecuaciones paramétricas y
Al sustituir estas ecuaciones, se encuentra que la ecuacion se satisface
idénticamente, dando lugar a la ecuacién v = v. Pero, por su parte, la ecuacién [(69a))

pasa a ser
7| (cosht + acosh (£))

|senht — senh (”T_t)|

=u. (70)

Asi, el sistema de ecuaciones 2 x 2 se reduce a resolver esta ecuacion para t.

Una forma de eliminar los valores absolutos de la ecuacién consiste en elevar a
ambos lados al cuadrado. Sin embargo, se encuentra que esta estrategia conduce
a grandes complicaciones al hacer que la solucién sea mas compleja. En su lugar,
uno se da cuenta de que la expresion con valor absoluto es precisamente igual a |y|,
con y dado por la ecuacién[(40) Asi, al considerary > 00 y < 0, se pueden eliminar
los valores absolutos de la ecuacién [(70)} Hacer esto es equivalente a buscar inter-
secciones del 6valo y la sinécdola sobre el semi-plano y > 0 o sobre el semi-plano
y < 0.

En el apéndice [B, se encuentra ademas que la condicién que debe cumplir ¢ para
obtener y > 0esque (t — -25) 7S(a) > 0sia # —1,0y vr > 0sia = —1,con S(a) :=
]a + §| — 1. El caso a = 0 se excluye porque en este las ecuaciones paramétricas
y no funcionan. Por consistencia, la condicién resultante para ¢ debe ser
verificada luego de hallar una solucién a la ecuacién con |y| = y. En algunos
casos donde se tiene certeza de que existe una interseccion y donde se encuentra
una Unica solucion real para t, esta verificacion puede obviarse.

Asi, al evaluar |y| = y en la ecuacion [(70)| y al considerar el cambio de variable
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t =In(s), con s > 0, se encuentra

1_

(a7 —u)se + €4 (1 —u)se ™ +ei(r +u)sa ' +ew (ar+u) =0. (71)

Debido a su importancia, esta ecuacion sera llamada también como ecuacion s. Es
facil ver que al evaluar |y| = —y en la ecuacion|(70), se obtiene la misma ecuacion s,
pero con u intercambiado por —u. De este modo, el problema de resolver la ecuacion
se reduce a resolver solamente la ecuacién para valores positivos de s.
En el apéndice B} se encuentra que esta ecuacién siempre puede reescribirse como
una ecuacion algebraica en una potencia de s al tomar a € Q. Asi, usando las
soluciones conocidas a las ecuaciones algebraicas, es posible resolver la ecuacion
para valores definidos y racionales de a. Encontrar una solucién general, para
un valor indeterminado de a, es muy complicado, pues esto seria equivalente a
resolver una ecuacion algebraica de grado n—ésimo para un valor indeterminado de
n.

Asi mismo, en este mismo apéndice, se encuentra que la ecuacién siempre
tiene al menos una solucion positiva si a €s un nimero racional positivo o un nimero
racional menor o igual que —1 (cf. seccién B.3). Con lo cual, el évalo y la sinécdola
siempre se intersecan al menos para estos valores de a. Ademas, en este mismo

apéndice, se encuentran las soluciones de la ecuacion|(71)paraa =1y a = =. En

1
3
cada caso, se encuentra ademas la solucion positiva de s.
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3. EL SISTEMA DE COORDENADAS OVOIDALES

El proposito de este capitulo es definir en detalle el sistema de coordenadas ovala-
das (2D) y el sistema de coordenadas ovoidales (3D). Con estas coordenadas, en
la parte Il de este trabajo se propondra un ansatz métrico para modelar el campo
gravitacional de un objeto ovoidal. Para definir estos sistemas de coordenadas se
usaran los 6valos de Descartes confocales y las sinécdolas del capitulo anterior, asi
como los resultados de la seccion[2.5] Asi, en la seccién[3.1], se construiran las coor-
denadas ovaladas y, en la seccién 3.2, se construiran las coordenadas ovoidales a
partir de las ovaladas al introducir una coordenada azimutal ¢. Luego, en la seccion
3.3 se escribira el elemento de linea euclidiano en coordenadas ovoidales. Con los
factores de escala dados por este elemento de linea, en la seccion [3.4] se escribiran
algunos operadores como el gradiente o el laplaciano. Por ultimo, en la seccion
se explorara el uso del método de separacion de variables para resolver la ecuaciéon

de Laplace en coordenadas ovoidales.

3.1. Construccion de las coordenadas ovaladas

Para construir el sistema de coordenadas ovaladas, se definira a una familia de
ovalos de Descartes como curvas coordenadas. Es decir, se tomara al parametro
que define cada curva de esta familia como una de las nuevas coordenadas. Asi
mismo, para obtener un sistema de coordenadas ortogonales, se debera considerar
otra familia de curvas que se interseque ortogonalmente con esta familia de évalos.
Con lo cual, por lo visto en el capitulo anterior, esta otra familia de curvas deben ser
las sinécdolas. Asi, a continuacion, se consideraran a los 6valos confocales y a las
sinécdolas como curvas coordenadas.

Para esto, la idea es asignar a cada punto (z,y) € R? las coordenadas ovaladas
(u,v) dadas por

u=+22+y*+a/(x—71)2+ 42, (72)
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v = arcsenh <£) + a arcsenh (x ; T) , (73)
Y

con a y T constantes. Estas relaciones corresponden a las ecuaciones que definen a
los évalos confocales y a las sinécdolas, respectivamente. Como puede verse, estas
relaciones ademas estan definidas para todos los puntos de R? excepto aquellos
sobre el eje z. Para estos ultimos, podemos fijar por convencion v = oo para los
puntos en el eje = positivo y v = —oc para los demas. Esto completa la asociacion
de coordenadas para todo punto (z,y) € R.

Ademas, se encuentra que estas coordenadas son ambiguas, dado que hay mas
de un punto de interseccion entre el dvalo y la sinécdola (cf. figura[13). Con lo cual,
varios puntos distintos tendrian las mismas coordenadas ovaladas (u,v). Existen
varias maneras de resolver esta ambigliedad. Una de estas se explora en la sec-
cién final del apéndice [B] Brevemente, esta idea consiste en asignar valores de u
positivos a los puntos arriba del eje = y valores negativos a los puntos debajo del
mismo. Mas concretamente, en el caso a = 1/3, donde la condicion de existencia del
6valo es u > |7]/3, se encuentran unas relaciones = = z(u,v) y y = y(u,v) que dan
lugar a puntos arriba del eje = al tomar v > |7|/3 y a puntos abajo del eje = al tomar
u < —|7|/3. En donde los puntos con coordenadas cartesianas (z(ug,v), y(ug,v)) y
(x(—uo, v), y(—ug, v)) son los dos puntos de interseccion del évalo dado por la ecua-
cién con u = ug Yy la sinécdola dada por la ecuacion [(73) Esto resuelve la
ambigledad de coordenadas para a = 1/3. Se puede proceder de forma similar
para los demas casos.

Ahora, para definir completamente el sistema de coordenadas, se deben encon-
trar las relaciones entre las coordenadas cartesianas y ovaladas. Estas relaciones
se obtienen de las coordenadas (z,y) de los puntos de interseccion del évalo y la

sinécdola encontradas en la seccién [2.5]del capitulo anterior. Para y > 0, éstas son

inh(l
re Tsin (.n s) I (74)
sinh(In s) — sinh (2=12%)

-
= 75
Y sinh(In s) — sinh (4=2£) ’ (7)
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Ovalos
— Sinécdolas

1.0 f'** v=1.0

0.51

0.0 1 =

—0.51

X

Figura 13. Curvas coordenadas del sistema de coordenadas ovaladas,
correspondientes a 6valos que comparten dos focos y a sinécdolas. Se ha tomado
a=1/2y 7= 1. El évalo con un pico, dado en esta grafica por la ecuacion u = 1, es
también el ciclo interior de una caracola de Pascal (cf. apéndice [A). A su vez, la
sinécdola graficada con un trazo discontinuo permite notar que hay dos puntos de
interseccion entre cada 6valo con esta sinécdola

donde s = s(u,v) es la solucion real positiva de la ecuacion que ademas ga-
rantiza que la cantidad ¢ = In s cumpla las condiciones del cuadro [3| Dado que al
graficar los 6valos y las sinécdolas vemos que siempre hay un punto de interseccion
sobre el semi-plano y > 0 (cf. figura[13), entonces ésta solucién deberia ser Unica
siempre. Por su parte, para y < 0, debemos intercambiar « por —u en la ecuacién
[(71)]y reemplazar su solucion en las ecuaciones|[(74)]y [(75)} En las relaciones resul-
tantes al substituir s, se debe considerar que « toma aquellos valores que satisfagan
la condicidn de existencia del évalo (cf. cuadro 1)) y se debe considerar que v toma
cualquier valor real.

Como comentario adicional, el sistema de coordenadas ovaladas presentado aqui
no debe confundirse con el sistema de coordenadas ovaladas cassinianas mencio-
nadas en MOON, P. H. y SPENCER, D. E. [1988. En caso de confusién o para dar
claridad se deberian llamar a las coordenadas de este capitulo como “coordenadas

ovaladas cartesianas” o como “coordenadas ovaladas de Descartes”.
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3.2. Construccion de las coordenadas ovoidales

Ahora se procede a construir las coordenadas ovoidales. Intuitivamente, éstas coor-
denadas se pueden considerar como una especie de “rotacion” de las coordenadas
ovaladas 2D, en el sentido de que las superficies coordenadas del uno son las su-
perficies de revolucion de las curvas coordenadas del otro. De este modo a cada

punto (x,y, z) de R? se le asignan unas coordenadas (u, v, ¢) definidas por

u:\/x2+y2+22+a\/x2—|—y2+(2—7)2, (76)

z Z2—T
v = arcsenh [ —— | + aarcsenh | ——— | , 77

¢ = atan2(y, x) . (78)

donde ¢ = atan2(y,z) := 2arctan (y/(m + /2% + y2)> es el angulo formado entre
la proyeccion del vector posicidén r sobre el plano zy con el eje x. De este modo,
las coordenadas u y v corresponden a los parametros de los évalos y sinécdolas
usados para construir las superficies de revolucion que pasan por el punto, y ¢ co-
rresponde a una coordenada de rotacion respecto al eje = (cf. figura[14). A diferencia
del anterior, se encuentra que este sistema de coordenadas no es ambiguo debido
principalmente a que la ecuacion es la ecuacion de la superficie de revolucion
del tramo positivo de la sinécdola (arriba del eje focal), para el otro tramo siendo la
misma ecuacién |(77)|pero con /7% + y? intercambiado por —+/z2 + y2.

En este caso, las relaciones entre las coordenadas cartesianas y las coordenadas

ovoidales son

x="Y(u,v)cos ¢, (79)
y="T(u,v)sin¢, (80)
z = AN(u,v), (81)

donde A(u,v) y Y(u,v) son definidas como el lado derecho de las ecuaciones ((74)

y|(75), respectivamente. Estas ecuaciones consideran la solucién real positiva de la
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Figura 14. Superficies coordenadas del sistema de coordenadas ovoidales. Ellas
corresponden de ovoides de Descartes, sinecdoloides y semi-planos paralelos al

eje z. Aqui se consideré a =1, 7 =1, u = 0.95, ¢ = —0.22, y los valores v = 1.6 y

v = —1.6, usados para graficar el sinecdoloide completo. Se ve que el sinecdoloide
se asemeja al hiperboloide de doble hoja.

ecuacion gue esta asociada a la interseccion del évalo y la sinécdola dados por
el sistema de ecuaciones en el semi-plano y > 0. Consecuentemente, se tiene
que p := /22 +y2 = Y, dado que por definicion Y (u,v) > 0 para que corresponda
al punto de interseccion en el semi-plano y > 0. Es importante resaltar que, al igual
gue antes, u satisface la condicion de existencia del 6valo de Descartes y v puede
tomar cualquier real. Asimismo, por definicion ¢ € (—m, 7).

Por otro lado, al reemplazar las ecuaciones|(79)(81)|en las ecuaciones|(76)|y [(77)

se encuentran las relaciones

VA2 + Y24 a/(A—7)2 4+ T2 =u, (82)
A AN—rT
arcsenh (T) + a arcsenh ( T ) =, (83)

que seran de utilidad para simplificar los coeficientes del elemento de linea en coor-
denadas ovoidales que veremos luego.
Por otra parte, a la superficie de revolucion del 6valo se le denomina ovoide y a la

superficie de revolucion de la sinécdola se le denomina sinecdoloide, en analogia
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con hiperboloide. Como puede inferirse de lo mencionado antes, el sinecdoloide se
compone de la unién de las superficies definidas por v = C'y v = —C, siendo C una
constante real (cf. figura [14). La superficie definida por v = constante se denomi-
nara manto de sinécdoloide. Asi, las superficies coordenadas de las coordenadas

ovoidales son ovoides, mantos de sinecdoloides y semi-planos paralelos al eje -.

3.3. El elemento de linea en coordenadas ovoidales

En esta seccion se calculara el elemento de linea euclidiano en coordenadas ovoi-
dales. Intuitivamente, se pueden expresar los elementos de linea dx, dy y dz en
términos de los elementos du, dv y d¢ de la manera usual. Por ejemplo, dz puede
escribirse como dx = z, du + z, dv + z, d¢p, donde los subindices indican derivada
parcial. Al reemplazar la ecuacion es posible encontrar este dz explicitamen-
te. Por lo tanto, si se considera el elemento de linea ds?* = da? + dy? + dz* y se

reemplazan los elementos dx, dy y dz en términos de du, dv y d¢, se encuentra
ds? = (Af n Tf) du? + 2 (AuA, + TuYy) dudv + (A,f + Tﬁ) dv? + T2 de?, (84)

donde los subindices indican derivada parcial. Aunque aparece un término cruzado
en du dv, se puede demostrar que este es cero, como se vera luego.

Para simplificar este elemento de linea, considere las ecuaciones y [(83) Al
aplicar la derivada implicita con respecto a u (0 v) a estas ecuaciones se obtiene un
sistema lineal 2 x 2 con respectoa A,y T, (0 A, y T,). Al resolver estos sistemas

lineales, se obtiene

- (VEF T a(r - 0) - AR =72+ 1)

M T At @ VR TR O
T (VR T Pa+ A= 5T)
= . (9
2a (A2 + T2 — A7) + (a2 + 1) VAZ+ T2 /(A = 7)2 + T2
12 (VR TR0+ /(=7 1)
e = (87)

20 (A2 2= A7)+ (a2 + D) VAT T2 /(A - )2+ 12

66



T (VATF 20 (r - A) — AR 72 12)
"2 (A2 42— Ar) 4 (P + ) VAR L T2 A _rZ T2

(88)

De estas ecuaciones, se observaque A, =TT,y T, = —TA,. Al reemplazar estas

relaciones en la ecuacion|(84)|se llega a
ds? = (Au2 n Tf) du? + 1?2 (AuQ + Tﬁ) dv? + T2de? | (89)

demostrando que el término cruzado en dudv es cero. Adicionalmente, al sumar
los cuadrados de las ecuaciones |(85)|y |(86)| y al reemplazar del lado derecho las
definiciones de Ay T en términos de v y In s (cf. ecuaciones|(74)y[(75)) se encuentra

que

(2 + 1) (s +v?)
[(a + 1)°s2 + (a — 1)2} 2+ 8as" 1)+ sa [(a — 1)*s2 + (a + 1)2]

A+, = . (90)

donde ) := es. Ademas, de la ecuacion también es posible escribir Y2 en

términos de s y 1) como

47_282w2
a—1 a+1 2
(s a2+ (1—s2)p—sa )

. ;. 2 2 P .
En general las expresiones explicitas de A,” + T,” y T2 en términos de v y v para
un valor particular de a son muy extensas. Con lo cual, es mejor evitar su uso hasta

donde sea posible.

3.4. Operadores diferenciales en coordenadas ovoidales

En esta seccion se busca explorar como lucen algunos operadores diferenciales,
como el gradiente o el laplaciano, en coordenadas ovoidales. En la siguiente sec-
cidén se buscaran soluciones de la ecuacion de Laplace en coordenadas ovoidales

usando separacion de variables. Para encontrar los operadores diferenciales se con-
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sideraran los resultados de Moon y Spencer®
Para empezar, de las definiciones mostradas en, el gradiente de un campo escalar

U = ¥(u,v, ¢) en coordenadas ovoidales queda como

. 10V,
e, + T%%, (92)

1 ov 1 ov

V\If = —a—eu + a—

/Au2 + Tu2 u T /Au2 + Tu2 (

donde los vectores e,, e, y e, son los vectores unitarios asociados al sistema de

coordenadas ovoidales. Estos estan dados por

éu:;(Tucosgbi+Tusin¢j+Auk> , (93)
2 2
A+ T,
éUZ;(—Aucos¢i—Ausin¢j+TuR> , (94)
2 2
VAL + T,
;= —singi+cosgj, (95)
@

donde %, 7 y k son los vectores unitarios en las direcciones de z, y y z, respecti-
vamente. Por su parte, a partir de las definiciones def’| el laplaciano de un campo

escalar ¥(u, v, ¢) queda como

VU =

2 2
1 D (V) Y o P e
2 2 2 2

T2 <Au +Tu> ou ou v 190)

En la siguiente seccién se intentara resolver esta expresion igualada a cero de ma-

nera exacta.

6 MOON, P. H. y SPENCER, D. E. 1988
% lIbid.

67 lIbid.
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3.5. La ecuacion de Laplace en coordenadas ovoidales

En esta seccion se quiere ver si la ecuacion de Laplace en coordenadas ovoidales
puede resolverse usando el método de separacion de variables. Asi, de la ecuacion
se tiene que la ecuacién de Laplace puede escribirse como

0 ov 0?w 0?0

(02 )+ S (A T) S =0, 97

Du ( f%t) 007 ) 58 (97)
El método de separacion de variables consiste en proponer el ansatz ¥ (u, v, ¢) =

U(u) W(v) ®(¢). Al reemplazar este ansatz en la ecuacidn anterior y al dividirla en

ambos lados por UW ® se obtiene

(rzu’, w” (A I~ )(I)”

i +W (I>_O’ (98)

, . . . . . T 2 2
donde el simbolo (') indica derivada ordinaria. Al dividir a ambos lados por (Au + 71, )
se observa que los primeros dos términos se convierten en funciones solo de (u, v),

y el tercero, solo de ¢. Por tanto, se concluyen que éstos son constantes, es decir,

27171/ "
(Tg)“JrMM// =C(AZ+ T, (99)
P = —CP (100)

con C' una constante. La ecuacion es facil de resolver analiticamente, pero la
otra no lo es debido a que no esta completamente separada en u y v. Esto demuestra
que la ecuacion de Laplace no es separable en coordenadas ovoidales, dado que
el ansatz ¥ (u,v,¢) = U(u) W(v) ®(¢) no conduce a tres ecuaciones diferenciales
ordinarias. Esto sugiere que posiblemente se deban usar métodos numéricos para
resolver esta ecuacion.

No obstante, otra forma de resolver la ecuacion de Laplace seria proponer una R—

separabilidad, que consiste en proponer el ansatz ¥ = U(u)W (v)®(¢)/R(u, v, ¢)F%

6 MOON, P. H. y SPENCER, D. E. |1988.
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En el capitulo 4 dg®¥ este método es detallado en términos de una matriz de Stéckel.
Sin embargo en las pruebas realizadas por el autor de este trabajo no se encontré
alguna funcioén R que sea util. Cabe mencionar que, ademas, la ecuacién de Laplace
2D tampoco resulta separable en coordenadas ovaladas.

Al repetir el procedimiento anterior para la ecuacion de Helmholtz tampoco fue posi-
ble obtener tres ecuaciones diferenciales ordinarias al proponer el ansatz ¥ (u, v, ¢) =
U(u) W (v) ®(¢). Como se menciona e’} algunas otras ecuaciones diferenciales de
interés fisico, como la ecuacién de difusion y la ecuacion de onda, pueden reducirse
a la ecuacion de Helmholtz al usar separacion de variables. De este modo, éstas
otras ecuaciones diferenciales tampoco son separables en coordenadas ovoidales.
Al igual que antes, esto sugiere que se deberia usar un enfoque computacional para

resolver estas ecuaciones.

6 MOON, P. H. y SPENCER, D. E. |1988.

70 Ibid.
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PARTE II:

SOLUCIONES EXACTAS DE LAS
ECUACIONES DE CAMPO DE
EINSTEIN



4. ESPACIOTIEMPOS ESTACIONARIOS Y OVOIDALMENTE SIMETRICOS

Symmetry, as wide or as narrow as
you may define its meaning, is one
idea by which man through the ages
has tried to comprehend and create

order, beauty and perfection.

—Hermann Weyl, Symmetry (1952).

En este capitulo se usara el método de Krasinski’'|para proponer un ansatz métrico
estacionario y ovoidalmente simétrico. Este método consta de definir unas observa-
dores cuyos espacios locales en reposo tienen una una métrica inducida con una
parte localmente conforme a la métrica sobre ovoides de Descartes. Para esto, se
usaran los resultados de la seccion referentes al elemento de linea en coor-
denadas ovoidales. Se hablara brevemente del método de Krasinski en la seccion
y éste se implementard luego en la seccién 4.2 Por su parte, en la seccion [4.3
se hablara acerca los invariantes geométricos usados tipicamente para caracterizar
una métrica. En la seccion 4.4|se calcularan todos los vectores de Killing asociados
al ansatz métrico ovoidal y estatico. Para el cual, se hallara la solucién méas general

de la ecuacion de Killing.

4.1. El método de Krasinski

Para implementar el método de Krasinski, considere un conjunto de observadores
con cuadrivelocidad u. Cada espacio local en reposo de estos observadores tiene

una métrica inducida que localmente es igual a

h=g+tudu, (101)

71 KRASINSKI, A.|1978!
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siendo u := g(-,u) el dual métrico de u y siendo g la métrica del espaciotiempo. El
término local se refiere al hecho de que la métrica inducida sobre el espacio local en
reposo X asociado a u|, tienelaforma =g+ n ® 1_1@ con n ortogonal a ¥ y con
n|, = ul,, pero con n no necesariamente igual a u|,,, dado que esto implicaria que
u tuviera una familia de hipersuperficies ortogonales. En cuyo caso, v cumpliria el
teorema de Frobenius. Sin embargo, esto no es algo impuesto por Krasinski en su
articulo origina@ Con lo cual, h es sélo localmente igual a H en el sentido de que
h|, = H|,, pero h|s # H|s en general. Asi, h solo tiene una interpretacion local y no
corresponde necesariamente a la métrica inducida sobre alguna hipersuperficie.

La idea fundamental de Krasinski para definir espaciotiempos elipsoidales oblatos
es que la métrica inducida sobre los espacios locales en reposo de u debe ser
localmente igual a la métrica sobre elipsoides oblatos mas un término que complete

la métrica. Usando coordenadas tipo elipsoidales oblatas (r, 6, ®), Krasinski impone

quel’
h = f?dr @ dr + (r* +a®cos®0) A0 ® d0 + (1* + o) sin’  d® ® d®, (102)

siendo f = f(r,#) una funcién escalar y a una constante real. Si se elimina el primer
término, se obtiene la métrica inducida sobre elipsoides oblatos. Si se eligiera por su
parte f(r,0) = (r*+a?cos? 0)/(r*+a?), entonces se obtendria una métrica euclidiana.
De este modo, h puede interpretarse como la métrica de un 3—espacio elipsoidal
curvo, en el sentido de que la desviacion de f(r,6) de (r* + a®cos?6)/(r* + a*) da
lugar a una métrica no euclidiana.

En este orden ideas, un espaciotiempo es elipsoidal oblato, en el sentido de Kra-

sinski, si existen unos observadores cuyos espacios locales en reposo tienen una

72 E. GOURGOULHON: “3+1 Formalism in General Relativity: Bases of Numerical Relativity”. En:
Lecture Notes in Physics. Springer Berlin Heidelberg, 2012. Cap. 3. Geometry of Hypersurfaces,
pags. 29-54.
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métrica inducida localmente igual a h, donde “localmente” se refiere al hecho de
que la igualdad h|s = H se cumple, en general, solo en un punto p, siendo H y
Y igual que antes. De este modo, solo ciertos observadores son los que perciben
localmente la simetria elipsoidal oblata.

Si la cuadrivelocidad u es conocida, entonces g puede hallarse al buscar la métrica
més general que satisfaga la ecuacion con h = g + u ® u. Bajo este método,
Krasinski fue capaz de hallar un ansatz métrico estacionario y con simetria elipsoi-
dal oblata que tiene a la métrica de Kerr como caso particular’? Esto se consigue,
al considerar unos observadores con cuadrivelocidad uw = U9, + V84, donde Uy V
son funciones de r y 6. Si el espaciotiempo estuviera dotado ademas de un fluido es-
tacionario, entonces estos observadores podrian interpretarse como observadores
comoviles con dicho fluido.

Como se vera luego en la siguiente seccion, el método de Krasinski también puede
usarse para hallar un ansatz métrico estatico y esféricamente simétrico. Esto aporta
un argumento adicional a favor de usar el método de Krasinski para proponer un

ansatz estacionario y ovoidalmente simétrico.

4.2. El ansatz métrico estacionario y ovoidalmente simétrico

En esta seccion, se implementara el método de Krasinski para proponer un ansatz
meétrico estacionario y ovoidalmente simétrico. Para lo cual se tomara un conjunto
de observadores similar al usado por Krasinski y luego se impondra que h, definida
por la ecuacion [(101), adopta una forma parecida a la métrica sobre ovoides de
Descartes con un término extra que completa la métrica. Por Ultimo, se encontrara
la métrica g mas general que satisfaga lo anterior.

Para empezar, como los ovoides son axialmente simétricos, se considera un espa-

ciotiempo estacionario y axialmente simétrico. Existen naturalmente dos vectores de

75 KRASINSKI, A.|[1978!
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Killing ¢ = 8, y n = 8, que conmutan [¢,n] = (% La idea es considerar observado-
res con una cuadrivelocidad v que sea combinacion lineal de estos dos vectores de

Killing, al igual que como lo hizo Krasinski. Asi, se define que
u=U8,+V0,, (103)

con U y V campos escalares independientes de t y ¢. Al igual que antes, si el espa-
ciotiempo estuviera dotado de un fluido estacionario entonces estos observadores
podrian interpretarse como observadores comoviles con dicho fluido.

Adicional a lo anterior, en un espaciotiempo estacionario y axialmente simétrico con

vectores de Killing 8, y 8, la métrica mas general esta dada porf”’|
g = goodt ® dt + go3 (At ® d¢ + dep ® dt) + gs3dp ® dp + gap dx? @ dx®, (104)

donde A, B = 1,2 y donde todas las componentes son funciones de z* = uy 2% = v.
Asi, siguiendo el método de Krasinski, se impondria que una partede h =g+u®u
tuviera la forma de la métrica sobre ovoides. Aqui se desea ir un poco mas lejos,
imponiendo que una parte de este tensor h es conforme a la métrica sobre ovoides,

en lugar de ser exactamente igual. De este modo, se impone que
h—f? (Aj n TUZ) du ® du + k2 (T2 (Af + Tf) dv ® dv + T2d® © d@) . (105)

donde fy k dependen de u y v, y donde k? es el factor conforme. Note la similitud con
el elemento de linea en coordenadas ovoidales (cf. ecuacion|(89)). Dado que se us6
justo este elemento de linea, la parte conforme en la ecuacion se interpreta
como la métrica sobre una familia de ovoides confocales. Esto mismo sucede en

el articulo de Krasinski’®, donde aparece la métrica sobre una familia de elipsoides

76 STEPHANI, H. et al. 2003.
77 KRASINSKI, A.[1978; STEPHANI, H. et al. 2003,
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oblatos también confocales. Tanto en el caso de Krasinski como en el caso de aqui,
el uso de superficies confocales esta basado en que los sistemas de coordenadas
usados tienen estas superficies confocales por construccion.

Finalmente, al imponer la ecuacion [(105)|con h = g + u ® u se obtiene que la forma

mas general de g es

g=— J2(dt + wde) @ (dt + wde) + (AUZ + TUZ) du ® du

4 k22 (Af n nﬁ) dv®dv+ A2do @ do, (106)

donde J, A y w son funciones independientes entre si que dependen de u y v, y
que pueden escribirse en términos de U, V' y g33 por medio de las ecuaciones|(262)]
[(265)]y[(266)| con gy = —J%. Para mas detalles valla al apéndice D}

El limite estatico de esta métrica se obtiene al tomar w = 0, lo cual implica V =
FVE2TZ — A2/A%. Sin embargo, ademas se quisiera que sobre los espacios locales
en reposo la métrica inducida no tuviera términos con dt. De la ecuacién se
ve que esto ocurre cuando V = 0. Por ende, necesitamos adicionalmente A% =
k*T2. Esto es equivalente a decir que en el caso estatico los observadores con
cuadrivelocidad u deben interpretarse como observadores comoviles con un fluido
estatico. Con lo cual se debe tener V' = 0 para que u solo tenga componentes en

9;. Asi, en el limite estatico, la métrica de la ecuacion se reduce a

g=— J2dt@dt + [ (Au2 n Tf) du © du + k212 <Au2 + Tf) dv @ dv

+k*Y?dep ® do. (107)

Finalmente, dado que los ovoides tienen como caso particular a la esfera, es de in-
terés ver qué forma adopta la métrica de la ecuacion en este limite esférico,
que se obtiene al tomar a = 0 o 7 = 0. Para ver este limite, es mas conveniente
tener la métrica en coordenadas esféricas. Para esto, se deben usar las ecuaciones
para escribir du y dv en términos de dr y d6. Luego, usando las ecua-
ciones y es posible reescribir Au2 + Tu2 en términos de A, T, 7y a. Asi, al
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recordar que A = z = rcosfy T = /2% + 42 = rsend (cf. ecuaciones |(79)-{(81)) y

al imponer ya sea a = 0 0 7 = 0 se obtiene
g=-J*dtodt+ f°dr @ dr + k*r*d0 @ d6 + k*r*sen’ 0 d¢p @ do . (108)

Como puede verse, al fijar el factor conforme &% a uno y considerar que J y f depen-
den solo de r, ésta corresponde al ansatz métrico de la solucion de Schwarzschild
en su forma usual™ Por lo tanto, nuestro ansatz métrico ovoidal de la ecuacién

se reduce al ansatz métrico esférico en el caso limite a =00 7 = 0.

4.3. Simetrias en Relatividad General

En relatividad general las simetrias del espaciotiempo usualmente estan asociadas
a la existencia de vectores de Killing, que estan relacionados con la invarianza de la
métrica ante arrastres de Lie. En el caso de la simetria elipsoidal oblata, Krasinski
no parte de considerar la existencia de un vector de Killing para esta nueva simetria.
Sin embargo, vale la pena estudiar si los ansatz métricos derivados del método de
Krasinski poseen o no vectores de Killing. Antes de eso, a continuacion se hara una
revision sobre los vectores de Killing con el objetivo de traer a discusion la intrinseca
relacion entre estos y nuestra nocion intuitiva de simetria. En la siguiente seccidn se

calcularan los vectores de Killing para el caso estatico del ansatz métrico ovoidal de

la ecuacion [(107)]

4.3.1. Vectores de Killing e isometrias  Un vector de Killing se define como un

campo vectorial £ tal que la derivada de Lie de la métrica L¢g en la direccion de &

79 WALD, R. M. 2010; MISNER, C. W., THORNE, K. S. y WHEELER, J. A. 2017; S. WEINBERG:
Gravitation and Cosmology: Principles and Applications of the General Theory of Relativity. John
Wiley & Sons, Inc., 1972.

78



es cero. Por definicion la derivada de Lie de un tensor T en la direccién de ¢ es™)]

*T—T
LeT = lim 2= — = =

t—0

0, (109)

donde ¢*, es el push-forward asociado al mapeo ¢ : I € R x M — M cuyas
orbitas ¢(-,p) : I C R — M son las curvas integrales de &, siendo M la variedad
Yy ot = ¢(t,-) : M — M. El hecho de que L¢g = 0 resulta en que ¢, satisface
la propiedad ¢*,g = g. A los mapeos de M en M que cumplen esta propiedad
se les llama isometriasf'] Asi, cada vector de Killing esta asociado con un conjunto
de isometrias {¢;},.;, que al ser dotado de la operacion de composicion forma un
grupo denominado como grupo uniparameétrico de isometrias.

De manera intuitiva, los mapeos ¢, = (¢:). pueden verse como un transporte que
lleva tensores de ¢;(p) ap alolargo de la curva ¢ (-, p). Con lo cual, el hecho de que g
permanezca invariante al ser transportado por esta curva implica de forma intuitiva
que todos los puntos de esta curva son “equivalentes” respecto a g. Esto puede
entenderse mejor mediante un ejemplo. Considere el caso de un espaciotiempo con
simetria axial. En este caso, existe un vector de Killing n = 9, que tiene asociado
un grupo uniparamétrico de isometrias G isomorfo al grupo SO(2) de rotaciones en
R¥? Esto es consistente con la nocion de que si hay simetria axial entonces el
sistema es invariante ante rotaciones alrededor de un eje de simetria. En este caso,
es la métrica la que es invariante ante transformaciones de este tipo. En este sentido,
la nocién de isometria coincide con la nocidn intuitiva que se tiene de simetria de
un sistema fisico. De ahi la importancia de los vectores de Killing, dado que estos

estan asociados a un grupo uniparamétrico de isometrias.

8  WALD, R. M.2010.

81 lIbid.; J. M. LEE: Introduction to Riemannian Manifolds. Graduate Texts in Mathematics. Springer

International Publishing, 2019.
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79



4.3.2. Constantes de movimiento y otros invariantes  Un aspecto adicional de
los vectores de Killing es que si se toma una geodésica con vector tangente u en-
tonces el escalar g(&,u) es constante a lo largo de esta geodésicdg_gl. De este mo-
do, la existencia de simetrias en un espaciotiempo también esta evidenciada por la
existencia de constantes de movimiento. De esta manera, existen otros invariantes
distintos a los vectores de Killing que no inducen isometrias pero que si llevan a
constantes de movimiento. Algunos de estos son los vectores de Killing conformes
y los tensores de KiIIingE]. Los primeros estan relacionados con que la derivada de
Lie de g sea igual a si misma por un campo escalar, mientras que la segunda, se
relaciona con que la simetrizacion de la derivada covariante de un tensor simétrico
de rango (0, p) sea cero. Ambos se asocian con constantes de movimiento a lo largo
de ciertas geodésicas.

Mas recientemente se han definido otros invariantes relacionados con que la deriva-
da de Lie de ciertas cantidades como el tensor de Ricci o de Riemann sean cero®
a las cuales se les llama respectivamente como colineaciones de Ricci y colinea-
ciones de curvatura. En particular, er@ se hace una descripcion detallada de éstas,
junto con las relaciones entre ellas. La mayoria de estos invariantes estan asociados
a constantes a lo largo de geodésicas®’|

Por su parte, otra forma de caracterizar una métrica es considerando los valores pro-
pios asociados a los tensores de Ricci y de Weyl. Las multiplicidades y el nimero de

eigenvalores distintos que se encuentran determinan los tipos de la clasificacion de

8  WALD, R. M. 2010.

8 lbid.

85 KATZIN, G. H. y LEVINE, J.[1972; KATZIN, G. H., LEVINE, J. y DAVIS, W. R.[1969; J. CARQT, L.
A. NUNEZ y U. PERCOCQO: Ricci collineations for type B warped space-times. En: General Rela-
tivity and Gravitation 29.10 (1997), pags. 1223-1237; L. H. GREEN et al.: The Robertson-Walker
metric and the symmetries belong to the family of contracted Ricci collineations. En: General
Relativity and Gravitation 8 (1977), pags. 731-736.

8 KATZIN, G. H. y LEVINE, J.|1972.

87 lIbid.
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Petrov y de Segre®®| Estas clasificaciones permiten interpretar a las distintas métri-
cas de ciertas como soluciones de tipo fluido perfecto, soluciones de tipo radiacion
pura o soluciones con constante cosmolégicdg_gl Estas clasificaciones, asi como los
otros invariantes mencionados antes, podrian usarse para caracterizar la simetria
ovoidal en el caso en que no hubieran vectores de Killing asociados exclusivamente

a esta simetria.

4.4. Vectores de Killing del ansatz métrico estatico y ovoidal

En esta seccion se hallara la solucion mas general de la ecuacion de Killing para
el ansatz métrico estatico y ovoidal. Se ha elegido el caso estatico como un primer
caso de prueba y debido a que los céalculos son mas simples que en el caso esta-
cionario. La idea es que el ansatz ya lleva toda la informacion de la simetria ovoidal
incluso antes de hacer que cumpla las ecuaciones de Einstein. Esto mismo ocurre
con las demas simetrias como la simetria esférica, donde puede comprobarse que
el ansatz de la ecuacion con J, f y k funciones de r ya tiene los tres vecto-
res de Killing asociados a la simetria esférica. Asi, a continuacion se resolvera la
ecuacion de Killing para la métrica dada por la ecuacion|(107).

Para empezar, se considera la forma mas general de un vector de Killing como

£ =¢1a,, con M = E4(t,u, v, ¢). La ecuacion de Killing corresponde eﬂ
Leg =0, (110)

siendo g la métrica. Luego, por facilidad de calculo, conviene reescribir la ecuacion

8 STEPHANI, H. et al. [2003; E. ZAKHARY y J. CARMINATI: A new algorithm for the Segre
classification of the trace-free Ricci tensor. En: General relativity and gravitation 36 (2004),
pags. 1015-1038.

8 STEPHANI, H. et al. 2003.

% WALD, R. M.2010.
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(107)jcomo

g——eXdt®dt+e’? (Au2 n Tf) du ® du + €2 12 (Af + Tj’) dv ® dv

+e’“T?’de ®de, (111)

donde A, By C son funciones de u y v solamente. Asi, en la base coordenada local

{dx*} = {dt,du,dv,d¢}, las componentes independientes de la ecuacion |(110)

son
—2e* (A + A8+ ¢%) =0, (112)
¢e?” (Au2 + Tf) — e =0, (113)
2602 (A + 1) — et =0, (114)
e’ — e =0, (115)
L0 — 8u8) Yoo + (ALTE 4 Tu) A

+ (P, = T, + T (Bu&! + B,&?)) (Au2 v Tf) )e?B =0,
(116)

(A +1.7) (€272 + €)= 0, (117)

€3 2072 | ¢l o?B Au2 i TUQ -0, (118)
u @
2( (Y€ = M) YT + (A TE + Tu") Ay

T (A1) (Cu' + Cu? = €20, +€2) ) T e =0,
(119)

(A +17) €8+ 6,) e12 =0, (120)
2(YE, + (YO, + T, € + Y (C, — A,)) €T =0, (121)

donde lo subindices indican derivada parcial y donde se han usado las relacio-
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nes [(237) y [(239)] del apéndice [C| para simplificar las expresiones. Se ha decidido

dar énfasis a las derivadas parciales de £ anadiendo una coma al inicio de cada

subindice. Una solucién inmediata de estas ecuaciones es ¥ = ¢, ¢! = 0,2 =0y

€3 = ¢,, con ¢; Y ¢, constantes. Esta corresponde al vector de Killing
E=010;+28,, (122)

el cual es la combinacion lineal del vector de Killing 8;, asociado al caracter estatico
de g, y del vector de Killing 8,4, asociado a la simetria axial.
Luego, para encontrar la solucién general es posible ver que de las ecuaciones|(112)
y|(121)|se pueden escribir ¢! y £2 en términos de derivadas de £° y £3 como

((_Cv + Au) g?t + Avf?qs) T

1 — 12
: —(YCu+Ty) Ay + AT (C, — Ay’ (123)

(YCu + o) &), — TE A,

2 _

Para que ¢' y ¢* sean distintas de cero se necesita que ¢’ y £, no sean cero si-
multdneamente. Por simplicidad en los calculos posteriores se decide escribir ! y
£%2 como

¢ =3 +28, (125)

=0 +08,. (126)

De modo que X, =, ( y © se definen tal que éstas ecuaciones coincidan con las
ecuaciones y[(124)] Asi, luego de una serie de manipulaciones algebraicas y
del uso de derivadas parciales es posible encontrar que el vector de Killing dado por
la ecuacion corresponde a la solucién mas general de la ecuacién [(110)] Para
ver los detalles valla al apéndice

Esto concuerda con lo esperado previamente, pues es intuitivo pensar que sobre
una superficie ovoidal todos sus puntos no son equivalentes entre si. Es de espe-
rarse que cerca a la parte puntiaguda del ovoide las propiedades geométricas sean

distintas que en la parte achatada del ovoide. En un espaciotiempo ovoidal descrito
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mediante coordenadas ovoidales los puntos relacionados con la regiéon puntiaguda
del ovoide son aquellos con z > 0, mientras que los puntos asociados con la parte
llana son aquellos con = < 0 (cf. figura[14). De este modo la desviacién local de
geodésicas y otras propiedades deberian ser diferentes en estas dos regiones. Asi,
no deberia existir una isometria cuyos vectores de Killing vayan en direccion de 9.,
dado que estos se interpretarian como un trasporte que lleva puntos de la parte
puntiaguda del ovoide a la parte achata del mismo.

Como nota aclaratoria, la demostracion presentada en este trabajo de que solo hay
dos vectores de Killing independientes para la métrica dada por la ecuacion |(111)
fue hecha originalmente sin el uso de las cantidades 3, =, ( y ©. Estas cantidades se
introdujeron en este escrito solo con el fin de acortar la extension de las ecuaciones
que aparecen en la demostracion.

Por dltimo, la busqueda de otros invariantes geométricos para el ansatz métrico
estatico y la busqueda de vectores de Killing para el ansatz estacionario fue pos-
puesto para otro trabajo debido a la complicacién de las ecuaciones resultantes.
Basta con ver la demostracion mostrada en el apéndice |E| para ver lo complicado
que pueden llegar a ser las ecuaciones. Al analizarlo un poco, se vuelve claro que
la complicacion principal en estas ecuaciones se debe a lo complicado que es el
elemento de linea euclidiano en coordenadas ovoidales (cf. ecuacién [(89)). A esto
se le suma el hecho de que incluso al expresar A, y T, en términos de Ay T se

obtienen expresiones complicadas (cf. apéndice [C).
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5. FLUIDOS ANISOTROPOS ESTATICOS

“... I could be bounded in a nut shell
and count myself a king of infinite

space, ...”

—William Shakespeare, Hamlet
(1603).

En este capitulo se encontraran soluciones de tipo fluido estatico con presiones
anisotropas a las ecuaciones de campo de Einstein. Para ello, en la seccién se
hablaran algunas generalidades sobre los fluidos en Relatividad General y sobre
la forma que debe tomar el tensor de energia-momento. Luego, en la seccién
se resolveran las ecuaciones de campo de Einstein para un espaciotiempo con este
tensor de energia-momento y con el ansatz métrico estatico y ovoidal de la ecuacion
[(107)|del capitulo anterior. Por dltimo, en la seccién[5.3|se estudiaran las condiciones

de aceptabilidad fisica de las soluciones encontradas.

5.1. Fluidos en Relatividad General

Se suele pensar en un fluido como una distribucion continua de materia tal que en
cada punto de esta distribucion es posible definir una densidad de masa-energia
i, unas presiones F;, unas cizalladuras o;; y unas densidades de momentum pﬂ,
con i,j = 1,2,3. Tipicamente estas cantidades son consideradas como funciones
continuas que conforman las componentes de un tensor simétrico T' de rango (0, 2)
llamado el tensor de energia-momento. Fenomenologicamente, el fluido esta com-
puesto de atomos, neutrones u otras particulas que interactlian entre si de tal modo
que el comportamiento del fluido esta determinado completamente por las funciones

de densidad de masa-energia, presiones y demas cantidades mencionadas previa-

9 WALD, R. M.2010; MISNER, C. W., THORNE, K. S. y WHEELER, J. A.[2017.
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mente. Asi, no necesariamente hace falta conocer la composicion del fluido para
modelarlo matematicamente, solo hace falta conocer cémo es su tensor de energia-
momento.

En ocasiones se conoce ademas la ecuacion de estado del fluido, la cual determina
la presion en términos de la densidad™| En estos casos, el modelo si esta conside-
rando la naturaleza del fluido, puesto que cada uno, de acuerdo con su composicion,
debe tener una ecuacion de estado distintiva. No obstante, no es necesario conocer
esta ecuacion de estado para resolver las ecuaciones de campo de Einstein. Con
lo cual, no necesariamente se debe conocer la composicion del fluido para hallar
soluciones de tipo fluido. En este trabajo, se considera precisamente un fluido gene-
ral sin una ecuacion de estado predeterminada. En teoria, al obtener una solucion
seria posible inferir cual es la ecuacion de estado asociada al fluido.

Ahora, se dice que un fluido es perfecto cuando se desprecian la viscosidad y el flujo
de calor al interior quido@. Asi, un fluido perfecto esta caracterizado Unicamente
por sus funciones de densidad de masa-energia y presion. El tensor de energia-

momento de un fluido perfecto suele escribirse de la forma™|
T=(u+Pudu+rPg, (127)

siendo g la métrica, i, P y u la densidad de masa-energia, la presion isétropa y
el dual métrico de la cuadrivelocidad w del fluido, respectivamente. Esta forma del
tensor de energia-momento es muy conveniente, pues en ella ¢ y P coinciden con
las definiciones locales de densidad de masa-energia y presion isotropa de un ob-
servador comévil con el fluido. Esto evidencia en el hecho de que las componentes

de T en la base de la tetrada ortonormal {e,}, con e, = u, del observador comdvil

%2 WALD, R. M. 2010,
% lIbid.

% llbid.; MISNER, C. W., THORNE, K. S. y WHEELER, J. A.2017.
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sean

(Tab) - ) (1 28)

o O O T

0 0 O
P 0 0
0O P O
0O 0 P
donde Ty = T'(ep,e0) y T;i = T'(e;,€e;), coni = 1,2, 3, se interpretan como la den-
sidad de masa-energia y las presiones medidas por dicho observador comovil, res-
pectivamente™]

Por otro lado, cuando se permite que las presiones en cada direccion e; sean distin-
tas se dice entonces que el fluido es anisétropo. En estos casos, es posible escribir
aT como

T=puu+the®e +he®e+eRes, (129)

0 equivalentemente como
T=(p+Pludu+Pg+(Pr—Ples®es+ (Ps—P)es®es, (130)

siendo e; := g(e;,-) el dual métrico de e; y P, la presion del fluido en la direccion
de e;, coni = 1,2, 3. Al igual que antes, 1 y P; coinciden con la densidad de masa-
energia y las presiones medidas por el observador comovil con el fluido. Como es

de esperarse, en este caso las componentes de T en la tetrada ortonormal {e, } son

u 0 0 0
0P 0 0

(Ti) = (131)
00 P 0
00 0 Py

Ademas, de la ecuacion es facil ver que al hacer P, = P para: = 1,2,3 se
recupera la forma del tensor del fluido con presiones isétropas (cf. ecuacion |(127)).

Por ultimo, se dice que un fluido es estatico cuando su cuadrivelocidad es propor-

% MISNER, C. W., THORNE, K. S. y WHEELER, J. A.|2017.
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cional a un vector de Killing tipo tiempo &, que es el asociado al caracter estatico del
espaciotiempo. En un sistema coordenado adaptado a él, £ puede escribirse como
& = 8,. Asi, la cuadrivelocidad de un fluido estatico puede escribirse como u = H9,
con H = (¢- &)~

5.2. Soluciones de fluido de las ecuaciones de campo de Einstein a partir del

ansatz meétrico estatico y ovoidal

En esta seccidn se hara el planteamiento de las ecuaciones de campo de Einstein
para un fluido estatico. Para ello, se considerara el ansatz estatico y ovoidal de
la ecuacion y el tensor de energia-momento de un fluido anisétropo de la
ecuacion|[(130)] Con esto serd posible plantear las ecuaciones de campo de Einstein
y hallar una solucion de tipo fluido anisé6tropo.

Primeramente, como se considera un fluido estatico, naturalmente no debe haber
flujo de calor ni esfuerzos de cizalladura, debido a que se considera que el fluido

esta quieto. Esto justifica el hacer uso del tensor de energia-momento
T=(p+P)u@u+Pg+(Ph—PleaRey+ (Ps—P)es®es, (132)

con u siendo el dual métrico de la cuadrivelocidad del fluido y e; los duales métricos
de los vectores de la tetrada ortonormal {e,}, que se especificaran mas adelante.
Ahora bien, como se considera un espaciotiempo estatico y ovoidalmente simétrico,

la métrica toma la forma

g = —e*A dtedt+e?® <Au2 + Tf) dusdu+e°r? (Aj’ + Tf) dvedv+e2°T? dpode |
(133)

con A, By C funciones de u y v (cf. ecuacion [(107)). En esta métrica, ¢ = 9, es

el vector de Killing tipo tiempo asociado a que el espaciotiempo es estatico. Con

lo cual, la cuadrivelocidad del fluido se escribe como u = e 49,. Asi, la tetrada
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ortonormal del observador comovil con el fluido es

e =e""9,, (134a)
e—B
1= d,, (134b)
Au2 —I— Tu2
e—C
ey = a,, (134c)
TyA + 71,
—C
€5 = eT 8,. (134d)

Sus duales métricos e, estan definidos por e, = g(e, -).
Luego, se pueden plantear las ecuaciones de campo de Einstein en unidades geo-

metrizadas (c = 1,G = 1) como
) 1
Ric — §Rg =&nT, (135)

donde Ric es el tensor de Ricci y R es el escalar de Ricci definidos igual que en™

(cf. apéndice[F). Por simplicidad, es mas conveniente reescribir esta ecuaciéon como

1
Ric = 8« (T — §Tg) , (136)

siendo T' =T = P, + P, + P; — pu la traza del tensor de energia-momento. Asi,
las componentes no cero del tensor de Ricci en la base coordenada local {dt, du,
dv,d¢} son

R = {T[T4,,~ A, (Y (B, 20, - A,) —27,) |

+ (BUAU v A+ AUU>92A*ZC} [T2 (Au2 + Tjﬂ - (137)

9% STEPHANI, H. et al.[2003; MISNER, C. W., THORNE, K. S. y WHEELER, J. A. 2017; S. CHAN-
DRASEKHAR: The Mathematical Theory of Black Holes. International series of monographs on
physics. Clarendon Press, 1998.
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Ru = { { (4" = 17) (M = 1) + 48 Th T — (A1)
% {0 e+ Auhuwn + (Bo+ A) (T Tuw + A + By (A +T27))
-%E%U(Au2+-xa2)}]e23ﬂ7—fr{(Aﬂ2+-Tuf){1‘(ru1¢uu+-AuAmm>
T (2007 4+ 20,7 = T (By + A) To) = AT (B + Ay) A |
T (A =T (A = M) = 48T T T = (A7 + Tu2)2

% {2 (B, —2C,) Ty + T ((QCU +A,) B, — 2C’u2 — 20, — Au2 — Auu) }} }

x [T? (Aj + Tﬁﬂ h , (138)
Ry, = { (8”407 {0 (OC T = M) + T (A4 37,)
=T (Bu = 2Cu = Au) (VLo + Auf) + 20bu A+ 72 (87 = 1)

% (A’ = Tua”) + 4T AT AW o + (A 4T, ) (B, —20, - A,)

X (YT +T2C,) — 20T, C, — T2Cy, — T, )} T2 1 (A4 T,
X [T (0oL + Aoy ) (Ao + Ty Y o) (T (B, = 20, — A,) = 27,) ]
e (A _r, ) ( _ ’rwf) LAY ATy — (Au2 + Tf)Q

2

x{WA + By + Co + Ay (A, — Cy) + B, (B, — Cy)) = T

-1

P =Tk A | e (2417 (139)

Ryy = —{T2 ['r (Tuw + TCh) + Lo’ + T (Co + Ay — By)) + Y20, (20,
A, - Bu)] 228 | Y (T, — TCu) — To” + T, (By + Ay) + Y20,

(B4 4) } [ (A 1)) (140)
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Ruw = { (T (Au+ C) Yo = Ay (Au + C)) Y (A + ) T,
+ TA, (Ay + C)) Ao + [ (By — C) Ty + T(A, (B, — 4,)

+Cu(By+ A) = Aw = Cu)] (A1) [T (05417 (14)

donde los subindices en A, B, C', Ay T indican derivada parcial. Por su parte, las

componentes no cero del lado derecho de la ecuacion son

1

4 (T _ §Tg) 4@ (Py 4+ Py+ P4 p), (142)

tt

1 2B 2 2
dm (T - Tg) =—4ne (Au +Tu)(P3+P2—P1—u), (143)
1 2 A2 2 2
tr(T-5Tg) = —dme®T (Au +Tu)(P3—P2+P1—u), (144)
1

4 (T — 5Tg) — 47’ Y?(Py — Py, — P, + ). (145)

ol

De este modo, de la ecuacién se desprenden cinco ecuaciones a resolver.
Una de ellas es R, = 0, y las cuatro restantes forman un sistema lineal 4 x 4 para
p, Pr, Py y Ps.

Para empezar, primero se resolvera la ecuacién igualada a cero. Para esto, se sim-
plifica R,, usando las relaciones y del apéndice [C|como

+ YA, (Ay + Cu)) Ay + [ (By — Cy) Ty + T(A, (B, — Ay)
PB4 A) - A - 0] (M) e (A1) (14

A su vez, esta ecuacion se simplifica bastante al elegir A = A(u), B = B(u) y

C' = C(u), dando lugar a

A
Ruv - C(U;ug (AuvAu + TuTuv) . (1 47)

2

Ay + 71,
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Usando las relaciones [(242)|-(251)] del apéndice [C] se encuentra que

AUUA'U + TUTU’U
Au2 + T’U.2

— 47272 (87T — 1A (A = 7)% + T2)) VAZ + 17

+2\/m(57“f2 — TA (A* + 17 —TA))]

x [\/(A T2+ Y2VAT T Y (4 (A2+ 7% — A7)

-1

45 /(A -T2+ 12 \/A2+T2>3} . (148)

Dado que en coordenadas cartesianas A = z y T = /22 + 42, entonces lo anterior
muestra que (A, A, + “I“uﬂfm,)/(Au2 + TUQ) no es igual cero. Por lo tanto, la ecuacién

(147)|solo se hace cero si
Cu) =—=A(u) + ¢, (149)

con ¢; una constante. La anterior es una de las soluciones de R,, = 0. Como no
necesariamente se esta buscando la solucién mas general de la ecuacion |(136),
entonces se usara esta solucion particular en los calculos posteriores.

De este modo, al tomar A = A(u), B = B(u) y C = —A(u) + ¢; y resolver las cuatro

ecuaciones restantes para u, Py, P, y P; se encuentra

= { { (A= 107) (M = T”) = (A1) (A (A + T o)
L (Tu = Tuh) ) + 4AuTuAuvTuv} (242 _ g-27)

# e T (07407 [ (At B) (T = A Tun) + (02 41.7)

-1

X (QTAW + (B, +54,) T, — AT (2B, + 3A,) )] } [&r“f? (AuQ 4 Tf)j |
(150)

b = { - (TUUTUAU AT AT (AUZ + Tu2)> o—2B
-1

2
Ty (TuwAe — AuoY) e‘201+2A} [&ﬂf? (Au2 + Tu2> } , (151)
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Py = {[rw a4 A =1 (87 +1.7) ((Au+ B Ty — 4,°T) |62

2
A (M + T e 20724 {w? (87 +1.) } | (152)

Py — { [ (Au2 _ Tﬁ) (TWQ . Aw2> + (Af + Tf) (Tu (Tuw + AuTor)
A (A + Audin)) = 480 A T | (€272 —e72) + (A, +1,)

% ((Ay+ By) (YA, Y0 — TT,AL) + A Y2 (Af + Tf) )e-w}

y {gm (a7 + Tf)?’] | (153)

donde se han usado las ecuaciones del apéndice [C| para simplificar
las expresiones. Esta solucion representa la densidad de masa-energia y presiones
qgue deberian haber en el fluido para que se cumplan las ecuaciones de campo de
Einstein [(136)]con A = A(u), B = B(u) y C(u) = A(u) + ¢;. Esta a su vez, es una
familia de soluciones de tipo fluido anisétropo que estan funcién de A(u), B(u) y ¢;.
Es de esperarse que al elegir apropiadamente las funciones A(u) y B(u), junto con
la constante ¢;, se obtenga una solucion fisicamente aceptable. Es decir, una en la
cual se cumplan algunas de las condiciones de energia (débil, fuerte, 0 dominante),
0 que se cumplan todas ellas. Se intentara imponer algunas de éstas condiciones

fisicas en la siguiente seccion.

5.3. Imposicion de las condiciones de energia a la familia de soluciones en-

contrada

En esta seccidn se intentan imponer las condiciones de energia sobre las soluciones
obtenidas en la seccion anterior. Para esto se encontraran las condiciones sobre las
funciones A(u) y B(u), y sobre la constante ¢,, para que se cumplan las condiciones
de energia débil y fuerte. En el apéndice |G| se muestra que para cumplir estas dos
condiciones basta con imponer que © > 0y P, > 0 parai = 1,2,3. Para que se

cumpliera ademas la condicion de energia dominante se necesitaria imponer adi-
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cionalmente que p > P,y que i > 0. Dado que de por si las condiciones de energia
débil y fuerte son muy complicadas, para este trabajo se decidié no investigar las
condiciones de energia dominante. Asi, solo se impondra que >0y P, > 0.

Para empezar, considere escribir la ecuacion como

) 9 2 2
o7 SRV V) i BT REPR (A +71.%)

Pl 9 9 2 U 2
87?2 (Au +T, ) - Yoo Loy — Auu T,

e 2P| . (154)

Asi, la condicidén de que P, > 0 puede escribirse como

2 T <A“2 + T“2>
U T — AT

(TuvTuAu . Awru?) g 2124 g 2B _ 4 e 25| >0, (155)

que seria la condicidén exacta. Si se desea, es posible aproximar algunos términos

de esta condicién para obtener una condicién mas sencilla. Usando las expresiones

(242)(251)| para expresar T? <Au2 + Tu2> <TuvTuAu — Auv’rf) = 2 en funcidn

de A =2y T = pse encuentra que
A~ —(a+ 1)+ p?), (156)

donde se ha considerado que /(z — 7)% + p? ~ /22 + p? para valores grandes de
z y donde se ha aproximado en cada suma al término de la forma az"p™, siendo

« constante, con mayor valor de n + m. Operacionalmente, esto es equivalente a

evaluar 7 = 0 en 2l. Si ademas se considera que

u=(a+1)\/22+p?, (157)

para valores grandes de z (cf. ecuacion |(76)), entonces 2 ~ —u?. Ademas, como
2 < 0 para valores grandes de z y p, entonces también se cumple que (TM,TUAU —

AWTUQ) < 0 para valores grandes de z y p. Con esto, es posible escribir la inecua-
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cion aproximadamente como
e 2t _g 2B 4 207284, < 0. (158)

Esta seria la condicién aproximada de que P, > 0 para valores grandes de p y z. Un

conjunto de funciones A(u) y B(u) que cumplen esta condicion es

B(u) = —A(u) + co, (159)

Alu) = / V() ZLGQ(CZ—C” du + ¢, (160)

donde F(u) es cualquier funcién que cumpla e*z=<) < [F(u) < 1,y ¢y ¥ c3, constan-
tes.

Por otro lado, para P, > 0 se escribe la ecuacion como

PQ - [ - Au (AuAuv + TUUTU) (e_QCI+2A - e_2B)

2 —1
_ (Af + Tf) T ((Au + B)Tu — Au2T> e*w] {81’277 (Af v Tf) ] . (161)
Usando las relaciones [(242){(251)| se encuentra que

para valores grandes de z y p, siguiendo el mismo procedimiento de antes. Con lo
cual, se puede despreciar el primer término adentro de los corchetes de la ecua-
cion [(161)|, siempre y cuando e?¢124 — =25 no se haga muy grande para valores

grandes de z y p. Asi, una condicién aproximada para que P, > 0 es
(Ay + Bu) Ty — TA, <0. (163)

Asi mismo, volviendo a usar las relaciones del apéndice [C|y aproximando para va-
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lores grandes de z y p se encuentra que
T
T—%(a—i—l) 2+ pP=u, (164)

cf. ecuacion|(157). Por lo tanto, la inecuacion queda como

2

(Au+Bu)%—Au <0. (165)
Una familia de funciones A(u) y B(u) que cumplen esta condicion es
B(u) = —A(u) + F(u) (166)

donde A(u) es cualquier funcién y F(u) satisface que %Fu < A, En particular, la
inecuacion |(165)[se cumple al tomar F(u) = cte.

Luego, para P; > 0 se escribe la ecuacion|(153) como

P, = {‘B (67201”‘4 _ esz) + (Au2 1 Tu2) ((Au + By) (YA Yy — YT AL)
~1

+ A2 (Au2 + Tf) )e—QB} [8T27r (Auz + Tf)g} , (167)

donde

2

B — (Aj _ Tﬁ) (TW _ Amf) n (Aﬁ n Tf) (Tu (Tuwo + A L)
+ Ay (Ao + AuMiy) ) — AA T AL T - (168)

Al igual que antes, usando las relaciones [(242)H(241d)y considerando valores muy

grandes de z y p se obtiene que
B ~0. (169)

Con lo cual se puede despreciar 5 en la ecuacion|(167)|, siempre y cuando e 2124 —

e~2B no se haga muy grande al tomar valores grandes de z y p. Al repetir lo anterior,
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es posible encontrar que

2
YA Yy — YL uAy ~ — P (170)

(a+1)3/22 4 p?

2 2 1

Tomando estas ecuaciones junto con la ecuacion se encuentra que una con-

dicién aproximada para que P; > 0 es
(A4 B S+ A >0, (172)
u

la cual es exactamente igual a la condicién para P, > 0 (cf. inecuacién |(165)). De
hecho, puede comprobarse que P, y P; se hacen iguales al aproximar para valores
grandes de z y p.

Finalmente, para obtener ;. > 0 se escribe la ecuacién como

= {e: (@21424 _ g 2B) | v (Au2 + Tf) [(Au 4 Ba) (Tuhuo — AuTon)
+ (Af + Tj) (27 Ay + (Bu + 5A0) Tu — AT (2Ba + 34,)) } e‘2B}
-1
X [STQW (Au2 + Tﬁ)s] , (173)
donde

= (A=) (A’ = T0”) = (A7 1) (A (A + Tu o)
+ Ty (Tuwo — Tuliw) ) + 40, T Ay Yoy - (174)

Usando las relaciones [(242)(241d)| y aproximando para valores grandes de z y p

se llega a
r 175
Q:N(a+1)6(z2+p2)’ (17%)

(a+1)3 /22 + p? .

97



Usando estas aproximaciones junto con las ecuaciones [(157), [(164)| y [(177)| se ob-

tiene que una condicion aproximada para que i > 0 es

3
e 2at24 _ o728 1 9 (3Au + B, + uAy, — uA,B, — §uAu2) ue 28 >0. (177)

Si se considera B(u) = —A(u) + ¢o, una condicion suficiente para que la inecuacion

(177)|se cumpla es que e(©—c1) 4 9 <2Au + uAy, — %uAf) u > 1.
Las condiciones de las inecuaciones [(158), [[165), [[172)|y [(177)| corresponden a las

condiciones aproximadas sobre A(u), B(u) y ¢; para que se cumpla la condicion de

energia débil y la condicion de energia fuerte. Estas condiciones permitirian obte-
ner una solucion fisicamente aceptable. Sin embargo, dado que estas condiciones
son aproximadas, solo se obtendria una solucién que cumpliria las condiciones de
energia solo aproximadamente, para valores grandes de z y p. Debido a estoy a la
complejidad de las condiciones exactas, se decidié dejar la investigacion hasta aqui,

sin encontrar algunas expresiones especificas de A(u), B(u) y ¢;.
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CONCLUSIONES GENERALES

En el primer capitulo[1]de este trabajo se hizo una revisién de algunas propiedades
conocidas del 6valo de Descartes, como, por ejemplo, la existencia de un tercer foco,
su parametrizacion respecto a la coordenada polar 6, su condicion de existencia y su
caso limite como caracola de Pascal, o como un fragmento de ella. Varios de estos
resultados corresponden a redescubrimientos y/o recuperaciones de trabajos muy
antiguos como los de”’} Se encontro y se caracteriz6 ademas una parametrizacion
respecto a la coordenada polar r, que tiene la ventaja de graficar correctamente al
ovalo para cualquier valor de a y de u con a # 0. Al contrario de la parametrizacion
respecto a 6, que no es conveniente cuando |a| > 1. Esta parametrizacion del 6valo
en la variable r no fue encontrada en la literatura, con lo cual, corresponde a un
resultado nuevo.

En el siguiente capitulo se encontraron y caracterizaron las curvas ortogonales a
una familia de évalos de Descartes confocales. Se encontrd que, excepto en el caso
a = —1, estas curvas ortogonales, llamadas sinécdolas, se componen de dos ramas
gue se extienden al infinito y que nacen desde un mismo punto. Se encontr6 ademas
que estas dos ramas convergen de manera asintotica a una recta en el infinito.
Se parametrizd la sinécdola en términos de la coordenada polar 6 y la cantidad
t = arcsenh(z/y). A su vez, se obtuvieron algunos casos particulares en los que
la ecuacion de la sinécdola puede reescribirse como una ecuacion algebraica en
x Yy y. Ademas, en los casos « = —1 y a = 1, se encontré que las sinécdolas se
convierten en elipses e hipérbolas, respectivamente, cuyos focos coinciden con los
de los 6valos confocales a los cuales se intersecan ortogonalmente. Estas curvas no
han sido reportadas antes en la literatura, por lo cual, son un nuevo tipo de curvas.

Con estas curvas, junto con la familia de 6valos de Descartes confocales, se cons-

9 SOUTHALL, J. P. C.[1922; CHASLES, M. [1837; WILLIAMSON, B.|1912; WOOLSEY, J. M. |1875;
QUETELET, A.[1829.
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truyd un sistema de coordenadas ovaladas. En este, las curvas coordenadas son
ovalos confocales y sinécdolas. A partir de este, se construyd un sistema de coorde-
nadas ovoidales 3D en el cual las superficies coordenadas son ovoides confocales
y mantos de las superficies de revolucion de las sinécdolas, llamadas sinécdoloides.
Cada manto se define como la superficie de revolucion de una de las ramas de la
sinécdola. Se determinaron los factores de escala de estas coordenadas ovoidales
en términos de las funciones A(u,v) y T (u,v), asociadas a las transformaciones de
coordenadas ovoidales a cartesianas. Se determin6 ademas que las ecuaciones de
Laplace y de Helmholtz no son separables en estas coordenadas ovoidales, lo cual
sugiere el uso de enfoques numéricos para resolverlas. Se encontré también que la
ecuacion de Laplace 2D no es separable en coordenadas ovaladas.
Adicionalmente, se determinaron las funciones A(u,v) y T(u,v) en términos de la
solucién positiva de la ecuacion gue es similar a una ecuacion algebraica, pe-
ro con potencias reales. Se determind que esta ecuacion puede reescribirse como
una ecuacion algebraica si a € Q y que siempre tiene al menos una solucién po-
sitiva si ademas a ¢ (—1,0]. El grado de esta ecuacion se determind en funcion
del valor de a, encontrando que éste es menor o igual que 4 en los casos en que
la| = 1,2,3, 3, 5. En estos casos es posible resolver la ecuacion en términos de
radicales. En particular, se encontré la solucidn positiva de esta ecuacion para a = 1
ya= % encontrando que ésta es Unica en ambos casos. Una solucion general de la
ecuacion para un valor indefinido de a no se pudo encontrar, debido a que esto
implica resolver la ecuacién algebraica de grado n para un valor de n indefinido.

Se determind también una metodologia para escribir las derivadas parciales de
n—ésimo orden de A(u,v) y Y(u,v) en funcién de si mismas. Estas se hallaron
usando las definiciones de las coordenadas ovoidales u y v en términos de las coor-
denadas cartesianas, y fueron de gran ayuda para simplificar o aproximar expresio-
nes en el capitulo [5. Asimismo, de estas se encontraron las relaciones A, = YT, y
T, =—"TA,, donde los subindices indican derivada parcial. A partir de estas dos, se
determinaron relaciones entre las segundas y terceras derivadas de A y T de mane-

ra sistematica, las cuales fueron de gran ayuda en los capitulos[d]y 5 para simplificar

100



las expresiones encontradas en la ecuacion de Killing y en las ecuaciones de campo
de Einstein.

A partir del elemento de linea sobre ovoides de Descartes, en el capitulo 4] se propu-
so y caracterizé un ansatz métrico estacionario y ovoidalmente simétrico para des-
cribir fuentes ovoidales en la teoria gravitacional de Einstein. Para esto se siguié un
procedimiento inspirado en el trabajo de Krasinski para definir espaciotiempos esta-
cionarios y elipsoidales®™| A diferencia de Krasinski, en este caso se usé la métrica
sobre ovoides de Descartes confocales. Este ansatz métrico ovoidal se reduce al
ansatz métrico esférico al imponer, entre otras cosas, la condicion a = 0 o 7 = 0,
en la cual los ovoides usados para construir el ansatz se convierten en esferas. Al
hallar la solucion mas general de la ecuacidn de Killing, se encontraron solamente
dos vectores de Killing linealmente independientes: £ = 9, y n = 0,, asociados
al caracter estacionario de la métrica y a su simetria axial, respectivamente. Esto
confirma la suposicién inicial de que la simetria ovoidal no esta caracterizada por
una isometria. No obstante, esto no descarta la existencia de algun otro invariante
asociado a esta simetria ovoidal.

Con este ansatz métrico ovoidal, en el caso estatico, se encontraron soluciones de
las ecuaciones de campo de Einstein de tipo fluido estatico y anisotropo. Se encontro
que la densidad y las presiones dependen en general de las dos coordenadas ovoi-
dales u y v. Se encontr6 también que las presiones tangenciales, P, y Pz, se hacen
iguales para puntos en el infinito. Asimismo, se determinaron las condiciones sobre
las funciones libres A(u) y B(u), junto con la constante ¢;, para que se cumplan
las condiciones de energia débil y fuerte. Se encontraron versiones aproximadas de
estas condiciones para puntos distantes, con valores grandes de z y p comparados
con 7. Pese a tomar estas aproximaciones, las condiciones resultaron lo suficiente-
mente complicadas como para hallar un caso particular que las cumpla. Con lo cual,
no se pudo encontrar una solucién particular que fuera fisicamente aceptable.

Para extender los resultados de este trabajo, se pueden considerar una serie de

% KRASINSKI, A.|[1978!
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cosas. La primera consiste en considerar otra familia de ovoides de Descartes para
construir el ansatz métrico. En vez de usar ovoides que comparten dos focos, se
podrian usar ovoides que comparten sus tres focos, lo cual daria lugar a un ansatz
métrico ovoidal triconfocal. Para lo cuél se necesitaria crear ademas unas coordena-
das ortogonales ovoidales triconfocales. La segunda cosa que se puede considerar
es buscar soluciones de las ecuaciones de campo de Einstein de tipo fluido esta-
cionario con flujo de calor y tensor de anisotropia. Al no tener que imponer que las
funciones A, B y C dependan solo de u, se puede obtener mayor libertad sobre las
funciones libres de la solucién para hacer cumplir las condiciones de energia. Asi-
mismo, se podrian buscar soluciones de tipo vacio de las ecuaciones de campo de
Einstein a partir del ansatz métrico ovoidal. No obstante, debido a la complejidad de
estas ecuaciones se espera que hacer esto ultimo sea muy complicado.

En este trabajo, por su parte, se evidencia como el uso de 6valos de Descartes
para construir coordenadas ortogonales da lugar a expresiones muy complicadas
como las de A(u,v) y T(u,v). La complejidad en estas expresiones hace que, por
ejemplo, la ecuacion de Laplace no sea separable en coordenadas ovoidales. A
su vez, este panorama no cambia mucho en relatividad general. En este caso, fue
posible encontrar soluciones exactas de tipo fluido anis6tropo estatico. Sin embargo,
debido a la complejidad de la solucion, no fue posible imponer las condiciones de
energia en la solucién de manera satisfactoria. Esto parece indicar que, si bien es
posible encontrar soluciones a partir de 6valos de Descartes, la complejidad de
estas soluciones hace impractico e inviable su andlisis fisico o de cualquier otro
tipo.

Estas percepciones podrian cambiar si se elige otra familia de évalos de Descartes
para construir las coordenadas. Como, por ejemplo, la mencionada familia de évalos
de Descartes triconfocales o los 6valos de Descartes derivados a partir de la fun-

cién eliptica de Weirtrass p(Z)P_gI. No obstante, no hay garantia de que se obtengan

9%  FAROUKI, R. T. 2022; FERREOL, R.s.f.; C. L. BACON: The Cartesian Oval and the Elliptic
Functions p and o. En: American Journal of Mathematics 35.3 (1913), pags. 261-280.
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soluciones simples al usar estos otros enfoques. Es posible, por otra parte, que el
uso de coordenadas de tipo ovoidales sea util en otros problemas fisicos. Como por
ejemplo, el modelo de un disco de acrecién alrededor de un objeto astrofisico o el

de un nucleo atémico sin simetria de reflexion’™} por decir algo.

100 Y, CAO et al.: Landscape of pear-shaped even-even nuclei. En: Physical Review C 102.2 (2020);
G. ALBERTINI, D. BASSANI y F. CARDONE: Two questions about a non-flat nuclear space-time.
En: The European Physical Journal Plus 133.2 (2018).
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A. ALGUNAS CONSIDERACIONES SOBRE LOS OVALOS DE DESCARTES

En esta seccion se desea profundizar en la parametrizacion 6 = 0(r) de la seccién
1.3.2|y en el caso particular de los 6valos de Descartes como caracolas de Pascal.
Respecto al primero de estos temas, se busca identificar el intervalo de valores que
toma r en esta parametrizacion. Para lo cual se encuentran cuatro posibles valores
minimos y maximos de r, de los cuales siempre hay solo dos que corresponde al
maximo y minimo de r dados unos valores fijos de u y a. Los resultados de este
problema se dan en funcién de los distintos rangos de valores que puede tomar a,
como, por ejemplo, |a| < 1, |a|] > 1, a = 1, etc. Por otra parte, para determinar los
casos donde el 6valo se convierte en caracola de Pascal, se toman las ecuaciones
paramétricas|(7)]y[(9), que relacionan un radio en funcién de un angulo, y se impone
la condicion de que éstas sean de la forma » = a + [ cos #, siendo a y 3 constantes.
Con esto, se obtienen dos ecuaciones que definen caracolas de Pascal, una en
relacidn a una distancia radial al foco F, y la otra, en relacion al foco F’. Como
conclusion adicional, se encuentra que el 6valo se convierte en caracola cuando

uno de los focos converge en el otro.

A.1. Limite superior e inferior del radio en la parametrizacion radial del ovalo

de Descartes

Determinar el intervalo de valores que toma r en la parametrizacion 6 = 6(r) defi-
nida por la ecuacién es equivalente a encontrar los valores maximo y minimo
de r. Para esto, se puede emplear la ecuacion que expresa r en funcion de 6.
Considerando 0 € (—m,n], () alcanza sus valores maximo y minimo cuando 6 = &

0 cuando

dr aT sin <a27 cosf & a/—a2r2sin2 0 — 2ur cos + 72 + u2 — u>

=

—0. (178)

(a® — 1)\/—6L27’2 sin? § — 2ut cos O + 72 + u?
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Como puede verse, una solucion de esta ecuacion es sinf = 0, que implica ¢ €

{0, 7}. La otra posibilidad consiste en que

a’1cosf £ av/—a2r2sin2 0 — 2ur cosf + 72+ u2 —u = 0. (179)

Simplificando esta expresion se obtiene

a’tcosf —u+ L\/(CL%’COS@ —u)? + (a®72 —u?)(1 —a?) =0. (180)
v

Por ende, al pasar a*7cosf — u al lado derecho y al elevar a ambos lados de la

ecuacion al cuadrado se cancela la parte que contiene a ¢# dando lugar a
(@7 = w*)(1 - a®) =0, (181)

la cual no depende de 6. La solucién de esta ecuacién da lugar a un posible caso
extremo en el cual dr/df = 0 para todo 6. Por ende, se descarta esta otra posibilidad,
dejando solamente el casoenque § =00 0 = .

Lo anterior ilustra que r alcanza sus valores maximo y minimo en puntos sobre el
eje z. Es decir, puntos donde y = rsiné = 0. Asi, una manera de hallar los posibles
maximos y minimos de r consiste en resolver la ecuacion y(r) = 0, tomando y(r) de

la ecuacién |(12). Para esto, es conveniente reescribir y(r)?> como

y(r)Qz—F;#((a+1)r—u—a7‘)((a+1)r—u+a7’)((a—1)r+u+a7‘)
X ((a—=1)r+u—ar). (182)

Asi, las soluciones de y(r) = 0 son

ar — u —ar —u —aT +u aT +u
’ "2 a—1 "~ 'S a+1 M T (183)

r =
a—1

Un hecho interesante de estas soluciones es que al reemplazarlas en la ecuacion
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[(10)| se obtiene
cos (0(r;)) =1 ie{l1,4}, (184)

cos (0(rj)) = —1 je{2,3}. (185)

Por ende, r, y 4 dan lugar a puntos en el eje x positivo, z(r;) = r;, y r2 y r3 dan lugar
a puntos en el eje = negativo, z(r;) = —r;.

Para distinguir cuales de las soluciones r; de y(r) = 0 se deben usar, se usara el
hecho de que por construccion se debe cumplir la ecuacion Asi, al reemplazar

r = r; en esta ecuacion y al usar la ecuacion se obtiene

a

_1(sign(a—1)|7'—u|—|—7'—u):0, (186)

donde sign es la funcién signo, definida como sign(x) = z/|z|. De esta expresion se
ve que a no puede tomar el valor de 1 para evitar inconsistencias y que sign(a —
1)|7 — u|] < 0 para que la expresion en paréntesis sea cero. En los casos donde esto
no se cumple, r; deja de ser un maximo o minimo de r. Adicional a esto, se debe
buscar la condicion de que r; > 0. Los resultados de este analisis aplicados a cada

radio r, se muestran en el cuadro[2, donde se ha definido por conveniencia

I e
Esto da como resultado que para cada intervalo posible de « siempre hay solo dos
radios posibles que cumplen las condiciones impuestas. Con lo cual, el mayor es el
méximo y el menor es el minimo. En la columna “Obs.” del cuadro [2| se ilustra cual
de los radios es mayor que el otro en cada caso posible. En la figura [T5] se ilustra
esto mismo pero graficamente.

Ahora, se deben considerar los casos limitesa =1y a = —1. En el caso a = 1, los

radios pasan a ser 7, = 7, = 00, 7y = 12 y 7, = T Del cuadro , la condicién
de existencia del 6valo para « = 1 es u > |r|. Por ende, tanto 73 como 7, son no
negativas. Se encuentra estas dos son consistentes con la ecuacion [(4), dado que

dan lugar a que ésta se cumpla idénticamente. Con lo cual 75 es el radio minimo y
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Figura 15. En cada region coloreada del plano ua se ilustra cual de los dos radios
de la ecuacion que cumplen ser no negativos y ser consistentes con la
ecuacion [(4) es mayor que el otro. La regién en color blanco representa las
regiones donde no se cumple la condicion de existencia del 6valo (cf. cuadro .

Tabla 2. En este cuadro se presenta las condiciones para que la ecuacion|(4)se
cumpla idénticamente al reemplazar » = 7, y para que 7, > 0, con k = 1,2, 3, 4.
Estas condiciones toman en cuenta que u debe satisfacer la condicion de
existencia del évalo del cuadro[il La columna marcada con “Obs.” contiene una
observacion adicional sobre los radios 7, en el intervalo respectivo. Para el caso

la| < 1 con a # 0, la observacion en paréntesis es para el caso a < 0, y la otra, para
el caso a > 0. Por ultimo, el simbolo —3u indica que no existe ningun « que cumpla
las condiciones impuestas.

- a>1 la| <1cona#0 a<—1
F Condicion Obs. Condicion Obs. Condicion Obs.
no|uellrlar|] T<Fueldr||r]] ms<m(Fi<rs) | welalr],|7]] T<T
79 —3Ju —3Ju —Ju
73 | u€lalt],00) T35 <Ts|u€ a7, 00) u€e(—oo,alr|] T3<Ts
T4 | ué€e [|T|, oo) u € UT!, oo) Tg < Ty (Fa<T3)| ue€ (— 00, \TH

7,4 es el radio maximo.

Por ofra parte, en el caso a = —1 se tiene 7, = T, 7y = ZH y 7y = 7} = +o0.

En este caso, la condicion de existencia es —|7| < u < |7|. Con lo cual 7, > 0,
pero 7, < 0. Dado que el dvalo se convierte en una de las ramas de una hipérbola,

entonces naturalmente el radio maximo es r = oo. Al igual que antes, se encuentra
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que 7, es consistente con la ecuacién Por lo tanto, 7, es el radio minimo.
Finalmente, de todo lo anterior se encuentra que el intervalo de valores que toma r
en las ecuaciones paramétricas y[(12) va acorde con

( u — alt]| al7| + u]
Lasign (a(u —alt|))+1" a+1

, Sila| >1;

[a|7| + usign(u — |7]) —a|7| +u]

, SIi —1<a<0;

a+sign(u—|7]) = a+1
re —a|7']+u7a|7|—|—1.¢s1gn(u—|7-|) , Si0<a<l; (188)
a+1 a + sign(u — |7])
[—|7|+u |7|+u ,
) ) Sla=1;
T2 2
’T‘—i_u,oo), Sia=-—1.
Ll 2

donde sign(z) = x/|z| es la funcién signo.

A.2. Caracolas de Pascal como un caso particular de los 6valos de Descartes

En los capitulos de la parte | se veia que al graficar 6valos de Descartes algunos
de ellos presentaban un pico (cf. figuras [3, [4] y [13). Al final de la seccion se
demostrd que esto ocurria cuando alguno de los vértices de los dos conos dados
por las ecuaciones|(32)] y [(33)] se intersecaba con la superficie del otro. Se encontrd
que esto ocurria cuando u = |7| si |a| < 1y cuando u = a|7| si |a| > 1. Como se vera
luego, estos dvalos corresponden a caracolas de Pascal, o fragmentos de ellas.

Aqui se realizara un enfoque alternativo al de la seccion al analizar las ecua-
ciones paramétricas del évalo de Descartes dadas por las ecuaciones[(7)| y [(9)} Se
buscaran condiciones para que estas relaciones sean de la forma r» = a+ 3 cos §, con
a'y 3 constantes. Este enfoque permitira encontrar las ecuaciones de las caracolas
de Pascal que resultan a partir de los évalos de Descartes, y permitira ver que toda

caracola de Pascal es un caso particular de estos mismos, excepto el cardiode. Las
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ecuaciones y resultados obtenidos aqui son consistentes con lo encontrado en7]

La primera ecuacién paramétrica[(7)] se obtuvo al solucionar la ecuacién [(6)]
(a® — 1)r* + 2(u — a®1 cos O)r — u® + a’7* = 0. (189)

Dado que la ecuacion polar de las caracolas de Pascal es r = a + Scosf, con «
y [ constantes, se desea que en esta ecuacion la dependencia de r con cosf sea
lineal. La Unica manera en que esto puede ocurrir es si —u? + a?7% = 0, es decir, si
u = +ar. Para este caso, de la ecuacién se obtiene

2at
a?—1

(£1 —acos?). (190)

r=—

Al comparar con la condicion de existencia del 6valo de Descartes del cuadro [1] se
encuentra que esta curva es no vacia o no degenerada en un punto cuando |a| > 1y
+7>0,ycuando —1 < a < 0y +7 < 0. El signo 4+ de estas condiciones es el mismo
que el de la ecuacion [(190)] Es interesante mencionar que el caso —1 < a < 0 no
corresponde a un Ovalo con un pico, pues para |a| < 1 se necesitaria u = |7|, pero
sin embargo es una caracola de Pascal.

Ahora se realiza el mismo andlisis pero para la ecuacion paramétrica [(9)} En este

caso, se tiene la ecuacion cuadratica
(a®> — 1) —=2(Tcos ¢+ au)r’ — 7> +u* = 0. (191)

De la figura |5 es facil ver que ' y ¢ pueden interpretarse como las coordenadas
polares de un sistema de coordenadas cartesianas con el origen en el foco F’ y
paralelo al sistema coordenado zy. Asi, para obtener caracolas de Pascal se quiere
que —7% + u? = 0, es decir, que u = +7. Al reemplazar esta ecuacion en se
obtiene

, 2T

r :a2_1(cos¢ia). (192)

101 WOOLSEY, J. M. 1875,
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Al comparar con la condicién de existencia del cuadro[1|se encuentra que esta curva
es no vacia o no degenerada en un punto cuando |a| < 1y +7 > 0,y cuando a < —1
y £7 < 0. El signo + de estas condiciones es igual al de la ecuacién El caso
a < —1 corresponde a una caracola de Pascal sin un pico.

Por otra parte, al tomar la ecuacién que relaciona la distancia " al tercer foco
y repetir el procedimiento anterior no se encuentran casos nuevos de caracolas de
Pascal. En particular, al tomar ¢ como el angulo formado entre el segmento M F" y
el eje z (cf. figura[8) se tienen las relaciones = = r"cosy + 7+ &y y = r"sine. Al
reemplazar r = /22 + 42 en la ecuacién |(26), con los z y y mencionados antes, se

obtiene

a?r?—u? [, B 2:|:a7'2 +u?cosy ,  (a®7* —uP)(7? — u?)

2 | (@ 1) 72(a® — 1)

=0, (193)

donde se uso la ecuacion que relaciona £ con u y 7. Como puede verse, la
condicién de que r” sea lineal con cos ¢ implica que u = +7 0 que u = +aT, que son
las dos condiciones ya vistas antes. Al reemplazar estos valores de u en la ecuacion
[(193)| se pueden obtener nuevamente las ecuaciones|[(190)|y[(192)] Por ende, el uso
de la ecuacion no conduce a nuevos resultados.

Vale la pena mencionar que en el caso u = +7 se obtiene { =0y enelcasou = +7
se obtiene 7+ ¢ = 0 (cf. ecuacién[(24b)). Asi, el foco F” se hace igual al foco F o F’
al imponer la condicién de que el 6valo sea una caracola de Pascal. Por lo tanto, se
puede decir que el évalo de Descartes se convierte en caracola de Pascal cuando

uno de los focos converge en otro.

De las ecuaciones |(190)| y |(192)| puede verse que para obtener una ecuacion de

la forma r = a + acosf, con a constante, se necesita que a« = +1. Sin embargo,
para estos valores de « el coeficiente de cos 6 y el término independiente se hacen
infinitos. Para evitar esto, se puede considerar el limite donde « — +1y 7 — 0 con
7/(a* — 1) = d constante. Asi, el cardiode se obtiene en un caso limite en que los
tres focos convergen en un solo punto.

Por su parte, para demostrar que toda caracola de Pascal que tiene por ecuacion
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r = a+ B cosf es un ovalo de Descartes, con a y 5 constantes, basta con encontrar
los valores de a y T en funcion de los valores de a y 5. Para este caso, de la ecuacion

(190), puede demostrarse que estas relaciones son

o=l T:@%%f. (194)

Al repetir lo mismo para la caracola de Pascal cuya ecuacién es ' = a + (3 cos ¢, con

a 'y (B constantes, se obtiene

2 _ 2
2 = 2o (195)

“=*5 20

a partir de la ecuacion Pese a que en los casos a = 0 0 5 = 0 las expresiones
[(194)]y [[(195)| presentan problemas, las caracolas de Pascal correspondientes si son
ovalos de Descartes. En particular, la curva dada por » = « corresponde al 6valo
cona =0y u = «, mientras que la curva dada por » = 3 cos 6 corresponde al évalo
en el caso limite enque 7 = /2y a y utienden a co con a/u = 1. Asimismo, la curva
dada por " = « corresponde al caso limite en que 7 = 3/2y a y u tienden a co con
a/u = «, mientras que la curva dada por ' = /5 cos ¢ corresponde al caso limite en

quea=0y7=—03/2.
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B. ALGUNAS CONSIDERACIONES SOBRE LAS SINECDOLAS

B.1. Condicién para que la funcion y(¢), asociada a la parametrizacion de la

sinécdola en la variable ¢ = arcsenh(z/y), tome valores positivos

Aqui se encontrara la condicion de ¢ para que y de la ecuacion sea positivo
0 negativo. Esta condicion es importante para que las soluciones de s = e’ de
la ecuacion sean también soluciones de la ecuacion [(70)], y asi correspondan
efectivamente a puntos de interseccion entre el valo y la sinécdola definidos por las
ecuaciones y [(69b)] respectivamente. Para hacer esto, se considera primero

el signo de

g — sinh(¢) — sinh <” a_ t) = F(t). (196)

En el limite asintético cuando |t| es muy grande, F'(¢) tiende a sinh(¢) si|a| > 1y
tiende a sinh(t/a) si |a| < 1. En ambos casos, F'(t) tiende tanto a co como a —oco a
medida que |¢| se hace infinito. Asi, como es una funcién contintia, F' debe cambiar
de signo en alguno de sus ceros al menos una vez. En este caso, el unico cero de
Fest=wv/(a+1).Porlo tanto, F(t) es positivo cuando ¢t > v/(a+ 1) si |a| > 16
0 < a < 1, pues en estos casos F(t) — oo a medida que ¢ — oco. Analogamente,
F(t) es positivo cuando ¢t < v/(a+ 1) si —1 < a < 0, pues en ese caso F(t) — oo a
medida que t — —o0.

Con esto es posible encontrar facilmente la condicion paraque y > 00y < 0. Solo se
debe considerar adicionalmente el signo de la constante . Una manera compacta

de escribir esta condicion es

(t—aj_l)TS(a)>0, (197)

con S(a) := |a+ 1| — 1. Asi, cuando S(a) < 0, es decir, cuando —1 < a < 0, esta
inecuacion queda como t < v/(a + 1) para 7 > 0; y cuando S(a) > 0, queda como

t >v/(a+ 1) para T > 0. Si se quiere una manera menos compacta de escribir esta
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condicion puede ver el cuadro [3| Note que la condicién subyacente para s = e’ es
que s € (e#l,oo> oque s € (O,eﬁ)

Un hecho particular ocurre en el caso en que a = —1. Para este caso se tiene que
F(t)=3e'(1—e™)+3e (e’ —1). Asi, cuando v > 0 se tiene que F(t) > 0Vt € R,
puese’ > 1lye ¥ < 1,y cuando v < 0 se tiene que F(t) < 0Vt € R por razones
similares. Por lo tanto, sia = —1y v > 0 entonces y/7 siempre es positivo, y si
a = —1ywv < 0 entonces y/T siempre es negativo. Las particularidades de este
caso se deben a que la sinécdola se convierte en la parte superior o inferior de una

elipse, como se vio en la seccion[2.3]

Tabla 3. Condicion sobre el valor de t para que la funcién y(¢) definida por la
ecuacion sea positiva. Las expresiones R, y R_ representan respectivamente
a los reales positivos y a los reales negativos. Se excluyen los casos en que a = —1
y v < 0, porgue en ellos no existe condicién para ¢

Valores de los parametros _—
Condicion para t

T a v
Ry-1 R b> o
R, (—1,0) R t<H
~1 R, teR
Ry-1 R b< o
r_ (=10 R t>
-1 R teR

B.2. Grado algebraico de la ecuacion s paraa € Q

Aqui se respondera la siguiente pregunta: ;Dado un valor racional de a, es posible
escribir la ecuacion[(71)]como una ecuacion algebraica? Y si es asi, s entonces cudl
es su grado? En este apartado se demostrara que si a € Q entonces la ecuacion
puede efectivamente reorganizarse como una ecuacion algebraica en s™/?, don-
de m y p seran definidos mas adelante. Analizando el polinomio resultante, P(Z7),
asociado a la ecuacion algebraica sera posible demostrar en la siguiente seccion
que siempre existe al menos una solucién de la ecuacién [(71) con s > 0 siempre y

cuando a € QN Ry .
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Primero, sea p/q la fraccion irreducible igual a a, donde se considera sin perdida
de generalidad p > 0 por conveniencia. Ahora, la ecuacion |(71)| puede reescribirse
como

,44;5% + )\S%-&-l + ng_l +v =0, (198)

donde k = (ar—u), A = ei (T —u), p = €« (T+u) y v = e« (ar+u). A continuacién se
dividira el andlisis de la ecuacion |(198)| en los casos en que ¢ > p, |q| < p, ¢ < —p.
Al finalizar se discutiran los casos en que ¢ = +p, es decir, cuando a = +1.

Para ¢ > p, se reescribe la ecuacion como
H(sl/p)2q+/\(sl/p)q+p+u(sl/p)q7p+1/:O. (199)

Dado que ¢ > py p > 0 entonces se encuentraque 2g > 0,g+p>0yqg—p >0, es
decir, todas las potencias de s/? en la Gltima ecuacidn son enteros positivos. Por lo
tanto, ésta es una ecuacion algebraica en s'/?. Como p < ¢, entonces 2¢ es su mayor
potencia. Luego, la ecuacion |(199)| es una ecuacion algebraica en s'/? de grado a
lo sumo de 2¢. Se dice que es a lo sumo debido a que si existe un divisor comun
m de 2q, ¢ + py q — p distinto de 1, se podria reescribir la ecuaciéon como una

ecuacion algebraica en s™/? de grado 2¢/m

atp

" 4 (Sm/p)% I— (200)

s (smIP) ™ 4 X (5P

Por otro lado, para |¢| < p se multiplica a la ecuacion |(198)|a ambos lados por s

y se reescribe como
B ()7 () 4 et (M) = 0. (207)

Al escribirla de esta forma se encuentra que todas las potencias de s'/? son enteros
positivos, implicando que es una ecuacion algebraica en s'/?. Se encuentra que 2p
es la potencia mas grande. Luego, al igual que antes, si existe un divisor comun
de 2p, p + q y p — ¢ distinto de 1, se podria reescribir la ecuacion como una

ecuacion algebraica en s™/? de grado 2p/m.
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Por ultimo, para ¢ < —p se multiplica la ecuacion|(198)| por §F y se reescribe como
K A (sP) T (M) T ey (M) TR = 0. (202)

De nuevo, escrita en esta forma, se encuentra que todas las potencias de s'/? son
enteros positivos, siendo —2¢ es la potencia mas grande. Asi, la ecuacion
puede reescribirse como una ecuacion algebraica en s™/? de grado —2¢/m, donde
m es el maximo comun divisor de —2¢, —¢ + p and —q — p.

Analizando estos resultados se encuentra que el grado algebraico mas pequefo
gue se puede obtener al reescribir la ecuacion es precisamente 2p/m, donde m
es el maximo comun divisor de 2p, p+ gy p — ¢, y donde p y ¢ se definen como el
maximo y el minimo del conjunto {p, |¢|}, respectivamente. En todos los casos de a,
la ecuacion algebraica se escribe en la variable s™/?. Una consecuencia inmediata
de este resultado es que los casos a = k, a = —ky a = 1/k, con k € Q, tienen el
mismo grado algebraico dado que todos ellos tienen igual p y g.

Ademas, es posible demostrar facilmente que m solo puede tomar los valores de 1
y 2. Para ver esto, note que dado que p/q es una fraccion irreducible, entonces p y
q son primos relativos. Por ende, p y ¢ también son primos relativos. Ahora, si m es
divisor de p+qy p— @, entonces m también es divisor de su suma, que es 2p. Luego,
se puede decir que m es simplemente el maximo comun divisor solode p+qy p—q.
Por su parte, el hecho de que m sea un comun divisor implica que existen enteros
ki y ko tales que p+q = kym 'y p— q = kom. De estas ecuaciones es posible despejar
apygcomop = (ki+ke)m/2y q= (ki —ke)m/2. Pero, como py g deben ser primos
relativos, entonces m solo puede tomar los valores de 1y 2, de lo contrario, m 0 m/2
seria un factor comun entre ellos.

Finalmente, para a = 1 la ecuacion queda como
(1 —u)s*+e’(t+u) =0, (203)

gue es una ecuacion algebraica de grado 2. Este caso coincide con el analisis hecho

previamente al considerar p = 1, § = 1y m = 1. Asi el grado de la ecuacion es
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2p/m = 2. Por su parte, para a = —1 la ecuacion[(71)| queda como

(T+u)s?>—e ’(r—u)=0. (204)
Multiplicando a ambos lados por —s? se obtiene

e (t—u)s*—(t1+u)=0. (205)

que es una ecuacion algebraica de grado 2. Al igual que antes, este caso coincide

con el analisis hecho previamente al considerar p=1,g=1y m = 1.

B.3. Teorema de existencia de soluciones positivas de la ecuacion s

Un teorema subyacente a los resultados de la seccion anterior es el siguiente

Teorema 1. Seanu,v,a € R tales que a > 0 0 a < —1, y u satisface la condicion de
existencia del évalo de Descartes presente en el cuadro([i] Si adicionalmente a € Q,

entonces la ecuacion siempre tiene al menos una solucion real positiva para s.

Demostracion. Sea p/q la fraccion irreducible igual a a con p > 0. Ahora considere
los dos primeros casos Yy el ultimo caso de la seccion anterior. El primero consiste
en ¢ > p, para el cual se encontrd previamente que las soluciones de la ecuacion
son raices del polinomio (cf. ecuacion|(199))

P(Z) = (ar — u)Z% +ea(r — u)Zq:vJ +ei(r+u)Z% + e%(a7'+u), (206)

donde m es el maximo comun divisor de ¢ + py ¢ — p, y donde Z = s™/?. De
este polinomio, es posible ver que (a1 — u)Z%q es el término dominante de P(Z) a
medida que Z — oo. Por lo pronto se considera la condicion « > min(1, a)|7| = a|7|
del cuadro [T} habiendo cambiando > por >. Asi, de esta condicién se sigue que
(ar — u) < 0, implicando que P(Z) — —oo cuando Z — oo, y que P(0) = e (ar +
u) > 0. Dado que los polinomios son continuos en R, en particular lo son en el

intervalo [0, c0). Como P cambia de signo en los limites de este intervalo, entonces
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P(Z) se hace cero al menos una vez en el intervalo (0,c0), es decir, P tiene al

menos una raiz positiva. Es importante resaltar que este resultado no garantiza que

v m

Z =P c(evtiv o) 0que Z = s™/P ¢ (0,ea 1 ).

El caso u = a|7| puede estudiarse como el caso limite en que « tiende a a|7| por
derecha. En este limite se cumple lo mismo que antes, es decir, que (a7 — u) < 0
y que P(0) > 0. Por ende, se sigue cumpliendo que P tiene al menos una raiz
positiva en el limite en que u tiende a «a|r| por derecha. En este sentido puede
hallarse s(a|7|,v) como s(a|7|,v) = lim, 4+ s(u,v). Tiene sentido considerar el
caso u = al|r| como un limite del caso u > a|r|, debido a que para v = a|7| el
ovalo se degenera en un punto, que es el mismo punto en donde se interseca con
la sinécdola (cf. figura[13).

Por otro lado, en el segundo caso |¢| < p se encontrd previamente que el polinomio
asociado a la ecuacién es (cf. ecuacion

Q(Z) = (ar — u)Zm +ea(r — u)Z% + e (T 4 u) +e%(a7 +u)Z5 (207)

donde m es el maximo comun divisor de p+py p— ¢, y donde Z = s™/? como antes.
En este caso, se encuentra que e« (7 — u)Z%” es el término dominante de Q(Z) a
medida que Z — oo. Se deben considerar dos casos ¢ > 0y ¢ < 0. Para ¢ > 0 se
considera la condicién « > min(1,a)|r| = |7| del cuadro [1] De ésta se obtiene que
(t—u) < 0, implicando que Q(Z) — —oc cuando Z — oo, y que Q(0) = e (7+u) > 0.
Por el mismo argumento de antes, dado que @ es continua y que cambia de signo
en el intervalo [0, o), entonces existe al menos un Z € (0, c0) tal que Q(Z) = 0. Es
decir, Q tiene al menos una raiz positiva. Para el caso ¢ < 0, se considera u < |7| del
cuadro (1] Al contrario de antes, de ésta condicion se encuentra T —u > 0y Q(0) < 0.
Pero, como ) aun cambia de signo en el intervalo de [0, o), se concluye lo mismo
de antes.

Los casos donde se considera la igualdad en la condicion de existencia se pueden
tomar casos limites en que u tiende a || por derecha o por izquierdo de acuerdo

al signo de ¢. Por el mismo argumento anterior, en este limite ) sigue teniendo al
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menos una raiz positiva. Esto da por finalizada la demostracién
Finalmente, para a = +1 se encontrd previamente que la ecuacion algebraica aso-

ciada a la ecuacion es la ecuacion para a = 1y la ecuacion para

a = —1. En el primer caso, se tiene al polinomio
R.(Z):=(r—u)Z*+e"(t+u)=0. (208)

En este caso, se considera u > || por el cuadro[1] De esta condicion se obtiene que
(1 —u) < 0, implicando que limz_,., R, (Z) = —o0, y que R, (0) = e*(7 +u) > 0. Por
ende, R, cambia de signo en los limites del intervalo [0, o), implicando que tiene

una raiz positiva siempre. Por otro lado, para « = —1 se tiene al polinomio
R (Z)=e"(1—u)Z>—(t+u)=0. (209)

Del cuadro[{] se toma la condicién —|7| < u < |7|. Ahora, se consideran dos casos,
7>0y7<0.Parat > 0seencuentraque R_(0) = —(1t+u) <0yque (1 —u) >0,
implicando que lim;_,., R_(Z) = oo. Por ende, R_ cambia de signo en los limites
del intervalo [0, c0). Luego, para 7 < 0 se obtiene que R_(0) = —(7 +u) > 0y que
(1 —u) < 0, implicando que limy_,,, R_(Z) = —oc. Por lo tanto R_ aun cambia de
signo en el mismo intervalo de antes. De este modo, debe existir un Z € (0, co) tal
que R_(Z) = 0 tanto para 7 > 0 como para 7 < 0. Aqui se excluye el caso 7 = 0,
porque en este caso la ecuacion del 6valo deja de tener sentido (cf. ecuacion[(72)).
En los casos donde se considera la igualdad en la condicion de existencia, pueden
tomarse igual que antes. Es decir, como casos limites en que u tiende a || 0 —|7|
por derecha o izquierda. Dando lugar a que en estos limites R, y R_ tienen ambos
una raiz positiva. Esto da por finalizado la prueba.

0

Para valores de a tales que —1 < a < 0 no se pudo probar que el polinomio asociado
a la ecuacion [(71)] tuviera siempre una raiz positiva. Esto fue debido a que en este

caso dicho polinomio no siempre cambia de signo en los limites del intervalo [0, co).
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Adicionalmente, la importancia del teorema de esta seccion es que sugiere que el
ovalo y la sinécdola siempre tienen algun punto de interseccion. En particular, el
teorema muestra que esto es cierto sia € Q N R\ (_; o).

La demostracién del teorema anterior también permite demostrar el siguiente coro-

lario

Corolario 1. Seanu,v,a € R tales que a > 0 0 a < —1, y u satisface la condicion de
existencia del 6valo de Descartes presente en el cuadro[1| Si adicionalmente a € Q,
entonces el polinomio asociado a la ecuacion definido por la ecuacion|(206) si

0 < a < 1yporlaecuacion|(207) si |a| > 1 siempre tiene al menos una raiz positiva.

B.4. Soluciones de la ecuacion sparaa =1ya=1/3

Las ultimas secciones permiten inferir el tipo de soluciones de la ecuacion y
como deberian ser para el caso a € Q. En este apartado, se mostrara la solucion
explicita de la ecuacion para los casos a = 1y a = 1/3 usando el método de@
para resolver la ecuacién algebraica resultante. No se considerara el caso a = 1/2
porque en éste se obtienen expresiones muy grandes de s con respecto a los casos
a =1y a = 1/3. Esto es debido a que se obtiene una ecuacion cuartica en s para
a = 1/2. Ademas que, si se usa el método dg'%| para resolver esta cuartica, se
obtiene que la solucién positiva de la ecuacion es una complicada funcién por

partes.

B.4.1. Soluciones enelcaso « =1 En el caso a = 1 la ecuacion |(71) puede

escribirse como

(1 —u)(e"+1)s* + (1 +u)(e’"+1)e" =0, (210)

102 p ZWILLINGER: “CRC Standard Mathematical Tables and Formulae”. En: 31st ed. Advances in
Applied Mathematics. CRC Press LLC, 2003. Cap. 2.3 Polynomials.

103 Jibid.
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Se encuentra que su solucion positiva es s; := y/e"(u+7)/(u—7), la cual toma
valores reales para |u| > |7|, que es precisamente la condicion de existencia del
6valo para a = 1 (cf. cuadro[1). Por ende, s, toma valores reales en el dominio de
interés de u, como debe ser.

Adicionalmente, se desean encontrar soluciones de la ecuacién pero con u

intercambiado por —u, que corresponden a intersecciones en el semi-plano y < 0.

En este caso, la solucion positiva es 5, := \/e"(u —7)/(u+7) = s4(—u,v). Al igual
que antes, dado que u > |7|, se tiene que s, toma valores reales.

Es interesante mencionar como quedan las expresiones de x(u,v) y y(u,v) en este
caso. Asi, al reemplazar ¢t = In s, en las ecuaciones[(40)| y [(41)] se obtiene

e'(t+u)+7—u
2(ev +1) ’

(211)

x(u,v) =

ev (u2 _ 7—2)

o 1 sign(u + 1), (212)

y(“? U) =

donde sign(u + 7) = |u + 7|/(u + 7). Estas ecuaciones permiten confirmar que

Va2 + 32 ++/(x — 7)2 + y% = u y, mas interesante adn, permiten encontrar que

Va2 y? —/(z — 7)2 + y2 = T tanh(v/2). (213)

Por lo tanto, curvas u—constante son elipses confocales y curvas v—constante son
tramos de hipérbolas confocales. Esto significa que el sistema de coordenadas ovoi-

dales se reduce al sistema de coordenada elipticas para a = 1.

Las ecuaciones [(211) y |(212)| representan ademas el punto de interseccidén en-

tre el 6valo y la sinécdola definidos por las ecuaciones |(69a)| y [(69b), respectiva-

mente, sobre el semi-plano y > 0. El otro punto de interseccion, sobre el semi-

plano y < 0, se obtiene al intercambiar u por —u en estas ecuaciones debido

a que 5. (u,v) = sy(—u,v). De este modo, las ecuaciones |(211)| y |(212)| pueden

usarse para obtener coordenadas de todo el plano zy al considerar v € Ry u €
{facR|a>|r[6a< —|7|} = R\[_}7-), v > |7| correspondiendo a puntos con y > 0

y u < —|7| correspondiendo a puntos con y < 0.
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B.4.2. Soluciones en el caso a = % Por otro lado, para a = 1/3 se puede escribir

la ecuacion como
(7 — 3u)(s?)? + 3% (1 — u)(s?)* + 3> (7 + u)(s*) + €% (7 + 3u) = 0, (214)

que es una ecuacion clbica en s2. Siguiendo el procedimiento dd'%% que basica-
s ’ s 1 1
mente es el método de Cardano, las tres raices de esta cubica sonr; = a3 + 53 —~,

ry=aie¥' + gie¥ — v,y = ate’ + fie¥ — 4, donde

_ 2 3
o=V e a (215)

e 2 3
(VA s (216)

8= . ,
y= Tower 217)

- e ((r - u)? iv__g(;)j u) (1 — 3u)) | (218)
.- 2e% (1 — u)’ € — (1 — 3u) (72 + 3u?)) | 219)

(1 — 3u)®
La cantidad A = ¢? + 4p? clasifica cada tipo de solucion. Si A > 0, una raiz es real y
las otras dos son complejas, una conjugada de la otra; si A = 0, las tres raices son
reales, con al menos dos iguales, y si A < 0, entonces las tres raices son reales
y distintasFEl En cualquiera de estos casos se deben buscar las raices positivas,
dado que se necesita que s? sea positivo.

Para el caso A > 0 es facil ver que r, es la raiz real, dado que en este caso «a, 5 € R.
Ahora, como se probo previamente en la seccidon si a €s un numero racional que
no esta entre —1y 0 entonces el polinomio asociado a la ecuacién[(71)]siempre tiene

una raiz positiva. Como r; es la Unica raiz real, entonces ésta debe ser positiva por

104 ZWILLINGER, D. 2003.
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consistencia.
’ e 1
Por su parte, para el caso A = 0 las tres raices pueden escribirse como r; = 2as —v

y 2 =13 = —a3 — ~. Ademas, la condicién A = 0 puede escribirse como

(7 +3u) (T —u)’ ? — 2 (1* — 67%u® = 3u*) ¥ + (1 — 3u) (T +u)® = 0 (220)
( )

(T—3u) (T+u)3

con ¢y = e%. Esta ecuacion cuadratica tiene como soluciones ), = e ——

1y = 1. Para ¢ = 1, las raices pasan a ser

(1 —3u) (1 + u)2

ro=— 2 , 221
(1 —u)” (7 + 3u) (221)
o _(7’+u)2

= | (222)

Ahora, para a = 1/3 la condicién de existencia del 6valo es v > |7|/3 (cf. cuadro
[1). Entonces, es de interés encontrar soluciones tanto para v > |r|/3 como para
u < —|7|/3. El primer caso permite encontrar intersecciones del évalo y la sinécdola
para y > 0, y el segundo, para y < 0. Asi, de la condicion |u| > |7|/3 es posible
mostrar que r; > 0, 7o < 0y r3 < 0 en este caso. Por otro lado, para ¢ = i, se
obtiene r; = —(7 + 3u) /(7 — 3u) y ro = r3 = —1. Debido a que |u| > |7|/3 se obtiene
nuevamente que r; > 0. Por lo tanto, se concluye que r; es la raiz positiva también
para el caso A = 0.

Por ultimo, para el caso A < 0 se encuentra que a y  pueden escribirse como
a=—3¢+iV/=Ayp=—1¢— iv/=A. Como es mencionado en®| para este caso

las raices pueden escribirse como

1 _
r1 = 2y/—pcos <§arccos <2 _qu)) -7, (223)
1 —q 27
ry = 23/—p cos garccos N + 5~ (224)

106 ZWILLINGER, D. 2003.
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1 —q 27
T3 = 2¢/—pcos <§arccos (2—_]93> — ?> -7 (225)

Para lo cual se debe considerar la formula de De Moivre y el hecho de que el argu-

mento complejo de « es arg(«) = arccos ( = —arg(S). Dado que arccos(z) €

[0, 7] se tiene que cos(® + %) € [-1, —3], donde & = zarccos (ﬁ) Por lo tanto,
cuando v > 0 se obtiene inmediatamente que r, < 0. Se encuentra que la condicion
v < 0implicaque v € (7/3,7)siT > 0yqueu € (1,7/3) siT < 0. Para este resultado
se us6 el hecho de que u debe cumplir |u| > |7|/3 por la condicion de existencia.
Ahora, usando el hecho de que cos(® + %) < —3, se tiene que r, < —/—p — 7.

Luego, se escribe \/—p como

3v

\/__:62\/(7'—u) e3”—(7'+u)(7'—3u)' (226)

|7 — 3ul

De aqui es posible mostrar que —(7+u)(7—3u) > 0 para los dos casos mencionados

antes donde v < 0. Consecuentemente

3v

2 (T_U)2 e’ B e¥|r — ul

e
V=p= =l (227)

|7 — 3u| - |7 — 3u|

Como v < 0, se tiene que r, < —|vy| —~ = 0. Por ende, r, < 0 también para v < 0. Si
ademas se demostrara que r; < 0, entonces por consistencia con el corolario [1| se
tendria que r; > 0.

A continuacién se hara una demostracion indirecta de esto. Para lo cual se debe

considerar el polinomio asociado a la ecuacién|(214), que es
P(Z)= (1 —3u)Z®+3e® (1t —u)Z* + 3™ (r +u)Z + % (7 +3u) =0.  (228)
Los puntos criticos de P, donde P'(Z) = 0, son
(1 —u)e’

Zy =L TWE L (229)

T—U
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Usando la ecuacion se puede escribir

6v (2 2)\71/3 1/3
2|8 ST v () v e

Ahora, usando el hecho de que A = ¢*>+4p® < 0y q € R, se tiene que 0 < ¢* < —4p°.
De esto es posible mostrar que —2,/—p < (g)l/3 — +/—p < 0. Por lo tanto, de la

ecuacion|(230)|se tiene que Z_ < 0. Por otro lado, se encuentra que

e> (1 +u)

Z-2s = T —3u

(231)

Asi, algunas veces 7, sera positivo y otras veces sera negativo, dependiendo del
signo de (7 4+ u) /(7 — 3u). Por otra parte, para estudiar si Z, 0 Z_ es un maximo o

minimo local, se evalla Z. en la segunda derivada de P. Esto da lugar a
P"(Zy) = £6(1 — 3u)/—p. (232)

Por lo tanto, mientras que un punto critico es un maximo local, el otro es un minimo

local, como deber ser. Por su parte, también es posible mostrar que

P(Z4) = (7 — 3u) <Z|:2\/—p3 + q) . (233)

Como se menciond antes, la condicion A < 0 implica que 0 < ¢* < —4p®. Por ende,

de esta se puede mostrar que —2/—p3 + ¢ < 0y 24/—p? + ¢ > 0. Con lo cual
P(Z.)P(Z_) <0, (234)

es decir, mientras que P(Z,) es positivo, P(Z_) es negativo, y viceversa. Ademas,
también se tiene que
P(ZL)P"(Zy) <0, (235)

implicando que si P(Z.) es positivo, entonces (Z., P(Z,)) := A+ €S un maximo

local, y cuando P(Z.) es negativo, entonces AL es un minimo local. El hecho de
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que P(Z,)P(Z_) < 0 implica que debe haber unaraizde Pentre Z_y Z,. Como A,
y A_ corresponden a maximos y minimos locales, entonces las otras dos raiceg'”’|
de P estan en los intervalos (—oo, Z_) y (Z,,00). Laraiz en (—oo, Z_) siempre sera
negativa dado que Z_ < 0.

Los resultados anteriores permiten realizar el siguiente analisis. En el caso u > |7|
se encuentra que Z, > 0y que A, es un maximo local, con P(Z,) > 0. Como
P(0) = e%(r + 3u) > 0, entonces necesariamente la raiz entre Z_y Z, esta en el
intervalo (Z_,0), dado que P es monétonamente creciente en el intervalo [Z_, Z,].
Con lo cual, P tiene dos raices negativas cuando « > |r|. En el cuadro[4|se muestran
los signos de Z,, P(Z,) y P(0) para los demas casos de u. De este cuadro se
encuentra que el signo de P(Z,) siempre es igual al signo de P(0). Con lo cual, P
no se anula en el intervalo entre 0 y 7, . Cuando Z, > 0, este hecho garantiza que
laraiz en (Z_, Z,) sea negativa, mientras que cuando Z, < 0, ya se tiene que dicha
raiz es negativa por defecto. Lo anterior muestra que P siempre tiene dos raices

negativas, y por el corolario[f] la otra raiz debe ser positiva.

Tabla 4. Signos de algunas cantidades relacionadas con los extremos relativos de
P. En este cuadro sign(Z,) = —sign (Z5%), sign(P(Z4)) = —sign(r — 3u) y

sign(P(0)) = sign(7 + 3u), donde sign(z) = x/|z|. Por la condicion de existencia del
ovalo para a = 1/3 se considera |u| > |7|/3 (cf. cuadro .

u T sign(Z,) sign(P(Z,)) sign(P(0))
7>0 +1

IT|/3 < u < |7 <0 1 +1 +1

u > 7] T € Rypy +1 +1 +1
7>0 -1

—|7] <u< —|7|/3 <0 ) —1 —1

u<—|7'\ TGR{O} +1 -1 —1

Como ya se vio antes, r; es una de las raices negativas. Ahora, usando el hecho de

que cos (¢ — %) < 3, donde ® = iarccos (%) se tiene que

r3 <V-p—v=12;. (236)

107 Recuerde que como A < 0, entonces la cubica dada por la ecuacion |(214)| tiene tres raices
reales.
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Por ende, r; es la otra raiz negativa que hacia falta. Esto implica a su vez que r;
debe ser la raiz positiva.

Por lo tanto, de todo lo anterior se concluye que r; es siempre la Unica raiz positiva
de la ecuacion para cualquier v € Ry u tal que |u| > |7|/3. Asi, r; es la
Unica raiz que puede asociarse con un punto de interseccion entre el 6valo y la
sinécdola definidos por las ecuaciones [(69a)| y [(69b)} respectivamente. Dicho punto
de interseccion se obtiene al considerar s = e' = /i1 en las ecuaciones [(40)] y [(41)]
donde el caso u > |7|/3 da lugar al punto de interseccién arriba del eje x, y el caso

u < —|7|/3 da lugar al punto de interseccion debajo del eje z.
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C. RELACIONES ASOCIADAS A LAS DERIVADASDE A Y T

En este apéndice se encuentran varias relaciones que describen las funciones A(u, v)
y Y (u,v), definidas en el capitulo [3] Primero, en la seccién se encuentran unas
expresiones que relacionan a las derivadas de segundo y tercer orden consigo mis-
mas y con las derivadas de orden inferior. Esto se hace al considerar el comentario
debajo de las ecuaciones [(85)H(88), en donde se puede notar que se cumple que
A, =TT,y T, = —TA,. Luego, en la seccidon se describira el procedimiento
para escribir todas las derivadas de A y T en términos de ellas mismas. Dado que
A=zyT = /22+y? (ct ecuaciones [[79)-{(81)), este método es efectivo para
determinar si alguna expresion que involucra A, Y y sus derivadas es cero 0 no, sin
la necesidad de reemplazar la dependencia explicitade Ay T conu y v.

Estas dos estrategias nos permiten simplificar bastante las expresiones encontradas
en las ecuaciones de campo de Einstein, sin la necesidad de escribir explicitamente
aAy Y enfuncionde uy v. Esto es muy Util debido a que en general éstas relaciones

explicitas son muy extensas algebraicamente.

C.1. Relaciones entre las segundas y terceras derivadasde Ay T

Aqui se hallaran las relaciones entre las derivadas de segundo y tercer orden de
Ay Y. Para hacer esto se empieza por retomar las ecuaciones encontradas en la
seccion 3.3, que son

Ay =TT., (237a)
T, =—-TA,, (237b)

cf. ecuaciones [(85)H(88)] Asi, las primeras derivadas de A y T estan relacionadas
entre si. Se pueden hallar relaciones similares a éstas para las derivadas del segun-
do y tercer orden a partir de estas dos ecuaciones. Para lo cual se debe empezar
por derivar las ecuaciones [(237a)y [(237b) a ambos lados en u 0 v.
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Haciendo esto se obtienen un total de 4 ecuaciones, las cuales se reescriben de la

siguiente forma

Auu = - (Tuv + TuAu) T_l s Tuu = (Auv - Tuz) T_l y Avv = T’UTU + TTuv 5
T, = —T,A, — TA,, . (238)

Luego, al reemplazar las ecuaciones [(2373a)| y [[237b)| para que no aparezcan A, y

T, se encuentra

Auuw = — (Tuw + Tuh) T, (239a)
Yo = (Am, — Tf) -1, (239b)
N = T (Tuo = Tuly) | (2390)
Yo =T (Aﬁ . Aw) . (239d)

Estas ecuaciones expresan las relaciones que guardan las derivadas de segundo
orden de A y T entre si. En el capitulo |5 se muestra que estas relaciones nos
permiten simplificar bastante las ecuaciones de campo de Einstein que se obtienen.
Por otro lado, para las relaciones de tercer orden se pueden derivar las ecuacio-
nes con respecto a v 0 v para obtener un total de 8 ecuaciones. Para esto,
considere primero los casos donde se obtienen derivadas cruzadas. Al derivar las
ecuaciones [(239b)|y [(239a)| con respecto a v se encuentra

Tuuv = (Auvv - 2’I\uvfru - Au(Fru2 - Auv))T_l ) (2403.)

Auuv - - (Tum; + ZTuUAu + Tu(Au2 + Auv))T_l ) (240b)

donde se han reemplazado las ecuaciones [(237) y [(239)| para eliminar X, X, y

X0, cOon X = A, T. Los demas casos posibles dan lugar a ecuaciones linealmente
dependientes a estas dos.

Luego, al derivar las ecuaciones [(239a)| y [(239b)| con respecto a « y al derivar las

136



ecuaciones [(239c)| y [(239d)| con respecto a v se obtiene respectivamente

A = (4 (AT + L) Yoo — 200 Ay — Ay ) T2, (241a)
T = ((3Tu2 — AA )T — (2 e — Tuhy) Ay — TW) T2, (241b)
A =0 (A = M) Tu = 20, T+ T ) (2410)
T = =T (A" = 3Mu)Au + Auun ) (241d)

donde se han reemplazando las ecuaciones|[(237), [(239)|y [(240) al igual que antes.

Como se ha mencionado previamente, estas relaciones permiten simplificar muchas

expresiones que aparecen al intentar resolver las ecuaciones de Einstein.

C.2. Derivadas de A y T en funcion de si mismas

En esta seccion se extenderan los resultados de la seccién [3.3 para incluir las re-
laciones entre las derivadas de n—ésimo orden de A y T en términos solo de ellas

mismas. Para empezar con las relaciones de segundo orden se deriva

- (VETF T2a(r - 4) - AR =7+ 1)

A= 2a (A2 + T2 — A7) + (a2 + 1) VA2 + T2/(A — 7)2 + Y2’ (242)
(\/A2+T2a+\/ +T2)
T, = : (243)
2a (A2 + T2 — A7)+ (a2 4+ 1) VA2 + T2\/(A i &
1? (mﬁ A—1)2+ T2>
A, = , (244)
2a (A2 + T2 — A7) + (a2 + 1) VAZ + T2, /(A — 7)2 + T2
T (m Am)
T, = (245)

2a (A2 + Y2 — A7) + (a2 + 1) VA2 + T2 /(A —7)2 + Y2
con respecto a u y v a ambos lados. Del lado izquierdo obtenemos las derivadas de
segundo orden X, X.., Y X.., mientras que del lado derecho aparecen cantidades

de laforma X, X,y X,, con X = A, Y. Dado que se conocen como se escriben las
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derivadas de primer orden respecto a Ay T, se obtiene

Ay = ar®Y? (a® — 1) [2@ (A2 + 72— A7) + VA2 + T2 /(A — 7)* + T2

< (@+1)] (246)

Yo = —ar®Y ((a2 +1) (A2 + Y2 = A7) +20VA2 + T2/ (A —7)° + T2)
X {Qa (A2 + 72— A7) + VAZ+ T2/ (A —7)° + 12 (a® + 1)} L (e47)

Ay = TZ{a[ (27 (902 +11) — 8 (> + 1) A) A* — 16 (a® + 1) T?A?
—4 (30> +5) T?A* + 27 (12 (a® + 1) T? + 72 (a® + 3)) A?
—4 (37 +2Y) T2 (a® + 1) A+ (2 (3a> + 1) T2 + 72 (a2—|—3))TT2}

—[2((1+ a + a®) (A4 7%) + 72 (302 4+ 1)) A - 2702 (o + 3)

— 27 (a* + 9a* + 2) Az} VA2 T2\ /(A —T7)2 + T2}

X [2@ (A + Y2 = A7) + VA2 + T2 /(A — 7) + T2 (a” + 1)]_3, (248)

T, = T{a[4A4 (a2 + 1) (A2 —3TA+37% + TQ) — 47 (3@2 + 1) T2A3
—47%(@® + 1)A® — (4 (a® + 1) T* = 13a® — 1) T?A* + 87T*A
— YA (5a® + 1) — (4 (a®* 4+ 1) T? = 7° (a* — 3)) Tﬂ

+[ 2 a -1 TT2A+72T2(Q + 2a® — 1)+(a4+6a2+1)

x (A* —27A% + 72A% — T4)} VA2 T2\ /(A —7)2+ T2}

X [za (A + 72— AT)+\/A2—|—T2\/(A—T)2+T2(a2+l)] . (249)
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JE {a 4(a®+1) A* — 27 (3a® +5) A* + 8 (a® + 1) T*A?

72 (@® +7) A*+ (2(=3a® = 5) T* + 7° (a® = 1)) TA
(4(a2+1) T2 472 (0 +8)) 12| + ((a* + 6% +1) (A% + 12)

C2r (3¢ + 1) A 2(a2—1))\/A2+T2\/(A—T)2+T2}

X [2@ (A24+ Y2 = A7) + VA2 + T2 /(A —7)2+ 12 (a® + 1)]_3, (250)

T, = r{a[(T (90> + 11) A — 4 (a® +1) (A + 2Y2)) A?
— 72 ((6a® +10) A® — 27Y?) — (677 + 477) (a® + 1) T?A
+T(12 (a2—|—1) T2 + 72 (a2+3))A2 —T(3a2+1) Tﬂ

+ |a?7Y? (a2—|—3 +7’((a4+9a2+2)A—T(3a2+1))A

| )
— (14a* +6a”) A (A* + TQ)]\/AZ + T2/ (A—T7)2 + T?}
|

x |20 (A2 + T2 = A7) + VAZ+ T2 /(A —7)2 + 12 (a® + 1)]_3 . (251)

donde se ha usado el hecho de que T > 0. Del mismo modo se puede proceder
para hallar las derivadas de tercer orden en funcion solo de Ay T. Asi, podemos en-
contrar sucesivamente las demas derivadas de orden superior. Dado que las ecua-
ciones de campo de Einstein involucran derivadas de la métrica hasta el segundo
orden, en este trabajo solo son de interés las relaciones de las derivadas hasta el

tercer orden.
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D. ANSATZ METRICO ESTACIONARIO Y OVOIDALMENTE SIMETRICO

Aqui se encuentra en detalle la métrica estacionaria y axialmente simétrica mas
general g que satisfaga la ecuacién , donde u = U9, + V9, y donde h esta
dada por la ecuacion Se seguira un procedimiento parecido al hecho en{™%9]

Con la métrica dada por la ecuacién [(104)] el dual métrico de w, definido como

u=g(,u),esigual a
u = (gooU + gosV') dt + (gosU + g33V') dop. (252)

Con esto, se calcularan las componentes de v = g + u ® u para luego usar la

ecuacion[(107)]

Dado que u solo tiene componentes en dt y d¢, las componentes de v en dz* son

YAB = gAB, Y SUS demas componentes son

Yoo = goo + goo (900U + 290sUV') + gos® V2, (253a)
Yo3 = 903 + 903 (gooU” + g33V?) + 9o0gssUV + gos° UV, (253b)
Va3 = 933 + gos” U? + gss (2903UV + 933V2) . (253c)

Luego, las cantidades entre paréntesis pueden simplificarse con la condicién de

normalizacion de u

g(u,u) = gooU? + 2gosUV + gssV? = —1. (254)

Al reemplazarla en las expresiones en paréntesis, las componentes de ~ quedan

108 KRASINSKI, A.|[1978.
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como

Yoo = — (900933 - 9032) V2, (255a)
Yoz = (900933 - 9032) uv, (255b)
V33 = — (900933 - 9032) U?. (255c)

Esto permite escribir

V V
yun de™ @ de™ = — (googss — gos”) U? (d¢ - Edt> ® (d¢ - ﬁdt) ,  (296)

donde M, N =0, 3.
Finalmente, al comparar las componentes de ~ con las de h (cf. ecuacion|(105)) se

encuentra

g =2 (0717 (257)
g = K12 (A +7,) (258)
— (259)

— (googss — g05?) U2 = K272, (260)
d<I>—d<;b—%dt. (261)

En también se halla una ecuacion parecida a la ecuacion [(261)} A primera vista,
d® resulta ser una forma inexacta pues no es posible integrarla para obtener ®
consistentemente. Esto implica que ® no puede considerarse como una coordenada
en los espacios locales en reposo si V' # 0.

Por otra parte, para terminar de hallar las componentes de g,y se debe considerar
la ecuacion y la condicién de normalizacién de u dada por la ecuacion [(254)]

De estas dos, se puede solucionar para dos componentes de g,,n, dejando una

109 KRASINSKI, A.|[1978.
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indeterminada. Dado que el paso de una métrica inducida h a una general g no es
unico, es de esperarse que esto ocurra.

Al resolver el sistema de dos ecuaciones, se observa que lo mas conveniente es
dejar g33 como la variable indeterminada, pues esto permite llevar la métrica g al

limite estatico de manera mas simple. De este modo, la solucién del sistema 2 x 2

es
V2g33 + 2‘/\/ kQTQ — 3§33 — 1
goo = 2 5 (262)
V£ /K272 —
o3 = _ 933 - g33 , (263)

donde el signo + o — debe tomarse simultaneamente en estas dos ecuaciones. Lo
mas razonable seria tomar el signo menos para asegurarse que goo < 0.

Reagrupando términos, la métrica de la ecuacién puede escribirse como

g =goo (dt + wdep) @ (dt + wde) + f2 (Au2 + Tf) du ® du

42T (Au2 + Tf) dv®dv + A2d¢ ® do, (264)

donde Ay w estan dados por

2T2
A2 - —ﬁ y (265)
g33V £ /k2T2 — g3 5
= - g[)OU 9 ( 66)

Y goo esté dado por la ecuacion [(262)] Por convencion, se puede definir goo = —J2.
Por definicion, U, V' y g33 son funciones arbitrarias que no dependen unas de otras.
Para probar si J, A y w pueden considerarse del mismo modo basta con encontrar
la dependencia funcional de U, V' y g33 respecto a ellas.

De la ecuacién se encuentra

kY
V=" (267)

donde se tomo por convencion k, A, J > 0. Se considera ademas esta solucion

porque ella garantiza que U > 0, que a su vez implica que u es futuro dirigido. Por
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otra parte, de la ecuacién uno se da cuenta facilmente que
gs3 = A? — JA2.
Finalmente, al dividir la ecuacién entre la ecuacion sellega a

w _ U <g33V +\/k? — 933)

A? k272 ‘

Al reemplazar las ecuaciones|(267)|y|(268)|y al despejar a V' se obtiene

 JwkY F AVERTZ — A% 1 J2?

v A(AZ = J202)

(268)

(269)

(270)

Para que V' tome valores reales se necesita que kY2 > A? — J2w?, y para que gs3

sea positivo se necesita ademas que A% — J%w? > 0.
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E. SOLUCION MAS GENERAL DE LA ECUACION DE KILLING PARA EL
ANSATZ METRICO ESTATICO Y OVOIDAL

Aqui se presenta la demostracién de que la solucion mas general de la ecuacion
de Killing para el ansatz métrico estatico y ovoidal de la ecuacién es
simplemente £ = ¢,0; + 284 con ¢; y c» constantes. Para lo cual, se retomaran
los célculos iniciados en la seccion 4.4l Se recomienda leer ésta seccion antes de
continuar con este apartado.

Asi, retomando los calculos vistos previamente en la seccidn se tiene que al

reemplazar las ecuaciones|(125)|y|(126)|en las ecuaciones|(113)(120)| se obtienen

en el mismo orden las ecuaciones

o2 (A +0,°) &€, + 67T (A +1,7) €% — €8 =0, (271)
e2Co 12 (Au2 + Tf) 3+ e’ (Au2 n Tf) &, — e =0, (272)
56’0 — et =0, (273)

{2 (8" 4 17) €0+ T2 (8" + 1) €0+ [(TT0 = M) T

4 (TALO +ET) Au + (Au2 + Tf) (=Y, + T (B,E+ B,O + ))&,

+ [(TTuC = AuX) Yoo + (TALL + ETy) Ay + (Au2 + Tf)

X (“ZTy + T (B + By + 2,))] €5 262171 = 0, (274)

{e27263,0 + €3,26% + T2, ( + €, 6% + (2,8, + Tl €

+ 722 (0,63 + %) } (Af n Tf) —0, (275)

o2 (A +1,7) €, + 0278 (A + 1,7 €% + 4,621 =0, (276)
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{10 (A +1.7) €+ TC(A" 4 07) €6, + [(TT00 = AZ) Ty
F(TAO +ET ) A + T (Au2 n Tf) (C.2+C0-A0+0,)]¢,

+ (¢ = AuS) Ty + (YA, + ST0) Ay + T (Af + Tf)

X (CuC = Chu+ CuS +G)]€% J2Te =0, (277)

T2 (0 (0 + 1.7 €+ ¢ (M1)€ €)= 0, (278)

donde los subindices después de la coma indican derivada parcial.

De estas ecuaciones es evidente que se pueden relacionar derivadas de segun-
do orden con derivadas de primer orden. Por ejemplo, de las ecuaciones y
se puede encontrar %, y £%;, en términos de &9, y £%, considerando éstas dos

ecuaciones como un sistema lineal 2 x 2. Asi, de las ecuaciones [(271)| y [(272) se

obtiene
e2A—2BT2@ g(?u _ e2A—QC’E g?v

12 (Au2 + Tf) 0% -¢3) (&79)

0
g,tt =

—e2A—23T2C§0 + eQA—QCE 50

12 (Af + Tu2> (0% - (2)

s = (280)

Del mismo modo, de las ecuaciones|(276)|y|(27/8)| se encuentra

_<T2e—2B+QC§?u + 5?02

(CE - Oy) (Af + Tf) ’ (&80

3
§op =

[e) T2e—2B+QC§Z’%u o f?UE

(CZ - Ox) (Au2 + Tf) ' (282)

0
§,¢t =
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Luego, de las ecuaciones |(274)|y [(275)| es posible despejar a §?tu y 5? ., COmMo

Eu={ —2 (N + 1) (B8 + 2€%, + 2,65 + 26,,) e £ T|O(TT,0
— AE) oy + O (TAO +EY,) Ay + (— T,EO + T(B,EO + B,©” + OF,
~260,)) (Au2 + Tf) }5?(]5 L [@ (YCTy — AuY) Tow + O (TCAL + 2T0) Aus
+(=TuE6 + T (CB,O + B,XO + 0%, — Z(.)) (Au2 + Tf) }g?t}

< [r2 (a2 +71.) (2 - ox)] o (283)

S = {2 (M4 17) (B8 4 36 + 2.6, 4 26) 50 - T[g(1T0
—AE) T + C(TAO +ET,) Ay + (—CYT,E+ YT(CBLE + (B,O + (E,
—y0,)) (Af n Tu2> }g% — [g (YCTw — AuE) Taw + € (TCAL + ET0) Aue

+ (~CTLZ+ X ((By + XCB, + (T - 2G)) (A + 1) ]T&?t}

-1
X [T2 (Au2 + Tf) (CE - @2)} , (284)
Por ultimo, de la ecuacion ((277)|es posible despejar a £, como

&, = { —Te (Af + Tf) 3+ [(Aua CTYuO) Tuw — (TALO + ET0) A
- (Au2 + Tf) (CLE+C,0 — A0 + @v)]g?d, . {(Tgn A T
F(TCAL + ST Ay + T (Au2 n Tﬁ) (CoC = Ay + Cu + C) } é“?t}

—1
X [Tg (Af + Tf)] , (285)
y de la ecuacion |(273)| es posible despejar a £% como
f% _ 20242 fgt ' (286)

Ahora, es posible derivar a estas ocho ecuaciones |(279)(286)| a ambos lados res-
pecto a u = t,u, v, ¢ para obtener nuevas relaciones entre las segundas derivadas

de &% y &3, Por ejemplo, al derivar la ecuacion |(280)| respecto a ¢ y al derivar la
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ecuacion |(281)| respecto a t se obtiene dos ecuaciones para §?¢¢t en términos de
segundas derivadas de £° y £3. Si se restan estas dos ecuaciones se obtiene una
ecuacion que involucra solamente segundas derivadas, que es

0 e2A—2B—20 (_£?¢UT2eQCC + eQB ?¢v2) B _CT2e—QB+2C€Z”)tu + 55}@2

-~ (Au2 N Tu2> (0% — (5) (CE—0x) (Au2 + Tu2> |

Luego, usando la ecuacion ((286)| para determinar &%, y &%, en términos de ¢, y

¢L,., respectivamente, se encuentra

,tu?

0= {201 (<€, + €4 (AT — CT ~ 1)) 7242 4 2(8, 1 — (AT

—ox-1)shr (a2 17) e8 -3)] - (287)

Se repite este procedimiento al derivar la ecuacion respecto a ¢ y la ecuacion

(279)|respecto a v para obtener £,,. Se usa la ecuacion|(280)| para determinar §?¢tv
en términos de segundas derivadas y se usa la ecuacion|(279)|para expresar 5?” en

términos de primeras derivadas. Al restarlas se obtiene

0= foro [ (124 1.2) € - € (T 4 A — (074 17)

x (24, - €, - A, - 2%))} +T€0,6% | Tulio = A Tow + TC, (A" +1,7)] }

2
w174 )| (288)

Luego, se deriva la ecuacion |(279)| respecto a ¢ y la ecuacion |(282)| respecto a ¢
para hallar §?¢tt. Se usa la ecuacion |(286)| para determinar 5?¢M en funcion de &3

it

con i = u,v. Al restar estas dos ecuaciones se llega a

0= { =20 (~€3,7 + €}, (T4, - C,T = T,)) T2 2042

FOE(- 16, + € (A, - T - 1)} [T (A7 +1.7) (3 - 2) . (289)

Ahora, se despeja f”m de la ecuacion |(284) y se deriva respecto a ¢ para hallar
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£ 40+ S€ toma la ecuacion|(281)[y se deriva con respecto a v con el mismo proposi-
., 3 .

to. Luego se usa la ecuacion |(281) para encontrar ¢, en funcion de segundas

derivadas y se usa la ecuacion |(282) para reemplazar §?¢t. Al restarlas se obtiene

como resultado

0= T{ 27y <Au2 + Tf) 30— 25(T (T Yy + Auhy) + <Au2 + Tf)
X (Y (By = C) = T0) )€, — (CTu T + CAuA gy + 27,57, + 28, 5A,,,
4 (B, (Af + Tf) )TEs Je2B+2C _ [ (Af + Tf) 30— & AT
Yol + 2T o Tw + 2800 AT + <Au2 + Tf) (=Tu+ T (B, — 2C)) }]

9 -1
X e—4B+4CT2<} {(Af v Tf) EE} . (290)

Por Gltimo, se reemplaza ¢£°, de la ecuacion|(285)|en la ecuacion |(283)[y luego ésta
se deriva respecto a t para hallar £J,. Se deriva la ecuacién |(279)| con respecto a u

con el mismo propdsito. Se usa la ecuacion para determinar &%, en funcion
de segundas derivadas. Se reemplazan ¢, y %, de las ecuaciones y [(280)}
Al restar éstas dos ecuaciones se obtiene
T,
0= {EZ [ (Au2 + Tf) 0+ g?v( (Au2 + Tf) (QAU — Oy — Ay — 2?)
— T, L — Aqu)} o520 4 (¢ (4, + 1.7 (062717, — 26*°2¢",,)
+ 2P {OT (Tyu Yo + Auhu) + 27Z (T, Vo + AyAya) + (22T, + T(B,O
— 24,2+ 20,5)) (Au2 + Tf) 360, — 262,625 (2 (Ay T — Tuhuy) — 2YC
% (Tu T + AuAu) + (Au2 n Tf) (2CA, — 2B,( — C,%) 1) + €2°¢Oc°,1?
% ATk = ATy = 20 (T + Awia) + (A" + 1.°)

() T(24, Bu))}} T} g2A-2B-20 {wg (O3 — ¢E) (Au2 + Tfﬂ o (291)

Todas estas relaciones que se acaban de encontrar |(287){(291)| se usaran mas

adelante.

Por el momento se usaran las ecuaciones [(287), [(289)| y |(290)| para determinar la
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forma que debe tener £3. Primeramente, de las ecuaciones y es posible

despejar a &, y &, como

Jtu

T,
g?tu - = (Cu - Au + _) f?t ) (292)

T,\ ..
Siu = — (cv — A, + ?) &, (293)

Siempre y cuando &°, # 0 es posible escribir f;:j = [In (§3t)] o indicando derivada

parcial respecto a u. Asi, de las ecuaciones y se encuentra
In(¢%)=-C+A—-In(Y)+F, (294)
con F = F(t,¢). Por lo tanto, se tiene que
53 _ e—C-i—A—ln(Y)F 7 (295)

donde F := feF dt. Para que esta solucién sea valida, al reemplazarla en la ecua-
cion [(290), que contiene solo a &2, se deberia cumplir idénticamente o deberia dar

informacion sobre la forma de F'. Asi, al reemplazar la ecuacion en la ecuacion

(290)| se encuentra

0= {[(E8 (4.~ € — (A + 22 (4= € +€ (4, - ) TE)

- <2ZTU (A, — Cy) + (CAy + 25 (A, — Cu) + C (A, — C)) TAu)AW
+ (Af + Tf) (m (Ayo — Cup) + 25T, (B, — Cy) + T(25 (4, — B,) A,

— (B — 25 (Ay — B.) G, — (B, (4, — C))) o284 — {Au(ﬂAu
— ) = T)Tuw — (T (Ay — C) Yo + Af) Ao + T2 (Au2 + Tu2>

T
X (Auu — Cuu+ (Ay — C) (Ay — By + C) + (A, + B, — 3C,,) T“) ]

2 -1
% (T e—4B+4C}eA—CF [(Aﬁ + Tuz) 52} , (296)
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donde se han usado las relaciones y del apéndice [C| para simplificar las
expresiones. Al reemplazar %, =, ( y © se encuentra que esta ecuacion no se hace
cero idénticamente. Por lo tanto, la Unica forma de que se cumpla esta ecuacion es
que F' = 0, pero esto contradice el hecho de que g?t = 0, que fue usado para deducir
la ecuacion Luego, la solucién de la ecuacion es invalida y entonces la
solucion correcta de las ecuaciones y es simplemente

& =& (u,0,0) = (u,v,0). (297)
Esto ademas implica que
£ =&t u,v) = 9°(t, u,v) (298)

por la ecuacion |(286)]

A continuacion se encontrara la forma que debe tener £°. Para lo cual, se usaran las
ecuaciones [(291), |(288)|y otras ecuaciones previas. Para empezar, de las ecuacio-
nes|(291)y((288)|es posible despejar a £°,, y £°,,, en términos de otras derivadas de

£ como

,UU

o= { (AuTuv — T A — TC, <Au2 i Tu2>> §?UT e—2B+2C

+ €0 (TP + Ay — (Au2 + Tf) (24, — Cy + A)) } (Af + Tf) 7 (299)

§?w = {Tz@ [T <Au2 + Tuz) Ouu + g?u (AUTWJ — Tl + (T + T (24, — B,))

x (Aﬁ + Tf) )]e2¢ 72 42 (TUTW + Ay — (Au2 + Tf) (A, = Bv)) EYE,
= €,((=Tu0 +28,2) Ty + (= TAO = ZX,) Ay + T (A, + T,7)

x (2A,E — B,O — 20,E) )} [ZTE (Af + TUZ)] o (300)

Por su parte, al reemplazar las ecuaciones [(297)|y ((298)| en las ecuaciones |(280)|y
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(282)| es posible despejar a ¢, y ¥, como

0 T2C62072B

w,v - E 77z)(7)u 9 (301)
2 20-2B
g3 = L0 s (302)

—
—

donde se considerd £ = ¢° y €3 = 13, Usando estas dos ecuaciones se llega a dos
ecuaciones importantes. Primero, se reemplaza w?v y w?w de la ecuacion |(301)(en
la ecuacién |(299). Luego se usa la ecuacion |(301)( para hallar w?w en términos de

¥°,.- Al hacer esto es posible despejar a ¢/, como

e { [ (YT + AuS) Tuw + 5 (TCAL — XT0) Ay — <Au2 + Tﬁ)
(=(

X (S(DC, — Ay +G) + (=% + 5 (24, — 2B, + C)) g)r] $12B-2C
(A ) T2 (2 (20Fy + 2C0, T + CY) — T (2B,E + £,)) ¢ }
X [2 3¢ (Au + TUQH_l , (303)

donde se ha usado la ecuacion [(237b)| del apéndice [C] Luego, se repite el mismo
procedimiento de antes, pero con la ecuacion |(302)| en lugar de la ecuacion |(301)L
Asi, se reemplaza w?v y w?uv de la ecuacion |(301)l De la ecuacion resultante es

posible despejar a w?w como

W = w‘?u{z (O M = (A7 4 1.7) (4, - By)) 2526282
T [ (TOCTy + (O — 2¢E) Ay) Ty + ((2(2 — OX) T,
4 TAOC) DA — (Au2 + Tf) ((4¢E-%0) 3T,
+T{2(CZ - ¥O)TA, — (4 — $O) ©B, — B,O(
+ 25 (6 + C (G2 — %)) })} } [2 12 (Au2 + Tf) (2(2 — @z)] o (304)

Al restar las ecuaciones y se encuentra una ecuacion de la forma 0 =

Yw?u, conY = Y(u,v). Al reemplazar ¥, =, ( y O, y simplificar las expresiones, se
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encuentra que Y no es cero, pues queda en funcion de A, By C, y sus derivadas.

Asi, la unica forma posible de que se cumplan las ecuaciones [(303) y [(304)| es

que w?u = 0. Pero, de la ecuacion |(301)| esto implica que w?v = 0. Por lo tanto, se

encuentra que

&= fi(t). (305)

Ademas, al reemplazar la ecuacion en la ecuacion se encuentra que
¢% = 0, implicando que
¢ =at+p, (306)

con a y 3 constantes.

Con la solucién ahora es posible encontrar la forma de £3. Para lo cual se

usaran las ecuaciones|(285)][(278), |(283)|y|(281)l Primero se reemplaza la ecuacion

(306)|en la ecuacion |(283). De esta ecuacion se despeja a @fo , COMo

Vg = TeQB“C{ — % <Au2 + TuQ) (Et?, + Syar) €572
+ O((TAO +ET) %, + o (YA, + E70)) Ao

(-

(=TuXO + T ((B,O + B, X0 + 0%, — Z(,))c]

(At ()] (307)

De igual modo, al reemplazar la ecuacion |(306)| en la ecuacion |(277)| es posible

1,26 + T(B,EO + B,0? + 5,0 — 20,))¢%,

despejar a ¥°,, como

Qﬁ?@) = { [(—TTu@ + A2) w?’ —a(Y¢Y, — AuZ)] Tow

+ [(=TA0 = ET )%, — a (TCA, + £Y,) [ A
—[(CE+C0 = MO +0,) %, + a (Ol — Ay + CuE +G) ]
—1
X(Au +T> }[@T(Au T, )} . (308)

Como puede preverse, ahora se restan las dos ultimas ecuaciones [(307)| y |(308)|y
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se despeja a 1/1%. Haciendo esto se obtiene

Py = —a{@ 1 [@ (T¢YTy — ALY) Yoy + O (YA, + 2T,) Ay,

4 (=Tu2O + Y(B,O + T (B,X6 + 0%, — Z¢,)) (Au2 + Tuz) }ew%
t = [E(TCTu A Yo + Z (YA, + 2710 Ay

T (Auz N Tf) (CC,= — CEA, + C,E% — OF, + gvz)} }
X {@ [@ (YT — AYE) Tuo + O (TALO +ET,) Au,

+(~T,Z0 + TB,EO + T(B,0 + 2,0 — 20,)) (Af + Tf) ]T2e20‘23
+E [E (TT00 — AuZ) Tow + = (TALO + ZT,) Ay

T (Au2 n Tu2> (CLZ% + C,Z0 — ZOA, — OF, + E@U)} }1 . (309)

Como puede verse esta ecuacion es de la forma ¢?, = aZ, con Z = Z(u,v). Como
Z no depende de ¢, esto implica que ¢* = aZ¢ + H, con H = H(u,v). Nétese que

una implicacion adicional de esto es que
Asi, reemplazando las ecuaciones|(306)[y|(310)|en la ecuacién |(278)se encuentra

T?e* Y’ =0, (311)

es decir, ¢»*, = 0. Por su lado, al reemplazar las ecuaciones |(306) y |(311)| en la
ecuacion se encuentra

2~—2B+2C,/,3
—(T?e 2Py,

(CE - Ox) <Au2 + Tf) ’

0= (312)

lo cual implica que ¢»*, = 0. Por lo tanto, estas dos Ultimas ecuaciones muestras que

P = h(9). (313)



Pero por la ecuacion |(309)| esto implicaria que h, = aZ, con Z = Z(u,v). Como
Z en general no es constante o cero, pues depende de A, B, C, y sus derivadas,
entonces la Unica posibilidad de que la ecuacién se cumplaesque a =0y

que h 4 = 0. Lo que a su vez implica que
& =3, (314)

&=, (315)

con ) una constante (cf. ecuaciones [(306)| y [(313)). Al reemplazar las ecuaciones

(314)|y|(315)|en las ecuaciones|(123)|y((124) se obtiene

&=0, (316)

2=0. (317)

Lo anterior implica que la forma mas general de un vector de Killing de la métrica
dada por la ecuacion es el dado por la ecuacion Por lo tanto, esta

métrica solo tiene dos vectores de Killing linealmente independientes.
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F. TENSOR DE RICCI Y TENSOR DE RIEMANN

Este capitulo describe de manera geométrica algunas cantidades asociadas al ten-
sor de Riemann. Esta descripcion fue tomada y adaptada de las referenciaﬂ ym
La convencion usada para definir al tensor de Ricci y al tensor de energia-momento
coincide con la convencion de 2y

Se considera una n—variedad diferenciable M dotada de un tensor métrico g. Se
define a la conexion afin V. como un mapeo que asocia a cada campo vectorial X en
M un operador diferencial, Vx, que mapea tensores de rango (p, q), T, en tensores

de rango (p, q), VxT. Esta definicidén es consistente con las siguientes propiedades

i) VxT es lineal en el argumento de X, es decir,
VixigyT = fVxT + gVyT, (318)

donde f y g son campos escalares definidos en M, y X y Y son campos

vectoriales.

iil) VxT es lineal en el argumento de T, es decir,
Vx(T+S)=VxT+ VxS, (319)

donde Ty S son campos tensoriales del mismo rango.

110 CHANDRASEKHAR, S. 1998
1 MISNER, C. W., THORNE, K. S. y WHEELER, J. A.[2017.
112 Jbid.

113 WALD, R. M. 2010.
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iii) Sobre campos escalares f se cumple que

Vxf=Xf. (320)

iv) VxT satisface la regla de Leibniz al actuar sobre un producto tensorial
Vx(TeQ)=VxTQ+T®VxQ, (321)

donde T'y Q son campos tensoriales no necesariamente del mismo rango.

Con esto, se define la derivada covariante de un tensor T' de rango (p,¢) como un
tensor VT de rango (p, ¢ + 1) tal que al evaluarlo en la dltima entrada con un campo
vectorial X se obtiene VT'(-,...,-,X) = VxT, es decir,

VT (w',...,w”Yy,.... Y, X)=(VxT)(w',...,w”.Yy,....Y,), (322)

donde w', ... ,wP son campos vectoriales dualesy Y,...,Y, son campos vectoria-
les. VxT es llamada la derivada covariante de T en la direccién de X.

El mapeo V queda completamente definido al establecer cdmo es la derivada cova-
riante en la direccién de X de los elementos de alguna base vectorial {e,}. Esto se

logra al definir las 1—formas w®, que aparecen en la ecuacién
Ve, =w(X)eq, (323)

o también al definir los campos escalares w%, = w% (e.). Cuando se usa una base
coordenada local e, = 0,. es usual escribir I'?, . en lugar de w?,., en cuyo caso estos
son llamados como simbolos de Christoffel. En general, los escalares w®,, pueden
llamarse como coeficientes de conexiéri ™.

Ahora, para definir el tensor de Riemann (o tensor de curvatura) y al tensor de torsion

114 STEPHANI, H. et al.|2003.
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se definen los mapeos
Z(X,Y)=VxVy —VyVx —Vixy], (324)

T(X,Y)=VxY — VyX — [X,Y], (325)

donde [X,Y] es el conmutador de X y Y, que es un campo vectorial definido por
(X,)Y|f =X(Yf)-Y(X/f), siendo f un campo escalar. Asi, el tensor de curvatura

y el tensor de torsién se definen como
Rw, 2, XY) = (w,%2(X,Y)Z), (326)

Tw,X,Y) = (w, 7(X,Y)), (327)

donde w es un campo vectorial dual, y X, Y y Z son campos vectoriales. El tensor
de Ricci se define como la contraccidn del tensor de Riemann entre su primera y
tercera entrada .
Ric(X,Y)=> R(e" X.e,Y), (328)
a=1

donde {e“} es la base dual de una base cualquiera {e,}, que satisface e”(e;) = §%,.

En notacién de indices el tensor de Ricci se escribe como R, = R¢ ,. El escalar de

ach
curvatura se define como la traza de Ric, es decir, R = R*, = g*R,;. Donde ¢** son
las componentes de la métrica inversa de g, definida de modo que ¢%g;. = §°..

La imposicion de que Vg = 0y que 7 (X,Y) = 0 para todo X y Y definen unos
Unicos coeficientes de conexién w?,, y por ende una Unica conexion llamada la

conexién de Christoffel. En una base coordenada local {9,.} estos coeficientes son

1
', = §gad (Gab,e + Gdeb — Goe,d) (329)

donde la coma indica derivada parcial, es decir, f, := 0f/0z®. Las componentes del

tensor de Riemann en una base coordenada local pueden escribirse en términos de
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estos coeficientes de conexion como
k k
Ry =T % = T%ea + D% 00 — Tl ™ - (330)

Por ultimo, al definir al tensor de Ricci como la contraccidn del tensor de Riemann en
la primer y tercer entrada, se pueden escribir las ecuaciones de campo de Einstein

en unidades naturales (¢ = 1,G = 1) como
) 1
Ric — §Rg =8nT, (331)

donde T es el tensor de energia-impulso definido de modo que T'(v, v) > 0 para todo
campo vectorial v tipo tiempo. Es decir, se considera que T'(v,v) es la densidad de

energia medida por el observador con cuadrivelocidad v.
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G. CONDICIONES DE ENERGIA EN RELATIVIDAD GENERAL

Aqui se desea hacer una descripcidon de las condiciones de energia débil, fuerte y
dominante. Estas condiciones corresponden a presunciones fisicas sobre lo que se
considera un modelo realista o fisicamente aceptable. Mediante el uso de las ecua-
ciones de Einstein, todas estas condiciones se traducen en imposiciones sobre el
tensor de energia-momento. Se suele decir que todas las formas de materia conoci-
das tienen un tensor de energia-momento que satisface estas condicioneg™] Por lo
tanto, es sensato o deseable encontrar soluciones a las ecuaciones de Einstein que
satisfagan estas condiciones, o que satisfagan algunas de ellas. Asi, a continuacion
se hara una breve descripcion de cada condicion y se determinaran las condiciones

para que el tensor de energia-momento dado por la ecuacion las cumpla.

G.1. Condicion de energia débil

Esta condicion dice que para todo vector tipo tiempo v se debe cumplir que
T(v,v) >0, (332)

donde T es el tensor de energia-momentd' ™| Por definicién, si v es unitario, enton-
ces T'(v,v) es la densidad de energia medida por un observador con cuadriveloci-
dad v. Por lo tanto, esta condicion equivale a decir que la densidad de energia debe
ser no negativa para todos los observadored'™| Esta condicion suele imponerse en

los modelos de fluidos perfectos. Una situacion especial donde no suele cumplirse

115 C. A. KOLASSIS, N. SANTOS y D. TSOUBELIS: Energy conditions for an imperfect fluid. En:
Classical and Quantum Gravity 5.10 (1988), pag. 1329; WALD, R. M.|2010.

116 S, W. HAWKING y G. F. R. ELLIS: “The Large Scale Structure of Space-Time”. En: Cambridge
Monographs on Mathematical Physics. Cambridge University Press, 1973. Cap. 4. The physical
significance of curvature, pags. 88-96; WALD, R. M.[2010.

7 HAWKING, S. W. y ELLIS, G. F. R.|1973
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es en algunas regiones de soluciones de tipo agujero de gusand' '8
Haciendo uso del tensor de energia-momento de la ecuacion|(132)|y del hecho de

que v es tipo tiempo, se obtiene
T(v,v) = pV? + (p+ P)')? + (u + Po)(v*)* + (u+ P3)(v*)*, (333

siendo v* = v - ¢, las componentes de v en la tetrada ortonormal dada por la ecua-
cion|(134)'"%y donde v - v = —V? < 0. Asi, la condicidn de energia débil se cumple
si

pz20 "y p+FB 20, (334)

donde i = 1,2, 3. Note que en el caso en que tanto u y P, sean mayores o iguales que

cero también se cumple la condicion de energia débil. La condicion |(334)| también

aparece ern%

G.2. Condicion de energia fuerte

Esta condicion establece que para todo vector tipo tiempo v se debe cumplir que
Ric(v,v) >0, (335)

siendo Ric el tensor de Ricci. Esta condicion garantiza que la expansion de una con-

gruencid™" de geodésicas nulas o tipo tiempo con vorticidad cero decrezca monéto-

18 M. S. MORRIS y K. THORNE: Wormholes in spacetime and their use for interstellar travel: A tool
for teaching general relativity. En: American Journal of Physics 56.5 (1988), pags. 395-412.

9 Note que la tetrada ortonormal se define de modo que sea consistente con la signatura de la
métrica (—, +, +, +)

120 WALD, R. M. 2010\

21 Una congruencia de geodésicas en un abierto O de la variedad se define como una familia de
curvas tales que por cada punto p € O pasa solamente una geodésica de esta familia, |ibid.
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namente a lo largo de cualquiera de estas geodésicag'?] Esto quiere decir, que si la
vorticidad es cero, las geodésicas tienden a acercarse entre si a medida que pasa
el tiempo@. Esto se interpreta como que la gravedad siempre es atractiva en to-
do punto del espaciotiempo. Equivalentemente, haciendo uso de las ecuaciones de

campo de Einstein, esta condicién pasa a ser

2

T(v,v) + V?T >0, (336)

donde T'es latrazade T,y V? = —v - v.
En este caso, al considerar el tensor de energia-momento de la ecuacion [(132)|y al

tomar en cuenta que v - v = —V2 < 0 se obtiene

T(0,0) + T = (e P2 + (b P+ (4 PP+ 2 (P4 Pyt Potp).

2 2
(337)

Por ende, una condicién suficiente para se cumpla la condicion de energia fuerte es
p+P>0 'y p+hP+P+P>0, (338)

donde i = 1,2, 3. Al igual que antes, de aqui es claro que simplemente la condicion
u, P; > 0 es suficiente para que se cumpla la ecuacion |(336). La condicion
también aparece en'®]

G.3. Condicion de energia dominante

Para todo vector tipo tiempo v dirigido hacia el futuro el cuadrivector p = g_l(z_o, )
asociado a la 1-forma p = —T'(v, -) es futuro dirigido y es tipo tiempo o nulo, siendo

g~ ! la métrica inversa y T el tensor de energia-momento. Si v es un cuadrivector

122 HAWKING, S. W. y ELLIS, G. F. R.|1973
123 WALD, R. M. 2010.

124 lbid.; HAWKING, S. W. y ELLIS, G. F. R.[1973,
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unitario, entonces p representa el cuadrivector de flujo de densidad de energia. Asi,
la condicién de energia dominante puede interpretarse como que ningun tipo de
materia 0 energia puede viajar mas rapido que la luz. De hecho, er@ se demuestra
que si un tensor de energia-momento satisface la condicién de energia dominante y
se hace cero en un conjunto cerrado tipo espacio . entonces también se hace cero
en su desarrollo futuro de Cauchy, D™ (.¥), definido como el conjunto de puntos
para el cual toda curva tipo tiempo o nula dirigida hacia el pasado se interseca
con .. Es decir, si una region tipo espacio . esta vacia entonces la region en el
futuro accesible mediante curvas tipo tiempo o tipo luz, que provienen solo de .,
permanece vacia. La materia circundante a . no alcanza a llegar a D* (). Con lo
cual, la materia no viaja mas rapido que la luZ"9]

Escribiendo v = v”¢, en la tetrada ortonormal dada por la ecuacién|(134)]y tomando

el tensor de energia-momento de la ecuacion|(132)[se encuentra
_ 0 1 2 3
p=uv ey — Pive — P ey — Pavles. (339)

Como v es futuro dirigido, entonces v - e, = —v° < 0. Recuerde que e es futuro diri-
gido debido a que representa la cuadrivelocidad del fluido. Por lo tanto, la condicion
de que p sea futuro dirigido es que p - ey = —uv® < 0, es decir, que p > 0. Por otra

parte, la condicidn de que p sea tipo tiempo o nulo es que
p-p=—pV+(P? =) (v')? + (R = p®)(0°)° + (B — p?)(v))* <0, (340)

donde V2 = —wv - v. Esta condicién se cumple si x> 0y u > |P;| paratodoi = 1,2, 3.
El hecho de que esta condicidon mencione que p es mayor que |P;| se suele decir

como que la densidad energia domina sobre las deméas componentes de 7’|

125 HAWKING, S. W. y ELLIS, G. F. R.|1973
126 Ibid.

127 |bid.
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Lo anterior permite ver que la condicion de energia débil y fuerte se cumple si > 0
y P, > 0 paratodo i = 1,2, 3. Si se garantiza adicionalmente que i > 0y que u > P;,

entonces se cumple la condicion de energia dominante.
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