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RESUMEN

En este trabajo de investigacion se estudia el problema abierto de la geometria
proyectiva, que consiste en caracterizar la recta proyectiva sobre anillos, en todo el
documento, se entendera por anillo, como un anillo conmutativo con uno. Particular-
mente, este trabajo se centra en la recta proyectiva sobre anillos totales de cocientes.
Primero, se consideran los anillos de cocientes y el homomorfismo canénico. Se intro-
ducen los anillos totales de cocientes como un caso particular de los anillos de cocientes
y se establecen relaciones existentes con otros anillos como los dominios euclideos, las
K-algebras finitas y el producto directo de anillos totales de cocientes. Finalmente se

muestra la inmersion de cualquier anillo en un producto de cuerpos.

Asi mismo, se inicia el estudio de la recta proyectiva sobre anillos totales de co-
cientes, definiendo los elementos complementables en un médulo libre bidimensional.
También se mencionan conceptos como fuertemente independientes y referencia proyec-
tiva; posteriormente se definen las proyectividades algebraicas 7- semilineales; la razén
doble (o razén anarménica) y como un caso particular, la cuaterna arménica. Finalmen-
te se consideran las proyectividades de Staudt que mantienen invariantes las cuaternas

armonicas y se demuestra El Teorema de Staudt.
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ABSTRACT

This research work studies the open problem of projective geometry, which is to
characterize the projective line on rings, throughout the document, a ring, as a com-
mutative ring with one. In particular, this work focuses on the projective line on total
quotient rings. First, quotient rings and canonical homomorphism are considered. Total
quotient rings are introduced as a particular case of quotient rings and existing rela-
tionships are established with other rings such as euclidean domains, finite K-algebras,
and the direct product of total quotient rings. Finally, the immersion of any ring in a

fields product is shown.

Likewise, the study of the projective line on total quotient rings begins, defining the
complementable elements in a two-dimensional free module. Concepts such as strongly
independent and projective reference are also mentioned; subsequently, the algebraic
projections are defined for the semi-liners; the double ratio (or anamonic ratio) and
as a particular case, the harmonic tetrad. Finally, Staudt’s projections that keep the

harmonic quasts invariant are considered and Staudt’s Theorem is demonstrated.
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INTRODUCCION

El anillo de cocientes se define por primera vez en 1927 [14], por Heinrich Grell,
estudiante de doctorado de Emmy Noether, considerando a S como el conjunto de los
no divisores de cero de un anillo R, lo que actualmente conocemos como anillo total de

cocientes.

Esta definicion no cambié hasta 1944, cuando Claude Chevalley extiende la nociéon
dada por Grell de anillo de cocientes, considerando a S como el complemento de un

ideal primo p (S = R\p), lo que hoy se le conoce como la localizacién del anillo R por p.

Finalmente, Uzkov en 1948 extiende la definicién de sus predecesores, la cual sigue
vigente, considerando a S como un subconjunto multiplicativo. Cabe mencionar, que
los conjuntos considerados por Grell y Chevalley, son casos particulares de estos sub-

conjuntos.

La construccion de anillos de cocientes es una técnica muy relevante en algebra con-
mutativa, pues éstos generalizan la construccién de los nimeros racionales a partir de
los niimeros enteros. Basta considerar a S como el conjunto de niimeros enteros distintos
de cero, es decir, S = Z\ {0} es un conjunto multiplicativo (1 € Sy st € S, con s,t € 5)
de Z y, una relacién de equivalencia ~ sobre Z x S, entonces, el cuerpo QQ consiste de

a
todas las clases de equivalencia 3 cona ceZybels.

Se entendera por un anillo R, como un anillo conmutativo con uno. Para cualquier
R anillo, consideramos S C R multiplicativo, y definimos ~ la relaciéon de equivalencia
definida sobre R x S,

(a,s) ~ (b,t) & existe u € S tal que u(at — bs) =0,



con a,b€ Ry s,t €S. Considere dotado de las siguientes operaciones

~Y

T Y st

a b at +bs a b‘ ab
st st s t

RxS

Y

Las cuales le dan a

una estructura de anillo, denominado anillo de cocientes o

de fracciones.

Un caso especial de los anillos de cocientes es el anillo total de cocientes, que con-
sidera un anillo R y S el conjunto multiplicativo de los no divisores de cero de R, esto
resulta ser equivalente a que el anillo R estd compuesto de elementos invertibles o di-

visores de cero.

Este trabajo consta de dos capitulos donde se hace un estudio de los anillos tota-
les de cocientes y se caracteriza la recta proyectiva sobre estos anillos. En el primer
capitulo, se parte de un estudio de los anillos de cocientes y se exponen propiedades del
homomorfismo canénico. Ademas, se establecen relaciones existentes con otros anillos,
como los dominios euclideos, las K-dlgebras finitas, el producto de anillos totales de
cocientes, y finalmente se muestra la inmersién de cualquier anillo R en un producto

de cuerpos.

El capitulo Rectas proyectivas sobre anillos, se desarrolla en la rama de la geometria
proyectiva. Esta geometria no verifica el quinto postulado de Euclides de manera local,
pero permite trabajar con el infinito y contiene a una geometria no local como es la

euclidea.

La teoria de geometria proyectiva desarrollada en [1], [3], [4] y [13] tiene un enfoque
algebraico, la definicién del espacio proyectivo parte de los espacios vectoriales; este en-
foque, permite considerar la generalizacion de los espacios vectoriales a los R-mdédulos

libres, y trabajar las rectas proyectivas sobre estas estructuras, como en [7] y [10].

Un problema central en geometria proyectiva es el estudio de la recta proyectiva
sobre anillos, en este trabajo, se exponen los avances de la recta proyectiva sobre los

anillos totales de cocientes.



Se pueden evidenciar estudios de las rectas proyectivas sobre las R-algebras de di-

mension 2, conocidas como el cuerpo de los nimeros complejos C = %, el anillo de
los paracomplejos M = <:§[f]1> y el anillo de los nimeros duales D = %, las cuales ge-

neran las tres geometrias cldsicas del plano, Moebius, Laguerre y Minkowski, realmente
es poco lo que se conoce sobre las rectas proyectivas sobre otras R-algebras finitas. Este
trabajo finaliza mostrando que la recta proyectiva sobre alguna R-dlgebra de dimension

dos, tiene estructura de variedad diferencial bidimensional como aparece en [11].



CAPITULO 1

ANILLOS TOTALES DE
COCIENTES

La construccién de anillos de cocientes es una técnica muy usada en algebra con-
mutativa, pues éstos generalizan la construccién del cuerpo de los nimeros racionales
partiendo de los niimeros enteros, basta considerar una relacion de equivalencia definida

sobre el producto cartesiano Z x (Z \ {0}).

Para que las definiciones, lemas, proposiciones y teoremas de este capitulo, sean
Y Y )
mejor comprendidos, se han propuesto ejemplos sencillos que permiten ilustrar estos

resultados.

1.1. ANILLOS DE COCIENTES

En esta primera seccién se estudian los anillos de cocientes y algunas propiedades

que tiene el homomorfismo canonico.

Definicién 1.1. Sean R un anillo y S un subconjunto no vacio de R. Se dice que S es

un subconjunto multiplicativo de R, si
1.0¢S,
2.1€8,
3. para cualesquiera s,t € S, tenemos que st € S.

Nota 1.1. Sea = € R, denotamos el ideal generado por el elemento = como (z).
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A continuacién se exponen unos ejemplos basicos de subconjuntos multiplicativos S

de un anillo R.

1.7-17-T=7,1.2=2,T-1=1€¢5.

Ejemplo 1.2. Sea R un anillo, considere p un ideal primo propio de R, entonces
S = R\ p es un subconjunto multiplicativo. En efecto, como 0 € p entonces, 0 & S, asi
mismo, como p es ideal propio, 1 € p, entonces 1 € S. Por otra parte, si s,t € S, entonces

st € S ya que st € p dado que s,t ¢ p. Luego, S es un subconjunto multiplicativo.

En la siguiente proposicién tomada de [9], se completan aqui detalles de su demos-

tracion.

Proposiciéon 1.1. Sean R un anillo y S C R subconjunto multiplicativo. La relacion

~ definida en R x S mediante, para a,b € R y s,t € S
(a,s) ~ (b,t) & existe u € S tal que u(at — bs) =0,

entonces, es una relacion de equivalencia.

Demostracion. 1. ~ es reflexiva. En efecto, para todo u € S, se cumple que u -0 =

u- (as —as) =0, para todos a € Ry s € S, entonces (a, s) ~ (a, s).
2. ~ es simétrica. En efecto, si (a,s) ~ (b,t) para a,b € Ry s,t € S entonces existe
u € S tal que u(at — bs) = 0, entonces
uat = ubs < 0 = ubs — uat < 0 = u(bs — at),
por lo tanto, (b,t) ~ (a,s).
3. ~ es transitiva. Sean (a, s), (b,t) y (¢,r) € Rx S con a,b,c € Ry s,t,r € S tales

que (a, s) ~ (b,t)y (b,t) ~ (c,r), entonces existen u, v € S tales que u(at—bs) = 0

y v(br — tc) = 0. Falta ver que (a, s) ~ (¢, 7). Consideremos las ecuaciones

u(at — bs) = uat —ubs =0 (1.1)

11



v(br — tc) = vbr — vte = 0. (1.2)

Después de multiplicar la ecuacién (1.1) por rv y la ecuacién (1.2) por us, y de

igualar las ecuaciones resultantes se obtiene que uatrv = ubsrv y vbrus = vtcus, luego
uatrv — vtcus = (utv)ar — (utv)cs = utv(ar — cs) = 0.
Asi, utv € Sy se cumple que utv(ar — ¢s) = 0 para todos a,c € Ry r,s € S. Por
consiguiente, (a, s) ~ (c,r). O
a
Se denota por — la clase de (a, s), bajo la anterior relacién de equivalencia definida.
s

RxS
Considere el conjunto X0 {%, acRybeS }, el cual dotado de dos opera-

Y

ciones suma y producto, tendrd estructura de anillo. El siguiente teorema puede ser
revisado en [9].

R xS

Teorema 1.2. El conjunto RS™! = Rg := ———, dotado de las siquientes operaciones:

a b at+bs ab ab
+ . .

s t st ygg'—g

define una estructura de anillo, denominado el Anillo de Cocientes de R por S.

Note que el elemento neutro de la suma en el anillo de cocientes de R por S, esta

0 s
dado por — = 0 para cualquier s € S. Ademas, para todo s € S, — = 1 es el uno del
s s

anillo de cocientes de R por S.

El siguiente ejemplo considera anillos y sus subconjuntos multiplicativos, y se calcula

sus respectivos anillos de cocientes.

Ejemplo 1.3. 1. Considere R = Z y el subconjunto multiplicativo S = Z \ {0}, el
anillo de cocientes de R por S esta dado por

a

rs={3

,aezybeZ\ﬂn}:@.

Observe que R C RS~! dado que RS~! es el cuerpo Q. Este resultado de ob-

tener un cuerpo como anillo de cocientes partiendo de ciertos anillos se puede

12



generalizar, véase el siguiente ftem.

2. Si R es un dominio enteroy S = R\ {0}, luego S es un subconjunto multiplicativo,

entonces RS~! es un cuerpo, denominado el cuerpo de cocientes de R.

3. Considere a R =Z/{(6) y S = {1,2,4}, entonces el anillo de cocientes de R por S
es RS™! ={0,1,2}.

Note que en el Ejemplo 1,3, en los ftems 1 y 2, se tiene que R C RS™!, sin embargo,
en el tercer ftem se observa que RS~™! C R; es decir, esta contenencia depende del

subconjunto multiplicativo elegido.

En el Teorema 1,2 se observé que RS~! tiene estructura de anillo con las dos ope-
raciones que se mencionaron, podemos preguntar: ;Cémo son los ideales del anillo de

coclentes?.

Observacién 1.1. Considere RS™! el anillo de cocientes de R por S, los ideales de

RS~ son de la forma
IS7! = {2 cRS Yacl, sc S}
s

donde I es un ideal de R.

En el siguiente ejemplo se construye un ideal para el item 3 del Ejemplo 1.3.

I1S7!

Y eRS'iae (@),se (1,21}

o =

RS™:a=0,a=3s¢€{l,

3

Il
—N— =

—llol®w |l e®w
— m

es un ideal de RS™!.

Definicién 1.3. Considere R un anillo y p un ideal primo de R. Sea S := R\p, llamamos

al anillo RS™! la localizacién de R por p, denotado también como R, = RS™!.

Observacién 1.2. Como S = R\ p es un subconjunto multiplicativo la Definicién 1,3

anterior tenemos que R, es un anillo local, y su ideal maximal estd dado por pR,.

13



Proposicién 1.2. Sean R un anillo, S C R un subconjunto multiplicativo y RS~ su

anillo de cocientes. Consideremos la siguiente aplicacion

¢ :R— RS™!

a
ar—r —.
1

@ es un homomorfismo de anillos, denominado el homomorfismo candnico.
Demostracion. Note que ¢ esta bien definida. En efecto, sean a,b € R con a = b, se

tiene que para todo u € S, u(a — b) = 0, es decir, % = 1> por lo tanto, ¢(a) = ¢(b).

Ahora observe que ¢ cumple con las condiciones de ser un homomorfismo de anillos.

Sean a,b € R, entonces

a+b a b
L pla+b) = 1 ZIJFI:SO(G)JHP(Z?%
a-b a b
2. p(ab) = 4 11" p(a) - o(b),
1
(1) ==,
3. ¢(1) =5
Por lo tanto ¢ es un homomorfismo. O]

Nota 1.2. Se denota como R* al conjunto de los elementos invertibles del anillo R.

El siguiente teorema fue tomado de [6] y [9], donde no aparece la prueba para los

items 4,5 y 6, por ello, aqui se sugiere una prueba al resultado.

Teorema 1.4. Si S C R es un subconjunto multiplicativo y ¢ : R — RS™! es el

homomorfismo candnico, entonces
1. s € S entonces p(s) € (RS™)*,
2. o(a) =0 si y solo si as =0 para algin s € S,
3. 2 e ST'R es de la forma p(b)p(t)™", parabe Ryt € S,
4. @ es inyectiva si y solo si S no tiene divisores de cero,

14



5. @ es sobreyectiva si y solo si para todo a € R, para todo s € S, existen b € R y
s' € S tales que (a — bs)s’ =0,

6. ¢ es biyectiva si y solo si S C R*.

Demostracion. 1. Sea s € S entonces ¢(s) = {. Ademds

[V
w | ®»

— | ®»

Luego, ¢(s) € (ST'R)*.
2. Note que p(a) = 0siy sélo si as = 0 para algin s € S. En efecto, sea p(a) = % =
— para s € S, entonces (a, 1) ~ (0,s) < existe u € S tal que u(as—0) = uas = 0,
s
donde us € S, ya que u,s € S.
a 1
1 s

4. ¢ es inyectiva si y s6lo si S no posee divisores de cero. En efecto,

3. Observe que - = = ¢(a)p(s)t.
s

=) Suponga que existe s € S divisor de cero entonces existe a € R con a # 0 tal
que as = 0, entonces por item 2, ¢(a) = 0, pero por hipétesis ¢ es inyectiva, es
decir kerp = {0}, por lo tanto a = 0, contradiccion, luego, S no contiene divisores

de cero.

<) Sea p(a) = 0, entonces por item 2 as = 0 para algin s € S, como s no es

divisor de cero entonces a = 0, luego kery = {0}.

5. Para todo © € RS, existe b € R tal que ¢p(b) =

a . , .
= — si y sdélo si para todo
s s
a € R, para todo s € 5, existe s € S tales que (a —

b

1

bs)s' =0

6. =) Si p es un isomorfismo, ¢ es sobreyectiva. Por item 5, para todo s € S, existe
b € Ry existe s € S tales que (1 — bs)s’ = 0. Ademds, como ¢ es inyectiva

1 —bs = 0. Luego, s es invertible.

<) Si S € R*, S no tiene divisores de cero y por el item 3, Kerg = {0}, es decir,
a

¢ es inyectiva. Por otra parte, como s es invertible, para todo — € RS™!, existe
s

-1
a as

as™! € R tal que — = = ¢(as™!). Por tanto, ¢ es sobreyectiva.
s
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Teorema 1.5 (Propiedad universal). Sea g : R — Ry un homomorfismo de anillos
tal que g(S) C R} entonces, existe un tnico homomorfismo h : RS~ — Ry tal que

h oy =g conmuta
R—g>Ro
wj /
h
RS

Ademds, si g es inyectiva entonces h también es inyectiva.

Demostracion. Para probar la existencia de h, considere h : RS™! — R, definida,
a

h (—) =g(a)g(s) ' cona € R, s € S.
s

a a
Observe que h esta bien definida. Si —L = 22 cntonces existe u € S tal que
S1 S92
u(arse—agsy) = 0, luego ajseu = assju. Aplicando el homomorfismo g a ambos lados se
obtiene g(a1)g(s2)g(u) = g(az)g(s1)g(u), y puesto que g(S) C Ry, entonces g(a1)g(s2) =

g(a2)g(s1). Ahora multiplicando por g(s2) " 'g(s1)™!, se obtiene g(a;)g(s2)g(s2) tg(s1)~! =

9(a)g(s1)g(s2) g(51)~", v agrupando g(ar)g(s1) ™" = glaz)g(s2) ", porlo tanto, h (2 ) =
h (‘;—z) Luego, h esta bien definida.

Ahora observe que h es un homomorfismo. En efecto, sean a,b € Ry s,t € 9,

a b\ at +0bs\ 1
h(;%—;)—h( - )-g(at—i—bs)g(st)

=(g(at) + g(bs))g(st)™"
=(g(a)g(t) + g(b)g(s)
=g(a)g(s)~" + g(b)g(t)~"

() +0(5);
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1
Finalmente, h <I> =g(1) - g(1)~! = 1. Luego, h es un homomorfismo de anillos.

Ahora note que la funcién h definida anteriormente es tnica. Sea f : RS~ — Ry

un homomorfismo tal que f o ¢ = g. Considere x € RS~! entonces por el ftem 3 del

1

Teorema 1.4 se tiene que = = p(a)p(s)™' cona € Ry s € S, por lo tanto,

Il
~

(pla)p(s)™)
(¢(a))f(e(s)™)
(a)g(s)™
((a)h(e(s)™)
(ela)p(s)™)

(

z),

es decir, f = h.

Ademas, observe que si g es inyectivo, entonces h es inyectivo. En efecto, sea

n (%) = gla)g(s) ™ =0,

S

como ¢(s) € R entonces g(a) = 0, ya que g(s) no puede ser divisor de cero, y como g

es inyectivo, entonces a = 0, por lo tanto, h es inyectivo. O

Corolario 1.1. Sean Ry un anillo y g : R — Ry un homomorfismo tal que g(S) C R

y Ry también cumple con la propiedad universal del teorema anterior, entonces Ry ~
RS

Demostracién. Como RS™! tiene la propiedad universal, existe el homomorfismo A tal

que h : RS~ — R, tal que h o ¢ = g tinico, y como R, también tiene la propiedad

17



universal entonces existe t : Ry — RS~ tal que t o g = . Luego, se tiene que

R—2 >R, R—% RS™!
‘pL / gl] /
h t
RS™! Ry
hop=yg tog=y¢
ho(tog)=g vy to(hoyp)=yp
h(t(g)) =g t(h(p)) = .

Entonces, por la propiedad universal h y ¢t son tnicos, tales que
Ry 5 RS' 1 R,
luego h ot = ip,. De igual forma,
RS™ % Ro & RS,

asi h ot = ipg-1, es decir, h es un isomorfismo. O

1.2. ANILLOS TOTALES DE COCIENTES

En esta secciéon se introducen los anillos totales de cocientes, pues son un caso par-
ticular de los anillos de cocientes cuando se considera el subconjunto multiplicativo de

los no divisores de cero.

Definicién 1.6. Si R es un anillo y Sy C R es el subconjunto multiplicativo de los no
divisores de cero, entonces al anillo RS; " se le denomina; anillo total de cocientes de
R.

Como ejemplo de este tipo de anillos basta referenciar el item 1 del Ejemplo 1.3,

donde R=7Zy Sy =Z\ {0}, claramente Sy contiene los no divisores de cero.

Segun la Definicién 1,6, es posible construir un anillo total de cocientes partiendo
de un anillo. Sin embargo, también es posible determinar qué anillos son anillos totales
de cocientes, en virtud al siguiente teorema que permite caracterizar los elementos de
los anillos totales de cocientes, tomado de [10], el cual aparece sin demostracién, por

ello se propone una prueba que verifica el resultado.
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Teorema 1.7. Sea R un anillo, entonces R es un anillo total de cocientes si y solo si

sus elementos son tnvertibles ¢ divisores de cero.
. a . . -
Demostracion. =) Sea — € RS™', considere los siguientes casos
s
1. Si a es divisor de cero, entonces existe u € R, u # 0, tal que au = 0, luego

a
S

. a . .
es decir, que — es divisor de cero.
s

2. Si a es no divisor de cero, a € S y como s € S, entonces puede considerar al

8 Ve
elemento —, asi
a

a . .
Luego, — es invertible.
s

<) Sea % € RS b e S, luego b no es divisor de cero, es decir, b es invertible.

b—l
Considere a 7 = % € R.

]

Ejemplo 1.5. Un cuerpo K es un anillo total de cocientes, ya que todos sus elementos
diferentes de cero son invertibles. En particular los cuerpos Q,R,C, Z/(p) con p es

primo, son anillos totales de cocientes.

Ejemplo 1.6. Note que si R es un dominio entero que no es un cuerpo, entonces R no

es anillo total de cocientes. En particular, Z no es un anillo total de cocientes.

Observacién 1.3. Si R es un anillo total de cocientes y X un subanillo de R, X
no necesariamente serda un anillo total de cocientes. Especificamente, considere X un
dominio entero que no es cuerpo y R su cuerpo de cocientes, por hipotesis se tiene que

X es subanillo de R; pese a que R es un anillo total de cocientes, X no lo es.

Para exponer mas ejemplos de anillos totales de cocientes es necesario definir anillo

euclideo y se ilustran ejemplos de estos anillos.

Definicién 1.8. Se dice que un anillo R es un dominio euclideo, si R es un dominio

entero y existe una aplicacién v : R\ {0} — N, tal que
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1. v(a) < y(ab) para todo par a,b de elementos no nulos de R.

2. Sia € R\ {0}, para cada b € R existen ¢,r € R tales que b = ac+r, y(r) < v(a)

6r=0.
Ejemplo 1.7. 1. Z es un dominio euclideo, basta considerar v(n) = |n|.

2. El anillo de polinomios K[z] con coeficientes en el cuerpo K y tomando v(p(x)) =

grad(p(z)), es un dominio euclideo.

3. El anillo de los enteros gaussianos Z[i] = {a + bi : a,b € Z} es un dominio entero

y dotado de la funcién y(a + bi) = a® + b? es un dominio euclideo.

Los items 1 y 2 del Ejemplo anterior, al igual que la siguiente proposiciéon conocida

como la identidad de Bézout, se pueden encontrar en [6].

Proposicion 1.3. Propiedad de Bézout Sean R un dominio euclideo, f,g € R y d =
med(f, g) entonces existen A\, € R tales que d = \f + pg.

En [6] se encuentra la siguiente proposicion que relaciona el dominio euclideo con el

anillo total de cocientes.

Proposicién 1.4. Si R es un dominio euclideo y f € R, f # 0, entonces R/{f) es un

anillo total de cocientes.

Demostracion. Considere g + (f) € R/(f), supongamos que d = mcd(f,g). Por la
Proposicién 1,3, existen A, i tales que Af 4+ pug = d. Por lo tanto,

g+ N+ ) =pg+{f) =pg+ f +{f) =d+(f)

Consideremos los siguientes casos:

1. Si d es invertible en R, entonces existe d’ tal que dd’' = 1, luego,
(d+ (I + () = dd' + (f) = 1+ (f).

Por lo tanto, d + (f) es invertible en R/(f), luego g + (f) también lo es.

2. Si d no es invertible en R, como d|f y d|g, existen ¢1,co € R tales que f = ¢1d
y g = cod. Entonces, ¢; + (f) # 0, ya que f no divide a ¢1, puesto que d no es
invertible. Ahora, como (g+ (f))(c1+(f)) = ge1+(f) = cade1 +(f) = cof +(f) =
0+ (f), entonces g + (f) es divisor de cero.
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]

Ejemplo 1.8. Considere el anillo Z y sea n € Z, n # 0, entonces Z/(n) es un anillo

total de cocientes.

Ejemplo 1.9. Sea K[z] el anillo de polinomios con coeficientes en el cuerpo K , entonces
K[z]/{f(z)) con f(x) # 0 son anillos totales de cocientes. En particular, si K = R, el

cuerpo de los numeros complejos

_ R
(224 1)
el anillo de los paracomplejos
Rl
@ 1)
y el anillo de los nimeros duales
o _ Rl

son anillos totales de cocientes.
La siguiente Proposicién fue tomada de [5].

Proposicién 1.5. Si R es un anillo total de cocientes, entonces

_ Rlx)
(%)

es un anillo total de cocientes.

={a+by:abe R~ =0}

Demostracion. Sean a + by, ¢+ dy € A, entonces

(a+by)(c+ dy) = ac + adry + bery + bdy?
= ac + (bc + ad)~.

Como R es un anillo total de cocientes, tenemos que todo elemento es divisor de cero

o invertible. Considere los siguientes casos

1. a+0by es invertible si y sélo si a € R es invertible. En efecto, si a+ by es invertible,
existen ¢, d € R, (¢,d) # (0,0) tales que ac = 1y be+ad = 0, luego a es invertible.

Reciprocamente, si a es invertible en R, se debe encontrar el elemento de la forma
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¢ + dvy cuyo producto sea el uno de A, entonces
(a+by)(c+dy) =ac+ (ad + bc)y =1

es decir, ac = 1 y bc + bd = 0. Basta considerar ¢ = a~' y d = —ba™2, asi a + by

es invertible.

2. a+ by es divisor de cero si y s6lo si a € R es divisor de cero. En efecto, a + by es
divisor de cero, es decir existe c+dy con (¢, d) # (0,0) tales que ac = be+ad = 0,
si ¢ # 0, entonces a y ¢ son divisores de cero. Ahora, si ¢ = 0 entonces d # 0 y
ad = 0, luego a es divisor de cero. De manera reciproca, si a es divisor de cero,

entonces existe ¢ # 0 tal que ac =0 y bc + ad = 0. Asi, a + by es divisor de cero.

]

Ejemplo 1.10. Sea R = Z/(n), n # 0, por el Ejemplo 1,8 se tiene que R es un anillo

total de cocientes, ahora considere

2/
A=)

Por la Proposicion 1,5, A también es un anillo total de cocientes.

:{a+bfy:a,b€Z/<n>,72:0}~

1.3. PRODUCTO DIRECTO DE ANILLOS

El producto directo de anillos totales de cocientes es otro ejemplo de anillos totales
de cocientes. Para ver este hecho, a continuacién se mencionan las propiedades y defi-

niciones requeridas.

Sean I un conjunto arbitrario y { R;};e; una familia de anillos, consideremos el pro-
ducto directo de anillos R = [],.; R; con las operaciones suma y producto componente a
componente. Note que R asi definido es un anillo, ver [7]. Sea m; : R — R; la proyeccién
i-ésima, es decir, para f = (f(7))ier € R, m(f) = f(7).

Definicién 1.9. Sea R un anillo conmutativo con uno es primo si p # {1} y si ab € p

implica que a € p o b € p.

Definicién 1.10. Un ideal m de R es maximal si m # {1} y no existe ningin otro ideal

a tal que m C a C (1).
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Las anteriores definiciones son equivalentes respectivamente a:

p es ideal primo si y sélo si R/p es dominio entero, y m es maximal si y sélo si R/m

€S cuerpo.

Se denota por Spec(R), al conjunto de todos los ideales primos del anillo R.Y

Maz(R) al conjunto de todos los ideales maximales del anillo R.
Lema 1.1. Sea R =[], R:.

1. Si para cada p € Spec(R;) consideramos M, ; = m; ' (p), entonces M, ; es un ideal

primo de R y

M,,;, = Hjelmj con mj = R; para todo j # i, y m; = p.

2. Si para cada m € Max(R;) consideramos My, = 7 ' (m), entonces My, es un

ideal mazimal de R y
My = [1;c;mj con mj = R; para todo j # i, y m; = m.

Demostracion. 1. Puesto que 7; es un homomorfismo de anillos y p € Spec(R;),

entonces 7; ' (p) = M,; es un ideal primo de R.

2. Como T; es sobreyectiva y m € Max(R;), entonces m; *(m) = My € R.

Proposicién 1.6. Sean R =[[,.; R y f= (f(i))icr € R. Entonces
1. f es invertible si y solo si, para todo i € I, m;(f) = f(i) es invertible.

2. f es un divisor de cero si y sdlo si existe i € I tal que m;(f) = f(i) es divisor de

CETO0.

Demostracion. 1. =) Si f = (f(i))ics es invertible, existe g = (g(7))iesr tal que

f-g=1=(f(i)9(i))icr, es decir, f(i)-g(i) = 1 para todo i € I, luego f(i) = mi(f)
es invertible.

<) Si para todo i € I, m;(f) = f(i) es invertible, existe g(i) € R; tal que f(i) -
g(i) = 1 para todo i € I, donde g(i) = f(i)~'.
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2. =) Si existe i € I tal que m;(f) = f(i) es divisor de cero, entonces existe a; # 0,
a; € R; tal que f(i)-a; = 0, sea g = (g(i))ier € R con g(i) = a; y g(j) = 0 para
i # 7. Luego, g #0y f-g=0.
<) Si f es divisor de cero, existe g # 0 en R tal que f-g =0 = (f(9)icr) - (9(?)icr),
entonces, existe j € I tal que g(j) #Z 0y f(j) - g(j) = 0, es decir f(j) es divisor
de cero.

]

De acuerdo a la Proposicién 1,2 se puede enunciar los corolarios siguientes que
muestran los objetivos de esta subseccién, es decir que el producto directo de anillos
totales de cocientes es un anillo total de cocientes. En particular, el producto directo

de cuerpos es un anillo total de cocientes.

Corolario 1.2. Sea {R;};c; una familia de anillos totales de cocientes, entonces R =

[Lic; Ri es un anillo total de cocientes.

Demostracion. Por hipotesis cada R; es un anillo total de cocientes, es decir, sus ele-
mentos son invertibles o divisores de cero, consideremos f € R, entonces cada f(i) es
invertible o divisor de cero de R; para todo ¢ € I, entonces si todos son invertibles,
tenemos que f es invertible por el teorema anterior, pero si alguno de ellos o todos son

divisores de cero entonces f es divisor de cero. O]

Ejemplo 1.11. Sea R; = Z/(6) el anillo total de cocientes, entonces [[\, Z/(6) es un

anillo total de cocientes.

Corolario 1.3. Sean R = [[,.; Ri y f = (f(i))icr € R. Si para todo i € I, R; es un

cuerpo, entonces

1. f es invertible si y sdlo si f(i) # 0 para todo i € 1.
2. f es un divisor de cero si y sdlo si existe i € I tal que f(i) = 0.

3. R es un anillo total de cocientes.

1.4. ALGEBRAS FINITAS SOBRE UN CUERPO
K

En la presente seccion se demuestra que las dlgebras finitas sobre un cuerpo K, es

un anillo total de cocientes. Esta prueba se sigue de [5], previamente se realiza un breve
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estudio sobre algunas de sus propiedades.

Definicién 1.11. Sea K un cuerpo. Una K-dlgebra A con unidad es un conjunto dotado

de dos operaciones (A, +, %) cumpliendo que:
1. es un anillo con unidad.
2. es un K-espacio vectorial.
3. para todo a € Ky para todos a,b € A, a(ab) = (ca)b = a(ab).

A es una K-algebra finita si es una K-algebra conmutativa con unidad y la dimensién

como K espacio vectorial es finita.

Ejemplo 1.12. Existen, salvo isomorfismos, tres dlgebras de dimension 2 sobre R:

Rlt) Rl o Rl

(x2 + 1)’ (22 = 1)’ (x?)

Las rectas proyectivas sobre las R-algebras C, M, D generan las geometrias del plano

conocidas como geometrias de Moebius, Minkowski y Laguerre, respectivamente.

Toda R-algebra de dimension dos es isomorfa a alguna de las anteriores R-algebras,
las cuales no son isomorfas entre ellas, ya que los paracomplejos tienen divisores de cero

y los duales elementos nilpotentes.

Definicién 1.12. Una K-algebra finita A que tiene exactamente un ideal maximal se

llama K-algebra finita local.

Ejemplo 1.13. Note que D = s una R-algebra local con ideal maximal (x).

(z?)
La siguiente proposicién muestra que una K-algebra finita se descompone en forma

unica, salvo isomorfismos, en suma directa de K-algebras finitas locales, y su demostra-

cién se encuentra en [7].

Proposicion 1.7. A es una K-dlgebra finita si y solo si A es una suma directa de

K-dlgebras locales finitas.

Lema 1.2. Sea A = @,_, A; una K-dlgebra finita donde cada A; es una K-dlgebra local

finita. Parai=1,...,r sea m; el ideal mazimal de A;. Entonces:
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(1) Max(A) = {M,...,M,} donde M; = H;:1 m; con m; = Aj;, para todo j # i y

(2) Para todoi=1,...,r se tiene que Ay, ~ A;.

Demostracion. 1. Es consecuencia de que los ideales maximales de una suma directa

de r anillos tienen la forma M; para todo i =1,--- ,r. Ver [[7], Lema 1.2.6].

2. Paratodot=1,---,r,

Como A; es local, b; es invertible y la aplicacion

(ala"' 7a1”) -1
(bla"'abr>'_>2 ¢

es un homomorfismo de anillos. Note que ¢; es inyectiva ya que si b; Ya; = 0, entonces
existe (0,---,b; ', -+, 0) & M; tal que

(ay,--- a3, ,a.)0,--- 7bi_17"' ,0)=(0,---,0)

y esto equivale a que
(a1, ,ar)

=(0,---,0

(bl? Tty br) ( )
para ((?712;)) € Ay Ademas, ¢; es sobreyectiva porque, para todo a; € A;, existe
—(((l{‘ll;) € Ay, tal que ¢; (%) = a,. ]

Para mejorar la comprension del lema anterior, se presenta la construccién del si-

guiente ejemplo, producto de este trabajo de investigacién.

Ejemplo 1.14 (Granados, Guevara). Considere el producto de cuerpos A = Z/(2) x

Z/(2), y sus ideales maximales

My = (0) x Z/(2) y My = Z/{2) x (0).

Como M; y M, son maximales, entonces M; y M, son ideales primos. De esta

manera, considere los subconjuntos multiplicativos de A, dados por S = A — My y
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Sy = A — M, respectivamente. El anillo de cocientes de A por S; esta dado por

I
I
z
|
——

:(a,b) € A, (c,d) & Ml}

/N N

o
> [
S—

e

: (a,b) EA,C#O}

{(c,d)
:{Ezzg (a,b) € A, c—l}

(0,0) (0,0) (0,1) (0,1) (1,0)

Note que ~ ~ ~ y ~ g

(1,o) @1 (@1 (1,0 (1,0)

1) 0,0
Defina el homomorfismo ¢y : Ay, — Z/(2), donde ¢, ((’_) — 1y ¢ (( ) ))
0.

1,1
1,0)
1

De manera andloga, Ag, = Ay, = —,—}, y defina ¢y : Ay, — Z/(2),

(1,1) (0,0)
pu— 1 p—
donde 02 ((0 1) 2\ 00)
Claramente ¢; y ¢9 son biyectivas, luego Ay, ~ Z/(2) v Ay, ~ Z/(2), como se

indica en el Lema 1,2.
Proposicion 1.8. Toda K-dlgebra finita es un anillo total de cocientes.

Demostracion. Sean A una K-algebra finita y dimgA = n. Para todo u € A, existe
r < n tal que 1,u,--- ,u" son linealmente independientes y u"*! depende linealmente
de {1,u, -+ ,u"} luego existen by, by, ,b, € K tales que u" ™! = bu" + - - + byl y

tenemos dos casos:

1. Si by = 0 entonces 0 = v —bu" — -+ —byu = u(u" — -+ — byu — by1) luego
u es divisor de cero. Note que u” — -+ — bou — by1 # 0 ya que 1,u,--- ,u" son

linealmente independientes.

2. Si by # 0 entonces 1 = by u(u” — -+ — byu — by1) por tanto u es invertible. En

consecuencia, A es un anillo total de cocientes.
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1.5. INVERSION DE UN ANILLO EN UN PRO-
DUCTO DE CUERPOS

Para introducir esta seccién es necesario mostrar algunos resultados conocidos del
algebra conmutativa. La inmersién de un anillo en un producto de cuerpos, ver [7],
considera al conjunto Maz(R) de todos los ideales maximales de un anillo R, asi como
los cuerpos R/m donde m € Maz(R). El objetivo de esta seccién es ver la inmersién

de R en el producto de cuerpos ], Max(R) R/m.

Definicién 1.13. El radical de Jacobson J(R) de R, es la interseccién de todos los

ideales maximales de R, es decir,

J(R) = ﬂ m.

meMaz(R)

Sean Run anilloy Maz(R) = {m : mes ideal maximal de R}. Considere el producto

de cuerpos, dado por

Por la propiedad universal del producto, existe un tinico homomorfismo de anillos

p:R— || R/m

meMaz(R)

a— (CL + m)mGMax(R)

El homomorfismo ¢ en general no es inyectivo, pues Ker(¢) = J(R), donde J(R)

es el radical de Jacobson.

En efecto,

Ker(p) ={a € R: p(a) = H (a +m) =0}

meMaz(R)
={a€e R:a+m=m,Vm € Max(R)}
={a € R:aem,Vme Mazx(R)}
={a€R:ae (] m}=J(R).

meMaz(R)
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El conjunto de los elementos invertibles de R se denota como I(R) y el de los

divisores de cero de R como O(R), es decir,

O(R) ={f € R: existe g # 0 tal que f-g =0}

y
I(R) ={f € R:existe g € R tal que f-g=1}.
La demostracién de la siguiente proposicién se encuentra en ([2], la proposicién
1,11).
Proposicion 1.9. Sean ay, ..., a, ideales y sea p ideal primo tal que N_,a; C p enton-

ces a; C p para algun i. Sip = N q; entonces p = a; para algin i.

Proposicion 1.10. Sea R un anillo, entonces

1.

2.

PL(R)) = I(Tneman(r) B/m) N @(R).

Para todo a € R, p(a) € O(Ilnerranimy B/m) N @(R) siy sdlo si existe m €
Max(R) tal que a € m.

¢(O(R)) C O([nenrax B/m) N p(R).

St R es un anillo total de cocientes, entonces

pOR)=0( JI R/m|(e®).

meMaz(R)

Ademds, el reciproco se cumple si J(R) = {0}.

Demostracion. 1. Si a € I(R), entonces a ¢ m para todo m € Maxz(R) luego

a+m # men R/m, para todom € Maz(R); como [

meMaz(R) R/m €s un producto

de cuerpos, y todas sus componentes son distintas de cero, a + m # m, entonces

¢(a) es invertible en [, cpronm) B/m-

Reciprocamente, sea b € [] (r) /mNp(R), observe que b € p(I(R)). Por la

hipétesis, existe a € R tal que b = ¢(a) y ¢(a) es invertible en [T cp/o0(r) /M,

meMazx

es decir a + m # m en R/m para todo m € Maz(R), luego a ¢ m para todo
m € Max(R), es decir a es invertible, por lo tanto b = ¢(a) € p(I(R)).
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2. p(a) = (a+mM)memaz(r) s divisor de cero, si y sélo si existe m € Max(R) tal que

a + m es divisor de cero, es decir, a € m.

3. Sea b € O(R), es decir, b es divisor de cero, en consecuencia b € R\ R* entonces

existe m € Max(R) tal que b € m, y se aplica el item anterior.

4. Por el Corolario 1,2, T],. Maz(R) R/m es un anillo total de cocientes, por lo tanto,

ol ] wm|Ur|l [] Bm|= ][] B/Mm

meMaz(R) meMaz(R) meMaz(R)

O H R/m ﬂ[ H R/m =0

meMax(R meMax(R

ya que, todo elemento de un anillo total de cocientes es invertible o divisor de

cero. Asi,
pRy=(0( ] Bm|JI{ ] B/Mm]||[)e®)
meMaz(R) meMaz(R)
-0 HR/mﬂgp Ulz HR/mﬂ<p

Y 0N (R) = (O Lnenrtan(r) B/ N e rranmy £/m) Np(R)

= (O Imentan(ry /M) Mo (R) U (T Tmensanir 2/m) (1))

C O(HmEMa:E(R) R/m) ﬂ [(HmeMax(R) R/m) = @

Por el ftem 1, se tiene que ¢(I(R)) = I(] [nersan(ry /M) (N p(RR), y por el item 3
se tiene que ©(O(R)) C O(Ilnerran(ry B/m) N o(R).

=) Por hipétesis, R es un anillo total de cocientes, entonces R = O(R)|JI(R) y
O(R) N I(R) = 0. Luego, ¢(O(R)) = O[ Lnentaa(r /™) N @(R).

<) Sea a € R, observe que R es un anillo total de cocientes, para esto, observe
que si a ¢ I(R) entonces, p(a) ¢ I(][nersan(ry /M) N 0(R). En efecto, si p(a) €
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I(HmGMQI(R) R/m) (N ¢(R) entonces, por el item 1, existe ¢ € R, luego,
c=p(b)=0beI(R).

(a) = p(b), entonces, p(b—a) =0y Kerp = J(R) = {0}, por lo tanto, b—a =0
ya que es inyectiva, luego b =a y a € I(R).

Ahora, si a ¢ I(R), entonces o(a) & I(] [nerran(ry 2/m)Ne(R), pero p(a) € ¢(R),
luego ¢(a) & I(] I nerran(ry £2/m), por lo tanto, como [, cruu(r) £2/m es un anillo
total de cocientes, entonces ¢(a) € O([ e nran(r) £2/m)N@(R) = p(O(R)). Luego,

existe b € O(R) tal que p(b) = ¢(a), es decir (b —a) =0, luego b —a = 0. Por
lo tanto, b =a y a € O(R), entonces R es un anillo total de cocientes.
[

Proposicién 1.11. R es anillo con Maz(R) = {my,...m,.} y J(R) = {0} si y sdlo si
R=K{ x---xX K, con K; cuerpo para todoi1=1,...,r.

Demostracion. =) Sea

¢0:R— R/my X --- X R/m,

a— (a+my,...,a+m,)

» Como J(R) = {0} por hipétesis, y J(R) = Kery = {0} entonces ¢ es inyectiva.

= Ahora observe que ¢ es sobreyectiva. Sea (a; + my,...,a, +m,) € R/my X -+ X
R/m,., se probard que existe a € R tal que a;+m; = a+m; paratodoi € {1,...,r}.

Para ello, observe que para todo ¢ € {1,...,7}, se tiene que
mlﬂ-~-ﬂmi_1ﬂmi+1ﬂ~-~ﬂmT7é{0}

yaque simyN---Nm;_yNm; N---Nm, = {0}, entonces {0} =myN---Nm;_1 N
mi+1ﬂ---ﬂmr Cm,;.

Por la Proposicién 1.9 y ya que todo maximal es ideal primo, se tiene que existe

k#1, ke{l,2,...,r} tal que my C m; contradiccién del hecho de my = m; son
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maximales.

Por lo tanto,
mlﬂ---ﬂmi_lﬂmiﬂﬂ---ﬂmr#{O}

mlﬂ---ﬂmi_lﬂmiﬂﬂ---ﬁmrmei.

Luego, existe x; € myN---Nm;_1Nm; 1 N---Nm, y z; € m;, entonces z; +m; # m;
en R/m;, y como R/m; es cuerpo, entonces para x; + m; # m; existe y; € R que

cumple (y; +m;) € R/m;, tal que

(zi +m)(ys +my) = 25y +my = 14+ my

es decir,

iy —lemy

Ty €My N Nm_p MM NN,

ya que la interseccion de ideales es un ideal y x; pertenece a esa interseccién.

Sea e; = w;y; para i = 1,...,r, luego para todo 7 se tiene que e¢; — 1 € m; y
e; € my, Vj#1,yseaa= Z::l a;e; +m; = a;e; +m; = a; +my.

Luego, a+m; = a; +m; para todo j. Entonces ¢ es sobreyectiva y I es producto

de cuerpos.

<) Si R=K; x -+ x K, con K; cuerpo para todo i = 1,...,r, es decir, (Og,) es

el inico ideal maximal para cada K;, entonces por el Lema 1,1, se tiene que

M, = Hmj con m; = K;, Vi #1i, y m; = (Og,).

J=1

Luego, J(R) = {0}.
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CAPITULO 2

RECTAS PROYECTIVAS SOBRE
ANILLOS

El siguiente capitulo presenta definiciones y resultados referentes a las rectas proyec-
tivas sobre anillos, en particular las rectas proyectivas sobre anillos totales de cocientes.
Se inicia definiendo los elementos complementables, algunas equivalencias de estos ele-
mentos, y como resultado de este trabajo se presentan observaciones y un corolario
que permite determinar cuando un par es o no complementable en un anillo total de
cocientes. Asi mismo, se definen los puntos fuertemente independientes y las referen-
cias proyectivas. Finalmente, se definen las proyectividades entre rectas proyectivas que
conservan cuaternas armoénicas, como se muestra en el Teorema de Staudt. Se plantean
demostraciones que no se presentan en proposiciones revisadas principalmente en [10],

ademas de completar detalles en varias pruebas.

Definicién 2.1. Sean R un anillo conmutativo con uno, y (M, +) un grupo abeliano.

Se dice que R X M — M define en M una estructura de R-moédulo cuando:
Lr-(m+n)=r-m+r-n
2. (r+s)-m=r-m+s-m
3. (rs) - m=r-(s-m)
4. 1-m=m

donde r,s € Ry m,n € M.
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Si un R-modulo admite alguna base, se dice que es un moédulo libre. Para el caso
particular del estudio de rectas proyectivas sobre anillos, considere aquellos R-mdédulos

con dimensién dos (o bidimensionales).

Definicién 2.2. Sean R un anillo, z1,29 € R, se dice que el par (z1,23) es comple-
mentable si existe otro par (21, 2}) tal que (z1, z2) y (21, 25) generan el R-médulo libre

bidimensional R2.

Observacion 2.1. Por la definicién anterior, si (21, z2) es un elemento complementable,
existe (2, 25) tal que (z1,22) v (2, 25) generan a R?  lo que resulta ser equivalente a
decir que {(21, 22), (2], 2)} es una base para R?. Es decir, cualquier conjunto generador

de dos elementos forma una base, segin [12].

Ejemplo 2.1. Sea R un anillo, considere R?, entonces (1,0) es complementable ya
que existe (0,1) tal que generan a R?. Observe que son linealmente independientes. En

efecto,

(0,0) = z(1,0) +4(0,1) = (z,y)
implica que x =y = 0.

Ejemplo 2.2. Sean R = Z[z] y R? = Z[z] x Z[z], entonces (2, 3) es complementable.
En efecto, {(2,3),(1,1)} es base de R%. En efecto, si

(0,0) = p(x)(2,3) + ¢(x)(1,1) = (2p(x) + ¢(), 3p(z) + ¢(x))

entonces, 2p(z) + q(z) = 0y 3p(x) + ¢(x) = 0, por lo tanto, q(z) = —2p(x), y re-
emplazando en la segunda ecuacién tenemos que 3p(z) + (—2p(z)) = p(z) = 0, de
donde ¢(z) = 0. Luego, p(x) = ¢(x) = 0, por lo tanto (2,3) y (1,1) son linealmente

independientes, es decir son base de R?.

Definicién 2.3. Sean R un anillo y B = {u;,us} una base de R?, con a,b,€ R?. Si

a = ajustasus y b = byui+bous, se define el producto exterior relativo a la base B como:

ay as

al\g b=
SR T

= a11)2 — a,gbl € R.

La siguiente proposicién sobre las propiedades de la aplicacion asociada a la Defini-
cioén 2,3, aparece sin demostracién en [7], por ello se plantea una demostracién detallada

de la misma.
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Proposicion 2.1. Sean a = ajuq + asus, b = byuq + baus, ¢ = crug + cous. La siguiente

aplicacion,

Ag :R*x R* — R
(a,b) = aANgb

cumple las siguientes propiedades:
1. Ng es bilineal y antisimétrica, en particular a N\b=—bAga yaAga=0.
2. 8i B' = {vy, v} es otra base de R* entonces,
aNgb=(aNgy b)(v) Ag v2).

3. B = {v1, v} es base de R? si y solo si vy Ag vy € R*.

Demostracion. 1. Note inicialmente que Ag es bilineal, es decir:

a1+b1 a2+b2
a+b)Agc=
( ) ? (&1 C2
:al (05} 1 bl b2
1 C 1 C2
:a/\gc+b/\gc
y
aap «as
aa) Ag b=
(aa) Ap b b,

:Oéalbg — aa2b1

=a(a Ag b).

De manera andloga, se obtiene que a Ag (b+c¢) =aAgb+aAgcy ag (ab) =
ala Ag b).
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Ahora, note que Ag es antisimétrica

by by

a; az

—(b /\3 CL) = — = —(a261 — albg) = ale — a2b1 = a /\B b.

Finalmente, observe que a Ag a = 0. En efecto

a; G2
alNga= = ajay — ajas = 0.

ay as

2. Sean v; = V11U + VigUg, V2 = V21U + VaoUs, @ = a1V + QU2 ¥ b = b1vy + bovy,
entonces a = aq(vi1u; + vigug) + ag(vouyg + vogus) ¥y b = by(viiug + vigug) +
bo (Vo111 + vaus), luego a y b en la base {uy,us} se expresan como: a = (ayv11 +

agv91 )1 + (a1012 + agvag)us y b = (byvyy + baver Jug + (byv1e + bavas )us. Por lo cual,

ay Qg
a /\B' b= = (Zlbg — agbl
bi by
y
V11 V12
v1 A\g U = = V11V22 — V2112,
V21 V22

por lo tanto

a1V11 + QoV21  A1V12 + A2V29

a /\3 b=
biv11 + bovar  bivig + bava
_|a1 G2 (V11 V12
by bo||va1 Va2

=(a Ag b)(v1 A vg).

3. =) Como B = {uy,us} y B" = {v1,v,} son bases de R?, entonces por el ftem

anterior uy Ag us = (uy Ag u2)(v1 Ag v2). Asi

10
01

= (uy Agr ug)(v1 A v2) € R, entonces (vy Ag 1) € R*.
B
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ay as

<:) Sean U1 = A1U1 + AU2 Yy U2 = b1U1 + bgUg, luego V1 A\g U9 = = CL1b2 -

1 b2

—1
a, a a; a ar o«

asb, € R*, entonces P es invertible, con inversa b = R
br by bi by B e

Asi, up = aqv1+agvy y ug = S+ Favs. Puesto que B = {uy, uy} es base, entonces

{v1, vo} también es un conjunto generador de R?. Asi, B = {vy, vo} es base de R%.

]

Las demostraciones presentadas en la Observacion 2,2, son derivadas de este trabajo,

y sus enunciados se encuentran en [7].

Observacién 2.2. Por la proposicién anterior, si a,b € R?, entonces las siguientes
afirmaciones son independientes de la base B elegida; considere B = {uy,us} y B =
{v1,vo} bases de R%.

1. Sea a Ag b = 0 entonces, por el item 2 de la Proposicion 2,1, se tiene que 0 =

aAgb=(aNgy b)(vy A v2), ademds (v; Az vy) es invertible, luego (a Ay b) = 0.

2. Sea aAgb divisor de cero, entonces, existe € R, con « # 0 tal que (aAzb)a = 0,

y por el item 2 de la Proposicion 2,1, se tiene que
(a Ag b)ar = (a Ag b)(v1 Ag v2)a = 0.
Luego, (a Ag b) es divisor de cero.

3. Sea a Az b no divisor de cero. Suponga que a Ay b es divisor de cero, entonces
existe A € R, con A # 0 tal que A(a Ay b) = 0y por item 2 de la Proposicién 2,1

se tiene que
(a Ag b) =(a Ag b)(v1 A v2)

Aa Az b) =X(a Ag b)(v1 A vg) =0

luego, a Ag b es divisor de cero.
4. a N3 b € R*, entonces existe A # 0 tal que
1= XaAzb) = AaAgy b)(vi Ag va),

sea o = A(vy Ag v2), como a # 0 entonces (a Ag b) es invertible.
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Por otro lado, es posible establecer un isomorfismo entre R? como R-mdédulo bidi-
mensional, y cualquier médulo M libre de rango 2, es decir, los resultados anteriores
para R? como R-médulo bidimensional, se pueden extender para cualquier R- médulo

libre de rango 2.

La Proposicién 2,2 es mencionada en [7], se puede verificar el resultado con la prueba

aqui sugerida.

Proposicién 2.2. Sea M un R-mddulo libre de rango 2, y R? el R-mddulo bidimen-
sitonal, la aplicacion

op: M — R?
ajuy + asus — (ag, as)

es un isomorfismo de R-mddulos, donde B = {uy,us} es una base de M, ai,as € R.

Demostracion. Observe que g es un homomorfismo de R-médulos. Considere B =
{u1,us} una base de M,y a,b € M, con a = aju; + asus y b = byuy + bous, donde
&1,@2,[)1,[)2 €ER

wg(a+b) = ps((a1ur + aguz) + (bruy + baus))
= g ((a1ug + byuy) + (agus + bous))
= @g((a1 + b1)ur + (az + bo)usg)
= (a1 + by, as + by)
= pz(a) + 3(b)

ps(aa) = ps(alaur + azus))
= pp(aaiu + aayug)
= (aay, as)
= af(ay, as)

= apsz(a).
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Observe que ¢g es inyectivo. En efecto,
ps(a) = (0,0)
= (ah 612)

entonces a; = as = 0, es decir, a = 0, luego g es inyectiva.

Note que g5 es sobreyectiva, sea (a,b) € R? existe z = auj + bus € M tal que
op(au; + buy) = (a,b). O

Se plantea el Lema 2,1 junto a su demostracién para demostrar la Proposicién 2.3,

revisada en [7].

Lema 2.1. Sean M y N R—mddulos libres de rango 2 y B{uy,us} una base de M. Si
o : M — N es un isomorfismo de R—mddulos entonces, para todos a,b € M

detp = ¢(ur) Ag (us).

Demostracion. Sea A la matriz asociada al isomorfismo ¢ y B una base de M, entonces

o(uy) = Auy y p(ug) = Ausy. Luego,
o(ur) Ag p(ug) = det(Auy Aug) = detA det(uy us).
En particular, si B = {uy,us} se tiene que

10
01

det(uy ug) =

Entonces, o(u1) Ag p(ug) = detp. O

Para la siguiente proposicion, tomada de [7], se plantea una prueba que permite

verificar el resultado.

Proposicién 2.3. Sean M y N R—mddulos libres de rango 2 y B una base de M. Si
p: M — N es un isomorfismo de R—mddulos, entonces para todos a,b € M,
a g b= o(a) Now) o),
p(a) Nz o) = (detp)(p(a) Aps) ¢(b))-
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Demostracion. Sea B = {uj,us} una base de M, entonces ¢(B) = {p(u1),o(uz)} es
base de IV, ya que ¢ es un isomorfismo. Sean a,b € M entonces, a = aju; + asus y b =
biuy + bausy. Luego, como ¢ es un isomorfismo ¢(a) = (asus +agug) = ajp(uq) + azp(usg)

y ©(b) = bip(uy) + bagp(us), por lo tanto

ayp ag

alAgb=
E by by

= @(a) N3y p(b).

Ahora bien, aplicando el item 2 de la proposicion 2,1 se obtiene,

p(a) As p(b) = (p(a) Aoy (b)) (p(ur) Az (uz)),

y por el Lema 2,1, se obtiene

p(a) As p(b) = (p(a) Ay p(b))(detp).
0

Proposiciéon 2.4. Sean R un anillo, y z1, 20 € R, entonces, las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
1. (z1,22) es complementable en R.
2. El ideal generado por z1 y z5 es R.
3. Si existe A € R tal que Az = Azo = 0, entonces A = 0.

Demostracion. (1 = 2) Sea (21, z2) complementable en R, entonces existe (2}, 25) € R?

tal que (21,22) v (21, 23) generan a R? esto es

AR ) ’ /
= 2125 — 202 € R".

/ !
)

Luego, el conjunto {21, 22} genera a R, es decir,

({z1,20}) ={az1 + Bz :a,8 € R} =R.

(2 = 3) Sea R el ideal generado por z; y z;. Considere z € R, existen ay 3 tales
que z = az; + Bz9. Ademads, suponga que existe A € R tal que Az = Az, =0.Siz=1

entonces existen aq, 31 € R tales que 1 = 121 + [129, asi A = Az + AB129. Por
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hipdtesis, se tiene que A\z; = Az = 0, por lo tanto, A = 0.

(3 = 1) Por reduccién al absurdo, suponga que existe A # 0 tal que A\z; = Az =0,

entonces para cualquier pareja (24, z5) se tiene que

Z1 22 ’ /
, , — 2122 - 2221,
21 2

y al multiplicar por A se obtiene que
M z12h — 2921) = A212h — Azg2; =0

luego, 2125 — 292} es divisor de cero, entonces (21, z2) no es complementable. O

Observacién 2.3 (Granados, Guevara). Sean R un anillo total de cocientes y (21, 22) €
R x R donde z; o 29 es invertible, supongamos sin pérdida de generalidad que z; € R*,

entonces eligiendo el punto (0, 1), se obtiene que

21 =2

:ZleR*.
0 1

Luego, (z1, 22) es complementable.

Pero, ;Qué ocurre si ambos elementos z; y 2o son divisores de cero en el anillo
total de cocientes R, serd (z1, zo) complementable o no complementable?. No es posible
establecer inmediatamente el hecho, para ello se enuncia el siguiente corolario como

resultado de este trabajo.

Corolario 2.1. [Granados, Guevara] Sea R un anillo total de cocientes, y sean (21, z2) €
R X R donde z y z9 no invertibles. Es decir, z1,z9 son divisores de cero y existen

p1 # 0y ps # 0 tales que zip1 = 0 y 2ops = 0. Si s # 0, entonces (21, 22) no es
complementable.

Demostracion. Sea (z1,z2) € Rx R donde z; y 23 son divisores de cero, entonces existen
w1 # 0y o # 0 tales que 2101 = 0y 2zous = 0. Sea A = pqpus note que A # 0, con
Azp = ez = 0y Azo = pypze = 0, por el item 3 de la Proposicién 2.4, se tiene que

(z1, 22) no es complementable. O
Ejemplo 2.3 (Granados, Guevara). Sea el anillo total de cocientes R = Z/(6). Los
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elementos invertibles de R son {1,5} y los divisores de cero de R son {0,2,3,4}.

Considere el R-médulo bidimensional R?* = Z/(6) x Z/(6), ; Qué ocurre si (21, 22) €
R x R, donde z; y 25 son no invertibles, es decir son divisores de cero?. Se pueden tener

dos casos:

1. Sean z; =4 y 2, = 2 en Z/(6), entonces son divisores de cero, y existen u = 3 y
Lz = 3 respectivamente, tales que, 4-3 =0y 2-3 = 0. Sea A\ = p1 1o = 3-3 = 3 # 0,

entonces por el Corolario 2,1 (4,2) no es complementable.

2. Tome z; = 3y 2, = 2 divisores de cero de Z/(6), entonces existen j; =2y g = 3
respectivamente, tales que, 3 -2 = 0. Si se toma A\ = e = 2 -3 = 0, es decir no
se puede aplicar el Corolario 2,1. Sin embargo, (3,2) es complementable, ya que

el ideal generado por 3y 2 es R.
Proposicién 2.5. Sea
R2 = {(21,2) € R*: (21, 2) no es complementable}.

La relacion ~ definida en R*\ R% por v ~ w si y sélo si existe A € R* con \v = w, es

una relacion de equivalencia.

Demostracion. Observe que ~ define una relacion de equivalencia, es decir, ~ es refle-

xiva, simétrica y transitiva.
1. Reflexiva, v ~ v si y sélo si existe 1 € R* con 1v = v.

2. Simétrica, como v ~ w si y sélo si existe A € R* con A\v = w entonces A" \v =

A tw luego v = A lw. Asi w ~ .

3. Transitiva, como v ~ w y w ~ z entonces existen A\, Ay € R* tales que \jv = w

y Aow = z, luego Agw = Ay(A\jv) = z. Claramente A\, € R*, por lo tanto v ~ z.
]

Definicién 2.4. Se define la recta proyectiva asociada al anillo R, a:

R*\ R

Y

Pl =
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Nota 2.1. Los elementos en PL son las clases de equivalencia, que notaremos por
[ao,al].

La definicién anterior de recta proyectiva esta dada para cualquier anillo R conmu-
tativo con uno, sin embargo nuestro trabajo se centra en estudiar la recta proyectiva
sobre R cuando R es un anillo total de cocientes, por lo cual a partir de este momento

consideraremos al anillo R como un anillo total de cocientes.

2.1. PUNTOS FUERTEMENTE INDEPENDIEN-
TES

Definicién 2.5. Sean A = [ag, a;], B = [by, b1] € P, se dice que son un par de puntos

fuertemente independientes, si

Qo a1 %

b by € R
Nota 2.2. La definicién anterior es independiente del representante elegido. En efecto,
dados dos representantes distintos de A, [ag, a1] y [af, @], se tiene que [ag, a;] = [ag, a}],
entonces existe a € R* tal que (ay,a}) = a(ag,a;). De forma andloga, dados dos
representantes distintos de B, [bo, b1 y [bf, V)], se tiene que [by, b1] = [bf, V)], entonces

existe 8 € R* tal que (by, by) = B(b}, b}). Luego

i !
Ay G

by by

aag aap
Bbo  Bb
es invertible, ya que (apb; — a1by) € R* y o, € R*.

= aflagby — afa by = 045(%51 - albo)

Proposicién 2.6. Sean A y B fuertemente independientes entonces para todo C' € Pk

existen y1,v2 € R tales que si A = [ag,a1], B = [bo, b1], C = [co, c1], entonces

[co, 1] = [11a0 + Yy2bo, Y1a1 + Y2bi]
el par (y1,72) es unico salvo producto por unidades.
Demostracién. Observe inicialmente la existencia de v; y 72. Sean A, B € P} fuerte-

mente independientes entonces, por definicién,

ap ap

bo b

€ R*
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es decir, generan todo R?, por lo tanto existen 7,7, € R tal que

(co,c1) =71(ao, a1) + Y2(bo, b1)
(co, c1) =(711a0 + Y2bo, Y101 + 72b1).

Para la unicidad de (7;,72) salvo producto por unidades. Sean (v1,72) v (71, 75)

tales que

[co, c1] = [1a0 + Y2bo, Yra1 + Y2b1] = [y1a0 + Yabo, Y101 + Y5b1].

Por lo tanto, existe a € R* tal que y1a0 + 7200 = (V1a0 + Ybo)a y 1101 + 72by =
(vya1 + vhb1)a, es decir

ag(ay] —71) + bo(ayy —72) = 0,

ar(ay; — 1) + bi(ayy —y2) = 0.

Este sistema de ecuaciones tiene solucién trivial cero, puesto que A y B son fuertemente

independientes, entonces A y B son linealmente independientes, es decir
(ay1 =) =0y (ayy — ) =0.
Entonces, 11 = ay; y 72 = a7y, luego (v1,72) = a(af, aj). [

Definicién 2.6. Se dice que A, B y C € Pk, forman una referencia proyectiva, si A y

B son fuertemente independientes y existen representantes de los tres puntos tales que:
(co, 1) = (ag,ar) + (bg, by).
Proposicion 2.7. Son equivalentes:
1. {A, B,C} es una referencia proyectiva.
2. A y B son fuertemente independientes y existen 7y, ye invertibles tales que

(co, 1) = 71(ao, ar) + Y2(bo, b1).

3. {A, B}, {A,C} y {B,C} son fuertemente independientes.
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Demostracion. (1 = 2) Sea {A, B, C'} una referencia proyectiva, por definicién

(co, 1) = (a0, ar) + (bo, br)

y asi claramente se cumple, ya que existen y; = v = 1.

(2=1) Si Ay B fuertemente independientes, existen y; y -, invertibles tales que
(co, 1) = (a0, a1) +72(bo, b1) = (110, 7101) + (72bo, Y2b1).

Asi, existen representantes de los puntos A y B tales que se cumple la ecuacién.

(2 = 3) Por hipétesis, {A, B} son fuertemente independientes, y existen ~y;, 7o
invertibles tales que (co, ¢1) = v1(ag, a1) + ¥2(bo, b1), donde A = [ag, a1], B = [by, b1] ¥y

C' = [cg, ¢1]. Observe que A y C' son fuertemente independientes,

Gy ay Qo a1 Gy ai Qo aj

by by

+ 72

:’}/1

o Mao + y2bo  Yia1 + 201 ap ap
=ag(y1a1 + y2b1) — a1 (y1a0 + 2bo)
=Y1a0a1 + Y2a0b1 — Y1a0a1 — Y2a1bg

="2a0b1 — Y2a1bo = Y2(aohy — arby) € R
ya que, 2 y (apby — aiby) pertenecen a R*. Por lo tanto, A y C son fuertemente in-

dependientes. De manera anéloga se prueba que B y C' son fuertemente independientes.

(3 = 2) Sean A y B fuertemente independientes, entonces A y B generan a R?, por

lo tanto existen v;,7, € R tales que

(co, 1) = 71(ao, a1) + Y2(bo, b1).

Suponga que 1 no es invertible, entonces 7y, es divisor de cero, luego existe 7' # 0 tal

que vy = 0. Al multiplicar la ecuacién anterior por 7/, se obtiene que

v (co, c1) =771 (a0, a1) + 7" 72(bo, b1)
=7"72(bo, 1)
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es decir, B es multiplo escalar de C'y esto contradice la hipétesis de que B y C' son

fuertemente independientes. Y de manera andloga se prueba que 7, es invertible. [

2.2. PROYECTIVIDADES EN P, Y RAZON
DOBLE

Sea M una matriz 2 x 2 de elementos de R, se define la correspondencia

VYur Pl — PR

[0, 21] > [yo, y1]

<yo> - M (‘TO) . (2.1)
(A T

Nota 2.3. Dos matrices inducen la misma correspondencia si y sélo si M = pN con
pE R

Proposiciéon 2.8. Si detM € R* entonces la correspondencia 1y, es una aplicacion
bien definida.

Demostracidn. Sea (xg,x1) € R*\ RZ, si

DY (") e 2
Y1 x

b
como el detM € R*, existe M~ = (a d> tal que
c

Mt Yoy _ (@ b Yo) _ [ o + by _ (%o '
Y1 c d) \n cyo + dyy 1
Puesto que (zg, 1) € R?\ R, existen pg, p1 € R tales que poxo + 1171 = 1y por lo

tanto, al reemplazar a zy y z; se obtiene que

tolayo + byr) + pa(cyo + dyr) =1,
Yo(apo + cpr) + y1(bpo + dpuy) =1
ast (yo,y1) € R?\ R3. O
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Proposicion 2.9. La aplicacion Yy dada por una matriz M envia pares de puntos

fuertemente independientes en pares fuertemente independientes si y solo st detM € R*.

Demostracion. Sean A = |ag, a1}, B = [by, b1| dos puntos fuertemente independientes y

M = (a ﬁ), entonces
v o
B (o B ap)  [aag+ fay
Yn(A) = MA= (’y 5) <a1> - <7a0+5a1) ’
o . « 5 b() . Oébo‘i‘ﬁbl
== (1) (2) - (i)

Ahora, ¥ (A) v ¥ (B) son fuertemente independientes si y sélo si

b b b b
It (A) A (B) = aag + Bay  aby + Bby _ [« 5 ap 0o — detM ap 0o c R
vag + da;  ybg + dby v 0 a; by a; b
b
Es decir, ¥p(A) Ay (B) € R* siy sélo si detM € R*, ya que 0 M ¢ g O
ayp 01

Definicién 2.7. Sea ® una correspondencia ® : P, — Pk, decimos que ® es una
proyectividad algebraica 7 — semilineal de ]P’}% si existen M € Mataxo(R) con detM €

R* y un automorfismo continuo de R llamado 7, tal que

O([z, ) = bu([r (@), 7(y)])-

La siguiente proposicién aparece sin demostracion en [10], se puede verificar el re-

sultado con la prueba que aqui se sugiere.

Proposicion 2.10. Sea {A, B,C} una referencia, entonces para todo X € P}, existen

(cv, B) tnicos salvo producto por unidades tales que

(co, 1) =(ao, ar) + (bo, b1),
(0, 1) =a(ag,ar) + B(bg, by).

Demostracion. La primera igualdad se tiene por definicién de referencia proyectiva. En

la segunda igualdad se hace uso de la proposicion 2.6, es decir existen «, 8 € R tinicos
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salvo producto por unidades tales que
[z0, 21] =[aag + Bbo, aay + Bbi].
Luego, para A € R* se tiene que

(z0,21) =X(71a0 + Y2bo, Y101 + Y2b1),
(.TO, xl) :Oé(a()7 al) + B(b07 bl)a

donde a = Ay y 8 = A\s. O]

Definicién 2.8. Si {A, B, C'} forma una referencia proyectiva, se define la razén doble

de cuatro puntos A, B, C, X € P}, como

[A,B,C, X] =

Ll

siempre que « y [ sean invertibles, donde X = [«a, ] en la referencia proyectiva
{A,B,C}.

La siguiente proposiciéon muestra la condicién necesaria para hallar la razén doble

de cuatro puntos en P,

Proposicion 2.11. Sean A, B,C, X puntos fuertemente independientes dos a dos, en-
tonces [A, B,C, X] estd bien definida.

Demostracion. Sea {A, B,C} una referencia proyectiva, entonces por la Proposicién
2.7, se tiene que A, B, C son fuertemente independientes dos a dos. Ahora, verifiquemos

que A, B, C son fuertemente independientes con X = [a, ] donde «a, f € R*.

En efecto, por la Proposicién 2,10, se tiene que (zg,71) = «(ag,a1) + S(bo, b1),

entonces
Qo aq
aag + Bby  aay + by

:aoﬂbl - meo
:ﬁ<(lob1 — albo) S R*

=apaaq + agfBby — ayraag — Paqbyg

Ya que Ay B son fuertemente independientes, y 5 € R*, es decir, A y X son fuertemente
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independientes. De manera andloga se prueba que {X, B} y {X,C} son fuertemente

independientes. O

Nota 2.4. Dada una referencia proyectiva {A, B,C} con A = [ag,a1], B = [bo, b1],
C = [co,c1] y D = [dy, dy], el hecho de que los cuatro puntos estén alineados se traduce

en que el rango

ag ap
by b
rl 0 T =2 (2.2)
Co C
dy dy

Para calcular la razén doble [A, B, C, D] se requiere calcular las coordenadas de D en la
referencia R = {A, B, C'}, y para eso se necesita conocer una base normalizada asociada
a dicha referencia, es decir vectores (ag, a1), (bo, b1), tales que [ag, a1] = A, [by,b1] = B

y ao + bo, a1 + b1] = C. Si se buscan nimeros tales que
Oél(ao,&l) +a2(b0,b1) = (Co,Cl). (23)

Se verifica que los vectores de coordenadas {a (ag, ay), as(bo, b1)} en la base norma-

lizada asociada a ‘R forman la base buscada.

Como A # By A, By C estan alineados, se cumple que
ag ap
ap a
T 0 ! =T bo bl = 2.
by by
Co C
Luego, el sistema 2,3 tiene solucién unica que se calcula considerando a

Gy ai

0
bo bl7’é

y resolviendo el sistema

ajag + agby = ¢

a1aq -+ Oéle =C
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cuyas soluciones son

co by ap Co

c b a
a1 = y Qg =

ap by ap by

ap b ap b

Entonces, las coordenadas del punto D en la referencia {A, B;C} son [, £1] con

(do, ,dy) = Boci(ag, ar) + Braa(bg, br). Ahora, como

arag by ap by

£0

= 010

ara; agby a; by

Bo, B1 son las soluciones del sistema

do = Boarag + Brazbg
dy = Boonar + Prasby

de donde,
do b do Do
dl Oézbl dl b1
Bo = = aq,
ajag by ag by
101 Oéle ay bl
a1Qaq do Qo do
ajay  dy a; dy
1 = == O[Q.
a1 ag agbo Qg bo
oa1a1  Qiaby a; by
Teniendo en cuenta estos valores, queda
co bo||ag do
¢ bil|ar dy
[A,B:C, D] = b =
BO do bollag co
di billar ¢

Observacién 2.4. Sean A, B,C, D € PL, con A = [ag,a1], B = [by, by], C =

(2.4)

(2.5)

(2.6)

[607 Cl] y

D = [dy, dy] las coordenadas de los puntos en alguna referencia de PL. La razén doble
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de A, B, C'y D es

ap do||bo co

b1 C1
b do|
by d;

aq d1

[A,B,C, D] =

ag Co

ay €

Proposicién 2.12. Sean {A, B,C} y {D, E, F} dos referencias proyectivas, entonces

existe una unica proyectividad algebraica lineal que transforma una referencia en la

otra.

Demostracion. Inicialmente observe la existencia de la proyectividad algebraica, sean
{A,B,C} y {D, E, F} dos referencias proyectivas, donde A = [ag,a1], B = [bg, b1],
C = [co,c1], D = [do,dv], E = [eo, e1] y F = [fo, f1], tales que

(co,c1) = (@o,a1) + (bo, b1),

(fo, f1) = (do,dyr) + (eg, €1).

b d
Sean M = o Mo y N = 0 o
aq bl d1 €1

ap by

igual que D y F, se tiene que eRy

a; by

doy €

. Como Ay B son fuertemente independientes, al

€ R*. Note que det(NM ') € R*,

1 €1

luego, por la proposicion 2.8, la aplicacién ¥y—1 esta bien definida, y ademas envia

una referencia en la otra. En efecto:

1
'lz}NM*I([afﬂy al]) :m (

do €p bl —bo Qg
€1 —Qaq Qo aq

dy
o 1 do €0 blao - 50(11
agby —aiby \d; e —ajag + agaq

() (S
:<$>.

De manera analoga se prueba que a B lo envia a FE, y a C' lo envia a F.

Ahora, para probar la unicidad, sean ¢y, y ¥y, tales que envian referencias en refe-
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rencias, entonces MM, ' deja invariante los puntos de la referencia, luego se identifica
con la identidad, entonces M; = M. O

La siguiente proposicién aparece sin demostracién en [10], puede ser verificada con

la prueba aqui sugerida.

Proposicién 2.13. Sea @ : P}, — P una proyectividad algebraica T-semilineal, se
tiene que

[©(A), ®(B),®(C),®(D)] = 7[A, B,C, D]
para todos los A, B,C, D € P}, fuertemente independientes dos a dos.

Demostracion. Considere {A, B,C} una referencia proyectiva, y sea [A, B,C, D] = X
entonces D tiene coordenadas [1,\] en la referencia, luego ®(D) tendra coordenadas
[1,7(N\)] en la referencia {®(A), (B), ®(C)}, y por tanto

]

Definicién 2.9. Se dice que cuatro puntos A, B,C,D € P} forman una cuaterna
armoénica en P}, si

[A,B,C,D] = 1.

El siguiente lema muestra ejemplos de cuaternas armonicas, y sera usado para de-

mostrar el Teorema de Staudt.

Lema 2.2. Considere Pk, se cumplen las siguientes afirmaciones

1. Va,B8 € R con{a, 8} (0,1} =0 y o # £, entonces

[ EACRIR R [t

2. Ya € R\ {0, 1} se tiene que
!
[[1,0], 1,al,0,1], [1,5” — 1
3. Vo, B € R\{0,1} con a # £, luego

[1,a], [1, AL, [1, 0], [a + B, 2a/3]] = — 1.
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Demostracion.

1 1 1 0
+
il L B CRY oS PO O
of[t 1| 1G+5-8) 5
a 1|3 O‘;F/B
9.
I 01 0
1 g 1 a ey
21 :(5)1:i:_1_
1 ollt 1] s F
0 1| |« @
2
3.
1 a+p8||1 1
a 208||8 0| _(2a8-a?—ap)(=p) _—aB(B—a) _
1 1|1 a+p] (—0)@aB-p2—aB)  —afla—pB)
a 0| 2apf

Definicién 2.10. Sea ® una correspondencia ® : P, — Py, decimos que ® es una

proyectividad de Staudt si ® es biyectiva, transforma pares fuertemente independientes

en pares fuertemente independientes y conserva cuaternas armonicas.

Teorema 2.11 (Teorema de Staudt). ® es una proyectividad de Staudt si y sdlo si es

una proyectividad algebraica.

Demostracion. Sea ® una proyectividad de Staudt, y considere {A, B,C} una refe-
rencia proyectiva en Pk, que por la proposicién 2.7 se tiene que A, B y C son fuer-
temente independientes dos a dos, entonces como ® es una proyectividad de Staudt
se tiene que ®(A),P(B) y ®(C) son fuertemente independientes dos a dos, es decir
{®(A),®(B),®(C)} es una referencia proyectiva. Ahora para cada A € R\ {0, 1}, defi-

na X, = [z, y] al inico punto tal que,

(z,y) = (a0, a1) + A(bo, b)),
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y A = [ag,a1], B =[by,b1] y C = [co, 1], como R es una referencia, se tiene que
(co,c1) = (ag,ar) + (b, b1)-
Luego, se tiene que en R, X, = [1, A], por lo tanto,
[A, B,C, X,] = A,

entonces, defina 7 : R — R, con 7(0) = 0, 7(1) = 1 y para A ¢ {0,1}, se tiene que

1. Observe que 7 esta bien definida, sean [/, '] = ®(X)), [ag, a}] = ®(A), [b, )] =
®(B) y [ch, ci] = ®(C), con (ag, a)) + (b, b)) = (ch, ), si a, 5 € R con

(@', y") = alag, ay) + B(bp, b)),

a # 0 porqué ®(X,) y ®(B) son fuertemente independientes, ya que ® es una
proyectividad de Staudt y X, y B son fuertemente independientes. Si o no es

invertible, entonces es divisor de cero, luego, existe o/ # 0 tal que aa’ = 0,

entonces
o (2!, y) =o'y, a}) + o' B(b, ;)
o/ () =a'B(0h, b)
considere,
x/ / x/ /
0//8 / yl :O/ / y/
by by Bby  Bby

=a/(2'Bb} — y' Bby)
=7y —y'da’

=0.

Lo cual contradice que (X)) y ®(B) son fuertemente independientes y o/ # 0,

porque ®(X,) € P}, asi tenemos que la razén doble de

[@(A), ®(B),®(C), d(X))] = B

«
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estd bien definida.

. Sean A\,u € R, tales que 7(\) = 7(u), entonces [1,7(N\)] = [1,7(n)], luego,
O([1,7(N)]) = ¢([1,7(1)]), y como P es biyectiva entonces A\ = p.
. T es sobreyectiva, ya qué @ lo es, al igual que 7 un automorfismo de anillos.

7(@)
2

o
. 7 es un homomorfismo de anillos. En efecto, note incialmente que 7 <§) =

Por el item 2 del Lema 2.2, para a # 0, 1 se tiene que

[[1,0], 1,a], [0, 1], [1%” —

y como ¢ es una proyectividad de Staudt, entonces

[@([1,0]),@([1,@),@([0, 1]), @ ([1 %m — 1.

En la referencia R’, se tiene que

[[1,0], 1, ()], [0, 1], {1,7 (%)H — 1.

Esto es,
1 1 1 0
0 7(5)||7@ 1 ) r(5) 1 .
1 of] 1 1 1'(7’(%)—7(04)) '
0 1| |7(c) T(%)

Luego,

Ahora, observe que 7(a + ) = 7(a) + 7(5). Si @ = B se aplica el item anterior.

Si a # 3, entonces por el item 1 del Lema 2.2, se tiene que

[ NEACRIN R [t

Como ® es una proyectividad de Staudt, entonces

o(in.al). a(i s, o0 (1. 45 7] )| =1

95



y en la referencia R’,

{[1,7(04)], 1, 7(8)], [0, 1], {1,7 (“‘;5)” — 1

Esto es,
1 1 0
7(a) 7(37)||7(8) 1 :T(“T*B)—T(Oé):_1
o] 1 1 () —7(8)
T(a) 1f|7(8) 7(%%")

Luego,

52 =t + 79

T+ ) =7(a) + 7(8).

Observe que 7(a?) = (7(a))?. Para a, 8 € R\ {0,1} con o # +73, entonces por

ftem 3 del Lema 2.2, se tiene que
(1, e, [1, 8], [1, 0], [a + B, 2af]] = —1.
Considereﬁzl—aya;ﬁ%
[1,a],[1,1 - a],[1,0],[1,2a(1 — a)]] = —1.

Aplicando @, obteniendo que

[[177'(06)], [17 T(l - Oé)], []—7 0]7 [17 7(204(]_ - Oé))]] =—L
1 1 . . 1 .
Como 7 B = 3 y como T es inyectiva entonces para o # > se tiene que

() # 30 razonando como antes para 7(«), se tiene que
[, 7(@)] [1,1 = 7()], [1,0], [L, 7(2a(1 — )] =
= Hl? T(a)]v [17 T(l - a>]7 [17 0]7 [17 2T(Oé>(1 - Oé))]] =-1

56



y por lo tanto
T(2a(l — ) = 27(a)(1 — 7())

entonces 7(a?) = (r(a))?, en particular, 7 ((%)j _ (T (%))2 Observe que
+(aB) = 7(a)r ()

En efecto, considere

T((a+8)?) = 7(a® +2a8+ %) = 7(a®)+7(2a8) +7(8%) = 7(0®) +27(aB) +7(5°)

y

(T(a+8))* = (t(a)+7(8))* = m(a)*+27(a)7(B)+7(B)* = T(a®)+27(a)7(B)+7(5%).

Por el {tem anterior, (7(a + 3))? = 7((a + 3)?), entonces se obtiene que
27(af) = 27(a)7(P)

luego
T(af) = 7(a)7(5).

De esta manera, ® es una proyectividad algebraica 7-semilineal que transforma

la referencia R en R’.
Il

Lema 2.3. Sea 7 el automorfismo del Teorema 2,11, entonces, es independiente de la

eleccion de la referencia proyectiva R = {A, B, C'}.

Demostracion. En efecto, sean Ry = {A1, By, C1} y Ry = { Ay, By, Co} dos referencias

!

en P}, sea 7 la proyectividad algebraica tal que 7(4;) = A;, n(B;) = B, y n(C;) = C,
parai = 1,2. Si P es un punto de P, con coordenadas [zg, 1] y [to, t1] en las referencias
R1y Rs y m(P) tiene coordenadas [yo, y1] ¥ [20, 21] en las referencias R, = {4}, B}, C}}
y Ry = {A,, By, Cy}. Se verifica que si los automorfismos asociados a 7 en las dos

parejas de referencias son 7y o

Yo, 31] = mlzo, 1] = [7(20), 7(1)]
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[20, 21] = w[to, t1] = [o(to), o (t1)].

Sea 1y v ¥n las proyectividades algebraicas que pasan de Ry a Ry y de R, a R

respectivamente, se tiene que

()=~ (2)

con p, i € K*, aplicando o a la primera de las ecuaciones y sustituyendo las y y z en la
U(to)) (U(ﬁo))
o =o(M
w(7) =an(7)

(ien) = ()

multiplicando la primera ecuacién por N a izquierda y la segunda ecuacién por o(p),

segunda se obtiene

sustituyendo y agrupando los factores de proporcionalidad

)\<T($o)) _ P(U(flfo))
7(z1) o(x1)
con A = A([zg, x;]) variable segin el punto y P = No(M). Como 7 y o son automor-

fismos, se tiene que o(1) = 7(1) =1y ¢(0) = 7(0) = 0, luego si

PZ(CL b)’
c d

se tiene que sustituyendo la ecuacién anterior por [xg, z1] = [1, 0]

(o)) ()

Entonces a = A([1,0]) y ¢ = 0. De manera similar se reemplaza en la ecuacién para los
puntos [0, 1] y [1, 1], obteniendo que d = A([0,1]), b = 0, y A([1,0]) = A([1,1]) = A([0, 1]);

por lo tanto, tome
10
P =
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y evaluando la ecuacién en [yo, y1], se obtiene que

(%) _ a(yo)
Mz, (T(?Jl)> N (U(y1)>
como 7(1) = o(1) = 1, entonces A([1,y]) = 1 Vy € R, luego 7(y) = o(y) Yy € R. O

Nota 2.5. Generalmente a las proyectividades de Staudt o proyectividades algebraicas

se le conocen simplemente como proyectividades.

2.3. ESTRUCTURA DE VARIEDAD DIFEREN-
CIABLE BIDIMENSIONAL

En esta seccion se logra demostrar que la recta proyectiva sobre cualquiera de las
R-algebras bidimensionales C, P y D tiene estructura de variedad diferenciable bidi-
mensional, siguiendo [11]. Por ello, cuando se refiera al anillo R se entendera como una

R-algebra bidimensional.

Nota 2.6. Observe que en el caso de algebras bidimensionales los elementos no com-

plementables son:
1. Caso C, inicamente (0, 0).
2. Caso P, (A1 4+ A1j, Ao+ Aoj) v (A1 — A1j, A1 — Arj) con Ap, Ay € R.
3. Caso D, (A1g, Agg) con Aj, g € R.

Por lo tanto, se obtiene que una pareja (z1, 22) es complementable si y sélo z; € R* o

ZQGR*Ozl—ZQER*.

Proposicién 2.14. Sean { P\, P, Py} una referencia de Py, Uy = {X € Py : X y P, son
fuertemente independientes}, Uy = {X € PL: X y Py son fuertemente independientes}
y U3 = {X € P, : X y P son fuertemente independientes}. Se tiene que Py =
Uy UU; UUs y las aplicaciones



¢Q:U2CP}%—>R:R2
Ty

[, 1] —> —
T

@3:U3CIP’}%—>R2R2

Zo

[0, 1] —>
r1 — Xy

estan bien definidas y son biyectivas.

Demostracion. Observe que si X = [xg, 1] en la referencia { Py, Py, Ps}, luego, si X y

P, son fuertemente independientes, se tiene que

To I1

0 :l‘()ER*

es decir, U; = {[zg, 1] € Pk : 7y € R*}. Asi mismo, se obtiene que Uy = {[xg,z;] €
Pllq 1T € R*} y U3 = {[.770,.1'1] € P}% 1Top— T € R*}

1. PL = U, U Uy U Us debido a la nota anterior.

2. Note que ¢, esta bien definida. En efecto, sean [xg, 21| = [z{, 2] con [zg, 1], [xy, 2] €

Uy, entonces existe o € R* tal que (g, z1) = a(zy, x}), por lo tanto

T axy )
o1([z0, 21]) = x—o = ) = x_é = p1([z, 71])-

De manera similar se prueba que s y 3 estan bien definidas.

3. Inyectividad. Observe que la aplicacién o3 es inyecta. Sean [xg, 1], [yo, 1] € Us
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o Yo
xT1 — X Y1 — Yo

tales que ¢3([xo, 1)) = @3([y0, y1]) si y solo si , entonces

[ i T
[I(]a J;l] ==

_I1—5E07£IZ1—$0

_ Yo 1+ Zo }
LY1 — Yo T1 — X

_ Yo 1+ Yo ]
LY1 — Yo Y1 — Yo

Yo n
= y :| = [y(byl]-
LY1 — Yo Y1 — Yo

Analogamente, se prueba que ¢; y @9 son inyectivas.

4. Se probaré la sobreyectividad de ;. Inicialmente observe que si [z, x| € Uy,
entonces [z, 71] = [1, 2175 "]. Es decir, sea z € R, entonces existe [1, z] € U; tal

que ¢1([1, 2]) = z.

Proposicion 2.15. La familia de subconjuntos
T ={UCPL: 1 (UNU;) es un abierto en R* i =1,2,3}

define una topologia sobre P,. Con esa topologia, P}, es Hausdorff y tiene una base

numerable.

Demostracién. 1. ) € T y Py € T, por la Proposicién 2,14 se tiene que ¢;(0NU;) =

2. Sean U, € T con a € I, es trivial que |J,; Ua pertenece a T, ya que ¢;(|J,e; UaN
Ui) = Uoer vi(UaNU;) es un abierto de R?, andlogamente si I es finito (),.; Ua €
T.

Las propiedades de ser Hausdorff y tener una base numerable se desprenden direc-

tamente de la topologfa usual R2. O]

Proposicién 2.16. Las aplicaciones o1, pa y @3 anteriores, dotan a P}, de estructura

de variedad diferenciable bidimensional.

Demostracion. Observe que A = {(U;, p;)?_,} es un atlas analitico de dimensién 2 en

el espacio topoldgico (PhL, T).
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Es trivial que las aplicaciones ¢; : U; — R? son homeomorfismos debido a la
definicién de la topologia dada sobre Pk y {U;}?_; es un recubrimiento abierto de P}.

Por lo tanto, solo falta ver que para todo i,j € {1,2,3}, i # j
@; 0 QOZ_l : sz(Uz N U]) C RQ — QOJ(UZ N U]) C Rz

es una aplicacién analitica. Sean i = 1y 7 = 2, los demés casos son analogos. Note que
la aplicacién
P20t (U NUy) CR? — (U, N ) C R

es analitica.

z=(2,y) =yt € p;(UiNU,) CR? ~ Rsiysdlosi z € R, entonces (] (2)) =
1

©a([1,2]) = =, por lo tanto @y 0 7" es analitica. O
z
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