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RESUMEN

TITULO: GRADUACIONES DE GRUPOS ABELIANOS SOBRE EL ANILLO DE MATRICES *
AUTOR: ELIECER FERNANDO RAMIREZ ESCOBAR ™

PALABRAS CLAVE: GRUPOS ABELIANOS, ANILLOS GRADUADOS, BUENAS GRADUACIONES,
COMPATIBILIDAD, RAICES PRIMITIVAS DE UNIDAD.

DESCRIPCION:

Este trabajo consiste en estudiar las graduaciones del anillo de matrices, en particular, graduaciones
para grupos ciclicos y grupos abelianos finitos sobre el anillo de matrices cuadradas, considerando el
producto finito de dos grupos (G x H) para encontrar (G x H)-graduaciones y a través de la compatibilidad
de dos graduaciones asociadas a M, (k). Asi mismo, se muestran algunos resultados referentes a
buenas graduaciones sobre M, (k), en el estudio de encontrar Z,-graduaciones, donde n € Z*, y en la
caracterizacion de (G x H)-graduaciones que son isomorfas a una buena graduacion.

En el primer capitulo se abordan algunas definiciones preliminares correspondientes a grupos, anillos y
modulos. En el capitulo siguiente, se presentan algunos conceptos y resultados importantes relacionados
con anillos simples y producto tensorial que, de una u otra manera, son imprescindibles para el resultado
de un teorema fundamental, El Teorema de Skolem-Noether, esencial en el estudio de las graduaciones.
En el ultimo capitulo, se abordan las definiciones de raices m-ésimas de unidad, raices primitivas m-ésimas
de unidad y compatibilidad entre graduaciones en el estudio de las graduaciones del producto finito entre
dos grupos.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Doctor en
Ciencias.



ABSTRACT

TITLE: ABELIAN GROUP GRADINGS ON MATRIX RINGS
AUTHOR: ELIECER FERNANDO RAMIREZ ESCOBAR

KEYWORDS: ABELIAN GROUPS, GRADED RINGS, GOOD GRADINGS, COMPATIBILITY, PRIMITIVE
ROOTS OF UNITY.

DESCRIPTION:

This work consists of studying the gradings on the matrix ring, in particular, gradings for cyclic groups and
finite abelian groups on the ring of square matrices, considering the finite product of two groups (G x H)
to find (G x H)-gradings and through compatibility of two gradings associated with M, (k). Likewise, some
results are shown regarding good gradings on M, (k), in the study of finding Z,,-gradations, where n € Z*,
and in the characterization of (G x H)-gradings that are isomorphic to a good gradings.

The first chapter addresses some preliminary definitions corresponding to groups, rings and modules. In
the next chapter, some important concepts and results related to with simple rings and tensor product that,
in one way or another, are essential for the result of a fundamental theorem, The Skolem-Noether Theorem,
essential in the study of gradings. In the last chapter, the definitions of mth roots of unity, mth primitive roots
of unity and compatibility between gradings in the study of the gradings of the finite product between two
groups.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Doctor en
Matematicas.



Introduccion

El estudio de las buenas graduaciones sobre anillos de matrices es un tema de gran
interés, de este modo, surge uno que otro problema que han hecho de este un trabajo
exhaustivo. Uno de estos problemas consiste en determinar las G-graduaciones sobre
el anillo de matrices sobre un cuerpo k, donde G es un grupo. En 1999, Dascalescu
resolvio este problema para los casos particulares cuando G es un grupo ciclico,
luego, considerando Z,-graduaciones, estudio el caso particular cuando n = 2y k es
algebraicamente cerrado (ver ). Por otro lado, en un trabajo conjunto en 2001, Boboc
y Dascalescu se encargaron de estudiar las G-graduaciones de M, (k) cuando G es un
producto finito de grupos ciclicos finitos (ver 2 )y, siguiendo el trabajo anterior, Boboc
estudid las (Z, x Z,)-graduaciones de M, (k). Asi, de manera mas general, en el trabajo
de Chung y Lee en 2007, se encargaron de estudiar las (Z; x Z,,)-graduaciones sobre
el anillo M, (k) considerando raices primitivas m-ésimas y I-ésimas de unidad, a través
de la compatibilidad entre dos graduaciones asociadas a M, (k) (ver ). De este modo
y teniendo en cuenta lo anterior, este trabajo tiene como finalidad entender el estudio de
las graduaciones para grupos abelianos y grupos finitos sobre el anillo M, (k).

En primera instancia, se abordan los conceptos preliminares asociados con estructuras
algebraicas, tales como grupos, anillos, médulos y a partir de estas definiciones
introducir el Teorema de Skolem-Noether, resultado fundamental para el estudio de las
Z,-graduaciones en el anillo de matrices M, (k), luego, se definen los anillos graduados
que son esenciales a la hora de definir las buenas graduaciones. Para esto, se sigue
con algunas proposiciones sobre el grupo multiplicativo de elementos invertibles que
permiten determinar cuando un anillo es fuertemente graduado. Finalmente, se definira
el concepto de buena graduacién y se estudiaran algunos resultados y teoremas para las
Z,-graduaciones de M, (k) y (Z;, x Z,,)-graduaciones sobre el anillo de matrices.

' Dascalescu, S., lon, B., Nastacescu, C., Rios Montes, J. (1999). Group gradings on full matrix rings. J.
Algebra 220(2):709-728.

2 Boboc, C., Dascalescu, S. (2001). Gradings of matrix algebras by cyclic groups. Comm Algebra
29(11):5013-5021.

8 Chun, J., Lee, J. (2007). Abelian Group Gradings on Full Matrix Rings. Comm Algebra
35(10):3095-3102.



1. Preliminares

En este capitulo se introducira de manera breve los conceptos de grupos, anillos y
maodulos, para que posteriormente se de paso a un resultado importante, a saber, en
el analisis de encontrar graduaciones y buenas graduaciones para el anillo de matrices,
el Teorema de Skolem-Noether (véase 2.2.8).

1.1. Grupos

Para esta seccion se introducira la definicion de grupo con algunos ejemplos y resultados.

Definiciéon 1.1.1. Un grupo (G, ) es un conjunto GG, con una operacion binaria %, que se
denota a x b = ab, tal que los siguientes axiomas se cumplen,

» Paratodo a,b,c € G, se tiene que,
(axb)*xc=ax(bx*c) (propiedad asociativa para x).
m Existe un elemento e € G tal que para todo = € G,
exx = x*e = x (elemento identidad e para x).
» Para cada a € G existe un elemento o’ € G tal que
axa =a xa=e(inverso a’ de a).

Ejemplo 1.1.2. El conjunto M,,...(R) de todas las matrices m xn bajo la suma de matrices
es un grupo, la matriz m x n con todas las entradas 0 es la matriz identidad.

Definicion 1.1.3. Un grupo G es abeliano si su operacion binaria es conmutativa. Es
decir,
ab = ba

Para cada a,b € G.

Definicion 1.1.4. Sea G un grupo y S # () un subconjunto de G. Se dice que S es un
subgrupo de G si S bajo la operacion * tiene estructura de grupo. En tal caso se escribe
S <@G.



Observacion 1.1.5. Sea G un grupo y a € G el conjunto de todas las potencias de a en
G, definida de la siguiente manera

(a) ={a" :n €Z},

entonces (a) < G.

Si (a) = G para algun a € G, se dice que G es ciclico.

Observacion 1.1.6. Todo grupo ciclico es abeliano.

Definicion 1.1.7. Sea (G, x) un grupo. El centro de G es el conjunto
Z(G)={zeG|VyeGrxy=yx*xux}.

Note que C(G) es un subgrupo abeliano de G.

Definicion 1.1.8. Sean G y H grupos. Entonces un homomorfismo de grupos de G en
H es una funcién ¢ : G — H, tal que

©(g192) = w(91)p(g2)

para cada g, g; € G.

Ejemplo 1.1.9. Sea GL(n,R) el grupo multiplicativo de todas las matrices invertibles
n x n, entonces para las matrices A, B € GL(n,R) se tiene

det(AB) = det(A)det(B).

donde det(A) denota el determinante de la matriz cuadrada A de orden n. Es decir, det
es un homomorfismo en el grupo multiplicativo R* de nimeros reales distintos de cero.

1.2. Anillos

En esta seccidn, se abordaran los conceptos de anillo e ideal. Asi mismo, se mostraran
algunos resultados importantes y se enunciaran los tres teoremas de isomorfismo.

Definicion 1.2.1. Un anillo R es un conjunto R con dos operaciones binarias + vy -, el
cual se conoce como suma y producto, tales que:

= R es un grupo abeliano.

» El producto es asociativo.
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» Paratodos a,b,c € R,
a-(b+¢)=(a b)+(a-c),
(a+b)-c=(a-c)+ (b-c).

Ejemplo 1.2.2. Z, Q, R y C son anillos con las operaciones usuales de suma y producto.

Definicion 1.2.3. Un anillo R se dice que es un anillo con identidad si R tiene un
elemento, denotado por 13, tal que 1za = alyp = a para todo a € R. En este caso, 1 es
llamado la identidad de R.

Ejemplo 1.2.4. Los conjuntos Z,Q,R y C son anillos con identidad.

Definicion 1.2.5. Sea R un anillo y v un elemento de R, se dice que « es una unidad si
existe un elemento v en R tal que uv = vu = 1p.

Definicion 1.2.6. Sea R un anillo. Un subanillo I de R se dice que es un ideal siir,ri € I
paratodoi e [ yr € R.

Definicion 1.2.7. Un ideal a la izquierda I de un anillo R es un subconjunto de R que
cumple las siguientes condiciones.

m Sia,bel,entoncesa+bel
m Paratodor € Rei e I, entonces ri € I.

Definicion 1.2.8. Un ideal a la derecha I de un anillo R es un subconjunto R que
satisfacen las siguientes condiciones

m Sia,bel,entoncesa+bel.
» Paratodor € Reic I, entonces ir € 1.

Proposicion 1.2.9. Sea R un anillo con identidad. Si un ideal I de R contiene una unidad,
entonces I = R

Demostracion. Sea v € I una unidad, entonces por la propiedad de absorcion, 1 =
wu~t € I. Por otro lado, para cualquier a € R, se tiene que a = la € I. Por lo tanto,
I =R. [

11



Observacion 1.2.10. Sea R un anillo, M,,(R) su anillo de matrices y
J:={H = [hy] | hij =0, para j #1},

entonces J es un ideal a la izquierda de M, (R). Coni # 1 se construye en forma similar
un ideal a la derecha.

En términos de ideales, si se considera R como anillo e {/;},., una familia de ideales a la
derecha de R, la interseccion ),., /; es un ideal a la derecha de R, el cual se denomina
ideal interseccion. De manera analoga se define la interseccién de ideales a la izquierda
e ideales bilateros.

Definicion 1.2.11. El producto de dos ideales a izquierda I y J es el conjunto formado
por todas las sumas finitas de productos de los elementos de 7y J, es decir:

k

Observacion 1.2.12. SiR esun anillo, S C Ry S +# (). El ideal a la derecha mas pequeno
de R que contiene al subconjunto S es la interseccion de todos los ideales a la derecha
de R que contienen a S, y se denota por {S), es decir,

{S) = ﬂ I
SCI
Observacion 1.2.13. Sea R un anillo, S C R,S # (), entonces el ideal a la derecha

generado por S coincide con el conjunto de sumas finitas de productos de elementos de
S con elementos de R, es decir

{S) = {Zskak | s, € S,a, € A;n > 1}.
k=1

Para llevar a cabo la prueba de la igualdad, se considera B como el conjunto de sumas
finitas de productos de elementos de S con elementos de R y se debe probar que B =
{S). En primer lugar, se prueba que {S) C B, concluyendo asi que B es un ideal a la
derecha de R. Finalmente, se prueba que

Definicion 1.2.14. Sean R y S anillos, un homomorfismo de anillos de R en S es una
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funcion ¢ : R — S que satisface:
¢(r1 +r2) = @(r1) + o(r2),
¢(rir2) = ¢(r1)d(r2),
para todo ry,r; € R.
Definicion 1.2.15. Sea ¢ : R — S un homomorfismo de anillos, el kernel de ¢ es

ker(¢p) = {r € R | ¢(r) = 0}.

Ejemplo 1.2.16. La funcion definida ¢ : C — C via
ola+bi)=a—bi

para todo a,b € R, es un homomorfismo de anillos.

Definicion 1.2.17. Sean R y S anillos, entonces un isomorfismo de anillos es un
homomorfismo biyectivo de R en S.

Cuando tal isomorfismo existe, se dice que Ry S son anillos isomorfos y se denota R = S.

Ahora, se enunciaran los tres teoremas que permitiran demostrar que ciertos anillos son
isomorfos, siendo el primero de ellos el mas importante.

Teorema 1.2.18. (Primer Teorema de Isomorfismo). Sea ¢ : R — S un homomorfismo,
entonces R/ker(¢) es isomorfo a p(R).

Demostracion. Ver (Lee, 2018, pag. 165) N

Teorema 1.2.19. (Segundo Teorema de Isomorfismo). Sea R un anillo con ideales I y
J, entonces I /(I N J) esisomorfoa (I +.J)/J.

Demostracion. Ver (Lee, 2018, pag. 166-167)
[

Teorema 1.2.20. (Tercer Teorema de Isomorfismo). Sea R un anillo, y sean I y J
ideales de R con I C J, entonces (R/J)/(1/J) es isomorfo a (R/I).

Demostracion. Ver (Lee, 2018, pag. 167-168)
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Ejemplo 1.2.21. Para n > 2, se define ¢ : Z — Z,, por ¢(z) = z, para todo z € Z, se tiene
que Z/nZ es isomorfo a Z,.

Definicion 1.2.22. Sea R un anillo, un automorfismo de R es un isomorfismo de R en R.

Ejemplo 1.2.23. Consideremos el anillo de matrices cuadradas M, (R). Se define la
siguiente funcién ¢ : M, (R) — M, (R) dada por ¢(A) = PAP~!, paratodo A € M,(R)y
donde P es una matriz invertible en M, (R), entonces ¢ es un automorfismo de anillos.
En efecto,

l. ¢ esta bien definida, pues dado que P es invertible, para cualquier A € M,(R), el
producto PAP~! € M,(R). Por lo tanto, ¢ esta bien definida.

Il. Sean A, B € M,(R), entonces:
©(A+B)=P(A+B)P!
= (PA+ PB)P!
= PAP™' + PBP.
Luego, ¢ preserva la suma.
lll. Sean A, B € M, (R), entonces:
¢©(AB) = PABP™!
= PAP'PBP!
= (PAP™Y(PBP™)
= o(A)p(B).
Y asi, ¢ preserva el producto.
IV. ¢(I,) = PI,P~' = PP~! = I,,. Luego, ¢ preserva el elemento neutro.

V. Como P es invertible, P~! también es invertible. Luego, se define la siguiente
funcién inversa:
Y(B) = P"'BP.

Entonces,

14



U(p(A)) = PTH(PAPTP
— P'PAP'P
—A

p((B)) = P(P'BP)P™
= PPT'BPP!
=B

Asi, © es invertible y su inversa es ). En consecuencia, ¢ es biyectiva y, por lo tanto,
se tiene que ¢ es un automorfismo.

1.3. Médulos

En esta seccion se abordaran los conceptos de modulos, sumas directas externa e
internas y algunos resultados de interés. Por Ultimo, se presentara la definicion de
homomorfismo entre médulos.

Definicion 1.3.1. Sean (M, +) un grupo abeliano y R un anillo. Se dice que M es un
maodulo a derecha sobre R, si se ha definido un producto entre los elementos de M y de
R, es decir, una funcion

MxR— M
(m,r)—m-r
para la cual se cumplen las siguientes condiciones:
" (my+mg)-r=mq-T+mg-T;
o (ry 1) =mery +mer;
mom - (ryrg) = (m-1q) - 7ro;
B m-1g =m,

conm,my,ms € R, r,r,79 € R.
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Definicion 1.3.2. Sea A un anillo conmutativo. Se dice que el anillo R es una A-algebra
si R es un A-modulo vy,

a-(rs)=(a-r)s=r(a-s),
paracadar,s € Rya € A.
Ejemplo 1.3.3. Sea R un anillo.
l. Si R es conmutativo, entonces M, (R) es una R-algebra.
Il. R es una Z-algebra.

Ejemplo 1.3.4. Los grupos abelianos son considerados como Z-médulos, pues en un
grupo abeliano, para cada g € G y n € Z, se define la accion de n sobre ¢ de la siguiente
manera:

m Sin>0,sedefinen-g=g+g---+ g (sumade g repetida n veces).

» Sin < 0, se define n - g como el elemento inverso de (—n) - g, es decir, n - g =
—((=n) - 9).

Esta accion cumple con las propiedades de Z-mdédulo y por tanto los grupos abelinos se
consideran Z-médulos.

Definicion 1.3.5. Sea M un R-médulo y N un subconjunto no vacio de M. Se dice que
N es un R-submoddulo de M, o simplemente, un submédulo de M, si N es un subgrupo
de (M, +), y ademas,

n-reNnN,
para cadan € N y cada r € R, en tal caso se escribe N < M.

De la definicién anterior se sigue que {0} y M son submddulos de M y son llamados los
submédulos triviales de M.

Observacion 1.3.6. Sea R un R-modulo a la derecha y sea I un ideal a derecha de
R, entonces ir € I paratodoi € I yr € R. Luego, por la Definicion 1.3.5. note que
el producto de cada elemento de un subconjunto no vacio del anillo con un elemento
del anillo pertenecen al subconjunto del anillo. Por lo tanto, los submodulos de R son
precisamente sus ideales a la derecha.

Ejemplo 1.3.7. Sea k£ un cuerpo. Si V es un k-espacio vectorial, entonces V' es un
k-mddulo y los submédulos de V' son precisamente los subespacios de V.

16



Observacion 1.3.8. Si M y N son R-mddulos, entonces M x N es un R-modulo,
definiendo las operaciones de la siguiente manera:

(m,n)+ (m +n')=(m+m',n+n)
(m,n)-r=(m-r,n-r),
para todor € R.

De manera mas general si {M,};c; es una familia de R-modulos y M = [],., M; es el
producto cartesiano de los miembros de la familia (es decir, el conjunto de las familias de
la forma (m;);cr, donde m; € M;, para cada ¢ € I), se puede introducir una estructura de
R-mddulo con las siguientes operaciones:

(mi)ier + (M})icr = (M +m)ier
(mi)iel = (mi : T)iel,
para todo r € R.

Observacion 1.3.9. E/ R-modulo construido anteriormente es llamado producto directo
o0 producto cartesiano de la familia {M,};c;. Si I = {1,2,...,n}, se denota

HiEIMi:Ml X"'XMn.

Observacion 1.3.10. Sea {M;},c; una familia de R-modulos y M = [].., M;. Una familia
(m;)ier € M se dice casi nula sim; # 0 solamente para un numero finito de indices.

Proposicion 1.3.11. La suma de familias casi nulas es casi nula.

Demostracion. Sean x = (x;),y = (y;) dos familias casi nulas. Es decir, existen conjunto
finitos 1., I, C I tales que:

Luego, paratodoi ¢ I, U I, setieneque z;+y, =0+0 =0, luego z; +y; € I, UI,. Y asi,
x + y es una familia casi nula. ]

Proposicion 1.3.12. E/ producto de un elemento del anillo por una familia casi nula es
una familia casi nula.

17



Demostracion. Sea r € Ry » = (v;) € €,.; M; una familia casi nula con I, C I,
entonces, para i ¢ I,,x; = 0, luego, rz; = r-0 = 0y asi, (rz;) € I, Y, asi, es finito.
Por lo tanto, r -  es una familia casi nula. H

Observacion 1.3.13. Sea {M,};c; una familia de R-mddulos. El conjunto de las familias
casi nulas de M = [],., M;, con la estructura de R-modulo definida por la restriccion de
operaciones de M se llama suma directa externa de la familia y se denota,

D v
el
si el conjunto I ={1,...,n},
D=1 PP
el
Observacion 1.3.14. De la definicion se tiene que la suma directa externa de una familia
de R-modulos es un submodulo del producto directo y que

@Mi:HMi.

il iel

si y solo si, el conjunto de indices I es finito.

Observacion 1.3.15. Si en la familia de R-mddulos {M;}.c; se tiene que M; = M, para
cadai € I se denota la suma directa externa de dicha familia como sigue

E.BMZ-:G.BM:HMZ»:M”.

i€l el i€l
Definicion 1.3.16. Sea S un subconjunto del R-médulo M, se denota por {S) la
interseccion de todos los submédulos de M que contienen a S, es decir,

{$5= () N

SCN<M

Note que {S) es el menor submddulo que contiene a S.

En caso que {S) = M, S es llamado un sistema de generadores para M.

El siguiente resultado, puede obtenerse efectuando un paso similar al descrito en la
Observacion 1.2.13.
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Proposicion 1.3.17. Sea M un R-mddulo y ) # S C M, entonces,

{S) = {ZSz"Ti|S¢€S,m€R,n21}.

=1

Demostracion. Sea B el conjunto de las sumas finitas de productos de elementos de S
con elementos de R,

B:{Zsi-rﬂsiGS,nER,nZl},
i=1

probemos que {S) = B.

En efecto, sean by, b, € By r1, 7, € R, entonces:
l. (b1 +bg) -1y =by-r1+bo-1y,
Il by - (r1 +72) =by 11 + by - 1o,
. by - (ryre) = (by - 11) - 79,
IV. by - 15 = by

Por lo tanto, B es un submoddulo a derecha de R. Ademas, note que S C B, de donde se
deduce que {S) C B.

Sea ahora N un submédulo a derecha de R que contiene a .S, entonces N contiene cada
suma de la forma .

>

=1

donde s; € S, € Ry n > 1, es decir, B C N. Como esto es valido para todo submodulo
que contenga a S, entonces

BC [ N={S).

SCN
O

Definicion 1.3.18. Sea { M, },c; una familia no vacia de submédulos de M, se denomina
suma de la familia dada, y se denota por ) _._, M;, al submodulo generado por J,.; M;.

Note que ) .., M; es el suomddulo mas pequefio que contiene simultdneamente a cada
M;, 1 € 1.
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Para una familia finita se tiene,

My+---+ M, = {ij‘mj eijlgjgn}
=1
Definicion 1.3.19. Sea M un R-médulo y {M,};c; una familia de submédulos de M. Se
dice que M es una suma directa interna de la familia si
. M=%, M.
I (3 iz M) N M; = {0}, paracada j € I.

En tal caso se denota

M:@Mi.

el

Sil={1,---,n}seescribe M =M &P P M,.

Proposicion 1.3.20. Sea {M,}c; una familia de submddulos del médulo M tal que M =
> .1 M;. Las siguientes condiciones son equivalentes:

. M =@, M.
Il. Para cada subconjunto finito {iy,--- ,i,} de indices diferentes en I se cumple que,
mi, +---+m;, =0 m;, =0,
conm;, € M;,,1<k<n.
Ill. Para cada subconjunto finito {iy,--- ,i,} de indices diferentes en I se cumple que,

/
i

— ! ! -
mi, + - +m;, =m; +- - +m; < m; =m

X

conm,,m; € M;,1 <k <n.

Demostracion. (I) = (II). Sea {iy, s, ..., 1, } un subconjunto de indices diferentes en I
tales que m;, +---+m;, =0, donde m,;, € M;, paracada 1l < k < n. Fijando el subindice
k se tiene,

My, = =My — My — 0 n = My — My — 00— My,

= _<mi1 +mi, + - +mik—1 +mik+1 +oe +min)v

20



luego m;, € M;, N>, . M; dedonde, m; =0, paracadai <k <n.

Reciprocamente si se da esta ultima condicion se cumple que m;, + - - - +m;, = 0, luego,
se tiene que,

O~ M) n M, = {o},

i#j
paracada jc Iy asi, M =@, ; M;.

(II) = (III). Sea {iy,1s,...,i,} un subconjunto de indice diferentes en I tales que se
cumple que,
entonces, (m;, —m; ) +---+ (m;, —m; ) = 0,y por (II), se tiene que m;, = m; , para

71 1k ?
cadal <k <n.

Para el reciproco, supongamos que

/

/
My =+ =0 Myy, = My + o0 My = My, = My, .

Como m;, = m; , entonces
y por tanto, m;, = 0.

(I1I) = (I). Sea j € I un indice fijo, y seam € M; N}, . M;, entonces existen indices
diferentes iy,--- ,i, € I, tales que j ¢ {iy,--- ,i,} y ademas,

m=mg + - +m,

donde m;, € M; ,paracadal <k <m.

La igualdad anterior se puede escribir como,

/

!/
mil+.”+min+m:mil+'..+mim+mj7

donde m;, = 0, paracadal < k < my m; = 0. Por (I1I),m = mj, por lo tanto M; N

Definicion 1.3.21. Sea M un R-méddulo y N un submédulo de M. Se dice que M es un
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sumando directo de M si existe un submodulo N’ de M talque M = NG N'.

Ejemplo 1.3.22. Para cualquier R-médulo M, se tiene que M = M &{0}. Los
submodulos M y {0} son llamados los sumandos directos triviales.

Ejemplo 1.3.23. Consideremos el Z-modulo Zs = {0,1,2,3,4,5}, se tienen los
submédulos H, = {0,2,4} y H, = {0,3} son submddulos tales que H, N Hy, = {0}.
Por otro lado, se verifica también que Zs = H, + H,, luego,

Z¢ = H| & H,.
Por lo tanto, H; es un sumando directo de Zs.
Definicion 1.3.24. Sea N un submédulo de M, se dice que:
|. N es maximal, si cada vez que exista N < N’ < M, entonces N' = M.
Il. N es minimal, si cada vez que exista N' < N < M, entonces N’ = {0}.

Ejemplo 1.3.25. Sea Z,, := {0,1,..,2n—1}, entonces los submédulos M =
{0,1,...,n—1} y P = {0,1} son submédulos maximales y minimales respectivamente.

Definicion 1.3.26. Sea M un A-médulo. Se dice que:

|. M es noetheriano (artiniano) si cada coleccion no vacia de submédulos de M tiene
elemento maximal (minimal).

[l. El anillo A es noetheriano (artiniano) si el A-mddulo es notheriano (artiniano).

Ejemplo 1.3.27. El anillo Z, considerado como Z-modulo no es un anillo artiniano porque
contiene una secuencia infinita decreciente de ideales a la izquierda Z 2 2Z D 47Z. . ..

Definicion 1.3.28. Sean A, A, anillos. Se dice que el grupo abeliano M es un
(A1, Ap)-bimodulo, si M es A;-modulo a la izquierda, A,-modulo a la derecha, y ademas,

(a-m)-b=a-(m-0b),
paracadaa € A;,be Ayyme M.

Ejemplo 1.3.29. M,,(A) es un (A, M, (A))-bimddulo.

Definicion 1.3.30. Sea M un R-médulo. Se dice que M es simple sobre R si no tiene
submodulos propios no triviales.
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Ejemplo 1.3.31. Un Z-méddulo simple es un grupo abeliano que no tiene ninglin subgrupo
propio no nulo.

Definicion 1.3.32. Un médulo sobre un anillo (no necesariamente conmutativo) se dice
semisimple cuando es una suma directa de submddulos simples.

Observacion 1.3.33. Cada submodulo de M es un sumando directo; es decir, para cada
submddulo N de M, existe un submodulo P tal que M = N & P.

Definicion 1.3.34. Sean M y N dos R-médulos. Una funcién f : M — N se dice que es
un R-homomorfismo, o también un homomorfismo de moédulos, si:

L f(m+m') = f(m) + f(m');
. f(m-r)= f(m)-r.
Para cadam,m' €¢ My r € R.

Observacion 1.3.35. Los conceptos de nucleo, imagen, homomorfismo inyectivo,
homomorfismo sobreyectivo, isomorfismo y endomorfismo de modulos, se definen
similarmente en el caso de anillos.

Observacion 1.3.36. Note que, en particular, ker(f) := {m e M| f(m)=0} es un
submédulo de M e Im(f) := {f(m)|m € M} es un submédulo de N. Ademas, si
f : M — N es homomorfismo, entonces | es inyectiva si y solo si ker(f) = {0} y f
es sobreyectiva si y solo si Im(f) = N.
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2. El Teorema de Skolem-Noether

En este capitulo se abordaran en principio algunas definiciones y resultados importantes
para demostrar El Teorema de Skolem-Noether, un resultado importante en el estudio de
las graduaciones y buenas graduaciones sobre el anillo de matrices. Por otro lado, se
considera & un cuerpo.

2.1, Anillos semisimples

En esta seccidn, se abordaran algunas definiciones preliminares y resultados importantes
referente a anillos simples y anillos semisimples.

Definicion 2.1.1. Un anillo A se denomina simple cuando A # 0y cuando A no posee
ideales bilaterales propios.

Definicion 2.1.2. Sea A una k-algebra.
l. Se dice que A es finita si dimy(A) < co. Se denota por [A : k| = dimg(A).

Il. Se dice que A es central si su centro, denotado por C'(A) es exactamente el cuerpo
k, es decir, Z(A) = k.

Ejemplo 2.1.3. El centro de M, (k) consiste Unicamente en las matrices escalares, es
decir, matrices de la forma \I,,, donde )\ € k e I,, es la matriz identidad. En consecuencia,
el centro es isomorfo a k, y por tanto, M, (k) es un algebra central.

Por otro lado, mostraremos que M, (k) es un anillo simple. En efecto, supongamos que
I C M,(k) es un ideal bilateral no nulo y sea A € I. Como A # 0, existe al menos un
elemento no nulo en alguna posicion (i, j), es decir, A;; # 0.

Sea E,, € M,(k), donde la entrada (a,b) es 1 y el resto son 0. Luego, consideremos
B = E,AE;, = A;E,,, entonces, es una matriz cuyo Unico valor no nulo esti en la
posicion (r, s). Luego:

EriAEjs = AijErs

Como A € I, entonces:
EriAEjs = AijErs el
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Como A;; € ky A;; # 0, entonces A;jl € k, de ahi que
ETS = A;Jl(AZ]ETS) == AZ;l(EMAEjs) E [

Por otro lado, note que el conjunto de matrices elementales {E,,} forman una base para
M, (k). Es decir, cualquier matriz M € M, (k) puede escribirse como combinacion lineal

M = Zl Zl Mys B

donde m,, € k son las entradas de M. Luego, I contiene a toda combinacion lineal. Por
lo tanto, I = M,,(k) y asi, M, (k) es un anillo simple.

Definicion 2.1.4. Dada una k-algebra A, se denota A°? a la k-algebra que se obtiene
invirtiendo el orden de la multiplicacion en A. Es decir,

r*xa=ar

para cada a,r € A.
Definicion 2.1.5. Un anillo R es semisimple si es un modulo semisimple sobre si mismo.

Teorema 2.1.6. Lema de Schur. Sean M y M' R-modulos a izquierda simples, donde R
es un anillo, entonces cada funcion f : M — M’ no nula es un isomorfismo.

Demostracion. Como M es simple, entonces tiene exactamente dos submaodulos: M y
{0}. Luego, el submodulo ker(f) # M, dado que f es distinto de 0, por tanto ker(f) = {0},
luego [ es inyectiva. Analogamente, el submoédulo im(f) # {0}, y asi im(f) = My, por
tanto, f es sobreyectiva. O

Lema 2.1.7. Si L y L’ son ideales minimales a izquierda en un anillo R, entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:

I. LL' + {0},
Il. Homg(L,L") # {0}, y existel/ € L' con L' = LV,
lll. L = L' como R-mddulos a izquierda.
Demostracion. Sean Ly L' ideales minimales a izquierda.

m ([)= (II). Si LL' # {0}, entonces existe b € Ly V' € L' con b’ # 0. De ahi que la
funcion f : L — L', definida por = — zb’ es distinta de 0y asi Homg(L, L") # {0}.
Ademas, LV = L' ya que es un submodulo distinto de 0 del ideal minimo a izquierda.
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m ([I)= (III). Si Homg(L, L") # {0}, entonces existe un homomorfismo f : L — L’
no nulo y, por el Lema de Schur, f es un isomorfismo. Por lo tanto, L = L.

= Sise cumple (I11)y L* # {0} = (I). Si L* # {0}, entonces existe =,y € L con
xy # 0. Sig: L — L’ es un isomorfismo, entonces 0 # g(zy) = zg(y) € LL', y asi

LL' # {0}.
O

Corolario 2.1.8. Si L? # {0}, entonces (III) implica (I), y asf los tres enunciados son
equivalentes.

Proposicion 2.1.9. Si R es un anillo y M un R-mddulo a la izquierda, entonces
Hompg(R, M) es un R-mddulo a la izquierda y es isomorfo a M.

Demostracion. Se define la accion de R sobre Homg(R, M) de la siguiente forma. Sea
f € Homgr(R,M)y r € R, luego, se define el homomorfismo (r- f) : R — M de la
siguiente forma

(r- f)(a) == f(ar),
paratodos a,r € Ry f € Homgr(R, M).

Como f es un homomorfismo, (r - f) es un homomorfismo de R a M. Es decir, si
f € Homg(R, M), entonces (r - f) € Homg(R, M).

En efecto,

Para cada a,b € R.



para s € Ry asi, se tiene que (r - f) € Homg(R, M).

Seanr,r" € Ry f,g € Homg(R, M), entonces

(r-(f +9)(a) = (f + g)(ar)
= [f(ar) + g(ar)
= (r-f)a) + (r-g)(a)

Y asi, se tiene que (r - f) € Homg(R, M). Por lo tanto, Homg(R, M) tiene estructura de
R-modulo a la izquierda.

Por otro lado, veamos que Hompg(R, M) = M.

En efecto, se define la siguiente funcion ¢ : Homg(R, M) — M, via ¢(f) = f(1r), donde
1r € R es el elemento neutro del anillo R.
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l. Sean f,g € Homgr(R, M)y r € R, entonces

Ademas, parar’ € R,

Il. Supongamos que ¢(f) = 0, es decir, f(1z) = 0, de ahi que f(r) = rf(1g) = 0 para
todo r € R, por tanto, f es el homomorfismo cero y asi, f = 0, luego, y es inyectiva.

lll. Para cualquier m € M, se define el homomorfismo f,, € Hompg(R, M) por f,.(r) =
rm, entonces

@(fm) = fm(lR)
= 1Rm

=m
y asi ¢ es sobreyectiva. Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo y asi Homg(R, M) = M.

O

Proposicion 2.1.10. Si kR =, L; es un anillo semisimple a la izquierda, donde L; son
ideales minimales a la izquierda, entonces cada R-maodulo simple S es isomorfo a algun
L;, donde S es un R-modulo a la izquierda.

Demostracion. Note que S = Homg(R,S) # {0} por la Proposicién 2.1.9. Si
Hompg(L;,S) = {0} para todo j, entonces Homg(R,S) = {0} (para R = L1 & --- & L,,),
por tanto, Hompg(L;,S) # {0} para algun j. Como L; y S son simples, por el Teorema
2.1.6. setieneque L; = S. O

Lema 2.1.11. Sea R un anillo semisimple a izquierda, y sea
R:Ll@...@Ln:Bl@...@Bm

donde los L; son ideales minimales a izquierda y los B; son los correspondientes
componentes simples de R. Si L es cualquier ideal minimal a izquierda en R, no
necesariamente en la descomposicion dada de R, entonces L. = L; para alguni y L. C B;.
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Demostracion. Por la Proposicion 2.1.10, un ideal minimal a izquierda L es isomorfo a L;
para algun i. Ahora,

L=RL
CBL+---+ B,L.

Si j # i, entonces, por el Lema 2.1.7. B;L = {0}. Por lo tanto,

L C B,L C B,.

Proposicion 2.1.12. Todo anillo artiniano a izquierda y simple es semisimple.

Demostracion. Primero, veamos que si L es cualquier ideal a izquierda distinto de 0 en R
y A = Endgr(L), entonces R = Endgr(L). Ahora, sea L un A-mo6dulo a la izquierda (con
el producto escalar A x L — L, dada por por (f,a) — f(a) paratodo f € Aya € L).
Sea ¢ : R — Endg(L) donde ¢, la multiplicacion a izquierda de r, es decir,

or(a) = ra,

paratodor € Ry a € L. Note que ¢, esta bien definida.
Si f € A = Endg(L), entonces

or(f(a)) =rf(
= f(r
- f%(@-

a)
a)

Veamos que ¢ es un anillo de homomorfismo,

Oris(a) = (r+s)a=ra+ sa = p.(a) + ps(a)
(orops)(a) = pr(ps(a)) = ¢r(sa) = r(sa) = (rs)a = @,

v1(a) =1g-a=a

y asi, ¢, €s un homomorfismo de anillos.
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Como ¢ # 0, entonces kerp # R,y dado que R es un anillo simple y kery es un ideal
bilateral de R, entonces kery = {0}, y asi, ¢ es inyectiva.

Note que im(y) es un subanillo de Endg(L). Como ¢ es inyectiva, entonces hay una
correspondencia uno a uno entre Ry imgp, luego, se puede identificar la imagen con R.
Como R es un anillo simple, y ¢ es inyectiva, entonces ¢(R) es un anillo simple, por lo
tanto, p(R) = imy = Endg(L).

Sib e L, se define p, : L — L como la multiplicacion por derecha de b:
Py a+—> ab.
Ahora, p, : L — L esta bien definida. Sir € Ly a € L, entonces

py(ra) = (ra)b
= r(ab)

= pr(a)>

por lo tanto, p, € Endg(L) = A.
Ahora, veamos que (L) es un ideal a la izquierda en Enda(L).

En efecto, sea h € Enda(L) y a,b € L, entonces

h(py(a)) = pph(a),

luego

h(py(a)) = h(ab)
= h(@a(b))a
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po(h(a)) = h(a)b
= 9Oh(a) (b>7

por lo tanto,
h@a = Ph(a) € QO(L)’

y asi (L) es un ideal a la izquierda en Enda(L).

Note que el conjunto de sumas finitas

LR = {ZU,‘HZ’U,‘ER,T@ GR},

%

es un ideal bilateral en R, y LR # 0, dado que R tiene unidad. Por simplicidad de R,
LR = R. Por lo tanto,

¢(R) = ¢(LR)
= o(L)p(R),

es un ideal a la izquierda en Enda (L) (dado que ¢(L) es un ideal a la izquierda). Ahora,
©(R) contiene a (1) = 1, y asi ¢(R) contiene a 1. Luego ¢(R) = Enda(L) y por lo tanto

Sea L es un ideal minimal a la izquierda. Por el Lema de Schur, A = Endgr(L) es un
anillo de division. Ademas, L es un espacio vectorial a la izquierda sobre A. Si L tiene
dimension finita, es decir, dima(L) = n, entonces R = Enda(L) = M,(A). Por otro
lado, Si L es de dimension infinita, entonces existe un conjunto linealmente independiente
v1, Ve, ..., Up, ... qUE €sta contenida en una base, defina

I; ={T € Enda(L) : T(v1) =0="---=T(v;)},

donde 1 < j < n. Entonces I 2 I, 2 --- es una sucesion estrictamente decreciente
de ideales a la izquierda, que contradice el hecho de que R es un anillo artiniano a la
izquierda. O
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Proposicion 2.1.13. Sea A un anillo artiniano simple. Dos A-mddulos a izquierda M y N
son isomorfos si y solo si dim (M) = dima(N).

Demostracion. Como A es un anillo semisimple, cada modulo a la izquierda M es
isomorfo a una suma directa de ideales minimales a la izquierda. Por el Lema 2.1.11,
todos los ideales minimales a la izquierda son isomorfos a L, donde L es un ideal a la
izquierda en A, y asi dim4(M) es el nimero de sumandos en una descomposicion. Si
M = N como A-médulo a la izquierda, entonces M y N tienen la misma descomposicion
en suma directa de médulos simples, luego, la dimensiéon como suma directa es la misma,
por lo tanto, dim, (M) = dima(N).

Reciprocamente si dim (M) = d = dim4(N), entonces M y N son sumas directas de d
copias de L, y por lo tanto M = N como A-mddulos a la izquierda. O

2.2. Producto Tensorial

Para esta seccion, se presentaran algunas definiciones preliminares correspondientes
al producto tensorial. Asi mismo, se abordaran resultados importantes referentes
al prodructo tensorial y anillos simples. Finalmente, se mostrara el Teorema de
Skolem-Noether.

Definicion 2.2.1. Sean U,V y W tres espacios vectoriales. Una transformacion ¢ : U x
W — W se llama bilineal si se satisface las siguientes condiciones:

O(ATy + 12, y) = Ap(21,y) + Ap(22,Y),

paracada x;,zo € Uye VyeCC.

(1, Ay +y2) = Ao(z,y1) + Ap(x, 92),

para cada y;,y, € V,x e Uy A € C.
Observacion 2.2.2. SiWW =R 0 W = C, ¢ se llama una funcion bilineal.

e(UxV):={zeW|z=9(x,y);z € Uy e V}, entonces o(U x V') no es necesariamente
un subespacio de . Por lo tanto, se denota:

ime = (p(U x V)
Ademas se denota
BU VW) :={p:UxV — W | ¢ es trans formacion bilineal}.
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Definicion 2.2.3. Sean U,V y W espacios vectoriales y sea ¢ : U x V — W una
transformacioén bilineal. El par (W, ) se llama un producto tensorial para U y V si
satisfacen las siguientes condiciones:

l. imp =W

Il. siv: U xV — T es una transformacion bilineal de U x V' en cualquier espacio
vectorial T', entonces existe una transformacion lineal f : W — T'talque ¢ = fop
y por consiguiente, se tiene la siguiente propiedad de factorizacion.

UxV —25w

4 N

T<—W

Notacion 2.2.4. Si el par (W, ¢) es un producto tensorial paraU y V', se escribe W como
UV yp(x,y) comox® y, luego, las igualdades en la Definicion 2.80 toman la forma:

(Ar1 +22) QY= A1 QY + 12 ® Y,
paracadax,,z, € Uy V yeC.
® (Ay1 +12) = AT @y + 7 ® Yo,

paracadax € U;y,,yo € V y A e C.
Ejemplo 2.2.5. Sea 5 : R" x R™ — M,,.,(R) definida por
T1Y1 - TilUm

ﬁ((iﬁ,"‘ 7:8“)7(3/17"’ 7yn)): )

TnY1r - TplYm nxXm

entonces (M, «n(R), 3) es un producto tensorial para R" y R™.

En efecto, veamos que se cumplen las condiciones de la Definicion 2.82.
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o117 Qg v alm

. Qo1 Qg - a2m
l. Si A€ M,.,(R)estalque A = _ _ _ , entonces

Op1 Qop - Oy

B((on1, a1y ey 1) + (1,0, ..,0)) + - -« 4+ B((Q1ms @2my ey W) + (0,0, ..., 1))

a1 O --- 0 0 192 0o --- 0 --- 0 alm

ay 0 --- 0 0 a9 0O --- 0 --- 0 ao2m
= . . e R .

| a1 0 0 0 as, 0 --- 0 - 0 um

a1 o Qo

Qn1 - Opm

Es decir, para A € M., €Xisten z; € R" y y; € R™ tales que

A= Zﬁ(mi,yi)-

Y asi, A € (B(R™ x R™)).

Il. Se define:
a1 o Qam
f :¢((1,O,...,O)+(o¢11,...,alm))—i—~--—I—w(O,O,...,1)+(an1,...,anm)).
Qp1 ° Opy

Veamos que f es lineal:

! ! / !
a1 O ayy oo, Ao + oy o daa + o,
f1A + =
! / / /
Q1 O ary e Qo Ao+l o Ao, + o,
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=((1,...,0), Aagg + oy + -+ Ao + a4,,))
+ 00,00, 1), ANy + Al 4 -+ A + )
=((1,...,0), M1, ..., 1) + (), oy ,))
+ o+ D0, 1), Mty oy Q) + -+ (g sl )
= A¢((1,...,O) (11 ooy 1) + (1, ...,0), (g, o, O40))

S AY((0, -, 1), (@t s ) +0((0, 0, 1), (A1 - )
= A[zp((l, ...,0), (1 ey Q1)) -+ + w(( v 1)y (it ooy @am))]
+ (1, .., 0), (@, - )+ 00,0 1), (g, s )]

all ) alm alll Y aam
=M Do+ s :
Qn1 Onm )y X
Finalmente,
T1Y1 - T1Ym

(f o B)((z1, ... n)a(yla-~-7ym)) =f

= w«la 07 cey O)a (xlyla mlym)) 4+ w(oa Oa (EEE) 1)7 (xnybxnym)

= ¢((1a 07 teey O)a (xlyla xlym» +---+ w<07 Oa ceey 1)7 (xnylwrnym)

=((1,0,...,0), 21(Y1, ooy Ym)) + -+ + (0,0, ..., 1), 2p (Y1, oovy Yim)
=219((1,0,...,0), (Y1, oy Um)) + -+ + 2,0((0,0, ..., 1), (Y1, vy Ym))
= (x1(1,0,...,0), (Y1, ooy Um)) + -+ + V(2,(0,0, ... 1), (Y1, vy Ym))

=1 (xl, sy 0), (Was oo Ym)) + - (0,0, 20), (Y1y ey YU )

),
)+ o+ (0,20), (Y1, s Ym))
=9 (1'17-- n)v(yla---yym))>

luego, f o =1y asi, (M,x,(R), ) es un producto tensorial para R" y R™.

Teorema 2.2.6. Sea A una k-algebra central simple. Si B es una k-algebra simple,
entonces A ®; B es una Z(B)-algebra central simple, es decir, Z(B) = k.

Demostracion. Cada x € A ®;, B tiene una expresion de la forma.

rT=a1 Qb+ +a, b, (2.1)
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donde a; € Ay b; € B. Para z # 0, se define la longitud de = como el menor n que
cumple la condicion anterior.

Si z tiene longitud n, es decir, si (2.1) es la expresidon mas corta, entonces by, ..., b, son
linealmente independiente en B (vistos como espacio vectorial sobre k). De lo contrario, si
se supone que by, ..., b, no son linealmente independientes, entonces existen coeficientes

u; € k,u; # 0, tales que

y sustituyendo en la expresion de z y reagrupando términos, se llega a una contradiccion,
en efecto,

n

=1

—_ (ZCLZ@Z)Z) +aj®bj.

i#]

Sustituyendo b; = >, ; u;b;, se tiene que,

x:Zai®bi+aj® <Zuzbz)

i#j ]
= Z%@bi‘l-zajuz'@bw
i#] i)

y agrupando los términos con el mismo b; para i # j, se tiene que:

Tr = Z (CLZ‘ + ajui) X bz
i#j

Y asi, se tiene una nueva expresion para x con n — 1 términos, lo que contradice la

minimalidad de la longitud de z.

Sea I # {0} un ideal bilateral en A ®; B. Sea = € I con x # 0y supongamos que (1)
es la expresion mas corta para z. Note que a; # 0. Como Aa; A es un ideal bilateral en
A, por simplicidad se tiene que A = Aa; A. Luego, existen elementos a, y a; en A con
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1 =3 a,a1a,. Como I es un ideal bilateral, entonces
=z Z a,a;a,
p
= Z a,ra, (2.2)
p
=1®b+ca®@by+ -+, 0,

dondex’el,iEQ,ycl—Z al al
Paracadaa € A, setieneque (a® 1)z’ —2'(a® 1) € I.

Ahora
(a@ 1) —2'(a®1) = Z(aci —cia) ® b;. (2.3)

i>2

Note que este elemento es 0, para que no sea un elemento en [ de longitud menor que
la longitud de z. Como by, ...,b, son linealmente independientes, entonces generan el
subespacio
y asi,

Ay (b, by) = ARk (b)) B D ARy (bn)
De (3) cada término (ac; — ¢;a) ® b; = 0. De ahi que, ac; = ¢;a para todo a € A, es decir,
cada ¢; € C(A) = k. (2) se convierte en

=100+ Qb+ +¢,0b,
:1®b1+1®0262++1®cnbn
=1® (b + c2by + - - - + cuby).

Ahora, by + caby + - - - + ¢,b, # 0, dado que b4, ..., b, son linealmente independientes, y asi
x' # 0, luego, I contiene un elemento distinto de 0 de la forma 1 ® b. Por simplicidad de
B, BbB = B,y asi, existen by, b; € B con 1=} bbb, luego,

d(e)eblel)=11¢cl,

q

es decir, I contiene una unidad en A ®, B. Por lo tanto, ] = A®;, By A ®, B es simple.
Para determinar el centro de A®;, B. Primero se verifica que Z(A)®y Z(B) = k®, Z(B) C
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Z(A @y, B).
Sead @V € C(A)®, C(B),cond e C(A)yl € C(B)yseaa®be A®, B, entonces:

(a @b)(a®b)=(da)® (b'D)

(a®@b)(a’ @) = (ad) @ (b))

Como a' € C(A),d'a = aa’ paratodoa € Aycomot € C(B),b'b = b, paratodo b € B.
Por lo tanto, (¢'a) ® (V'b) = (ad’) ® (bV'), luego, o’ ® b¥ conmuta con todos los elementos
de la forma a ® b. Por tanto, C'(A) ®, C(B) = k ®, C(B) C C(A ®; B).

Ahora, sea z € C(A®;, B) con z # 0y sea
Z:a1®b1+"'+anbna

la expresion mas corta para z, donde by, ..., b, son linealmente independientes sobre k.
Para cada a € A, se tiene que,

0=(@®1l)z—z2(a®1)
= Z(aai — a;a) ® b;,

luego, (aa; — a;a) ® b; = 0 para cada i. Por tanto, aa; — a;a = 0y asi, aa; = a;a para todo
a€ Aycadaa; € C(A)=k,yasiz=1® z, donde

r=ab +---+ay,b, € B.
Como b € B, entonces,

0=z2(1®b)— (1®0b)z
=(1®r)(1eh) - (1)1
=1® (zb— bx),

luego, b —bx =0y x € Z(B). Porlo tanto, z € k ®; Z(B) = Z(A) @ Z(B). O

Lema 2.2.7. Sea k un cuerpo, sea B una k-algebra simple y sea A una k-algebra
central simple. Si existen homomorfismo de funciones f,g : B — A, entonces A es
un (B, A)-bimodulo, y también un (B &y A°?)-mddulo a la izquierda, donde (b® a’) = bad/,
paratodoa,c A, a’ € A? ybe B.
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Demostracion. La funcion f convierte a A en un B-méddulo a la izquierda si se define la
accion de b € B sobre un elemento a € A como f(b)a. En efecto,

l.
(bl + bQ) Q= f(bl + bz)a
= (f(br) + f(b2))a

= f(bi1)a+ f(b2)a
b atby-a,

para cada b,,b € By a € A.

b- (a1 +az) = f(b)(a1 + a2)
= f(b)ay + f(b)ay
=b-a;+0b-as,

para cada a,,a; € Ay b e B.
[,

(blbg) = f(blbz)a

= [(01)(f(b2)a)
= by - (by - a),

para cada b;,b € By a € A.

IV.

(AD) -a = f(A\b)a

= Af(b)a
= )‘(b ’ Cl),

paracadabe B,a€ Ay A€ k.

Por lo tanto, A es un B-mddulo a la izquierda.
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Ahora, consideremos la multiplicacion usual a derecha de A sobre si mismo,
T-a = xa,

para todo z,a € A.
Note que esta accion es asociativa y compatible con con la accién a izquierda de B, en
efecto,

paratodob € By z,a € A, por tanto, A es un (B, A)-bimddulo. Luego, el (B, A)-bimddulo
puede verse como un (B ®; A°)-mbdulo a la izquierda, donde la accion viene dada por,

(b-d)-x:=b-z-d

= f(b)za

donde o’ € AP,
Esta accién define una estructura de moédulo a la izquierda sobre (B ®; A).
Siby, by € B,a),a, € A?,y x € A, entonces

((by ® a})(by ® ay)) - & = (biby ® aja)) - x

= f(blbg)l'agal.
Asimismo,
(bg X QIQ) X = f(bQ).%’aQ,
y
(b1 @ ay) - (f(ba)zag) = f(b1)(f(b2)zaz)as
= f(blb2)ﬂl2a1,
por tanto,

((br @ ay)(by @ a3)) - & = (by @ a3) - (b2 ® a3) - @),
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y asi, la accion es compatible con el producto.

((by +be)®@a) -z = f(by + bo)za
= (f(b1) + f(b2))za
— f(bu)aa+ f(b)ra
= od)- 2+ (bbod)- .

(b® (ay +a3)) - @ = f(b)x(as + a2)
= f(b)xa, + f(b)zas
=(b®a) z+ (b®aj)- .

lll. Sea \ € k, luego

ANb®d) - x=N&d)-
= f(\b)za
= Af(b)za
=AM(b®d)- ).

IV. Sean z1,x5 € A, \ € k, entonces

a)
(b®d) - (z1+22) = f(b) (21 + 22)a
= f(b)z1a+ f(b)z2a
=0bed) .+ (b®d)- s
b)

(b@a')- (Ar) = f(b)(Ar)a
= M(b®ad)- ).
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Y asi, se tiene que esta accion es bilineal y lineal en = € A. Por consiguiente, A es un
méddulo a la izquierda sobre B @ A°. ]

Siguiendo las definiciones y resultados descritos anteriormente, se introduce el siguiente
teorema.

Teorema 2.2.8. El Teorema de Skolem-Noether. Sea k un cuerpo, sea B una k-algebra
simple, y sea A una k-algebra central simple. Si existen homomorfismos de funciones
f,g: B — A, entonces existe una unidad u € A con,

para todo b € B.

Demostracion. Por el Lema 2.2.7, se tiene que la funcion f convierte a A en un B-modulo
a la izquierda si se define la accion de b € B sobre un elemento a € A como f(b)a.
Luego, esta accidn convierte a A en un (B, A)-bimddulo. El (B, A)-bimédulo es un (B ®
A°P)-médulo a la izquierda, donde (b®a’) = bad’, paratodo a € A (ver Lema 2.2.7). A esto
se le va a denotar como ;A. Andlogamente, g convierte a A en un (B ®; A°)-mddulo a
la izquierda y se denota por ,A. Por el Teorema 2.2.6, B ®; A’ es una k-algebra simple.
Ahora
Ak =[A:k] = [,A: K],

luego, ;A = ;A como (B ®; A°)-modulos, gracias a la Proposicion 2.1.13. Si ¢ : ;A —
;A esun (B ®; A?)-isomorfismo, entonces

p(f(b)aa’) = o(f(b))p(a)d

p(f(b)aa’) = g(b)p(a)d’ (2.4)

paratodo b € By a,a € A. Como ¢ es un automorfismo de A como mddulo derecho
sobre si mismo, ¢(a) = ¢(la) = ua, donde u = (1) € A. Para probar que u es una
unidad, note que ¢ '(a) = «/a para todo a € A. Luego, a = ¢(p~'(a)) = p(va) = wi'a
para todo a € A; en particular, cuando a = 1, se tiene que 1 = wv/. La ecuacion ¢ty = 14
da 1 = «/u. Sustituyendo en (2.4), se tiene que



para cada a € A. En particular, si a = 1, entonces uf(b) = g(b)u 'y g(b) = uf(b)u™ . O

Corolario 2.2.9. Sea k un cuerpo. Si ) es un automorfismo de M, (k), entonces existe
una matriz invertible P € M, (k) tal que

W(T) = PTP™!

Demostracion. Sea A = M, (k). M,(k) es una k-algebra central simple (ver Ejemplo
2.1.3). Como ¢ es un automorfismo, entonces B = M,(k) y por el Teorema de
Skolem-Noether ¢ (T) = PT P~', de ahi que P es una matriz invertible. N
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3. Anillos Graduados y Buenas graduaciones

Para este capitulo se abordara la definicion de anillos graduados. De esta manera,
se definiran los anillos graduados y fuertemente graduados. En lo que sigue, se va a
considerar k£ un cuerpo, G un grupo y se denotara por e; ; a las matrices con 1, en la
posicion (i,7) y 0k en las demas posiciones.

3.1. Anillos Graduados

En esta seccidn se presentaran la definicion de un anillo G-graduado y algunos resultados
correspondientes a los anillos G-graduados.

Definicion 3.1.1. Sea G un grupo con identidad e € G. Un anillo R se dice G-graduado
si existe una familia {R, | ¢ € G} de, subgrupos aditivos R, de R, lo que es lo mismo que
Z-submodulos tal que,

. R=ED,cc Ry

Il. R R, C Ry, paratodo g,h € G, donde R, R, denota el conjunto de todas las sumas
finitas de elementos de laformaz-yconz € R,y y € Ry,.

Si RyR), = Ry, para todos g, h € G, se dice que R es fuertemente graduado por G.

Notacion 3.1.2. Sea R un anillo, el conjunto h(R) = |, I}, denota el conjunto de
elementos homogéneos de R y el conjunto U (R) = |J,.(U(R) N R,) denota al conjunto
de elementos invertibles homogéneos de R.

Definicion 3.1.3. Un elemento no nulo = € R, es llamado elemento homgéneo de grado
gy se denota grad(z) = g. Ademas, un elemento r € R tiene descomposicion Unica como
r=73> ,eqTycONT, € R, paratodo g € GG, donde dicha suma es finita, es decir, casi todos
los r, son cero.

Proposicion 3.1.4. Sea kR = @ . R, un anillo G-graduado. Entonces:
l. 1z € R. y R. es un subanillo de R.
Il. Sir € U(R) es un elemento homogéneo, entonces r~—' es un elemento homogéneo.

lll. R es un anillo fuertemente graduado, si y solo si, 1r € R,R, para cualquier g € G.
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Demostracion. (I): Sea a,b € R., dado que R, es un subgrupo aditivo de R se tiene que
a—beR.ya-be R.R. C R, pues R es un anillo graduado, por tanto, R. e€s un subanillo
de R. Sea 1g = ) 1, la descomposicion de 1 con r, € R, entonces, para cualquier
sp € Rp,con h € G, se tiene que s, = s, - 1g = deG Sp, - Tg, CON 51,74 € Ry, desde que
la descomposicion de s, como suma finita es Gnica, entonces s, - r, = 0 para cualquier
g # e, es decir,

Por lo tanto, 1z = r. € R,.

(I1).Sear € U(R)NR,. Sir~' =3 (r™!), € Ry, entonces 1gp =r-r~" =3 r-(r1),.
Puestoque 1z € R,y r- (r™!), € Ry, se sigue que r - (r~'), = 0 para cualquier g # h ™'y
dado que r € U(R), se tiene que (r~'), # 0 para g = h™ !, por lo anterior r—* = (r~1);,-1.

(II1). Si R es un anillo fuertemente graduado, entonces R,R,-1 = R, paratodo g € Gy
por el item anterior 1 € R, = RyRy-1.

Reciprocamente, puesto que R es un anillo G-graduado, se tiene que R.R,,, por otra
parte, si z € R., por hipotesis, se tieneque v =z -1 € R.R,R,~1 C R, R,-1, de ahi que,
se concluye la igualdad. Por las pruebas anteriores, se tiene que

Rgh = ReRgh
= (RgRg‘1>Rgh
- Rg(Rg*Ryh)a
por lo tanto, R es fuertemente graduado. O

El siguiente resultado prueba que el grado de los elementos idempotentes de un anillo
conicide con el elemento neutro del grupo.

Proposicion 3.1.5. Sea R un anillo G-graduado y 0 # r € R un elemento homogéneo
idempotente, entonces grad(r) = e.
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Demostracion. En efecto, puesto que r es un elemento homogéneo existe g € G tal que
r € R,, ademas, por ser r idempotente

r=r-re€R;R; C Ry

y por ser R una suma directa se tiene que R, = R, esto implica que g = ¢?, es decir, g
es un elemento idempotente del grupo, pero el Unico elemento idempotente de un grupo
es el elemento neutro, asi g = e. O

Ejemplo 3.1.6. Un anillo R puede ser un anillo G-graduado si se considera la graduacion
trivial dada por R. = Ry R, = 0, para todo g € G con g # e.

Ejemplo 3.1.7. Si A es un anillo, entonces el anillo de polinomios R = Alz| es un anillo
Z-graduado con la graduacién estandar R, = AX" paran > 0y R, = 0 paran < 0.
Ademés, R no es un anillo fuertemente graduado, pues Ris £ R_3R_ = 0.

Ejemplo 3.1.8. Sea A un anilloy R = M;3(A) su anillo de matrices de orden 3 y con
entradas en A, donde el componente A dentro de la matriz indica que cada elemento de
la matriz proviene del conjunto de elementos del anillo, entonces

A A 0 0 0 A
Ro=|A A 0 |yRi=|0 0 A
0 0 A A A 0
es una Z,-graduacion en R. Ademas,
0 01 0 0 1 0 00 0 00 100
0 00 000+ [0O01 00 0]=1]0120
1 00 1 00 0 00 010 0 0 1

Note que 1z € RiR; y por definicidbn de R, se tiene que 1z € RyRy, es decir, 1y €
R,R,-1 paratodo g € Z,, luego, de la Proposicion 3.1.4, concluimos que R es fuertemente
graduado.

3.2. Graduaciones por grupos ciclicos

En esta seccidn, se van a considerar Z,,-graduaciones del anillo de matrices M, (k) para
cualesquiera m,n enteros positivos. Asi mismo, se abordaran las definiciones de raiz
m-ésima de unidad, raiz primitiva m-ésima de unidad y la definicién de buena graduacion.
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Definicion 3.2.1. Sea m € Z*. Se dice que un elemento ¢ € k es una raiz m-ésima de
unidad si se cumple que:
& =1.

El conjunto de todas la raices m-ésimas de unidad en k& se denota:
p(k) == {€ €k | €™ =1}

Definicion 3.2.2. Una raiz m-ésima de la unidad ¢ se dice que es primitiva si su orden
multiplicativo es exactamente m, es decir:

fm=1y¢ #1paratodo1 <1< m.

Proposicion 3.2.3. Sea ¢ € k un raiz primitiva m-ésima de la unidad y s # 0 € Z,,,

entonces,
1+ 48+ 4 =0

Demostracion. Sea S = ka:}f £k y g = &5, Para ¢ # 1 se tiene que,

m

1—gq
S = =4

_1-(e)m
1—¢s
1_€5m

~ e

Como ¢™ = 1, entonces

y por lo tanto,

yasi, 14+ & 4+ 6% ... 4£ms — -
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Teorema 3.2.4. Sea R = M, (k), donde k es cuerpo que contiene una raiz primitiva
m-ésima de unidad &, entonces una 7Z,,-graduacion de R es de la forma

Ri: {A+§_iXAX_1—|—"'—|-€_(m_1)iXm_1AX_m+l | AGMn(K)},

donde X € GL, (k) con X" € kI,.

Demostracion. Sea R = @,., R una Z,-graduacion de M, (k). Se define la siguiente
funcién ¢ : R — R por ¢(A) = >",., ¢'A;, donde A = @,., A; para cualquier A € R.
Se mostrara que ¢ es un automorfismo. En efecto,

. ¢ esta bien definida pues cada A; € M, (k), de ahi que .., &'A; € M,(k). Por
otro lado, cada matriz tiene una descomposicion Unica en términos de los A;, y asi,
 esta bien definida.

Il. Sean A, B € M, (k) y A € k, entonces:

Pp(A+B)=> &(A+By)

ZEZWL

=Y FA+ Y B

1€Lm 1€Lm

= ¢(A) + p(B),

por otro lado,

p(AA) = D E(AA)

1€%Lm,

=AD 4

1€Lm

= A\p(4),

asi, ¢ es lineal.
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lll. Sean A, B € M,(k), entonces

o(4B) = 3 €(AB),

l€Lm

-y e (X an)

1€Zm itj=l

_ Z €i+j A, Bj

Az (5

= (A)p(B).

IV. Sea ¢(A) =0, entonces

1€Lm
Como cada uno de los A; proviene de una descomposicion Gnica en componentes,
y los coeficientes &7 son linealmente independientes sobre &, entonces cada A; = 0,
luego, A = 0y asi ¢ es inyectiva.

V. Note que ¢ es una transformacion lineal entre dos espacios (M, (k)) de la misma
dimensién finita n*>. Como ker(p) = {0}, se tiene que dimker(y) = 0, luego,
dim Im(p) = n*y como Im(p) C M,(k), y tiene dimension maxima, entonces
Im(y) = M, (k) y asi, ¢ es sobryectiva. Por lo tanto, ¢ es un automorfismo.

Luego, por el Teorema de Skolem-Noether existe una matriz invertible X tal que
0(A) = XAX ! para todo A € R. Como ™ es la identidad sobre R = M,,(k), entonces
P"M(A) = XMAX~™ = A paratodo A € R, luego, X™ € Z(M,(k))y asi, X™ = al, para
algun a € k*.

Note que para j € Z,, se cumple que
A, = i(A + é“*jXAXfl 4o+ gf(mfl)ijflAXferl)’
m

J

para cualquier 0 <i <m — 1.
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En efecto, se consideran dos casos. Si i = j, se tiene que

£V AL ETIEIAL 4 eIERA 4o 4 ffj-(mfl)é-i-(mfl)Aj

= ¢TIODTA e TTEA; F ETTHHIA 4+ gfj-(mfl)gj-(mfl)Aj
= 50'(j_j)Aj + §1'(j_j)Aj + 52'(j_j)Aj 44 g(m—l)(j—j)Aj

= A+ A H A+ 04

=Aj+A+A 4+ A

= mA;.

Si i # j, entonces,

§OEA + €A+ €T A 4 gTTITDEN T4,
= ETOOTA, 4 T A + ETT2ERTA 4 T (mm) 4
= 00D, 4 gD 4, 4 200 A, oo gm620) 4,

Sea i — j = s, entonces
gO-sAi + gl-sAi + 52-5Ai N g(mfl)-sAi — Az (1 + fs + 625 N g(mfl)s> :

donde 1 + & 4 &% + ... 4 £m=1s = ( por la Proposicién 3.2.3. Sea x; = mA; donde
1 < j <, entonces,

m—1
1=0

pues para i # j,x; = 0. Por lo tanto,
A+ E70(A) + 6 (A) + -+ VP A) = mA,;

1 . .
A=A ETXAX T g mmbixmal g xmmily,
O

Observacion 3.2.5. Sea X una matriz en M, (k) tal que X™ = al,, para algin a € k* y
Y =bX para algunb € k*. Enfonces Y™ = b"X™ = (b"a)l, y Ci(X) = C;(Y'), donde,

Ci(X) = {A e M,(K)| XA=¢AX},
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Ci(Y)={Ae M,(K)|YA=¢AY)}

paratodo0 <i<m — 1.

Note que para cualquier A € M, (k) se tiene lo siguiente

YA=C¢AY.
Y, sustituyendo Y = bX, se tiene que,
bXA=EADX
que se puede reordenar como
XA=¢AX,

por tanto, para cada i, la condicion para que A € C;(Y') es la misma que la condicion
para que A € C;(X).

Por lo tanto X y Y inducen a la misma Z,,-graduacion de M, (k). En particular, si k
contiene una raiz m-ésima b de a, entonces existe una matriz Y tal que Y™ = 1I,, y
X yY conducen a la misma 7Z,,-graduacion.

Definicion 3.2.6. Se dice que una G-graduacion de la k-algebra M, (k) es buena si todas
las matrices e; ; son elementos homogéneos.

Ejemplo 3.2.7. Sea R = My(k) y G = Cy = {e,g}. Consideremos la siguiente
G-graduacion sobre R:

offs (] o)

Note que esta G-graduacion sobre M, (k) es una buena graduacion.

x 0 0 vy
A, = ,
Ow]y I [z O]

Yy
Z w

En efecto, sea A =

] € My(k). Ademas, sea A, =
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entones,

A+ A, =

ry
Z w

Ademas, note que R. N R, = {0}, dado que la matriz que es simultaneamente diagonal
y antidiagonal es la matriz 0 y, por lo tanto, R = M,(k) = R. @ R, como suma directa de
subespacios.

= A

|. El producto de dos matrices diagonales es diagonal, luego, R.R. C R,.

0 0
II.SeaAeReyBeRg,entoncesA:g ],B:[ C],entonces

b d 0
AB - a 0 . 0 c
0 b d 0
[ 0 ac
| bd 0
a 0 c
lll. Sea A€ R.y B € Ry, entonces, A = L B = 0 ] , entonces,
BA— [ 0 c | a 0
| d 0 0 b
0 b
= “1en,.
i da 0
IV. Sea B € R,, entonces,
O / !
¢l 0 ¢ _ cd 0 cR.
d 0 d 0 0 dd

De esta manera, se tiene que R = M,(k) es una C,-graduacion.

|. La matriz e;; es diagonal, por tanto, e;; € R..

Il. La matriz ey, es diagonal, por tanto, ey € R..
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[ll. La matriz e, tiene ceros en la diagonal y un valor fuera de la diagonal superior
N 0
derecha, es decir, tiene la forma ) g € Rcona =1yb =0, por lo tanto,
e1g € Rg.
IV. La matriz ey; tiene un valor fuera de la diagonal inferior izquierda y tiene la forma
0 a
b 0

Y asi, los cuatro elementos de la base estandar {e;1, e2, €21, €22} SON homogéneos vy, por
lo tanto, R = M, (k) es una buena Cs-graduacion.

€ Rycona=0yb=1,porlotanto, e;;» € R,.

Teorema 3.2.8. Sea X una matriz con X™ = al, para algun a € k* y sea k un cuerpo
que contiene una raiz m-ésima ¢ de unidad, entonces R = @!",' Ci(X) es una buena
Zm-graduacion de M,,(k) si y solo si X es una matriz diagonal. Ademas, en este caso,

1 0 - 0
a | s
o 0
00 0 n

donde « es una raiz m-ésima de unidad de a en K y 1,3, ..,n, Son raices m-ésimas de
unidad.

Demostracion. Sea X = (x;;) y supongamos que R = @) ,' Ci(X) es una buena
Z,-graduacioén de M, (k), entonces ¢; € Cy(X) para todo 1 < i < n. Por tanto,
Xe; = e; X paratodo 1 < i < n, luego, todas las entradas de la i-ésima fila y todas
las entradas de la i-ésima columna de X son cero menos z;; y asi, X es una matriz
diagonal. Reciprocamente, sea X = (z;;) una matriz diagonal. Como X™ = al, para
algina € k*, 2l =aparacadai=1,2,...,n. Sean; = S& paracadai = 2,...,n, entonces
n™=1paracadai=1,2,...,n. Sisetomaa =z,

_1 0o --- ()_
0 0
X = o 2
0
0 0 0 mn,

Ahora, sea Y = o' X, por la Observacion 3.2.5, C;(X) = C;(Y) paratodo 0 <i < m — 1.
Note que el elemento (i,j) de Ye;; es n; y el elemento (7, ;) de e;;Y es n; para cada
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1 <i,7 < n.Como n; es una raiz m-ésima de unidad para cada i = 1,2, ..., n, entonces
n; = &'n; para algln [, es decir, para cada 1 < i, j < n, e;; €s un elemento de C;(X) para
algun [ y por lo tanto, R = & C;(Y) es una buena Z,,-graduacion. O

Teorema 3.2.9. Sea Y una matriz con Y™ = al, para algin a € k* y sea k un cuerpo
que contiene una raiz m-ésima ¢ de unidad, R = @/, C;(Y') es isomorfo a una buena
Z.,-graduacion de M, (k) si y solo siY es la matriz diagonal.

Demostracion. Supongamos que R = 691.151 C;(Y) es isomorfo a una buena
Z,,-graduacion de M, (k). Sea S = @!",' Ci(X). Note que S es una buena graduacién
de M, (k), pues toda buena Z,,-graduacion es de este tipo. Luego, existe un isomorfismo
¢ : S = M,(k) - R = M,(k). Por el Teorema de Skolem-Noether, existe una matriz
invertible P tal que ¢(A) = PAP~! paratodo A € S. Como »(Cy(X)) = Cy(Y), para cada
i=1,2,...,n, entonces,

eii € Co(X) < Pey P~ € Cy(Y)
& YPeyP ! = Pe; P7'Y
& P YYPeu; P! = P 1Pe; P7lY
& P YWY Pe; P! =e;P7'Y
& P 'Y PeyP7'P=¢;P7'YP
& P7YY Pey; = e PTY P,

por lo tanto, P~'Y P es una matriz diagonal.

Reciprocamente, supongamos que existe una matriz invertible P tal que P~'Y P es una
matriz diagonal. Sea S = @ C;(P~'Y P), luego, se define ¢ : R — S por ¢(A) = P~'Y P
para todo A € R. ¢ es un automorfismo (Ver Teorema 3.2.4.) sobre M, (k) y ¢(C;(Y)) =
Ci(P7'YP) paratodoi=0,1,...,m — 1. Por el Teorema 3.2.8, S = @ C;(P~'Y P) es una
buena Z,,-graduacién y asi, R es isomorfo a una buena graduacion. O

3.3. Graduaciones por grupos abelianos finitos

Sean Gy H dos grupos finitos y R = D, jycaxn Rgn Una (G x H)-graduacion de
M, (k). Sea Sy = Dyey Rigny ¥ Th = Dyeq Rigny Paracada g € Gy h € H, entonces
S = D,ecS ¥ T = DenTh son una G-graduacion y H-graduacion de M, (k),
respectivamente. Estas graduaciones son llamadas graduaciones asociadas a R.
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Note que R, = S, N 1T, paracada g € Gy h € H, luego, cada (G x H)-graduacion
de M, (k) inducen a una G-graduacion y H-graduacion natural de M, (k). No obstante, el
reciproco no es cierto. Esto es, existen una G-graduacion S = @ S, y una H-graduacion
T = @171, de M,(k) tales que S y T no son graduaciones inducidas que son inducidas
por una (G x H)-graduacién de M, (k). En efecto, consideremos dos Z,-graduaciones S

y T. Sean, -
o= % anenrt,
_0 b_

sp:{o c:qdek},
_d O-
b_
CUT i bek .
0 b
d
T = ¢ e, dek oy,
d —d

S = S()—|—Sl YT = Ty + T;, entonces MQ(/{?) 7é SoﬂTo—f—SoﬂTl—f—SlﬂTo—f—SlﬂTl
y por lo tanto, @ S; N T; no es una (Z, x Zy)-graduacion de M,(k), en este caso,
SoNTy+ SoNTy # So.

Para solventar lo anterior, se define la compatibilidad de dos graduaciones a continuacion.

Definicion 3.3.1. Sea Gy H dos grupos finitos. Una G-graduacion S = @S, y una
H-graduacion T' = @ T), de M, (K) son compatibles si S, = &, (S, N T},) para todo
geGYT, = @QGG(Sg NTy) paratodo h € H.

Lema 3.3.2. Sea G y H dos grupos finitos y sean S = @ S, y T = @1, G-graduacion
y H-graduacion de M, (k), respectivamente, entonces S y T son compatibles si y solo si
existe una (G x H)-graduacion R de M, (k) cuyos G y H-graduaciones asociados son S
y T, respectivamente.

Demostracion. Sea R una (G x H)-graduacion de M,(k), entonces sus G y
H-graduaciones son compatibles. Reciprocamente, supongamos que S y T
son compatibles para cada (g,h) € G x H 'y sea Ry, = S, N T, entonces
R =@ Rin = DByn(S;NTh) es una (G x H)-graduacion de M, (k).

En efecto, en primer lugar se tiene que R, ) - Ry ny) C Sy N Th = Ryy 44y AhOra, sea
A€ S, Como S, = @, (S, N1T}), entonces existe A € S, N Ty, paracada h € H
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tal que A = @, .,y Ayn)- Como cada elemento A € M, (k) puede ser expresado como
una suma de elementos en S,, entonces cada elemento A € M, (k) puede ser expresado
como una suma de elementos en S, N1}, = Ry p). O

El siguiente resultado presenta una caracterizacién de graduaciones compatibles.

Teorema 3.3.3. Sean | y m dos enteros positivos y sean X y Y matrices con X! =
bl, y Y™ = cl, para algunos b,c € k*, S = @ Si = O, C:i(X) yT = @' Tj =
EB;":Ol C;(Y) 2, y Z,,-graduaciones de M, (k), respectivamente y k que contiene una raiz
primitiva [-ésima £ y una raiz primitiva m-ésima n de unidad, entonces dos graduaciones
S y T son compatibles si y sdlo si XY = aY X para alguna € k cona™ = 1.

Demostracion. Supongamos que S y T son compatibles. Sea A € S;, entonces A =
@;";01 Ag ;). donde A, 5 € S;N 1T paracada j = 0,1,...,m — 1. Note que,

Y(XAX HY =Y (A)Y !

m—1
= fl <@ YA(,-J)Y1>
=0
m—1
=& (EB ””A@,j))
j=0

m—1
(@)
j=0
= X(YAY H) X!

Luego, (YX)A(YX)™! = (XY)A(XY)™! paratodo A € S;. Por tanto, (YX) 1 (XY)A =
A(YX) Y(XY) para todo A € M,(k). Como el centro de M,(k) es el conjunto
{al, | a € k} de todas las matrices escalares de M, (k) y XY es invertible, se tiene que
(YX) Y (XY) = al, para algin a € k*. Comparando los determinantes a ambos lados de
(YX)"Y(XY) = al,, se tiene que a" = 1. Reciprocamente, supongamos que XY = aY X
paraalgina € k*.Sea A€ S;y A = @m 1A], donde A; € T; paracadaj =0,1,...,m—1.
Como 4; = L (31, n¥Y*AY~*), entonces,

m—1
XA X = ( R X(YRAY TRX >

m—1
( n—kjyk(XAX—l)Y—k> :
k
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Como A € S;, entonces XAX !t = Ay, por tanto, XA; X! = ¢'A;. De ahi que, A; €
S;NT;yasi 5 C @, (S NT;). Por otro lado, note que @'(S;i N T;) C S;y asi,
S = @], (S:NT;). Andlogamente, se muestra que T; = @._,(S; N T)). O

Teorema 3.3.4. Sean | y m enteros positivos, R = @D cz,xz, Big una (Zy x
Z.,)-graduacion de M,(k), S = @ﬁ;é S;yT = @;”:*OIT]- graduaciones asociadas con
R tales que S; = C;(X) dondei = 0,1,....1 -1 yT; = C;(Y) donde j = 0,1,...m — 1
para algunas matrices X yY con X' = bl,, y Y™ = cl,, para algunos b, c € k*. Sea k que
contiene una raiz [-ésima primitiva £ y una raiz m-ésima primitiva n de unidad, entonces

1 —ri, —SJ YT\ S —sy—r
Rij={7- @ &YXV A X[ A€ M,(K)

0<r<i—-1
0<s<m—1

paracadai=0,1,..,.1—1yj=0,1,...,m — 1, donde
Ciy(X,Y) ={A € M,(K) | XA =AX, YA =1/ AY}.

Demostracion. Se sigue del Lema 3.3.2. y el Teorema 3.3.3. que si S; = 2;10 Riiw(i =
0,1,.,1 = 1),Tj = @By Rojy(j = 0,1,....,m — 1) y XY = aY X para algin a € k* con
a™ =1, luego,

1 )
S; = {7 P ¢rXAX T Ac Mn(k)}

0<r<i—-1

1 —Sj\/S —5
Tj:{E P nvvay |A€Mn(l§)}.

0<s<m-—1

Como XY = aY X, entonces Y°X"AX Y ° = X"Y*AY *X " paratodo A € M,(k)y
todos los enteros r y s, se tiene que

1 —7ri VT —r
R(i,j)zsmTj:{7 P ¢rxrAx yAeTj}

0<r<i—1

1 .
R =SinT; = {E D nviAYy T Ac Sz’}

0<s<m—1

1 S
Rip =501 =135 @ € rvX Y ay=X7 | Ae M,(K)

0<r<i—1
0<s<m—1
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paracadai=0,1,...l—1yj=0,1,....m — 1. O

Proposicion 3.3.5. Sean G y H dos grupos finitos y sea R = @, yycoxn LBgn una
(G x H)-graduacion de M, (k). Si S y T son dos graduaciones asociadas a R y ademas,
buenas graduaciones, entonces R es una buena graduacion.

Demostracion. Supongamos que S y T son buenas graduaciones, entonces para cada
1 <i,5 <n,e; € S,paraalgin g € G,y e; € T, para algin h € H. Por lo tanto,
e;; € S;,NT, paraalgin g € Gy h € H y asi, R es una buena graduacion. O

Terminamos el trabajo con el siguiente ejemplo del resultado anterior.

Ejemplo 3.3.6. Sea R = M, (k),G = Z, y H = Z,. Se definen las siguientes dos buenas
graduaciones Sy T de la siguiente manera,

|. Para la graduacién S por G = Z, se define Sy = (e12, €22), S1 = (e12,€21). Note que
cada e;; estd en un componente homogéneo, luego, S es una buena graduacion.

Il. Para la graduacion T por H = Z, se define Ty = (e11, e12), T1 = (ea1, €22). Note que
las matrices de la primera fila estan en grado 0, y las de la segunda fila en grado
1. Por otro lado, 7" es una buena graduacion, pues cada e;; pertenece solo a un
componente.

Para cada e;;, su grado R es (g, h) donde g es el grado de ¢;; en Sy h es el grado en T,
luego,

l. R0 = (€11),
Il. R0y = (€12),
. Raqy = (ean),
IV. Ri1) = (e22),

y asi, cada e;; estan en un unico componente homogéneo R, ) Y, por lo tanto, R es una
buena graduacion por el grupo producto (Zy x Zs).
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