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Resumen
Titulo: Procesos de objetivacion emergentes de la actividad con generalizacion de patrones: Una
experiencia con universitarios indigenas
Autor: Ivan Alfredo Saavedra Torres
Palabras Clave: Pensamiento algebraico, medios semidticos de objetivacion, procesos de
objetivacion, estudiantes indigenas, generalizacion.

Descripcion: Este documento presenta una investigacion centrada en estudiar los procesos de
objetivacion que emergen en la actividad matematica de estudiantes universitarios pertenecientes
a comunidades indigenas, mientras abordan tareas de generalizacion con secuencias figurativas.
El estudio se fundamenta en la Teoria de la Objetivacion de Radford (2023), la cual permite
caracterizar el pensamiento algebraico sin la necesidad de recurrir a simbolos alfanumericos. En
este enfoque, la analiticidad facilita la deduccion, permitiendo a los estudiantes explorar y
argumentar sus ideas de diversas maneras, ya sea a través de gestos, el uso de palabras clave,
deicticos linguisticos, entre otros recursos. El objetivo es destacar las formas en que los estudiantes
objetivan su conocimiento, especificamente su pensamiento algebraico, identificando recursos
semidticos que les permitan atribuir significado a los términos de la secuencia.

En las tareas se evidencia un despliegue de los recursos semioticos de objetivacion, entre
los que destacan los deicticos espaciales, temporales y de modo, los cuales son complementados
con gestos indexicales como sefialamientos, deslizamientos y deicticos am phantasma, asi como
signos escritos que proporcionan una guia para la comunicacion y expresion sobre la forma de
objetivar la generalizacion de secuencias. También se incluye la actividad perceptual, el ritmo en
sus expresiones y las formas de conteo ritmicas que denotan una comunalidad y una generalidad
en los elementos de la secuencia matematica. Al finalizar las tareas, los estudiantes fueron capaces
de generalizar algebraicamente la secuencia, a traves de nodos semidticos y contraccion semiotica,
es decir, convergencias de diversos medios semidticos, que evolucionan a través de procesos de

objetivacion.



PROCESOS DE OBJETIVACION EN ESTUDIANTES DE COMUNIDADES INDIGENAS

10
Abstract

Title: Emergent objectification processes of activity with pattern generalization: An experience
with indigenous university students
Author: Ivan Alfredo Saavedra Torres
Keywords: Algebraic thinking, semiotic means of objectification, objectification processes,
indigenous students, generalization.

Description: This paper presents an investigation focused on studying the objectification
processes that emerge in the mathematical activity of university students belonging to indigenous
communities, while they approach generalization tasks with figurative sequences. The study is
based on Radford's (2023) Theory of Objectification, which allows characterizing algebraic
thinking without the need to resort to alphanumeric symbols. In this approach, analyticity
facilitates deduction, allowing students to explore and argue their ideas in various ways, either
through gestures, the use of key words, linguistic deictics, among other resources. The objective
is to highlight the ways in which students objectify their knowledge, specifically their algebraic
thinking, identifying semiotic resources that allow them to attribute meaning to the terms of the
sequence.

In the tasks there is evidence of a deployment of semiotic resources of objectification, among
which the spatial, temporal and mode deictics stand out, which are complemented with indexical
gestures such as pointing, sliding and am phantasma deictics, as well as written signs that provide
a guide for communication and expression on how to objectify the generalization of sequences.
Also included are perceptual activity, rhythm in their expressions and rhythmic counting forms
that denote a communality and generality in the elements of the mathematical sequence. At the
end of the tasks, the students were able to generalize the sequence algebraically, through semiotic
nodes and semiotic contraction, that is, convergences of diverse semiotic means, which evolve

through objectification processes.
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Introduccion

Desde sus inicios, la educacion matematica ha fomentado el desarrollo del pensamiento
I6gico, critico y analitico. En las Gltimas décadas, la necesidad de acercar esta disciplina a todos
los estudiantes, sin importar su contexto cultural o socioecondémico, ha impulsado la busqueda de
metodologias inclusivas. En particular, la educacion superior para estudiantes de comunidades
indigenas requiere abordar sus particularidades culturales y epistemoldgicas, elementos
enriquecedores en la construccion de significados matematicos (Corbetta et.al., 2018). No
obstante, estos estudiantes enfrentan barreras conceptuales y metodoldgicas que limitan su acceso
integro al conocimiento y al desarrollo de habilidades en el area (Meléndez et al., 2023).

Es por ello que el interés de esta investigacion es identificar y describir los procesos de
objetivacion movilizados por estudiantes de comunidades indigenas al abordar tareas de
generalizacion, dentro del marco de la Teoria de la Objetivacion (TO) propuesta por Luis Radford.
Esta teoria aporta herramientas interpretativas para analizar las acciones de los estudiantes en su
interaccion y resolucion de tareas que fomentan el desarrollo del pensamiento algebraico (Radford,
2023). Con este fin, se disefiaron actividades basadas en secuencias de patrones figurales, dado
que investigaciones previas (Radford, 2010; Vergel y Rojas, 2018; Vergel et al., 2020) evidencian
que estos problemas impulsan el pensamiento algebraico desde la perspectiva de la TO,
promoviendo conceptos clave como la indeterminancia, la analiticidad y la designacion simbolica
(Radford, 2010).

Al trabajar con estudiantes pertenecientes a comunidades indigenas, se incorpora una
perspectiva historico-cultural y epistemoldgica Unica al proceso de aprendizaje, la cual enriquece
la dinamica en el aula. Estos estudiantes enfrentan desafios especificos en el &mbito académico, al

adaptarse a los enfoques pedagogicos ajenos a su contexto cultural y la falta de recursos
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contextualizados en la ensefianza de la matematica. A través de este estudio, se busca no solo
identificar y comprender las particularidades de su proceso de aprendizaje, sino también
desarrollar estrategias que favorezcan su participacion activa y efectiva en el &ambito matematico.
Se espera que, al abordar sus necesidades y particularidades culturales, esta investigacion logre un
impacto positivo en su desempefio académico, asi como en la creacion de un entorno de
aprendizaje inclusivo y enriquecedor que valore y respete su identidad cultural. Para ello se
presentan seis capitulos que se describen a continuacion.

En el primer capitulo se describen los antecedentes de la investigacion y se divide en tres
secciones: la primera aborda propuestas sobre el pensamiento algebraico en el contexto de la
educacion matematica; la segunda presenta los elementos especificos del pensamiento algebraico
que seran trabajados en esta investigacion; y la tercera se enfoca en el marco legal y en
investigaciones previas sobre la formacion de estudiantes pertenecientes a comunidades indigenas.

El segundo capitulo presenta el planteamiento del problema, que incluye la pregunta de
investigacion y los objetivos general y especificos que direccionaran el trabajo.

En el tercer capitulo se exponen los elementos tedricos relevantes desde la Teoria de la
Obijetivacion (TO), la actividad, la labor conjunta, las tareas que promueven el pensamiento
algebraico, los MSO y procesos de objetivacion que dan sustento tedrico y conceptual a esta
investigacion.

El cuarto capitulo describe el proceso metodologico cualitativo de tipo descriptivo e
interpretativo, donde se presenta una caracterizacion de la poblacion, la adaptacion de las fases o
el ciclo de investigacion propuesto por Radford (2015), en las que se realiza el disefio, justificacién
e implementacion de las tareas, la recoleccion y seleccion de datos y el analisis multimodal de los

mismos.
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El quinto capitulo expone el analisis multimodal de las producciones matematicas de los
estudiantes al abordar las dos tareas de generalizacion en relacion a los MSO movilizados, las
conexiones encontradas entre ellos y como esta vinculacién lleva al surgimiento de procesos de
objetivacion al generalizar secuencias figurales.

Finalmente, el sexto y ultimo capitulo presenta las conclusiones, respondiendo a la
pregunta de investigacion, ademas de proponer reflexiones generales y plantear posibles preguntas

emergentes para investigaciones futuras.
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1. Antecedentes

De acuerdo con la revision de literatura se organizo el presente capitulo en tres apartados:
en el primero se muestra un panorama general referente al pensamiento algebraico desde diversas
interpretaciones haciendo énfasis en el enfoque que toma la investigacion; en el segundo se
muestra la pertinencia de realizar el trabajo enfocado en la generalizacién haciendo uso de
secuencias de patrones. Y, por ultimo, se realiza un breve marco legal sobre el derecho a la
educacion de los estudiantes pertenecientes a comunidades indigenas, finalizando este apartado
con algunos estudios de autores interesados en trabajar la formacion de esta poblacion.

1.1 Pensamiento algebraico

En los inicios, las investigaciones relacionadas con el pensamiento algebraico se centraban
en identificar los errores de los estudiantes y las limitaciones en su aprendizaje. Algunas de las
conclusiones reportadas se refieren a dificultades que evidenciaban los estudiantes al tratar con el
formalismo del algebra, relacionadas, por ejemplo, con el uso de simbolos algebraicos y el rol de
elementos de la légica y teoria de conjuntos en la construccién de conceptos algebraicos, como se
evidencia en Dorier (2000).

Sin embargo, debido a la influencia del National Council of Teachers of Mathematics
(NCTM por sus siglas en inglés) desde 1989 se ha dado una vision al dlgebra como una linea de
pensamiento y resolucion de problemas que inicia en la escuela primaria y se extiende a lo largo
de toda la formacion matematica de los estudiantes (Kaput, 2017). Esto ha permitido el disefio y
desarrollo de nuevas investigaciones que buscan potenciar el pensamiento algebraico desde los
primeros afios y a lo largo de toda la formacion escolar de los estudiantes (Davis, 1995; Kieran,

2004; Radford, 2012; Vergel, 2016; Kaput, 2017; Kieran, 2022).
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En particular, Kaput (2017) concibe el algebra como una forma de razonamiento, donde
considera fundamentales las formas en que el estudiante hace, piensa y habla de las matematicas,
es decir, el algebra surge de la actividad humana. Ademas, considera que “el corazon del
razonamiento algebraico se compone de complejos procesos de simbolizacion que sirven para la
generalizacion y el razonamiento con generalizaciones” (Kaput, 2017, p.9). Asi mismo, este autor
propone dos aspectos centrales de este razonamiento: la generalizacién y la expresion de
generalizaciones en sistemas de simbolos convencionales cada vez mas sistematicos, haciendo
referencia a que el estudiante use sus propios recursos para notar regularidades y hacer
generalizaciones. Por ejemplo, cuando se ensefia la multiplicacion por 10, el estudiante empieza a
identificar que dicha multiplicacion tiene el efecto de agregar 0 al multiplicando, aspectos que el
estudiando puede generalizar para futuras respuestas.

Y el segundo, la accion guiada sintacticamente sobre simbolos dentro de sistemas
organizados de simbolos, involucrando el uso de signos algebraicos (incognitas, variables o
parametros) donde el estudiante realiza un analisis de la situacion e incluye los signos en sus
procesos; por ejemplo: al proponer haciendo uso de variables el término n-ésimo de una secuencia
definida por un patrén de construccién. Este tipo de situaciones intentan generar en el estudiante
nociones béasicas de funcion, donde puede hacer uso de signos por medio de formulas para describir
el cambio en los elementos de entrada y salida de una secuencia. Por ultimo, estos aspectos
centrales hacen énfasis en la conexion del algebra con todas las matemaéticas; de tal manera que el
estudiante puede hacer uso de diferentes conceptos mientras razona algebraicamente para
solucionar situaciones como las planteadas anteriormente; estas conexiones le permiten al algebra

desempefiar un papel clave en el desarrollo de pensamiento matematico (Kaput, 2017).
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Algo que es central para Kaput es el uso de simbolos o signos algebraicos pues desde su
planteamiento no se posibilita que un estudiante piense algebraicamente si no hace uso de ellos.
No obstante, si se acepta este planteamiento como verdadero se estaria desconociendo la
epistemologia misma del algebra, la cual surge sin hacer uso de una incégnita o variable, tal como
lo expresa Dorier (2000), donde menciona que los babilénicos al resolver raices de polinomios no
hacian uso de incdgnitas o variables, o los chinos con el problema de la diagonalizacion de
matrices, y a partir de ello surgié toda el algebra que se conoce actualmente.

Otra perspectiva que estd en la linea de caracterizar el pensamiento algebraico es la
expuesta por Kieran (2004), donde propone diferenciar el pensamiento aritmético del algebraico.
Dado que el pensamiento aritmético le permite al estudiante realizar operaciones matematicas
(suma, resta, multiplicacion y division) pero centrando su atencion en el calculo y no en los
aspectos relacionales de la operacion. El siguiente ejercicio propuesto por Kilpatrick et al. (2001)
y citado por Kieran (2004) muestra una desconexion que se presenta en las aulas entre la aritmética
y el algebra:

“Cuando 3 se suma con 5 por cierto numero, la suma es 38; encuentre el nimero” los

estudiantes que hacen uso de la aritmética restaran 3 de 38 y luego dividiran por 5,

deshaciendo en orden inverso, como se les ha ensefiado, las operaciones establecidas en el

texto del problema. Por el contrario, en las clases de algebra se les ensefiara primero a

representar las relaciones en la situacion usando las operaciones establecidas 5x + 3 = 38.

(Kieran, 2004, p.2)

Lo anterior muestra una situacion que ocasiona dificultades en los estudiantes al tener
expresiones del tipo 15x —4 vy operarlas como 15x — 4 = 11x. Errores de este tipo fueron

identificados por Fernandez e Ivars (2016), donde expresan que el docente debe guiar a sus
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estudiantes dando sentido a la notacion que se usa en el aula'y comprendiendo las formas en que
sus estudiantes las expresan.

En cuanto al pensamiento algebraico Kieran (2022), define un marco de tres dimensiones:
pensamiento analitico, pensamiento estructural y pensamiento funcional. Un aspecto importante
que se evidencia en las dimensiones es la generalizacion, que se percibe como el corazén del
pensamiento algebraico. Ademas, propone que una persona puede pensar algebraicamente
realizando un anélisis de las relaciones entre cantidades, estudiando cambios, resolviendo
problemas, modelando, justificando, probando y prediciendo. Dichos aspectos se pueden lograr
sin la necesidad de hacer uso explicito del algebra simbodlica; ademas, estos aspectos pueden ser
potenciados desde edades tempranas en las aulas de clase (Kieran, 2004).

Esta perspectiva hace énfasis en la actividad matematica desplegada por los estudiantes al
momento de resolver problemas que involucren conceptos del algebra, pues esto puede definir su
forma de pensar. No obstante, su propuesta abarca diversos ambitos muy generales de las
matematicas, por ejemplo: modelacién, justificacion, prueba y prediccién, resolucion de
problemas, entre otros, y para identificar aspectos de cada ambito se hace compleja la
caracterizacion del pensamiento algebraico; por tanto, es pertinente centrar la visién en una de sus
tres dimensiones.

Por otra parte, desde la perspectiva de la Teoria de la Objetivacién (TO) el pensamiento
matematico se diferencia de las otras formas de pensamiento en el énfasis que se da a la reflexion
matematica ““la relacion del individuo con el mundo enfatiza ideas en torno a la forma, el nimero,
la medida, el tiempo, el espacio, etc.” (Radford, 2006, p.115).

Un tipo especifico de pensamiento matematico es el pensamiento algebraico, enfocado en

la dimension analitica de Kieran (2018) puesto que, uno de los componentes se relaciona con el
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uso del simbolismo algebraico que “para caracterizar de forma significativa el pensamiento
algebraico no es suficiente ver lo general en lo particular, sino que se debe ser capaz también de
expresarlo algebraicamente” (p.165, citado por Vergel y Rojas 2018). Sin embargo, Vergel y Rojas
(2018) en acuerdo con las ideas de English y Warren (1998), proponen que un asunto central del
pensamiento algebraico es la diferencia entre la habilidad de los estudiantes para reconocer y
expresar verbalmente un cierto grado de generalidad y la habilidad para emplear la notacion
algebraica. Desde esta mirada, la generalizacién en matematicas es crucial para definir las formas
de pensar algebraicamente.

Asimismo, Vergel y Rojas (2018) hacen énfasis en que para pensar algebraicamente no es
una condicion necesaria, ni suficiente, el uso de las letras pues como lo afirma Radford (2012)
“nuestro moderno simbolismo algebraico nos permite llevar a cabo transformaciones de
expresiones que pueden ser dificiles o imposibles con otras formas de simbolismo” (p.677). Por
esta razon, al momento de pensar algebraicamente se hace uso de deicticos especiales como
“arriba, abajo” o expresiones a través de acciones como gestos, ritmos, miradas, palabras, las
cuales se pueden interpretar como férmulas corpdreas que se realizan en el espacio y tiempo
(Vergel y Rojas, 2018) y que ayudan a los estudiantes a expresar ideas matematicas con diversos
grados de profundidad sin la obligacion de hacer uso de simbolos matematicos.

Esta postura, ofrece una alternativa de como pueden los estudiantes expresar sus ideas de
tipo algebraico por medio de acciones fisicas, verbales o escritas, sin necesidad de hacer uso de
letras al resolver problemas. Una caracterizacion de este pensamiento que propone Radford (2010)
es la siguiente:

Se constituye de tres componentes estrechamente relacionados: el sentido de

indeterminancia (objetos basicos como: incognitas, variables y parametro) como aquello
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opuesto a la determinancia numerica; (b) la analiticidad, como forma de trabajar los objetos

indeterminados, es decir, el reconocimiento del caracter operatorio de los objetos basicos

que comporta procesos de deduccion; y (c) la designacion simbolica o expresion semidtica
de sus objetos, esto es, la manera especifica de nombrar o referir los objetos. (citado por

Vergel y Rojas 2018, p.51)

Ademas, Vergel y Rojas (2018), desde lo propuesto por Radford reconocen tres formas de
pensamiento algebraico:

Pensamiento algebraico factual: tiene que ver con los Medios Semidticos de Objetivacion
(MSO) como gestos, movimientos, palabras, expresiones del estudiante al momento de resolver
problemas. En este estrato de pensamiento la indeterminancia no alcanza el nivel de la enunciacién,
se puede afirmar que la indeterminancia queda implicita, en tanto que el alumno sefiala con la
mirada, con su indice, realiza movimientos con un lapiz, dice “aqui”, senala dos figuras en una
secuencia y dice “mas dos” (p. 52) centrando su explicacién en el habla, gestos y deicticos que
guien su forma de expresar generalidad.

Pensamiento algebraico contextual: los gestos y las palabras son sustituidos por otros
medios semidticos de objetivacion tales como frases “clave”. En este estrato de pensamiento la
indeterminancia es explicita, se vuelve objeto del discurso. Por ejemplo, el estudiante dice “arriba
quito uno” o “dos por la figura mas uno”, o “# de la figura mas uno para la fila de arriba y # de la
figura mas dos para la de abajo. Sumar los dos para el total” (p. 52) ademas de percibirse una
conexion entre los MSO para guiar su discurso el elemento indeterminado se hace explicito y hay
un trabajo operativo con el mismo.

Pensamiento algebraico simbdlico: las frases clave son representadas por simbolos

alfanuméricos del algebra, por ejemplo, mediante expresiones como: n + (n —1) 6 2n — 1. En
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este estrato de pensamiento “hay un cambio dréstico en la manera de designar los objetos del
discurso”, a través de signos alfanumeéricos del algebra (p. 53).

Un aspecto central desde la TO, que se ha evidenciado en investigaciones previas (Radford,
2018b; Vergel y Rojas, 2018; Vergel et. al, 2020) es el papel de la analiticidad y cémo ésta influye
en cada categoria, la cual se puede identificar por medio de los procesos de deduccion que utilizan
para solucionar tareas y las formas en que los estudiantes expresan dichas deducciones. Estas
categorias del pensamiento algebraico proporcionan una visibn mas amplia valorando las
diferentes formas de expresidn de los estudiantes en el aula de clase, haciendo uso de diferentes
MSO para expresar sus ideas matematicas independientemente de su formacion o nivel académico.
Dichos medios semi6ticos son movilizados por los estudiantes en la actividad, que es vista como
una labor conjunta entre estudiantes y docentes, la cual tiene el fin de transformar los saberes en
conocimiento (Radford, 2017).

En este sentido, es de interés investigar qué tipo de pensamiento algebraico evidencian
estudiantes universitarios indigenas luego de su formacién inicial, basica y media, con el propdsito
de identificar qué formas de expresién usan al resolver tareas que involucren procesos de
generalizacion. Es por ello, que al revisar en la literatura se encontr6 que unade las rutas de acceso
para el pensamiento algebraico también apoyadas y reportadas por Butto y Delgado (2012), son
los procesos de generalizacion, los cuales para términos de la presente investigacion se abordaran
por medio de secuencias de patrones figurales que, debido a algunos autores como Contreras
(2023), Vergel et al. (2020) y Radford (2018b), se dedica un apartado reportando que el uso de
éste es un MSO que puede ser usado en el aula por el docente para hacer notar regularidades,
contribuyendo asi a la evolucion del pensamiento aritmético al pensamiento algebraico (Vergel et

al., 2022).
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1.2 Generalizacion de patrones

La TO ha abordado el estudio del pensamiento algebraico por medio de tareas de
generalizacion sobre secuencias de patrones figurales, haciendo uso del analisis multimodal del
pensamiento humano (Radford et al., 2009). Este da importancia a identificar, describir y analizar
los diferentes MSO que emergen y evolucionan en el proceso de dar sentido a los objetos
matematicos en el aula de clase.

Autores como Radford (2010), Vergel y Rojas (2018), y Vergel et al. (2020), resaltan el
trabajo con la generalizacién de patrones como un escenario propicio para el desarrollo del
pensamiento algebraico. De esta manera, la exploracion se da a traves de secuencias figurales, la
cual se presenta como un punto de partida para buscar evidencias que ayuden a identificar el
surgimiento de formas de pensamiento algebraico en relacion con la generalizacion. Realizandose
desde el analisis de patrones en contextos mas cercanos y accesibles para los estudiantes.

Ademas, se recalca que la generalizacidn es uno de los procedimientos principales para la
construccion del conocimiento y se constituye de tres problemas fundamentales: el
fenomenoldgico donde se realizan determinaciones para definir aspectos en comdn; el
epistemoldgico que son los criterios y formas de operar que se toman en cuenta para abstraer,
inducir o generalizar; y el semiotico entendido desde las diversas formas de denotar los objetos
entre ellas: gestual, lenguaje natural, uso de artefactos, simbolos o combinaciones entre ellos
(Radford, 2013). A partir de alli, se propone una caracterizacion partiendo de (i) Identificar una
comunalidad o caracteristica comun que se nota a partir del trabajo con algunos elementos
particulares de la secuencia (por ejemplo: pi,p,, p3, ..., Px); (ii) Generalizar o aplicar la

comunalidad a todos los términos de la secuencia en consideracion, es decir a los términos
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(Pk+1, Pk+2, Pre+3, --); Y (iii) La capacidad de usar esa propiedad a fin de deducir una expresion
directa que permita calcular el valor de cualquier término de la secuencia.

La Figura 1 explica la estructura de la generalizacion algebraica de secuencias figurales,
las flechas bidireccionales indican que se puede transitar entre los diferentes elementos siempre
que se requiera.

Figura 1 Estructura de la generalizacién algebraica de secuencias figurales

Términos dados Determinaciones Caracteristica

Pi, P2,..., Pk sensibles cmgﬁn

Deduccién de la Aplicacién a Abduccién

términos no dados

analitica
Pk +1, Pr+2,...

(C se convierte en H)

féormula

Nota. Tomado de Entorno a tres problemas de la generalizacion (p.7) por Radford (2013)

Un aspecto importante en los procesos de deduccién que se dan a lo largo de la
generalizacion es la manera analitica de generalizar la caracteristica comun. Es por ello que para
Viéte “lo que es distintivamente algebraico [...] es la forma analitica en la que pensamos cuando
pensamos algebraicamente” (Radford, 2018b, p. 6). Ademas, es importante aclarar que en la
deduccion de la formula no es necesario hacer uso de simbolos alfanuméricos, esto debido al
simbolismo moderno por medio del cual es posible expresar ideas o formas de generalizacion
(Vergel, 2018).

Otros autores como Carfiadas y Castro (2007) presentan un modelo de razonamiento
inductivo que consta de cinco pasos, que se proponen como Utiles para ayudar al estudiante a
avanzar hacia la generalizacion, cabe recalcar que no necesariamente deben ser secuenciales.

Estos pasos son: (i) Trabajar sobre casos particulares, casos concretos o ejemplos que sean
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facilmente observables; (ii) Identificacion de regularidades, es aquello comdn, repetido en
diferentes situaciones que se espera que suceda de nuevo; (iii) Formulacion de conjeturas,
proposiciones que se suponen como ciertas pero que son sujetas a pruebas, dicha prueba puede
resultar no valida y ser rechazada; (iv) Justificacién de una conjetura, cualquier razon dada para
convencer la veracidad de una afirmacion. Hay justificaciones empiricas que utilizan ejemplos
como medio para convencery la validacion de conjeturas se produce con nuevos casos particulares
(diferentes de los anteriores), pero no para el general; (v) Generalizacion, implica la extension del
razonamiento mas alla de los casos particulares estudiados donde la conjetura se expresa de tal
manera que se refiere a todos los casos.

Cafadas y Castro (2007) también concluyen que la bUsqueda de patrones es un paso
relevante y necesario en el desarrollo del razonamiento inductivo en los primeros niveles
universitarios; puesto que el trabajo con patrones puede proporcionar a los estudiantes una forma
mas significativa de encuentro con los procesos de generalizacion. Si los estudiantes no poseen
habilidades mentales necesarias para identificar estructuras matematicas a partir de casos
particulares, serd& mucho mas complejo el trabajar con estructuras matematicas en cursos
posteriores.

Por su parte, Contreras (2023) investigando sobre las caracteristicas del cambio y la
variacion en estudiantes de grado octavo y a través del uso de tareas de generalizacion sobre
secuencias de patrones figurales, reporta que los estudiantes materializan sus intenciones y
coordinan la estructura numérica y espacial de la secuencia figural por medio de gestos idexicales,
como: sefialamientos, apuntamientos y deslizamientos. Asimismo, muestra que la coordinacion de
diferentes MSO en las acciones linguistica, perceptual, gestual, artefactual y escrita de los

estudiantes revela los procesos de objetivacion que usan al generalizar. Ademas, sugiere que los
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estudiantes construyan por medio de dibujos, elementos de la secuencia, pues al expresar sus ideas
apoyadas de sus representaciones graficas se reflejan formas de pensamiento mas sélidas apoyadas
de diferentes expresiones semidticas.

Es asi, como la investigacion sobre el desarrollo del pensamiento algebraico, enmarcada
en los estudios mencionados, ha revelado la importancia de abordar la generalizacion a través de
secuencias figurales para comprender el surgimiento de formas de pensamiento algebraico en
contextos educativos. La exploracion detallada con patrones y la identificacion de MSO han
demostrado ser esenciales en este proceso, se destaca la relevancia de la generalizacion como un
proceso y producto (Ayalay Molina, 2021) clave en la construccién del conocimiento matematico.

La propuesta de Viéte sobre la forma analitica de pensar algebraicamente y el modelo de
razonamiento inductivo de Cafladas y Castro (2007) ofrecen perspectivas complementarias,
consolidando la idea de que trabajar con patrones y estructuras matematicas desde etapas
tempranas y a lo largo de toda la formacién académica de los estudiantes es crucial para el
desarrollo académico futuro. A su vez, los hallazgos de Contreras (2023) aportan una dimension
multimodal al proceso, subrayando la coordinacion de diferentes MSO a través de gestos, acciones
linglisticas y representaciones graficas. Este enfoque integral en la investigacion del pensamiento
algebraico sienta las bases para explorar, en el siguiente apartado, la conexidn entre estas
perspectivas teoricas y la implementacion efectiva en una etapa educativa poco estudiada desde el
pensamiento algebraico en estudiantes universitarios pertenecientes a comunidades indigenas.

1.3 Formacion de estudiantes pertenecientes a comunidades indigenas

De acuerdo con el interés de la presente investigacion, se decide realizar una revisién de

literatura acerca de como se han implementado politicas tanto nacionales como internacionales

referentes a la formacion de estudiantes pertenecientes a comunidades indigenas; ademas, se
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analizan estudios que se han centrado en dar relevancia a el desarrollo de procesos educativos de
dicha poblacion.

Con el fin de garantizar el derecho a una educacion con calidad para todos segln lo
reglamentado en la Declaracion de los Derechos Humanos, desde 1948 se han venido
estableciendo regulaciones, conferencias y decretos a nivel global y nacional. Entre ellas, se puede
encontrar la constitucion politica de Colombia que establece en el articulo 67: “la educacion es un
derecho de toda persona”, mencionando que los principales actores involucrados son el Estado, la
sociedad y la familia. Esta educacion se formula como obligatoria para individuos entre cinco y
quince afos de edad garantizando un afo de prescolar y 9 afios de educacion basica y media.

Con relacion a la educacion superior, el Consejo Nacional de Educacion Superior (CESU)
plantea en el acuerdo 2034 "Por lo superior" la promocién de la educacion inclusiva a través de
tres pilares fundamentales: acceso, permanencia y graduacion. Este acuerdo aborda la
problematica de la inequidad que enfrentan ciertos grupos sociales para acceder a la educacién
superior, siendo estas desigualdades de indole social, econémica y cultural. De acuerdo con el
articulo 7 de la Constitucion politica, que reconoce y protege la diversidad étnica y cultural, en
Colombia se identifican cinco grupos poblacionales que encuentran obstaculos en el acceso a la
educacion superior: "comunidades negras, afrocolombianos, raizales y palenqueros, indigenas y
Rom" (MEN, 2013, p. 94).

El estado tiene el compromiso de brindar cobertura y atencion a quienes logran acceder a
los diferentes niveles educativos. Asimismo, las universidades deben implicarse en la tarea de
proporcionar una educacion inclusiva, definida por el MEN (2013) como: “la capacidad de
potenciar y valorar la diversidad, promover el respeto a ser diferente y garantizar la participacion

de la comunidad en una estructura intercultural de los procesos educativos” (p. 96).
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Atendiendo a esta politica de educacion inclusiva el MEN (2018) decreta el indice de
Inclusion para Educacion Superior (INES), como una herramienta que proporciona orientaciones
para las Instituciones de Educacién Superior (IES) hacia la basqueda de la equidad, permanencia
y calidad, potenciando y valorando la diversidad desde el reconocimiento y visibilizacion de la
diferencia, como condicion inherente al ser humano.

Segun el MEN (2018) comprender la educacion inclusiva se debe tener claridad sobre
algunas caracteristicas fundamentales, las cuales se muestran en la Figura 2.

Figura 2 Caracteristicas de una educacion inclusiva definidas por el MEN

% PARTICIPACION (@

PERTINENCIA DIVERSIDAD
EDUCACION
INCLUSIVA
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Nota. Tomado de indice de inclusion para la educacion superior (INES) (p. 19) por MEN, 2018.

A continuacion, se da una descripcion de cada una de estas caracteristicas que se tuvieron
en cuenta para generar recomendaciones que permitan fomentar el disefio e implementacion de las
aulas inclusivas en los cursos de primer afio de las IES a partir del MEN (2018):

Participacion: “Hace referencia a la importancia de tener voz y ser aceptado por lo que
uno es” y se relaciona con “experiencias compartidas y negociaciones que resultan de la
interaccion social al interior de una comunidad que tiene un objetivo en comtun” (p. 20).

Diversidad: Caracteristica inherente al ser humano que hace que sus diferencias sean

consustanciales a su naturaleza.
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Interculturalidad: Es un conjunto de relaciones entre diferentes grupos culturales que
conduce a un proceso dialéctico de constante transformacion, interaccion, didlogo y aprendizaje
de los diferentes saberes culturales en el marco del respeto, promoviendo un dialogo abierto,
reciproco, critico y auto-critico entre culturas.

Equidad: En el ambito educativo significa pensar en términos de reconocimiento de la
diversidad estudiantil. Es pensar en dar a cada estudiante lo que necesita en el marco de un enfoque
diferencial; en educar de acuerdo con las diferencias y necesidades individuales. La equidad
incluye generar condiciones de accesibilidad, entendida como una estrategia que permite que los
entornos, los productos y los servicios puedan ser utilizados sin problema por todas las personas.

Calidad: Se refiere a las condiciones 6ptimas que permiten el mejoramiento continuo de la
educacion en todos los niveles.

Pertinencia: Se relaciona con la capacidad que tienen las IES de dar respuesta a las
necesidades concretas de un entorno y de su incidencia en la comunidad.

Desde el ambito local, la Universidad Industrial de Santander (UIS) por medio del Acuerdo
282 (2017) y considerando los decretos anteriormente nombrados, propone dentro de sus objetivos,
estudiar y promover el patrimonio cultural de la humanidad, dando atencion a la diversidad étnica,
histdrica, regional e ideoldgica y asi contribuir a la conservacion y enriquecimiento. Ademas,
brinda disposiciones sobre el ingreso a la universidad de aspirantes bajo la modalidad de Admisién
Especial (AE), otorgando a programas de pregrado presencial un sistema de cupos especiales
asignando 2 por carrera, los cuales pueden acceder con la exigencia de un puntaje igual o superior
al 80% del corte del programa al que aspira estudiar.

Segun lo anterior, se reporta en la Oficina de Admisiones de la UIS desde el 2011-1 y hasta

2023-1 fueron admitidos 80 estudiantes pertenecientes a comunidades o resguardos indigenas de
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los cuales 48 ingresaron a carreras con asignaturas que ofrece la Escuela de Matematicas. Esto es
el 60% de los estudiantes admitidos tienen en su plan de estudio asignaturas como: célculo y
algebra lineal, entre otras relacionadas con matematicas.

Sin embargo, el cumplimiento de estas normativas solo estd garantizando el acceso a
diferentes niveles educativos, pero en la practica se estd dejando a un lado la permanencia,
promocion y respeto a lo diferente como lo reportan Gonzélez (2022) y Pineda (2018)
investigaciones en las que se evidencia vivencias de estos estudiantes al enfrentar sus cursos
iniciales en los que en algunos casos han tenido que cancelar sus semestres académico. Por
ejemplo, Sierra (2005) entrevistando estudiantes y egresados de universidades de Antioquia y
Choco pertenecientes a comunidades indigenas, reporta que en todos los niveles educativos
(primaria, secundaria y universidad) los estudiantes consideran que no se fortalece ni valora su
cultura, pues se ensefia de igual forma que en cualquier institucion regular sin tener en cuenta sus
origenes o desarrollos historicos y culturales.

Por otro lado, Avila (2014) propone recomendaciones que son de utilidad al trabajar
actividades con estudiantes de comunidades indigenas; entre ellas plantean que a través de tareas
“practicas” concretas y contextualizadas se puede promover una mejor comprension. Ademas, se
ha demostrado que, “tienen mayor sensibilidad y éxito al tratar con informacion visual y espacial
en comparacion con la verbal” (Barnes, 2000, p.10) y “aprenden por observacién y comunicacion
no verbal” (South Australia DETE, 1999, p. 10). Por tanto, es pertinente plantear actividades que
sean mas cercanas a los estudiantes, a su forma de comprender, y a su vez indagar las maneras
como objetivan conceptos del algebra, pues los medios semidticos que se espera usen los
estudiantes pueden ser muy variados (gestual, verbal, interaccion, entre otros) y ayudaran a

enriquecer sus procesos de objetivacion.
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Respecto a la probleméatica observada en la Universidad Industrial de Santander,
investigaciones como las de Gonzalez (2022) y Echeverria (2022) han abordado la situacion desde
dos perspectivas complementarias. Echeverria (2022) enfatiza la presencia de estudiantes
indigenas en las aulas de matematicas, proponiendo que los docentes en formacion reflexionen
sobre las formas de atender las necesidades especificas de estos estudiantes. Esta propuesta busca
dar visibilidad a las comunidades indigenas y destacar la necesidad de politicas no solo para el
acceso a la educacion superior, sino también para el disefio y desarrollo de estrategias que
promuevan su permanencia y graduacién, aspectos criticos que aun no estan suficientemente
cubiertos.

Por su parte, Gonzalez (2022), en su esfuerzo por mejorar la permanencia de estudiantes
indigenas en la universidad, sugiere implementar un curso de refuerzo preuniversitario dirigido
especificamente a estudiantes que ingresan por admision especial. Este curso busca fortalecer los
conocimientos algebraicos y aritméticos de los estudiantes mediante la resolucion de problemas
contextualizados, lo que facilita un acercamiento significativo a los conceptos matematicos.
Ademas, el curso permite que los estudiantes exploren los problemas desde sus propios contextos
culturales, lo cual no solo potencia sus habilidades matematicas, sino que también enriquece sus
formas de expresion y comprension en el aula.

Estas investigaciones reflejan una problematica persistente en cuanto a las dificultades de
acceso, permanencia y graduacion de los estudiantes indigenas en la educacion superior.
Asimismo, subrayan la importancia de crear espacios dentro de las matematicas que no solo
faciliten el aprendizaje y la reflexion, sino que también consideren el contexto histérico y cultural

de estos estudiantes, promoviendo asi un proceso educativo inclusivo y enriquecedor.
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2. Planteamiento del problema

El interés por esta investigacion surge del deseo de conocer las modalidades de ingreso que
ofrece la Universidad Industrial de Santander para promover la inclusién desde la educacion
superior. En particular se identifica el acuerdo 282 del consejo académico de la UIS, mediante el
cual se asignan cupos por medio de un proceso de “admision especial” para poblaciones con dificil
acceso a la educacion. Entre estas poblaciones se encuentran estudiantes pertenecientes a
comunidades indigenas, para quienes la universidad ofrece dos cupos por programa académico.
No obstante, investigaciones como las de Echeverria (2022) y Gonzéalez (2022) sefialan que no se
esta contemplando la permanencia ni el indice de graduacion de dicha poblacion.

Por otra parte, la investigacion en Educacion Matematica muestra que el asunto de
desercion en asignaturas como célculo y algebra lineal en los primeros afios de universidad, es un
problema general y que se presentan en diversos contextos (Artigue et al., 1995; Hit, 2003; Lopez
y Escribano, 2016). Como se evidencia en la Figura 3, este es un asunto que también afecta a los
estudiantes de la Universidad Industrial de Santander pues se evidencia que solamente cerca del
60 % de los estudiantes aprueban las asignaturas de calculo y algebra lineal. Bajo este panorama,
surgen las siguientes preguntas: ¢cdmo se ven reflejados estos datos en estudiantes de comunidades
indigenas teniendo en cuenta su acceso limitado a la educacion universitaria? ;qué acciones
pueden ser tomadas por las instituciones para contribuir con la permanenciay graduacion de estos

estudiantes?
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Figura 3 Porcentaje de aprobacion de asignaturas en la UIS
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Nota. Tomado de Curso de refuerzo en matematicas para estudiantes de admision especial
universitaria: habilidades para la resolucion de problemas (Gonzalez, 2022, p.31)..

Diversas investigaciones han analizado las dificultades que presentan los estudiantes frente
a los cursos de algebra lineal autores como Dorier (2000), Lopez y Escribano (2016) y Kop et al.,
(2019), por ejemplo, reportan que parte de las dificultades se relacionan con el uso de nociones,
palabras, simbolos, definiciones y una amplia gama de nuevos teoremas que se presentan en esta
area de las matematicas. Ademas, se reporta que los estudiantes comenten errores al generalizar
(Bautista et al., 2021), haciendo que sea mucho mas complejo comprender las ideas fundamentales
del &lgebra lineal para quienes han tenido un acercamiento limitado al tipo de conceptos
(incégnitas, variables, parametros) y la forma de operar con ellos.

En relacién con aspectos mencionados con el capitulo anterior y los sefialados en este, en
los Gltimos afios se ha consolidado en Didactica de las Matematicas el estudio del algebra temprana
(Early algebra), el cual busca promover el desarrollo de pensamiento algebraico desde edades muy

tempranas y a lo largo de toda la formacion escolar (Radford, 2018b; Kaput, 2017; Kieran, 2022).
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A partir de alli, surgen diversas investigaciones que resaltan la propuesta de trabajar el
pensamiento algebraico mediante actividades que promuevan la capacidad de los estudiantes para
analizar patrones, generalizar relaciones y expresar sus ideas haciendo uso de simbolos, es decir
favorecer procesos de generalizacion propios de las matematicas (Radford, 2013; Kaput, 2017;
Vergel y Rojas, 2018, Contreras, 2023).

No obstante, partiendo de la desigualdad historica por la que han pasado las comunidades
indigenas (Corbetta et al., 2018) y agregando que en las aulas no se valoran sus saberes culturales
(Sierra, 2005), este trabajo busca favorecer aspectos referentes al pensamiento algebraico como:
el tipo de razonamiento que involucra generalizar, representar, justificar, percibir estructuras
algebraicas, estudiar los cambios entre cantidades y operar de forma analitica cantidades
indeterminadas (Kieran, 2004; Kaput, 2017; Radford, 2012). No solo centrados en el objeto
matematico de estudio, sino también desde una perspectiva sociocultural de la educacién
matematica que puede proporcionar informacion que permita comprender el problema que se
aborda, considerandolo como un contenido que representa el saber histdrico-cultural y socialmente
construido en un momento especifico (Radford, 2020a).

En este sentido, es de interés para esta investigacion estudiar: ;Qué procesos de
objetivacion movilizan estudiantes de comunidades indigenas de la Universidad Industrial de
Santander al resolver tareas de generalizaciébn? Con base en esta pregunta se proponen los
siguientes objetivos:

Objetivo general: Identificar y describir los procesos de objetivacion emergentes de la
actividad matematica con tareas de generalizacion en estudiantes universitarios pertenecientes a

comunidades indigenas.
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Obijetivos especificos:

Disefiar un conjunto de tareas que promueva en los estudiantes una actividad matematica
donde se evidencie su pensamiento algebraico.

Identificar y describir los medios semidticos de objetivacién que emergen al resolver tareas

de generalizacion de patrones.
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3. Marco tedrico

En este capitulo se reportan elementos de la Teoria de la Objetivacion que dan sustento a
esta investigacion, se explican los constructos tedricos, cuales son sus bases y como se
fundamentan. Ademas, se definen aspectos que se consideran adecuados y pertinentes para el
desarrollo de la investigacion, estos son: saber, conocimiento, actividad, medios semioticos de
objetivacion, procesos de objetivacion y tareas.
3.1 Teoria de la Objetivacion

La Teoria de la Objetivacion (TO) es una teoria sociocultural que permite explicar los
métodos de ensefianza y aprendizaje en el aula de clase, considerando a los estudiantes como
sujetos culturales e histdricamente situados que reflexionan sobre nuevas posibilidades de actuar
y pensar al momento de realizar una labor conjunta entre estudiantes y maestros. Lo anterior parte
de cuatro principios: 1) Epistemologico: reconoce que conocer hace parte del saber, 2) Ontologico:
en el que se reconoce diferencias entre lo actual y lo potencial, el saber es pura posibilidad y el
conocimiento es la actualizacion o materializacién del saber, 3) Educativo: en el que la instruccion
y el aprendizaje es un proceso cultural de objetivacion, 4) Etico: en el que el estudiantes es
considerado como el resultado de un conjunto de relaciones sociales (Radford, 2015, 2017, 2018a).

El saber es tomado como un “sistema de procesos corporeos sensibles y materiales de
accion y de reflexion construidos historica y culturalmente” (Radford, 2020b, p.16) el cual se
produce por la actividad humana. De esta manera el saber es una forma de reflexionar cultural e
historicamente modificada que se presenta como pura posibilidad de hacer algo; se actualiza a
través del proceso de actividad, se materializa y adquiere un contenido conceptual y a partir de ahi
se adquiere el conocimiento. En otras palabras, el conocimiento es el contenido conceptual

concreto en el que se actualiza el saber.
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Asimismo, los sujetos, como los describe Radford (2017), construyen dicho saber en
potencialidad a través de su propia labor por medio de sus acciones, reflexiones, sufrimientos y
esperanzas, como individuos concretos que actdan en el mundo social y cultural. Estas acciones
son construidas a través del cuerpo, de los sentidos y el uso de objetos fisicos y artefactos
culturales. De esta forma el estudiante es constructor del conocimiento y el profesor es participante
activo de esa construccion, es decir, hay un trabajo conjunto en una sola e inseparable actividad.
La Actividad es concebida por Radford (2017, 2018a) como una forma de vida que se compone
de la energia que descargan los participantes y que es sensible y sensual, material e ideacional,
discursiva y gestual, y que adicional incorpora componentes intelectuales, emocionales, y éticas.
3.1.1 La actividad mediadora entre saber y conocimiento

La actividad es el Gnico medio por el cual se media el saber y el conocimiento a través de
su contenido conceptual concreto, es decir, la actualizacion del saber es el conocimiento (Radford,
2017). De esta forma el conocimiento es siempre un resultado de una mediacion y dicho
conocimiento lleva una huella de la actividad que lo media, en otras palabras, la manera en que se
llega a conocer algo (por ejemplo, solucionar sistemas de ecuaciones) estd directamente
relacionado con las especificidades del proceso de conocimiento. A su vez la actividad ejerce su
mediacion a través de artefactos, las formas de usar los artefactos, los modos de interaccion, los
cuales poseen raices histéricas y culturales (Radford, 2017).

El proceso central en la TO es la actividad, pues es quien trae a la vida el conocimiento,
materializando el saber que poseen los estudiantes. Un ejemplo sencillo y epistemoldgico que
propone Radford (2017) para entender la relacidn entre saber, actividad y conocimiento es el
desarrollado en la antigua Babilonia donde una de las unidades de medida que se usaba era el pie.

Este se puede ver como el saber de la época, por medio de la actividad de medir se dieron cuenta
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que no era suficiente con esta unidad para longitudes entre 1y 2 pies. La actividad de medicion
los llevo a ampliar las formas codificadas de medida y a usar las subdivisiones del pie en
fracciones, proceso en el cual se tuvo que actualizar el saber previo lo que llevo a un nuevo
conocimiento y las practicas de medicion se convirtieron en un nuevo saber. Si no hubiera
posibilidad de actualizacion (actividad) el saber no podria ser modificado.

De igual forma hay que tener en cuenta que el saber visto como entidad histdrico cultural
no permanece estatico, esta siempre en constante cambio y transformacion gracias a la actividad
que se promueva en el entorno de aprendizaje (Radford, 2017). Para alcanzar la actualizacion del
saber al conocimiento la actividad debe poseer un objetivo concreto y para ello se deben formular
tareas especificas con la intencién didactica de asimilar nuevos conocimientos y habilidades.
3.1.2 Tareas que promuevan el pensamiento algebraico

La TO ha promovido el disefio de tareas que buscan fomentar un tipo de actividad en el
aula de matematicas. De acuerdo con Vergel (2019):

La tarea es una categoria didactica, esta revestida de una densidad epistemoldgica, por

cuanto su abordaje, por parte de los estudiantes, implica la movilizacion, a través de signos

y de operar con ellos, de ideas y procesos matematicos, la conjeturacion y formulacién de

hipotesis, el establecimiento de relaciones numéricas, el trabajo analitico con lo

desconocido, entre otros aspectos. (p. 8)

La tarea no debe ser ajena al estudiante, es decir, debe involucrarlo e incentivarlo a su
realizacion y su proposito es orientar la actividad. Radford et. al (2009b) proponen pautas y
caracteristicas que se deben tener en cuenta para el disefio de las tareas: a) que sean basadas en los
conocimientos e intereses del estudiante; b) debe implicar el uso de un equipo manipulable; d)

brindar espacio para la reflexion y el intercambio de ideas trabajando en grupos pequefios; e)
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centrarse en problemas que movilizan los conceptos matematicos especificos a niveles de
profundidad adecuados; f) proporcionan oportunidades para que los estudiantes piensen en
maultiples niveles de abstraccion; g) tienen una unidad conceptual que fomenta el cambio a lo
abstracto.

Respecto a la unidad conceptual que deben incluir las tareas, se refiere por un lado, a la
dimension afectiva que implica la motivacion del estudiante para resolver el problema donde se
sugiere en trabajar con problemas que sean de interés o cercanos a ellos y que se movilice el
concepto cientifico a trabajar, es decir, que aparezca de forma explicita o implicita el objeto
principal del proposito de la actividad, en este caso que las tareas impliquen al estudiante y que en
su solucion emerjan procesos de generalizacion. Por otro lado, la dimension cognitiva involucra
la organizacion progresiva de la actividad donde se fomente preguntas cada vez con un grado
mayor de dificultad y de esta forma crear condiciones que favorezcan la transicion a lo abstracto.

No obstante, para que una tarea se considere de tipo algebraico debe promover formas de
pensar algebraicamente. De esta forma, deben poseer un sentido de la indeterminancia (desde esta
investigacion se identifica en pasos lejanos de la construccidn de la secuencia), para dar solucion
el estudiante puede operar con lo indeterminado, es decir, reconoce las operaciones que pueden
ser usadas realizando procesos de deduccion y ademas puede hacer uso de expresiones semioticas
que se evidencian en la manera de nombrar o hacer referencia de los objetos o aspectos que
vislumbren su analiticidad.

3.1.3 Medios semidticos de objetivacion (MSO)

Para Radford “la objetivacion es un proceso cuyo objetivo es mostrar algo (un objeto) a

alguien” (2005, p.203). Para mostrarlo se hace uso de Medios Semidticos de Objetivacion (MSO)

que son objetos, artefactos, términos linguisticos y signos en general que son usados con el
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proposito de volver clara una intencidn y llevar a cabo acciones. Ademas, se evidencia como todos
los medios utilizados por los individuos en el proceso de producir su propio significado y lograr
una forma estable de conciencia (Radford, 2003). Los MSO no son Gnicamente herramientas con
las cuales manipulamos el mundo, también son mediadores de nuestros actos intencionales que
poseen conciencia histérica que fue construida por las generaciones precedentes a partir de la
actividad cognitiva y a su vez forman parte de las formas de pensar (Radford, 2008a; Vergel,
2016).

Ademas, estos medios pertenecen a una diversidad de sistemas simbolicos culturales
(gestos, movimientos, palabras, tonos, etc.) propios del individuo y que van maés alla de €l. Por
ejemplo, las formas de resolver algun tipo de problema, las formas de argumentar, validar,
demostrar, cada una de ellas tiene una historia que se constituye por medio de las préacticas
culturales (Vergel, 2016).

Del mismo modo, Vergel (2016) asume dos principios fundamentales en la TO, 1) los
signos nos permiten reflexionar sobre el mundo, y 2) el mundo es reflejado y refractado en los
signos y en la forma en que estos son usados. Estos principios se hacen operativos, por ejemplo
“en el trabajo de aula de matematicas, que los signos son portadores de convenciones y formas
culturales de significacion, es decir, tienen una historia y necesariamente influyen en nuestras
estructuras psicologicas” (Vergel, 2016, p.55). Esto indica la importancia de los signos que
movilizan los estudiantes, como les ayudan a reflexionar y al mismo tiempo interpretar el mundo.
Debemos reconocer que los estudiantes pueden hacer uso de diversos signos debido a que son
construcciones culturales e histdricas propias.

Entre los MSO los gestos juegan un papel muy importante en el proceso de

conceptualizacion, pues ayudan a los estudiantes a comunicar ideas o representaciones mentales
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que son dificiles de explicar por medio del habla (Kendon, 1987, citado por Vergel, 2016).
Ademas, la coordinacion de signos que pertenecen a diferentes sistemas semioticos (gestos,
palabras, formulas, entre otros) al momento de argumentar se consolida como un nodo semiotico
que vislumbra procesos de objetivacion.

3.1.4 Procesos de objetivacion

Los procesos de objetivacion son definidos como procesos sociales, colectivos de toma de
conciencia progresiva y critica; que corresponden a un sistema de pensamiento y accion cultural e
histéricamente constituidos, sistema del cual somos conscientes y al mismo tiempo dotamos de
sentido (Radford et al., 2020). Son procesos en los que se notan aspectos culturalmente
significativos del entorno, aspectos que son revelados a la conciencia por medio de actividad
corpdrea, sensible, afectiva, emocional, artefactual y semidtica. Estos procesos tratan de dotar de
sentido a los objetos conceptuales que encuentra el alumno en su cultura y se pueden comprender
como elaboraciones activas de significados (Radford, 2006).

La objetivacion es un proceso de toma de conciencia progresiva en el que se plasma y
expresa el sujeto a través del trabajo o esfuerzo por aprehender el objeto, asi mismo, se familiarizan
con las formas de accion y pensamiento histricamente constituidas. (Radford, 2006, 2018a). No
se debe olvidar que el estudiante es un ser social que hace parte de una cultura, que posee
conocimientos ancestrales historicamente constituidos en la que contribuye, reflexiona, es critico
y analitico, en la que trabaja en equipo, es receptivo, aporta y recibe ideas de los demaés. Estos
aspectos se pueden relacionar con procesos de objetivacion propios de las actividades de su

comunidad, los cuales el estudiante realiza frecuentemente de forma inconsciente.
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4. Metodologia

Esta investigacion se enmarca en un enfoque cualitativo, de caracter descriptivo e
interpretativo (Latorre et al., 2021). Desde este enfoque es posible construir una descripcion del
problema de estudio, el cual busca poner en evidencia las formas de expresion, reflexion y
actuacion que surgen de la labor conjunta con tareas algebraicas al trabajar con estudiantes
universitarios pertenecientes a comunidades indigenas. Se toma como referente las fases
metodoldgicas de la TO; en particular: el disefio de la tarea, la implementacion de la tarea, la
seleccidn de datos y el andlisis e interpretacion de datos (Radford, 2010). En esta investigacion se
agrega una fase cero donde se identifican y caracterizan los participantes. A continuacion, se
describen y desarrollan cada una de las fases.

4.1 Fase 0: Caracterizacion de la poblacion

El principal objetivo de esta fase es identificar a aquellos estudiantes que han ingresado a
la universidad mediante admision especial, conforme al Acuerdo 282 de 2017, y que pertenecen a
comunidades indigenas. Los datos han sido proporcionados por la Vicerrectoria Académica de la
Universidad Industrial de Santander, a través de un informe y listado que incluye a aquellos
estudiantes que han sido admitidos de manera especial entre el afio 2011 y el 2023.

En el periodo comprendido entre 2011 y 2021, un total de 61 estudiantes pertenecientes a
comunidades indigenas se matricularon en programas académicos universitarios. De este grupo,
se ha constatado que un 22% ya no se encuentra matriculado, debido a diversas razones: retiro
voluntario (4,9%); cancelacion definitiva de la matricula (6,6%); exclusion de la universidad,
debido al bajo rendimiento académico (6,6%); vy el retiro definitivo (3,3%). Hasta 2022, el 4,9 %
de los estudiantes se gradué y un 72% continGa su proceso académico de manera normal,

avanzando en sus estudios.
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Lo anterior ayudd a consolidar una muestra de 19 estudiantes pertenecientes a comunidades
indigenas, que ingresaron en el periodo 2022-11y 2023-1. A este grupo de estudiantes se envio una
invitacion por medio del correo electronico solicitando su participacion voluntaria en el proyecto
a cambio de algunas clases de refuerzo de las asignaturas de célculo y algebra lineal. De los cuales,
aceptaron la invitacion tres estudiantes, ademas, de un compafiero de ingreso regular que se
interesd en el proyecto.

Una vez definido el grupo de estudiantes se diligenciaron los consentimientos respectivos
de la investigacion. Dentro del proceso de identificacion, se disefié y aplicdO una entrevista
semiestructurada de veintitrés preguntas con el fin de recolectar datos sobre su formacion
académica, su entorno sociocultural y de su percepcién sobre estos dos aspectos (ver jError! No
se encuentra el origen de la referencia.).

La entrevista se realizé de manera individual, fue video grabada y transcrita para un mejor
analisis de la informacién; en el jError! No se encuentra el origen de la referencia., aparecen
las preguntas planteadas del instrumento. Cabe mencionar que, para diferenciar las respuestas de
los tres estudiantes en el posterior andlisis se usan seudénimos.

A continuacion, se realiza una descripcion de las tres entrevistas, apoyadas en
transcripciones de las videoconferencias.

Jana: Es una estudiante de 17 afios de la comunidad Inga de aponte, ubicada en el
departamento de Narifio en el municipio de Gémez en el putumayo alto. Ella destaca de su cultura

el esfuerzo por preservar la lengua nativa Inga, sus vestidos tradicionales “Pacha” (falda) y las
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artesanias que son significativas dentro de su comunidad; por ejemplo, el "chumbe™ (faja), con
simbolos con significados profundos (Ver Figura 4). Lo descrito, se presenta en el Episodio 1.1

I: ¢ Qué aspectos relevantes consideras que tiene tu comunidad?
Jana: Pues creo que los aspectos que la comunidad tiene son como las tradiciones del vestido, la
lengua que todavia se conserva, no en muy altos niveles, pero si todavia, también la cultura y eso
seria.
I: Me podrias hablar un poco méas sobre los tipos de vestidos y lenguajes que se utilizan en tu
comunidad.
Jana: Si, en la comunidad Inga se habla inga, la lengua se llama inga [...], el vestido yo pues uso
la pacha, la falda se Ilama pacha y la camisa blanca. La pacha es tejida de lana de ovejo o pues de
la otra lana, [...]. Y la de los hombres también es la cusma [TUnica negra de lana u otros
materiales], la camisa blanca y el calzoncillo. Ahy no se me puede olvidar, el chumbe, perdon.
I: ¢qué es el chumbe?
Jana: El chumbe es como un tipo de faja que es tejido a mano por las mujeres del pueblo con
simbolos y los simbolos cada uno tiene su significado diferente.
I: ¢ Qué tipos de simbolos utilizan, por ejemplo?
Jana: Por ejemplo, esta el del Quinde que su significado es como €él, como algo que ni lastima,
como un ser que nos cuida y podemos tenerlo cerca, pero no nos va a lastimar. Ha visto que los
Quindes llega y pica la florcita, pero ellos no la tocan no le hacen nada, es como un simbolo de paz
de union, mas o menos. También esta la rana, o sea es como un triangulito y significa que es el
vientre de la mujer, significa fertilidad y cuando uno se lo amarra significa proteccion para esa parte
de la mujer.
También esta la chagra que simboliza la madre tierra y todo lo que en ella podemos cultivar, esta
el sol, la luna y la naturaleza el agua y asi diferentes significados.

Episodio 1
Lo anterior muestra las vivencias de Jana respecto a su comunidad y algunos aspectos

relevantes, entre ellos: el vestido autdctono de la comunidad Inga ver Figura 4, y uno de los
animales mas representativos que es usado en el “chumbe” o faja y también en diversas artesanias

de la comunidad como se muestra en la Figura 5.

! Los episodios que se citan de aqui en adelante son transcripciones textuales de las expresiones de
los estudiantes; Se usan las siguientes convenciones: [...] significa que se omiten dialogos que no son
relevantes en la investigacion; [ ] se usa para hacer aclaraciones de las intervenciones, | (investigador); los
nombres son los seudonimos del estudiante que interviene en el dialogo.
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Figura 4 Vestimenta tradicional inga para hombres y mujeres.

~

R

Nota. Tomado de Las formas de tejer la vida ¢como vivir una experiencia Inga a través
del disefio, en el Museo de Trajes Regionales? (p.42) por Gémez, 2012.

Figura 5 Artesania de un animal sagrada para el pueblo inga.

Kindi (Colibri)

Nota. Tomado de Las manillas como tejido del pensamiento del pueblo Inga (p.163) por
Mufioz, 2020.

Su formacion educativa en la Institucion Educativa Agropecuaria Inga de Aponte es
descrita como un aspecto importante para mantener su conexion con la cultura Inga, asi como la
proteccion de la naturaleza. En cuanto a su formacion matematica, menciona que su experiencia
escolar le ha proporcionado algunas bases solidas, en temas de funciones y estadistica. Sin
embargo, manifiesta algunos desafios en su aprendizaje, como la necesidad de autodisciplinay la
superacion de momentos de confusion, destacando, ademas, la falta de profesores especializados
en su comunidad y las dificultades causadas por la pandemia de COVID-19.

Por otro lado, su deseo de utilizar su formacion profesional en pro de beneficiar a su

comunidad; por ejemplo, trabajando en el sector del cultivo del café y las artesanias. Esto dado
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que su comunidad tenia una marca propia de café que exportaban, pero por la mala administracion
tuvo que cerrar; Jana espera que cuando sea Ingeniera Industrial pueda revivir esta empresa y
apoyar a las artesanas locales a comercializar sus productos.

Para finalizar, una de las cosas que Jana recalcaba en la entrevista es que su comunidad
presenta dificultades de acceso a la educacion superior, debido a los bajos puntajes en las pruebas
de estado (ICFES) y la falta de conocimiento sobre las oportunidades universitarias. Ella indica
que es una de las pocas estudiantes de su comunidad que ingresaron a la UIS a través de la admisién
especial, la cual, se entero gracias a la divulgacion que ofreci6 un profesor de la UIS en el Cabildo
indigena. En cuanto a la universidad, comenta que le ha resultado dificil las asignaturas de
matematicas y que necesita fortalecer sus bases de trigonometria y algebra puesto que, considera
importante el conocimiento matematico en su vida, sobre todo en su trabajo artesanal viéndolo
como una habilidad valiosa para su futuro desarrollo y el de su comunidad, esto se evidencia en el
Episodio 2.

I: ¢Como conociste a la UIS y por qué decidiste estudiar en ella? ;Qué te motivo a estudiar en ella?
Jana: Eh bueno yo la conoci porque un egresado de la Universidad fue al resguardo a hacer como
un estudio. [...] y bueno ¢l diciéndonos, alentandonos y llevando a personas que eran de aca
[pertenecientes a la UIS], creo que una vez fue el profesor Gonzalo [Profesor UIS][...] y nos hablo
y nos mostraba videos y fotos de como era la Universidad de las carreras que en ese momento la
UIS teniay pues, decidi estudiar aca, pues porque eh, bueno, me inscribi y no sé, como que dije yo
tal vez no paso, pues porque mi ICFES [Prueba estandarizada que presentan los estudiantes al
finalizar sus estudios de bachillerato y que se tiene en cuenta para acceder a la educacién superior]
no era tan bueno. [...]

I: ¢ Sabes cuantos estudiantes de tu comunidad se han inscrito? ;O cuantos ingresan mas 0 menos
a programas de pregrado? No solo en la UIS, sino en otras universidades también.

Jana: Laverdad, no sé. Porque hay veces que personas se inscriben, pero solamente duran el primer
semestre y se salen. Entonces es dificil saber. Y también en el resguardo, en el colegio que hay ahi,
no es que saquemos muy buenos ICFES, entonces es muy dificil entrar a una Universidad.
Solamente son poquitos los que logran eso. [...]

I: ¢Cémo consideras que tu carrera aportaria aspectos valiosos a tu comunidad?

Jana: Mmm, pues considero que la carrera que estoy cursando ahora colaboraria mucho en el
resguardo, ya que el resguardo es un productor alto en café. Entonces ayudaria como decir en la
economia de eso, hay una marca de café que se llama café cusine. Y ya lo exportaban, pero lleg6 a
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un punto donde quebrd [...] y dejaron tirando todo sin haber quién lo administre, quién vea todos
los productos, quién maneje eso y lo cerraron y dejaron de hacer eso, y ese café lo estaban
exportando a otros paises como Estados Unidos, creo que China y Canada. Y pues, 0 sea, como
que se perdi6 ese lazo o se perdi6 eso y se quedo ahi, entonces a mi me gustaria otra vez retomar
eso que se perdid y continuar. Y si no continto con eso, ayudar a las mujeres artesanas de alla a

sacar sus productos como las artesanias en shakiras en los tejidos. Todo lo que tiene que ver con
artesanias.

Episodio 2

Samuel: Es un estudiante de 17 afios que pertenece al resguardo indigena Zen, el cual se
encuentra ubicado en el departamento Cérdoba en el municipio de Tuchin localizado en la parte
norte del departamento. El destaca de su cultura, el sobrero vueltiao (Ver Figura 6), el cual se
presenta como una de las artesanias de Colombia mas reconocida a nivel nacional e internacional,
y es realizado por miembros de su comunidad a mano haciendo uso de la cafia - flecha que es una
planta de fibra muy flexible.

Figura 6 Venta de Sombreros Vueltiaos en la calle principal de Tuchin.

Nota. Tomado de Artesania indigena en el caribe colombiano: el Sombrero Vueltiao
Zenu (p.73) por Larrain, 2012
Sin embargo, al preguntar por otro aspecto de su comunidad, menciona que él crecid en
una zona municipal un poco alejado de los resguardos indigenas, lo que generd que no estuviese

totalmente informado de las caracteristicas o aspectos relevantes propios del resguardo. No



PROCESOS DE OBJETIVACION EN ESTUDIANTES DE COMUNIDADES INDIGENAS
46
obstante, su herencia indigena proviene por su mama. Lo mencionado se muestra en el Episodio
3.

I ¢ Qué aspectos consideras tu que son relevantes de tu comunidad?
Samuel: Pues lo mas tradicional o lo méas destacado de ellos o que he reconocido tanto a
nivel aqui nacional como puedo decir que internacional es el sombrero vueltiao, que eso es
muy tradicional de alld. Es oriundo de alld. Es algo que se conserva esa tradicion, ese
sombrero es un emblema de esa tierra, de alla de la comunidad.
I: ¢Qué caracteriza a las personas pertenecientes a tu comunidad? ¢ Como podrias describir
de forma general a una persona de tu comunidad o cémo te describirias?
Samuel: Ahi hay una problematica y es que, por lo general, por ejemplo, por decirlo asi, en
el casco urbano de como tal el municipio, las personas, los pertenecientes a la comunidad
andan como personas civiles normales, asi como usted y yo. Es més que todo en la tradicion
0 la costumbre de las vestimentas, la conservan los capitanes o los lideres que si se
encuentran como tal en el epicentro, en el centro del resguardo. Pero como le digo, si usted
va por all3, las personas andan normalmente, porque ya como que practicamente adaptamos
al cambio de andar normal [Sin el vestido tradicional].
I: ¢ Tu no haces parte del resguardo como tal? Sino ¢tu estabas en la parte de la ciudad?
Samuel: Exactamente, es mas yo tengo algo, yo soy de alla, pero resulta que yo estudié en
otro municipio aparte entonces no es que mi conexion con el resguardo sea la mejor que
digamos.
I: Sin embargo ¢tU te consideras perteneciente a la comunidad?
Samuel: Exactamente, pero eso si, no cumplo con ciertas tradiciones por decirlo asi, ya que
como le digo, yo me trasladé por los estudios

Episodio 3

Samuel realizé su formacion académica en el colegio oficial Marco Fidel Suérez ubicado
en ciénaga de oro, fuera del resguardo debido a su traslado a otro municipio por motivos de estudio.
Con relacion a las matematicas considera que experimentd cambios significativos durante la
pandemia, ya que la virtualidad y la pérdida de su profesor de matematicas afectaron su aprendizaje
y dejaron vacios conceptuales. Sin embargo, reflexiona sobre sus fortalezas en aspectos del algebra
en los que se necesite factorizar, debido a su buen manejo de ello y también sus dificultades con

el trabajo con trigonometria, el trabajo con raices y logaritmos.
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Samuel se proyecta como un Ingeniero Quimico exitoso que aportard a su comunidad
implementando técnicas que mejoren u optimicen algunos procesos que se den propiamente en
ella.

Juan: Es un estudiante de 17 afios proveniente de Sincelejo, Sucre, el cual pertenece a la
Etnia Zenu en el resguardo Quebrada del sol, también conocido como Quebaba ubicado en el
departamento de Cérdoba, en la region de la Costa Caribe. Destaca de su cultura la identidad Zend
a través de simbolos culturales como: el reconocido sombrero vueltiao, la gastronomia tradicional
como el mote de queso, las artesanias en piedra y la preservacion de estas manifestaciones en los
museos locales. Ademas, destaca festividades como el Dia del Farol y el festival del fandango que
es un baile tradicional de su comunidad. Sin obviar la historia marcada por el conflicto armado
que dispersd los cabildos y llevé a la migracién, pero, aun asi, recalca el reconocimiento y
certificacion respaldados por el Ministerio del Interior que validan la identidad indigena de su
comunidad.

En cuanto a su formacion académica Juan culminé sus estudios en el colegio oficial
Institucién Educativa Técnico Industrial Antonio Prieto, ubicado en Sincelejo alejado un poco de
los resguardos indigenas. En relacion con las matemaéticas, su formacion fue regular, debido a que
por situaciones medicas su docente siempre se ausentaba por mucho tiempo y no lograban cumplir
la totalidad de la asignatura, ademas, no encontraba una aplicabilidad a los conceptos que veia. Es
por ello, que en las clases de la universidad se siente perdido pues la gran cantidad de temas son
nuevos para él.

El planea ser Microbi6logo y enfatiza que sus conocimientos clinicos pueden ayudar a los
miembros de su comunidad a mejorar los métodos de curacion y diagnostico de las enfermedades

para evitar confusiones. Asimismo, plantea que podria llevar a cabo controles epidemioldgicos
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sobre los casos de dengue u otras enfermedades que son muy comunes en esa zona y asi contribuir
a la salud de los miembros de su comunidad.

Camilo: Es un estudiante de 17 afios proveniente del departamento de Cdrdoba del
municipio de Ciénaga de oro, es estudiante de nuevo ingreso en la universidad en la modalidad de
admision regular, quien cursa la carrera de ingenieria quimica y es compafiero de estudio de
Samuel.

Se interesd por hacer parte del proyecto debido a que semanalmente se tenian clases de
refuerzo en las asignaturas de calculo y algebra lineal. Sin embargo, es pertinente mencionar que
su disposicion fue completa en la realizacion de las tareas y su participacion siempre fue activa.
Ademas, Maria compafiera de estudio de Jana y estudiante de nuevo ingresos de admision regular,
se intereso en participar del proyecto, pero solo particip6 en la primera tarea.

Esta caracterizacion de los participantes fue de utilidad para la creacion y disefio de las
tareas puesto que permitié conocer situaciones cercanas, familiares a sus contextos; ademas de
caracterizar dificultades en su formacién matematica que puedan ser reforzadas con la resolucion
de los problemas.

4.2 Fase I: Disefio de tareas

El disefio de las tareas toma en cuenta sugerencias de investigaciones previas sobre la
relevancia de formas visuales y espaciales, asi como la importancia de la comunicacion no verbal
en el trabajo con estudiantes pertenecientes a comunidades indigenas (Barnes, 2000; South
Australia DETE, 1999). Ademaés, se consideran los elementos conceptuales de la TO sobre la
Actividad, el pensamiento algebraico y los MSO. Con las tareas se busca que los estudiantes hagan
uso de graficos, tablas y pictogramas, para promover una actividad que evidencie formas de

pensamiento algebraico (De la Fuente, 2016).
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Tambien, para los disefios se contemplaron los presaberes que de acuerdo con los
documentos nacionales e internacionales (MEN, 2006, 2016; NCTM, 2003) debe tener un
estudiante al finalizar su educacion media respecto al desarrollo de pensamiento matematico. Para
ello, es de suma importancia indagar sobre qué aspectos del pensamiento algebraico son abordados
en las aulas de clase, en vista de conocer aquello que debe saber un estudiante que haya finalizado
sus estudios de educacion media. Se tuvieron en cuenta documentos legales de matematicas, como
los Principios y Estandares para la educacion matematica (NCTM, 2003), los Estandares Basicos
de Competencias en matematicas y los Derechos Basicos de Aprendizaje en matematicas (MEN,
2006, 2016).

Considerando lo propuesto a nivel internacional por el NCTM se proporcionan principios
y estandares para la educacion matematica. Respecto al Algebra se proponen cuatro estandares
desde la primaria (Prekindergarten desde los 6 afios) hasta secundaria (Nivel 12 hasta los 18 afios)
estos son: i) comprender patrones, relaciones y funciones; en este estandar se propone como una
de las expectativas que los estudiantes generalicen patrones usando funciones definidas explicita
y recursivamente; ii) representar y analizar situaciones y estructuras matematicas utilizando
simbolos algebraicos; para ello el estudiante puede escribir formas equivalentes de ecuaciones,
inecuaciones y sistemas de ecuaciones, y resolverlas con fluidez mediante calculo mental o papel
y lapiz, en los casos sencillos, y, en todos los casos el uso de la tecnologia; iii) hacer uso de modelos
matematicos para representar y comprender relaciones cuantitativas; una expectativa que se
propone es identificar relaciones cuantitativas fundamentales en una situacion, y determinar la
clase o clases de funciones que podrian modelizar estas relaciones; y, por ultimo, se espera que un
estudiante iv) analice el cambio en contextos diversos, es decir que aproximen e interpreten tasas

de cambio a partir de datos gréaficos o numéricos (NCTM, 2003).
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Por otro lado, en el &mbito nacional se publicaron los Estandares basicos de competencias,
el cual presenta parametros sobre lo que un estudiante debe saber y saber hacer con lo que aprende.
El proposito de este documento es formar ciudadanos matematicamente competentes para
enfrentarse a situaciones del dia a dia, resolviendo problemas, siendo analiticos, utilizando
diferentes representaciones para crear, expresas y representar sus ideas, entre otras competencias
(MEN, 2006). Los Estandares se clasifican por grupos de grados: 1°- 3°, 4°- 5°, 6°- 7°, 8°- 9°, 10°-
11° y por pensamientos. Respecto al pensamiento algebraico en los Estandares, se encuentra el
pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analiticos en el cual se propone trabajar desde
edades tempranas con los estudiantes sobre secuencias numéricas, geometricas, figurales, para que
el estudiante visualice, explore y manipule los numeros y las figuras con el fin de construir un
proceso de generalizacion, también destaca que los estudiantes se pueden expresar por medio de:

[...] representaciones como las gestuales, las del lenguaje ordinario o técnico, las

numéricas (tablas), las graficas (diagramas) y las iconicas, que actian como intermediarias

en la construccion general de los procedimientos, algoritmos o formulas que definen el

patrén y las respectivas reglas que permiten reproducirlo. (MEN, 2006, p.67)

Asimismo, se puede destacar que los estudiantes al finalizar su educacion media pueden
analizar relaciones y propiedades entre las expresiones algebraicas y las graficas de funciones
polindbmicas y racionales y de sus derivadas.

Por otra parte, afios después el MEN comparte los Derechos Bésicos de Aprendizaje (DBA)
que tienen por objetivo explicitar los aprendizajes estructurales para cada grado y area de
aprendizaje, entendiendo los aprendizajes como la union de conocimientos, habilidades y actitudes
que le dan un contexto cultural e histérico a quien aprende (MEN, 2016). Entre los aprendizajes

de los estudiantes al finalizar la educacion media en relacion con el pensamiento algebraico son:
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usar propiedades y modelos funcionales para analizar situaciones y para establecer relaciones
funcionales entre variables que permiten estudiar la variacion en situaciones intraescolares y
extraescolares; una evidencia de este aprendizaje es relacionar caracteristicas algebraicas de las
funciones, sus gréaficas y procesos de aproximacion sucesiva.

Teniendo en cuenta las propuestas sobre los aprendizajes que puede lograr un estudiante al
finalizar sus estudios, en el ambito nacional se evidencia pocos aspectos relacionados con el
pensamiento algebraico en comparacion con la propuesta internacional, debido a que se da més
énfasis en el pensamiento variacional y se tiene poco en cuenta las conexiones que pueden tener
estos dos pensamientos, las cuales pueden ser muy Utiles para los estudiantes.

Debido a que el pensamiento algebraico escolar proporciona bases y herramientas para
abordar conceptos propios de célculo diferencial y el algebra lineal a nivel universitario, es
necesario conocer las competencias que se necesitan en estos cursos para favorecer su
comprension. De esta forma, en la UIS se plantea como propoésitos en el curso de algebra lineal:
propiciar en el estudiante el desarrollo de su capacidad para formalizar algebraicamente
situaciones geomeétricas, de la ciencia y de la tecnologia, y familiarizar al estudiante con los
ejemplos béasicos de las estructuras de espacio vectorial y del espacio vectorial euclidiano.
Asimismo, para el curso de célculo | propone: desarrollar capacidad de andlisis y sintesis basados
en las soluciones de los problemas y en la interpretacién de los resultados obtenidos; adquirir
capacidad para trabajar en grupo, aportando y analizando diferentes opciones para la resolucion
de problemas y toma de decisiones. La Tabla 1 consolida la informacion descrita.

A partir del estudio del pensamiento algebraico en edades tempranas surgen preguntas del
tipo: (Como propiciar el desarrollo del pensamiento algebraico? Para responder esta pregunta se

debe tener en cuenta el desarrollo histérico del algebra. Segun Radford (1996) la proporcionalidad
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aritmética jugo un papel muy importante en el algebra de las civilizaciones antiguas, desde lo
geométrico y lo numérico (p.57, citado por Butto y Delgado, 2012). En cuanto a lo geométrico se
referia a los problemas del calculo de areas y perimetros de figuras y a lo numérico a resolver
problemas de nimeros dentro de un contexto. Sin embargo, en estas dos categorias para resolver
los problemas se hacia uso del razonamiento proporcional; por ejemplo, en la antigua
Mesopotamia al resolver problemas de hallar raices de ecuaciones algebraicas se hacia uso del
método de la falsa posicion, de esta forma se evidencia que el pensamiento algebraico emerge del

razonamiento con proporciones.
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Tabla 1. Competencias relacionadas con el pensamiento algebraico y variacional a nivel de

educacion media y universitaria.

Principios y Estandares para Matematicas
9-12 (NCTM, 2003)

Estandares Basicos de
Competencias (2006) y
Derechos Basicos de
Aprendizaje (2016) 10°-11°

Propdsitos y Competencias de
Algebra lineal y Célculo
diferencial en la UIS

1) Comprender patrones, relaciones y
funciones; generalizar patrones usando
funciones definidas explicita y
recursivamente.

2) Representar y analizar situaciones y
estructuras matematicas utilizando simbolos
algebraicos; escribir formas equivalentes de
ecuaciones, inecuaciones y sistemas de
ecuaciones, y resolverlas con fluidez
mediante calculo mental o papel y lapiz, en
los casos sencillos.

3) Hacer uso de modelos matematicos para
representar 'y  comprender relaciones
cuantitativas; identificar relaciones
cuantitativas ~ fundamentales en una
situacion, y determinar la clase o clases de
funciones que podrian modelizar estas
relaciones.

4) Analice el cambio en contextos diversos;
aproximen e interpreten tasas de cambio a
partir de datos graficos o numéricos.

1) Pensamiento variacional vy
sistemas algebraicos y analiticos;
analizar las relaciones vy
propiedades entre las
expresiones algebraicas y las
graficas de funciones
polindbmicas y racionalesy de sus
derivadas.

2) Usar propiedades y modelos
funcionales para  analizar
situaciones y para establecer
relaciones  funcionales entre
variables que permiten estudiar
la variacion en situaciones
intraescolares y extraescolares;
una evidencia de este aprendizaje
es relacionar caracteristicas
algebraicas de las funciones, sus
graficas 'y  procesos de
aproximacion sucesiva.

Pensamiento Algebraico y Variacional

Propiciar en el estudiante el
desarrollo de su capacidad para
formalizar algebraicamente
situaciones geométricas, de la
ciencia y de la tecnologia, y
familiarizar al estudiante con los
ejemplos  béasicos de las
estructuras de espacio vectorial y
del espacio vectorial euclidiano.

Desarrolla capacidad de analisis y
sintesis basados en las soluciones
de los problemas y en la
interpretacion de los resultados
obtenidos; adquirir capacidad
para trabajar en grupo, aportando
y analizando diferentes opciones
para la resolucion de problemas y
toma de decisiones.

Nota. Elaboracion del autor basado en los documentos del MEN (2006; 2016), NCTM

(2003) y los programas de Calculo y Algebra lineal de la UIS.

Por otro lado, autores como Mason (1985), Radford (2010) y Vergel (2016) destacan la

importancia del

razonamiento sobre generalidades para el

pensamiento matematico,

especificamente para el pensamiento algebraico. Esto dado que la generalizacion en algebra es de

suma importancia para la abstraccion matematica, este proceso puede abordarse por medio del

trabajo con patrones y secuencias (figurales, numeéricas, entre otros). Para comprender dicho

lenguaje algebraico el estudiante debe percibir un patron o regularidad y expresarlo o comunicarlo
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a alguien en las diversas formas posibles haciendo uso de diversos medios de expresion, por
ejemplo: el leguaje, simbolos, deicticos, palabras clave, entre otros.

Por lo anterior, se destaca una de las grandes rutas de acceso al pensamiento algebraico
realizando una adaptacion de lo propuesto por Butto y Delgado (2012) valorando la diversidad de
formas de expresion desde los procesos de deduccion que los estudiantes evidencian al trabajar
con tareas de patrones y secuencias. Para ello se propone el siguiente esquema ver Figura 7.

Figura 7 Una ruta de acceso al pensamiento algebraico valorando las formas de expresion
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|
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" [ Expresion del patron ] s
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[ Trabajo con cantidades }
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Nota. Adaptado de Rutas hacia el &lgebra: actividades en Excel y Logo. (p. 113) por.
Butto, C. M., y Delgado, J. (2012)

La variacion funcional entendida como la relacion de correspondencia uno a uno entre los
pasos de una secuencia y la cantidad correspondiente, donde cada entrada (posicion en la
secuencia) se asocia directamente con una salida (valor resultante). A medida que los estudiantes
reconocen estas regularidades y las expresan mediante una regla matematica, desarrolla lo que

Radford (2008b) denomina "pensamiento algebraico emergente”. Este enfoque destaca que la
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variacion funcional no solo es la observacion de como cambia una cantidad en relacion con otra,
sino la capacidad de formalizar esa correspondencia en una funcion matematica, como también lo
sefiala Kaput (2017). Asi, la variacion funcional se centra en la comprension y generalizacion de
patrones a través del reconocimiento de dependencias regulares, que son expresadas y
conceptualizadas en términos algebraicos.

De acuerdo con la Figura 7 se propone trabajar desde los procesos de generalizacion
haciendo uso de secuencias figurales, operando con cantidades indeterminadas que pueden ser
vistas como variables, a partir de preguntas que guiaran el proceso con pasos lejanos de la
secuencia. Esto ayuda a los estudiantes a identificar elementos que varian, como varian y que
permanecen constante en la secuencia con el fin de expresar relaciones entre ellas para llegar a la
expresion general del patron. Cabe mencionar que, toda la actividad estara permeada por procesos
inductivos, abductivos y de deduccion que realizan los estudiantes al trabajar con dichas cantidades
indeterminadas, estos procesos son vistos como la analiticidad impresa a la tarea. Es decir, la forma
en que trabajan con lo desconocido como si fuera conocido para resolver las tareas (Vergel y Rojas,
2018).

La estructura de las tareas en general tiene como propdésito permitir visualizar el proceso
de generalizacion de los estudiantes desde los tres componentes. Inicialmente, se busca que
identifiquen la comunalidad presente en los elementos de una secuencia, lo cual les facilitara la
construccion de los términos subsiguientes (item a). Posteriormente, se pretende que amplien estas
caracteristicas identificadas para determinar tanto la estructura numérica como espacial de algunos
términos no consecutivos dentro de la secuencia (item b, c y d). Finalmente, se les insta a establecer

el ttrmino general de la secuencia (item e).
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Teniendo en cuenta lo anterior y sumado a la caracterizacion de la poblacion, las tareas
fueron clasificadas como: tareas enfocadas al contexto de los estudiantes, abordando problemas
que involucraran secuencias de patrones figurales de tipo lineal y cuadratico con apoyo tabular,
las cuales se analizan a continuacion.

4.2.1 Tareas enfocadas al contexto de manualidades indigenas

En este apartado se describen las tareas disefiadas y usadas en el estudio, ademas de un
analisis a priori de cada una teniendo en cuenta el marco tedrico. En cada tarea se explicita su
proposito y las posibles soluciones que pueden dar los estudiantes de tal forma que den indicios
de su pensamiento algebraico.

Partiendo de las sugerencias de Radford et al. (2009b) para el disefio de las tareas y
teniendo en cuenta los datos de las entrevistas de los estudiantes, se elige un contexto cercano y
de interés para los participantes, el cual fue destacado a lo largo de las entrevistas al mencionarse
las manualidades realizadas por miembros de sus comunidades, entre ellas las manillas, ropa,
sombreros, entre otros.

Las imagenes iniciales fueron tomadas de internet, mientras que las secuencias de patrones
figurales fueron construidas por el investigador con la finalidad de que los estudiantes dotaran de
sentido los cambios en los elementos de la secuencia. Las preguntas tenian la finalidad de propiciar
el proceso de generalizacion.

La primera tarea denominada “Realizando manillas” tiene como objetivo de involucrar a
los estudiantes en un tipo de actividad conocida y destacada desde sus vivencias. Ademas de
favorecer un espacio para la reflexion sobre el proceso de generalizacion haciendo uso de
secuencias de patrones figurales. Estos tipos de actividades propician en los estudiantes la

movilizacion de diversos MSO como: formas perceptivas de ver la secuencia, la gestualidad al
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expresar sus ideas y palabras clave para referirse a los elementos de la secuencia, entre otros.
Tambien, los elementos geométricos y espaciales de la secuencia estan propuestos de tal forma
que facilite la identificacidn de las caracteristicas que determinan el patron de construccion de la

secuencia.

Tarea 1: Realizando Manillas

mochilas, manillas, collares, entre otros. A continuacion, se muestra una representacion de los
pasos seguidos en el tejido para elaborar una manilla formada por rombos.

W)
Y o8

Paso 1 Paso 2 Paso 3

De acuerdo con la anterior secuencia, responde las siguientes preguntas y comparte tus ideas
con tus comparieros.

a) Dibuja e indica ¢ cuantos rombos tiene el paso 4? ;Cuantos rombos tiene el paso 5?

b) ¢ Cuéntos rombos tendra el paso 20? ¢ Cuantos rombos tendra el paso 100?

Explica detalladamente en tu hoja de trabajo como llegaste a las respuestas de cada una de las
preguntas en los items a. y b.

¢) Lina se encuentra elaborando un tejido extenso para dividirlo en varias manillas y se encuentra
en un paso que tiene 3704 rombos ¢ A qué nimero de paso corresponde? Relata con detalles en
tu hoja de trabajo como obtuviste la respuesta.

d) ¢En esta secuencia existe algin paso con 7035 rombos? Explica por qué Si o por qué No y
escribe qué razonamientos utilizaste para encontrar la respuesta.

e) (Como podrias explicarle con claridad a un buen amigo de qué forma proceder para calcular
rapidamente el nimero de rombos de cualquier paso? Escribele un mensaje en donde le
expliques de forma clara y con todos los detalles, como proceder para calcular rapidamente el
numero de rombos de cualquier manilla.
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f) Si quieres construir una manilla para un buen amigo, siguiendo la misma secuencia ¢qué
deberias conocer? ;Qué datos te serian de utilidad para realizar una manilla que él pueda
utilizar?

g) Si la medida de la mufieca de tu mejor amigo es aproximadamente 18 cm y cada rombo tiene
un diagonal menor de 1cm. ¢ Cuantos pasos deben realizarse para completar una manilla? ;De
cuantos rombos esta conformada la manilla de tu amigo?

Explica detalladamente en tu hoja de trabajo como llegaste a las respuestas de cada una de las
preguntas en los items f. y g.

Solucion normativa: Se espera que los estudiantes exploren diferentes formas de abordar
la construccion de la secuencia. Una regla de asignacion que puede surgir es B, = 3n + 2, siendo
B, el nimero de rombos que tiene la manilla'y n el paso en que se encuentra segun el orden de la
secuencia. Del trabajo de los estudiantes también pude surgir un patron recurrente donde la
solucion de P, = P,_, + 3 identificando caracteristicas de la secuencia basadas en las figuras
tomando P, = 5. Basados en la ruta de accesos por medio de los procesos de generalizacién se
debe tener en cuenta que los estudiantes identifiquen las variables involucradas en el problema
(n: numero del paso, B,: numero de rombos). Ademas del tipo de variacién que pueden encontrar
en la secuencia, es decir qué tipo de variacion funcional pueden encontrar para expresarla en forma
de relacion funcional (B, = 3n + 2 6 B, = P,_; + 3). Por otro lado, otra forma de trabajo con la
secuencia tiene que ver con la identificacion de los elementos de la secuencia como ndmeros que
estan cambiando, esto es: paso 1 — 5 rombos, paso 2 — 8 rombos, paso 3 — 11 rombos; esto para
generalizar la secuencia por medio de un nimero general P, = 3n + 2, donde R representa el
numero de rombos y n el paso de construccion en la secuencia.

Andlisis tedrico: El proposito de las preguntas planteadas es motivar la emergencia de
medios semioticos de objetivacion. Por ejemplo, a través de: recursos linguisticos (palabras clave)

“siempre se agregan 3 rombos” o “a la figura anterior agrego 3”. Estas palabras clave
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acompariadas de actividad perceptual como movimientos de las manos de los estudiantes en las
secuencias al dar sus argumentos y a su vez el ritmo con el cual lo realizan. Deicticos linguisticos
(espaciales, temporales y de modo) como “a la derecha, arriba o abajo, ... agrego 3 rombos”,
“ahora, después o siempre en el siguiente paso sumo 3 rombos”, “asi mismo o de igual forma se
realiza el proceso para los demas términos”.

Ademas, interesa identificar las diferentes producciones de generalidad desde el trabajo
con los elementos de la secuencia figural que los estudiantes pueden realizar con el fin de llegar a
una generalizacion de la secuencia. Esto puede ser descrito por medio de gestos o marcaciones
dentro de las figuras de tal manera que expresen una férmula general que le permita al estudiante
identificar lo invariante en la secuencias sefialado en rojo (ver Figura 8, parte superior) y la
identificacion de la comunalidad del patron en negro, que en este caso “siempre se agregan 3” a
cada elemento de la secuencia sefialado en negro, para obtener la primera solucion normativa (cabe
aclarar que no es la Unica forma de la que se puede ver la comunalidad en la secuencia). Al
identificar que a la figura anterior siempre se agregan 3 rombos se puede obtener la segunda
solucion normativa vista en la Figura 8, parte inferior.

Figura 8 Posibles formas de expresar comunalidad en el patrén de manillas
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Nota. Elaboracion del autor

La segunda tarea llamada “Collares”, tiene como objetivo guiar a los estudiantes a traves
de unasecuencia figural, en la cual el cambio en los términos no es constante. Esto con el propésito
de potenciar otras formas de generalizacion de los términos de la secuencia, ademas, los
estudiantes pueden identificar qué posibles formas de expresion pueden surgir de este tipo de
tareas. Incluso estas tareas propician la utilizacion de estrategias efectivas de calculo al identificar
la generalidad que sigue un patron en su estructura. También se espera que emerjan aspectos
geométricos y espaciales de la secuencia, de manera que los estudiantes hagan uso de cambios de

representacion del patron a través de tablas o representaciones numéricas.

Tarea 2: Collares

Entre las figuras mas usadas para artesanias en las diferentes comunidades colombianas, las mas
comunes son los rombos, debido a que desde algunas comunidades simboliza la unién familiar
0 elementos de la naturaleza como: montafias, rios, cultivos, entre otros. En algunas
comunidades simboliza la conexién con la naturaleza. Estas formas se encuentran en diversos
disefios en la ropa, los collares, manillas, mochilas, entre otros accesorios, los cuales se realizan
a mano con diversos materiales. A continuacion, se muestra una representacion de los pasos
seguidos para elaborar un collar formada por rombos.
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Paso 1 Paso 2 Paso 3

De acuerdo con la anterior secuencia de un disefio artesanal, responde las siguientes preguntas
y comparte tus ideas con tus comparieros.

a) Dibuja e indica ¢cuantos rombos tiene el tejido en el paso 4? ;Cuéantos rombos tiene el tejido
en el paso 5?

b) ¢Cuantos rombos tiene el tejido en el paso 50? ;Cuantos rombos tendra el tejido en el paso
100?

Explica detalladamente como llegaste a las respuestas de cada una de las preguntas en los items
a.yb.

c) Juan esta elaborando un tejido y olvid6 en qué paso iba, pero sabe que su tejido hasta el
momento tiene 256 rombos ¢ Es qué paso del tejido va Juan? Relata con detalles en tu hoja de
trabajo como obtuviste la respuesta.

d) ¢En esta secuencia existe algun tejido con 1369 rombos? Explica por qué Si o por qué No y
como procediste para encontrar la respuesta.

e) ¢Como podrias explicarle con claridad a un miembro de tu comunidad como debe proceder
para calcular rapidamente el nimero de rombos de cualquier tejido? Escribele un mensaje en
donde le expliques de forma clara y con todos los detalles los pasos que debe realizar para
calcular rapidamente el nimero de rombos de cualquier tejido.

Solucién normativa: Se espera que los estudiantes durante el trabajo en grupo puedan
explorar diferentes formas de solucionar las preguntas formuladas sobre la secuencia. A partir de
la exploracion sobre términos cercanos, pueden identificar la regla de asignacion P, = n? siendo
B, el nimero de rombos que posee el tejido y n el paso dentro de la secuencia. También podrian
presentar la siguiente forma recurrente B, = P,_; + (2n — 1) identificando caracteristicas de la

secuencia basadas en las figuras tomando P; = 1. Basados en la ruta de acceso por medio de los
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procesos de generalizacion se debe tener en cuenta que los estudiantes necesitan identificar las
variables involucradas en el problema ((n) nimero del tejido, B, nimero de rombos); ademas del
tipo de variacion que pueden encontrar en la secuencia, es decir qué tipo de variacion funcional
pueden encontrar para expresarla en forma de relacion funcional (B, =n? 6B, = P,_; + (2n —
1)6B, =P,_1+(2(n—1)+1). Por otro lado, otra forma de trabajo con la secuencia es la
identificacion de los elementos de la secuencia como ndmeros que estan cambiando (ejemplo:
tejido 1 — 1 rombos, tejido 2, 4 rombos, tejido 3 — 9 rombos...) y generalizar la secuencia por
medio de un nimero general (B, = n?).

Andlisis tedrico: El proposito de las preguntas planteadas es motivar la emergencia de
medios semioticos de objetivacidn. Por ejemplo: recursos lingiiisticos (palabras clave) “siempre

2 ¢

se agregan un numero impar de rombos” “a la figura anterior agrego el numero impar anterior”
estas palabras clave acompariadas de actividad perceptual como movimientos de las manos de los
estudiantes en las secuencias al dar sus argumentos y a su vez el ritmo con el cual lo realizan.
Deicticos linguisticos espaciales, temporales y de modo como: “a la derecha, arriba, abajo, agrego
un numero impar de rombos”, “le sumo dos veces el nimero del tejido menos 17, “(ahora, después,
siempre) en el siguiente tejido sumo 2n — 1 rombos”, “(asi mismo, de igual forma) se realiza el
proceso para los demas términos”.

Ademas, es posible que emerja el uso de diferentes representaciones figurales iconicas del
tejido, por medio del uso de gestos asociados el patron que le permita a los estudiantes formular
una generalizacién, donde identifique lo invariante en la secuencia sefialado en rojo (ver Figura
9), asi como la comunalidad. Que en este caso puede expresarse como: “siempre se agregan el

doble del tejido menos 1 a cada elemento de la secuencia senalado en azul” para obtener la segunda

solucion normativa (cabe aclarar que no es la Gnica forma de la que se puede ver la comunalidad
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en la secuencia). También es posible determinar que la figura tiene una forma de arreglo cuadrado
e identificar que el nimero de rombos en cada paso es un nimero cuadrado o la suma repetida de
numeros impares, para obtener la solucién normativa (ver Figura 9)

Figura 9 Posible forma de expresar comunalidad en el patron de collares

PASO3

Nota. Elaboracion del autor

4.3 Fase Il. Implementacion de las tareas

En la implementacion se tuvo en cuenta la actividad en el aula como sistema emergente
propuesto por Radford (2015) el cual se ilustra en la Figura 10 con relacion con la actividad y la
labor conjunta. El tiempo usado fue de 5 semanas donde se trabajaba 1 sesién semanal, es decir,
un total de 5 sesiones de 120 minutos de acuerdo con la disponibilidad de los participantes. Cada

sesion fue realizada en un salon prestado por la universidad para la recoleccién de datos.
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Figura 10 La actividad en el aula como sistema emergente

Presentacion de la
Actividad por la
profesora

Discusion general Discusiones entre grupos

Nota. Tomada de Methodological aspects of the theory of objectification (p. 556) por. Radford,
2015, Perspectivas da Educacdo Matematica, 8(18). 547-567

El investigador es el docente encargado de dirigir las sesiones y estar en constante
intervencion promoviendo la reflexién y argumentacion por medio de preguntas y didlogo con los
estudiantes. Ademas, se tuvo el apoyo de un investigador observador quien tenia una participacién
pasiva videograbando las clases y enfocando los momentos en donde se hacia uso de los MSO, los
cuales, posteriormente se seleccionaron para transcribir y analizar.

En cada desarrollo de las tareas los estudiantes contaban con hojas de trabajo y el material
impreso, donde se pedia realizar todo tipo de procedimientos y explicaciones que consideraran
necesarias para resolver los problemas. Estas hojas se convirtieron en material complementario a
los videos que permitieron ver las formas de objetivacion emergentes en la actividad.

De esta forma la actividad inicia con la presentacion de la tarea e indicaciones por parte
del investigador, luego se propone el trabajo en parejas para la resolucion de las tareas. En ciertos

momentos el investigador intervenia en cada grupo para hacer preguntas que evidencian las formas
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de pensamiento utilizadas al momento de generalizar y que servian como retroalimentacion de lo
que los estudiantes han realizado.

Cuando se tenian propuestas diversas en los grupos se invitaba a una discusion entre todos
los estudiantes con el fin de socializar sus ideas y soluciones unos con otros; las cuales a veces
eran desafiadas 0 mejoradas por los demas compafieros. Asi mismo, se desarrollaba una discusion
general para afianzar las soluciones de los dos grupos y llegar a ideas en comun, sin perder siempre
el objetivo de la implementacion que es propiciar en los estudiantes los procesos de objetivacion.

Ademas, se consideraron las recomendaciones propuestas por Vergel y Rojas (2018), las
cuales sugieren la observacion de los signos y gestos utilizados por los estudiantes para expresar
sus ideas. Se subraya la importancia de prestar especial atencion a la semiotica de los movimientos
manuales durante la ejecucion de procesos de generalizacién, especialmente al trabajar con
secuencias de patrones.

4.4. Fase I11. Seleccion de los datos

La recoleccidn de datos se llevo a cabo en la fase 0 y la fase 2 de la investigacion de la
siguiente manera:

Fase 0: Videograbaciones por la plataforma de Zoom de cada una de las respuestas de las
entrevistas.

Fase 2: Videograbacion de cada sesion desarrollada con una cdmara que capturaba los
momentos de socializacion, participacion, discusion y explicacion que daban los estudiantes en
sus grupos de trabajo. Esto con el fin de captar no solo las respuestas alfanuméricas sino aquellos
gestos, sefialamientos y justificaciones que daban los participantes. Asimismo, se recolectaron las

hojas de trabajo.
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Igualmente, para llevar a cabo la reduccion, organizacion y analisis de los datos, se
consider0 el enfoque teodrico propuesto por Vergel (2014). Este enfoque destaca la importancia de
tener presente la pregunta de investigacion, los objetivos, asi como los conceptos y principios de
la TO. Estos elementos contribuyen significativamente a "discernir y avanzar en el desarrollo de
la habilidad de dar sentido a los datos" (p. 104), enfocandose en comprender y distinguir lo esencial
de lo secundario. Por ello, se opta por una codificacion inicial, inspirada en la metodologia de
Glaser y Strauss (1967; citado por Vergel, 2014), que implica resaltar y subrayar con colores las
producciones escritas, frases clave, indicios y expresiones que reflejen aspectos vinculados a los
recursos 0 MSO. Entre estos aspectos se incluyen la actividad perceptual, los signos deicticos,
recursos linguisticos, el ritmo, asi como procesos de generalizacion, palabras y frases clave, y los
simbolos o artefactos.
4.5 Fase 1V. Analisis e interpretacion de los datos

Una vez recolectados los datos, se realiz6 una seleccion teniendo en cuenta aquellos
episodios significativos que identificaban una mayor cantidad de recursos semiéticos movilizados.
Es decir, de acuerdo con Radford (2015), se seleccionan segmentos sobresalientes, pasajes o
enunciados que contenian la evidencia que se requiere, luego se transcriben de manera analitica.
A este analisis se agregan iméagenes de las sesiones o las hojas de trabajo donde se evidencien
MSO haciendo sefialaciones con flechas, circulos y otros recursos realizando una triangulacién en
la interpretacion tedrica de los datos seleccionados (Lasprilla, 2014). Los comentarios del
investigador se colocan haciendo la descripcion del MSO.

El analisis sigue el modelo multimodal usado por Miranda et al., (2007) en el cual se tiene
en cuenta la relacion de los diferentes MSO que se movilizan en la actividad (lenguaje escrito,

lenguaje hablado, los gestos, las acciones, el ritmo, entre otros), es decir, los medios semioticos
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deben ser analizados en conjunto. Para ello, se resaltaron con colores algunas partes de las
trascripciones que se identifican como indicios, frases relevantes, expresiones que evidencien
recursos 0 MSO, entre ellos los recursos linguisticos, la actividad perceptual, el ritmo, los signos
deicticos, también las expresiones de generalidad, las frases clave, las palabras y los simbolos.
Este andlisis multimodal se evidencia en el capitulo 5 con mas detalle.

Cabe mencionar que, cuando se presente mas de un medio semiético en una misma frase
se hara uso del subrayado con el color asignado en la Figura 11. Por otro lado, se identificaron las
lineas de dialogo como (L1,L2, ..., L,) Yy se catalogaron agregando los nombres de los estudiantes
y el item que se aborda en cada tarea. Se iniciaron los andlisis reuniendo las respuestas de todos
los estudiantes sobre el item a para identificar los diversos acercamientos a una misma tarea,
posteriormente se analizo la produccion de cada estudiante en los lapsos seleccionados de los otros
items correspondientes.

Para seleccionar los episodios significativos se siguié un proceso en varias etapas. Primero,
se identificaron y marcaron los fragmentos clave en los videos durante la implementacion de las
actividades. Luego, se revisaron los escritos de las hojas de trabajo de los estudiantes, comparando
y relacionando estos registros con las grabaciones de video. Finalmente, se analizaron las
videograbaciones item por item en paralelo con los escritos, destacando las partes més relevantes

de cada video para llevar a cabo un andlisis integral y coherente de los datos.
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5. Anélisis Multimodal

En este capitulo se aborda el anélisis de cada tarea desde una concepcion multimodal del
pensamiento humano, en la cual se propone que, en la experiencia del conocimiento, los
estudiantes movilizan y exploran una amplia gama de recursos fisicos, cognitivos y perceptivos al
abordar y expresar sus ideas matematicas. Por ejemplo, los simbolos entrelazados en el cuerpo y
la cognicién, los gestos, el lenguaje natural, dibujos, manipulacién de artefactos fisicos y
movimiento corporal los cuales son mediadores de una actividad sensible y reflexiva la cual dota
de sentido a la pregunta y objetivo de investigacion apoyados de la TO (Radford et al., 2009a).

En el anélisis se hace uso de colores dentro de las transcripciones con la finalidad de
mostrar los recursos 0 MSO evidenciados. Se destacé de color verde el contenido relacionado con
los recursos linguisticos; de color rojo todo lo que proporcionara informacion sobre el ritmo.
Asimismo, se escribe en marron lo concerniente a la actividad perceptual. Los signos deicticos
linguisticos espaciales, temporales o de modo, con colores distintos: azul, lila y naranja,
respectivamente; mientras que los aspectos que involucrasen generalizacién en color fucsia y las
palabras o frases clave junto con simbolos en negrita como se visualiza en la Figura 11.

Figura 11 Colores utilizados para diferenciar los MSO

. Recursos lingiiisticos I:I Deicticos temporales
. Ritmo I:l Deicticos de modo
. Actividad perceptual . Aspectos de generalizacion

. Deicticos espaciales . Palabras, simbolos o frases claves
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5.1 Analisis Tarea 1
A continuacion, se presentan las formas de reflexion y accion que emergen en la actividad
desarrollada entre los estudiantes y el investigador. Se inicia la solucion del item (a) en la tarea 1

donde se solicita dibujar e indicar cuantos rombos tiene el paso 4 y 5.

L1.I: ;Cémo lo identificaron?

L2. Jana (grupo 1): solamente mirando el niamero. O sea aqui [sefiala el paso 1] comienza con
uno [refiriéndose a los 5 rombos iniciales del paso 1] y al formar la otra vuelta [refiriéndose al
paso 2] forma éstos 3 [sefialando en forma de < ver Figura 12 a y b los rombos que fueron
agregados] entonces en la otra vuelta se forman éstos 3 [refiriéndose al paso 3 y sefiala con su
dedo haciendo una forma de <] y en la otra vuelta [referencia al paso 4, realizando un gesto
am phantasma con su mano derecha sobre la figura 3 explicando que en el siguiente paso se
tendré el paso 3 agregando una < de 3 rombos ver Figura 12c] van a formar la parte de ésta
[haciendo referencia a los 2 rombos de la parte central y superior del < ver Figura 12d] y la
partecita de ésta [sefialando el rombo inferior de < ver Figura 12e] [...]

L3. Jana: Si, en el quinto paso hay 17 rombos.

L4. 1: ;Coémo llegaron a ese 17?

L5. Jana: Haciéndole solamente aumentandole otros tres rombos al paso 4 que teniamos [De
esa forma pueden llegar a la respuesta de la Figura 12f]

Figura 12 Produccion semiotica de Jana en el item a de la tarea 1
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L6. I: ¢Como iniciaron? ;Coémo partieron?

L7. Samuel (grupo 2): Contando la cantidad de rombos que se van formando aqui [sefialando
en forma de diagonal los rombos del paso 2 ver Figura 13a] en cada uno de los pasos y llegue
a la conclusion de gue agui [sefiala el paso 1] hay 5, agui [sefiala el paso 2] hay 8, aqui [sefiala
el paso 3] hay 11, hay como gue un patrén, va aumentando 3 en 3 [sefialando en forma de
cadeneta los pasos mientras explica su argumento, ver Figura 13b], entonces se puede decir
que en el cuarto paso tendria [haciendo un gesto am phantasma sefialando donde iria el
siguiente paso, ver Figura 13c] 11y 3, tendria 14 [Escribe los valores del paso 4 y 5 ver Figura
13d]

L8. I: ¢ Ustedes lo tomaron con nimeros?

L9. Samuel: Si.

L10. I: Okey, ¢Por qué con nimeros?

L11. Samuel: Porque ya que me estan dando una cantidad cuantitativa de rombos, entonces
puedo asociarlay calcular el nimero de cantidades que se forman mas alla [realiza un gesto de
tipo am phantasma con la mano, ver Figura 13e].

Figura 13 Produccidn semioticas de Samuel en el item a de la tarea 1
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L12. 1: ;Cémo van por aca? ;Qué identificaron? ¢Qué han encontrado?

L13. Camilo (grupo 3): Bueno, primero conté los rombos y habian 5 [sefiala uno a uno los
rombos en forma de conteo del paso 1], volvi a contar los otros rombos [sefiala el paso 2]
y habian 8 y 11, entonces me di cuenta de que seguia una secuencia légica [haciendo
referencia al patron de aumento de los elementos de la secuencia] es decir [...]

L14. Juan: Va aumentando de 3 en 3.

L15. I: Okey una secuencia que va aumentando de 3 en 3, ;pero lo tomaron con numeros?
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L16. Camilo: Si, pues lo encontre.

L17. Juan: Y estaba identificando que en las figura esta exactamente entonces en
el paso 2 [sefiala el paso 2] otros 2 verdes y 1 azul [hace un gesto sefialando los rombos que se
completan respecto a los colores del paso 2 ver Figural4 ayb]y aca cambiamos,
tenemos 1 azul y aparecieron 2 azules y 1 verde [sefialando los rombos del paso 3 que se
completan respecto a los colores del paso 2 ver Figura 14 c y d] entonces también ese patrén
se repite, dos del mismo color y uno de otro [sefialando los rombos del paso 3].

L18. I: ¢{Entonces como seguiria? ;Como seria el siguiente? [usando un gesto am phantasma
sefialando donde estaria el siguiente termino].

L19. Juan: Eh... otros dos verdes [sefiala el como se completarian los 3 rombos azules en forma
de diagonal] y creeria yo uno azul [sefialando el primer el rombo inferior de la manilla
suponiendo que la secuencia de colores luego de paso 3 se repite para la manilla].

Figura 14 Producciones semidticas de Juan y Camilo en el item a de la tarea 1
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Se ha evidenciado que, desde el inicio de la tarea 1, hay una gran variedad de recursos
semidticos que apoyan las participaciones de los estudiantes, de las cuales surgen signos deicticos
lingliisticos espaciales “aqui”, “aca”, “ésta”, “éstos”, temporales “ahorita”, “luego”, de modo
“igual”, complementados de gestos idexicales como: sefialamientos (Figura 14 a-d),
deslizamientos (Figura 13 a-c) y deicticos am phantasma usando los dedos y objetos (Figura 13 ¢

y e), signos escritos (Figura 12f, Figura 13d, Figura 14e), actividad perceptual, el ritmo, el conteo
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ritmico y en zigzag (Figura 12 a-e) y el uso de una tabla de forma horizontal (Figura 13d) como
artefacto histdrico-cultural.

Este Gltimo es usado por Samuel para determinar la cantidad de rombos en los pasos 4y 5
(ver Figura 13d). Su uso como MSO facilita la mediacion de su pensamiento y reflexion (Radford,
2018b), otorgando sentido tanto numérico como espacial a los elementos de la secuencia (Asenova
etal., 2020). Esto le guia hacia la identificacion de una recurrencia comdn, como se menciona en
(L7) “[...] hay como que un patrén, va aumentando 3 en 3 [...]”. A través de la palabra clave
“patrén”, Samuel reconoce una regularidad que puede ser generalizada a cualquier término de la
secuencia, interpretando el incremento de tres en tres como un comportamiento recurrente. En este
contexto, Samuel utiliza la relacién aditiva entre términos consecutivos de la secuencia, donde
cada término aumenta en tres unidades. Esto indica una generalizacion de tipo aritmética, ya que
sus hipotesis estan basadas en la recurrencia entre términos consecutivos.

De esta forma, en acuerdo con Radford (2018b) los signos deicticos espaciales como "aqui,
aca, ésta, éstos" asignan a las variables un significado profundo relacionado con las pistas
espaciales o contextuales de los términos de la secuencia, tal como se observa en la declaracion de
(L2): "aqui comienza con uno y al formar la otra vuelta forma estos 3; luego, en la siguiente vuelta,
se forman éstos 3, y asi sucesivamente.” En este mismo sentido en (L7), se menciona: "aqui hay
5, aqui hay 8, aqui hay 11, mostrando un patron evidente [..]." Los gestos indexicales,
considerados como signos escritos en el aire segun Vygotsky (1997) (ver Figura 12 a, d, e y Figura
14 a, b y c¢), complementan estas expresiones verbales que resultan esenciales para guiar la
comunicacion y materializar las intenciones al referirse a la estructura espacial y/o numérica;
ademas para percibir, identificar y relacionar la regularidad de la secuencia. Por consiguiente, el

contexto se vuelve mas comprensible cuando se amplia con la ayuda de gestos (Moreno, 2018).
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De igual forma los adverbios “ahorita” y “luego” en (L13) “Primero conté los rombos y
habian 5, luego volvi a contar los otros rombos y habian 8 y luego 11 [...]”, y en (L17) “ahorita
estaba identificando que en las figura esta exactamente igual entonces en el paso 2 otros 2 verdes
y 1 azul y luego aca cambiamos, luego tenemos 1 azul y aparecieron 2 azules [...]” le ayudan a
Camilo y Juan a describir acciones y procedimientos que utiliza de forma reiterada y potencial
(Contreras, 2023), ademas el deictico de modo “igual” evidenciado en (L17) indica la forma, la
manera 0 el modo en que se estructura la recurrencia numérica en todos los términos de la
secuencia y la forma en que permanece igual en cada elemento (Radford, 2020a). Estos deicticos
y su forma de vincularse ayudan a identificar y explicitar la comunalidad presente en la secuencia.

También, la actividad perceptiva juega un papel importante en la identificacion de las
regularidades en los términos de la secuencia, como se puede apreciar en (L2) “solamente mirando
que [...]y al formar la otra vuelta [...] van a formar [...]”, en (L7) “contando la cantidad de rombos
[...]7, en (L11) “me estdn dando [...]”, en (L13) “conté los rombos [...] “me di cuenta de que
[...]” en (L14) “va aumentando [...], en (L17) “[...] estaba identificando [...] ese patrén se repite
[...]” este MSO dota de sentido las explicaciones y la forma de identificar y describir la
comunalidad de la secuencia. En acuerdo con Moreno (2018) no solo en el dibujo y en el leguaje
escrito se puede constatar la actividad perceptiva, también en el habla y los gestos usados por
Camilo y Juan para expresar sus ideas.

En cuanto al ritmo como MSO se evidencia en (L2) “ [...] comienza con uno y al formar
la otra vuelta forma[...] en la otra vuelta se forman [...] y en la otra vuelta [...] van a formar [...]”,
en (L7) “[...] aqui hay 5, aqui hay 8, aqui hay 11 [...] el cuarto paso tendria 11 y 3 tendria 14y
en (L13) “[...] habian 5, [...] habian 8 y luego 11" Estos fragmentos muestran como el ritmo es

un MSO clave en todos los grupos de trabajo al momento de describir lo percibido, debido a que
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permite destacar “la monotonia de sus acciones de contar, pausar y adicionar” (Vergel, 2014,
p.177)y, por medio de sus acciones al momento de contar ritmicamente (Lasprilla, 2014) presente
en cada intervencién ayuda a materializar sus pensamientos. Ademas de mostrar el cambio en los
rombos de la secuencia haciendo uso de relaciones numéricas entre los términos que presentan una
caracteristica comudn a los elementos, dandole un orden que va mas alla de las figuras (Radford,
2010) y proporcionando conjuntamente elementos claves para deducir la comunalidad en la
secuencia.

Para responder al item a, las parejas de estudiantes identificaron una regularidad aditiva en
la secuencia, evidenciada en las intervenciones: (L2) “en la otra vuelta se forman éstos 3”, (L7)
“va aumentando 3 en 3” y (L14) “Va aumentando de 3 en 3”. En el primer caso, Jana y Maria se
guiaron por la estructura geométrica de la secuencia, reconociendo que en cada nuevo paso se
agrega una figura en forma de " < ". En el segundo caso, Samuel empled la relacion geométrico-
numérica de los términos, contando los rombos y organizando los datos en una tabla conforme
aumentaban los elementos de la secuencia. Finalmente, Camilo y Juan, ademas de identificar la
estructura geométrica, consideraron la caracteristica de completar los colores en la secuencia. Este
proceso de cuantificacion y tabulacién, entendido como un artefacto histérico-cultural, refuerza la
forma en que los estudiantes objetivan la regularidad a través de la relacién funcional. Segun
Kieran et al. (2016), estas herramientas son fundamentales para que los estudiantes comprendan
mejor las relaciones algebraicas, ya que organizar y analizar datos numericos facilita la
identificacion de patrones y apoya su transicion del pensamiento aritmético al algebraico.

En los fragmentos destacados anteriormente, se observa cémo los estudiantes no solo
utilizan una variedad de MSO, sino que también coordinan estos elementos de manera fluida y

coherente, similar a una orquesta donde cada elemento cumple un papel crucial. Cada MSO se
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integra de manera esencial en la construccion colectiva del conocimiento, facilitando la
emergencia de una comprension compartida sobre la regularidad de la secuencia. Esta interaccion
entre diferentes sistemas semioticos da lugar a lo que la Teoria de la Objetivacion denomina un
"nodo semidtico". Los nodos semioticos permiten conectar diferentes formas de representacion y
comprension, evidenciando como los estudiantes piensan y estructuran su razonamiento en torno
a lafigura (Vergel et al., 2020). Esta mediacién a través de MSO no solo enriquece la comprensién
matematica, sino que también resalta como el conocimiento es construido de manera colaborativa
y culturalmente situada.

Se prosigue al item b, donde se solicitaba calcular la cantidad de rombos en los pasos 20 y

100.

L20. Jana (grupo 1): Al tener pues la figura los cinco que van a estar, constante,
constante [Con su mano realiza un movimiento en forma de circulo al momento de repetir
constante, constante, haciendo referencia que en cualquier termino se encontrara]

L21. I: ¢ Por qué siempre esta ahi cinco constantes? ¢Los puedes indicar donde?

L22. Jana: Pues van a estar aqui mire cinco [Sefiala el paso 1 encerrando en circulo los cinco
rombos ver figura] que van a estar aqui [Sefiala en circulo los primeros cinco rombos del paso
2] mas 3 que se vayan sumando [ver Figura 15 a, b], pues aqui estan los cinco, no perdon no es
constante [al momento de llegar al paso 3 la estudiante posee una confusion con su expresion
de lo constante y el cambio]
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Figura 15 Producciones semidticas de Maria y Jana al item b de la tarea 1

c d
L23. I: ¢(No es constante? Por ejemplo, aqui hay cinco [sefialando como ella lo habia hecho en
forma circular el paso 1] ¢aca cuales estan? [sefialando el paso 2] los cincoy ;se agregan?
L24. Jana: 3 [respondiendo de forma coordinada al ritmo en el que se realizar la pregunta]
L25. I: ¢ Acé estan los cinco? [sefialando el paso 3] ¢y se agregan?
L26. Maria: 6 [respondiendo de forma coordinada al ritmo en el que se realizar la pregunta]
L27. I: En la siguiente habria cinco y ¢se agregarian cuantos?
L28. Maria: 3 por ny n va a estar variando, si ;no?
L29. Jana: Creo que si! [...]
L30. I: ¢Como lo podrian expresar?
L31. Maria: Cinco mas tres por una constante, una constante que va a variar de a uno. Me surgio
la idea digamos aca tres [sefialando el paso 2 ver Figura 15c] ya le sume tres entonces seria
como 3 por 1, [pausa y luego dice] 5 mas 3 por 1 aca [sefalando el paso 3 ver Figura 15d]
que es cuando se suman 6 seria como 5 mas 3 por 2, 5 més 3 por 3 que serian 9, 5 méas 3
por 4. Si, porque 3 por 4,12 mas 5, 17, iSI' [...]
L32. Maria: Tengo el paso 1 que aca lo cambie y coloque como el paso base [sefiala el paso uno
y modifica el nimero 1 del paso por una B ver Figura 16a] porque eso es lo que me dan, me dan
5 rombos y yo desde ahi empiezo, yo sé que desde ahi le voy a estar sumando 3
L33. I: ¢y como sabes que se suma de a 3?
L34. Maria: O sea aca [sefialando con su lapiz el paso 2] le suma 3 da 8 y aca [sefialando con
su lapiz el paso 3] le suma otros 3 es 11, o0 sea aca [sefialando con su lapiz el paso 3 en forma
circular] se ve que se suma de a 3. Yo habia tomado la idea mala de que no estaba sumando 5
méas 3 mas 3 mas3 mas 3 [...] entonces me surgid la idea que era 5 mas 3 por 1. 5 mas 3 por 2
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y asi entonces en ese orden de ideas esto [haciendo referencia al paso 1 sefialando y remarcando
con el lapiz la B ver Figura 16 a] y Ilamando el paso 1 [cambia
sobrescribiendo al paso 2 como paso 1 ver Figura 16 a] y paso 2 [cambia sobrescribiendo al
paso 3 como paso 2] y aca [renombra y encierra los nimeros de las preguntas del item b ver
Figura 16 a] lo nombré paso 19 y paso 99 entonces 5 mas 3 por 19 y 5 mas 3 por 99 y se
descubrio de esto que teniamos [haciendo referencia a los ejemplos con los primeros 3 pasos]
Figura 16 Producciones semioticas de Maria y Jana al item b de la tarea 1.
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L35. Samuel (grupo 2): Le dimos la vuelta a la figura [muestra su hoja volteandola de forma
diagonal] entonces nos dimos cuenta, que agui hay una, voy a llamarla asi una lamina por
colores, si se da cuenta aqui hay una en el paso 1[sefialando de arriba abajo de forma diagonal
ver Figura 17a], aqui aparecen 2 en el paso 2 [ver Figura 17b], entonces tenemos que tener en
cuenta gue cada laminita esta formada por 3 rombos, entonces seria 3 [mientras va expresando
verbalmente va escribiendo en su hoja de trabajo ver Figura 17c, ademas en dicha figura se
evidencia el analisis previo a la explicacion del estudiantes] que es el numero de rombos que
hay en cada lamina, n que viene siendo la lamina cualquiera

L36. I: ¢n que seria?

L37. Samuel: el nimero de paso o bueno si ... el nimero de paso voy a decirlo asi. Paso igual
al namero de lamina, donde ya yo habia dicho que esto eran las laminas [sefialando la lamina
del paso 1 ver Figural7a][...] pero no podemos olvidarnos de esto, aqui hay 2 [sefialando
los 2 rombos que no son considerados en la “lamina” ver Figura 17c,d] y si se da cuenta aqui
hay 2 laminas y aqui estan estas 2 [sefialando el paso 2 ver Figura 17¢], o sea este es un valor
constante, este va a salir estas dos [sefiala con el lapiz e identifica los elementos que
son constantes en la secuencia ver Figura 17c]

L38. I: ¢por qué son constante?
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L39. Samuel: Porque, o sea van a salir y no van a variar [...] Este [encierra de forma
circular el rombo inferior derecho del paso 3 ver Figura 17f] y este [encierra de forma circular
el rombo superior izquierdo del paso 3, ver Figura 17f] son constantes, estas dos de aqui
[sefialando de nuevo los rombos encerrados del paso 2 ver Figura 17e]. Lo Unico gue varia es
el numero de laminitas que avanza en n [hace referencia a que el nimero de laminas depende
del nimero del paso que lo llama n como expresa en su notacién de la Figura 17c]. esas
laminitas hay que multiplicarle 3 gue son la cantidad de rombos por la que estad conformada cada
laminita mas 2 [usando su lapiz sefiala uno a uno los rombos de la lamina del paso 1] y si quiere
hacemos la prueba, por ejemplo, en este, en el paso 1 seria n igual a 1 seria 3 por 1 mas 2 que
son estos 2 [sefiala con su indice izquierdo los rombos que para el son constantes] 3 por 1 3
mas 2 igual 5, para el n igual a 2 entonces seria 3 por 2 6 mas 2, 8 [expresa cada ecuacion de
forma verbal] n igual a 3 entonces seria 3 por 3, 9 mas 2, 11 entonces v asi sucesivamente, [ver
Figura 17c]

Figura 17 Producciones semidticas de Samuel en el item b de la tarea 1
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Acerca de los recursos semioticos emergentes de las respuestas al item b de los grupos de
Jana y Samuel se puede afirmar que surgen deicticos linguisticos espaciales “aqui”, “ahi”, “aca”,
“estas”, “este”, temporales “ahora”, “luego”, “siempre”, de modo “asi”, recursos linglisticos
“laminas”, “avanza”, ademas del ritmo, la actividad perceptual, el uso de gestos indexicales
(deslizamientos, sefialamientos o apuntamientos), el uso de signos ( palabras escritas, simbolismo
alfanumérico) y la posicion de la figura en la secuencia usada como un artefacto identificado como

recurso icénico (ver Figura 17c, e).
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Desde el inicio del dialogo en (L20) “Al tener pues la figura los cinco que siempre van a
estar, constante [...]” se evidencia como la actividad perceptual, a través de la observacion,
manipulacion y representacion de la secuencia, contribuye a una comprension mas profunda de la
comunalidad en la secuencia (Radford, 2013). Esta comprension se expresa al identificar lo
invariante de la secuencia, coordinando con otros medios semidticos de objetivacion (MSO), como
los gestos indexicales de sefialamiento y encerramiento usados por Jana y Maria (ver Figura 15 a
y b), que son escritos en el aire (Vygotsky, 1997). Estos gestos materializan las intenciones de Jana
y Maria para describir lo que para ella es invariante en la secuencia. Ademas, se complementan
con el deictico lingiiistico temporal “siempre”, el cual describe acciones o procedimientos
potenciales que se realizan de forma reiterada e imaginaria (Radford, 2003).

Por otro lado, en las lineas (L23) a (L29) “L23. I: Por ejemplo, aqui hay cinco ¢aca cuales
estan? los cinco y ¢se agregan?

L24. Jana: 3

L25. I: ¢Acé estan los cinco? ¢y se agregan?

L26. Maria: 6

L27. I: En la siguiente habria cinco y ¢se agregarian cuantos?

L28. Maria: 3 por ny n va a estar variando

L29. Jana: {Creo que si! [...]”

El didlogo anterior revela un aspecto clave en los procesos de ensefianza y aprendizaje: la

actividad conjunta en el aula, concebida como una colaboracion activa entre el profesor y los
estudiantes (Radford, 2023). Esta interaccion compartida es fundamental para la identificacion de
regularidades en la secuencia, un proceso que se refuerza mediante el ritmo y la sincronizacion
observados cuando los estudiantes coordinan sus respuestas al ser cuestionados sobre los cambios
en los términos de la secuencia. La coordinacion de los MSO en este contexto proporciona claves

esenciales para el reconocimiento de patrones, lo que, en la intervencion L28, culmina en la
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formulacién de una generalizacion sobre los elementos de la secuencia por parte de los estudiantes.
Este proceso de objetivacion refleja como el conocimiento emerge colectivamente a traves de la
interaccion mediada por los MSO, subrayando el caracter social y cultural del aprendizaje
matematico (Radford, 2023).

Dicho proceso continta en donde el ritmo se convierte en una herramienta clave para
mediar y materializar el pensamiento del estudiante, como se observa en el conteo ritmico: (L31)
“5 mas 3 por 1 luego aca que es cuando se suman 6 seria como 5 mas 3 por 2, luego 5 mas 3 por
3 que serian 9, 5 mas 3 por 4. Si, porque 3 por 4, 12 mas 5, 17, ;SI! [...]”. Este ritmo no solo
estructura el pensamiento en torno a las relaciones numericas que gobiernan los cambios en la
secuencia, sino que también organiza sus acciones y proporciona un sentido de anticipacion
respecto al siguiente elemento. De esta manera, el ritmo actia como un MSO que facilita la
objetivacion de la regularidad en la secuencia, complementando el trabajo conjunto mencionado
anteriormente. Asi, se establece un flujo de comprension colectiva que permite a los estudiantes
superar las figuras individuales y avanzar hacia una generalizacion matematica mas profunda
(Radford, 2010).

Después de identificar la regularidad en la secuencia, el grupo de Jana y Maria procede a
formular una generalizacién que les permita calcular el nimero de rombos en los pasos 20 y 100.
En (L32), Maria reconstruye la secuencia a partir de un "paso base", una expresién clave en su
dialogo que le permite clasificar y organizar los elementos de la secuencia de manera efectiva. A
través de este enfoque, externaliza su comprension y ejemplifica un claro acto de objetivacion:
comienza definiendo un paso inicial como "base" y, a partir de ahi, identifica la regularidad en la
secuencia que describe como "voy a estar sumando 3". Esta regularidad se transforma en una

operacion de multiplicacion que facilita el calculo de los rombos de los pasos 20 y 100. A medida
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que avanza el dialogo, la representacion de Maria evoluciona del lenguaje verbal a una forma
simbdlica alfanumerica, tal como se observa en la Figura 16b. Este proceso no solo demuestra la
aplicacion de artefactos historico-culturales en el analisis de secuencias, sino que también refleja
una practica profundamente arraigada en la ensefianza de las matematicas. Como destacan Kieran
et al. (2016), el concepto de un "paso base" sirve para facilitar la transicion del pensamiento
aritmético al algebraico, evidenciando un proceso en la construccién del conocimiento
matematico.

En (L34), se hace notoria la conexién intrinseca de los MSO utilizados: deicticos
espaciales como “aca”, de modo como “asi”, junto con el ritmo Yy la actividad perceptiva en
expresiones como “O sea aca le suma 3, da 8, y aca le suma otros 3, es 11; o sea, aca se ve que se
suma de a 3” y “era 5 mas 3 por 1, 5 mas 3 por 2 y asi”. La manera en que estos elementos se
complementan constituye un nodo semiotico (Vergel et al., 2020), caracterizando la actividad
mediada por dichos recursos y evidenciando su forma de pensar sobre la secuencia.

Se puede observar un claro proceso de deduccién que parte de la identificacion de una
regularidad en la secuenciay se transforma en una hipdtesis aplicable a términos mas lejanos. Esto
se evidencia cuando Jana y Maria expresan en la linea 34: “me surgio la idea que era 5 mas 3 por
1,5 mas 3 por 2 y asi entonces en ese orden de ideas [...] aca lo nombré paso 19 y paso 99 entonces
5méas 3 por 19 y 5 mas 3 por 99 y se descubrid de esto que teniamos”. Este enfoque muestra como
utilizar una estructura recurrente para calcular valores de pasos mas alejados en la secuencia, sin
recurrir aun al simbolismo algebraico formal. La expresion se puede describir mateméaticamente
como B, =5+3(n—1) lo que indica un proceso de generalizacién basado en patrones

identificados a partir de operaciones previas.
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La forma en que Jana y Maria operan analiticamente con los términos de la secuencia
refleja una capacidad para adaptar el esquema de la secuencia a nuevos contextos y valores,
demostrando un trabajo matematico mas abstracto. Al definir el nombre de cada paso y conectarlo
con la estructura de la secuencia, emplean elementos historico-culturales y se apoyan en la
comunalidad como fundamento para la generalizacion. Este enfoque permite que, partiendo de la
regularidad observada, construyan una representacion que trasciende lo particular para aplicar a
términos mas generales, evidenciando un proceso analitico de transicion hacia el pensamiento
algebraico, tal como lo describe Radford (2013).

También se observa una evolucion en el proceso de generalizacion a través de la
contraccion semidtica, que constituye un proceso de objetivacion. Este proceso implica una
transicion desde el uso inicial de MSO como palabras, gestos y deicticos en un contexto oral y
espacial, hacia la formulacion de expresiones alfanuméricas que representan términos de la
secuencia de manera mas abstracta y precisa. Esta evolucion refleja un movimiento hacia la
formalizacion y sistematizacién del pensamiento, en el que los estudiantes no solo identifican
patrones, sino que también desarrolla una justificacién paso a paso que valida sus hipétesis. En
este contexto, la abduccion analitica desempefia un papel clave, ya que permite a los estudiantes
deducir una regla general.

El grupo de Janay Maria evidencia una coordinacion complejay rica de medios semiéticos
que refractan su conocimiento y revelan una forma historico-cultural de entender la secuencia. Se
puede apreciar como integran diversos MSO como el ritmo, la percepcion visual, los deicticos
(espaciales, temporales y modales) y el uso de palabras clave que sugieren generalizacion. Estos

elementos se entrelazan y convergen para formar nodos semiéticos, que a su vez catalizan la
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actividad reflexiva de los estudiantes. Esta coordinacion semidtica es esencial, ya que permite a
Jana y Maria consolidar sus observaciones.

Este proceso de generalizacion no es meramente un reconocimiento de patrones; es un acto
consciente de objetivacion, en el que los estudiantes transitan desde representaciones concretas
hasta una expresion mas abstracta y simbolica. Como sefiala Radford (2013), la generalizacion en
el contexto del aprendizaje matematico implica una forma de abduccion analitica en la que se
formulan hipotesis que se someten a prueba y validacion a través de la actividad conjunta. Asi, el
proceso se caracteriza por la presencia continua de abduccién analitica al operar con lo
desconocido como si se conociera (Radford, 2018b), lo que permiten a los estudiantes avanzar
desde la percepcion inicial de patrones especificos hacia la formulacion de generalidades
aplicables a toda la secuencia, evidenciando una transicion exitosa del pensamiento aritmético al
algebraico.

Por otro lado, en el grupo de Samuel y Ricardo, se observa como la actividad perceptual
(ver Figura 17) actiia como un MSO clave cuando mencionan en (L35) “Le dimos la vuelta a la
figura entonces nos dimos cuenta, que aqui hay una, voy a llamarla asi una lamina por colores, si
se da cuenta aqui hay una en el paso 1, aqui aparecen 2 en el paso 2 [...]”. Esta observacion revela
que la percepcion visual no solo facilita la identificacion del patron de la secuencia, sino que
también establece una conexidn entre la estructura numerica y espacial, guiando a los estudiantes
a reconocer una relacion funcional uno a uno entre las ldminas y el nimero de cada paso (Vergel,
2014; Moreno, 2018). Este proceso perceptual actia como un primer paso hacia la formulacion de
una hipotesis que luego se valida con los términos conocidos de la secuencia.

Asi, se manifiesta una manera particular de interpretar la secuencia, confirmando la idea

de que "la mirada con la que cada uno de nosotros percibe el mundo no es una mirada
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desinteresada™ (Radford, 2013, p.5). Esta forma de visualizar la secuencia proporciona recursos
esenciales para la formulacion de una comunalidad, la cual se expresa a través de diferentes MSO
que complementan su discurso verbal en (L35), gestual y espacial (ver Figura 17). Los deicticos
(espaciales, temporales y de modo), los recursos linglisticos y el ritmo se integran para reforzar la
comprension del patron, mostrando como la actividad perceptual guia la manera en que los
estudiantes abordan y comprenden la tarea.

Los deicticos espaciales como "aqui”, "estas" y "este" se utilizan inicialmente para destacar
aspectos perceptivos de los elementos de la secuencia, tal como se observa en (L35): “aqui hay
una [...] lamina [...] aqui hay una en el paso 1, aqui aparecen 2 en el paso 2 [...]”. Estos medios
semidticos facilitan la identificacion de la comunalidad al ayudar a conectar elementos especificos
de la secuencia. La expresion linguistica "lamina"”, combinada con gestos que recorren
diagonalmente los rombos en la secuencia (ver Figura 17 a 'y b), permite establecer una relacién
clara entre el nUmero de cada paso y la cantidad de "laminas" identificadas. De este modo, se logra
una coordinacién entre la estructura numérica y la disposicion espacial, que resulta esencial para
identificar como y cuanto cambian las cantidades o variables en cada paso. Esta relacion integrada
es clave para la identificacion de comunalidades en la secuencia (Radford, 2013).

En este fragmento del didlogo, la generalizacion se mantiene implicita, ya que no se
verbaliza directamente. Las acciones de los estudiantes se centran en el manejo de ndmeros
concretos y sus operaciones, lo que indica una forma de razonamiento que aun no se ha
formalizado en términos algebraicos (Radford, 2018b). Sin embargo, esta interaccion inicial sienta
las bases para la transicién hacia una generalizacion mas clara y abstracta.

En la misma linea de los MSO previamente mencionados, el ritmo también se vincula como

una pieza clave en el proceso de transformar la comunalidad identificada en una hipotesis aplicable
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a situaciones con pasos mas lejanos (Vergel, 2019). Como se observa en (L35), cuando Samuel
expresa “aqui hay una en el paso 1, aqui aparecen 2 en el paso 2 [...]”, y nuevamente en (L37)
cuando dice “ahora, pero no podemos olvidarnos de esto, aqui hay 2 y [...] aqui hay 2 laminas y
aqui estan estas 2”, se percibe una cadencia en su discurso que enfatiza la secuencialidad y
repeticion. Esta cadencia se convierte en una herramienta para reforzar el patron que esta
describiendo, sugiriendo una ldgica de repeticién y continuidad que facilita la prediccién de
términos futuros.

La misma estructura ritmica se manifiesta de forma clara en (L39) cuando Samuel
introduce la regla general de asignacion: “seria 3 por 1 mas 2 que son estos 2, 3 por 1, 3, més 2
igual 5, para el n igual a 2 entonces seria 3 por 2, 6, mas 2, 8, n igual a 3 entonces seria 3 por 3, 9,
mas 2, 11, entonces y asi sucesivamente.” Esta forma de enunciado revela como el ritmo en su
lenguaje no solo marca un patron de repeticion, sino que también guia la forma de organizar y
procesar la informacién. La periodicidad en su discurso permite ver una regularidad que refleja
una estructura ordenada y predecible en los elementos de la secuencia, facilitando asi la abstraccion
de una regla general aplicable a pasos mas distantes.

El uso del ritmo como MSO ayuda a establecer una estructura ritmica que crea una cadencia
perceptible, ayudando a refractar el pensamiento del estudiante y sugerir un orden subyacente. Este
ritmo no es solo una forma de expresion verbal, sino que actia como un recurso para generalizar,
guiando el razonamiento y estableciendo una continuidad que Samuel usa para describir y prever
la evolucidn de la secuencia a medida que se incrementan los pasos. Como sefiala Radford et al.
(2017), este tipo de ritmo es crucial porque ayuda a estabilizar las nociones de comunalidad y
periodicidad en el pensamiento matematico, facilitando asi la transicion hacia formas mas

abstractas y generalizables de razonamiento.
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Ademas, esta estructura ritmica se complementa con el uso de deicticos temporales como
“ahora” y “siempre” en el dialogo de Samuel (L37 y L39). Frases como “ahora no podemos
olvidarnos de esto”, “Ahora esas laminitas hay que multiplicarle 3” y “siempre van a salir y no
van a variar” enfatizan la consistencia de sus observaciones y fortalecen la construccion de una
regla general que aplica a todos los términos de la secuencia. Segun Radford (2003), estos deicticos
temporales permiten describir acciones potenciales e imaginarias, ayudando a Samuel a reiterar y
reafirmar su hipotesis en un marco temporal que facilita la comprension de la recurrencia.

Con respecto al proceso de generalizacion de la secuencia fue mediado por acciones
corporeas (Vergel y Rojas, 2018), al momento de coordinar los gestos indexicales ver Figura 15y
Figura 17, laactividad perceptual, el lenguaje mediante palabrasy el ritmo tal como indica Radford
(2013) dicha coordinacion se transforma en un nodo semiético. Esto significa que diferentes
sistemas de signos se integran y se manifiestan para que juntos contribuyan a la toma de conciencia
sobre como abordar la tarea desde una perspectiva algebraica. De acuerdo con Radford y Sabena
(2015), este proceso se realiza de manera sincronica, permitiendo que sus acciones adquieran
significado y puedan identificar una de las posibles relaciones y estructuras matematicas entre las
cantidades (nimero de pasos y numero de rombos), las cuales puedan ser deducidas y
generalizadas.

Cuando Samuel menciona en (L35) “entonces seria 3 que es el nimero de rombos que hay
en cada lamina, n que viene siendo la ldmina cualquiera”, introduce el término "n", inicialmente
de manera intuitiva, asociandolo a cualquier lamina de la secuencia. Este uso inicial revela un
intento de operar con un elemento indeterminado, aunque en un principio no esté totalmente
definido. Sin embargo, a medida que el dialogo progresa, Samuel aclara esta notacion cuando en

n.n

(L37) explica: “Paso igual al nimero de lamina”. Con esta declaracion, empieza a tratar "n" como
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una variable que representa el numero del paso en la secuencia, permitiéndole realizar operaciones
con ella al multiplicar por tres. Asi, formula la expresion alfanumérica B, = 3n + 2 donde ‘“n”
denota el numero del paso” y P, representa el nimero de rombos de cada paso de la secuencia
(ver Figura 17c).

Este proceso evidencia un avance significativo en el proceso de objetivacion, ya que
Samuel reduce la cantidad de MSO que utiliza para expresar los términos de la secuencia. Esta
simplificacion refleja su capacidad para abstraer y seleccionar los elementos méas relevantes,
conduciendo a una “contraccidon de la expresion”, que Radford (2008b) describe como un
indicador de un “nivel mas profundo de conciencia e inteligibilidad” (p. 90). Al consolidar su
pensamiento de forma alfanumérica, Samuel demuestra no solo una mayor comprension funcional
de la relacion, sino también la habilidad de generalizar su conocimiento, haciendo explicitas las
conexiones entre los pasos de la secuencia y su representacion algebraica.

De esta forma, Samuel demuestra su capacidad para comprender patrones geometricos de
manera generalizada, arraigada en un contexto historico y cultural que le permite extrapolar
términos distantes de la secuencia (Radford, 2011). Su enfoque para mediar y materializar el
conocimiento, junto con el uso de diversos medios semidticos de objetivacion, facilita la
construccion de un “significado multisemidtico que da sentido al proceso a través del cual aparece
una forma algebraica de pensar la secuencia” (Radford, 2020a, p. 23). Este proceso de
generalizacion conecta el numero de cada paso con diferentes componentes de la secuencia,
descomponiendo los elementos en partes clave que revelan relaciones algebraicas subyacentes.
Ejemplos de ello son términos como “lamina” y la identificacion de elementos invariantes, como

se observa en la intervencion (L39), donde Samuel expresa: “siempre van a salir y no van a variar
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[...] Este y este son constantes”. Asi, mtltiples recursos semioticos convergen y se complementan
para alcanzar el objetivo central: la generalizacion.

Teniendo en cuenta que los grupos formados dedicaron gran parte de la sesion para dar
respuesta al item b por medio de una forma generalizada de describir la secuencia, para los
siguientes items c, d, y e, los estudiantes hicieron uso de sus generalizaciones para dar respuesta.
Figura 18 Producciones semi6ticas sobre el item ¢ del Grupo 1 (Jana y Maria) izquierda, 3 (Juan

y Camilo) derecha y 2 (Ricardo y Samuel) centro.
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A partir de la experiencia descrita en los items a y b, especialmente en el fragmento
sefialado en (L.39), se observa que Samuel desarrolla un procedimiento donde afirma: "en el paso
1 seria n igual a 1, entonces 3 por 1 mas 2, que son estos 2; 3 por 1 es 3, mas 2 igual a 5. Para n
igual a 2 seria 3 por 2, que es 6, mas 2, dando 8. Para n igual a 3, seria 3 por 3, que es 9, mas 2,
obteniendo 11, y asi sucesivamente". Esta observacion le permite a Samuel abordar otros items,

como se muestra en la Figura 17, formulando la expresion general P, = 3n + 2. En este proceso,
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utiliza signos linguisticos escritos, que en ocasiones funcionan como un “gesto fijo" (Vygotsky,
1997, p. 133). De este modo, aprovecha la caracteristica identificada para aplicarla en la resolucion
de nuevos casos (ver Figura 18), evidenciando la presencia de iconicidad como proceso de
objetivacion, es decir, una forma de reconocer aspectos similares en experiencias anteriores que
facilitan el desarrollo de nuevos procedimientos (Lasprilla, 2014).

Las soluciones propuestas por los estudiantes muestran como relacionan el nimero de cada
paso con la cantidad de rombos, utilizando una relacion funcional. Ademas, aplican un proceso
inverso para determinar el nimero del paso correspondiente a una cantidad dada de rombos. Estos
elementos son destacados en otras investigaciones como aspectos cruciales para el desarrollo del
pensamiento algebraico (Radford, 2011; Vergel, 2014; Contreras, 2021). Este tipo de
razonamiento refleja la capacidad de los estudiantes para reconocer patrones y formular
generalizaciones, lo cual es fundamental para la transicion del pensamiento aritmético al
algebraico.

Al utilizar estrategias que implican la identificacion de regularidades y la construccién de
expresiones generales, los estudiantes no solo aplican conocimientos previos, sino que también
desarrollan habilidades analiticas que les permiten resolver problemas de manera mas eficiente y
flexible. Como se ha sefialado en estudios previos, la habilidad para conectar representaciones
numéricas, graficas y simbdlicas contribuye significativamente al fortalecimiento del pensamiento
algebraico (Kieran, 2006; Radford, 2013). Por lo tanto, estos procesos de generalizacion y analisis
funcional evidencian un entendimiento mas profundo de las relaciones matematicas y favorecen
el desarrollo de competencias clave para abordar conceptos algebraicos mas avanzados en etapas
posteriores de aprendizaje.

5.2 Andlisis Tarea 2:
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Para la aplicacion de la segunda tarea se contd con la participacion de cuatro de los
estudiantes los cuales trabajaron en parejas de la siguiente forma Jana junto a Camilo y Juan junto

a Samuel, los siguientes dialogos hacen parte de las respuestas de los estudiantes al item a.

L40. Jana (grupo 1 item a): Bueno aqui comienza con uno [sefialando y haciendo referencia
al paso 1], y al segundo paso se aumenta los 3, que serian 4, o sea los 4 rombos, y aca en el
siguiente paso hay 9, entonces quiere decir que al 4 se le aumentaron 5 pero. Estaba pensando
que va a bajar, este rombito de aqui [sefialando el rombo inferior de la columna central ver
Figura 19 a], va a bajar otro hacia aca, y se van a aumentar 3 a los lados, 3 hacia los lados
[sefialando los rombos que se agregan a derecha e izquierda de forma diagonal ver Figura
19b,c], hacia aca no [ocultado con su indice la parte superior del rombo ver Figura 19 d] porque
este seria como el rombito [Utilizando el diminutivo para hacer referencia al elemento del paso
anterior ver Figura 19e] de, creo que, del inicio, entonces solamente se iria hacia abajo
[sefialando en forma de V los rombos dibujados en lapiz que son agregados ver Figura 19b,c]
L41. I: ¢ Puedes subrayar el del inicio?

L42. Jana: Este, el que tengo ya aqui ya subrayado [Sefiala encerrandola Ver Figura 19 €], que
serian los 4 que se forman ya en el segundo paso [Sefialando el paso 2 con su indice ver Figura
19 €]

L43. I: Ah ok, y para el tercer paso, ¢qué se hace respecto al segundo?

L44: Jana: Se aumentan dos en los lados [sefialando con sus dedos indices ver Figura 19 f] y
uno en la parte de abajo

L45. I: Entonces ta dices que, para el siguiente, ¢cual seria?

L46. Jana: Se aumentaria otro, como decir, en la parte de abajo [Con su lapiz dibuja un rombo
en la parte inferior de la columna central], y 3 hacia los lados [sefialando con sus indices en
forma de “V” Ver Figura 19f]
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Figura 19 Producciones semi6ticas de Jana en el item a de la tarea 2

L47. Samuel (grupo 2 item a): La forma mas bonita que quedo, si puedo saber la que
sigue 1, 2, 3, 4 (pausa un momento y continua su conteo), 5, 6, 7, 8 (pausa un momento y
continua su conteo), 9, 10, 11, 12 (pausa un momento y continua su conteo), 13, 14, 15y 16
[Realizando el conteo de forma ritmica y en zigzag ver Figura 20a]

L48. I: ¢ Como supiste que seguia esa figura?

L49. Samuel: Pues... facil, o sea si me doy cuenta, eh aca esta el primer rombo, a este rombo se
le afiade uno abajo, que es este de aqui [Sefala con su lapiz el rombo inferior del paso 2 ver
Figura 20 b], después a este se le afiade otro, aqui abajito, 1, 2, 3 [Sefiala con su lapiz el rombo
inferior del paso 3 realizando un conteo ritmico ver Figura 20c] al que sigue se le afiade otro
en la fila madre [Haciendo referencia a la columna central donde el nimero del paso se
relaciona con el nimero de rombos], al paso 4 se le afiade otro rombito aqui abajo, y ¢qué hace
uno?, uno complementa llenando aqui en los vacios [Ocultando con sus dedos los
elementos vacios que se deben rellenar ver Figura 20d], por ejemplo, si solamente esta esta
[Haciendo referencia a la columna central], aqui hay un vacio [Quitando sus dedos uno a uno
ver Figura 20e], llena con uno y asi vamos llenando todo hasta formar la figura como tal del
rombo completo. , sabiendo cual es la que sigue ya uno puede sacar ya.

Figura 20 Producciones semioticas de Samuel en el item a de la tarea 2
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L50. Juan: Yo hice el paso 5y me dio 25
L51. Samuel: ¢257?
L52. Juan: Si o sea... no sé si esta bien.

L53. I: ¢ Como llegaste a tu respuesta?

L54.Juan: Bueno, partiendo de aca de esta figura que son 9 [Sefiala con sus dos dedos haciendo
referencia al tamafio y numerosidad de el paso 3 ver Figura 21a] , bueno basicamente o sea esta
[indica con su lapiz el rombo superior del paso 3 ver Figura 21b] seria esta [Traslada su lapiz
al rombo superior de su dibujo ver Figura 21b]es 1, 2, 3 y 4 [Realiza un conteo sincronizado
para los elementos del paso 3y los elementos del dibujo ver Figura 21c,d], 1, 2,3y 4, eh

bajo, basicamente las que me van indicando como son, es esta hilera madre como lo dijo mi
compafiero, entonces yo lo que hice fue hacer los 5 rombos principales [Sefiala con su lapiz de
forma vertical la columna central de su dibujo] y ir rellenando, entonces aqui llevo qué,
1, 2, 3, 4 [sefialando de la misma manera que en la

Figura 21c], 5, 6, 7, 8, 9 [Contando de forma diagonal del centro a izquierda y luego a la
derecha ver Figura 21e], que seria ya toda esta figura [encerrando en forma de ovalo la figura
del paso 3 ver Figura 21f], eh, voy por acd, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16 [Contando de forma
diagonal de izquierda a derecha ver Figura 21g subrayado superior], 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23,
24, 25 [ver Figura 21g subrayado inferior].

L55. I:¢Por qué las cuentas en ese orden, asi formando esa figura?

L56. Juan: Ehh para digamos ir ubicandome en el orden de los rombos [Sefialando con su lapiz
de arriba hacia abajo la columna central del paso 3 ver Figura 21h] porque digamos

voy a contar de esta hilera [Sefialando la columna central de la figura dibujada ver Figura 21h]
y voy a subir aca [Sefialando con su lapiz la diagonal a la izquierda ver Figura 21h] y subir aca
[Sefala con su lapiz la diagonal derecha e izquierda ver Figura 21h] los que le siguen a esta.
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Figura 21 Producciones semioticas de Juan en el item a de la tarea 2

h
En cuanto a los recursos semidticos emergentes, es evidente que Jana utiliza una variedad

de elementos para expresar y desarrollar su comprension de la secuencia. Desde el habla, emergen
deicticos linglisticos espaciales como: "aqui”, "aca", y "este"; temporales como: “ahora”, “luego”,
de modo “asi”’; asi como el recurso linglistico "rombito", que emplea para describir su percepcion
de los elementos geométricos de la secuencia. También recurre al lenguaje matematico, usando
simbolos y palabras clave que facilitan su razonamiento. Ademas, el ritmo al hablar, junto con la
actividad perceptual (que se manifiesta tanto en la cuantificacion de los elementos de la secuencia
como en la estructura geométrica de la figura), complementan su discurso y resaltan la monotonia
de sus acciones al contar y el orden que va mas alla de las figuras particulares (Radford, 2010).

Los gestos indexicales, como apuntamientos, sefialamientos y deslizamientos con el lapiz (ver
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Figura 20 y Figura 21), son utilizados estratégicamente para guiar la conversacion y dar forma
tangible a sus intenciones de formular una generalizacion.

De acuerdo con Radford (2018) los deicticos lingiiisticos espaciales “aqui”, “acd” y “este”
proporcionan a las variables un significado profundo relacionado con las pistas espaciales o
contextuales de los términos de la secuencia; ademas de hacer parte de su repertorio linguistico,
complementandose en su didlogo se evidencia el uso del recurso linguistico “rombito” que es un
medio por el cual Jana expresa su pensamiento y produce significados que ayudan a evidenciar
una férmula encarnada, identificando una regularidad y relacionandola con la forma geométrica
de los términos de la secuencia.

La actividad perceptual de Jana mediante las sentencias (L40): “aqui comienza con uno, y
al segundo paso se aumenta los 3, que serian 4, o sea los 4 rombos, y acé en el siguiente paso hay
9, entonces quiere decir que al 4 se le aumentaron 5”, emerge como recurso semidtico (Vergel,
2014; Moreno 2018) que ayuda a notar una regularidad en el cambio de los rombos. Sin embargo,
Jana transita entre notar una regularidad aditiva de los elementos de la secuencia y vincularla con
la forma geométrica de la secuencia, mediante las frases (L44) “Se aumentan dos en los lados y
uno en la parte de abajo”, a su vez el ritmo se hace explicito al replicar el mismo comportamiento
para el otro paso como se evidencia en (L40) “va a bajar otro hacia ac4, y se van a aumentar 3 a
los lados™, esto le permite a Jana “resaltar la monotonia de sus acciones de contar, pausar y
adicionar” (Vergel, 2014, p. 177).

De esta forma surge el ritmo como un medio semiotico que complementa el discurso de
Jana y es fundamental para el encuentro con el conocimiento (Radford y Sabena, 2015), su uso
supone conocer cuél sera su proxima accion, creando la expectativa de los términos siguientes.

Ademas de ayudarle a proponer una expresion verbal para identificar los términos de la secuencia
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en pasos cercanos, esta relacion matemaética como se ha evidenciado por Lasprilla (2014), Moreno
(2018), Radford (2020a) la cual es dirigida a la numeracion. Asi mismo, Jana establece la relacion
de recurrencia, para el siguiente paso se debe agregar un rombo [+1] y el doble de rombos que hay
en ese mismo paso que se quiere hallar [2n], la cual podemos escribir de la forma[P,,., = B, +
2(n + 1) + 1], dicha expresion sin hacer uso del simbolismo alfanumérico del algebra (Radford,
2020a).

La forma de expresion usada por Jana para encontrar elementos cercanos de la secuencia
ha sido reportada por Radford y Vergel (2020) como una proto-forma de pensamiento algebraico
la cual se basa en una proto-analiticidad aproximandose al calculo de los términos generales puesto
que no se evidencia un proceso de deduccion claro, no hay materializacion de lo indeterminado y
por tanto no es materializada la generalizacion.

La forma de expresion utilizada por Jana para encontrar elementos cercanos en la secuencia
ha sido descrita por Radford y Vergel (2020) como una proto-forma de pensamiento algebraico.
Este tipo de pensamiento se caracteriza por una proto-analiticidad que, aunque se aproxima al
calculo de términos generales, no involucra un proceso de deduccion formal ni la materializacion
de lo indeterminado. Aunque no se logra una generalizacion algebraica completa, su expresion
sugiere que el estudiante se encuentra en el transito de una generalizacién factual a una de tipo
contextual, vinculada al entorno y a los significados que atribuye Jana a los elementos de la
secuencia.

En cuanto a los medios semidticos usados por Samuel y Juan se destacan deicticos

r9 13 299 (13 2 (13

lingiiisticos de tipo espacial “aqui”, “acd”, “este”, “esta”, temporales “ahora”, “después” y de

modo “asi” y recursos lingiiisticos como “fila madre”, “rombito”, acompafiados de sefialamientos
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0 apuntamientos y deslizamientos con los dedos u otros objetos (ver Figura 20), ademas del conteo
ritmico en Zigzag (ver Figura 20?), la actividad perceptual, el ritmo y el dibujo.

Los deicticos temporales “ahora” y “después” permiten a los estudiantes describir acciones
y procedimientos que pueden ser repetidos 0 imaginados de manera potencial (Radford, 2003). Por
otro lado, los deicticos espaciales “aqui”, “aca”, “este” y “esta” ayudan a Samuel y Juan a centrar
su atencion en la posicion de los rombos y la cantidad de los elementos de la secuencia. Esta
percepcion se refleja en las frases (L49): “al paso 4 se le afiade otro rombito aqui abajo, y ¢qué
hace uno?, uno después complementa llenando aqui en los vacios [...] y asi vamos llenando todo
hasta formar la figura como tal del rombo completo” y en (L54): “yo lo que hice fue hacer los 5
rombos principales y luego ir rellenando”. Asi, su actividad perceptual se centra en la estructura
geométrica de la figura y su comportamiento descendente respecto a la fila central, como
mencionan Samuel y Juan y se evidencia en sus gestos sefialando las figuras (ver Figura 20d, e y
Figura 21c-h). Este proceso se puede describir como (B, = n + 2+ X?-1 k) donde la sumatoria
representa los elementos que “se rellenan” de la figura, tanto a izquierda como a derecha, como lo
muestra Samuel en el paso 3 (ver Figura 20e).

El ritmo acompafado del conteo en Zigzag y en forma de “V” surge de manera clara en los
dialogos de los estudiantes. En su intervencién (L47) Samuel realiza un conteo de forma
segmentada “sigue 1, 2, 3, 4 (pausa), 5, 6, 7, 8 (pausa), 9, 10, 11, 12 (pausa), 13, 14, 15y 16”. De
forma similar, Juan en (L54) “1, 2, 3y 4, eh luego bajo [...] 5, 6, 7, 8, 9 [Contando de forma
diagonal de izquierda a derecha ver Figura 21e], [...]9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16 [Contando de
forma diagonal del centro a la izquierda y luego a la derecha ver Figura 21g subrayado superior],

17,18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25 [ver Figura 21g subrayado inferior].”
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Este proceso evidencia como Juan y Samuel resaltan la repeticion y la continuidad en sus
acciones de contar, pausar y adicionar rombos en la secuencia (Vergel, 2014). Asi, el ritmo se
convierte en un recurso semiético adicional que, junto con los deicticos linguisticos, la actividad
perceptiva, los gestos y la escritura, conforma lo que Radford (2013) denomina un nodo semidético.
Este nodo es un momento clave en la actividad semidtica, donde signos de diferentes sistemas
semioticos se integran y coordinan para lograr una toma de conciencia sobre como abordar la tarea.

El desarrollo numérico de una estructura ofrece pistas perceptuales que pueden ser
generalizadas, permitiendo que se establezcan relaciones descritas de manera verbal mediante el
uso de palabras clave que aportan una vision mas amplia. A medida que estas relaciones se hacen
mas evidentes, las variables y sus conexiones se tornan claras. En este proceso, el lenguaje natural
juega un papel crucial, ya que su riqueza conceptual proporciona las herramientas semioticas
necesarias para expresar estas ideas. Gradualmente, la atencion se desplaza hacia las variables y

su interrelacién, convirtiéndose en el foco principal del discurso (Radford, 2018).

L57. Camilo (grupo 1 item b): En el paso 2 hay 2 diagonales y estan completas [Realizando
un conteo en zigzag de izquierda a derecha y de arriba abajo ver Figura 22 a], en el paso 3, hay
3 diagonales y estan las 3 completas [Realizando de la misma forma el conteo en zigzag ver
Figura 22b], supongo que en el paso 4 van a haber 4 diagonales [*Y completas ” menciona Jana
coordinando con el ritmo de su compafero] y completas las 4 [Realiza un trazo en el aire que
representa el paso 4 ver Figura 22c], , supuse que en el paso 4 habrian 16 porque aqui
[Sefiala y realiza el conteo en forma de diagonal con su lapiz ver Figura 22a]_hay 2. vy 2. 0 sea
2 por 2, 4 [Realizando el conteo de nuevo en forma de zigzag ver Figura 22a], aqui [Senala
y realiza el conteo con su lapiz en forma de diagonal ver Figura 22b] hay 1. 2, 3 por 3. 9 [Realiza
el conteo de la diagonal superior y la columna del medio ver Figura 22c].en el paso 4, plantee
el dibujito algo asi, sabiendo que 4x4 es igual a 16 y asi se van haciendo con las otras 25, 36,
49][...] si vamos por el paso 20000 se multiplica 20000 que son la cantidad de diagonales que
van a haber en determinado paso, y estamos en el paso 20000 es decir 20000 por 20000.




PROCESOS DE OBJETIVACION EN ESTUDIANTES DE COMUNIDADES INDIGENAS

98

Figura 22 Producciones semioticas de Camilo en el item b de la tarea 2

a b <

Figura 23 Producciones de Camilo a los items a, b, ¢ de la tarea 2.

De estas producciones semioticas que expresa Camilo, se logra constatar que hace uso del

habla y la escritura como recursos semiéticos mediante sus argumentos en (L57 y ver Figura 23),
de las cuales emerge el deictico lingiiistico espacial “aqui”, temporal “luego”, “siempre” y de modo

“asi”, también el recurso lingiiistico “diagonal”, ademas, en el lenguaje escrito aparecen signos
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(palabras escritas, simbolos matematicos), la actividad perceptual, el ritmo, aspectos de
generalidad y actividad reflexiva (Asenova et al., 2020), complementado a ello el uso de gestos
indexicales como sefialar o apuntar con sus manos o el lapiz (ver Figura 22) usados para guiar su
comunicacion y materializar sus intenciones al momento de expresar aspectos de generalizacion
en los elementos de la secuencia.

El deictico lingiiistico espacial “aqui” usado por Camilo le permite dirigir su atencion a la
numerosidad de los elementos pertenecientes a cada paso, este deictico facilita la visualizacion de
forma global. Ademas, el adverbio “luego” le permite describir y organizar pasos l6gicos de forma
ordenada y comprensible, asi mismo, permite hacer predicciones entre diferentes términos como
se evidencia en (L57) “[...] luego, supuse que en el paso 4 habrian 16”. Al mismo tiempo el
adverbio “asi” destaca la monotonia de los elementos de la secuencia guiandolo a caracterizar la
regularidad implicita como surge en (L57) “y asi se van haciendo con las otras 25, 36, 49, [...]”
dicha comunalidad ayuda al estudiante a indicar el nimero de rombos en los pasos 5, 6 y 7
respectivamente. Es asi como estos aspectos cruciales en la identificacion de la generalizacion dan
soporte a la transicion de lo concreto a lo abstracto (Radford, 2013b).

La actividad perceptual es evidente desde el inicio de su explicacion pues expresa en (L57)
“En el paso 2 hay 2 diagonales y estan completas, en el paso 3, hay 3 diagonales y estan las 3
completas, supongo que en el paso 4 van a haber 4 diagonales y completas las 4”, su manera de
ver los elementos de la secuencia le ayuda a identificar una comunalidad en la secuencia la cual
puede ser descrita de laforma B, = n * naunque aun sin acudir al simbolismo alfanumérico propio
del algebra.

En este sentido, Camilo se ha encontrado con algo que siempre estuvo en frente de ellos

desde el inicio en las discusiones con Jana en la linea 40, sin embargo, no era relevante en su
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momento. Pero, que ahora se ha hecho evidente a sus 0jos y que se empieza a constituir en un
objeto de conciencia, es desde este momento en el que se empieza a constituir un proceso de
objetivacion, el cual es un proceso “social a lo largo del cual el individuo se hace progresivamente
consciente de manera critica de las formas historico-culturales de pensar y hacer; durante este
proceso se formay trans-forma la consciencia” (Radford, 2023, p.102).

Dicho objeto de conciencia se comprende y expresa mediante el recurso linglistico
“diagonal” que aporta tanto un sentido geométrico como numeérico. Asi lo sefiala Camilo en (L57)
“En el paso 2 hay 2 diagonales y estan completas, en el paso 3, hay 3 diagonales y estan las 3
completas, supongo que en el paso 4 van a haber 4 diagonales y completas las 4”. Este término le
permite a Camilo dotar de significado a cada elemento de la secuencia y se constituye como un
MSO fundamental para identificar la regularidad y expresar la generalidad de la secuencia.
Ademas, el conteo ritmico, presente en el mismo fragmento, surge como un recurso semidtico
crucial para el encuentro con el conocimiento (Radford y Sabena, 2015). Su uso sugiere que
Camilo tiene claridad sobre el siguiente paso a seguir, mediando y materializando su comprension
de los elementos de la secuencia mediante la estructura multiplicativa, lo que le facilita la
identificacién de términos mas lejanos.

Este proceso de toma de conciencia esta permeado por el uso de diversos recursos
semidticos ya mencionados, en el momento en que Camilo hace uso de recursos linguisticos,
escritos, actividad perceptiva y gestos. En (L57) se logra revelar la coordinacion de esta variedad
de MSO ademas de ser complementados con los gestos y simbolos matematicos. En sus dialogos
Camilo coordina cada MSO utilizado en el momento adecuado para dar claridad a sus ideas, esta
forma de vincular cada recurso semiotico ligustico, perceptivo, gestual y escrito se denomina desde

la teoria como un nodo semiotico, en el cual distintos signos y artefactos se integran y emergen



PROCESOS DE OBJETIVACION EN ESTUDIANTES DE COMUNIDADES INDIGENAS
101
para obtener una toma de conciencia de la forma en que la tarea puede ser abordada desde el &mbito
algébrico (Radford, 2013).

La forma en que Camilo y Jana abordan la secuencia refleja un encuentro intencional y
consciente con lo indeterminado, un aspecto crucial en el desarrollo del pensamiento algebraico
segun la TO (Radford, 2013). Su trabajo no se limita a reconocer patrones visibles, sino que se
enfrenta al desafio de determinar el namero de pasos a partir de una cantidad desconocida de
rombos. En la Figura 23c, Camilo menciona: “Fue lo mismo explicado, pero ahora la diferencia es
que nos dan la cantidad de rombos y tenemos que determinar el paso [...]. Lo que fue ensayo y
error, es decir es multiplicando Xy, X Xy, Y asi hasta llegar a la cantidad de rombos que
preguntas”, mostrando un proceso de ensayo Yy error que refleja la toma de conciencia y la
manipulacion del elemento indeterminado. Este proceso evidencia como la conciencia se
transforma y se enfoca en lo indeterminado, transitando de una comprension concreta a una mas
abstracta, un indicio claro de pensamiento algebraico emergente con secuencias. En términos de
la TO, este momento representa la progresiva formacion de conceptos algebraicos, donde el uso
de términos y procesos repetidos ayuda a consolidar el pensamiento analitico en torno a lo
desconocido, lo que permite que Camilo y Jana operen de forma maés sistematica y estructurada
con la secuencia (Radford, 2018).

En el fragmento anteriormente citado, es evidente una reduccion considerable de recursos
semidticos que son usados para dar una expresion de generalidad ,como se puede ver en Figura
23c, donde menciona en una nota “La cantidad de rombos de una diagonal se mide de acuerdo al
paso” y luego su forma reducida de expresion “Xy, X Xy,” que depende del nimero de paso

“Xno”; esta forma reducida de expresion sugiere pensar en la idea de contraccion semidtica como
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proceso de objetivacion puesto que se presenta una evolucion de nodos semioticos (Lasprilla,
2014).

En el analisis anterior, se destac6 como estos estudiantes manejan la indeterminancia de
manera analitica, acercandose al pensamiento algebraico. Este proceso es evidente también en el
fragmento actual, donde se observa una evolucion hacia la contraccion semiotica. En Figura 25b,
menciona en una nota: “La cantidad de rombos de una diagonal se mide de acuerdo al paso”, y
luego emplea la expresion reducida “Xy, X Xy, para describir la secuencia, indicando que ésta
depende directamente del nimero de paso, “Xy,” -

Esta simplificacion en la expresion refleja un proceso de objetivacion clave, donde la
reduccion de recursos semioticos demuestra un acercamiento hacia la abstraccion. Como se
menciond previamente, la contraccion semiotica implica una evolucion de nodos semidticos,
permitiendo a los estudiantes operar con conceptos abstractos de forma mas eficiente (Radford,
2013; Lasprilla, 2014). Esta transicion de expresiones mas verbales y explicitas a formas reducidas
y simbdlicas indica que los estudiantes estan internalizando los conceptos matematicos y
reorganizando su pensamiento para dar respuestas mas precisas y eficientes, facilitando asi la
manipulacion de lo indeterminado en el contexto de las secuencias.

La forma en que se reduce la cantidad de recursos semidticos refleja la capacidad de
simplificar y condensar significados complejos, que le permiten a Camilo conectar los pasos
especificos con una generalidad matematica que es crucial para la comprensién algebraica de las
secuencias. Este fendmeno no solo simplifica la comunicacion, sino que marca un punto crucial
en el proceso de transicion del pensamiento concreto al abstracto, tal como lo resaltan Radford

(2018b) y otros estudios sobre la objetivacion (Lasprilla, 2014; Contreras, 2023).
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Ademas, Camilo demuestra un uso cada vez maés estructurado de la comunalidad que
identifica en los elementos de la secuencia. Al decir en (L57) “En el paso 2 hay 2 diagonales y
estan completas, en el paso 3, hay 3 diagonales y estan las 3 completas, supongo que en el paso 4
van a haber 4 diagonales y completas las 4, luego, supuse que en el paso 4 habrian 16 [...]y asi se
van haciendo con las otras 25, 36, 49][...] si vamos por el paso 20000 se multiplica 20000 que son
la cantidad de diagonales que van a haber en determinado paso, y estamos en el paso 20000 es
decir 20000 por 20000”, muestra como una caracteristica identificada se convierte en base para
calcular términos lejanos de la secuencia. Este razonamiento se evidencia también en la Figura
23b donde realiza calculos para responder al numero de rombos de los pasos 50 y 100, expresados
como “50x50 y 100x100”. Siguiendo la perspectiva de Radford (2013), este proceso refleja una
transicion hacia un pensamiento algebraico que emerge de la identificacion y aplicacion de
patrones para determinar términos generales de la secuencia.

La capacidad de Camilo para extender el patron a términos mas distantes, basada en la
estructura similar observada previamente, evidencia un proceso de objetivacion, donde los
recursos semidticos (como el uso de "diagonales™) permiten al estudiante conectar elementos
concretos con conceptos mas abstractos. Esta evolucion semiotica se alinea con el concepto de
iconicidad descrito por Lasprilla (2014), que se refiere a como los estudiantes identifican aspectos
similares en experiencias previas para aplicarlos en nuevos contextos. De esta forma, Camilo no
solo reconoce una regularidad visual en la secuencia, sino que también la utiliza para proyectar
calculos hacia terminos no observados previamente, sugiriendo una comprension de la estructura
general inherente a la secuencia.

Adicionalmente, la interaccion con Samuel y su contribucién en la tarea 1 complementan

este proceso. Samuel introduce términos como "lamina" en sus explicaciones, sugiriendo en (L39)
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"Ahora esas laminitas hay que multiplicarle 3 que son la cantidad de rombos por la que esta
conformada cada laminita mas 2". Esta explicacion se apoya en representaciones graficas (ver
Figura 17c¢), donde la "ldamina" se posiciona en forma de diagonal. La conexion entre el término
de "diagonal™ usado por Camilo y "ldmina" compartido por Samuel refleja un proceso colaborativo
de construccion de significados, que le permiten a Camilo estructurar su comprension de la
secuencia a partir de estas interacciones sociales y semidticas. Esto ejemplifica como la iconicidad
se manifiesta mediante la transferencia de recursos semioticos en contextos colaborativos,
contribuyendo asi al proceso de objetivacion descrito por Radford (2013).

En conclusion, la evolucion de los recursos semidticos y la interaccion entre conceptos
previamente identificados y nuevos procedimientos muestran cdmo los procesos de objetivacion
permiten a Camilo y Samuel avanzar de lo concreto a lo abstracto, logrando generalizar patrones
que antes solo eran reconocidos en términos especificos. Este enfoque, apoyado por la interaccion
social y el uso compartido de recursos linguisticos y visuales, demuestra la riqueza de la teoria de

la objetivacion en el aprendizaje de conceptos algebraicos.
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6. Resultados de investigacion y reflexiones

En este capitulo se presentan las conclusiones y resultados derivados del analisis
multimodal de la actividad matematica, realizada por estudiantes pertenecientes a comunidades
indigenas de la Universidad Industrial de Santander, enfocdndose en las dos tareas de
generalizacion aplicadas. Estas conclusiones responden a la pregunta de investigacion: ¢Qué
procesos de objetivacion movilizan estudiantes de comunidades indigenas de la Universidad
Industrial de Santander al resolver tareas de generalizacion? Para dar estructura y claridad a los
resultados, el capitulo se divide en tres secciones.

En primer lugar, se identifican y analizan los medios semidticos de objetivacién (MSO),
que emergen en la actividad desarrollada por los estudiantes, permitiéndoles comprender cémo
expresan y materializan su pensamiento matematico. En segundo lugar, se describen los procesos
de objetivacion que emergen de la interaccion de estos MSO, destacando cdémo dichas
interacciones evocan formas de pensamiento algebraico al trabajar con las secuencias,
proporcionando una respuesta concreta al problema de investigacion. Finalmente, se presentan
reflexiones que abordan las limitaciones del estudio, asi como las posibilidades que se abren para
futuras investigaciones en esta linea, lo que permite plantear recomendaciones y sugerencias que
podrian enriquecer el entendimiento de la actividad matematica en contextos educativos
interculturales.

6.1 Medios semioticos emergentes

En este apartado se realiza una descripcion de los MSO movilizados por los estudiantes de

comunidades indigenas, al abordar tareas de generalizacién con secuencias figurales. Estos son

descritos de manera general de acuerdo al proceso de generalizacion evidenciados en los
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estudiantes durante la investigacion. Se identifico: el habla, gestos indexicales, la actividad
perceptual, uso de signos escritos, el conteo, el ritmo y el uso de artefactos.

Los estudiantes utilizaron diversos términos y frases clave para dar un sentido propio a sus
declaraciones, asi como para identificar y describir las regularidades encontradas en los elementos
de la secuencia. Expresiones como: “siguiente vuelta”, “avanza”, y “hay un patrén”, fueron
empleadas para articular cémo percibian e interpretaban los cambios en la secuencia, refractando
sus observaciones en palabras. Ademas, términos como “variar’y “asociarle” ayudaron a destacar
aspectos clave en la forma en que los estudiantes enfocaban su atencion en los elementos cruciales
de la secuencia, proporcionando pistas esenciales para formular generalizaciones.

Frases como: “constante”, “paso base”, “fila madre”, “hilera madre”, “diagonales” y
“laminas”, fueron utilizadas para proponer conjeturas sobre las caracteristicas de los elementos de
la secuencia, guiando a los estudiantes en el reconocimiento de las comunalidades y regularidades
presentes en los patrones. Estos términos no solo reflejan la forma en que los estudiantes
verbalizaban sus observaciones, sino que también eran esenciales para la construccién de su
comprension matematica.

El vinculo entre estos signos verbales y los gestos indexicales, como sefialar, apuntar o
deslizar los dedos sobre objetos, son conocidos por Vygotsky (1997) como "escritos en el aire”, y
promueven la materializacion de las intenciones de los estudiantes, ayudando a estructurar sus
hipdtesis durante el proceso de generalizacion.

En cada dialogo de los estudiantes era comun el uso de deicticos linguisticos espaciales
como: “aqui”, “aca”, “este”, “esta”. “ahi”, “estas”, “estos”, los cuales permiten a los estudiantes
sefialar de forma precisa elementos especificos de la secuencia, reforzando la observacion de

regularidades y patrones en la actividad matematica. Su uso facilito la creacion de un lenguaje
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comun y compartido que ayudo a externalizar su comprension y contribuyo a la transicion desde
la observacion concreta de las figuras hacia una generalizacion mas abstracta y simbolica
(Radford, 2018b).

Asimismo, el uso de deicticos linguisticos temporales como “luego”, “ahora” y “siempre”
jugaron un rol en la organizacion del pensamiento de cada estudiante. El uso de estos términos
resalta una continuidad y recurrencia de forma reiterada e imaginaria de los elementos de la
secuencia (Radford, 2003).

Ademas, expresiones lingiisticas de modo como “igual” y “asi”, ayudaron a los
estudiantes a explicar la forma en que visualizaban y reproducian patrones en la secuencia. Su
manejo proporciona claridad sobre como aplicar un procedimiento especifico de forma reiterada,
permitiéndoles establecer una regla general para describir cualquier término de la secuencia. De
igual forma, estos deicticos evidenciaron un transito entre observaciones intuitivas a la
formalizacion de sus ideas, estableciendo conexiones entre la forma de realizar operaciones
repetitivas y la estructura general del patron.

Con respecto al uso del conteo ritmico que tuvieron los estudiantes, en el cual repetian
patrones de nimeros en intervalos, se facilitd la identificacion de regularidades y ayudaron a
percibir un patrén en el crecimiento de los términos. Este ritmo permitioé que las regularidades se
internalizaran, contribuyendo a la transicion de observaciones concretas a expresiones mas
abstractas. Por otro lado, los conteos en zigzag reflejaron como los estudiantes exploraban las
relaciones entre términos no consecutivos basados en la estructura espacial, destacando una
comprension mas dinamica y global de la secuencia, lo cual permitié conectar elementos distantes

y anticipar reglas de crecimiento mas complejas.
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Igualmente, la subitizacion o la habilidad de reconocer rapidamente pequefias cantidades
sin contar individualmente, se manifestd cuando los estudiantes identificaron patrones visuales
repetitivos en la secuencia. Por ejemplo, Samuel utiliz6 la expresion “lamina” para referirse a un
elemento recurrente en la estructura, mientras que Camilo mencion6 las “diagonales” al observar
la disposicion de los términos. Estas expresiones reflejan como los estudiantes pudieron
conceptualizar la organizacion de la secuencia de manera mas rapida e intuitiva, permitiéndoles
captar la regularidad y formular una generalizacion sin necesidad de procesos de conteo explicitos.

En resumen, los MSO identificados a través del habla, gestos indexicales, la actividad
perceptual, uso de signos escritos, el conteo, el ritmo y el uso de artefactos, permitieron a los
estudiantes expresar y compartir su modo de ver la secuencia, y guiaron la evolucién de sus ideas
hacia una forma mas abstracta y generalizada. Este proceso refleja como los estudiantes lograron
objetivar conceptos matematicos al emplear un lenguaje que conecta lo concreto y visual con lo
simbdlico y abstracto, apoyando la transicién hacia una generalizacién algebraica de las
secuencias.

6.2 Procesos de objetivacion de la actividad con tareas de generalizaciéon

En relacién con los procesos de objetivacién emergentes de las actividades, se identificaron
nodos semidticos, contraccion semidtica e iconicidad, tal como lo proponen Radford (2013,
2018b), Radford y Sabena (2015), y Lasprilla (2014) entre otros. Estos conceptos permiten
comprender como los estudiantes, al involucrarse en la generalizacion de secuencias, logran
atribuir significados histdricos y culturales a los objetos matematicos. Mediante el uso de multiples
signos y representaciones, los estudiantes pueden hacer visible su pensamiento, objetivar el objeto
de estudio y construir significados compartidos que reflejan un proceso de comprension profundo

y contextualizado de las secuencias.



PROCESOS DE OBJETIVACION EN ESTUDIANTES DE COMUNIDADES INDIGENAS
109

El uso del lenguaje y la mediacion cultural se hizo evidente en ambas tareas, cuando el
grupo de estudiantes describio la secuencia de manera general utilizando palabras clave como
"lamina" o “diagonal”. Estos términos fueron cruciales en sus procesos de generalizacion,
reflejando la mediacion cultural que los estudiantes integraron en su analisis. Este proceso ilustra
la transicion del pensamiento concreto, basado en ideas intuitivas y observaciones directas, hacia
una formulacién matematica mas estructurada. A medida que los estudiantes avanzaron, apoyaron
sus ideas con simbolos y numeros especificos, otorgandoles un significado contextual y personal,
lo que enriquecio su trabajo con la secuencia. De esta forma se evidencia una transicion por los
pensamientos factual y contextual hasta situarse en el pensamiento simbolico en el cual el sentido
de la indeterminancia es evidente en su trabajo con los elementos de la secuencia.

Respecto a los nodos semidticos como elementos que integran la amplia gama de MSO
mediante su accion linglistica, gestual, artefactual y escrita identificada en L35, L37 y L39
complementado con la Figura 17, son movilizados por Samuel como una orquesta que refracta su
pensamiento y ayudan a realizar una toma de conciencia de como abordar la tarea desde el ambito
algebraico. Igualmente, Camilo al expresar en sus sentencias en L57, las formas escritas de
expresion, sus gestos y actividad perceptiva en Figura 22 y Figura 23 se coordinan y reorganizan
Sus recursos semioticos ayudandolos a dirigir la atencion a aspectos que para ellos son mas
significativos (Radford, 2018b). Constatando en ambos casos formas de pensamiento algebraico
contextual al reducir los gestos y sefialamientos por las palabras clave “diagonal” y “lamina” que
guiaron sus dialogos a generalizaciones de tipo contextual.

En su intento de generalizar los elementos de la secuencia los estudiantes toman conciencia
de las caracteristicas importantes, centrando su atencion a los aspectos mas significativos

realizando una reduccion de sus signos y recursos (Radford, 2018b) sin dejar a un lado su objetivo
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de generalizar. De esta manera, emerge el proceso de objetivacion denominado contraccion
semidtica en donde hay una evolucion de los nodos semioticos y se trasforman sus acciones
histrico-culturales para llegar a objetivar; por ejemplo, en los casos de Samuel y Camilo sus
expresiones iniciales en palabras acompafiadas de gestos son condensados a simbolos

alfanuméricos del algebra al expresar de la forma “P,, = 3n + 2”7y “Py = Xy, X Xy,”. Al guiar

sus diélogos de forma simbolica “hay un cambio drastico en la manera de designar los objetos del
discurso” (Vergel y Rojas, 2018), es por ello que como resultado de la contraccion semidtica hay
una evolucion en su pensamiento a la generalizacion de tipo simbdlica, gracias a su notacion es
evidente el sentido explicito de la indeterminancia en la secuencia pasando de lo concreto a lo
abstracto en sus dialogos.

Finalmente, el proceso de objetivacion a través de la iconicidad se manifiesta como una
manera de reconocer y aplicar aspectos similares observados en experiencias previas para abordar
nuevos procedimientos (Lasprilla, 2014). Esto se hace notorio en la experiencia de Samuel, quien,
tras resolver los items a. y b. de la primera tarea, emplea el saber adquirido para enfrentarse a otros
items de la misma tarea, como se observa en sus intervenciones en L7, L35y L39, asi como en los
signos escritos y gestuales presentes en las Figura 13, Figura 17 y Figura 18.

De manera similar, Camilo muestra indicios de iconicidad al generalizar la secuencia en la
segunda tarea, utilizando la disposicion espacial de los elementos y enfatizando las “diagonales”,
un recurso que previamente su comparfiero habia identificado como “lamina” en la primera tarea.
Este enfoque potencio la forma en que Camilo expreso su generalizacion, demostrando como la
repeticion de patrones visuales facilita la transicion hacia la abstraccion algebraica. Este proceso
subraya la importancia de la labor conjunta entre estudiantes y docente, ya que permite la

construccion cooperativa de saberes historico-culturales. Ademas, pone de relieve los valores de
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la ética comunitaria que emergen cuando los estudiantes intentan asegurarse de que sus
compaferos comprendan las ideas que estan proponiendo.

En conclusidn, las tareas disefiadas para esta investigacion demostraron ser efectivas en la
facilitacion de procesos de objetivacion relacionados con la generalizacion de secuencias. A través
de actividades contextualizadas que conectaron con las creencias y experiencias culturales de los
estudiantes. Este enfoque permitié que los estudiantes desplegaran una amplia gama de MSO,
integrandolos y completandolos para expresar y dar sentido a las regularidades identificadas en las
secuencias. Las tareas, al estar profundamente vinculadas con su realidad cotidiana y cultural,
propiciaron la construccion de saberes algebraicos y guiaron un encuentro significativo con el
saber de la generalizacion, conectando sus vivencias propias con conceptos abstractos. Esto
destaca la importancia de considerar el contexto y la cultura en el disefio de actividades educativas,
especialmente en entornos de aprendizaje diversos.

6.3 Algunas reflexiones

Esta investigacion pone de manifiesto la importancia y el valor de trabajar con
comunidades indigenas, destacando cémo la adaptacion de actividades matematicas a contextos
culturales especificos puede enriquecer significativamente los procesos de ensefianza y
aprendizaje. Permitiendo la creacion de tareas que promueven procesos de objetivacion en la
generalizacion de secuencias, y que ademas, propician una conexion mas profunda entre los
estudiantes, docentes y el contenido matematico. Esta conexidn, al estar alineada con las vivencias
y perspectivas culturales de los estudiantes, favorecid una participacion mas activa y un
compromiso continuo con las actividades propuestas.

La labor conjunta y la relacion directa con los estudiantes también resultaron cruciales para

fomentar un ambiente de aprendizaje colaborativo. Al sentirse comprendidos y respetados en sus
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contextos culturales, los estudiantes participaron de forma méas genuina y mostraron un mayor
interés en el desarrollo de las tareas, lo que a su vez enriquecio los procesos de objetivacion, ya
que lograron expresar sus formas de pensar y comprender mediante una variedad de medios
semidticos de objetivacion que incluian elementos de su vida diaria y entorno cultural.

En relacion con las tareas formuladas es pertinente en la primera tarea realizar una
reduccion de las preguntas f .y g. dado que el tiempo de trabajo en las sesiones fue una limitante
para la mayoria de estudiantes.

Por Gltimo, considerando que la Universidad Industrial de Santander ofrece cada semestre
un curso de refuerzo en matematicas para estudiantes que ingresan a través de admision especial,
segun lo reportado en la investigacion de Gonzalez (2022), seria pertinente explorar en estos cursos
las siguientes cuestiones: ¢Qué procesos de objetivacion y subjetivacion emergen al abordar tareas
de generalizacién? y ; Como dichos procesos de objetivacion contribuyen a una comprension mas
profunda del cambio y la variacién en contextos cercanos a los estudiantes? Investigar estos
aspectos podria proporcionar informacion valiosa sobre las formas en que los estudiantes logran
internalizar conceptos fundamentales a través de practicas de ensefianza contextualizadas y

culturalmente relevantes.
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Apéndice A

Buenos dias , Inicialmente agradezco haber aceptado contestar esta entrevista.
Te comparto que tenemos interés en apoyar el proceso de formacion matematica de
estudiantes de comunidades indigenas. Es por ello que hemos venido reflexionando sobre la
educacion superior inclusiva. Ademas, hemos visto que, aunque la universidad admite a
estudiantes con diferentes caracteristicas no necesariamente les esta ofreciendo el apoyo que
necesitan.

Por ello considero que es importante potenciar las habilidades que poseen los estudiantes de
comunidades indigenas respecto a matematicas. De esta forma, decidi adelantar una
investigacion que tiene por objetivo: Identificar y describir los procesos de objetivacion
emergentes de la actividad matematica con tareas algebraicas en estudiantes universitarios
pertenecientes a comunidades indigenas.

Para adelantar esta investigacion es necesario conocer tu formacion académica y cultural de
forma general y especificamente tu formacion en matematicas, para ello se realizaran las
siguientes preguntas:

(Cual es tu edad?
(A qué comunidad indigena perteneces?
;Donde se encuentra ubicada tu comunidad?
[ Qué aspectos relevantes consideras que tiene tu comunidad?
(Como es la educacion en tu comunidad?
JEn qué mstitucion educativa te formaste?
o ¢Qué principios tiene la nstitucion?
(Como fue tu formacion matematica en tu comunidad?
(Hubo algtin cambio en la educacion de tu comunidad debido a la pandemia del
Covid-19? ;Qué cambios se realizaron?
9. (Recuerdas algiin docente que te haya marcado positiva o negativamente? ;Por qué?
10. ;Qué te motivo a seguir tus estudios?
11. ;Consideras que la educacion que tuviste fue pertinente de acuerdo con tu identidad
cultural?
o Respuesta Si ;Qué aspectos consideras que fueron pertinentes?
o Respuesta No ;Por qué consideras que no fue pertinente?
12. ;Crees que la educacion que recibiste te formo buenas bases para las asignaturas que
involucran matematicas?
o Respuesta Si ;jDe qué forma te seran de utilidad esas bases?
o Respuesta No ;Por qué no? jEn qué aspectos consideras que tienes
dificultades?
13. ;Como conociste la universidad?
14. ;Sabes aproximadamente cuantos jovenes de tu comunidad ingresan a programas de
pregrado?
15. ;Qué te motivo a estudiar en una Universidad?
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16. ;Como consideras que tu carrera aportaria a tu comunidad?

17. ; Tienes apoyo familiar para continuar con tus estudios? ;Qué tipo de apoyo tienes?
(econémico, social, afectivo, etc...)

18. ;Qué condiciones te ha brindado la universidad para apoyarte en tus dificultades?

19. ;Los docentes de la universidad han tenido una formacion diferenciada teniendo en
cuenta tu cultura?

Para terminar y teniendo en cuenta el tiempo que llevas en la universidad como estudiante:

20. ;Qué es lo que mas se te ha dificultado en tu carrera?

21. Respecto a conceptos matematicos ;Qué conceptos o temas se te han dificultado en
tu formacion?

22. ;Consideras importante las matematicas para tu vida? ;En qué ambitos te podria ser
de utilidad?

o ¢Como pueden las matematicas contribuir a tu desarrollo cultural o al de tu
comunidad?
23. ;Como te visualizas luego de terminar tus estudios?

Eso es todo, muchas gracias por tu colaboracion. ; Tienes alguna pregunta o algiin otro aporte
que quieras realizar a esta entrevista?



