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Introduccion

Los coeficientes binomiales, los niimeros de Stirling y los coeficientes gaussianos son niime-
ros combinatorios clasicos con diversas interpretaciones. Los coeficientes binomiales se
pueden interpretar en términos de selecciones de subconjuntos no vacios con o sin repe-
ticién. Los numeros de stirling de primera clase trabajan con ciclos especificos del ciclo
de descomposicion de permutaciones y los nimeros de stirling de segunda clase calcu-
lan particiones de conjuntos. Los coeficientes gaussianos calculan subespacios de espacios

vectoriales finitos y matrices en forma escalonada con filas reducidas.

En el siguiente trabajo se aprovechan las similitudes algebraicas de estas tres clases de
numeros con el fin de integrarlas mediante una interpretaciéon combinatoria unificada
seleccionando objetos (bolas) apartir de conjuntos (cajas pesadas con o sin repeticién) y

generalizando las propiedades intrinsecas de ellos.

Por ejemplo, los coeficientes gaussianos son una extension natural de los coeficientes bino-
miales, pero que los niimeros de Stirling esten relacionados con los coeficientes gaussianos

y binomiales no es del todo claro.

Tambien resumiremos varias interpretaciones clasicas de cada uno de ellos seguidas de la
definicién de la generalizacion de los coeficientes binomiales de la primera y segunda clase
en términos de selecciones de objetos de cajas pesadas con o sin repeticion de cajas; al
variar el peso de las cajas (constante, lineal y exponencial), obtenemos los casos especiales
de estos nimeros combinatorios (coeficientes binomiales, nimeros de Stirling y coeficientes

gaussianos).



Capitulo 1

Coeficientes binomiales

1.1. Coeficientes binomiales de primera clase

Los coeficientes binomiales ordinarios ( ), los cuales son llamados, “coeficientes bino-
miales de primera clase” reciben este nombre por que son los coeficientes que aparecen en
el desarrollo de la n-ésima potencia del binomio (z +y). Estos se utilizan en muchas dreas

de la matematica y tienen varias interpretaciones dependiendo del area de aplicacion.

En este capitulo se presentard su definicién y sus propiedades basicas.

1.1.1. Triangulo de Pascal

El llamado sistema de tabulacion para calcular los coeficientes de binomios mas
comunmente conocido como Triangulo de Pascal es uno de los modelos numéricos mas fa-
moso en la historia de la matematica; facil de construir y maravilloso como fuente, ofrece
una notable correspondencia entre su simple construccién, los coeficientes del desarro-
llo del binomio de Newton y los conceptos basicos sobre principios de conteo y anélisis

combinatorio.



El tridngulo de Pascal estd formado por los coeficientes del desarrollo de (z + y)", cono-
cidos como coeficientes binomiales. Efectuando algunas operaciones encontramos que el

desarrollo para algunas potencias de (x + y) es:
(x+y)" =1
(z+y) =z+y
(x+y)* =a® + 22y +y°
(z +y)® =2 + 32%y + 3uy® +4°
(z +y)* = 2* + 42y + 62%y* + day® + y*

(z +y)° = 2° + 5oty + 102°y* + 102%y® + Say* + o

Como se puede observar los exponentes de z y y van disminuyendo y aumentando en una
unidad respectivamente en cada término, lo verdaderamente interesante es encontrar los

respectivos coeficientes. Ordenando solamente los coeficientes tenemos que

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Figura 1.1: Triangulo de Pascal.

Si observamos este triangulo detenidamente, vemos que los niimeros de los extremos siem-
! 7 .
pre son 1 s y cada uno de los otros resulta de sumar los dos niimeros que se encuentran ubi-
dos direct t ima. Si trar 1 ficientes de la potenci ’
cados directamente encima. Si queremos encontrar los coeficientes de la potencia (x + y

solo debemos seguir haciendo el tridngulo hasta la fila correspondiente a n = 7.

Hay una manera sencilla de determinar los coeficientes del desarrollo de la n-ésima po-

tencia de (x + y): el primer término de (x + y)" es ", osea, el primer coeficiente es 1. El
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segundo término es nz™ 1y, osea, el segundo coeficiente es n. Para encontrar el coeficiente
del tercer término multiplicamos el coeficiente del término anterior por el exponente de

x, también del término anterior, y luego eso se divide por el exponente de y aumentado

. , . ~1 .
en 1, osea, el coeficiente del tercer término es%. Este proceso se hace repetidamente

hasta encontrar todos los coeficientes de (x + y)™. Por la tanto, el desarrollo de (z + y)"

es:
1
(z4+y)" =2" +na" 'y + n(n2 )x”_2y2—|—
nn—1)mn-2) , 4 nn—1)mn-2)-...2-1
i P N O SUSURY R s P

Este resultado se conoce como Teorema del Binomio, el cudl se va a utilizar mas adelante.

El triangulo de Pascal tiene varias propiedades importantes. Algunas de esas propiedades
se pueden determinar facilmente al observar el tridngulo, en cambio otras no se ven tan
facilmente. Una de las propiedades que se puede ver a simple vista es la simetria que se

presenta con respecto al eje central del triangulo:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 d 1

Figura 1.2: Propiedad de simetria del triangulo de Pascal.

1.1.2. Definicién clasica y propiedades de los coeficientes bino-

miales

A continuacién se presentara la definicién méas comtun de los coeficientes binomiales se-

guidos de algunas de sus propiedades mas importantes:



n
Definicién 1.1. Sean n, k enteros no negativos, el coeficiente binomial (k) estd definido

(n) B k!(nnik)! nzk
k 0 n <k

donde n! es la funcion factorial y se define comon!=n-(n—1)-...-2-1.

por

Utilizando la definicién 1.1, podemos demostrar algunas propiedades de los coeficientes
binomiales de primera clase de una manera sencilla, al igual que nos provee la posibilidad

de utilizar el método de induccién en los casos donde sea necesario utilizarlo.

Primero veamos las dos propiedades principales de los coeficientes binomiales de primera

clase, estas son la propiedad de simetria y la propiedad de la adicion.

Propiedad 1.2. (Propiedad de simetria).

Sean n, k enteros no negativos, entonces
ny n
k)] \n—-k)

Demostracion.

Propiedad 1.3. (Propiedad de la adicion).

Sean n, k enteros no negativos, entonces
n\y (n-—1 . n—1
k) \ k k—1)
Demostracion.

(n 5 1) * (Z: 1) - k!(?in—_llz!k)! = 1)!(7?2__112! (& —1))!
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(n—1)! (n—1)!
Eln—Fk—-1)!  (k—1l(n—k)!

n
De la definicién 1.1, se tiene que los niimeros ( k)’ llamados coeficientes binomiales son
efectivamente los coeficientes en el desarrollo de (z 4 y)", y por las dos Propiedades 1.2 y

1.3 se concluyen que estos generan el tridngulo de pascal.

Figura 1.3: Tridngulo de Pascal expresado con coeficientes binomiales.

Lo anterior nos conduce a expresar el teorema del binomio en términos de los coeficientes

binomiales:

(x4y)" = (g) "+ (Tll) " ly4 (Z) Y 4 (Z) y" = kz:; (Z) 2" kyk o (1.1)

La demostracién de (1.1) se sigue mediante induccién matematica y se puede encontrar

en cualquier texto de combinatoria o algebra lineal.



Como caso particular de (1.1) resulta la identidad en la cudl y = 1, con lo cudl obtenemos
(1+2)" = En: ") gk, (1.2)
o \F

formula que utilizaremos mas adelante.

1.1.3. Principios de conteo y coeficientes binomiales

Hablaremos ahora de algunas herramientas bésicas que permiten determinar el niimero

de elementos de algunos conjuntos sin que sean necesario enumerar sus elementos.

Uno de los procedimientos mas utilizados en la historia de la humanidad es el de contar. A
raiz de esto surgieron y se desarrollaron los sistema de numeracion los cuales contribuyeron

al desarrollo de la aritmética, la geometria y en general de toda la matematica.

Cuando se habla de “contar” se habla de enumerar los elementos de un conjunto para de-
terminar cuantos elementos tiene. Existen principios que permiten resolver este problema
de una manera rapida sin necesidad de nombrar y enumerar los elementos del conjunto.

Dos de estos principios son el de la Adicion y el de la Multiplicacién.

El principio de la Adicién plantea:

“Sean M y N dos conjuntos disyuntos, con a y b elementos respectivamente,

entonces M | J N posee a + b elementos”.

Este principio de la adiciéon también se puede definir en los siguientes términos: “Si un
objeto M puede escogerse de a maneras y otro objeto N puede escogerse de b maneras,

entonces el nimero de maneras de escoger el objeto M o el objeto N es a +b”.

El principio de la multiplicaciéon también es llamado Principio fundamental de enumera-

cion y plantea:

“Si un objeto M puede escogerse de a maneras y otro objeto N puede escogerse
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de b maneras, entonces el nimero de maneras de escoger el objeto M y el objeto

N es ab”.

Estos principios dan origen a las permutaciones y combinaciones, los cuales son muy uti-
lizadas en combinatoria. Las permutaciones se relacionan con el ordenamiento de objetos

y las combinaciones con la escogencia de objetos.

Ejemplo 1.4. Dados los objetos M, N, O. ;De cuantas maneras se pueden ordenar estos?.

Los tres elementos se pueden ordenar de 6 maneras  distintas, asi:
MNO,MON,NMO,NOM,OMN,ONM.

Para el caso general de n objetos, hay n maneras de escoger un objeto para el primer lugar,
n—1 maneras para el segundo lugar, n—2 maneras para el tercer lugar, y asi sucesivamente
hasta 1 para el ultimo lugar. Por el principio de la multiplicacién tenemos que el niimero

de maneras de ordenar n objetos distintos es:

nn—1)---1=nl

Cada ordenamiento de los n objetos se denomina una permutacién simple de n objetos o

simplemente una permutacion.

Ejemplo 1.5. Sea el conjuntos {by, ba, b3, by, bs}. sDe cuantas maneras se pueden escoger

3 elementos del conjunto?.

Se podria pensar que la respuesta fuera 5 maneras para escoger el primer objeto, 4 maneras
para el sequndo y 3 para el tercero, osea -4 -3 = 60 maneras de escoger los tres objetos.
Algunos ejemplos de esa escogencia serian {by, by, b3}{b1,bs,bo}{ba, b1,b3}, etc ..., los
cuales son todos iguales. Por lo tanto hay que quitar las elecciones que se repiten. Como
en cada eleccion los elementos puede ser escritos en 3! = 6 ordenes, cada escogencia fue

contada 6 veces. Luego hay %O = 10 maneras de escoger 3 objetos. Estas son:
{b17 b27 b3}{b17 b27 64}{b17 b27 b5}{b1a b37 b4}{b17 b37 b5}

{b17 b4a b5}{b27 b37 b4}{b27 b37 b5}{b27 b47 b5}{b37 b47 b5}



Para el caso general tenemos que el nimero de formas de escoger k objetos distintos de
un conjunto de n objetos es:

nn—1)---(n—k+1)

o , 0<k<n.

Si multiplicamos el numerador y el denominador por (n — k)! obtenemos:

k!(n”—ik)!: (Z) 0<k<n. (1.3)

Cada escogencia de los n objetos se denomina una combinacién simple de n objetos o

simplemente una combinacién.

El nimero que resulta de la ecuacién (1.3), se denomina un nimero combinatorio y coinci-

.., . . . n . .
de con la definicién de los coeficientes binomiales ) presentada en la seccién anterior.

n
Por lo tanto el coeficiente binomial ( I representa el numero de formas de escoger k

n

objetos distintos de n objetos posibles. En términos de conjuntos tendriamos que ) es

el namero de subconjuntos de k elementos que se obtienen de un conjunto de n elementos.

Entonces el nimero total de subconjuntos de un conjunto de n elementos es:

)+ () () e ()=

Esta es una de las propiedades importantes de los coeficientes binomiales.

1.2. Coeficientes binomiales de segunda clase

Definimos los coeficientes binomiales de segunda clase (combinaciones con repeticion)

n
denotados por <( k;) , como el nimero de subconjuntos de k-elementos de un conjunto
S de n-elementos con la propiedad de que dichos subconjuntos se puede componer de

elementos repetidos sin importar el orden.

Asi, sea S = {1,2} queremos hallar el nimero de subconjuntos de tres elementos de S

((3)) =

9
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dado que hay 4 combinaciones con repeticién de tamano 3 del conjunto S = {1, 2}, estos
son 111, 112, 122, 222 (note que en los coeficientes binomiales de segunda clase k puede ser
mayor o igual que n sin ningun problema). Los coeficientes binomiales de segunda clase,
poseen una féormula para calcularlos que los relaciona con los coeficientes binomiales de

primera clase, de la siguiente manera

(E)=077) =

la cudl se puede demostrar como sigue

Demostracion.
a) Sea ' = {x1, Ty, x3,...,x;} un subconjunto de k-elementos con repeticién formado a
partir del conjunto S = {1,2,3,...,n}. Creamos un nuevo conjunto a partir de z’:

Seay; =z;+j—1talquel <j<kluegol <yr <ypp<...<y <n+k-1
(vaqueyy =ap+k—1yx,+k—1<n+k—1)y el conjunto {ys,ya,...,yx} €s un

subconjunto sin repeticién de el conjunto S ={1,2,3,...,n+k — 1}.
El opuesto se sigue por un argumento similar.
b) Sea x” = {x1, 22, 3,...,2,} un subconjunto del conjunto S ={1,2,3,...,n+k —1}

tal que para cada x; se tiene que 1 < a1 < xo < ...,z <n+k—1.

Seal < j <k, hagamosdey; = x;—j+1entonces 1 <y <yo < ... <yr <n(yaque

yr = o — k+1 < n)y el conjunto {y1,ys,...,yr} es un subconjunto de k-elementos
con repeticién del conjunto S = {1,2,3,...,n}.
Entonces por a) y b) tenemos que (1.4) se cumple. O

Los coeficientes binomiales de segunda clase también satisfacen la propiedad simétrica.

()= (G2) 1

Podemos comprobar la igualdad en (1.5) reemplazando cada término de la igualdad por

su correspondiente término en (1.4) y comparando. De estd manera obtenemos
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()= =0)
(o) - () =)

Pero por la propiedad (1.2) de los coeficientes binomiales de primera clase tenemos que
n\ n
k) \n—k)

La relaciéon de recurrencia para enumerar los coeficientes binomiales de segunda clase

() -(CD-62) r

Para probar (1.6) debemos demostrar que:

esta dada por

El nimero de subcon-
juntos de k-elementos
de un conjunto con n-
elementos con repeti-

cién, es igual

Al nimero de subcon-
juntos de k-elementos
de un conjunto de
(n — 1)-elementos con

repeticion

El ntimero de sub-
conjuntos de (k — 1)-
elementos de un con-
junto de n-elementos

con repeticion.

Supongamos que tenemos un conjunto S = {cy, ca, . .

El nimero de maneras de escoger k cajas del conjunto admitiendo repeticion de cajas es

(()-

Exactamente ( ("_1

k
escogidas la ¢, y ((

ha sido seleccionada. Es de aclarar que el coeficiente binomial ((

los subconjuntos en los cuales la ¢, ha sido seleccionada, pero es excluida haciendo cada

n
k—1

., ¢n } de n cajas con diferentes pesos.

)) de estas selecciones implican selecciones en las cuales no han sido

)) de estas selecciones contienen selecciones en las cuales la caja n

n
k-1

subconjunto de k — 1-elemento de n elementos esto es (( " ))

11
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Los coeficientes binomiales de segunda clase ((Z)), también se pueden interpretar como
el nimero de maneras de distribuir £ bolas idénticas dentro de n cajas diferentes o equi-
valentemente, como el nimero de soluciones enteras no negativas de la ecuacién lineal

$1+l’2++$n:k

Veamos cada uno de los casos graficamente mediante un ejemplo: sean dadas 4 bolas
iguales y si tenemos 3 cajas diferentes las posibles maneras de distribuir las bolas en las

cajas son: (ver Figura 1.4)
Asi vemos que ((i)) = 15.

De la misma manera y basandose en los mismos ejemplos anteriores vemos que ((Z))
se puede observar como una ecuacion lineal en el cual ((’;)) representa el nimero de

soluciones enteras no negativas de dicha ecuacion.

Asi si x1 + x9 + x3 = 4, entonces las soluciones positivas de dicha ecuacién son:

4,0,0 1,3,0 0,3,0
3,1,0 1,0,3 0,3,1
3,0,1 1,1,2 0,2,2 =15 soluciones enteras
2,2,0 1,2,1 0,1,3
2,0,2 2,1,1 0,0,4

En conclusién tenemos que los coeficientes binomiales de primera clase se pueden inter-
pretar como una seleccién estricta (1 < z1 < x9 < ... < x; < n), mientras los de la

segunda clase como la seleccion débil (1 <y <zy < ... <z < n).

12



BOLAS CAJA1 CAJA2 CAJA3

]

1 OPCION Q000

2 OPCION ® 0 ® o

3 OPCION Y N ) ')

4 OPCION ® 0 00

5 OPCION ® @ ® e

6 OPCION ® @ @) o

7 OPCION ®) © 00

8 OPCION O 000

9 OPCION o 0 0 o)

10 OPCION o o 00

11 OPCION ® 0 ® @

12 OPCION 000 O

13 OPCION 00 00

14 OPCION 0] © 00

15 OPCION 0000

Figura 1.4: Distribucién de coeficientes binomiales de la segunda clase.
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1.3. Funciones generadoras de los coeficientes bino-

miales

Las funciones generadoras, que se introducen en esta secciéon constituyen una de las he-
rramientas mas versatiles para el tratamiento de problemas de enumeracién. Al final de
la seccién haremos una revisién de los niimeros combinatorios (coeficientes binomiales)

bajo la optica de las funciones generadoras.

En ocasiones, un problema combinatorio se puede interpretar como la determinacion de
una secuencia u, de numeros, cada uno de los cuales es la solucién del problema de
tamano n. El concepto de funcién generadora permite trabajar con la secuencia entera
“almacenandola ” en una funcién. Veamos de qué manera se hace esto y qué ventajas

supone para la resolucion de los problemas de enumeracion.

Definicién 1.6. Dada una secuencia de nimeros u,, n > 0, se llama funcion generadora

ordinaria de esta secuencia a la expresion

U(x) = ug +wx + ugw® +--- = E up ",
n>0
La expresién anterior es lo que se llama una serie formal y la sucesién {ug, uy, - -}, es su

sucesion de coeficientes. Las series formales son una extensién de los polinomios.

Definimos el producto de dos series formales U(x) = Y u,2” y V(z) = > v,2", como
n>0 n>0

Uz)V(z) = Z Cpx”,

n>0

donde ¢, = ugv, + U1 + -+ + Up_1U1 + UL VY.

También diremos que U(z) es la inversa respecto del producto de V(z) si el producto de

las dos series es 1 = 1+ 0.2z + 0.22 + - - -, y escribiremos
1
Ulz) =
(z) V@)

Por ejemplo la inversa, respecto del producto, de
Vig)=1+z+a2*+--,
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(La serie asociada a la sucesién que tiene todos los términos iguales a 1), es la serie
U(z) =1 — z ya que, de acuerdo con el producto que hemos definido,
(1—2z)(1+x+2*+---) =1,y escribimos

1
1—2a

1+m+x2+~--=§:x”:

n>0

Esta ultima igualdad no se debe entender como una igualdad de funciones. Si sustituimos
X por %, el valor numérico de los dos lados de la igualdad es el mismo. Pero, si sustituimos
x por 2, a la izquierda de la igualdad obtenemos una serie numérica divergente y a la
derecha —1. Este hecho, sin embargo, no nos impide considerar la igualdad anterior como
una igualdad vélida en el conjunto de las series formales. Desde este punto de vista,

tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 1.7. Una serie formal U(z) = Y u,x™ es invertible si y solo ug # 0.
n>0

La demostracién de la proposicién (1.7) es facil de realizar y se puede ver detalladamente

en [5].

En lo que sigue veremos una primera ilustracion de la versatilidad de las funciones genera-
doras revisando los coeficientes binomiales y algunos problemas combinatorios asociados

a estos numeros en la perspectiva de las funciones generadoras.

Recordemos como obteniamos la formula del binomio al desarrollar el producto

(I4+2z)---(1+x).

v~
n

El coeficiente de z* cuenta el niimero de maneras de escoger x en k de los paréntesis y 1 en
los n — k restantes. En otras palabras, el coeficiente de z* es el niimero de combinaciones

n
de n elementos tomados de k en k, E Para n fijo, tenemos entonces que la funciéon
. n n .
generadora de la secuencia uy = < k:) (recordemos que ( k> =0sik>n)es

U(z) = (1+2)" = i (Z) 2", (1.7)

k>0
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En este caso la funcion generadora tiene sélo un nimero finito de sumandos, de manera

que se puede interpretar también como una funcién de z. De aqui se obtienen por ejemplo,

U.(1) =Y <Z) = on,

k>0

las relaciones

que da el nimero total de subconjuntos de un conjunto de n elementos, o

Estos son algunos ejemplos de como el uso de funciones generadoras proporciona resulta-

dos que de otro modo son dificiles de obtener y de demostrar.

Por otra parte la expresiéon, V(z) = 1+ 2 + 22+ -+ = > z* es la funcién generadora
k>0

de la secuencia v, = 1, k > 0. Recordemos que trabajamos esta ecuacién anteriormente

obteniendo una expresién mas compacta de esta funcién como V(z) = ﬁ Asi entonces,

la funcién generadora del nimero de combinaciones con repeticién (coeficientes binomiales

—1
de segunda clase) de n elementos tomados de k en k, uy, = (n +Z > = ((Z))’ ©s

ot B E () o
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Capitulo 2

Numeros de Stirling y Coeficientes

Gaussianos

Los nimeros de Stirling surgen frecuentemente en matematicas, especialmente en el calcu-
lo diferencial finito e interpolaciéon. Estos nimeros reciben su nombre en honor a James

Stirling (1692-1770) quien trabajé con ellos durante el transcurso de su vida.

Los nimeros de Stirling vienen dados en dos clases, llamados comtinmente “ntmeros de

stirling de primera clase” y “Numeros de Stirling de segunda clase”.

2.1. numeros de stirling de segunda clase

Estudiaremos primero los niimeros de stirling de segunda clase ya que ellos aparecen con

mas frecuencia que los de la primera clase. El simbolo

n

k

se define combinatoriamente como el nimero de maneras de partir un conjunto de n
objetos dentro de k subconjuntos no vacios. Por ejemplo hay 7 maneras de partir un

conjunto de 4 elementos en dos conjuntos no-vacios a saber:
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{1,2,3FU{4}, {1,2,4) U3}, {1, 3,4  U{2}, {2, 3,43 U{1}, {1, 23 U{3, 4}, {1, 3 U{2, 4},
{1,4} {2, 3}, de estd manera
4

2

=T.

Esta interpretacion combinatoria es equivalente a distribuir 4 bolas diferentes en 2 cajas

idénticas sin que quede caja vacia, asi:(ver Figura 2.1)

BOLAS CAJA1 CAJA2

® 000

1* DISTRIBUCION @ @ @

2* DISTRICUCION @ @ @
3° DISTRIBUCION @ @ @
4" DISTRIBUCION @ @ @
5 DISTRICUCION @ @

6° DISTRIBUCION @ @

7° DISTRIBUCION @ @

OOCIglelele
®el®

Figura 2.1: Distribucién de Stirling de segunda clase.

Notemos que los corchetes son usados para denotar conjuntos, mientras que ,

denota un numero. Este parecido en la notacién ayuda a recordar el significado de
n

k

, paran y k pequenos.

Hay exactamente una manera de colocar n elementos dentro de un tnico conjunto; por

n
lo tanto = 1, para todo n > 0. Por otra parte = 0, por que un conjunto
1

18



AR IR EU IR TR IR CF R G U O IR ED R S R C IR O
0 1

1 0 1

2 0 1 1

3 0 1 3 1

4 0 1 7 6 1

5 0 1 15 25 10 1

6 0 1 31 90 65 15 1

7 0 1 63 301 350 140 21 1

8 0 1 127 966 1701 1050 266 28 1

9 0 1 255 3025 7770 6951 @ 2646 462 36 1

Figura 2.2: Tridngulo de Stirling de segunda clase para subconjuntos.

de cero elementos es vacio. En el caso de que k& = 0 se presentan algunas complicaciones.

Convendremos que hay exactamente una manera para partir un conjunto vacio en cero

partes no vacias; por lo tanto, =1.

n
Pero un conjunto no vacio necesita al menos una parte, asi = (0 paran > 0.
., Qué sucede cuando k = 27.

0
Primero que todo = (. Si un conjunto de n > 1 objetos es dividido en dos partes
2

no vacias, una de estas partes debera contener el ltimo objeto n y algin subconjunto los
primeros n — 1 objetos restantes. Hay 2"~! maneras para escojer el ltimo subconjunto
luego para cada uno de los primeros n — 1 objetos estan en él o fuera de él, pero no

debemos colocar todos los objetos en él por que necesitamos que ambos conjuntos sean
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no vacios. Por lo tanto restando 1:

n
=21 -1 para n > 0. (2.1)

4
Esto corresponde con nuestro ejemplo anterior ya que =7 = 2% — 1 maneras.

La figura 2.2 nos muestra los niimeros de Stirling de segunda clase para los primeros casos

en los cuales n y k son enteros pequenos. Unas pequenas modificaciones de estas férmulas

n
lleva a una recurrencia con la cual podemos calcular para todo k;

n—1 n—1
= + : (2.2)
k k—1

Para demostrar esta relacién, se sigue que: dado un conjunto con n > 0 objetos, se

particiona en k partes no vacias si colocamos el ultimo objeto n, en un subconjunto solo

n—1

(en maneras ), o bien junto con alguno de los primeros n — 1 elementos, en
E—1

/7 . n - 1 /7 .
algin subconjunto. Hay k& maneras en el ultimo caso, ya que cada una de
k

n—1 o . . ,

las maneras de distribuir los primeros n — 1 objetos en cada parte no vacias

k

dard como resultado k subconjuntos con los que el n-ésimo objeto puede asociarse.

2.2. numeros de stirling de primera clase

n
Los ntimeros de stirling de primera clase se denotan y tienen varias interpretaciones
k

de acuerdo con el contexto en el que se trabaje.

Los nimeros de stirling de primera clase tienen una interpretacion combinatorial clasica
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que implica permutaciones. De esta manera, si denotamos a S,, como un grupo simétri-
co, es decir el grupo de todas las permutaciones del conjunto S = {1,2,3,...,n}, cada
permutacion se puede representar como un producto de ciclos disyuntos (los ciclos de
descomposicién); por ejemplo en Sg la permutacién 216345 se puede expresar como un

producto de dos ciclos disyuntos es decir [1,2][3, 6, 5,4]. Asi se define los nimeros de stir-
n
ling de primera clase, denotados como , como el nimero de permutaciones en S,

que contiene exactamente k ciclos dentro de su ciclo de descomposicion.

n
En otras palabras podemos decir que calcula el nimero de maneras de colocar n

objetos en k ciclos en lugar de subconjuntos. Los expresaremos diciendo “k ciclos de n”.

Los ciclos son ciclos ordenados, semejantes al collar que representa el ciclo “[A, B, C, D]”

acordando que [A, B,C,D] = [B,C,D, Al =[C,D,A, B] =[D,A,B,C].
A
L

Figura 2.3: Representacién del ciclos [A,B,C,D].

_—

+——

0 4+————

Un ciclo se puede decir que es una vuelta completa, ya que su terminacién esta unida con

su comienzo. También es de aclarar que el ciclo

[A,B,C,D] #[A,B,D,C] 6 [AB,C,D|#[D,C,B,Al

Hay 11 maneras diferentes de formar 2 ciclos a partir de 4 elementos:
11,2,3][4], [1,3,2][4], [1,2][3,4], [1,2,4][3], [1,4,2][3], [1,3][2,4], [1,3,4][2], [1,4][2,3],
11,4, 3][2], [2,3,4][1], [2,4,3][1].

4
Por lo tanto = 11. La figura 2.4 nos muestra los nimeros de Stirling de primera
2

clase para los primeros casos con n y k pequenos.
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n
9

0 1

1 0 1

2 0 1 1

3 0 2 3 1

4 0 6 11 6 1

o 0 24 20 35 10 1

6 0 120 274 225 85 15 1

7 0 720 1764 1624 735 175 21 1

8 0 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1

9 0 40320 109584 118124 67284 22449 4536 546 36 1

Figura 2.4: Triangulo de Stirling de primera clase para subconjuntos.

Los ntimeros de stirling de primera clase también se pueden representar formalmente como

los coeficientes en la expansién del polinomio:
zz+D)(z+2)---(x+n-1).
De esta manera cuando n = 4 vemos que el polinomio x(z + 1)(z + 2)(z + 3) = 2* + 62> +

1122 + 62 produce la secuencia de coeficientes “6,11,6,1” la cuél coincide con la Figura

2.4.

2.3. Casos especiales

Un ciclo singulete (el cual es un ciclo con un tnico elemento) es en esencia lo mismo que
un conjunto singulete (un conjunto con un tnico elemento). Similarmente, un 2-ciclo (un
ciclo con 2 elementos) es parecido al conjunto con 2 elementos, ya que [A, B] = [B, A] es

exactamente lo mismo que {A, B} = {B, A}.
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Pero en el 3-ciclo hay 2 ciclos diferentes [A, B,C] y [A, C, B].

Notemos por ejemplo que las 11 parejas de ciclos vistas anteriormente; se pueden obtener
de las 7 parejas de conjuntos en los niimeros de stirling de segunda clase obtenida en ,

2

pero formando 2 ciclos de cada uno de los conjuntos de 3 elementos, de estd manera de

los conjuntos {1, 2,3} (J{4} obtenemos los ciclos [1,2,3] [4] vy [1,3,2] [4].

Los ciclos se pueden obtener de cualquier conjunto de n-elementos, siempre que n > 0
(hay n! permutaciones, y cada ciclo corresponde a n de ellas por que cualquiera de estos

elementos puede ser listado primero). Por consiguiente tenemos

) =(n—-1) para neZ". (2.3)

n
Como podemos ver este valor es mucho mayor que = 1, que obtuvimos para el
1

nimero de subconjuntos de Stirling.

De hecho, es facil ver que el ciclo de niimeros es por lo menos tan grande como el niimero

de subconjuntos

> para n,k € Z*. (2.4)
k

Por que cada particion de subconjuntos no-vacios conlleva por lo menos a un arreglo de

ciclos.

La igualdad se obtiene en la ecuacién (2.4), cuando todos los ciclos son necesariamente
singuletes o dobletones, por lo que los ciclos son equivalentes a los subconjuntos en tales

casos. Esto sucede cuando k = n y cuando £ = n — 1, por lo tanto
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En realidad es facil ver que
n n n n
- ~ 1, - - (n) (2.5)
n n n—1 n—1 2

El niimero de maneras de arreglar n objetos en n— 1 ciclos, es igual al nimero de maneras
de partir n objetos en n — 1 subconjuntos y esto es a su vez igual al nimero de maneras

de seleccionar 2 de los n objetos.

n
Podemos derivar una relacién de recurrencia para modificando los argumentos

n
usados para . En todo arreglo de n objetos en k ciclos podemos colocar el iltimo
. , i n—1 n—1 .
objeto n, en un ciclo solé (en maneras) o en uno de los ciclos

kE—1 k

arreglados de las primers n — 1 objetos. En el ultimo caso hay n — 1 maneras diferentes
para colocarlo. (No es dificil verificar que hay j maneras de colocar un nuevo elemento
en un j-ciclo para formar un (j — 1)-ciclo. Cuando j = 3, por ejemplo, el ciclo [A, B, C]|
conduce a:

[A,B,C,D|, [A,B,D,C], o, [AD,B,C],
cuando insertamos un nuevo elemento D y no hay otra posibilidad.

Sumando sobre todo j da un total de n — 1 maneras para insertar un n-ésimo objeto en

un ciclos de descomposicién de n — 1 objetos).

Por consiguiente, la relacién de recurrencia deseada es:

-1 -1
=(n—1) " + " para n€Z*. (2.6)
k kE—1

Si comparamos las ecuaciones (2.2) y (2.6), vemos que los primeros términos en el lado
derecho son multiplicados por su indice superior (n — 1) en el caso de los nimeros de
Stirling por ciclos, pero por su indice inferior k en el caso de los nimeros de Stirling por

subconjunto.
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Es de notar que cada permutacién es equivalente a un subconjunto de ciclos. Por ejemplo

consideremos la permutacion que lleva 123456789 en 384729156. Ordenando en 2 filas
1 2 3 45 6 7 8 9

38 4 7 2 9 1 5 6

veamos que 1 va a 3, 2 va a 8, etc. La estructura de ciclos sucede por que 1 va a 3, el cudl

va a 4, el cudl va 7, el cudl posteriormente va a 1; es decir el ciclos [1, 3,4, 7].

Otro ciclo en estd permutacién es [2, 8, 5]; atin otro es [6,9]. Por lo tanto la permutacién

384729156 equivalente a el ciclo arreglado [1, 3,4, 7][2, 8, 5][6, 9].

De esta manera tenemos que en cualquier permutacién my, ma, . .., m, de {1,2,...,n} todo

elemento esta en un ciclo unico.

Podemos comenzar con my = m y hagamos my = m,,, Mo = mp,, etc. debemos even-
tualmente regresar a my = mg. (Los nimeros deberdn repetirse antes o después, y el
primer nimero en reaparecer debe ser mg) ya que consideramos el predecesor tnico de los
otros ntimeros my, ma, . .., my_1. Por lo tanto, cada permutacién define un ciclo arreglado,
reciprocamente cada ciclo arreglado define obviamente una permutacion si invertimos la
construccion y la correspondencia uno a uno muestra que las permutaciones y los ciclos

arreglados son esencialmente la misma cosa.

n
Segtn esto, es el numero de permutaciones de n objetos que contiene exactamente k
k

n
ciclos. Si sumamos para todo k, debemos obtener el niimero total de permutaciones:

n

n
Z =n!, para neZ’ (2.7)
=0 | K

Por ejemplo, con n = 4 obtenemos

1] 4 4 4 4 4 4
> = + + + +
|k 0 1 2 3 4
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=0+6+11+6+1

=24 = 4!

Los nimeros de Stirling son 1tiles porque sus relaciones de recurrencia en las ecuaciones

(2.2) y (2.6) aparecen en una variedad de problemas.

Por ejemplo si queremos representar la potencia ordinaria z", en forma de potencia x™,

descendente, (tal que 2 = z(x —1)(x —2)--- (x — (n — 1)), encontramos que los primeros

casos son:
20 = 22
xl =t

=22+t
23 =22+ 322+t

=2t + 622 + 722 + 2L

Si miramos detenidamente estos coeficientes, notamos que se parecen a los niimeros en la

figura (2.2) reflejados de derecha a izquierda.

Por la tanto podemos estar seguros que la formula general es

" = Z B} a®  para n €Lt (2.8)

En otras palabras los subconjuntos de nimeros de Stirling son los coeficientes en la po-

tencia ordinaria que produce las potencias factoriales.

Podemos ir por otro camino también, por que los nimeros de Stirling por ciclos son
los coeficientes en las potencias ordinarias que produce las potencias factoriales (donde

" =z(r+1)(z+2)---(z+ (n—1))) y se obtiene
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23 = 2% + 322 4 22!
2t = 2t + 62° + 1122 + 627
Como tenemos que (z +n — 1)a* = 2" + (z — 1)k

para demostrar que

S -1
(x+n—1)x”’1:(x+n—1)z nk xk:Z : .
k K

Esto conduce a la férmula general

_ n
:E”:Z z® para neZ".
k
k

(Haciendo x = 1 dard (2.7) nuevamente.)

, asi podemos probar como arriba

(2.9)

Pero detengdmonos un momento; la ecuacién (2.9) involucra elevar la potencia factorial

2™, mientras la ecuacién (2.8) involucra la caida de la potencia factorial z.

., Qué necesitaremos para expresar x en términos de potencias ordinarias o que necesi-

tamos para expresar x™ en términos de elevacién de potencias?. Es muy facil solo nos

deshacemos de algunos signos menos y obtendremos:

n —
= Z (=) *2* para neZ",

B
oy

_ n
" = Z . (=) * 2% para neZ".
k

En realidad estas ecuaciones funcionan por que por ejemplo la formula:

vt =x(r —1)(x —2)(z — 3) = 2* — 62° + 112* — 6z,

es analoga a la férmula

vt = x(x + 1) (2 +2) (2 + 3) = 2* + 62° + 112* + 61,

pero con signos alternados.
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La identidad general
= (=1)"(—z)". (2.12)

Convierte la ecuacién (2.8) en la ecuacion (2.10) y la ecuacién (2.9) en la ecuacion (2.11).

Si recordamos cuando pegamos el factor (—1)"~* en una férmula como en la ecuacién

(2.10), hay un ordenamiento natural de potencias cuando z es grande:

" >t >tV r>n (2.13)
, . . n n . , .
Los nimeros de Stirling y son positivos, asi tenemos menos signos para
k

usar cuando expandimos una potencia pequena en términos de una mas larga.

Podemos conectar la ecuacién (2.9) a la ecuacién (2.10) y obtendremos una suma doble:

- n k
k k km k m
Esto es valido para todo z, si los coeficientes de 20, 2!, ... (™D g+t 2742 en la
derecha son todos cero obtendremos la identidad
n k i
Z ()" " =(m=n) v enteros n,m > 0. (2.14)
A k m

La ecuacion (2.14) es una identidad que combina los nimeros de Stirling de primera clase

y segunda clase.

2.4. Funciones generadoras de los nuimeros de Stir-

ling

Sea n un numero entero positivo fijo y una sucesién de nimeros {a;} definida por

n+k
a = )
n
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tenemos entonces que la funcion generadora de la secuencia a; o funciéon generadora de

los nimeros de Stirling de la segunda clase es:

o0

ful2) = => o (2.15)

Los numeros de stirling de segunda clase también se pueden expresar en términos de

funciones simétricas homogéneas y aparecen en la expansién de la funcién racional

(1—:13)(1—2:(:)...(1_1@):2 I " (2.16)

n

expandiendo el lado izquierdo de (2.16), e igualando los coeficientes dados se obtiene

L > i1i ik (2.17)

k 1<i1<io<...<ip 1<k

Por otro lado, para los niimeros de stirling de primera clase tendremos que:

Dados n un nimero entero positivo fijo y una sucesiéon de nimeros {ay} definida por

n—1
ag = )
n+1—k

tenemos entonces que la funcion generadora de la secuencia a; o funcién generadora de

los niimeros de stirling de primera clase es:

falz) = (1= 2)(1 = 2x)(1 = 3z)-- (1 —nz) = > (~1)F el (2.18)

Ademas, si tenemos la funcion:

n
donde aj = , es una funciéon que también genera los nimeros de Stirling de la
k

primera clase.
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Alternativamente, la ecuacién (2.19) se puede expresar en términos de funciones simétricas
elementales de sus ceros asi tenemos z(z+1)(z+2)(z+3)...(x+n—1)=2"+ (1 +2+
3...4n—12" ' +(1-242-3+...+(n—=2)(n—1))z" 2 +...+(1-2:3-4...(n—1))z.

Igualando coeficientes obtenemos

n
= E 1109 . Ty (2.20)

k 1<y <ig<...<ip_j<n—1
Resumiendo, de las ecuaciones (2.17) y (2.20), los nimeros de stirling de primera clase se
puede interpretar como sumatorias mediante selecciones estrictas (combinaciones) mien-
tras los de la segunda clase como sumatorias mediante selecciones suaves (combinaciones

con repeticién).

2.5. Coeficientes gaussianos

Los coeficientes gaussianos (o polinomios gaussianos) aparecen en teoria de nimeros,
combinatoria, algebra lineal y geometria finita. Gauss los introdujo como una funcién

racional de una indeterminacién ¢. Si se desea mas informacién al respecto puede ver [2],

[4].
Los coeficientes gaussianos estan definidos por

ny (1 — qn)(l — q”_l) - (1 _ qn—ks—i—l)
(’“)q_ 1-q)(1—¢*)---(1—g") nkeZ’ nzk>1y ¢>1

(2.21)

Proposicién 2.1. Sea g =1,n >k > 1 con n,k € Z*, entonces
- ’
k/, k
los coeficiente gaussianos son los mismos coeficientes binomiales de la primera clase cuando
q = 1; por ejemplo sea n =5 y k = 3 entonces tenemos

(5) _ (=) -a)(1-¢%),
3/, (1-q¢(1-¢)(1-¢%"
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notemos que si reemplazamos a ¢ por 1 en este momento no llegariamos a nada ya que
obtendriamos una determinacién, pero si factorizamos en todos los términos el factor

(1 — ¢) tanto en el numerador como en el denominador y simplificando obtenemos:

(5> (M4 g+ P+ P+ 4+ g+ P+ P+ g+ )
3/, 11+q)(1+q+¢?)

Haciendo ¢ =1

(5) R e e NI e S DI e )
3), (1+1)(1+1+1)

5% _5><4><3_5><4><3_ 5)
3q_ 2%x3 3! - \3/)

Los coeficientes gaussianos (2.21), son un polinomio en ¢ y guarda muchas propiedades

con los coeficientes binomiales de la primera clase. De hecho podemos escribir:

k(n—k)

(Z)q: JZ:; a;q. (2.22)

Entonces la suma de los coeficientes a; es el coeficiente binomial (Z), retomando nuestro

5
ejemplo de y desarrollando los productos tenemos que
3/4

Y

5\  14+2¢+3¢+4¢>+4¢"* +3¢° +2¢° + ¢
3, 1+g¢q

si sumamos los coeficientes

1+2+3+4+4+3+2+1_20_10
1+1 2 7

que es el mismo resultado que obtenemos de

5 5 20
= =2"=10
(3) 231~ 2 ’

lo que nos confirma la ecuacién (2.22) de manera practica.

También podemos decir que la suma de los coeficientes a; es el numero de caminos dife-

rentes en el plano cartesiano desde el origen (0, 0) hasta el punto (n-k,k), de esta manera,
5

como (3) = 10 hay 10 caminos diferentes para llegar desde el origen hasta el punto (2, 3),

graficamente estos estan representados en la Figura (2.5).
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IEREPRETES e IEREPRETES -
2 _} 2 5.
Lo ) :
0 o[ :

ol 17 2 0 1 2

Figura 2.5: Caminos en la trayectoria de los coeficientes binomiales de primera clase.
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Segiin nuestros comentarios anteriores podemos decir que los coeficientes gaussianos (2.21)
son una extensién de los coeficientes binomiales de primera clase. Sin embargo, para
nuestra interpretacion unificada los coeficientes binomiales de la segunda clase llegan a
ser mas importantes. Por estd razén desde ahora nos referiremos a los coeficientes gau-
ssianos como los coeficientes gaussianos de la segunda clase, dichos coeficientes tienen
una interpretacién combinatoria cldsica relacionada a subespacios; asi GF'(q) denotard un
campo finito de orden ¢ (una potencia prima), y V(n,q) denotard un espacio vectorial

n-dimensional sobre GF'(q).

Definiremos los coeficientes Gaussianos de la segunda clase denotados por (Z)q, como
el nimero de subespacios k-dimensionales de V(n,q), (para ver mas detalles se puede

consultar [2]).

Los coeficientes gaussianos también se pueden interpretar combinatoriamente para todo
entero positivo ¢ > 1 como el nimero de matrices £ X n en forma escalonada por re-
duccién de filas y sin filas nulas con enteros del conjunto @ = {0,1,...,q — 1}. Para la

interpretacién de esta matriz, es necesario que ¢ no sea una potencia prima.

Nuestra interpretacion unificada demostrara que interpretando los coeficientes gaussianos
como una generalizacion de los coeficientes binomiales de la segunda clase obtendremos

una interpretacion combinatorial para todo ¢ > 1.

Los coeficientes gaussianos satisfacen la propiedad simétrica

n n
= : (2.23)
y las relaciones de recurrencia

()~ (") (), -
(Z>q - (n K 1)q T <Z: Dq (2.25)

Las cuales demostraremos posteriormente usando nuestra interpretacion unificada.
Se definen los coeficientes gaussianos de primera clase como los coeficientes en el teorema
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g-binomial

(1+2)1+q)(1+¢@2)(1+¢z)...(1+¢" ) = Z q(g) <Z> ", (2.26)
k=0 q

Proposicién 2.2. Sea q=1, n,k > 1 yn,k € Z* entonces

(1+2)1+q)1+¢)(1+¢z) ... (1+¢" ') Zq ()q i(g) = (142"

El teorema ¢-binomial es igual al teorema del binomio (1.1) (haciendo y = 1).

k
En nuestro contexto los coeficientes gaussianos de primera clase, que son q(2) (Z) en
q
(2.26), son una extensién de los coeficientes binomiales de primera clase (Z), expandiendo
el lado izquierdo de (2.26) e igualando los coeficientes dados obtenemos que

5 (Z)q _ Z g1zt (2.27)

0<iy <ip<--<1p<n—1

A manera de ejemplo, sin =3 y k = 2 entonces

() o[ A5 w0110 40

por otro lado

Z qi1+i2 _ q0+1 + qo+2 +q1+2 _ ql +q2 + q3.
0<i1 <ip<2

Que nos deja ver la igualdad entre las notaciones.

La funcién generadora de los coeficientes gaussianos de segunda clase esta definida de la

siguiente manera:

Sea n un numero entero positivo fijo y una sucesién de nimeros {ay} definida por:

L),

tenemos entonces que la funcién generadora de los coeficientes gaussianos de la primera

clase es:

)
fal@) = (1= 2)(1—gz) - (1 — " 'a) = 3 (~1)fg \? (Z) qu. (2.28)
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De igual manera, los coeficientes gaussianos de segunda clase (los cuales son coeficientes
gaussianos ordinarios) aparecen como coeficientes en la extensién del teorema g-binomial
(que hace a su vez el papel de funcién generadora de coeficientes gaussianos de la segunda

clase):

! _ > (n+k—1 Lk
(1—x)(l—q:c)(1_qzx)u_qsx)m(l_qn_lx)—;( I )q, (2.29)

expandiendo el lado izquierdo de (2.29) e igualando los coeficientes dados obtenemos

ntk—1) _ iy itk
( ' )q_ Y ,

y reemplazando n por n — k + 1 tenemos que

<Z> _ 3 g Fiz i (2.30)
q

0<i1<ip << <n—k

3
() =1+q+¢,
2 q

Z gtz = 00 4 O+l 4 gt — 1 4 g
0<ir <1

Ejemplo si n = 3 y k = 2 entonces

y por otro lado tenemos

lo que nos muestra la igualdad.

Las identidades (2.27) y (2.30) indican que los coeficientes gaussianos de primera clase
se pueden interpretar como sumatorias a través de selecciones estrictas (combinaciones),
mientras que las de segunda clase se pueden interpretar como sumatorias a través de

selecciones débiles (combinaciones con repeticién).
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Capitulo 3
Una interpretacién unificada

Ahora estamos preparados para definir nuestra interpretaciéon combinatoria unificada co-

mo una generalizacién de los coeficientes binomiales de primera y segunda clase.

De esta manera si asumimos que dadas n cajas diferentes en donde la caja i (1 <i <n),
contiene w; bolas diferentes, con w; > 1. El nimero w; es llamado el peso de la caja 1,

también haremos que w denote el vector de pesos, asi w = {wy, wa, W3, ..., W, }.

La generalizacién de los coeficientes binomiales de primera clase con el vector peso w,

es denotado por , es el numero total de maneras de seleccionar k bolas de las n

n
k W
cajas, pero primero escogiendo k cajas diferentes (sin importar el orden) y posteriormente

seleccionando una bola de cada una de las cajas escogidas.

Supongamos que escogemos k cajas diferentes {cy,co,c3, ..., ¢k} con ¢y < g < ez <o <

¢k, (refiriendonos al peso de cada caja).

Entonces hay w., we, --- W, posibles maneras para seleccionar las £ bolas resumiendo

sobre todas las maneras de escoger las k cajas distintas obtendremos

n
(k) = Z W, We, * o W, ; (3.1)

1<c1<ea< < <n

que es la generalizacion de los coeficientes binomiales de la primera clase.
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Por ejemplo, si tomamos 4 cajas de tamanos diferentes tal que la caja 1 tiene 2 bolas
diferentes, la caja 2 tiene 3 bolas diferentes, la caja 3 tiene 4 bolas diferentes, la caja 4

tiene 5 bolas diferentes, entonces el niimero de maneras diferentes de seleccionar 3 bolas

().~ ()
k w 3 w=(2,3,4,5)

@ = Y W

1<ci<ca<cez<4

diferentes de las 4 cajas sera:

4
( = We, We,Wey + We, We, Wey + W, We, Wey + We, We, W,

3W
=(2x3x4)+(2x3x5)+(3x4x5)+(2x4x5)
=244 30 + 60 + 40

= 154 maneras diferentes.

La generalizacion de los coeficientes binomiales de segunda clase con el vector peso w
n
denotado por ((k)) , es el nimero total de maneras de seleccionar k£ bolas de las
W
n cajas, pero primero escogemos k cajas (permitiendo la repeticion de cajas), y luego

seleccionando una bola de cada una de las cajas escogidas.

Notemos que con la repeticion de cajas una bola seleccionada es retornada a su caja

original, y puede nuevamente volver a ser seleccionada.

Supongamos que escogemos k cajas (permitiendo cajas repetidas) {c1, o, ..., ¢} con ¢ <
cy < - < ¢ < n, entonces hay w,, wg, - - - W, posibles maneras para seleccionar las k
bolas.

Resumiendo sobre todas las maneras de escoger las k cajas con repeticién obtenemos

R .

1<e1<ea < <cep<n

que es la generalizacién de los coeficientes binomiales de segunda clase.

Retomando nuestro ejemplo con n = 4 y k = 3 pero admitiendo la repeticion de cajas

n
k = E Wcl WCQ ch .
w=(2,3,4,5) 1<c1 <<eg<4
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=W, We, We, + We,We,We, + W, We, Wey + W, We, We, +
W, We, We, + We, We, We, + We, We, W, + We, We, W, +
W, We,We, + We,Weo,Wey, + W, W, W, + We, We, W, 1+
WesWesWey + W, We , We, + W, We, We, + W, We, We,

W, We,Wey + We W, We, + Wi, We, We, + We, We, W,
=(2x2x2)+(3x3x3)+(4dx4x4)+(5x5x5)+

(2x2%x3)+(2x2x4)+(2%x2x5)+(3x3x2)+
(Bx3x4)+(3x3x5)+(4x4x2)+(4x4x3)+

(Ax4x5)+(Bx5x2)+(B5x5x3)+(5x5x4)+
(2x3x4)+(2x3x5)+(3x4x5)+(2x4x5)

= 8+27+64+125+12+16+20+18+36+45+32+48+80+50+75+100+24+30+60+40

=910 maneras diferentes.

Proposiciéon 3.1. Sin>k>1 con nke€Z®™ y w;=1 V i con 1<i<n,

n n
= g Wc1Wc2"‘ch:( )
<k)w—ﬂ,L1.“,1) <= k
~—_——

n—veces

entonces

La generalizacion de los coeficientes binomiales de primera clase es igual a los coeficientes

binomiales de primera clase si las n cajas contienen exactamente una unica bola.

De estda manera en nuestro ejemplo si w; = 1 para todo ¢

4
() = 1x1x14+1x1x1+1x1x1+1x1x1
3 w=(1,1,1,1)

sy

4
:1+1+1+1:4:(Q.
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Proposicién 3.2. Sin>k>1 con nkeZ® y w; con 1<1i<n, entonces

n n
= g WCIWCQ-“W%S?’L:(( ))
((k))w_(l, L1...,1)  jeo Srtecn k
N————

n—veces

La generalizacion de los coeficientes binomiales de sequnda clase es igual a los coeficientes

binomiales de sequnda clase cuando las n cajas contienen una unica bola cada una.

Ademas si nosotros hacemos w; = ¢ y denotamos el vector de pesos por
S ={1,2,3,--- ,n} entonces (2.17) y (2.20) muy seguramente seran la generalizacion de
los coeficientes binomiales reducidos a los nimeros de Stirling de primera y segunda clase,

asi (2.20) dara

n n—1
e 3 WiWa e W — (n - kr)s' (3.3)

1ISwi<wo < <wy_<n—1

n
Que son los nimeros de stirling de primera clase , los cuales se pueden interpretar

como el nimero de maneras de seleccionar n — k bolas diferentes (una bola seleccionada
por caja) escogiendo las cajas de un total de n — 1 cajas, y donde la caja i tiene un peso

i.

También de (2.17) obtenemos

e 3 Wl""?"‘w“’f:((nf/{;))s' (3.4)

1<wi<wo<--<w, <k

n
De esta manera los niimeros se Stirling de segunda clase , se pueden interpretar

como el nimero de maneras de seleccionar n — k bolas de n — k cajas permitiendo la
repeticién de cajas (seleccionando una bola por caja) y escogiendo las cajas de un total

de k cajas, donde la caja ¢ tiene peso 1.

Supongamos que ¢ es un entero positivo y w; = ¢! para 1 < i < n. Denotando el

vector de pesos por ¢ = (1,q,¢%, ...,¢"'), entonces (2.26) y (2.27) muy seguramente son
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la generalizacion de los coeficientes binomiales reducidos a los coeficientes gaussianos de

primera y segunda clase.

De estd forma (2.27) dara

q(2) (Z) = Z gzt Z g1 =D+ G+t o) — (Z) 7
! q

0<1<i2<...<ip<n—1 1< <2<, . <1 <n

y (2.30) dara

(Z) _ Z izt =
q

, , . — 1
Z q(21—1)+(12—1)+"'+(2k _ 1) — ((n Z+ )) . (35)
q

‘ . . . . n .
De esta manera los coeficientes gaussianos ordinarios ( ) se pueden interpretar como el

q
nimero de maneras para seleccionar k bolas de k£ cajas admitiendo repeticiones de cajas

(seleccionando una bola por caja) y escogiendo las cajas de un total de n — k + 1 cajas,

donde la caja i tiene un peso ¢' .

Proposicion 3.3. Sea q=1n>k > 1, n,k € Z", entonces
(n) B (n —k+ 1)
k q k q

Los coeficientes binomiales de primera clase se expresan en términos de los coeficientes
binomiales de segunda clase cuando ¢ = 1. (Esto se deduce de las proposiciones 3.1, 3.2 y

3.3).

3.1. Generalizacion de las relaciones de recurrencia

Ahora demostraremos que las relaciones de recurrencia para los coeficientes binomiales,
los niimeros de Stirling y los coeficientes gaussianos se siguen inmediatamente de nuestra

generalizacion de las relaciones de recurrencia.
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Teorema 3.4. Siw = (Wi, Wa,...,W,) con 1 <w; <wy <...<w,, entonces
n n—1 n—1
= n . 3.6
(kr)w ( k )w“’v (k—l)w 30

La generalizacion de los coeficientes binomiales de primera clase con vector de peso w

satisface la relacién de recurrencia (2.27).

Demostracion.
Dada una k-seleccién de bolas de n distintas cajas, en donde la ultima caja (caja n),

n —
no fue escogida, entonces tenemos una k-seleccién de (n — 1) cajas, ( ) . Sila
w

k
caja n es escogida, entonces hay w,, posibilidades para escoger la bola y el resto es una
n—1
(k — 1)-seleccién de (n — 1) cajas wy </<: 1). O
Teorema 3.5. Siw = (Wi, Wa,...,W,) con 1 <w; <wy <...<w,, entonces

OL-(C)om(C),

La generalizacién de los coeficientes binomiales de segunda clase con vector de peso w

satisface la relacion de recurrencia anterior.

Demostracion.

Dada una k-seleccion de bolas aceptando la repeticion de cajas, en donde la ultima caja
(caja n), puede o no ser escogida. Si la caja n no es escogida entonces tenemos una k-
seleccién de (n — 1) cajas, sin olvidar que aceptamos la repeticién de cajas. Si la caja n
es escogida entonces hay w,, posibilidades para escoger la bola y el resto es una (k — 1)-

seleccion de (n) cajas, puesto que la repeticién de cajas es permitida. [l

Las relaciones de recurrencia de la propiedad (1.3) y la ecuacién (1.6) para los coeficientes
binomiales ordinarios se siguen inmediatamente de los teoremas (3.4) y (3.5) haciendo

Wi:1.

Corolario 3.6. Siw; =1 y 1 <17 <n, entonces

(), (), Goa),
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La generalizacion de la relacion de recurrencia de los coeficientes binomiales de la primera
clase con w; =1 es igual a la relacion de recurrencia de los coeficientes binomiales de la

primera clase.

Corolario 3.7. Siw; =1 y 1 <1 <n, entonces

(), = (), (),

La generalizacion de la relacion de recurrencia de los coeficientes binomiales de la sequnda
clase con w; =1 es igual a la relacion de recurrencia de los coeficientes binomiales de la

sequnda clase.

Si w; = i, entonces de la ecuacién (3.3) aplicada en la ecuacién (3.6) produce que w = S

yS=1(1,2,3,--- ,n),donde n,k € Z" con n > k > 1, entonces

(o), (05, (o),
R S R R -

Igualando cada término de la ecuacion (3.8) con la ecuacién (3.3) obtendremos

n n—1 n—1
- +(n—1)
k kE—1 k

Lo cudl se reduce a la ecuacién (2.6), que es la relacion de recurrencia de los nimeros de

Stirling de primera clase.

De la misma manera la ecuacion (3.4) aplicada a la ecuacién (3.7) produce:

) () (A

Igualando cada término de la ecuacién (3.9) con la ecuacién (3.4) obtenemos

n n—1 n—1
= + k ,
k k—1 k

lo cudl se reduce a la ecuacién (2.2), que es la relacién de recurrencia para los nimeros

de stirling de segunda clase.
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Finalmente si w; = ¢'~!, entonces la ecuacién (3.5) aplicada a la ecuacién (3.7) produce

().~ (7D, ((7),
(), e (),

Igualando cada término de la ecuacion (3.10) con la ecuacién (3.5) obtenemos que

(1) = () r(i2h),

Lo cuél se reduce a la ecuacién (2.25), que es la relacién de recurrencia para los coeficientes

gaussianos.

Observemos que los coeficientes (n — 1), k y ¢ * que ocurren en las relaciones de
recurrencia de las ecuaciones (3.8), (3.9) y (3.10), (o las ecuaciones (2.2), (2.6) y (2.25)),
respectivamente tiene una interpretacion unificada como el peso de las ultimas cajas en

la respectiva seleccion.

3.2. Funciones generadoras

Las propiedades més formales de la generalizacién de los coeficientes binomiales se pueden

estudiar en términos de funciones generadoras. Los coeficientes de la generalizacion de

la primera clase ( ) se pueden representar formalmente como funciones simétricas
w .

elementales. De esta manera si w = (wy, wa, - ,w,) y

n

flz) =1 —wz)(l —wyx) - (1 —wyx) = Z(—l)kakxk,
donde o9 = 1 y para k > 1,

O = E Wiy Wiy = -+ Wy,
1< <t << <n

n
denota la k-ésima funcién simétrica elemental. Pero por la ecuacién (3.1), ( ) = oy
w
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asi f(x) es una funcién generadora para I
w

fl) =1 —wz)(l—wx) - (1 —wyx)= Z(—l)k (Z) zk. (3.11)

La funcién generadora para la generalizacion de los coeficientes binomiales de la segunda

clase es la funcién reciproca de f(z), asi:

1 1 . i i . k
f@) (= w@)(l = wyr) - (I — wyx) _H i Z ’

donde a;, = > witwy - wir con iy > 0,49 >0, -+ i, >0.
i1+in+in=k

. n
Pero ay es justamente ((k)) :

St Y www:(@))w

De esta manera obtenemos que

f(lw) T (1 wa)(1 —wlzx) (1 — wnr) kf; (< ))w (3.12)

1

Haciendo w; = 1,7 6 ¢"! en las ecuaciones (3.11) y (3.12), obtenemos las funciones

generadoras para los coeficientes binomiales, los nimeros de Stirling y los coeficientes

gaussianos respectivamente.

Los coeficientes binomiales w; = 1

== S ()

funcion generadora de los coeficientes binomiales de la primera clase.

()2 ()

funcién generadora de los coeficientes binomiales de la segunda clase
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Los numeros de Stirling (w; = 1):

(01 -20) (1 —n) =S (-1F | "Th |

funcién generadora de los niimeros de stirling de primera clase.

1 ) n+k | ,
(1—x)(1—2x)---(1—nx):§ n o

funcion generadora de los ntimeros de stirling de segunda clase.

Los coeficientes gaussianos (w; = ¢ 1):
1—2)Y1=ax) - (1—qg" ') = Sk () o
(I—x)(1—gz)--(1—¢" ') =) (~1)fq k)

funcién generadora de los coeficientes gaussianos de la primera clase.

1—2)(1 _qg;)l...(l — i) = i (n+/;— 1)q$k,

k=0

funcion generadora de los coeficientes gaussianos de la segunda clase.

3.3. Observaciones y conclusiones

Las interpretaciones clasicas de los coeficientes gaussianos en términos de subespacios y
matrices estan mal definidas cuando ¢ = 1. Pero si interpretamos los coeficientes gaussia-
nos como extensiones de los coeficientes binomiales de segunda clase se les puede dar més
significado ya que entre ellos comparten muchas propiedades. Por ejemplo, la propiedad
simétrica (1.2) de los coeficientes gaussianos se puede probar combinatoriamente notando
que las rejillas de los subespacios de un espacio vectorial finito V(n,q) cada subespacio
k-dimensional de V' se puede unificar asocidndolo con un subespacio (n — k) dimensional

de su espacio V* dual.

Sin embargo, en esta interpretacién ¢ debe ser una potencia prima. Formalmente la pro-

piedad simétrica de los coeficientes gaussianos se sigue de la ecuacién (2.21) y se reduce
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a la propiedad simétrica de los coeficientes binomiales de la primera clase (1.2) cuando

qg=1.

. Es posible dar una prueba combinatoria de la propiedad simétrica de los coeficientes

gaussianos para q > 17

La interpretacion de los coeficientes gaussianos como generalizacion de los coeficientes

1

binomiales de segunda clase con w; = ¢'~!, reduce la propiedad simétrica a demostrar

()~ (1), o

Teorema 3.8. (Prueba combinatoria de la propiedad simétrica de los coeficientes gau-
n n
( ) = ( ) para todo q > 1.
k), n—=kjJ,

Debemos demostrar que

que

ssianos)

Demostracion.

()~ (G5)
k . n—=kjJ/,
por (3.5) tenemos que
—k+1
<Z> = ((n i + )) para cualquier entero ¢ > 1,
q q

y de la misma manera para

n kE+1 .
= para cualquier entero ¢ > 1,
n—kJ, n—=k)/,

es decir (por (2.22))

Z q(il—1)+(ig—1)+...+(ik—l) _ Z q(j1—1)+(j2—1)+...+(jn,k—1)

1<y <ig <e<ig <n—k+1 1<j1<ja << <h+1

Si reemplazamos k en el lado izquierdo por n — k obtenemos el coeficiente dual del lado

derecho.

También cuando ¢ = 1, obtenemos la propiedad simétrica para las combinaciones con

repeticién de nimeros (1.5).
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Ahora haremos la prueba combinatoria detalladamente: una seleccion de k cajas con
repeticion del conjunto {1,2,--- ,n —k+ 1}, donde 1 <i; <ip <--- <ip <n—k+1,
se puede asociar inicamente con una n — k seleccién (el dual o seleccién conjugada) del
conjunto {1,2,--- ,k+ 1}, donde 1 < j; < jo < -+ < j,x < k+ 1, por una secuencia
de k ceros y (n — k) unos como sigue. El nimero de ceros entre dos unos representa el

ntimero de veces que una respectiva caja es escogida de el conjunto {1,2,--- ;n—k+1}.

En otras palabras los unos actuan como separadores por ejemplo: sin = 7y k = 4 entonces

la secuencia (leida de izquierda a derecha) (0110010) representa la seleccién {1,3,3,4}.

De esta manera, el nimero de ceros de la izquierda del primer 1 es el niimero de veces que
la caja 1 es seleccionada, mientras que el nimero de ceros entre el primero y el segundo

1 es el niumero de veces que la caja 2 es seleccionada, etc.

La seleccién dual es definida por un intercambio de papeles de 0 y 1 y entonces leyendo
la secuencia de derecha a izquierda. De esta forma, en la seleccién dual los ceros actuan

como separadores. En nuestro ejemplo la seleccién dual con (n — k) = 3 es {2,4,4}.
Ahora demostraremos que una seleccion y su dual tienen el mismo g-peso.

Consideremos nuestra representacion binaria de una k-selecciéon general con repeticién de

{1,2,--- ,n — k + 1}, donde hemos agrupado los bloques consecutivos de ceros y unos.

0o0---011---100---011---1...00---011---100---0.
S—— S——

ay by az ba ar—1 br—1 ar
Y dondea; >0,a, >0y b;>1,a; >0paral <i:<r—-1y2<j5<r—1

Tenemos > ._, a; = k para la seleccién y Z:;ll b; = n — 1 para la dual. Observe que
a; es el nimero de veces que la caja 1 es escogida, mientras que ay es el nimero de
veces que la caja by + 1 es escogida, y en general a; es el nimero de veces que la caja
(by + by +---b;_1 + 1) es escogida (note que el peso de estas cajas es ¢"*+%2+%i-1 con la
convencién de que by = 0). En el dual b,_; es el nimero de veces que la caja a, + 1 es

escogida, mientras b,_o es el nimero de veces que la caja a, + a,_1 + 1 es escogida, y en
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general b; es el nimero de veces que la caja (a, + a,_1 + -+ + a;41 + 1) es escogida.

Asi
r i—1
E a; b; y
=1 j=1
r—1 T
b; a;.
i=1 Jj=i+1
Pero S;1 = Y abj= Y, ba; =S5, asi el ¢-peso de una seleccién y su dual son lo

1<j<i<r 1<i<y<r
i ; St = ¢2. Por | iend das las k-selecci :
mismo; esto es ¢°t = ¢~2. Por lo tanto, resumiendo todas las k-selecciones tenemos:

Z (i1—1)+(i2—1)+~~~+(ik—1)

= Z qSl

= Z biaj = q52

1< <jo < <jn—k<k+1

. 3 biay = gDk )
1<51<j2 < <Jn—r<k+1

Las identidades de los coeficientes gaussianos se pueden probar formalmente usando la
definicion y son g-analogas a las identidades de los coeficientes binomiales. Muchas iden-

tidades tienen pruebas combinatorias usando la interpretacion unificada.

Por ejemplo, la g-identidad

- k(ﬂl—l—k) (n—l—m—i—l)
>4 =
m./, m+1

2o ().~ ()

Se puede probar como sigue.

El lado derecho se puede interpretar como el nimero de (m+ 1)-selecciones con repeticién

de cajas de el conjunto {1,2,--- n + 1}. Para el lado izquierdo, si k es la tltima caja
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seleccionada (1 < k < n + 1); entonces hay ¢*~! selecciones para la 1ltima bola (el peso

de la caja k es ¢*71) y el resto es una m-seleccién con repeticién de cajas de el conjunto

{1,2,-- k}.

Podemos concluir que la generalizacién de los coeficientes binomiales provee una interpre-
tacién combinatorial unificada de los coeficientes binomiales, los nimeros de Stirling y los
coeficientes gaussianos. La interpretacién unificada esta definida en términos de objetos
(bolas) seleccionadas de cajas pesadas con o sin repeticién de cajas. La notable similitud
de las relaciones de recurrencia usadas para generar estas 3 clases de nimeros son conse-
cuencia inmediata de las relaciones de recurrencia para la generalizacién de los coeficientes
binomiales. Los coeficientes gaussianos definidos como extensiones de los coeficientes bino-
miales de primera clase son interpretados como extensiones de los coeficientes binomiales

de la segunda clase (combinaciones con repeticion).

Bajo esta interpretacién combinatoria muchas identidades de los coeficientes gaussianos
se pueden probar para todo ¢ > 1. La generalizacién de los coeficientes binomiales revela
otra perspectiva para extender las relaciones entre los coeficientes binomiales, los nimeros

de Stirling y los coeficientes gaussianos.
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