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Descripcién y contenido:

El presente trabajo muestra la relacién existente entre el conjunto de Cantor y la razén durea, en donde
se brinda solucién a un simple pero interesante problema geométrico, del cual se construye un conjunto de

Cantor especial que serd denominado: “Un conjunto dorado de Cantor”.

Al contrario de lo que muchos piensan no solo existe un conjunto de Cantor; el conocido conjunto ternario
de Cantor, sino que ademads se pueden hacer conjuntos de Cantor variando la longitud del intervalo hueco

intermedio que se denomina «.

Este problema geométrico plantea si es posible intersecar dos o — medios conjuntos de Cantor, de tal forma
que la longitud de los intervalos componentes, que se denomina 3, de uno de dichos conjuntos quede entrete-

jido en los intervalos huecos del otro, dejando asi como 1inico elemento de intersecciéon a cero.

Existe un valor critico de § para el cual el problema tiene solucién, es en este valor donde se encuentra la

razén aurea realizando el cociente entre el valor de los intervalos 3 y el valor del intervalo hueco intermedio a.

Ademis en el trabajo se muestra una forma andloga de construir el conjunto de Cantor utilizando notacién

binaria y nimeros en base tres.

Como resena histdrica se realiza una breve pero interesante biografia de Cantor y se muestra una aplicacién

de la razon durea en nuestra vida.

*Monografia
**Facultad de Ciencias, Escuela de matematicas. Director: Sonia Marleni Sabogal Pedraza



Title: A GOLDEN CANTOR SET*
Author: PRADA MARIN Duwamg Alexis™
Keywords:

Golden Ratio
Golden Set
Golden Number

Cantor Set

Content:

The current work shows the relationship existing between the cantor set and the golden ratio in which a
solution to a simple but interesting geometrical problem is given. From this we have made a special cantor

set that will be called “a golden cantor set”.

Contrary to what many people think, there is not only one existing cantor set, the well-known tertiary cantor
set, but also we can make cantor sets varying the length of the intermediate empty interval that we will call

“alpha”.

What this geometrical problem suggests is if it is possible may intersect two half alpha cantor sets so that
the length of the component intervals, that we will call "beta”, of one of the involved sets remains conjoined
to one of the empty intervals of the other one, leaving zero as the only intersection element.

There is a critical value for “beta”in which the problem has a solution and it is in this value where we find
the golden ratio making the quotient between the beta interval values and the intermediate empty interval

alpha value.

Moreover in this work, it is shown an analogue way to make the cantor set using binary notation and three-

based numbers.

As it reviews historical is made a brief but interesting biography of Cantor and it is also shown how the

golden ratio is applied to our lives.
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INTRODUCCION

La matematica a través de los tiempos ha ofrecido solucién a muchos problemas que se han
planteado. Dentro del campo matematico encontramos una serie de nimeros maravillosos,
conjuntos

extraordinarios, distintas geometrias, y un sin fin de aplicaciones a las cosas que existen.
Todos estos elementos de la matematica no son ajenos entre ellos. En este trabajo mostraremos,
a partir del andlisis del articulo “A golden Cantor set”[13], una interesante relacién
entre el conjunto de Cantor y la razon dorada, también llamada la proporcion divina por
Leonardo da Vinci. La construccion clasica del conjunto ternario de Cantor se basa en
“suprimir” los tercios medios de los intervalos que van quedando, a partir del intervalo
[0, 1]; esta construccién se puede generalizar suprimiendo en vez de los “tercios medios”, por
ejemplo, los “cuartos medios” o los “quintos medios” o en general los “a-medios”
siendo a € (0,1), lo que generaria la versiéon a-medio conjunto de Cantor, notada (,. El
problema central que plantea el articulo en cuestién es determinar condiciones para que dos
de tales conjuntos de Cantor generalizados se intersequen tnicamente en cero (es
decir, (,[)C¢w = {0}). Pues bien, la solucién a este problema estd intimamente ligada a

la proporcién divina, y esto es lo que se muestra en el articulo [13].

El presente trabajo consta de cuatro capitulos. En el primer capitulo (“Preliminares”),
recopilamos conceptos y resultados del analisis y topologia que se usaran en los siguientes
capitulos. Hemos dedicado el segundo capitulo (“Resena histérica”) por una parte a la vida
de Georg Ferdinand Ludwig Philip Cantor, para conocer algunos detalles de sus estudios,
sus ideas mas brillantes, sus descubrimientos, su corriente filosofica y hasta la locura que
padecié este gran matematico, y por otra parte, miraremos diferentes aplicaciones que ha

tenido la razén dorada, como su utilizacién en construcciones importantes como el Partenén



INTRODUCCION 4

y la piramide de Giza; también su utilizacion en obras de arte como la Mona Lisa, La wltima
cena, el hombre de Vitrubio, entre otros. Ademads, veremos algunas curiosidades interesantes,
como una relacién entre la razén dorada y la serie de Fibonacci.

En la mayoria de libros y clases de matematicas se presenta el conjunto de Cantor a
partir de su construccion geométrica, y de alli se empiezan a mostrar sus propiedades mas
importantes; en el capitulo tres de la presente monografia (“El conjunto de Cantor”), se
presenta dicho conjunto desde diferentes puntos de vista; en particular, se muestra una con-
struccién analitica, realizada por José Mateos Cortés [5], con lo cual se demuestra que el
conjunto de Cantor es un espacio métrico (y topolégico), compacto, no vacio, totalmente

disconexo, perfecto y no numerable.

En el cuarto y iltimo capitulo (“A golden Cantor set”), se muestra la traduccién del articulo
escogido para este trabajo y se continda con su analisis, haciendo algunas observaciones al
respecto, usando también las referencias bibliograficas encontradas, examinando nociones
que intuitivamente podrian ser muy claras, pero que no son tan sencillas de formalizar, como

por ejemplo, la diferencia de tamano entre dos conjuntos de Cantor.
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PRELIMINARES

En este capitulo se recopilan varios conceptos y resultados fundamentales que se utilizaran en
este trabajo. La primera seccién estd dedicada a los espacios métricos, la segunda al espacio
de los codigos y finalmente se estudiaran algunos conceptos topoldgicos. Las definiciones,
conceptos y resultados que aparecen en este capitulo han sido tomadas principalmente de
[1] y de [3].

1.1. Espacios métricos

Definicién 1.1.1. Sean X un conjunto no vacio y d: X x X — R una funcién que satisface

para cualesquiera x,y,z € X:
i) d(z,y)>0;
i) d(z,y)=0& =1y
i) d(z,y)=d(y,2);
iv) d(z,y)<d(z,2)+d(zy);
entonces d se llama métrica sobre X, y la pareja (X,d) se llama espacio métrico.

Definicién 1.1.2. Sean (X,d) espacio métrico, € X y € > 0. Se define bola con centro en

z y radio € como el conjunto By(z;e)={ye X | d(z,y)< e}.

Definicién 1.1.3. Dado (X,d) espacio métrico y A C X, se dird que A es abierto si y sélo
siVa € A, 3¢ > 0, tal que By(z;e)C A.
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Definicién 1.1.4. Dado (X,d) espacio métricoy A C X, se dird que A es cerrado si y sélo
si X — A es abierto.

Definicién 1.1.5. Sean X un conjunto no vacio y f : N — X una funcién; la funcién f
se llama sucesién en X y se nota f(n)= z,. Cominmente se identifica la sucesién con el

recorrido ordenado de la funcién de la siguiente forma: f=(z,)nen = (21,22, Tn,-..).

1.2. El espacio de los codigos

Se presentard a continuacién la definicion del espacio de los cédigos y resultados importantes

relativos a dicho espacio, que se necesitaran en este trabajo.

Definicién 1.2.1. Sea ¥ = {1,..., N} donde N € N. Se define XN ={ f : N — ¥ | f es

funcién}.

De la definicién 1.1.5 presentada anteriormente, podemos concluir que los elementos de ¥V
son sucesiones a = (a;)ien, donde a; € X, que escribiremos como o = ajas..., y a cada

sucesion la llamaremos un codigo.

Definicién 1.2.2. Se define Va, 5 € 3V,

- | ai — B |
d.(a, B) = _—.
Proposicién 1.2.1. La funcién d, : ¥ — R estd bien definida.

Teorema 1.2.1. (XN d,) es espacio métrico.

La demostracién de las dos anteriores afirmaciones son inmediatas.

Definicién 1.2.3. El espacio (XV,d.) se llama espacio de los cédigos.
La siguiente proposicién muestra qué forma tienen las bolas dentro de este espacio métrico.
Proposicién 1.2.2. Sean o € XN y e > 0. Entonces:
N sie>1,
By (ase) =
{BeXN|a;=06,Vi=1,...k}, para algin k €N, sie < 1.

Una prueba de esta proposicién se puede encontrar en [3].
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1.3. Topologia

A continuacién se enuncian algunas propiedades y los conceptos mas importantes de topologia

que se usaran principalmente en el capitulo 3.

Definicién 1.3.1. Espacio topoldégico: Sea X un conjunto y 7 una familia de subconjuntos
de X (es decir 7 € P(X)). Se dice que 7 es una topologia sobre X, si se cumplen los

siguientes axiomas:
i) 0, X er.
ii) Si A, B € T entonces ANB € 7.
i) Si {A;}icr es una familia de elementos de 7, entonces | J,.; A; € 7.

En tal caso el par (X,7) se llama espacio topolégico y los elementos de 7 se llaman

abiertos.
Nota 1.1. i1 significa que la interseccion finita de abiertos es un abierto.
Proposicion 1.3.1. Todo espacio métrico es también un espacio topoldgico.

Posteriormente en el ejemplo 1.3.2 se muestra la relacion mencionada entre un espacio métrico

y un espacio topolégico.

Definicién 1.3.2. Base para alguna topologia: Sean X un conjunto y 8 C P(X); se

dice que B es base para alguna topologia sobre X, si se cumplen las siguientes condiciones:
) UBs =X

ii) Si By y By € By x € By N By, entonces existe By € B tal que x € B3 C By N By. En

tal caso, la familia
(B) ={GC X |[(VzeG)(3B, € B)(x € B, CG)}

es una topologia sobre X, llamada la topologia generada por B.

Definicién 1.3.3. Base para una topologia: Sean (X, 7) un espacio topolégico y B una
familia de abiertos (es decir B C 7). Se dice que B es una base para 7, si todo elemento
de 7 es union de elementos de B; equivalentemente: si para cualquier O € 7y x € O, existe
B, € 8B tal que x € B, C O.
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Ejemplo 1.3.1. Topologia ordinaria de R (7,): sea X = R, se tiene que:
Ty = { Uo(@asba) | s ba € ]R} es una topologia sobre R, llamada la topologia ordinaria.

Ejemplo 1.3.2. Topologia generada por una métrica. Si (X, d) es un espacio métrico,
entonces la familia de todas las bolas (definicién 1.1.2) es base para una topologia 74 sobre
X, llamada la topologia generada por la métrica d. En este caso se puede demostrar
que los abiertos (es decir los elementos de 74) son exactamente los mismos abiertos de la
definicion 1.1.3.

Ejemplo 1.3.3. Topologia discreta: Sean X un conjunto y 7 = P(X); 7 es una topologia

sobre X, llamada topologia discreta.

Definicién 1.3.4. Interior de un conjunto: Sean (X, 7) un espacio topolégico, A C X,
x € A. Diremos que x es un punto interior de A siy solo si existe O € 7, tal que x € O C A.

El conjunto de los puntos interiores de A se llama el interior de A, y se nota A° 6 int(A).

Proposicién 1.3.2. Una caracterizacion de los conjuntos abiertos: Sean (X, ) un

espacio topologico y A C X. Entonces A es abierto si y solo si A = A°.

Definicién 1.3.5. Conjuntos cerrados: Sean (X,7) un espacio topoldgico y A C X.

Diremos que A es cerrado si y solo si X — A € 7, es decir, si X — A es abierto.

Los conjuntos cerrados poseen las siguientes propiedades, que son “duales” de las propiedades
de los abiertos: toda intersecciéon de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado, y toda reuniéon

finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

Ejemplo 1.1. En (R, 7,) los interiores de [0,1), (0,1)U(2,3) v Q son (0,1), (0,1)U(2,3)
y (0 respectivamente, de lo cual se puede afirmar que (0,1) U (2, 3) es abierto mientras que
[0,1) y Q no lo son. Los conjuntos [0, 1], (—oo, 0] U [1, 2] son cerrados, mientras que [0,1) y

Q no lo son.

Definicién 1.3.6. Conjunto acotado: Sea (X, d) un espacio métrico y S C X. Se dice
que S es acotado si estd contenido totalmente en una bola B(a;r) para algin r > 0 y algtin
a€X.

Teorema 1.3.1. Teorema de encaje de Cantor Sea {Qq,Qs,...} una coleccion

numerable de conjuntos, no vacios, de R"™ tales que:

Z) Qk+1 - Qk (k = 172737 )7



PRELIMINARES 9

ii) Cada uno de los conjuntos Qy es cerrado y Q1 estd acotado;
Entonces la interseccion (-, Qx es cerrada y no vacta.

Definicién 1.3.7. Una coleccion de conjuntos F' se denomina recubrimiento de un

conjunto dado X si
X CUyer A

Se dice también que la coleccién F' recubre a X. Si X es un espacio topoldgico y F' es una

coleccion de conjuntos abiertos, entonces F' se denomina recubrimiento abierto de X.

Definicién 1.3.8. Conjunto compacto: Un espacio topolégico X se llama compacto si,
y sélo si, cada recubrimiento abierto de X contiene un subrecubrimiento finito; esto es, una

subcoleccion finita que también recubra a X.

Teorema 1.3.2. Sea X un subconjunto de R (considerando a R con su topologia ordinaria,).

Entonces las tres afirmaciones siguientes son equivalentes:
i) X es compacto;
ii) X es cerrado y acotado;
iii) Todo subconjunto infinito de X tiene un punto de acumulacion en X .

Definicién 1.3.9. Si (X, d) es un espacio métrico y S C X, se dice que S es denso en

si mismo si para cualesquiera z € S'y £ > 0, existe y € S tal que d(z,y) < e.

En el caso particular de (R,d,), S C R es denso en si mismo, si para cualquier par de

elementos x,y € S existe z € S tal que v < z < y.

Definicién 1.3.10. Espacio disconexo y espacio conexo: Sea (X, 7) un espacio topolégi-
co. Diremos que X es disconexo o no conexo si existen dos abiertos, disjuntos no vacios,

cuya union es X. Es decir, si existen A y B tales que:
i) Ay B son abiertos;
ii) AN B =0;

i) A#0, B#0;
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iv) AUB=X

En tal caso {A, B} es una disconexién de X. Si no existe disconexién de X, entonces X

se dice conexo.

Definicién 1.3.11. Caracterizacion de los espacios conexos: un espacio topolégico
(X, 7) es conexo si y solo si los uinicos subconjuntos de X que son simultdneamente abiertos

y cerrados (abierto-cerrados) son () y X.

Definicién 1.3.12. Espacio totalmente disconexo: Sea (X, 7) un espacio topoldgico.

Diremos que (X, 7) es totalmente disconexo si 7 admite una base de abierto-cerrados.

Ejemplo 1.2. (R, 7,) es un espacio conexo; los subespacios (0,1)U[2,3) y Q son disconexos

y Q es ademas totalmente disconexo.

Definicién 1.3.13. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y z € X, V C X es una vecindad de
x si existe un abierto O tal que z € O C V.

Definicién 1.3.14. Sean (X, 7) un espacio topolégico y A C X. Un punto z € X se dice

punto de acumulacién de A si para toda vecindad V' de z se tiene que:

(V-{zh)NA#0.

Definicién 1.3.15. Sean (X, 7) un espacio topolégico y A C X. Diremos que A es perfecto

si es cerrado y todo punto de A es punto de acumulacion de A.

Definicién 1.3.16. Un espacio topolégico (X, 1) es llamado de Hausdorff si Vz,y € X,
x #y, JA, B C X abiertos talesquer € X,y X y AN B = 0.

Teorema 1.3.3. Todo espacio métrico es de Hausdorff.
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RESENA HISTORICA

2.1. Georg Ferdinand Ludwig Philip Cantor

Se entiende por conjunto la agrupacion de un todo
de objetos bien diferenciados de nuestra intuicion

o de nuestra mente.

CANTOR.
Esta seccion dedicada a la vida de Cantor, estd soportada principalmente en [2] y en [10].

Georg Cantor nacié en San Petersburgo (Rusia) el 3 de marzo de 1845, hijo mayor de
Georg Waldemar Cantor y Maria Bohm. Cuando su familia se trasladé a Alemania, asisti6 a
escuelas privadas de Frankfort y de Damstadt, luego ingresé al Instituto de Wiesbaden en
1860, cuando tenfa 15 anos. Comenz6 sus estudios universitarios en Zurich, en 1862, pero al
siguiente ano pasoé a la Universidad de Berlin, donde se especializé en matematicas, filosofia y
fisica; fue catedratico de la universidad de Halle en 1869. La primera contribucion importante
de Cantor a la mateméatica es una teoria de los ntimeros irracionales que expuso en 1872,

ano en que aparecieron teorias semejantes de Weierstrass, de Charles Méray y Dedekind.

En 1873 estudia problemas de equipotencia y la clasificacién de los conjuntos “excepcionales”.
Fueron los estudios acerca de los nimeros reales, los que condujeron a Cantor a la teoria
de conjuntos en el decenio 1874-1884. A partir de este ultimo ano, Cantor sufrié varias
internaciones psiquiatricas, debido a las dificultades y a los esfuerzos infructuosos por tratar

de demostrar la “hipétesis del continuo” (problema que planteaba la teoria).
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Después de anos de trabajo concentrado en el discurso de la matematica, en 1883 Cantor
empieza a publicar consideraciones filosoficas sobre lo que implica su manera de
entender la realidad de las nociones que introduce. En ese ano publica su texto Fundamentos
de una teoria general de los conjuntos, donde discute la realidad de los niimeros finitos e
infinitos. A ellos puede adjudicarse una realidad transubjetiva o trascendente, de la que
puede ocuparse la metafisica, o bien una realidad intrasubjetiva o inmanente, que es la tinica
que verdaderamente interesa a la matematica en tanto tal, es decir en tanto “matematica

libre”. Cantor expresa en el texto:

La matemadtica es plenamente libre en su desarrollo, y no conoce sino una tnica obli-
gacién: sus conceptos deben ser no contradictorios en si mismos y sostener por otra parte
con los conceptos formados anteriormente, ya presentes y asegurados, relaciones fijas,
reguladas por las definiciones. En particular, para poder introducir nuevos nimeros,
solamente se requiere dar definiciones que les confieran precisién y, llegado el caso, una
relacion tal con los antiguos numeros, que se puedan distinguir unos de otros de un
modo determinado. Desde que un numero satisface todas estas condiciones, puede y

deber ser considerado como existente y real en la matemaética.

Hacia 1887, volvié a ocuparse de la teoria de conjuntos. Ademas del progreso técnico que
representa y de la importancia de sus conceptos, la teoria de conjuntos trae a primer plano
la cuestién del infinito a la matematica. La cuestion venia de lejos: basta pensar que la
distincion hoy corriente entre infinito potencial e infinito actual procede de Aristételes. Aun
sin ocuparse expresamente de matemaética, los escritos de Aristételes contienen numerosas
referencias a esta ciencia, que él define como el aspecto continuo y cuantitativo de las cosas;
de ahi que, al apartarla del mundo de la experiencia, reconozca que la logica, legisladora de
esa experiencia, no basta para explicar el mecanismo de la demostracién matematica.

A este resultado, sin duda interesante, debe agregarse el que se desprende de las
consideraciones aristotélicas acerca de la vinculacién de la matemaética con el infinito.

Aristoteles admite el infinito, ya hacia lo grande, por adicién, ya hacia lo pequeno, por
divisién, pero solo en potencia, jamas en acto. Mas este infinito potencial actia de modo

distinto segun se trate de los nimeros o de las magnitudes.

Entre las ideas mas brillantes y originales, simples, elegantes y poderosas de Cantor tenemos:

= Las cantidades infinitas no son absurdas o imposibles, sino niimeros que requieren un

algebra nueva para entregar sus secretos.
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= La propiedad de tener partes que son “iguales”que el todo es la propiedad determinante

de los numeros infinitos.

= Se dice que dos conjuntos de objetos tienen el mismo nimero de elementos si estos

pueden ser puestos en correspondencia uno-a-uno.

» Los nimeros racionales son enumerables (contables), ya que de un modo sencillo se
pueden poner en una relacién uno-a-uno con los enteros positivos, a pesar de que

parecen ser muchos mas.
s Los numeros reales no son enumerables.

La lista de ideas novedosas de Cantor no se detuvo alli. Con igual desenvoltura demostré que
la cantidad de los elementos de un conjunto es menor que los subconjuntos de dicho conjunto.
De lo cual rapidamente dedujo la siguiente consecuencia: el conjunto de subconjuntos es
un principio generador, para cualquier conjunto dado, de conjuntos mayores, (incluso si se

tratara del conjunto de todos los conjuntos).

En 1891 se demuestra la existencia de los conjuntos infinitos no enumerables siguiendo el
método diagonal, que ya no reposa sobre la idea del continuo en la recta infinita, sino en la
escritura decimal de los niimeros reales, es decir, en una pura sintaxis que prescinde de toda

referencia exterior a sus propias reglas.

En 1895 Cantor desarrolla la teoria de conjuntos ordenados (aritmética de ordinales), y
demuestra que la coleccién de todos los ordinales, que es una coleccién bien ordenada, no
podria tratarse como un conjunto, pues seria a su vez un ordinal y por tanto seria equivalente
a un segmento propio. Cantor reconocio que “clase” es un concepto intuitivo, y en este ano la
defini6 : entendemos por clase toda reuniéon en un solo conjunto de objetos bien distinguidos

de nuestra intuicion o de nuestro pensamiento.

En 1897 la teoria de conjuntos recibe reconocimiento en el Congreso Internacional de
Matematicas en Zurich. A partir de 1899 Cantor estuvo internado por varios periodos de
varios meses, casi regularmente cada ano, en alternancia con las etapas en que trabajaba en

matematica y docencia universitaria.

Sus consideraciones acerca de Dios anticipan por el contrario la concepcién de Dios como

efecto real del lenguaje, efecto del que Lacan desprendié toda suposicion, para aislar en €l al
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uno que hay. En 1908, es decir después de varias internaciones psiquidtricas, en respuesta a
Poincaré, que le imputaba el sostén de un género supremo, Cantor afirma: jamés he derivado
ningin “género supremo” del infinito actual. Por el contrario, he demostrado que no hay en
absoluto “género supremo” del infinito actual. Lo que sobrepasa todo lo finito y transfinito
no es ningun “género”; es la simple unidad en la cual todo estd incluido, que incluye incluso
el “absoluto” incomprensible para el entendimiento humano. Es el “actus purisimus” que

por muchos es llamado “Dios”.

Georg Cantor fallecié en Halle (ciudad del centro de Alemania), el 6 de enero de 1918.

2.2. La razon aurea

La razon aurea designa una relacién de magnitud entre las diferentes partes de un todo. Su
aplicacion se extiende a todos los saberes cuantificables y dio lugar, en el transcurso de los
siglos, a desarrollos en su mayoria de las veces misticos. La razén aurea estd presente en las
obras del Egipto antiguo. Su teoria es expuesta por primera vez en Elementos de geometria
de Euclides, en el siglo IIT a.C.

Pitagoras parte de la idea de que el universo estd constituido de una misma materia
(materia prima) cuyos elementos, aunque estén separados, estdn unidos segin un orden
inmutable. Ninguna modificacién, ningiin cambio que afecte a uno de estos elementos puede
producirse sin provocar una alteracion en el conjunto. Una ley establecida por la divinidad
suprema organizo este orden inmutable, creando de esta manera una armonia perfecta en-
tre los distintos elementos. El concepto de proporcion, o de razén aurea deriva entonces
del concepto de orden, y este descansa sobre el principal axioma elaborado por Pitagoras:
“Todo esta bien ordenado segin el nimero” (véase [11]). En efecto, la armonia perfecta
se expresa en numeros. Por ejemplo, comparando el largo de las cuerdas con la altura de
los sonidos de las siete notas de la escala musical griega, Pitdgoras descubre relaciones que
son el fundamento de los acordes musicales. Estas relaciones son matematicas: los intervalos
musicales pueden ser expresados en forma simple, combinando los cuatro primeros niimeros

cuya adicion suma 10.

La ley del nimero aureo se generaliza entonces en las artes griegas y en la arquitectura. El

nimero aureo es también aplicado a las proporciones del cuerpo humano. Encontramos el
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origen de esta aplicacion en el romano Vitruvio, autor del primer tratado importante sobre
arquitectura. En el libro III de su obra De architectura, redactado el ano 25 a.C., Vitruvio
desarrolla la idea de que la proporcién en materia de construccién debe aplicarse por analogia
con el cuerpo humano, es decir, que la geometria de los edificios debe calcarse de la armonia

del cuerpo humano [11].

Los rectangulos dorados son rectangulos que tienen una proporciéon entre su ancho y alto
igual al cociente dorado. Podemos construir un rectangulo dorado de la siguiente manera:
inicialmente construimos un cuadrado de lado 1, dividimos su base por la mitad y trazamos
una perpendicular a ella que esté contenida dentro del cuadrado, es decir, tenemos dos
rectangulos dentro del cuadrado cada uno de base % y de altura 1; tomamos uno de los
rectangulos, trazando una diagonal a partir del punto medio, y con ayuda del compas,
trazamos un arco con centro en el punto medio del cuadrado y de radio la diagonal del
rectangulo. El punto de corte entre el arco y la prolongacion de la recta que es base de los

dos rectdngulos marcard el extremo de la base del rectangulo (ver figura 2.1), cuya longitud

1+/5
2

sera, como se puede ver facilmente, (aproximadamente 1,618), niimero que denotaremos

mediante la letra griega ¢.

¢

Figura 2.1: Construccion de un rectangulo dorado

Veamos ahora como ese niimero ¢ aparece inesperadamente en la construccion del pentagono
regular:
Se trata de construir un pentagono regular usando compés y regla no graduada. Para la

construccién la clave esta en construir una longitud de tamano ¢.



2.2. La razén aurea 16

i) Dibujar el segmento AE, con el compés determinamos el punto B situado a dos unidades
del punto A. Se construye una perpendicular que pase por B y desde el punto B se

lleva una unidad hasta la perpendicular para determinar la longitud BC.

oK

ii) Se une A con C y se prolonga la recta. De este modo, por el teorema de Pitdgoras el
segmento AC es la raiz cuadrada de 5. Posteriormente, usando el compés se senala el

punto D en la recta que pasa por A y C a una unidad de longitud de C.

D
/C /C
“A B B A T E

iii) De esta manera, AD mide 1+ V5 y nuevamente con el compés se determina el punto

medio AF del segmento AD para obtener una longitud de 1+T*/5

/
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Conocidos los segmentos AB (lado del pentdgono) y AD (la diagonal), hay varios métodos

para la construccién del pentdgono. Uno de ellos puede ser:

i) Sobre una recta marcar con el compés el segmento AB, que es el lado.

A B

ii) Usando el compds, con amplitud AD y con centro en A y en B, trazar el arco que

determina el punto D; los segmentos AD y BD son diagonales del pentagono.

A B
iii) Tomando con el compés la distancia AB y con centro en D, en A y en B, se trazan los

arcos que determinan los vértices F' y G del pentagono.

A B

En el detalle de La Leda atémica de Dali (ver figura 2.2) se nos muestra el patrén pentagonal
que rige la forma y la disposicién de los elementos en la pintura.

Este valor también se encuentra en las espirales de las conchas de ciertos animales mari-
nos, como es el caso del nautilus (ver figura 2.3). A esta espiral se la conoce como espiral
logaritmica, y tiene la caracteristica de que cada 90° el radio de la circunferencia se incre-

menta en una proporcién igual al valor del cociente dorado.
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Figura 2.2: Leda Atomica de Dali

Figura 2.3: Nautilus
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Se dice que la proporcién del rectangulo dorado es muy agradable al ojo humano, por lo cual
grandes artistas la han empleado en sus obras. Los griegos bautizaron este niimero como
Cociente Dorado, y a pesar de que ellos no creian en los niimeros irracionales, lo utilizaron
en una de sus mas grandes obras: el Partendn.

Siglos mas tarde, artistas y arquitectos del renacimiento italiano desarrollan esta idea:
Piero della Francesa, Leonardo da Vinci y el aleman Alberto Durero reflexionaron sobre las
proporciones ideales del cuerpo humano. En la época contemporanea, la razon aurea sigue
fascinando: los espiritus roménticos buscan una ley secreta y universal que explique la belleza
de las obras maestras de la humanidad [6].

En La Mona Lisa de Da Vinci podemos observar el patrén de triangulos dorados que rige la
composicién de la obra. Los tridngulos dorados son aquellos que estan construidos a razén
de la proporcién dorada, o sea, a razon de 0,618... . En la obra podemos notar que la altura
del personaje, el ojo izquierdo y las dimensiones centrales estan gobernadas por los puntos
de cruce de los tridngulos dorados.

La seccién dorada fue usada extensivamente por Leonardo Da Vinci. Un caso particular
puede observarse en las dimensiones del cuarto y la mesa en la pintura La Ultima Cena de
Da Vinci que estan basadas en la seccién dorada, conocida en el periodo del renacimiento
como la proporcion divina.

Asi mismo, en la famosa obra de Da Vinci FEl vitrubio el nimero dorado es el cociente entre
la altura del hombre (lado del cuadrado) y la distancia del ombligo a la punta de la mano
(radio de la circunferencia).

En la obra perros del pintor impresionista francés Georges Pierre Seurat (ver figura 2.3)
se observa que las divisiones sucesivas de cada seccién en la pintura por la seccién dorada
definen los elementos clave de la composicion. El horizonte cae exactamente en la seccion
dorada de la altura de la pintura. Los arboles y las personas estan situadas en la seccion
dorada, en regiones mas pequenas de la pintura.

En El Sacramento de la Ultima Cena Salvador Dali enmarcé su pintura en un rectangulo
dorado. Siguiendo la ensenanza de Da Vinci, Dali posiciond la mesa exactamente en la seccién
dorada con respecto a la altura de su pintura. Posicioné los dos discipulos al lado de Cristo
en las secciones doradas del ancho de la composicién. Ademds, las ventanas en la parte de
atras estan formadas por un largo dodecaedro. El dodecaedro consiste en 12 pentagonos, que
exhiben su relacién con ¢ en sus proporciones.

Otra sorprendente aparicién la hace ¢ en la llamada sucesién de Fibonacci (1,1,2,3,5,8,13,21,...)
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Figura 2.4: perros de Seurat

ya que al dividir un término de esta serie entre el anterior, el valor resultante se aproxima

maés al cociente dorado conforme los valores de la serie se van incrementando. Esto es:

111

2/1 > 2

3/2+— 1,5

5/3 11,6667

8/5 - 1,6

13/8 — 1,625

21/13 — 1,615384615
34/21 — 1,619047619
55/34 +— 1,617647059
89/55 — 1,618181818
144/89 +— 1,617977528
233/144 +— 1,618055556
377/233 — 1,618025751
610/377 — 1,618037135
987/610 — 1,618032787
1597/987 +— 1,618034448
2584/1597 — 1,618033813.

Se puede demostrar que si a, vy a,_1 son términos de la sucesién de fibonacci, entonces
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En efecto, supongamos que lim

lim

an, _1+\/5_

n—00 Up_1 2 ¢

an

n—oo "

sea convergente y que L es su limite, entonces
an—1

, , Qp—1 + Qp—2 , , Ap—2 ,
L = lim = lim —— = = lim 1+ lim =1+ lim o =
n—00 (y,_1 n—00 Ap_1 n—00 n—00 (y,_1 n—00 a"—_
n—2
1+ L 1+ !
lim %=1 L

n—oo0 4n—2

de donde obtenemos que L? — L
que:

0 y como nuestro limite debe ser positivo obtenemos

= ~ 1,618039



|CAPl"I'ULO 3

EL CONJUNTO DE CANTOR

En este capitulo mostraremos la construccion clasica geométrica del conjunto de Cantor y una
construccién realizada por José Mateos Cortés [5], donde se muestran algunas propiedades
de este conjunto. Ademas, se presenta este conjunto como un espacio métrico y como un

espacio topologico.

3.1. Construccion geométrica del conjunto de Cantor

Para realizar la construccion clasica del conjunto ternario de Cantor, tomaremos el intervalo
unitario [0,1] de la recta real y la dividiremos en tres subintervalos de longitud % de la

siguiente manera: [0, 5], (3, 2), 3, 1].
El primer paso para la construccion del conjunto de Cantor consiste en remover el subinter-
L2
373

unién de los dos subintervalos restantes, es decir, ¢y = [0, 5] U [, 1].

valo abierto intermedio, es decir, el subintervalo (3, 2). Definamos el conjunto C; como la

El segundo paso consiste en repetir el mismo proceso con cada uno de los intervalos que com-

ponen a (1, obteniendo asf los subintervalos [0, é], (é, %), [%, é], [%, g], (g, g), [g, 1]. Removemos

ahora los subintervalos abiertos intermedios (5, 2) y (g, §). Definamos ahora el conjunto C,

como la unién de los subintervalos que nos quedan, o sea, Cs = [0, 5] U [3, 5] U3, TJ U [3,1].

Repitiendo este proceso, dividiendo cada uno de los intervalos que componen a Cs en tres
partes iguales y removiendo los tercios medios, obtenemos el tercer paso de la construccién

que consiste en el conjunto C3 = [0, 2%] U [237, 2%] U [2%, 2—77] U [2%, 2%] U [;—27 ;—g] U [g—g, %] U [%, g—?] U
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26
[ﬁa 1]

Este proceso se puede realizar indefinidamente, ya que si queremos obtener a Cy solo basta
dividir en tres subintervalos de igual longitud cada uno de los intervalos que componen a Cj

y removemos los tercios intermedios.

En general, C),,, se obtiene dividiendo en tres subintervalos de igual longitud cada uno de

los intervalos de (), y removiendo los tercios intermedios,(ver figura 1).

Cy O 1
1 2
Cl 0 3 3 1
1 2 1 2 7 8
c, 0 9 9 3 3 9 9 1
gL2 1 2 78 1 2 12 7 8 252
Cs 27279 9 27 27 3 3 2727 9 9 27927 1
Cy - _ __ - __ - __ - __

Figura 1: llustracién de la construccién de Cy, Cy, C3 y Cy.

El conjunto de Cantor se define como la interseccion de todos los conjuntos C,.

Notacién 3.1.1. Denotaremos de ahora en adelante al conjunto de Cantor con la letra C.

¢={C,:neN}

Observacion 3.1.1. Esta construccion sencilla encierra un problema, ya que si queremos
conocer los intervalos que componen a C),,; debemos conocer primero los de C,,; en otras
palabras, C, ;1 depende de C,,. En la seccién siguiente presentaremos con base en [5], una

formula explicita para determinar los conjuntos C,.

3.2. Construccion analitica del conjunto de Cantor

Una construccién analitica del conjunto de Cantor la muestra José Mateos Cortés [5] y busca

béasicamente conocer todos los intervalos que componen cada C,, para un n € N muy grande.
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La utilizaciéon de la construccion geométrica en este caso, para n muy grande, seria muy

aburrida.

De la construccion geométrica podemos observar que los intervalos que conforman a C), son
2™ intervalos cerrados y disjuntos. La prueba se realiza utilizando induccién matemaética.
Para esta nueva forma de construir el conjunto de Cantor, el autor define una clase de
nimeros y subindices que se relacionan entre si; en otras palabras, define el conjunto de
subindices de la siguiente forma:

Sea 7 € N* (N* =N —{0}). Si j =0, definimos ag = 0. Si j # 0 entonces escribimos j en su

notacion binaria, es decir:
j=0by-2°+by -2+ ...+ by, - 2™
donde b,, =1y by, b1, ...,bn_1 € {0,1}. Definimos
a;j=2-by-3"+2-b -3 +...+2-b, 3™

Estos nimeros a; son utilizados para encontrar los extremos izquierdos y derechos de cada

intervalo cerrado. Cada ), es una unién finita de intervalos cerrados cuyo extremo izquierdo
a; —+1
3m -

es de la forma ;—T{L, y cuyo extremo derecho es de la forma

Por ejemplo si j = 10, entonces en notacién binaria, j = 0-20+1-2' +0-22 + 123,
Por construccion a; = ajg =2-0-3°4+2-1-3'4+2-0-324+2-1-3% = 6+2(27) = 6+ 54 = 60.
Es importante recalcar que lo que se busca con esta construccién alterna es conocer los

intervalos que componen a cada uno de los C,,.

A continuacion se presentan un lema y un teorema que nos muestran que la funcién a; tiene

algunas propiedades de linealidad; su prueba se encuentra en [5].
Lema 3.2.1. aom = 2 - 3™ para cada m € N*.
Teorema 3.2.1. Sea j € N. Ezpresamos j en su notacion binaria, esto es:

j=0by-2°+by -2+ ... + by, - 2™. Entonces
a; = a(b0.20+b1,21+m+bm,2m) = bo'CLQO +bl -a21—|—...—|—bm-a2m = 2b030—|—2b131++2bm3m

A manera de ilustracién, calcularemos a; para j = 0,1, ..., 10.

Ejemplo 3.2.1. Expresando los siguientes niimeros en su notaciéon binaria tenemos:
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agp =0
1=1-2" —a;=1-2-3°=2
2=0-2041-2' — 0y =0-2-3"+1-2-3'=0+6=6
3=1-2041-2' —a3=1-2-3"4+1-2-3'=2+6=28
4=0-2040-2"+1-22 —a;,=0-2-3°+0-2-3'+1-2-32=18
5=1-2040-2'4+1-22 —a5;=1-2-3"4+0-2-3'4+1-2-32=20
6=0-204+1-2'4+1-22 —q4=0-2-3"+1-2-3'41-2-32=24
7=1-2041-2"41-22 —a;,=1-2-3°+1-2-3'41-2-32=26
8=0-204+0-2'+0-224+1-22> —ag=0-2-3"4+0-2-314+0-2-32+1-2-33 =54
9=1-240-2'4+0-2241-2> —a9=1-2-3°+0-2-3'4+0-2-32+1-2-3%=56
10=0-22+1-2'4+0-224+41-22 —a1p=0-2-3°+1-2-3'4+0-2-324+1-2-33=60

La siguiente tabla resume estos resultados.

Jg101112(3]4 5|67 ]8]9]10
a; |012)6|8|18[20|24 26|54 |56 |60

Los siguientes lemas nos seran utiles para encontrar una expresion analitica para los conjuntos

Cyn; su prueba se encuentra en [5)].

Lema 3.2.2. a; + 1 < aj;1 para cada m € N*.
Lema 3.2.3. Para toda j € N*, 3a; = ay;
Lema 3.2.4. Para toda j € N*, 3a; + 2 = agj+1

Con lo anterior, estamos listos para observar la siguiente definicién analitica de los conjuntos
Ch.

Definicién 3.2.1. La forma analitica para cada C), con n € N es:

271
a;j aj;+1
C, = 4 42

J=0

Los siguientes ejemplos nos muestran los intervalos de C y C5 calculados a partir de la

construccién analitica.
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Ejemplo 3.2.2.

1
a; a; +1 ag ag+1 a; a;+1 0 0+1 2 2+1
C, = e = | = U |— = |-, — | U |z, ——
! U{:sl’ 3l ] [3’ 3 ] [3’ 3 ] [3’ 3} {3’ 3}

J=0

Ejemplo 3.2.3.

3
B a; Clj‘i‘l . Qo CLO+1 aq CL1+1 (05} &2+1 as CZ3—|—1 N
CQ_U{?’ 32 }_ {? 2 Yl |z |V e | T

=0

0 0+1 2 241 6 6+1 8 8+1 1 2 3 6 7 8
e e e 22 = o= e - Z1l.
el e el [

El siguiente teorema nos garantiza que la construccién geométrica y la construccion analitica

de C,, coinciden para toda n € N.

Distingamos la construccién analitica como B,, y comparémosla con C,,, para toda m € N.
Teorema 3.2.2. Para toda m € N, B,, = C,,.

Demostracion. Haremos esta demostraciéon por inducciéon matemética. Con el ejemplo que
acabamos de ver comprobamos que By = (.

Ahora supongamos que B, = C,,. Es decir, supongamos que

2m—1
a; a;+1
Cr=|J |52, %

. _ it
Del lema 3.2.2. se deduce que los intervalos [£5, ag:,il], (5%, aéil], 5, aZ";)—mﬁ

| son dis-
juntos entre si. De acuerdo con la construccion geométrica, estos intervalos son los que
tenemos que dividir en tres subintervalos de igual longitud para obtener a C,, 1.

Tomemos uno de estos intervalos, digamos el [5, a:];; ]. Al dividirlo en tres subintervalos de

igual longitud obtenemos:

3a; 3a;+1 3a; +1 3a; +2 3a; +2 3a; +3
3m+1’  3m+l ’ 3m+1l 7 gm+l ’ 3m+1l 7 gm+l
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(ver figura 1).

3m+1 3m+1
[1]' 3aj+1 3CLj+2 aj+1
3m 3m+1 3m+1 3m
Figura 1
donde
da; +1  a; 1 da; +2  a 2
gm+l  3m | gm+l y gm+l ~ 3m | gmtl

Le removemos el de en medio y de esta manera podemos decir que obtenemos los intervalos

que conforman a C,,,1 a partir de C,,, esto es:

om_1
3a; 3a;+1 3a; +2 3a; + 3
Crn1 = U (|:3m—ij-1’ 3Zn+1 }U{ 37Jn+1 ’ 3zn+1 ]) (*)

J=0

Aplicando los lemas 3.2.3 y 3.2.4 tenemos:

om_1
_ agj agj +1 agj1 Agjp1 +1
Cm+1 - U (|:3m+1’ 3m+1 :| U |:3m+1 ’ 3m+1

J=0

| azo azo+1 2041 2041 + 1 asy agp+1 ara41 Qpa41 + 1 U
- 3m+1’ 3m+1 3m+1 ’ 3m+1 3m+1’ 3m+1 3m+1 ) 3m+1

ag(em_1) Gem_1) + 1 U ag(em_1)41 Q22m—1)41 + 1
3m+1 ’ 3m+1 3m+1 ) 3m+1

3m+1’ 3m+1 3m+1’ 3m+1 3m+1’ 3m+1 3m+1’ 3m+1

:|:(]JO CL0+1:|U|:CL1 CL1+1:|U|iCL2 CL2+1:|U|:CL3 a;;—i—l}u

Aom+1_9 Agm+1_9 + 1 Qom+1_1 QAom+1_7 —|— ]_
U 3m+1 ’ 3m+1 3m+1 ’ 3m+1
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. Qj a; +1 .
- U |:3m+17 3m+1 :| - Bm+1-
0

Luego hemos demostrado que las dos construcciones coinciden. Por tanto,
2m 1
a; a;j+1
Cn = L Z__|.
7=0
Corolario 3.2.1. El conjunto de Cantor ( estd dado por:
M a; a1
c=Nen=NU |2 %
meN meN j=0

Sabemos que se pueden demostrar propiedades del conjunto de Cantor mediante la
construccion geométrica; el autor muestra la prueba de algunas de estas propiedades uti-
lizando la construccién analitica. Dichas pruebas se encuentran en [5]. Algunas de estas
propiedades son:

Proposicion 3.2.1. Los intervalos que componen a C,, tienen longitud ?%m

Proposicion 3.2.2. La suma de las longitudes de los intervalos que componen a C,, es igual
a(3)m.

Proposicién 3.2.3. C,,,1 C C,, para cada m € N.

Para demostrar esta contenencia el autor utiliza los lemas 3.2.3 y , para concluir realiza
dos casos prueba, el primero utilizando los subindices pares y en el siguiente caso utiliza los

subindices impares, ademas del lema 3.2.2.

Otra manera més sencilla de mostrar esta contenencia es la siguiente demostracion.

Demostracion. Para cada m y cada j se tiene:

CLj aj+1 o CL]‘ 36Lj+]_ 3CL]‘+1 3Cl,j+2 36Lj+2 CL]'+1
3_m’ 3m o 3_m’ 3m+1 U 3m+1 ) 3m+1 U 3m+1 ’ 3m )

luego
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& 3CLJ‘+1 U 3aj+2 aj+1 - & aj+1 .
3nz7 3nr%1 3nr%1 ) 3m — 3n1’ 3m )

aj 3aj aj—i-l . 3aj+3
COMO & = 5miT ¥ gm = 3miTs entonces

Z’U({ 3a, 3aj+1} y {3aj+2 3aj+3]> CQ’U{& aj+1}
3m+1’ 3m+1 3m+1 ’ 3m+1 — 3m’ 3m ’

Jj=0 o
de donde
Cmi1 C Cp, (usando (%) y (xx))
|

El siguiente lema muestra que tanto el extremo izquierdo como el extremo derecho de cada

uno de los intervalos que componen a C,, pertenecen al conjunto de Cantor.

Lema 3.2.5. 5i0 <k <2™ — 1 entonces 55 € Cy, y a:’;;l € C,, para cada n € N.

La prueba es muy sencilla; como

om_1
a; a;+1

C'm: _]7 : )
U |52

J=0

para k € {0,1,...,2™ — 1}, los extremos que corresponden al k—ésimo intervalo son

ap  ap+1
3my 3m eC’m

Sabemos que por la proposicién 3.2.4, los extremos izquierdo y derecho son elementos de
Cr1,Cha, ..., Cy; utilizando el lema 3.2.3 y 3.2.4 encontramos que los extremos izquierdo

y derecho también son elementos de C,11, Crnaa, Crnasy oo
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3.3. ( como espacio métrico

En esta seccion se mostrara una caracterizacion del conjunto de Cantor clasica y muy util,

y la métrica que convierte a ¢ en un espacio métrico importante.

Un ejemplo sencillo ilustrara mejor lo que se pretende; como queremos representar a todos
los puntos que pertenecen al conjunto de Cantor por medio de ceros y doses, haremos la

ilustracién paso a paso y luego generalizaremos el resultado.

Ejemplo 3.3.1. El problema inicial es representar al 1 que en base 3 es el mismo 1. Pero

1 = 0,222, como se comprueba facilmente:

Cy 0 0,222

Al remover después del primer paso el intervalo abierto (%, %), s6lo debemos expresar a %

como queremos, ya que en base 3, % = 0,2; pero % no es problema ya que % = 0,1 = 0,022,

esto se logra siguiendo el procedimiento anterior. Asi, los extremos del segundo paso seran
0 2

0 0,022 0,2 0,222

i

Cuando suprimimos de C los intervalos (9, 9) (g nos quedamos con aquellos nimeros

5):
9
cuyas dos primeras cifras en base 3 son 0 6 2, excepto % y %, pero nuevamente % = 0,01 = 0,002

y I =021 =0,202.
00 02 20 22

Ccy 7 o=
0 0,002 0,02 0,022 0,2 0202 022 0,222
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Siguiendo con el procedimiento, para obtener a C3 removemos los intervalos (%, %), (5
(2.2)y (2.2 de Gy

277 27 277 27
Igual que en el paso anterior nos quedamos con aquellos niimeros cuyas tres primeras cifras

«1|\’

 2%):

en base 3 son 0 6 2, excepto = 75 27, 27 y 27 que se pueden representar de la siguiente manera:

0,001 = 0,0002
0,021 = 0,0202
0,201 = 0,2002
0,221 = 0,2202
o, 000 002 020 022 200 202 220 222

Y asi sucesivamente.

En conclusién el conjunto de Cantor se puede representar como el conjunto de todos los

numeros de [0, 1] que pueden desarrollarse en el sistema ternario sin el uso de la cifra 1.

Nota 3.3.1. Podriamos pensar que el conjunto de Cantor estd constituido tnicamente por
los puntos extremos de los intervalos de C),, n € N, pero podemos verificar que por ejemplo

i € ( y sin embargo no es extremo de ninguno de esos intervalos.
El siguiente teorema es bastante mencionado en los textos de matematicas, pero casi nunca

se encuentra su demostraciéon. En [5] se formaliza de la siguiente manera:

Teorema 3.3.1. x € ( si y solo si existe una sucesion {e,}3_, con cada e, € {0,2} tal

que

3_|3

%

Demostraciéon. (=). Sea x € (; por la definicién de ¢ tenemos que = € C,, para cada m € N.

s 7 n
Haremos una construccién general de unos niimeros e,(n) conneNyl<m<n.

Dada n € N, x € C,,, entonces existe k € {0,1,...,2" — 1} tal que = € [3&, agnfl].

Escribimos el nimero natural k£ en notacion binarla, esto es:
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k=by-2°+b-2' +by-22+...+b,-2"con b, = 1.
Como
< b 24 4 by 224020+ by 2=k
y k < 2™ — 1, por transitividad se obtiene
2r <2 —1 < 2™

Por tanto, r < n.

Completando con ceros, si hace falta, escribimos el niimero natural k asi:
k=0by-2"+by -2 +by-224+ ...+ b,y 27N
Calculando ay,
ar=2-by-3"+2-b; -3 +2-0-3%+ ... 4+2-b,_,-3""

(ndtese que los ceros que pudimos haber anadido no afectan la definicién de ag). |

Ejemplo 3.3.2. Sea m = 5, ¥ € Cj; entonces existe k € {0,1,...,31} tal que z € [g&, a’gil].

Tomemos k = 10; entonces x € [&, “otL]

k =10 = (1010),
=0-2"+1-2"+0-22+1-2%
entonces r =3 <b=my

a10=2-0-3°4+2-1-3'42.0-3242-1-33+2-0-3* =60,

aijp __ 20 2-1 2-0 2-1 2-0
e T D A N

o

(S

Luego Cj es la unién de 2° = 32 intervalos y el onceavo intervalo es [g—g, 8.

w

Asi,

Qg . 2_[)0 2b1 2b2 2bn_1

E T T T B T B (©)

Ahora presentaremos una métrica asociada al conjunto de Cantor.

Sean x,y € (; entonces por el teorema 3.3.1. tenemos que:
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:i—z y:ig—z con e, v gm€{0,2}, Vm.

m=1 m=1

Se define la funcion: d : ¢ x ( — R por:

- ’ m — Ym ‘
d(z,y) = 23—m
m=1

‘em*gml

3m

En primer lugar hay que verificar que la serie ) °_, es convergente en R.

Puesto que e, y gm € {0,2}, Vm = 1,2, ..., entonces | e, — ¢,, |< 2 ¥Ym, de modo que
Iengm\ < 3%, Vm. Como la serie Y " 25 =2-> % (3)™ es convergente en R, entonces,
por el criterio de comparacién se tiene que la serie Y~ % también es convergente.

Ahora demostraremos que d satisface las otras condiciones para ser una métrica.

i) d(x,y)> 0, es obvio, por tratarse de una serie convergente de términos mayores o iguales

a Ccero;

i) d(z,y)=0 < > *_, |“"m?);9m| =0<=len—9,|=0,Vm =12 .. < e, = g,

Vm=12 .. < z=1y;
i) d(,y)= Yooy el = Yoo sl — d(y, 0);

iV) d(m,y): Z;?:l (lem—hm ) (hm—gm\) < E ‘+Em . mmgml < d(x z)—l—d(z y>

Luego concluimos que ( es un espacio métrico con la métrica d dada.

3.4. ( como espacio topolégico

En la seccion anterior se defini6 una métrica para (. Como es bien sabido,
toda métrica genera una topologia (ver proposicién 1.3.1.), de modo que ¢ es también un
espacio topologico, naturalmente con la topologia 7.

En esta seccién se mostrard, segin [5], que el conjunto de Cantor es un espacio topolégico

no vacio de Haussdorf, compacto, perfecto y totalmente disconexo.
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Proposicién 3.4.1. ¢ es un conjunto no vacio.

Demostracion. Sabemos que la interseccion anidada de compactos no vacios es no vacia, y
aqui podemos ver que 0 es un extremo de C; y por el lema 3.2.5, 0 € C,,, para cada m € N.

De modo que 0 € C, luego podemos concluir que ¢ es no vacio. ]
Veamos que el conjunto de Cantor es un conjunto compacto
Proposicién 3.4.2. Para cada m € N, C,, es un conjunto cerrado.

Demostracion. Para cada m € N, sabemos que

2m 1

Cr= | a4 +1

" gm’ 3m |
Jj=0

Asi que, C), es la unién de 2™ intervalos cerrados. La unién finita de conjuntos cerrados es

un conjunto cerrado. Por tanto, C}, es un conjunto cerrado, para cada m € N. |
Observacion 3.4.1. Cy, C [0,1] para cada m € N. En efecto, por la proposicién 3.2.4

C,, C Cy C0,1].
Proposicion 3.4.3. ¢ es un conjunto compacto.

Demostracion. Por la proposicién 3.4.2, C,, es un conjunto cerrado, para cada m € N. Por
definicion

¢(={C,.:neN}
Esto es, C es la interseccién de conjuntos cerrados, entonces C es un conjunto cerrado.
Ademis, [0,1] es un espacio compacto. Como ¢ C C,, y C,, C [0,1] para cada m € N,

entonces ¢ C [0,1]. Finalmente, como los subconjuntos cerrados de conjuntos compactos,

son compactos, se deduce que ( es un conjunto compacto. ]

Ahora miremos que el conjunto de Cantor es un conjunto perfecto, es decir, que ( es un

conjunto cerrado y denso en si mismo.

Proposicién 3.4.4. Sea e > 0. Si x € (, entonces eziste y # x tal que |z —y |<e yy € (.
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m

Demostracion. Sea e > 0. Como (5)™ — 0 cuando m — 0, existe N € N tal que 3y < €.

Por hipétesis, x € ), para cada m € N. En particular, z € Cy por lo cual, existe k €

{0,1,....,2Y — 1} tal que z € [, %]

Por el lema 3.2.5, % € (y “gf&l € (. Si x = gk escogemos y = “’gf&l; sixz = “’gf&l escogemos

y=sk,ysiz ¢ [k, “g;&l] escogemos cualquiera de los dos, y = gk 6y =

ap+1
N

4 En cualquier

caso se tendrd que x,y € ( y y # x. Entonces

Teorema 3.4.1. ( es perfecto.

Demostracion. Por la proposicién 3.4.2, C,, es un conjunto cerrado y por la proposicion 3.4.4

es denso en si mismo. [ |

Hasta aqui hemos demostrado que el conjunto de Cantor ( es compacto, perfecto y no vacio.
Ahora veremos, que C es totalmente disconexo, es decir, que las componentes conexas de (

son solo puntos. Para probar esto necesitamos los siguientes lemas:

= < r; entonces B.(z) N (R - C,) # 0.

Lema 3.4.1. Sean z € (,7 >0 yn € N tales que 537

Demostracion. Haremos esta prueba por reduccion al absurdo. Supongamos, por el contrario,

que B,(x) C C,. Por hipétesis, si x €  entonces x € C,, para toda n € N. Recordemos que

2" —1
Co=J 4 4 +1
" 3o’ 3n |7
Jj=0
ag a0+1] [ﬂ a1+1] [azn—1 asn _1+1
) ) )

3n 3n 3n) 3n 3n Y 3n
Ademads B, () es un conjunto conexo, y como B,.(z) C C,, entonces existeun k € {0, 1, ...,

1} tal que

], son cerrados y disjuntos dos a dos.
2N

Los intervalos |
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de aqui que, 2r = didmetro(B,(z)) < didmetro ([2, %t |) = L de donde r < 51

Esta contradiccién prueba que B,.(z) N (R — C,,) # 0. [
Lema 3.4.2. Sean z,y € (, con v < y; entonces existe z € R — ( tal que x < z < y.

Demostracion. Supongamos, por el contrario, que (x,y) C (. Elegimos un p € (z,y), en-
tonces p € (. Sea r > 0 tal que B,.(p) C (x,y). Sean € N tal que ﬁ < r. Por el lema 3.4.2,
existe ¢ € B,.(p) N (R — C,,). Entonces ¢ € B,.(p) C (z,y) C¢(C C,y g€ R—C,, lo cual es

absurdo; luego el lema es cierto. |
Teorema 3.4.2. ( es un conjunto totalmente disconexo.

Demostracion. Tenemos que probar que las componentes conexas del conjunto de Cantor
son sus puntos. Supongamos que una componente no es un punto y la llamamos A, es decir,
vamos a suponer que A es un conjunto conexo, A C ( y que existen x,y € A tales que z < y.
Por el lema 3.4.3, existe z € R — ( tal que x < z < v.

Dada p € A, p # z pues z ¢ (. De modo que p < z 6 p > z. Esto muestra que

A= ((—00,2)NA)U((z,00) N A).

Notemos que x € (—00,2)NAyy € (z,00)NA. Entonces hemos escrito a A como la unién de

dos conjuntos abiertos (en A), disjuntos y no vacios. Esto contradice la conexidad de A. W
Teorema 3.4.3. ( es de Hausdorff

Demostracion. Como mostramos anteriormente, ( es un espacio métrico; por el teorema
1.3.1., ¢ es de Hausdorff. ]

De esta manera se ha probado que ( es un espacio topoldgico, compacto, de Hausdorff,
perfecto y totalmente disconexo. En realidad estas propiedades caracterizan a (, es decir, ¢
es el tnico (salvo homeomorfismos) espacio topolégico que cumple con dichas propiedades.

La demostracién de esta unicidad puede encontrarse por ejemplo en [1].
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UN CONJUNTO DORADO DE
CANTOR

4.1. Traduccién del articulo: “A golden Cantor set” [12]

Este articulo muestra como la razén dorada resuelve un simple pero interesante problema
geométrico que involucra conjuntos de Cantor. Construimos un conjunto Cantor especial que

merece ser llamado “un conjunto dorado de Cantor”.

Antes de unir la razén dorada a un conjunto de Cantor, deberfamos encontrar qué tienen en
comun. Vemos que lo que ambos brindan a esta relacién, lo que esta en el centro de ellos, es la
nocion de autosimilitud. Tomaremos ventaja de esto, usando la idea de renormalizacion para
la prueba rigurosa de nuestro resultado. La renormalizacion es una técnica usada a menudo
en situaciones que envuelven la autosimilitud, y es usada extensivamente en la teoria de
sistemas dinamicos y fisica matematica. La renormalizacion que usaremos aqui corresponde
a simples ilustraciones de esa técnica sofisticada. Para otros ejemplos elementales de como

se puede usar la renormalizacién ver [2] .

1+/5
2

La razén dorada es el niimero , comunmente denotado por ¢. Veremos cémo se obtiene

este numero. Escogemos un nimero a del intervalo (0,1).

[ ]

e

0
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El intervalo [0,1] es divido por a en dos subintervalos, y tenemos varias razones de longitudes
que podemos comparar. Si escogemos a de tal manera que la razén de la longitud de todo
el intervalo [0,1] con la longitud de la parte izquierda [0,a] es equivalente a la razén de la
longitud de la parte izquierda [0,a] con la longitud de la parte derecha [a,1], entonces esa

razon comun es la razén dorada. Si a es escogido de este modo, entonces tenemos

1 _
o 1-a’ (1)

pero por definicion, ¢ = (ll, y sustituyendo en la ecuacién anterior, obtenemos

1
b=
op—1
Esto nos proporciona la ecuacién cuadratica
F—6-1=0
cuya raiz positiva es 1+2‘/3; la negativa es ¢ = 1_2—‘/5 Note que ¢ = —¢~ .

.Qué es lo que hace que la razén dorada sea interesante?.

Algunos sienten que este valor es estético cuando es usado en trabajos de arte, ver [5 pp.
124-125] y [11], para contrastar puntos de vista acerca de esto.

Para los matematicos la razon dorada obtiene su interés de su asombrosa coleccion de
propiedades autoreproductivas [13 p. 51]. Aqui hay un simple pero importante ejemplo.
Si el nimero a divide a [0,1] de acuerdo con la razén dorada, entonces, por simetria, también
lo hace el nimero 1 — a; por la definicién de la razén dorada (1), 1 — a también divide el

intervalo [0,a] de acuerdo con la razén dorada. Luego

oﬂ
—_ e

1—a a
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Por lo tanto 1 — a divide simultaneamente dos intervalos diferentes de acuerdo con la razén
dorada, [0,1] y [0,a]. Una vez un intervalo ha sido dividido en dos subintervalos de acuerdo
con la razon dorada, la longitud del mas corto de los dos subintervalos divide al subintervalo
largo de acuerdo con la razén dorada. Hay otra forma de pensar acerca de esto. Suponga que
usted usa una construccion con regla y compés para dividir un intervalo de acuerdo con la
razén dorada [3, p. 161]. Entonces dividir el més largo de los dos subintervalos de acuerdo
con la razén dorada se hace trivial, justamente usando el compas para copiar el subintervalo

mas corto dentro del mas largo. La razén dorada se autoreproduce.

Otros ejemplos de la habilidad de la razén dorada para reproducirse ella misma son los
rectangulos dorados, triangulos dorados, el pentagono regular, la expansion de la fraccién
continua de ¢ y la expansién de la raiz cuadrada continua de ¢. Para una mayor informacion
de los aspectos de autosimilaridad y sus aplicaciones a una gran variedad de problemas

fisicos, ver [13].

Ahora es el turno para los conjuntos de Cantor. Nos concierne aqui una familia de conjuntos
llamados los a-medios conjuntos de Cantor; un miembro de esta familia sera relacionado
con la razon dorada. Estos conjuntos de Cantor son una generalizacion del clasico conjunto

ternario de Cantor.

Escoja un nimero a € (0,1), sea Ip=[0,1], y sea I; la unién de los dos intervalos cerrados
que quedan después de remover el intervalo abierto de longitud « del medio de Ij.

Cada uno de los intervalos cerrados de [ tiene longitud I_Ta; sea (3 que denota 1_7‘1 Note que
B € (0, %) y a = 1—20. Ahora se hace en cada intervalo de I; lo que se hizo en I;. Removemos

la mitad de cada intervalo abierto cuya longitud es a veces la longitud del intervalo cerrado.

Esto nos deja 4 intervalos, cada uno de longitud 3?; la unién de estos intervalos la llamamos
Is.

Sea I, la unién de los 2" intervalos cerrados de longitud 8" que quedan después de que el
intervalo abierto de longitud a3"! es removido de la mitad de cada uno de los componentes
de In—l-

La figura 4.1 proporciona una imagen de Iy hasta I,
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0 1

Figura 4.1: Conjunto de Cantor

El a-medio conjunto de Cantor en el intervalo [0, 1] es

C, = ﬁ 1,
n=0

Cuando a = (8 = %, obtenemos el clasico conjunto ternario de Cantor. Para un a-medio con-
junto de Cantor, 3 es mas util para nosotros que «. Una de las mas importantes propiedades
de un a-medio conjunto de Cantor es la propiedad de autosimilitud descrita por 3; § es un
factor escala para el conjunto de Cantor. Para ver lo que entenderemos por autosimilitud y
factores de escala, sea CL que denota a C, N[0, 3] y sea C que denota a C, N [1 — 3, 1];
entonces CL es la mitad izquierda de C, y CF es la mitad derecha. Por tanto la imagen de
C, bajo la funcién Tr(x)=Fx es CL y la imagen de C, bajo la funcién Tx(z) = fx+(1 — 3)
es CE. Esto muestra que la mitad izquierda y derecha de C, son duplicados exactos de C,
a escala mas pequena. Usted debe convencerse que las potencias 8", para todos los enteros
positivos y negativos n, son también factores de escala para C,.

Como « decrece hacia cero (de igual manera, como los 3 crecen hacia %), los a-medios
conjuntos de Cantor se vuelven “mas grandes”. Esta idea, que no es tan obvia, se puede pre-
cisar usando una de las diferentes “dimensiones fractales” (ver [4, pp. 105-107]), pero nosotros
daremos una sugerencia de esto desde la solucion de nuestro problema geometrico establecido

més abajo (ver también [8]).

. Qué es lo que hace a los conjuntos de Cantor tan interesantes?
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La mayoria de matematicos diria que es su increible versatilidad y utilidad para la construc-
cién de ejemplos y contraejemplos en topologia y andlisis.

Sin embargo, muchas de estas construcciones poseen ricas ideas. Tomemos por ejemplo “la
tienda agujereada de Cantor.°® [14, p. 145]. Esto puede dejar la impresién en algunas mentes
de que los conjuntos de Cantor son cualquier materia hecha de modelos de los fenémenos
del mundo real, pero ultimamente los conjuntos de Cantor han sido usados con exactitud
particularmente dentro del campo de los sistemas dinamicos.

Un uso de los conjuntos de Cantor en los sistemas dinamicos y el estudio de las bifurcaciones
homoclinicas, han conducido a muchas preguntas acerca de como dos conjuntos de Cantor
se pueden intersecar [12, capitulo 4]. Este trabajo conlleva al problema propuesto en [15], de
encontrar todas las formas en que dos conjuntos de Cantor se pueden intersecar en un punto,
y ese problema motivé el problema geométrico que lleva al conjunto dorado de Cantor.
Necesitamos una definicion mas antes de establecer nuestro problema geométrico. Si A es un
subconjunto de la recta real y A es un ntimero real positivo, entonces AMA={\z | x € A}. El

conjunto AA es una version alargada o comprimida de A si A > 1 6 A < 1, respectivamente.

Problema Geométrico Dado € (0,3), jes posible encontrar un A€ (0,1) tal que
Co NAC, ={0}7

., Qué hace que este problema sea interesante?. Los conjuntos de Cantor tienen la propiedad
de ser totalmente disconexos. Esto es, entre dos puntos de un conjunto de Cantor hay puntos
que no pertenecen al conjunto de Cantor, es decir, el conjunto de Cantor esta lleno de infinitos
huecos; en [10, capitulo 8|, los conjuntos de Cantor son apropiadamente llamados “polvareda
de Cantor”. El problema geométrico pregunta si es posible tomar 2 a-medios conjuntos de
Cantor, C, y A\C,, y entretejer todos los puntos de cada uno de ellos en los agujeros del otro
excepto por su punto final comun 0. ;Que tan dificil es hacer esto? Nosotros mostramos que
existe un valor critico 3 bajo el cual el problema tiene solucién, pero por encima de él no
hay solucién; los conjuntos no pueden ser entretejidos. El valor critico es una ayuda para
demostrar que el “tamano”de los a-medios conjuntos de Cantor cambia con (3. Para (3 por
debajo del valor critico los a-medios conjuntos de Cantor son “suficientemente pequenos”
para que el problema tenga una solucién, para (8 por encima del valor critico los a-medios
conjuntos de Cantor son “muy grandes” para que el problema tenga solucién. El valor critico
es = % y por supuesto este ntimero tiene algo que ver con la razén durea.
Mostraremos que el problema geométrico puede resolverse cuando < % Considérese el
dibujo I; y Al en la figura 4.2.
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Figura 4.2: I} y A\,

Figura 4.3: Iy y A\,

Necesitamos determinar aquellos valores 3 y A para los cuales la relacion de los componentes
de I; y de A\I; mostrados en la figura 4.2 es posible. Si podemos encontrar tales valores de
B v A, entonces tendremos la solucién del problema geométrico, debido a que la situacién
mostrada en la figura 4.2 se repite ella misma, en una escala menor, en el intervalo [0, 3] y
[0, A\3], cuando construimos I y Al; (en la figura 4.3), y, en general, en los intervalos [0, 3"] y

[0, \3"] cuando construimos I,,;1 y Al 41. Nétese como estamos usando aqui autosimilitud.

Tenemos asi que I,, N A\I,, = [0, \3"], lo cual implica que C, N AC,, = {0}.
Para obtener dibujos como los de las figuras 4.2 y 4.3, necesitamos 8 < A(1—03) y A < (1—0);

en otros términos, necesitamos
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0 3 [ 1-p 1
o— -0 *———- [
0 A0 A
*—— o ————9 [ L ]
Figura 4.4:

as{ que (3 satisface la desigualdad 0 < 1 — 38 + (32, lo que significa que

3-+5

f<—5

3—5
2 )

Asi, para § < 3’—2‘/5 podemos resolver el problema geométrico. Nétese que cuando 3 =
si tomamos A= 1 — [ entonces la intersecciéon C, N A\C, es igual a 0 y un nimero contable

de puntos finales comunes. Ver figura 4.4.

3—5
2 )

la longitud de los componentes de [; (i.e., ) a la longitud del hueco en I (i.e., ), obtenemos

si miramos la razén de

Ahora podemos ver dénde entra la razén dorada. Cuando § =

o ®
|
i}
=
|
-
+
S

B
—2

1

Esto significa que [ divide al intervalo [0,1 — ] (y también a [0, 1]) segin la razén dorada.

Usted puede verificar que esto también significa que [ = # Y si tomamos A = 1 — (3,

1
¢
y miraremos desde un punto de vista diferente, pero

entonces dado que 1 — 3 divide a [0, 1] segin la razén dorada, tenemos A = =. Después

3—5
2
primero mostraremos que el problema geométrico no tiene soluciéon cuando 3 > %

3—v5 1
2 72

volveremos al caso en el que § =

Necesitamos mostrar que si 5 € ( ), entonces para algin A € (0,1), 0 no es el unico
punto en C,,NAC,. Para probar esto necesitamos considerar la intersecciéon de C, con una
copia contraida y trasladada de él mismo. Si A es un subconjunto de la recta real y ¢t es un

nimero real, sea A+t = {x + t|x €A}, esto es, A+t es un traslado de A.

Lema 1 Escojamos 3 € [%, %) Sea o = 1—20; si A € |, 1], entonces para todo t € [—\, 1],
CaN(AC, +t) # 0.
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Figura 4.5:

Nota. Este lema declara aproximadamente que si un a-medio conjunto de Cantor es sufi-
cientemente “grande”(i.e., 3 > %), y si se sobrepone con una copia contraida y trasladada
de sf mismo (i.e., A > ay =\ <t < 1), entonces el a-medio conjunto de Cantor interseca

la copia contraida y trasladada de si mismo.

Prueba: La prueba usa un argumento de induccién y un resbalamiento (o renormalizacion).
Nosotros mostramos que para cadan > 1, I, N (A, +t) # (). Dado que la interseccién anida-
da de una sucesién de conjuntos compactos no vacios es no vacia, ([, N (AL, +t)] # 0.
Pero (" o[1, N (M, +t)] es lo mismo que C,N(AC, +1).

Antes de argumentar la induccién, reexaminaremos la estructura autosimilar de un a-medio
conjunto de Cantor Cy. Sea J un componente de [, para algin n > 0; llamaremos J N C,
un segmento de C,. La autosimilitud de C,, significa que un segmento de C,, es justamente
una copia a menor escala de C,, esto es, para una transformacién afin (i.e., una transfor-
macion de la forma f(z) = mx + b con m = 7") podemos trazar un segmento de C,
sobre C,. Transformar afinmente un segmento de C, sobre C, es lo que queremos decir por

rescalamiento.

Para empezar la induccién, necesitamos mostrar que [I; N (Al +t)] # 0. Siempre que A > «,
no podemos tener Ay 4+t contenido en el hueco abierto en el medio de [y, i.e., no podemos

tener el dibujo de la figura 4.5.

Como [ > %, tenemos 3 > «a, y como A < 1, tenemos § > Aq; asi, ningin componente de
I esta contenido en el hueco abierto en el medio de \I; + ¢ i.e., no tenemos el dibujo de la
figura 4.6.

Por consiguiente, I; N (Al +t) # 0.
Ahora supongamos que I, (A, +t) # 0. Necesitamos mostrar que I, 1N (A, 11+t) # 0. Sea
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0 3 1-8 1

t t+ A3 t+ A

Figura 4.6:

Jn v JI, que denotan cualquier componente de I,, y AI,, +t respectivamente, que se intersecan.
Usando una transformacién afin podemos transformar el segmento de C,, contenido en J,
dentro de C,; esta misma transformacion afin toma el segmento de AC,, + ¢ contenido en J)
dentro de AC, + t,, para algin t,, € [—A, 1]. Esto muestra que el primer paso en la prueba
del lema (el paso con n = 1), puede aplicarse para J, N [,11 y J., N (A1 +t) para concluir
que (J, N L,11) N (J) N (AL11 +t))# 0. Hemos renormalizado el paso de induccién anterior

al paso original. Por lo tanto I, 1 N (Al,41 +t))# 0. |

3—/5 1
2

Para mostrar que el problema geométrico no tiene solucién cuando § € | 2] usamos el
lema 1 y otro argumento de rescalamiento para probar la existencia de un punto diferente
de 0 en C,NAC,. Primero probamos nuestro resultado con A € [3,1). Entonces usando
rescalamiento de nuevo, se extiende el resultado para A € (0,1).

Lema 2 Escojamos 3 € 2= V5 ,3). Si A€ [3,1), entonces CaNACy, # {0}

Prueba. Primero, nétese que con nuestras hipotesis, I; N Al; debe tener dos componentes por
lo menos, una con el 0, como lo hemos mostrado antes, si A > ; entonces para que I; N Al

tenga una sola componente (la que contiene al 0) es necesario que 3 < 2= \/_

Sea .J y J' las componentes que se intersecan de I; y Al, respectivamente, de tal suerte que
0 ¢ JNJ'. Hay una transformacion afin que transforma el segmento de C,, contenido en J
sobre Cy; esta misma transformacién afin toma el segmento de AC, contenido en J’ sobre

AC, +t para algin t € [—A, 1]. Entonces el lema 1 implica que el segmento de C,, contenido

3—5

en J tiene intersecciéon no vacia con el segmento de AC, contenido en .J' (nétese que ==

es mas grande que ) Luego, C,N(AC,,) contiene un punto, que no es el 0. |

VB

1
2 72

Teorema 3 FEscojamos 3 € [2= ). St A€ (0,1), entonces Co,NAC, # {0}.
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Prueba. Sabemos que el teorema es verdadero para A € [3,1). Supongamos que A € [T, 5")
para algin entero n > 1. Entonces T'(z) = "z transforma el segmento de C, contenido en
0, 5"] sobre C, y también transforma AC, sobre (ﬁ%)(;’a. A partir de g"tt < X < 87,
tenemos (ﬁ%) € [B,1), y de esta manera se aplica el lema 2 y asi se puede concluir que
(Co N [0,5™) NAC, # {0}. |
Nota. En realidad hemos probado un poquito mas de lo que se establece en el teorema 3.

Hemos mostrado que si 5 € [3_2\/5, %) y A € (0,1), entonces C,, N AC,, es de cardinalidad

infinita.

A= i y g = ¢. Nuestro objetivo ahora es dar a C',NAC, una mejor interpretacién geométrica.

Ahora retornemos al caso f = 3_7\/5 y A =1— (3. Recordemos que tenemos entonces 3 =

Para esto necesitamos usar el conjunto producto C,, x C,, y la grafica de la funcién f(z) = Az;
la idea de nuestra construccién viene desde [1, p. 135]. Nétese que y € C, N AC,, si y solo
siy € Cu, vy = Ar para algin x € C, si y solo si existe un punto (z,y) contenido en
ambos conjuntos: C,, x C,, y el grafo de f. Esto muestra que existe una biyeccién entre los
puntos en (C, NAC,) y la interseccién de C, x C,, con el grafo de f; la biyeccién proyecta a
(Cy x Cy) Ngrafo(f) horizontalmente sobre el eje Y, dando C, N AC,,. Asi, esto reemplaza
nuestra visualizacién 1-dimensional de C, N AC, con una visualizacion bidimensional de
C, x CyNgrafo(f). La figura 4.8 es un dibujo de (Iy x Iy) N grafo(f), que representa

andlogamente a [y, N Al en la figura 4.7.

Figura 4.8 Figura 4.9
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Figura 4.7

Como en la simetria de C, x C, hay otras 7 lineas que juegan un mismo papel con respecto
a C, x C,, como lo hace el grafico de f(z) = Az, en la figura 4.9 estas lineas son adicionadas
para un dibujo de Iy x I;. Cada una de las 8 lineas en la figura 4.9 tiene pendiente igual
a +¢ 6 £¢'. Cualquier rectangulo con una diagonal a lo largo de una de estas lineas es un
rectangulo dorado, es decir, un rectangulo donde la razén de las longitudes de sus lados es
¢. Asi, la figura 4.9 estd llena de rectangulos dorados. La figura 4.9 es la ldmina LVI de [5,
p. 137], como un ejemplo de una “descomposicién arménica del cuadrado en el tema de la

razén dorada”. También aparece en la lamina LXXVII de [5, p. 166].

Tres notas finales: Primero. Nosotros hemos visto que en nuestro valor critico
de 3, el a-medio conjunto de Cantor tiene a ¢ como el valor del cociente g; esta razon es
llamada el espesor del a-medio conjunto de Cantor. La idea de espesor puede generalizarse
a cualquier conjunto de Cantor sumergido en la recta real, y esta es una forma de medir
el tamano del conjunto de Cantor que ha demostrado ser 1til en el estudio de los sistemas
dindmicos [6, pp. 332-336], el valor critico del espesor es ¢. Lo que hace este resultado
especialmente atractivo sobre todo es que realmente no depende de la estructura especial
del a-medio conjunto de Cantor: en efecto, ¢ es un valor critico “universal” (arbitrario) para
el conjunto de Cantor sumergido en la recta real. Si nosotros damos un ntimero real 7, con
T < ¢, entonces existen los conjuntos de Cantor C; y Cs, definidos en los intervalos [0, b;]
y [0, by] respectivamente, tales que, C7 y Cy tienen ambos espesor 7y C; N Cy = {0}. Si
T > ¢, entonces no pueden existir tales conjuntos Cy y Cy de Cantor con espesor 7. La
prueba de esto y una generalizacién a pares de conjuntos de Cantor con diferente espesor

puede encontrarse en [7, capitulo 4].
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Segundo. El lema 1 es un caso especial de un resultado 1til en los sistemas dindmicos
que es a menudo llamado el Lema del Hueco. El Lema del Hueco da las condiciones bajo las

cuales dos conjuntos de Cantor suficientemente espesos tienen interseccién no vacia [6, pp.
333-334].

Tercero. El a-medio conjunto de Cantor con 3 = 3_2‘/5 y espesor igual a ¢ no es el

unico candidato para el titulo “el conjunto dorado de Cantor”. Otro contendor puede ser el

subcambio dorado del 2-cambio lleno en dindmica simbdlica, ver [9, pp. 100-102].
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4.2. Algunas observaciones sobre el articulo

En el capitulo 2, observamos varias aplicaciones del cociente dorado o razén dorada, su uso

en la arquitectura, obras de arte, y como patrén en la naturaleza, entre otras.

En este articulo, se quiere mostrar una relacion existente entre este cociente y el célebre

conjunto de Cantor (.

Notemos que 3 y « son los principales valores que encierran esta particularidad; como antes
lo mencionamos « representa la longitud del intervalo abierto que sera removido en el primer
paso de la construccién geométrica de (, y (4 la longitud de cada intervalo cerrado que queda.
A manera de ilustracién presentaremos el siguiente ejemplo para observar que los diferentes

conjuntos de Cantor son una generalizacién del clasico ternario de Cantor.

Ejemplo 4.2.1. Escojamos un numero « € (0, 1), por ejemplo a = %, Iy=[0,1], y sea I la
unién de los dos intervalos cerrados que quedan después de remover el intervalo abierto de
longitud « del medio de I,.

Calculemos (3; como a = i entonces:

@
I
i
Q
I
NI
I
[JIN[Y
I
o0lwo
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De lo anterior, podemos construir /; de la siguiente manera:

I = [075] U [(1 - 5)7 1] = [O’ %] U [27 1]
I

3 5
0 2 3 1

Repitiendo el paso anterior podemos construir I, pero la longitud de los intervalos cerrados

ahora sera

luego

II2 = [0, BAJU[(B—5%), BIU[(1 =), (1=B)+ B2 U[(1—6%),1] = [0, U512l U3, 11Ul 1
5 49 55 1

9 15 3
0 8 64 64

5
64 64 8
Y asi sucesivamente podemos construir I,, para cualquier n € N, conformado por 2" intervalos

cerrados cada uno de longitud " = ( %)n

Si intersecamos todos los intervalos I, para todo n € N, obtendremos uno de los conjuntos

de Cantor, denotado por

Cazgi: m]n'
n=0

(o es el llamado a-medio conjunto de Cantor

Para ver que relacién hay entre autosimilitud y factor escala, sigamos trabajando con el valor
de a del ejemplo anterior, es decir, a = i, entonces:
= =¢Np.Y
Este conjunto (¥ es una copia contraida de ¢ 1 que estd encajada dentro del intervalo [0, %];
4
en otras palabras, (¥ serd el conjunto de puntos del }L—medz'o conjunto de Cantor, que estan
4

3

en el intervalo [0, 5] y corresponde por tanto a la primera copia reducida de Ci que queda

“a la izquierda” (la letra L hace referencia a “left” que significa izquierda en inglés).

Anélogamente, para
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F=cf=ni3

tenemos que el conjunto ¢ es también una copia contraida de (1 que estd encajada dentro
1 4

del intervalo [%, 1], es decir, (It sera el conjunto de puntos del i—medio conjunto de Cantor,
4
que estén en el intervalo [1 — 3, 1], y corresponde por tanto a la primera copia reducida de ¢ 1

que queda “a la derecha” (la letra R hace referencia a “right” que significa derecha en inglés).

Para todo x € C% se tiene que la imagen de C% bajo la funcién Ty (x) = Bz es ¢¥, y la imagen
4
de ¢1 bajo la funcién Tr(x) = Bz + (1 — ) es ¢t
4

Ejemplo 4.2.2. Si % € C%, entonces

Ta(3) = B3+ (1-0) =3+ 01— =F el

En este momento podriamos hacernos la pregunta: json algunos a-medios conjuntos de Can-
tor “mas largos” que otros?; la idea de esta solucién no es tan sencilla, y la desarrollaremos
segin [4]. Como lo hemos mencionado antes, los a-medios conjuntos de Cantor son una
generalizacion directa del clasico conjunto ternario de Cantor. Sabemos que al elegir a €
(0,1) tenemos 3 = 152, y con las transformaciones T}, = Bz y Tr = Sz + (1 — () inductiva-

mente se define

I, =T,(I,-1) JUTr(I,-1) paran > 1.

Comparemos el %—medio conjunto de Cantor y el 1—10—medz'0 conjunto de Cantor; uno parece
mas largo que el otro, es decir, si decimos que (, es “més largo” que (., significa que o < o/
si esto sucede, los intervalos cerrados que “van quedando” en la construccion ¢, son de mayor
longitud que los correspondientes en (. Pero como podriamos demostrar esto?

Si comparamos el nimero de puntos de cada a-medio conjunto de Cantor llegaremos a la
conclusion de que tienen la misma cardinalidad (la cardinalidad de R).

Otra forma de comparar las longitudes de dos conjuntos de Cantor, es utilizando la medida
de Lebesgue.

En efecto, la suma de las longitudes de los intervalos suprimidos de ( 1es 1:
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1 2 4 2i—1 _ 1 oo 2Vj—1 _ 1 1
3t gt T+ +"'_§'Zj:1(§>J =31 =1

(VIS

Otra manera de ver esto es la siguiente. Si se elige o € (0, 1) cada conjunto I,, contiene 2"
componentes, cada uno de longitud ("; en total la suma de las longitudes de I, es igual a
2" . " = (2. )™ de esto la longitud de (, es menor o igual a (2 - 3)" para todo n. Ahora

bien, si a € (0, 1), tenemos:
l<a<l=-l<-a<0=0<l-a<l=0<52<i=p€(0,4),
por lo cual 0 < 23 < 1, asf que (23)" tiende a cero cuando n tiende a infinito.

Puesto que cualquier par de a-medio conjuntos de Cantor tiene cardinalidad C (la cardinali-
dad de R) y la medida de Lebesgue cero, no podemos utilizar la cardinalidad ni la medida de
Lebesgue para distinguir entre diferentes conjuntos de Cantor, aunque intuitivamente percibi-
mos que el conjunto 1—10—medi0 conjunto de Cantor es mas largo que el %—medio conjunto de

Cantor, y esto es precisamente lo que vamos a tratar de hacer.

Definicién 4.2.1. Sean (,, y (o, conjuntos de Cantor, con 4, j € Z; entonces

Cai—Caj:{w—y‘$€Cai>y€Caj}-

Un camino mas dindmico para definir la diferencia de estos conjuntos es

COéi_COc]' :{t|Calﬂ(§a7+t)7é@}7

donde (o, +1t) = {x 4+ 1| 2 € (4, } es una copia trasladada de (q,.

Observemos que para cualquier eleccién de a € (0,1), (o, — Co; C [—1,1].

.,Como puede ser usada esta diferencia para mirar si un a-medio conjunto de Cantor es mas

largo que otro?

Intuitivamente, el conjunto més largo a menudo debe intersecarse con el trasladado de él
)

mismo.

De esta manera lo que haremos sera aplicar la medida de Lebesque y cardinalidad para
diferenciar los conjuntos (., — (o, y para las intersecciones (q, [ (Ca; + t); ademds, veremos
que si a disminuye entonces la medida de Lebesgue aumenta.

Los siguientes teoremas y lemas nos dicen algo mas acerca de los diferentes valores que
puede tomar 3, y qué influencia tiene este en la medida de estos conjuntos; las pruebas se

encuentran en [4].
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Teorema 4.2.1. 5i § < %, entonces G, — Co; €s un conjunto de Cantor de medida cero. Si

B > 1 entonces (o, — Ca, = [—1,1].

En otras palabras lo que el teorema nos dice es que si § < %, entonces (q, [ (Co, +1) es vacio
para un conjunto numerable de t con t € [—1,1], y si § > %, ast que (o, [ (Ca; +t) €s no

vacia para todo t € [—1,1], asi que hay un cambio importante cuando (5 (6 «) cruce por %

Ejemplo 4.2.3. Si tomamos (§ < %, por ejemplo § = é, tenemos entonces que a = % y que
I, = [0, 2] U[%, 1]; observemos para qué valores de ¢ (t € [—1,1]) se tiene que 11 () (I1+t) = 0;
i) Sit =1, tenemos que I ((I; +t) = {1};

0

1

0|~

1
8

—e
I 1+
-—

! 7
8 I+¢ 1+1
ii) Sit=3$, tenemos que Iy ("\([1 +t) = {£};
! 7
0 s T
6 6 1 .
8 813 1+£% 1+1
iii) Sit e [2,1], tenemos que Iy (11 +t) = [£,1];
! 7
s Dol
. 7
i 1+§ 1+1

Aplicando simetria obtenemos:
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iv) Sit = —1, tenemos que I, ((I; +t) = {0};
v) Sit=—2% tenemos que I; ((I; +t) = {5};

vi) Sit € [§,1] tenemos que I, (I +¢) = [0, £].

Podemos concluir entonces que si t € (—g, g), tendremos I; ()(I; +t) = (). Andlogamente
se sigue este proceso en I, ((I, +t) = 0, para todo n; asi, (,[)((, + t) es vacio para un

conjunto numerable de ¢ con t € [—1,1].

Ejemplo 4.2.4. si § > % implica que (,((¢a + t) es no vacia para todo t € [—1,1], esto
es una conclusién directa, ya que la medida de los intervalos componentes (es decir, (3), es
mayor que la longitud del hueco abierto, asi, nunca tendremos ninguno de los intervalos
componentes contenido en el hueco abierto; por lo tanto dicha interseccion es no vacia para
todo t € [—1,1].

Definicién 4.2.2. Para algin a € (0,1), sea A, que denota el a-medio conjunto de Cantor

definido en el intervalo [—1, 1] de la siguiente manera:

h= S 0= 9 e -1y i

El siguiente lema muestra que A, contiene todos los puntos de (., — (; por lo cual
Cai N (Ca, +1) es un simple punto. Si 3 > %, entonces para casi todo ¢ € [—1,1], (o, (V(Ca, +1)

contiene mas de un punto.
Lema 4.2.1. Escojamos 8 € (0,3). Si (o, () (Ca, + 1) €s un simple punto, entonces t € A,

Teorema 4.2.2. Si 5 > %, entonces (o[ (Ca + 1) es un conjunto de Cantor para casi todo
te[-1,1].

Nota: (4, [ (Ca; +1) es vacio generalmente cuando 3 < %, y es casi siempre un conjunto de

1
Cantor cuando 8 > 3.

Esto muestra que el cambio en la diferencia de conjuntos descrita por el teorema 4.2.1. es

aun mas interesante que el indicado por este teorema.

En el siguiente teorema encontramos un intervalo de mayor confianza para (3, en donde la
intersecciéon del a-medio conjunto de Cantor con una copia trasladada de él mismo contiene

un conjunto de Cantor.
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Teorema 4.2.3. Si f € (V2—1,1), entonces (o, () (Ca, +1) contiene un conjunto de Cantor
para todo t € (—1,1).

Finalmente, encontramos varios intervalos para (3 en los cuales la diferencia de dos conjuntos

de Cantor tiene diferentes caracteristicas, que se mostraran brevemente a continuacion.

i) Si g < %, entonces (o, — (o; s un conjunto de Cantor con medida de Lebesgue cero.
ii) Sife(3,3), entonces (o, — (o, = [—1,1].

iii) Si g € [%, V2 — 1), entonces para casi todo t € [—1,1], (a, () (Co; + 1) es un conjunto

de Cantor, pero para algin ¢ € (—1,1), es tan pequenia como un punto.

iv) Si 8 =+/2— 1, entonces (,, ) (Ca; +1t) es un conjunto de Cantor, pero con un subcon-
junto infinito contable de [—1,1], y para t € (—1,1) la cardinalidad mas pequena que

puede tener (,, (] (s, +t) es infinitamente contable.

v) SiBge(vV2-1, 5), entonces (o, () (¢, +t) contiene un conjunto de Cantor para todo
te(—1,1).

El uso de los conjuntos de Cantor en los sistemas dindmicos y el estudio de las bifurcaciones,
en especial las homoclinicas, han generado interrogantes acerca de cémo dos conjuntos de
Cantor se pueden intersecar. Antes de esto recordemos que la teoria de las bifurcaciones
estudia el comportamiento (macroscépico) del sistema cuando es perturbado, y se quiere
saber como varia el comportamiento de todo el sistema cuando alguna o varias variables de
ajuste se modifican, por ejemplo la tasa de natalidad o la aparicién de un nuevo cuerpo en
los movimientos planetarios.

Se modifican los parametros del sistema de la misma forma que se mueve el dial de un radio
para cambiar de sintonia en forma continua. Esta teoria estudia especialmente qué tipos de
inestabilidades preceden al caos y como son los sistemas globalmente inestables que se hallan
en el limite entre el orden y el caos.

Formalmente un sistema dindmico es una estructura {X; f}, donde X es un conjunto no

vacioy f: X — X.

Para la solucién a nuestro problema geométrico en particular, lo que necesitamos es que
cada uno de los intervalos derechos de la copia contraida (AI, para todo n) quede totalmente

encajado en el “intervalo hueco abierto”de I, para todo n.
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En los teoremas anteriores mostramos que existen valores criticos para [3, pero necesitamos
encontrar encontrar el valor critico de 3 en la soluciéon de nuestro problema geométrico.
Graficamente podemos observar que si queremos que se cumpla la condicion de los intervalos
de las copias contraidas, necesariamente debemos tener las desigualdades § < A(1 — ) y
A < (1= f3); en otros términos,

8 .
175)<>\<1—ﬁ,

—~

resolviendo esta desigualdad, tenemos que (3 satisface la desigualdad 0 < 1 — 33 + 3°.

+V5

Utilizando la ecuacién cuadrética obtenemos que 3 = 3 5. Entonces se debe cumplir que:

0< (6 - 3+2\/g)(ﬁ - 3_2\/3)7

por lo que:

i) 8> 3+T\/5 y 3> 3’2\/5, luego 3 > 3*—2\/5, pero claramente debemos omitir este valor de

0, ya que la longitud de los intervalos cerrados no puede ser mayor a 1.

i) Sif< 3*—2‘/5 y < % entonces (3 < 3’2\/5.

3—5
2

Luego nuestro valor critico es = 3’7‘/5 Para [ < el problema geométrico puede

resolverse.

Cuando empezamos a utilizar la nocién de autosimilitud encontramos que I,NAL,=[0, A\3"]

lo cual implica que C,NAC, = {0}. En efecto, tenemos por definicién que

Cazﬁ]n:>)\6’a5/\ﬁ]n,
n=0

n=0

entonces

Caﬂ)\Ca:ijInﬂ)\(ﬁ In> = ﬁ([nﬂﬂn> = ﬁ[o,w“].

n=0 n=0 n=0
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Como A < 1y 8 < 1, entonces cuando n tiende a infinito, 5" tiende a cero, y AG" tiende a
cero. Por lo tanto C,NAC, = {0}.

Conclusiones finales

A la pregunta de nuestro problema geométrico: Dado g€ (0, %), jes posible encontrar un
A€ (0,1) tal que CoNAC, = {0}7, la respuesta no es unica, ya que dependiendo el valor de

ge (0, %) podemos encontrar o no valores para A€ (0, 1), como se mostrard a continuacion.

= Sean (J€ (O, 3_2*/5), ae (%, 1); podemos escoger cualquier valor de A, tal que

(1_ﬁ)<)\<1—5,

luego para este valor el problema geométrico ST tiene solucién.

= Sif= %, vemos que:
1. A=1— (3, entonces la interseccion C, N A\C, es igual a cero y a un nimero contable de

puntos finales comunes.

2. Si A>1— (3, entonces la interseccién C, N A\C,, es igual a cero y a un nimero contable

de intervalos finales comunes.

3. Si A< 1 — 3, entonces C, NAC, = {0}.

Nota: Es con este valor de # donde se muestra la relacién con la razén dorada, mirando la

proporcion de la longitud de los componentes a la longitud del hueco, es decir, g

= Sea € [3’2‘/5,%). Si A € (0,1), entonces C,NAC, # {0}. Este es el teorema 3

antes utilizado; como hemos comprobado anteriormente, para los valores de 3 en este
intervalo no es posible encontrar A € (0,1) para la solucién de nuestro problema

geométrico.
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= Cuando la longitud de uno de los intervalos componentes es igual a (3 en el valor critico
y se fracciona con la longitud del hueco intermedio, es decir, el intervalo de longitud
a que es removido, obtenemos de este cociente el niimero ¢ 6 niimero de oro; en otras
palabras, la razon entre la longitud de uno de los intervalos componentes con el hueco

es precisamente una proporcién divina.



|CAPl"I'ULO 5

CONCLUSIONES

= El conjunto de Cantor no solo se puede construir de forma geométrica. Una de las
ventajas de la construccion analitica es que podemos calcular rapidamente con la ayuda
de una simple calculadora los intervalos componentes de (,, para n muy grande, algo

que geométricamente seria muy engorroso.

» Cuando la longitud de uno de los intervalos componentes es igual a 3 y se fracciona con
la longitud del hueco intermedio, es decir, el intervalo de longitud a que es removido,
obtenemos de este cociente el nimero ¢ é nimero de oro; en otras palabras, la razén
entre la longitud de uno de los intervalos componentes con el hueco es precisamente

una proporcién divina.

= Aunque dos conjuntos de Cantor tengan igual cardinalidad, igual medida 0 de Lebesqgue,
podemos diferenciar cuando un conjunto de Cantor es mas largo que otro analitica-

mente.

= Finalmente, el conjunto ( tiene una propiedad notable, pero nada evidente. Dado
cualquier nimero real x del intervalo [0, 1] , existen dos elementos de (, v, z, tales que
xr =y — z. En otras palabras, las sumas y + z de dos elementos y y z del conjunto (

llenan el intervalo [0, 2].
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