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RESUMEN

TITULO: ESTUDIO CUALITATIVO DEL SISTEMA DE DAVEY-STEWARTSON CON
DATO INICIAL SINGULAR’

AUTOR: JHEAN ELEISON PEREZ LOPEZ”

PALABRAS CLAVES: Davey, Stewartson, Punto fijo, Espacios de Lorentz, Scattering, Mild-
solution

DESCRIPCION: El sistema de Davey-Stewartson (DS) es una generalizacién a 2 dimensiones
de la ecuacion de schrédinger clbica unidimensional id,u+ Au = |u|” «, y modela la evolucién
de ondas de agua débilmente no lineales que viajan predominantemente en una direccion, pe-
ro en las cuales la amplitud de onda es modulada lentamente en dos direcciones horizontales.
El sistema fue propuesto inicialmente por Davey y Stewartson en [9] y en forma adimensional
se escribe como

020 + md2v = 9, (Jul?) (z,y) €R?, tER, (1)
u(w,y,O) = u()(xay)v

donde u(x,y,t) representa la amplitud (compleja) y v(x,y,t) representa la velocidad media
potencial (real). Los parametros ¢, x, v y m son reales y pueden asumir ambos signos.

En este trabajo se considera una generalizacion del sistema DS, y se demuestran resultados
de existencia y unicidad de "mild-solutions” en espacios de Lorentz L?:4(R™), asi como la exis-
tencia de soluciones auto-similares. Se estudia también el comportamiento asintético de las
soluciones globales, y se presentan resultados de scattering, scattering inverso, y estabilidad
asintética.

Todos los resultados aqui mostrados son novedosos para el sistema y constituyen el aporte
central de este trabajo de tesis. Estos resultados se encuentran publicados en el articulo [24].

{ iOpu + 0602u + 02u = xulu® + yudv  (z,y) € R?, teR,

"Proyecto de Grado
“Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Dr. Elder Jesus Villamizar Roa
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ABSTRACT

TITLE: QUALITATIVE STUDY OF THE DAVEY-STEWARTSON SYSTEM WITH
SINGULAR INITIAL DATA

AUTHOR: JHEAN ELEISON PEREZ LOPEZ™

KEYWORDS:Davey, Stewartson,Fixed point, Lorentz space, Scattering, Mild-solution

DESCRIPTION:

The de Davey-Stewartson system (DS) is a generalization to 2 dimensions of the cubic unidi-
mensional Schrédinger equation id,u + Au = |u|”u, and model the evolution of weakly non-
linear water waves that travel predominantly in one direction but for which the amplitude is
modulated slowly in two horizontal directions.

The system was originally proposed by Davey and Stewartson in [9] and in dimensionless form
is written as

920 + mdgv = O (|ul?) (r,y) €R?, tE€R, 2)

{ i0pu + 607u + O2u = xulul®* + yudv  (z,y) € R?, LR,
’LL(CC, Y, O) = Uo(x, y)7

where u(z,y, t) represents the amplitude (complex) and v(z, y, t) represents the mean velocity
potential (real). The parameters ¢, x, vy m are real and can take both signs.

In this work we consider a generalization of the DS-system, and we show results about exis-
tence and uniqueness of mild-solutions in Lorentz spaces LP-¢(R"), as well as the existence
of self-similar solutions. We also study the asymptotic behavior of global solutions, and we
present results of scattering, Inverse-scattering, and asymptotic stability.

All results presented here are new to the system and are the central contribution of this thesis.
These results are published in the article [24].

"Degree work
“Faculty of Science. Mathematics Department. Director: Ph.D Elder JesUs Villamizar Roa
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INTRODUCCION

El sistema de Davey-Stewartson (DS) es una generalizacién a 2 dimensiones
de la ecuacion de Schrédinger cubica unidimensional id,u + Au = |u|* u, y mo-
dela la evolucién de ondas de agua débilmente no lineales que viajan predo-
minantemente en una direccidn, pero en las cuales la amplitud de onda es mo-
dulada lentamente en dos direcciones horizontales. El sistema fue propuesto
inicialmente por Davey y Stewartson en [9] y en forma adimensional se escribe

como

i0pu + 007u + 02u = xulul* + yud,v  (z,y) € R?, t € R,

P2v 4+ mdiv = 0y (|ul?) (r,y) e R?, teR, (3)

u(z,y,0) = uo(z, y),
donde u(x,y,t) representa la amplitud (compleja) y v(x,y,t) representa la ve-
locidad media potencial (real). Los parametros d, x, vy m son reales y pueden
asumir ambos signos. Aunque en su deduccién inicial, Davey y Stewartson no
consideraron los efectos de la tensién superficial, conllevando a que m fuera
una constante positiva, estudios posteriores realizados por Djordjevic y Rede-
kopp [10] mostraron que m podria llegar a ser negativa cuando los efectos de

la tensidn superficial son importantes.



Introduccion

El sistema (3) ha sido estudiado ampliamente en el contexto de los espacios
H*. En 1990, Ghidaglia y Saut [16] clasificaron el sistema (3) como eliptico-
eliptico, eliptico-hiperbdlico, hiperbdlico-eliptico e hiperbdlico-hiperbdlico cuan-
do (4, m) toma los signos (+,+), (+,—), (—,+) y (-, —) respectivamente. En
los casos eliptico-eliptico e hiperbdlico-eliptico, mostraron la existencia de so-
lucion local y global en el tiempo para ciertas condiciones de datos iniciales
tomados en L?(R?), H'(R?) y H*(R?), asi como la dependencia continua de la

funcion dato-solucién.

En 1997 Hayashi e Hirata [19] consideraron el caso eliptico-hiperbélico y pro-
baron que para dato inicial u, en H3(RR2) con norma L? pequefa, existe una
solucién local en el tiempo para el sistema DS.

En 1997 Hayashi [20], consider6 el caso eliptico-hiperbolico y demostré que
para dato inicial en H* con s > 2, el sistema DS tiene una solucién local en el
tiempo. En este caso no es necesaria la condicién de pequerfiez utilizada en
[19].

Por otro lado, Caixia y Boling [7] en 2006 trabajaron el caso eliptico-eliptico y
demostraron que el sistema DS es globalmente bien puesto para dato inicial

up € H*(R?) cuando s > 2.

Existen trabajos sobre generalizaciones del sistema original DS, también lla-
mados sistemas DS, entre ellas las de Baoxiang y Boling [2], que conside-
raron el problema en R", y el término no lineal yu|u|* fue reemplazado por
x1u|ulP* + xoululP?. En su trabajo demostraron la existencia local y global de
soluciones para dato inicial uy en un subespacio de H*. Por otro lado, Caixia

y Boling [8] en 2008 consideraron el problema en R", y el exponente 2 en los

10



Introduccion

términos no lineales fue reemplazado por p, con p > 0. En este caso demos-
traron que para p entero, y algunos valores de s, el problema de Cauchy esta

mal puesto en H”.

Como se menciond, todos los modelos anteriores fueron estudiados en el con-
texto de los espacios H*, referidos como espacios de energia finita. Sin em-
bargo, se conocen pocos resultados del modelo DS fuera del contexto de los
espacios H*. Uno de ellos fue el trabajo de Zhao [26] quien considero los ca-
sos eliptico-eliptico e hiperbdlico-eliptico del sistema (3) en donde el expo-
nente 2 de los términos no lineales fue reemplazado por un exponente p, y

demostrd que si uy pertenece al espacio de las distribuciones temperadas y

1

es tal que sup,.t* [|S(t)uoll ., < €, donde o = 5~ 3 Y €6 suficiente-

mente pequeno, entonces el sistema DS tiene una unica solucion « tal que

[ull o = sUpyog t* [[u(@)]] 1o < 26

También trabajando fuera de los espacios H*, recientemente Barros en [3],
consideré los casos eliptico-eliptico e hiperbdlico-eliptico del siguiente sistema

DS

iOpu + 007 u + X750 u = xulul’ + yudy,v, v €R", t€R,
07, v +mdz,v + X7 _307 v = Oy, (Jul?), r€R” tcR, (4)
u(z,0) = up(x).

Usando una técnica que se basa esencialmente estimativas de Strichartz, Ba-

4(n+1)
(n+2)

(n+1)

rros demostré que para - <p< y uo es suficientemente pequefio

en un subespacio del espacio de las distribuciones temperadas, el sistema (4)

(RIH),

p(n +2)

tiene una unica solucién global v € L

11



Introduccion

Continuando con el trabajo fuera de los espacios H?, en el desarrollo de este
trabajo se considera el sistema DS generalizado (4) y se estudian los casos
eliptico-eliptico e hiperbdlico-eliptico, desde el punto de vista de la existencia y
unicidad de solucién (local y global) y comportamiento asintético de soluciones
globales en espacios mucho mas generales que los espacios L?, a saber, los
espacios de Lorentz LP?, incluyendo los espacios L»>. A diferencia del trabajo
de Barros [3], nuestros resultados se basan en las propiedades de decaimien-
to del grupo S(t) generado por la parte lineal de la ecuacion para la amplitud
en (4) (véase también Lema 1); ademas, el espacio en donde establecemos la
existencia de solucién global (véase ecuacién (2.13)) no es comparable con el
espacio utilizado en [3]. En realidad, el espacio para nuestra solucién global es

determinado por la relacion de escala de la ecuacion.

Tanto en el caso eliptico-eliptico como en el caso hiperbdlico-eliptico, el siste-

ma (4) puede ser reducido al problema de valor inicial

i0pu + 007 u + B0 u = xulul’ + yuN(|u|’), = €R", teR, )
u(z,0) = up(x).

donde N ($)(€) = €2[¢2 + mé2 + 2,271 4(€), ¢ € S'(R™).

Una técnica usada para obtener existencia de soluciones globales es usar ar-
gumentos de relacion de escala inherentes a la EDP. En el caso del sistema
DS, se puede verificar directamente que si u(x,t) es una solucion clasica de
(5) entonces uy := \¥Pu(A\x, \*t), A > 0 también es solucion de (5). Las solu-
ciones invariantes por la relacion de escala u — u,, es decir, soluciones para
las cuales u(z,t) = A\*/Pu(\z, \*t), son llamadas soluciones auto-similares de

la ecuacién (5).

12



Introduccion

Suponiendo que u es auto-similar, tomando el limite cuando ¢ tiende a cero,

formalmente se tiene
u(z,0) = APu()zx,0),

esto es,
up(x) = /\Q/puo()\x),

por lo tanto u(z) debe ser una funcion homogénea de grado —2/p. Infortuna-
damente estas funciones no pertenecen a los espacios H*(R™) y por lo tanto,
si se desea buscar soluciones auto-similares, es necesario trabajar en espa-
cios que contengan funciones homogéneas. Una clase de espacios de funcio-
nes que contienen funciones homogéneas, son los llamados espacios de L*-
débiles, también denotados por LP>°(R™), y que hacen parte de los llamados
Espacios de Lorentz (Véase Definicion 12). Lo anterior nos motiva a realizar

un estudio cualitativo del sistema DS en el contexto de Espacios de Lorentz.

Para el estudio de soluciones del PVI (5) notamos que este, como consecuen-
cia del principio de Duhamel, es formalmente equivalente a la formulacion in-

tegral

u(t) = S(t)uo +i/0t S(t = s)[xu(s)|us)l” + yu(s)N(Ju(s)|”)]ds  (6)

= S(t)uo + L(u),
donde S(t) es el grupo definido por S/(t)\uo = e &gy, con (&) = 4262 +
47r22?22§]?. De esta forma, el problema de existencia de soluciones para (5) se

convierte en un problema de existencia de un punto fijo para el operador defi-

nido por el lado derecho de (6).

13



Introduccion

Dada esta relacién, las funciones que verifican la ecuacién integral (6) son lla-
madas "mild-solutions” del PVI (5), y es sobre este tipo de soluciones, sobre

las cuales haremos un desarrollo cualitativo.

En el desarrollo de este trabajo se demuestran resultados de existencia y uni-
cidad de "mild-solutions" para el PVI (5) en espacios de Lorentz LP¢(R"), asi
como la existencia de soluciones auto-similares. Se presentan también algu-
nos resultados de comportamiento asintético, entre ellos, se presenta un re-
sultado de scattering, es decir, dado un dato inicial ug, y la correspondiente
solucién global «, encontrar un dato «, tal que la solucién u™* del problema li-
neal asociado, con dato inicial ., describe el comportamiento asintético de la
solucién global «. Junto con el problema de scattering, se aborda el problema
de scattering inverso, es decir, construir una solucién con un estado scattering
prescrito; mas precisamente, dado un perfil f, encontrar una solucién global u
la cual converge, cuando ¢t — oo, a la solucion del problema lineal asociado

con dato inicial f.
Todos los resultados aqui mostrados son novedosos para el sistema y consti-

tuyen el aporte central de este trabajo de tesis. Estos resultados se encuentran

publicados en el articulo [24].

14



CAPITULO 1

PRELIMINARES

En este capitulo se presenta la notacion que se seguira durante el trabajo, asi
como la definicién y algunas de las propiedades de los espacios en lo que se
establecen los resultados de existencia, unicidad y comportamiento asintético

de soluciones para el sistema DS.

1.1. Notacién basica

Un punto de R™ es escrito como = = (x4, x, ..., z,), Y SU horma viene dada por

|z |[gn=>"1, x?)%. El producto interno de dos puntos = y y en R" es dado por

Tr-y= Z?:1 TiY;-
Sia = (a1, as,...,a,) €s Una n—upla de enteros no negativos «;, se dice que «

es un multi-indice de “longitud” |a| = a; + @ + - - - + «,, . Para x € R™ definimos

z® como z® = z7'z3? - - - 2%, Similarmente, si D; = 0/0x;, entonces

15



Preliminares

olel
DY = DM D% ... D% —
L =2 n Oxr0xy? - - - Oxon

denota el operador diferencial de orden |a|. Note que D00y = 4.

Para 1 < p < oo, p’ denotara su exponente conjugado, que paral < p < oo
viene dado por la relacién

L1,

P P
y para p = 1, entonces p’ = oo, 0 Si p = oo entonces p’ = 1.

Dada una funcién f : R® — C, la funcién f denotara la funcion compleja conju-

gada de f.

Por ultimo, dados m y n reales positivos, se define la funcién Beta como

1

B(m,n) = /tm—l(l —t)"dt.

0

1.2. Espacios de funciones

A continuacion se definen algunos espacios de funciones, asi como algunas

de sus propiedades importantes en el desarrollo de este trabajo.

Espacios de funciones continuas

Para cualquier entero no negativo m, C™(IR") denotara el espacio de funciones
f para las cuales, junto con todas sus derivadas parciales D f de orden |a| <

m, son continuas en R”. Se abrevia C°(R") = C(R").

16



Preliminares

Ademas C*(R") = (" ~_, C™(R™). Los subespacios Cy(R") y C5°(R") consis-
ten de todas las funciones en C'(R™) y C*°(R™) que tienen soporte compacto

en R".
Espacios de Lebesgue

Se denota por LP(R™), 1 < p < oo al espacio de Banach de las clases de

funciones f de R™ en C, medibles, y con norma definida como

1oy = / @)z |

donde la integral es entendida en el sentido de Lebesgue. En particular, para

p = 2, L*(R") es un espacio de Hilbert con producto interno dado por

(f.9) = / f(2)3(z) da

Ademaés L>*(R™) denotara el espacio de Banach de las clases de funciones
f de R™ en C, medibles y esencialmente acotadas, esto es, existe K tal que,

|f(x)| < K para casi todo punto (c.t.p) z € R", con norma definida como

ess sup
HfHLOO(R") = |f ()]
r eR"

Proposiciéon 1.2.1. [15] (Desigualdad de Hélder). Suponga que v = [] u;

j=1

donde u; € LPi(R™), 1 <j<n,yl<p; <oo. S,

< L =L entonces u € LI(R™)
i=1 Pj q

Y
n
Hu”Lq(Rn H |u]||LpJ Rn) ©

17



Preliminares

Espacios de funciones test

Los espacios considerados como de funciones test son C§°(R™), C*(R") y el

espacio S(R™) definido a continuacion.

Definicion 1. Una funcion f: R* — C de clase C*°, es llamada una funcion de
Schwartz, si para cada par de multi-indices o y [ existe una constante positiva
Cap tal que

pa() = sup [a°0°(@)] = Co < o0
TER™

El conjunto de todas las funciones de Schwartz en R" es denotado por S(R").
Dicho de otra forma, el espacio de funciones de Schwartz consta de todas las
funciones de clase C tales que la funcién y sus derivadas de todos los orde-

nes decaen mas rapido que cualquier polinomio.

Los espacios Cg°(R"), S(R") y C*(R"), son considerados como espacios de

funciones test y estdn encajados de la siguiente manera.
C(R™) € S(R™) € C*°(R").
Definicién 2. La convergencia en los espacios de funciones test se define a con-
linuacion.
fe = f en C®R") <= fi, feC®R")y lim sup [0°(fr — f)(x)] =0

—00 |z|§N

Ya Multi-indice y todo N = 1,2, ...,

fo—=>f en SR") <= fi, feSR")y lim sup ‘xaaﬂ(fk —f)(x)| =0

k—o0 rER?

Va, B Multi-indices,

fx—=f en CFR") <= fi, fe€C&FR"), supp(fx) C B, Yk, B compacto,

Yy klg]& 10%(fe = )|l oo (gny = 0, Vo mulli-indice.

18



Preliminares

Se sigue de la definicién que la convergencia en C§°(R™) implica convergencia

en S(R"), la que a su vez implica la convergencia en C*°(R"™).
Espacios de funcionales sobre funciones test

Los espacios duales, (estos es, los espacios de funcionales lineales y conti-

nuos) sobre los espacios de funciones test son denotados por
(C(R™) = D'(R)
(SR™) = S'(R")
(C=R") = E'(R").

Los elementos del espacio D'(R") son llamados distribuciones, los elementos
del espacio S’(R™) son llamados distribuciones temperadas y los elementos

del espacio &'(R") son llamados distribuciones con soporte compacto.

Observacion 1.2.1. Se demuestra facilmente que para cualquier funcion [ local-
mente integrable con crecimiento polinomial en el infinito define una distribucion

temperada via la aplicacion
V() = [ fadplads, Vo€ SERY).
R’I’L

En particular se tiene que cada f € LP(R™) con 1 < p < oo, define una distribu-

cion temperada.

Una descripcién detallada de los espacios de funciones test y de los espacios

de distribuciones puede ser encontrada en Grafakos [17].

19



Preliminares

Transformada de Fourier y espacios de Sobolev

Definicion 3. Para una funcion f € L*(R™) la transformada de Fourier de f,

denotada por f, es definida por

fo) = [ 95w, cer
Rn
A continuacion se presentan algunas propiedades basicas de la transformada

de Fourier.

Teorema 1. [23, 17] Sea f € L'(R"). Entonces:

1. f+ f define una transformacion lineal de L'(R™) en L®(R™) con

2. f es continua.
3. f(&) = 0 cuando |¢] — co.

4. Sea g € LY(R™) y f * g la convolucidn de f y g. Entonces

—

(f % 9)(&) = [(£)4(€).

De la definicion de la transformada de Fourier, se tiene la siguiente proposicion

que relaciona la transformada con la diferenciacion.

Proposicion 1.2.2. [23, 17] Suponga que z,f € LY(R"), donde x;, denota la

k — estma coordenada de x. Entonces f es diferenciable respecto a & y

of .. . ——
8_&(5) = (—2mize f(x))(§).

20



Preliminares

Para plantear el reciproco de este resultado es necesaria la siguiente defini-
cion.
Definicidén 4. Una funcion f € LP(R™) es diferenciable en LP(R™) con respecto

a la k-ésima variable si existe g € LP(R™) tal que

[‘f(JJJrhe;)—f(fﬂ) g

—g(z)| de =0 cuando h — 0.

Si tal g existe (en cuyo caso es unica) es llamada la derivada parcial de f respecto

a la k-ésima variable en la norma LP(R™).

Teorema 2. [23, 17] Sea f € L'(R") y g su derivada parcial respecto a la k-ésima
variable en la norma L'(R™). Entonces §(&) = 2mi&, f ().

Observacion 1.2.2. Del resultado anterior se puede deducir fdcilmente la formula

—

P(D)f(§) = P(—2miz)f(z)(&),
(P(D)f)(&) = P(Q2miz)f(€),

donde P es un polinomio de n variables y P(D) denota el operador diferencial

asociado a P.

Utilizando el hecho de que L'(R™) N L*(R") es denso en L'(R") y en L*(R")
se puede extender la definicion de la transformada de Fourier para L?*(R™). Los

siguientes teoremas establecen este resultado.

Teorema 3. [23, 17] Sea f € LY(R") N L%(R"). Entonces f € L*(R") y

4

oy = Il

Teorema 4. [23, 17] La transformada de Fourier define un operador unitario en

L2(R").

21
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La definicién de la transformada de Fourier incluye de forma natural funciones
f € S, ademas, para estas funciones se define la transformada inversa de

Fourier de la siguiente forma:
Definicion 5. Dada una funcion f € S, se define
fY(x) = f(-a),
para todo x € R™. La operacion
fe=f

es llamada la la transformada inversa de Fourier.

La transformada de Fourier esta relacionada naturalmente con el espacio de

funciones S(R™) como lo muestra el siguiente teorema.
Teorema 5. [17, 23] La funcion ¢ — ¢ es un isomorfismo de S(R™) en él mismo.

Por otro lado, es posible definir la transformada de Fourier y la transformada
inversa de Fourier sobre distribuciones temperadas como se indica a continua-
cion.

Definicién 6. Dada ¥ € S'(R"), su transformada de Fourier U y su transformada

inversa de Fourier U son definidas como

U(p)=T(p) y V(p) =TV(p'), VpeSR")

Respecto a la transformada de Fourier sobre distribuciones se tiene el siguien-

te teorema.
Teorema 6. La funcion U — U es un isomorfismo de S'(R™) en él mismo.

Dada la definicion de la transformada de Fourier para una distribucién se tiene

el siguiente teorema analogo al Teorema 1.

22



Preliminares

Teorema 7. [17]. Dadas v y v en S'(R"), f € S(R"), b un nimero complejo y o
un multi-indice, se tiene

1. u+v="1t+0d,
2. bu = ba,
3. Siu; = u en §'(R"), entonces u; — u en S'(R"),
4. (@) = u,
5. Txu=fi,
6. fu=f*.
Estamos ahora en posicion de definir los espacios de Sobolev H*(R"), que

seran importantes para las referencias de nuestro trabajo.

Definicion 7. Sea s € R y 1 < p < oco. El espacio de Sobolev H;(R™) se define

como

Hy(R™) = {f € S'(R"); (1+[¢])f) € L (RM)},

con norma

1.f]

2\s/2 f
H3(R™) — H((l +1€1°) /Qf)v .

El espacio de Sobolev homogéneo H; se define como
Hy(R") = {f € S'(R"); (I¢]" /)Y € L"(R")}

con norma

/]

LP(R™)

i = || (€17 D)

Se utiliza la notacion Hy = H® y Hy = H°.
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Por otro lado, los espacios de Sobolev con peso, denotados como H™!'(R™), son

definidos como sigue:

HMRY) = (f € LR | ey = [[(1 = A1+ 272 o gy < 00},
donde (1— AY™2f = (1 + |2/ ).

Asi mismo, su version homogénea se define como

< .
L2(R™) OO}

A (R™) = {f € LR ||l jmaeny = || (1 = )2 al' 1

1.3. El teorema de Calderén-Zygmund

En esta seccién se enuncia el teorema de Calder6n-Zygmund, el cual tiene

relevancia en el desarrollo de este trabajo. Empezamos con una definicion.

Definicion 8. Una distribucion f € S se dice homogénea de grado p, si (f, ¢,) =
r(f, ¢) para todo ¢ € S, donde ¢, es la funcidn definida por ¢,(x) = rte(x/r).

Observacion 1.3.1. La anterior definicion concuerda con la definicion usual de

homogeneidad cuando f es una funcion localmente integrable.

Para v € §’, se define

N R GLGS

Note que, si p(§) es C>* en R" — {0} y homogénea de grado —\, con 0 < X\ < n,

entonces, p(¢£) define una distribucién temperada p¥(x) y

Pu = [ il = Qi)
= p'(2) * (@) (z) = p’(z) * u(x). (1.1)
Proposicion 1.3.1. Si f es una distribucion temperada, que es homogénea de

grado ., entonces, f es homogénea de grado —p —n. St f es también C™ lejos

del origen, entonces lo mismo es cierto para f.
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Observacion 1.3.2. Si se denota K (x) = p¥(z), donde p¥(z) es dado en la ecua-
cion (1.1), se tiene segun la proposicion anterior que la distribucion temperada K

es C* lejos del origen y homogénea de grado A — n.

Definicién 9. Una distribucion temperada K, que es homogénea de grado A —n
y C™ lejos del origen, es llamada un kernel de tipo A. St K es un kernel de tipo

A, el operador Tf = K = f con f € S, es llamado un operador de tipo .

Teorema 8. [1}] [Calderon-Zygmund]. Operadores de tipo 0 son acotados en LP,

1 <p<oo.

1.4. Espacios de Lorentz y espacios de Marcinkiewicz

En esta seccion se definen los espacios de Lorentz L74(R) y algunas propie-
dades que seran importantes para el estudio del problema (5). Para un estudio

profundo de estos espacios, ver [4, 17].

Para definir los espacios L*¢(RR) se requiere definir la funcion distribucién y la

funcion rearreglo asociada a una funcién medible f : R™ — C.

Definicién 10. Dada una funcion medible f : R" — C, la funcion distribucion

de f es la funcién ds : [0,00) — [0, 00] definida por
ds(s) = p({z € R™: [f(2)] > s}),
donde p representa la medida de Lebesgue en R™.

Definicion 11. Dada una funcion medible f : R" — C, la funcidon rearreglo de

f es la funcion f*:]0,00) — [0, 00] definida por
fr(t) =inf{s > 0: ds(s) <t}.
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Se usa la convencion de inf() = oo, asi f*(t) = co siempre que d¢(a) > ¢ para

todo a > 0.

Las proximas proposiciones establecen algunas propiedades basicas de las

funciones d; y f*.

Proposicion 1.4.1. [17] si, f,g: R™ — C son funciones medibles, entonces

~

. dy y f* son no-crecientes y continuas por derecha,

2. 80 |f(z)] <|g(z)| en c.t.p en R™, entonces ds(s) < dy(s), Vs > 0,

o

cdpg(s1 4 s1) < dgp(s1) +dy(s2), Vs1, 52 >0,
4. [y f* tienen la misma funcion distribucion,
5. F(ds(s) > s y dy(f(8) <1,

0. (f +9) (1 +t2) < f*(t1) + g7 (t2).

Observacién 1.4.1. Del item (5) de la proposicion anterior, se tiene que si df

es decreciente entonces f* es la funcion inversa de d;.
Proposicién 1.4.2. La ecuacion f*(t) = dg,(t) se cumple para toda t > 0.

Observacion 1.4.2. La Proposicion 1.4.2 muestra de manera mds clara, como
la funcion rearreglo de f hereda algunas propiedades de la funcion distribucion de
f, como por ejemplo el no crecimiento y continuidad por derecha mostrados en la

Proposicion 1.4.1.

Del hecho que f y f* tienen la misma funcidén distribucion, se sigue que si

f € LP, 1<p< oo, entonces
(/ |f(:t)|pd:p)’1’ _ (/OO" (f*(t))pdt)i _ (/Ooo [t;f*(t)]p%);.
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Esta propiedad sugiere la introduccidén de una nueva familia de espacios, en los
cuales estén incluidos los espacios L?. Estos espacios son llamados espacios

de Lorentz y se definen de la siguiente manera:

Definicion 12. Sean 0 < p,d < co. El espacio de Lorentz LP? es el conjunto de

todas las funciones medibles f : R" — R tales que el funcional |||, 5 es finito,

donde

N d a
(f;" (t;f*(t)) %) sid < oo,
1 ) =

supt%f*(t) sid = o0.
>0

De acuerdo a la definicién del espacio LP?(R") se tiene que L>>*(R") =
L>>(R™), LPP(R™) = LP(R™), por lo tanto, los espacios de Lorentz extienden la
clase de los espacios L?(R™). Los espacios L (R™) son generalmente llama-
dos Espacios de Marcinkiewicz, o espacios LP(R")-débiles, y son también una
generalizacion de los espacios LP(R") ya que LP(R") C LP*°(R™). Una clase
importante de funciones que pertenecen al espacio L”>°(R™) son las funciones
homogéneas de grado —n /p. En efecto, si f es una funcion homogénea de gra-
do —n/p, entonces, f se puede escribir como f(z) = |z|"/? g(z), donde g es
una funcién homogénea de grado cero. Sin perdida de generalidad, suponga

que g(x) = 1, entonces
de(s) = p({z € R™ 2| """ > s}) = p({z € R s77/™ > |z|}) = Cps.
Consecuentemente,
fr@t) = inf{s >0;de(s) <t} =inf{s >0; C,s7? <t}
— inf{s>0: CEtF < s} = CEth,
Por tanto,

1 1
1f17 ey = sUDEF f*() = sup 7 CEt 7 = G < oo
’ t>0 t>0
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Observacion 1.4.3. Se deduce de la definicion, que para 0 < p,r < oo y0 < d <

00, el funcional ||||Z‘p 1) verifica

A Wy = 11y -

El espacio de Lorentz L»? es un espacio vectorial topoldgico, con la topolo-
gia generada por Hon‘p’d). Infortunadamente, el funcional H'pr,d) no define una

norma, ya que para éste se cumple

1 + 91y < nt (171 + lgllpa)

donde ¢, 4 = 2"/Pmax{1, 2=/}, 'y que || f||[,,, = 0 implica que f = 0 c.t.p. Es
decir, el funcional ||-||E‘p7d) define una cuasi-norma, respecto a la cual el espacio

P4 es completo, como se establece en el siguiente teorema.

Teorema 9. [17/ Para todo 0 < p,d < oo, los espacios LP4(R™) son completos

respecto a su cuasi-norma y son por lo tanto espacios cuasi-Banach.

Con el objetivo de dotar al espacio L”?(R™) de una norma, se utiliza la funcién

auxiliar f** = f**(t¢) definida por

(@) = %/0 f*(s)ds, t>0.

Se puede verificar que f** cumple una propiedad de subaditividad, esto es,

dadas f,g : R" — C se tiene que

(f+9)7 @) < f70) + g7 ().
Consideramos ahora el funcional |-, ., definido sobre LP4 como
oy 4 N\
<f0 (t?f**(t)) %) sil<p<oo, 1<d< oo,

||f||(p,d) -

supt%f**(t) sil<p<oo,d=oc.
>0
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La siguiente proposicidon muestra la equivalencia entre las cantidades ||-||’(kp oY

1l .-

Proposicion 1.4.3. [17] Sean f € P4, 1 <p < oo y 1 <d < oco. Entonces
* p *
1l < 11l @) < P 11 p.a)

Se establece ahora que el funcional [|-||, ,, es de hecho una norma.

Proposicion 1.4.4. [4, 17] Sean 1 <p < oo y 1 < d < 0. El funcional |||, 4

define una norma en LP4(R™).

Como consecuencia de las Proposiciones 9, 1.4.3 y 1.4.4 se tiene que los es-

pacios L7, con norma |-|| (.4, SON espacios de Banach.

Una propiedad importante de los espacios de Lorentz es que poseen la misma
relacion de escala que los espacios L*, esto es, dado A > 0 y una funcion

medible f : R" — C, definimos f\, como f\(x) = f(Ax) y se cumple que

1A way = A77 ([ f1] (o.as (1.2)

paral < p,d < oo.

El siguiente teorema muestra las relaciones de inclusién entre espacios L.

Teorema 10. [17] Suponga 1 <p < ooy 1 <d <r < oo. Entonces LP? C LP" y

s
1l oy < (5) T

=
S = |

para toda f € LP.

Del teorema anterior se deduce que paral < p< ooy 1l <d; <p < dy < 00,

las inclusiones L% c LP C [P C [P son continuas.
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Una caracterizacién importante de los espacios de Lorentz, es que pueden ser

construidos por interpolacion como se establece en el siguiente teorema

Teorema 11. [}] Suponga que po, p1, do,dy y d son nimeros positivos, posible-
mente infinitos, y sea 1/p = (1 —0)/po + 0/p1 donde 0 < 6 < 1. Entonces, si

Po 7 D1,

(Lpoydo7 Lpl,d1> — prd’

0,d
donde (-,-)gq representa el espacio de interpolacion construido via el método K.

Esta formula también es wvdlida en el caso py = p1 = p, siempre que 1/d =

(L—0)/do+0/d:.

Como una consecuencia del Teorema 11, se tiene el siguiente teorema de

interpolacion.
Teorema 12. [/] Suponga que

T: LPo°(R™) — LI%(R™), con norma ||T|| = My,

Po,70—490,50

T: [P (R™) — LI*Y(R™), con norma ||T| = M,

P1,71—41,51

donde py # p1 y qo # q1- Entonces, si1/p = (1-0)/po+0/p1 y 1/q=(1-0)/q+

0/q:, se tiene que
T: LP"(R") — L*"(R"), 0 <r < oo,

comn norma

I < M;~"My.

p,r—q,r —

Para terminar, se establece ahora la generalizacién de la desigualdad de Hol-
der para espacios de Lorentz LP. (Véase también Ferreira y Villamizar-roa [13]
para una generalizacion de la desigualdad de Hélder en sumas de espacios de

Lorentz).
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Proposicion 1.4.5. [21] Sean 1 < py,pa, 7 < 00, 1 < dj,dy < 00 y s > 1 tales

que L = pil%—piz y i< %+é. Si f e LPvd y g e LP2% entonces h = fg € L™ y

1Al sy < C) N 1) 1911 oo.a)-
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CAPITULO 2

NUEVOS RESULTADOS SOBRE
EL SISTEMA
DAVEY-STEWARTSON

El sistema de Davey-Stewartson (DS) modela la evolucién de ondas de agua
débilmente no lineales que viajan predominantemente en una direccién, pero
en las cuales la amplitud de onda es modulada lentamente en dos direcciones
horizontales. El sistema fue propuesto inicialmente por Davey y Stewartson en

[9] y en forma adimensional se escribe como

i0pu + 607u + Oou = xulul* + yud,v  (z,y) € R?, t € R,
D2v 4+ mdiv = 0y (|ul?) (zr,y) € R? teR, (2.1)
u(z,y,0) = uo(z,y),
donde u(x,y,t) representa la amplitud (compleja) y v(x,y,t) representa la ve-
locidad media potencial (real). Los parametros 4, x, vy m son reales y pueden

asumir ambos signos. Estos sistemas son clasificados como eliptico-eliptico,
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eliptico-hiperbdlico, hiperbodlico-eliptico e hiperbdlico-hiperbdlico cuando (4, m)

toma los signos (+,+), (+,—), (—, +) y (—, —) respectivamente.

En este capitulo se presentan algunos resultados conocidos sobre existencia
y unicidad de soluciones para el sistema (2.1), asi como los resultados de este

trabajo tesis.

2.1. Resultados conocidos

El sistema (2.1) ha sido ampliamente estudiado en el contexto de los espacios
H?*. A continuacion presentamos algunos de los resultados relevantes en estos

espacios.

En 1990 Ghidaglia y Saut [16] trabajaron el sistema (2.1) en los casos eliptico-
eliptico, hiperbdlico-eliptico y eliptico-hiperbdlico. Para trabajar los dos prime-
ros casos, demostraron que el sistema (2.1) se reduce al problema de valor
inicial

i0pu + 00%u + 0%u = yulul? + yuN(jul*), (z,y) € R?, t € R, 2.9

U(I‘, Y, 0) = Uo(flf, y)v

donde N (4)(€) = €2[¢2 + mé2 7' 4(¢), ¢ € S'(R2),

Nétese que, haciendo uso del Principio de Duhamel, el problema (2.2) es for-

malmente equivalente a la formulacion integral
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donde S(t) es el grupo definido por

—

S(tyuo(€) = e~ Oay(€)

con (&) = 4n?0€2 + 4m2&3.

Por medio de técnicas de punto fijo para la ecuacién (2.3) demostraron los

siguientes resultados.

Teorema 13. Sea ug € L*(R?). Entonces existe T* > 0, y una solucién mazimal

de (2.1) en [0.T%), tal que
uwe C([0,7%),L* (R*)) N L* ((0,t) x R?),
Vo e L?((0,t) x R?),

U(.Z',y,O) = Uo(l',y), Y Hu(t)”L2 = HU’OHL2 )

para todo t € [0,T7).

Ademds, si ug es suficientemente pequeno en L*(R?), entonces T* = oc.

Teorema 14. Siuy € H' (R?), entonces la solucion en el Teorema 13 satisface
we C (0,77, H (R*))nc (0,77, H ' (R?)),
Vue LY ((0,t) xR?),  VweC([0,T%), L (R?),
Vv e L*((0,1), L (R?)),
para todo t € [0,T*), p>2 y q € [2,4]. Si ademds uy € H? (R?) se tiene

we C([0,7%), H*(R?)) nC* ([0,T%), L? (R?)),

Vo e C([0,T7),H* (R?)).
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Para el caso eliptico-hiperbdlico (m < 0), Ghidaglia y Saut impusieron las con-

diciones de radiacion

v(z,y) =0 cuando /—mx+y — oo,
y utilizando el método de compacidad demostraron el siguiente teorema.
Teorema 15. Para cada ug € H' (R?) satisfaciendo

2
2h + méax(—y, 0)} |uo|? dady < 1

Vv —m R™
existen u y v con
ue L™ (Ry; H' (R?) N C (Ry; Hy (R?)),
veL® Ry Gy (R?)  Veel™(RyL],. (R?) 1<q¢<2,

tal que u satisface u(0) = ug y el sistema (2.1), en el sentido de distribuciones.

Aqui H! denota el espacio H' dotado con la topologia débil, y C;, el espacio de

las funciones continuas y acotadas.

En 1997 Hayashi e Hirata [19] trabajaron el caso eliptico-hiperbdlico. Imponien-

do las condiciones de radiacion
lim v(z,y,t) = vi(x,t) lim v(x,y,t) = va(y, 1),
Yy—00 T—>00

y después de hacer una rotacion en el plano zy y realizar un escalado, mos-

traron que el sistema (2.1) puede ser reescrito como

i+ Au = dyulul® + d2u/ Oy |u (z, 9/, )] dyf
v
—|—d3u/ By |u (2, y, 1) da’ + dyudyvy + dsudyvy,  (2.4)

con condicién inicial u(x,y,0) = ug(z,y). Aqui d;, i = 1, ...,5 son constantes.
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Bajo estas condiciones Hayashi e Hirata probaron el siguiente teorema.

Teorema 16. Sea ug € H*(R?), con s > 5/2, 0,v1 € C(R; HEy(R)), Oyvy €

CR; Hy(R)), y fluollp: < 1/y/méx{|da|,|ds|}. Entonces existe una constante

positiva T > 0, y una tunica solucion u de (2.4) tal que u € C ([0, T]; H*(R?)).

Aqui H(,\(R) denota el espacio H*(R) teniendo en cuenta solo la variable .

Como continuacion del trabajo en [19], en 1997 Hayashi [20] demostré el si-

guiente teorema

Teorema 17. Sea ug € H*(R?), d,v1 € C(R; H¥(R)) y dyv2 € C(R; H*(R)),
donde s > 2. Entonces existe una constante positiva T' > 0 y una unica solucion

u de (2.4) tal que
u€ C ([0, 7] H*H(R)) N L= ((0,7); H*(R*)),  [u(®)ll g2 = lluoll- -

Note que en este caso, la condicidén de pequenez del dato inicial fue eliminada.

En 2006, Caixia y Boling [7] trabajaron el sistema (2.1) en el caso eliptico-
eliptico. Como antes, redujeron el problema (2.1), al problema de valor inicial

(2.2) y demostraron el siguiente teorema:

Teorema 18. El problema de valor inicial (2.2) es globalmente bien puesto para

dato ug € H*(R?) cuando s > 3.

Existen trabajos sobre generalizaciones del sistema original DS, también lla-

mados sistemas DS, a continuacion se citan algunas importantes
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Baoxiang y Boling [2] en 2001 consideraron el siguiente sistema

i0u + Au = Mu|ul” + Mu [ul” + pud,,, *€R™ t € Ry,

By = aac1(|u|2)7 x € Rn’ t e R+7 (25)
u(z,0) = uo(x), r e R,
donde
9? 92
A = Z aij—a B = Z sz—’
igen Onr 1igen Onin,

y las (a;;) y (bi;;) son matrices reales e invertibles, ademas asumen una condi-
cion de coercividad sobre B, es decir, se asume la existencia de una constante

C > 0tal que
> C e, VE € R

> bt

1<ij<n

En los teoremas siguientes

00, n =2

2n/(n—2), n>2 .

B3, denota el espacio de Besov definido como (H;°, H;')g,4, donde sy # s
y1 <pqg<ooy0 < <1 (véase Bergh y Léfstrom [4]). Ademas, para

0 < s < s < 00, se define B>* = {u € H*; ||ul

Hoo < d}.

En su trabajo Baoxiang y Boling demostraron los siguientes teoremas:

Teorema 19. (Existencia Local) Sean > 2, n/4 < p; < py < 00,
max{s(2),s(p2)} < s < o0, [s] < p1. Sea uy € H®. Entonces existe un T* > 0
tal que el sistema (2.5) tiene una tnica solucion local u € Cioe ((0,T%); H®) N

<ﬂ2<r<a(n)L7(r) ((0,77); Bﬁ,2)>. Ademds, si T* < 0o, entonces

loc

||U | | Np=2,p1,p2 L2tp ((O’T*)SBS(I))

T(p),Q) -
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Teorema 20. (Existencia Global) Sean > 2, n/4 < p; < py < 00,
max{s(2), s(ps)} < s < 00, [s] < p1. Bziste un§ > 0, tal que ity € Np—s p, p, BL7",
entonces el sistema (2.5) tiene una unica solucion global uw € C ((0,00); H®) N

(m2<r<a(n)[ﬂ/(r) ((07 OO) ) Bﬁ,2)) :

Teorema 21. (Scattering) Sea S(t) el semigrupo generado por el operador i0; +
A. Sean>2,n/4<p <py<oo, max{s(2),s(p2)} < s < o0, [s] < p;. Eziste
d > 0 tal que el operador Scattering S de (2.5) lleva a msz’phmB;(p)’s en H®.

s(

Mds precisamente, para cada ¢~ € Np=2p, p,Bs p)’s, el sistema (2.5) tiene una

solucidn u € C ((—00,00) ; H*) N (Macrcam L™ ((—o0,00); B,)) tal que

[u(t) — S(t)o|

s — 0, cuandot — —o0;
ademds, existe ¢T tal que la solucion anterior verifica

[ut) = S(t)¢™|

s — 0, cuandot — oo.

Caixia y Boling [8] en 2008 consideraron el sistema

—i0u + Au = wu |[ul’ + wuN (Ju]’), = e R" t€R, (26)
u(z,0) = ug r e R,
y demostraron los siguientes teoremas sobre mala postura del problema (2.6).
Teorema 22. Sea p > 0 un entero par,n > 1, yw = £1. Para s < max{0, %—%},
el problema de Cauchy (2.6) falla de ser bien puesto en H® (R™). Mds precisa-

mente, para cualquier 0 < d,e < 1, y t > 0, existen soluciones uy; y uy de (2.6)

con dato inicial uy(0) y ux(0) € S tal que

[[ur (0)]

we o [2(0)] e < C,

[u1(0) = u2(0)]

Hs S 05,
|lug (t) — w2 (t)|| s > ce.
Ast, la funcion dato-solucion falla de ser uniformemente continua en H?.
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Teorema 23. Sea p > 0 un entero, n > 1, y w = £1. Suponga que 0 < s < 5 —

SR

o que s < —3. Entonces, para cualquier € > 0, existe una solucion u de (2.6) y
t € Ry tal que u(0) € S

[w(O)| s < e,
0<t<e,
lu@)ll g > e

En particular, para cualquier t > 0 la funcion dato-solucion u(0) — u(t) para el

problema de Cauchy (2.6) falla de ser continua en 0 en la topologia de H®.

Como ya se menciond, en su gran mayoria, los sistemas anteriores han sido
estudiados en el contexto de los espacios H*, referidos como espacios de
energia finita. Se conocen pocos resultados del modelo DS fuera del contexto
de los espacios de energia finita H*. Uno de ellos fue el trabajo de Zhao [26]

quien considero el sistema

i0u + Au = kulul? + pud,, v, € R, te Ry,
Av = 0y, (u]?), reR" teRy, (2.7)
u(z,0) = ug(x), z e R"

donde p > 1y n > 2. A través de técnicas de punto fijo Zhao demostro el

siguiente teorema:

Teorema 24. Suponga que py < p < ﬁ, p > 1, sea ug una distribucion tempe-
rada tal que

sup 1 [ S(t)uoll oa < . (2.8)
t>0

Entonces eziste una dnica solucion global u de (2.7) tal que

HuHE"‘ = supt* ||u(t)HLp+2 < 2e.
t>0

39



Nuevos Resultados Sobre El Sistema Davey-Stewartson

Ademds, asumiendo que ugy Y ugy verifican la condicion (2.8) y siendo uy y us las

respectivas soluciones de (2.7), entonces

|ur — ug| ga < 21[S(t) (w01 — uo2)|| go -

En este teorema, S(t) es el semigrupo generado por el operador id; + A, py €s
la raiz positiva de la ecuacion np® + (n—2)p—4=0,a= (4 — (n—2)p) /2p(p+
2) y E* representa el espacio de todas las funciones medibles u : (0,00) —
Lr+2 (R™) tales que
[ull ga = sup t* lu(t)|| o2 < o0
t>0
Es de recalcar que en Zhao [26] no se demuestran resultados de existencia

local o comportamiento asintético.

Recientemente, Barros en [3] considerd los casos eliptico-eliptico e hiperbdlico-

eliptico del siguiente sistema DS

i0pu 4 007 u + E?:28gju = xu|ul? + yud,,v, r €R" teR,
v +mdi v+ X307 v =0y (|u]), reR", teR, (2.9)
u(z,0) = ug(x).

y usando estimativas de Strichartz y la técnica de punto fijo, demostrd el si-

guiente teorema en el contexto de los espacios LP>°(R; L»>°(R")) = LP>°(R™H1).

Teorema 25. Eziste 0 > 0 tal que si

4(n+1) 4(n+1)
n(n + 2) SPS T

Y

. .. . . p(n+2)
yug €Y con||uglly < 0, entonces existe una inica “mild-solution” uw € L™ 2 >°(R"!)

de (2.9), tal que ||u||Lp(n;2>yoo(RnH) < 36. Donde

p(n+2)

YV ={peSR");S(t)pecL 2 (R},

lelly = 15Ol pngar

2 (R
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En Barros [3] tampoco se presentan resultados de existencia local y compor-

tamiento asintético.

Motivados en el trabajo de Zhao en espacios L?, y de Barros en LP-débil,
deseamos estudiar el sistema de Davey-Stewartson fuera del contexto de los
espacios H*®, mas precisamente, en una clase de funciones mas generales que
los espacios L como lo son los espacios de Marcinkiewicz y los espacios de
Lorentz. Probamos un resultado de existencia global que generaliza el resul-
tado principal de [26] y que no es comparable con el resultado de existencia
global de Barros [3]. Como consecuencia del resultado de existencia global
obtenemos un resultado de existencia de solucién auto-similar. Adicionalmen-
te probamos un resultado de existencia local y hacemos un estudio cualitativo

del comportamiento asintético de las soluciones globales en espacios LP*°.

2.2. Resultados del trabajo de investigaciéon

En el desarrollo de este trabajo consideramos la siguiente generalizacion del

sistema DS (2.1)

i0pu + 003 u + X507 u = xulul’ + yudy,v, r€R", t R,
0, v +m0g,v + 35307 v = On, (Jul’), zeR", teR, (2.10)
u(z,0) = up(x).

y estudiamos los casos eliptico-eliptico e hiperbdlico-eliptico, es decir, los ca-

sos en que (d,m) toma los signos (+,+)y (—, +) .

Resolviendo la segunda ecuacién en (2.10) por medio de la transformada de

Fourier, se tiene que en ambos casos, el sistema puede ser reducido al proble-
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ma de valor inicial

O + 002 u + X750 u = xulul® +yuN(|ul’), r€R", teR, 2.11)

u(zx,0) = ug(x),

donde N(¢)(€) = €2[¢2 + m&3 + 1_,€2715(¢), 6 € S'(R™).

Nos planteamos inicialmente el problema de existencia de solucién global,
usando como base, técnicas de relacién de escala propias de la EDP. Para
ello, se puede verificar directamente que si u(x,t) es una solucion clasica de
(2.11) entonces uy := A\/Pu(Az, \*t), A > 0 también es solucidn. Por lo tanto,
es natural plantear el problema de existencia de soluciones de (2.11), tal que
u = uy. Las soluciones invariantes por la relacion de escala u — uy son llama-

das soluciones auto-similares de la ecuacion (2.11).

Suponiendo « auto-similar y tomando el limite cuando ¢ tiende a cero, formal-

mente se tiene

u(z,0) = MPu(\z,0),

esto es,

up(z) = N Pug(Ax),

por lo tanto, uy(z) debe ser una funcibn homogénea de grado —2/p. Infortu-
nadamente estas funciones no pertenecen a los espacios H*(R"), en conse-
cuencia, si se desea buscar soluciones auto-similares, es necesario trabajar en
espacios que contengan funciones homogéneas. Los espacios naturales para

buscar soluciones auto-similares son los espacios LP-débiles.
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Usando el Principio de Duhamel, el PVI (2.11) es formalmente equivalente a la

ecuacion integral

u(t) = S(tyuo+i / S(t — 5)Deu(s) [u(s)[? + ya(s)N(Ju(s)|")]ds

= S(t)uo + L(w), (2.12)

donde S(t) es el grupo definido por

con (&) = 4m?0&; + 4m*E] 67

De esta forma, el problema de existencia de soluciones para (2.11) es equiva-
lente al problema de existencia de un punto fijo para el operador definido por
la parte derecha de (2.12). Dada esta relacién, las funciones que verifican la

ecuacion integral (2.12) son llamadas “mild-solutions” del PVI (2.11).

Iniciamos definiendo los espacios tiempo-dependientes en los cuales se van a
establecer los resultados de existencia, unicidad y comportamiento asintético

para el sistema (2.1).

Sea 1 < d < co. Denotamos por X, 4y X}, con 0 < T < oo, a los espacios
de todas las funciones medibles y Bochner integrables u : (—oo, 00) — LPT2dy

u: (=T,T) — L2 respectivamente, con normas

lullaa = sup [t u@®l iz,  lullpar= sup [t u@)lpiza, (2.13)
—oo<t<00 —Tr<t<T

donde 3 = n(; — ,13) es determinado por el decaimiento del grupo S(t) :

L™ _y [pt2eo (véase Lema 1),y a = /l) — m es el unico valor que hace
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que lanorma || - ||»,.o S€a invariante por la relacion de escala, esto es, ||ul|q,00 =

||urlla,00- De hecho, utilizando la propiedad (1.2) se tiene que

Jux(t, o)l = sup [t Jlua(t, @)l 10,00
—oo<t<oo
— o |1y2/p 2
= 7032})@0 || H)\ u(Ax, A t)H(p+2,oo)
_ ay2/p 2
= _swp [t N2 (A2, X8| o)
— @ \2/py—n/(p+2) 2
= _Ofgtpioo [t]" A*PA (2, A t>H(p+2,oo)'
Haciendo el cambio de variable » = \?¢, se concluye
lua(t, @)oo = sup (X722 " NPATE fu(w, 2 ) -
—o0<z<0

Por lo tanto, para que [ux(t, )|, . = l[u(z,2)| , se debe tener, —2a +

p+2,00)

2/p—n/(p+2)=0,esdecir,a=1/p—n/2(p+ 2).

En este trabajo probamos los siguientes resultados de existencia y unicidad,

asi como de comportamiento asintético de soluciones para el sistema (2.10).

Teorema 26. [Solucion Local]. Asuma p > 1 tal que np(p+1) <2(p+2) y
1<d<oo. Siuy€ L%’d, entonces existe 0 < T < oo tal que (2.10) tiene una

solucion u € X3 ;. La solucion u es tinica en una bola de XJ,; y la funcion dato-

(

.. pt2 . . . .
solucion ug — u de L oD ep ng es localmente Lipschitz. Si ademds, uy € H®,

s>0,p+2< n%”% (=00 sin < 2s), la solucion pertenece a H*.
Teorema 27. [Solucion Global]. Asuma p > 1 tal que 2(p+2) < np(p+1) y
np < 2(p+2). (i) Existe e > 0 tal que si ||S()uo||laco < €/2, entonces el problema
de walor inicial (2.10) tiene una unica solucion global en el tiempo u € X,
satisfaciendo ||ul|o.c0 < €. Ademds, la funcion dato-solucion uy — u es localmente

Lipschitz. (i1) Si el dato inicial ug es una funcion homogénea suficientemente
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pequena de grado —2/p, entonces la solucion u es auto-similar. (iii) Si adicional
a las hipdtesis de ezistencia asumimos que ||S(t)uollatna < 00 para 0 < h <
1—a(p+1) y algin 1 < d < oo, entonces existe un € tal que si ||.S(t)uo||la+n.a < €o,
entonces la solucion global w € Xoyp 4. Aqui no necesitamos asumir una hipotesis

de pequenez en ||S(t)uol|ath.a-

Teorema 28. [Scattering]. Suponga que 0 < h(p+1) <1—alp+1) y sea u la
solucion de (2.10) dada en el Teorema 27 con dato ug. Si ug es como en el item
(iii) del Teorema 27 con d = oo, entonces existe uy con ||S(t)ug||ac < 00 tal
que |[u(t) — uE ()| (pr2,00) = O™ "PHD) | cuando t — Foo, donde u'(t), u= (1)
representan las tnicas soluciones globales del problema lineal asociado a (2.10)

con dato inicial ug y ug , respectivamente.

Teorema 29. [Scattering Inverso]. Suponga p como en el Teorema 27 y sea
0 tal que 0 € (a, ). Para cualquier f € LU egiste To = To(f) > 0 y una
solucion u : (—oo,00) — L2 de (2.12) con ||u|z, 0 = supag, t7]|ull(pr2,00) <

ooy limy a0 t9||U(t) - S(t)f||(p+2700) =0.

Teorema 30. [Estabilidad Asintdtical. Suponga 0 < h < 1 —alp+1), y
sean u, v € Xyoo dos soluciones globales de (2.10) dadas por el Teorema 27,
con respectivos datos iniciales ug, vo. Si Mmoo 121 () (ug — vo)

[u(t) = v(O)l] (1 2,00) = O-

lp+2,000 = 0

) h
entonces 1myy oo |t]*F

Observaciones

i). Paran = 2 se tiene la condicién p > /2, asi, el Teorema 27 cubre el sistema

DS propuesto originalmente en [9].
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ii). Tomando h = 0,y d = p + 2 en el Teorema 27 obtenemos el resultado prin-

cipal de Zhao [26] sobre existencia global.

iif). Nuestros resultados no se pueden comparar directamente con los resul-
tados obtenidos por Barros [3], ya que los espacios en los que se establece
la existencia de solucidén global no son comparables; en todo caso, las con-

diciones sobre p son diferentes de las nuestras, a saber, el rango permiti-

4(n+1)
n(n+2)

4(n+1)

do para p en Barros [3] es < p < —5— mientras que el nuestro es

1 <pp<p<4/(n—2)(=oc0sin =10 2),donde p, es la raiz positiva de

Wntl) < p < 2P - 4 Otra di-

np? + (n —2)p —4 = 0. Note que py < ;= = =

ferencia importante entre el trabajo de Barros [3] y el nuestro, es que para la
demostracion de su teorema de existencia, utiliza esencialmente estimativas
de Strichartz, mientras que nosotros Unicamente usamos propiedades de de-

caimiento del grupo de Schrddinger.

2.3. Estimativas lineales y no lineales

Con el objetivo de realizar las demostraciones de los teoremas de existencia

local y global, serdn necesarios los siguientes lemas.

Lema 1. Sea 1 < d < o0 y 1 <r < 2. Entonces, existe una constante positiva
C1 = Ci(n,r) tal que

2

1S flleeay < CLEECE D flay, £ € L7 (2.14)

Demostmcidn.Seat%Oﬁjoyl<r0<r<r1<2talque%:1r;09+%y

0 < 0 < 1. En [16] fue probada la correspondiente estimativa para (2.14) en L".

Entonces, S(t) : L™ — L™ y S(t) : L' — L™, con norma del operador acotada
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por

1S,y < CHTEG), 8@, <l G,

TO—T
Usando que LP(R") = LPP(R") y el Teorema 12, se tiene que S(t) : L% — L',

y
1-0 0
1Sty < (0|t|z<m1>) (0|t|2<n1>.) _ oG

de donde se obtiene la desigualad (2.14). |

Lema 2. Sea 1 <r <00, 1 <d < oo. Entonces |N(9)|¢a) < Cllo|lra)-

Demostracion. Dado que p(§) = £7[&7 +m&F 4+ X7_387] " es homogénea de orden 0
y C lejos del origen, se tiene que K (z) = p(x) es un kernel tipo 0, y N(¢) = K¢
es un operador de tipo cero, entonces el Teorema de Calderon-Zygmund (Véase
Teorema 8) implica que | N(9)||, < C||@]],, con 1 <17 < oo.

Considere ahora 0 < 1y < r; < oo tal que % =104 % y 0 < 0 < 1. Entonces,

o

N:L°— L™, [N,y = Mo,
N: L — L") [N,y = M.
Utilizando el Teorema 12, se concluye que
N: LM — L Ny sy < Mo~ MY,
con lo que queda demostrado el lema. |

Lema 3. Sea p > 1.
Sinp(p+1) < 2(p + 2), entonces existe una constante positiva Kg tal que si

u,v € XﬁT’d, se cumple

IZ(w) = L) lpar < KsT" " Vlu = vllsar(lullf gz + [0lfar)-  (2.15)
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Si2(p+2) <np(p+1),np < 2(p+2), entonces existe una constante positiva K,

tal que si u,v € X, q, se cumple

[1L(u) = L(v)[[aa < Kallu = vlaa([ul

cd T 1101G.0)- (2.16)
Demostracion. Tomando la diferencia entre L(u) y L(v) se tiene

160 = L0z < [ 15— ) alul =10l

+5 (N ([ul?) = oN([ol")]ll(p+2.0ds-
Note que

ulul” = olv]” = ulul” = vlul® +vlul” = vol” = |ul’(u = v) +o(ful” = |v]?),

ulN([ul?) =oN(jv|?) = uN(|ul’) — oN(|ul?) + vN(|u|”) — vN([v]?)
= N(Ju[")(u—v) + vN([ul]” — |v]?).
Utilizando la desigualdad triangular, la desigualdad de Holder y el Lema 2 se
concluye que
lulul® = vlvl?[| (o2 0y < [lul”(u = V)l 222 g + [0([ul” = [0]")]| (222 4)
< |||U|p||(%2,d) lu — U||(p+2,d) + ||U||(p+2,d) [[|ul” = |U|p||(¥,d)
< Nulltprzpm 10 =0l sz + 100 a0 Tl = 01l etz 4)

< Nullfyraa) v = 0llproa + 10l proa ul” = 0 ll 212 4)

luN (Jul?) = oN([0l)ll 2t2, 0 < IV () (u = V)l 222 0) + 0N (Jul” = [0]") | 222 4
< INCul)lez2 ) 14 = Vll gy + 10l gy 1IN (ul” = (017l o224

< Cllful’lles2 g llu = vll o0y + Clloll o llul” = [0 ll 222 4)

<C ||U||€p+2,d) Ju— U||(p+2,d) +C ||U||(p+2,d) el = |U|p”(p%2,d) :
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Del teorema del valor medio aplicado a la funcion g(u) = |u|? (p > 1 es necesario

para la diferenciabilidad de g) se obtiene la desigualdad
[Jul® = ol?| < C (lul’~" + [0]"7") Ju —v].

Ahora, utilizando la desigualdad de Hélder

Il = el esz., < CINR™ + 1ol = ol s
< C H‘u|p*1 + |U‘p71H(%§7d) Hu - Ul|(p+2,d)
—1 —1
< C <||U||?p+2,d) + HvH(pp+2,d)> lu—=vll (20 -

Por lo tanto

[0l ny Mel? = 10 ez gy < € (0 pun iy Nealllay + 1002 ) et = vl

De la desigualad de Young se tiene que

10ll sy el pr2.a) < Crllollf s a) + Collullfysg)

¥y como consecuencia

lufal? = ol etz g < C (1010 + Il00)) 18 =Vl iz

[V (jul?) = oN (0 )les2.0) < C (00 + 10l 100) 6 = 0l
Se concluye entonces que
L)~ ()MH@<C/t—S s = vllpsagy (1l gy + 1ol 1) ) s
t
<0 [= 0 =l (9 il 5 [0l )

t
< Cllu = vlgar (lullf ar + 1015.47) / (t—s)"PsHds
0
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Haciendo el cambio de variable z = ut, la desigualdad anterior se escribe como

[1L(u) = L)l (p+2.4)

< Ct—ﬂ+1—(1+p)ﬁ||u — v

1
a1l + ||v||gyd7T)/ (1 — 2) B8
0

Ahora, dado que si % < Zi—f <p+2entonces 1 > Fy 1> (p+ 1),y la tltima

integral es una funcién Beta, por lo tanto
1L(u) = L(0) [l praa) < Kpt Pt u — vl ar(ullf ar + 10116 47)-

Multiplicando la desigualdad anterior por t? y tomando el supremo para 0 < t < T

se obtiene la desigualdad (2.15).

Por otro lado, si % < % < p+ 2, entonces 1 > a(p+1) y 1 > . Usando los

Lemas 1, 2, la desigualdad de Holder y la inmersion continua L(#+24 c Lp+2ed)

se tiene
t
120 = L@ i < C [ (6= (W= o llul + 1o gz
HIN (b = N(ol)el o2, ) ds
pt1

< Kot |lu—vllaa (Il

ot 0l6a)

lo que prueba la desigualdad (2.16). |

2.4. Demostracién de los teoremas

Esta seccion esta dedicada a las demostraciones de los teoremas que son re-

sultado de este trabajo de tesis.

Demostracion del Teorema 26. Considere labola B. = {u € X7 : |lullgar < €}
dotada con la métrica completa (-, -), definida por k(u, @) = ||u— 4||s.4.r- El ob-
jetivo es mostrar que para algun e > 0, la funcién ®(u) = S(t)uy + L(u) es una
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contraccion en (B, k).

Del Lema 1 se tiene ||S(t)uo||gar < C||u0|](%7d). Tomando € = 20”“0”(5—13@) y
T tal que KT~ (r+DBer+l < ¢ /2. Entonces, del Lema 3 (con v = 0) se tiene
— 1
1e@lgar < Clluollesz g + KT |lullf iy

<e€/2+ KBTlf(pH)BEpH

<€/2+¢€/2 =k,
para todo u € B.. Consecuentemente ®(B,) C B.. Usando el Lema 3 también
se tiene que la funcién ¢ es una contraccién en B,, y entonces, el teorema de

punto fijo de Banach asegura la existencia de una Unica solucién u € Xj, para

(2.12).

Observamos ahora que u(t) — uy cuando ¢ — 0, en el sentido de las distribu-
ciones. Esto se sigue a través de un argumento estandar (véase [12, 5]). De

hecho, considere ¢ € C3°(R™), entonces

[(S()uo + L(u) — uo, p)| < |(S(t)uo — uo, ©)| + [(L(u), @)

Pero
|wumwﬂmwwzwmsw¢—wﬂswmw%mmsmw—wmwm

De la continuidad del grupo S(t) se concluye que
|(S(t)up — ug, p)| — 0, cuando t—0.

Para la prueba de la convergencia a cero de la parte no lineal, nétese que si

fu) = xu(s)|u(s)]” + yu(s)N(Ju(s)|?), entonces

— — p+1
|S(t S)f(u)HHﬁ = ||f(“)||H2(;1g) < ||f(u)||(z%7oo) < ||U||(p+2,oo)

< Ct*/D’(PJrl).
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Como 1 > (p+ 1) se tiene que
[(L(u), )| <Ot PP 0 cuando  t— 0,

y entonces u(t) — uo cuando ¢t — 0 en el sentido de las distribuciones.
Por otro lado, considere u; y uy soluciones de (2.12) con dato ug; Y ugs respec-

tivamente. Entonces

i (t) — u2(t)||(p+27d) < [|S(t) (uor — U02)||(p+2,d) + || L(u1) — L(u2)||(p+27d) :
Usando los Lemas 1y 3

Jur — uQH,B,d,T

< Clluor — ozl ez2 4 + KgT' PO luy — sl gar (G g + w2l gz,

< Clluor = uoz| ez 4 + KgT' P luy — s g ar(e” + €),

y por lo tanto

C

||U1 - uQHB,d,T < 1— QGPK/BTl*ﬁ(erl) I|U01 - UOQ”(%@)a

lo que prueba la Lipschitz continuidad.

El Teorema 26 cubre datos iniciales up € H*? parap > 1,p < (p+2) < n’jpsp
(= oo sin < sp), debido a la inmersion continua H*? c L{r+%>) (véase Berghy
Léfstrom [4]). Finalmente, de la teoria para H*, se tiene que si uy € H*®, enton-
ces existe Ty > 0 y una "mild-solution"u € C([—T, To]; H?) ([16]). Por otro lado,
también tenemos una mild solution u ngo dada por el Teorema 26. Debido a

la inmersion de Sobolev se deduce que, ||i|scm < CTY SUp_p cpcr 1]

Hs, Y
por unicidad, se tiene que para T, suficientemente pequeno, v = u en [T, Tp].
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Demostracion del Teorema 27. Sea B, = {u € X, » : ||t]|a,0 < €}. Del Lema

3y la hipbtesis para el dato inicial, se tiene

12(w)llao < NS (E) (wo)laoe + L)oo < €/2+ Kallullthe < €/2+ K™™' <ce,

siempre que 2K ,¢” < 1. Asi ®(B,) C B..

Ahora, tomando u, u € B,, y nuevamente por el Lema 3 se tiene que la funcion
® es una contraccion en B, y consecuentemente se tiene un unico punto fijo
en B, el cual es la Unica solucion u de la ecuacién integral (2.12) satisfaciendo

HuHa,oo <e

Con el fin de mostrar la existencia de una solucion auto-similar, si uq(x) es una
funcién homogénea de grado —%, entonces S(t)uq(x) satisface la propiedad de

auto-similaridad u(t, z) = A»u(A\2, Az). En efecto,

S(t)uo(x) = (€O s up(x) = / / 271046 e | iy (y)dy,
Rn n
Por tanto,

S(AN?t)ug(Ar) :/ /627Ti(’\z_y)'5e_i’\2tw(£)d§ uo(y)dy.

Rn n

Haciendo el cambio de variable y = \z, se obtiene

SNHug(A\z) = / / 2= A€ =N g | 0 (A2) A dz

RTL n

= / /62”i(x_z)'Age_iA2tw(£)d§ up(Az)A\"dz.

Rn n
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Haciendo ahora el cambio de variable j = A&, utilizando que ug(Az) = A\=%/Pyy(x)

y que (&) = A%)(j) se obtiene

S(Nt)ug(Ar) = / / e?mi@=2) i o=t \=n gy | X\"H Py (2) Nz = NP S (8)ug(z)
Rn n

Asi,
S uo (@) (pr2,00) = L2+ 72 |S(L)ug (@) || (p42,00) = [15(1)uo(@) | (p+2,00)-

Ademas, ||S(1)ug(z)|| Lo+ es finito, y ya que L2 — L(P+2) ge tiene

1S (D)uo ()] (42,000 < [1S(1)ug(x)|| o2 < oo. Por lo tanto, si ||.S(1)uo(2)]|(p+2,00)
es suficientemente pequefio, entonces la solucion (¢, z) obtenida es auto-
similar, ya que es el limite en X,, ., de la sucesion auto-similar de Picard u, =
S(t)(ug), ur =u1+ L(uk—1), k > 2. Esta parte generaliza el principal resultado
de Zhao en [26].

Para la prueba de (zi:) primero note que
L@ pizgy = Ca / (¢ — )7 Pculul® + 7uN () . 45
< G / =97 (Il by + 1 BN Q)10 .
Usando la desigualdad de Hélder y el Lema 2 se tiene
L gy < [ 0= Tl g Il 5

t
< 01/0 (t — 5) s (ot goth [l o,y 527 ([l 2,00) A5

t
< [ Cysup s®™ ||u )(su s ||ul|? )/ t — ) Bglath)g—apgg
< (Conmp s ully g ) (sup sl ) [ (09
t
< (sup goth ”uH(p+2 d)) 6'0/ (Zf _ S)—ﬁs—(a+h)s—apd8
$>0 ’ 0

1
<y (Sug goth ”uH(p+2,d)) ept_(o‘+h)/ (1 _ 8)—58—(a+h+o¢p)d8.
s> 0
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Dada la condicién 0 < h < 1 — «a(p + 1), la integral es una funcion Beta. Por
lo tanto, al multiplicar la desigualdad por t“*") y tomar el supremo para todo

s > 0, se deduce que

() ana < Kesup S ull pyza)
S

Considere ahora la sucesion de Picard (u,) tal que u, — u, donde u es la
solucion de (2.12) dada en la parte (i) del teorema. De la hipétesis en el dato

inicial y de la desigualdad anterior se obtiene

HulHa+h,d = HS(t)uOHa+h,d <C,
||u2||a+hd = Hu1||a+hd + ||L(u1)||a+hd <O+ Ke'l,
lusllgrna < il gpna + 1L(u2)llgna < C + Ke? (C + KeCO),

<C+ Ke'C + (Ke)* C.
Procediendo inductivamente
[tnllginag < COL+ Ke# + (Ke?)” + -+ + (Ke)").

Por lo tanto, para e suficientemente pequefio (por ejemplo ¢# < ) la serie es
convergente y [lu;f|,,, , < C paratodoi = 1,2,... y por lo tanto ||ull,,, , < C,

con lo que la parte (iii) queda demostrada. B

Demostracion del Teorema 28. Consideramos Unicamente el caso ¢t — oo.
El caso t —+ —oo puede ser probado analogamente. Para la demostracion,

considere u_ definido por:

ug —u0+z/ S(— ()|Pu(s) + N(Ju(s)|?)u(s)]ds,

donde u es la solucién global obtenida en el Teorema 27. Sea »* la solucion

del problema lineal asociado a (2.10) with data u, esto es u™(t) = S(t)ug .
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Note que u* puede ser expresado como

u'(t) = S(t)uo + i /OOO S(t = s)(x|u(s)|"u(s) + YN (ju(s)|”)uls))ds.  (2.17)

Primero mostramos que, para cada ¢ > 0 se tiene que ||u" () )y <oc.De

H(p+2,oo

hecho

1]y < ISty + Hs<t> [ s balule + 7 Gl

(p+2,00)

< 80l + [ [ 50 = Ot + (s
0

(p+2,00)

Usando el Lema 1, la desigualdad de Holder y la propiedad |[|[ul’[[ s+2 ., <

Cl|ullf, 1) S€ tiene

[l my < 15@olszmy +C / (- 5)® Jullt, . ds

> - o 1
< ||S(t)u0\|(p+2’oo) + C’/O (t—s)"s (a+h)(p+1) g(ath)(p+1) Hqu;rJr2 - ds

< 5@ uoll a0 + C/ (t = 5) Psm @O sup s luITL ) ds
0 s

< [1S(@)uol

(p+2,00)

+C HuHthoo/ (t — ) PsmletMetl g,
0

Haciendo el cambio de variable s = zt, la desigualdad anterior toma la forma

1 Ol rney < 18O 0]l (100
+C HUJHZ—:-Ih,oo tﬁ(a+h)(p+1)+l/o (1 —2) Pyl g,

Para probar que la dltima integral es finita, considere
00 1
/ (1— Z)—BZ—(a+h)(p+1)dz — / (1— Z)—BZ—(a+h)(p+1)dZ
0 0
2 00
+ / (1= 2)-Fp—lathorng, 4 / (1= 2) B, @merD g,
1 2

=I+11+1I1.

96
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De las hipotesis se tiene 5 < 1y (a+ h)(p+ 1) < 1, entonces I es una funcion

Beta y por lo tanto finita. Para 71, primero note que

2 2
/ (1 — u) Pyt gy, < / (1 —u)Pdu.
1 1

Haciendo el cambio de variable s = 1 — z, se obtiene

2 -1 0 b
/ (1—2)"Pdz = —/ (5)Pds = / sPds = lim s Pds
1 0 -1 b=0"J 1

4 b
si=B

< 0Q.

Para 11 se tiene

/00(1 _ z)—/j‘z—(a+h)(p+1)dz — /OO ( “ ) B, =B—(ath)(p+1) g,
2 2 1 — Z

< sup ( < ) B /OO 5B (ath)(p+1) g,
2>2 1—=2 2

. SA=B—(ath)(p+1)
< sup f lim
= (1—z) s ey g

Finalmente, tomando la diferencia entre la integral (2.12) y (2.17), y calculando

b

2

la norma ||+ 45 .., S€ obtiene

2/0 S(t = s)xu(s)[u(s)” +yuls)N(lu(s)[")lds

[u(t) =t O] 1200 =

- i/ooo S(t = s)xlu(s)|Puls) + YN (Ju(s)|?)u(s)lds

<C HUHPH / (t — S)—BS—(OH-h)(pH)dS
t

a-+h,co

(p+2,00)

/too S(t = s)[xu(s)[u(s)” +yu(s)N(Ju(s)|”)lds

(p+2,00)

< Ol I (L 2Pl
1
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Debido a que (o« + h)(p + 1) < 1, la ultima integral es finita, y usando que

1 — 8 — ap =0 se concluye

< Kt*a*h(PJrl)’

|u(t) — u+(t)}|(p+2m) <

lo cual prueba el teorema. &

Demostracion del Teorema 29. Para 7' > 0 consideramos el conjunto Er, de
w : [T, 00) = L@+2) tales que ||w| gy, = supyq t]|w]|(pr2,00) < 00. LEt R >0y

denotamos por Br (0, R) la bola cerrada de radio R en Erg.

Definimos la funcién T : Br(0, R) — Br(0, R) por
Yw) =i [ 8- 9) (SO -~ wl (S
FAN(IS() — wl)(S(5)] — w) ds
Definiendo J(u) = yu |ul® + vuN (|ul’) . Para w € Br(0, R) se tiene
POy < [ 1= 9IS = 0Dl
C [ =97 1T (S(5) = w0
<c [T IS - ulgh L ds
<0 [Tl T () + O Il g3.))

g

IN

Tomando el supremo para ¢t > T,y las hipétesis se obtiene

1T 2,009

p+l1 o0
<C (R + 777 1F1 o2 oo)> tlﬁe(pﬂ)/ (1—2)77 270y,
e 1
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Debidoaquef € (a,5lyl1—p—ap=0setiene1—5—0(p+1) < 1—-B—0p <0,
y por tanto la integral es finita. Por otro lado, multiplicando por ’ y tomando el

supremo parat > T

p+1
IT(w)llg,, <C (R + TP £ )> 71800

p+2
p+1°°

y entonces, para 7' > 1 obtenemos

1T (w)llg,, < R. (2.18)

Consideramos ahora wy, ws € Br (0, R), entonces

000 = Ty < [ 1= 9 (S = w00) = IS = )]s
<O [ =1 = ) = IS = w0y (219)

Pero

1I(SF = wi) = IS = w2l gs2 )

< IX(Sf —wi) [Sf —un]” = x(Sf —wy) |Sf — w2’p\|(%,w)

(8] = w)N (18F = wil”) = 9(Sf = wa)N (15F = wsl") | ez )

S CUSF =) = (SF =)l |ISF = will sy + 1SS = il

< Cllwr = wsll gy [ (101l ey + 1S yns) + (2l + 15 )|
< Cllwn = wally ey [ (0111 ay + Co5 7 1 12.0))”

t (el gy + Ca57 Wfllg12.0) ]

1
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Por tanto

I ) = X2l

[ee} _8 -5 ’
<C (t —s)" w1 — w2H(p+2,oo) le”(wr?,w) +Cis Hf”(zfﬁ‘”)

t

_B P

(1l + O 5. ) Tt

- ) e B P
<C [ =95 0 =l [ (5 Nl + G )

t

_ p

(0l gy + C5 1 2.0 ) |

Debido a que wy — ws € E74 Y u,w € Br (0, R) se tiene que

[T (w1) — T (ws) H(p+2,oo>

p [ 5 _o _
< Cllwr =l (R4 G 1l gg) [ 6= )75
t

p o
2 )) tl_ﬂ_‘)_ep/ (1—2)_’8 20t g,
1

£

,00

+
|

P

< O llwy = wall,, (R+ T |7l
Multiplicando por t’ y tomando el supremo parat > T
I (wn) = Yo, < C(R+ T | flgaiz ) T oy = wall s,
Ahora, para 7' > 1 concluimos que
T (w1) = Two)ll g, < wr — w2, - (2.20)

Sea T, el menor valor de T tal que (2.18) y (2.20) son verificadas, entonces
por el teorema de punto fijo de Banach, T tiene un unico punto fijo w, con

lwlg,, < B

Definimos ahora u(t) = S(t)f — w(t) € Er, ¢, donde w es el unico punto fijo de

T. Mostraremos que u(t) es una solucién del problema integral

u(t) = S (t = To)u(Ty) +i f5, S (t — ) [xu|ul” + yuN (Jul’)] ds, (2.21)
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en [Ty, o0). Para esto, notemos que

w(t) = T(w(t)) = z'/too S(t— $)J(S(s)f — w(s))ds @'/:o S(t— 8)J(u(s))ds,

para todo t > Ty, por lo tanto

(T~ u(t) = iS(Ty— ) [ St ) I(S(s) = w(s)ds
y /t " S(Ty — 8)J(uls))ds

.y /T oo S(Ty — )J(u(s))ds — i /T t S(Ty — )J(u(s))ds

— w(Ty) — i /T t S(Ty — )7 (u(s))ds.

Aplicando ahora S(t — Ty), se obtiene

wt) = S(t—Ty)w(Th) — iS(t — T) /T S(Ty — 5)J(u(s))ds

= S(t—"To)w(Ty) — z/ S(t —s)J(u(s))ds,

To

y consecuentemente

u(t) = S0 — wlt)
=su—nm%mﬂ—(ﬂwnmw%wwésu—@ﬂmmw)

t

:8@—nMﬂ%ﬁ—wmm+¢/su—@ﬂwmw

To

con lo que se obtiene (2.21). Por otro lado

t Ju(t) = SOl oy = 1= )] 100y = 10O 2.

= 17| T (w(t)) Ctt=o,

”(p+2,oo) S
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y debido a que 1 — 3 — 6p < 0, concluimos que t? |lu(t) — S(t) — 0

f||(p+2,oo)

cuandot — oco. B

Demostracion del Teorema 30 Asuma Unicamente el caso ¢ > 0. Siguiendo
las ideas de [5, 12], tomando la diferencia de las ecuaciones integrales satis-

fechas por v and v, usando que ||u|a.c0, [|V]|a.c0 < €, después de un cambio de

variable se puede obtener

() = v(t) | (pr2.00) < TS (E) (10 — v0) [l (o200

1
+Oer/ (1— ) s (E) lu(ts) — v(ts) ]| (pr2,00ds,
0

para todo ¢ > 0.

Ahora, defina A := lim sup,_, , t*™"||u(t) — v()|(p+2,00) < oo. Notando que
1
lim Sup/ (1 — 5) Asma@r =)oty (ts) — v(ts) | (prac0)ds
t—o0 0
1
< A/ (1 —s) sl
0

Asi, tomando lim sup,_, ., se tiene

1
A< (C’er / (1-— s)ﬁsa(pﬂ)hds) A.
0

Escogiendo ¢ > 0 suficientemente pequeno, el valor en el paréntesis de la

desigualdad anterior es menor que uno, y entonces A = 0. &
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CONCLUSIONES

En el presente trabajo se presentaron resultados de existencia y unicidad de
soluciones locales y globales en el tiempo para el sistema (2.10) en los casos
en que m > 0. También se probaron resultados de Scattering y estabilidad asin-
tética. Los casos en que m < 0 no pueden ser tratados de la misma forma (véa-
se [16, 19] ) debido al cambio en la naturaleza de la ecuacion para la velocidad
media potencial en (2.10), en particular, ya que p(§) = &7[&] + mé&; + X767 !
no es C* lejos del origen, el teorema de Calderon-Zygmund no puede ser uti-
lizado para acotar el operador N como en el Lema 2. Aunque existen trabajos
para estos casos [16, 19], estos trabajos se desarrollan en el contexto de los
espacios H*, y no se conocen resultados en espacios de Lorentz L»¢, inclu-
yendo los espacios L? y LP-débiles. Esto deja la puerta abierta para explorar

futuros trabajos sobre el sistema DS en estos espacios.
Por otro lado, la técnica de relacion de escala aqui utilizada podria ser aplicada

a otros modelos dispersivos de la fisica-matematica para demostrar resultados

de buena colocacion.
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