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DESCRIPCION

En este trabajo de monografia se analizan ciertas estructuras algebraicas llamadas anillos de
Boole con unidad, enriquecidos con cierto tipo de relacién llamada relacién de ligazén. Los
anillos de Boole con relacién de ligazoén representan cierta clase de espacios topoldgicos, estable-
ciendo una extensién del bien conocido y muy importante Teorema de Representacion de Stone. Sin
embargo los anillos de Boole con relacién de ligazén es un tema poco conocido y en esta monografia

se pretende divulgar analizar y explorar las propiedades de estas estructuras algebraicas.

El trabajo consta de cuatro capitulos: Preliminares, generalidades de la teoria de anillos de Boole,
espectro de un anillo de Boole y relaciones de ligazén. En el primer capitulo se recopilan los
conceptos y resultados necesarios para el buen entendimiento de este trabajo. En el segundo
capitulo se presentan los anillos de Boole, algunas propiedades bésicas y diversos ejemplos, al final
de este capitulo se muestra la relacién que existe entre los anillos de Boole y los reticulos de Boole.
El tercer capitulo trata sobre los filtros y ultrafiltros, se dan algunos ejemplos y se cierra el capitulo

con la nocion de espectro de un anillo de Boole.

Finalmente en el cuarto capitulo se definen las relaciones de ligazén, se muestran y exploran algunas
de sus propiedades ilustradas con varios ejemplos y para terminar se presenta una interesante
equivalencia entre anillos de Boole finitos con relacién de ligazén y conjuntos finitos con relacién

de equivalencia.
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DESCRIPTION

In this work, certain type of algebraic structures (named Boolean rings with unit), enriched
with certain kind of relation (named link relation) are analyzed. Boolean rings with link relation
represent certain kind of topological spaces, establishing an extension of the well known and
very important Stone Representation Theorem. Nevertheless, Boole rings with link relation is an
unknown theme and the main purpose of this monograph is to make it public, analize and explore

the properties of these algebraic structures.

This work is divided by four chapters: Preliminaries, generalities of Boolean rings theory, spectrum
of a Boolean ring and link relations. The first chapter compiles concepts and requirements to
understand this work. The second chapter presents the Boolean rings, their basic properties and
some examples; the end of this chapter presents the relations between Boolean rings and Boolean
lattices. The third chapter is about filters and ultrafilters and some examples. Also, this chapter

explains the notion of spectrum of a Boolean ring.

The fourth chapter presents the link relations and some of their properties explained with several
examples. Finally, an interesting equivalence between finite Boolean rings with link relation and

finite sets with equivalence relation, is presented.
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INTRODUCCION

El tema de los anillos de Boole, no es nuevo. La teoria de las dlgebras Booleanas (estructuras
equivalentes a los anillos de Boole con unidad) tiene su origen en los trabajos de George
Boole de 1847 [3] y 1854 [4]. En los anos treinta M.H Stone presenté el famoso Teorema de
Representacion de Stone para anillos de Boole con unidad, a través de dos articulos: The
theory of representations for Boolean algebras ([11]) y Applications of the theory of Boolean
rings to general topology ([12]). En el primer articulo, los temas centrales son las dlgebras
Booleanas y los anillos de Boole, no necesariamente con unidad. En el segundo articulo

relaciona la teoria desarrollada en su primer articulo con la topologia general.

El teorema de Representacion de Stone ha tenido una influencia enorme en el desarrollo de
casi todas las ramas de la matemaética y aun hoy continua inspirando investigaciones, como
es el caso de las relaciones de ligazén que fueron presentadas en [10].

En [10] en lugar de omitir o debilitar condiciones en la definicién de anillo de Boole con
unidad para generalizar este concepto, lo que se hace es enriquecer este tipo de anillos con
una relacién compatible con la estructura del anillo, obteniendo de esta manera los anillos

de Boole con relaciéon de ligazén, tema central de estudio de la presente monografia.

En un principio se pretendia estudiar la categoria ABRL: Anillos de Boole con unidad en-
riquecidos con una relacién de ligazén, pero a lo largo del trabajo surgieron varias inquietudes
que nos llevaron a concentrarnos mas en el estudio de los objetos de dicha categoria que en

los morfismos de la misma.

El presente trabajo se ha organizado en cuatro capitulos. En el primer capitulo se recopilan
algunas definiciones y resultados que se usaran en los capitulos posteriores. Es importante

aclarar que varios conceptos que son también preliminares, no aparecen en dicho capitulo
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porque o son “ampliamente conocidos” o porque en el momento de utilizarlos se prefiri6 in-
cluirlos alli mismo.

En el segundo capitulo se presentan algunos aspectos generales de la teoria de anillos de
Boole, se muestran varios ejemplos, se demuestran algunas propiedades basicas, se muestra
la estructura de orden de los anillos de Boole, tan importante para el siguiente capitulo,
algunas propiedades de dicho orden, los conceptos de anillo de Boole atémico y completo y
una caracterizacion de este tipo de anillos, en términos de los anillos de partes.

Puesto que la definicion de relacion de ligazén involucra el concepto de espectro de un anillo,
el capitulo tercero se dedica a este concepto. Finalmente en el capitulo cuarto si se introduce
la nocién de relacion de ligazén, iniciando con la definicién de dos relaciones que notamos
R*y R,, las cuales constituyen dos formas de “elevar” una relacién o en un conjunto X, a
una relacién en el “hiperconjunto” de sus partes P(X).

Buena parte de lo que aparece en el capitulo cuarto, es tomado de [10] aunque en [10] o no
aparecen las demostraciones correspondientes o solo aparecen bosquejadas. En la presente
monografia dichas demostraciones se desarrollan con todos los detalles. Por otra parte la
seccion 4.2 se puede considerar totalmente original y corresponde a respuestas que encon-
tramos a algunas preguntas que surgen de manera natural al pensar en las relaciones o, R*
y R,.

Para terminar el capitulo cuarto (y también terminar el trabajo), se presenta una bonita
aplicacion de los anillos de Boole con relacion de ligazén: se demuestra que tener un con-
junto finito con una relaciéon de equivalencia, es equivalente a tener un anillo de Boole con

unidad, finito y con relacion de ligazon.
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

En este capitulo se precisan varios conceptos y resultados que se usaran en los demés

capitulos.

1.1. Relacién binaria: una relacion binaria en un conjunto X es un subconjunto de X x X;
si R es la relacién y el par (a,b) € R, se dice que a estd relacionado con b por R y se escribe

aRb, y en el caso contrario se escribe =(aRb).

1.2. Relacién de equivalencia: una relacién R definida en un conjunto X se dice de

equivalencia si cumple las propiedades
- reflexiva: para todo a € X, aRa;
- simétrica: si aRb, entonces bRa, para cualesquiera a,b € X;
- transitiva: para cualesquiera a,b,c € X, si aRb y bRc entonces aRe.

1.3. Relacién de orden: una relacion binaria R en X se dice de orden si ademas de las
propiedades reflexiva y transitiva es también antisimétrica, esto es, si a/Rb y bRa implica

a=b.

1.4. Conjunto ordenado: un conjunto ordenado es un par (X, <) donde X es un conjunto

no vacio y < es una relacién de orden en X.

1.5. Conjunto totalmente ordenado: un conjunto ordenado (X, <) se dice que es total-
mente ordenado si para todo par de elementos de X alguno de ellos se relaciona con el otro,

esto es: para cada a,b € X, a <b, 06,0 <a.



PRELIMINARES 4

1.6. Sea (X, <) un conjunto ordenado. En este caso un elemento a € X se dice

maximo si b < a para todo b € X,

minimo si a < b para todo b € X,

mazimal sia < by be X entonces b=a,y

minimal si b < ay b€ X entonces b = a.

1.7. Cota superior y cota inferior: si (X, <) es un conjunto ordenado, y A es un sub-
conjunto del conjunto ordenado X, una cota superior para A en X es un elemento k de X

que esta “por encima” de todos los elementos de A es decir:

k es cota superior de A <= (r € A = x <k.)
Analogamente se define una cota inferior,

m es cota inferior de A <= (v € A = m < x.)

Si A admite al menos una cota superior, se dice que A esta acotado superiormente, si A
admite al menos una cota inferior, se dice que A esta acotado inferiormente. A esta acotado

si lo esta superior e inferiormente.

1.8. Extremo superior o supremo de A (sup A): dado el conjunto ordenado (X, <)
y A C X acotado superiormente, llamamos extremo superior o supremo de A a la menor
de las cotas superiores. Es decir sup A es extremo superior de A si y solo si sup A es cota

superior para A y para cada k cota superior de A, sup A < k.

1.9. Extremo inferior o infimo de A (inf A): dado el conjunto ordenado (X, <)y
A C X acotado inferiormente, llamamos extremo inferior o infimo de A a la mayor de las
cotas inferiores. Es decir inf A es extremo inferior de A si y solo si inf A es cota inferior y

para cada m cota inferior de A, m < inf A.

Si el supremo o el infimo de A, pertenecen al propio subconjunto A, coincidirén, respecti-

vamente, con el méaximo o el minimo de dicho conjunto.

Ejemplo 1.1. (N,|) es un conjunto ordenado, donde N = {1,2,3,...} es el conjunto de los
numeros naturales y | es la relacion “divide a”, es decir, Vm,n € N, m|n si y solo si m es

un divisor de n. En este caso (N, |) no es un conjunto totalmente ordenado (por ejemplo
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=(315) y ~(5/3)).

(N, |) no tiene maximo pero si tiene minimo pues claramente 1|n para todo n € N; no tiene
maximales ya que para cualquier n € N se tiene que n|2n y n # 2n; 1 es minimal ya que si
n|1 entonces necesariamente n = 1 y es el inico minimal dado que para cualquier m # 1
se tiene 1|m. Sin embargo si “quitamos” el 1, es decir consideramos el conjunto ordenado
(N —{1},]) entonces todos los niimeros primos seran minimales y serdn exactamente todos
los minimales.

Obsérvese que dado cualquier conjunto ordenado (X, <) y cualquier A C X, al restringir
la relacién de orden al subconjunto A, lo que notaremos (A, <|,), se obtiene que (4, <|,)
también es un conjunto ordenado.

Tomemos por ejemplo A = {3,5,6,9,10,180} C N. La relacién | restringida a este conjunto

A se puede representar como se muestra en la figura 1.

180

Figura 1: | restringida a A

Analicemos los conceptos definidos para este conjunto A:
maximo: 180

minimo: no tiene

maximales: 180

minimales: 3 y 5

cotas superiores para A en N: todos los multiplos de 180
cotas inferiores para A en N: 1

sup A = 180

inf A=1

1.10. Operacion binaria cerrada: una operacion binaria cerrada % en un conjunto X, es

una funcion de X x X en X.
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Anélogamente una operacion unaria cerrada en X serd una funcion x : X — X. Las opera-
ciones que usaremos seran siempre cerradas por lo que escribiremos simplemente operacion

binaria u operacion unaria.

1.11. Anillo: un conjunto A dotado de dos operaciones binarias que escribiremos + (suma)

y - (producto) se llama anillo si se cumplen las siguientes propiedades:
i) (A,+) es un grupo abeliano.
ii) El producto - es asociativo.

iii) Se cumplen las propiedades distributivas es decir,
a-(b+c)=a-b+a-¢c, (b+c)-a=b-a+c-a

para cualesquiera a, b, c € A.

1.12. Subanillo: un subconjunto S de un anillo (A, +,-) se dice que es un subanillo de
A si (S,+4) es un subgrupo de (A, +) y el producto - restringido a S es cerrado; de forma

equivalente, la suma y el producto son operaciones cerradas sobre Sy (S, +,-) es un anillo.

1.13. Anillo con unidad: un anillo A se dice anillo con unidad si existe un elemento en
A que simbolizaremos con 1(# 0) y que se llama unidad del anillo tal que para todo = € A,

rl=1x==x.

1.14. Homomorfismo e Isomorfismo de Anillos: dados dos anillos A, A’, una funcién
f:A— A’ se dice un homomorfismo de anillos si para todo par de elementos r, s de A se

tiene que

frt+s)=[f(r)+[f(s) v [flrs)=[(r)f(s)

Si ademas f es inyectiva y sobreyectiva se tiene un isomorfismo de anillos, en este ultimo
caso la notacion usual es A ~ A'.
Si Ay A’ son anillos con unidad 1 y 1’ respectivamente, un homomorfismo de anillos con

unidad es un homomorfismo de anillos f: A — A’ tal que f(1) = 1.

1.15. Kernel de un homomorfismo (Ker): el Kernel o nicleo de un homomorfismo f
de un anillo A en un anillo A’ es el conjunto de elementos de A cuya imagen, bajo f, es el

elemento identidad de A’, es decir:
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Ker(f) ={a€ A| f(a) =04}, donde 04 es el elemento identidad de A’.
1.16. Si f: A — A’ es un homomorfismo de anillos, se tienen las siguientes propiedades:
i) f es inyectiva siy solo si Ker(f) = {04}, donde 04 es el elemento identidad de A.
ii) Si S es un subanillo de A entonces f(S) = {f(s) | s € S} es un subanillo de A’

1.17. Sean A, R anillos y una funciéon f: A — R. Si f es un homomorfismo de anillos y

f es inyectiva entonces A es isomorfo a f(A), es decir, A~ f(A) C R.

Ejemplo 1.2. Es bien conocido que (Z,+,-), (Q,+,), (R,+,), (C,+,) (con las opera-
ciones usuales de suma y multiplicacién) son anillos; Z es subanillo de Q, Q subanillo de R
y R subanillo de C.

Para cualquier anillo A la funcién identidad 14 : A — A, definida por 14(a) = a
VYa € A, es un homomorfismo de anillos, que claramente es isomorfismo y cuyo nicleo

es Ker(14) ={04}.
Ahora recordaremos algunos conceptos de la topologia, que se van a usar en este trabajo.

1.18. Espacio topoldgico: sea X un conjunto y 7 una familia de subconjuntos de X (es
decir 7 C P(X)). Se dice que 7T es una topologia sobre X, si se cumplen los siguientes

axiomas:

(ETy) 0, X €.

(ET;) Si A,B € 7 entonces ANB € 7.

(ET3) Si {A;}icr es una familia de elementos de 7, entonces J,.; A; € 7.
en tal caso el par (X, 7) se llama espacio topoldgico y los elementos de 7 se llaman abiertos.
Nota 1.1. (ETs) significa que la interseccién finita de abiertos es un abierto.

1.19. Topologia usual de R (7,): sea X = R, se tiene que:
Ty = {U(a, b) |a,be ]R} es una topologia sobre R, llamada la topologia usual.

1.20. Topologia discreta: X conjunto y 7 = P(X), 7 es una topologia sobre X llamada

topologia discreta.
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1.21. Base para alguna topologia: X conjunto y %8 C P(X) se dice que B es base para

alguna topologia sobre X, si se cumplen las siguientes condiciones:
) UB=X
ii) Si By y By € By x € By N By, entonces existe By € B tal que xz € By C By N By. En
tal caso, la familia

(B) ={GC X |(Vr € G)(3B: € B)(z € B. C G)}

es una topologia sobre X, llamada la topologia generada por ‘B.

1.22. Base para una topologia: (X, 7) espacio topolégico y B una familia de abiertos
(es decir B C 7). Se dice que B es una base para 7, si todo elemento de 7 es unién de
elementos de B, equivalentemente si para cualquier O € 7y x € O, existe B, € B tal que:
re B, CO.

1.23. Interior de un conjunto: (X, 7) espacio topologico, A C X, x € A. Diremos que x
es un punto interior de A siy solo si existe O € 7, tal que z € O C A.

El conjunto de los puntos interiores de A se llama el interior de A y se nota A o int(A).

1.24. Una caracterizacién de los conjuntos abiertos: (X, 7) espacio topolégico,

A C X. Entonces A es abierto si y solo si A = A.

1.25. Conjuntos cerrados: (X, 7) espacio topolégico A C X. Diremos que A es cerrado

siy solosi X — A € 7, es decir, si X — A es abierto.

Los conjuntos cerrados poseen las siguientes propiedades, “duales” de las propiedades de los
abiertos: toda interseccion de conjuntos cerrados, es un conjunto cerrado y toda reunién de

finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.
1.26. Topologia de Subespacio: (X, 7) espacio topoldgico, Y C X, la familia:
v =4{0NY |0 e}

es una topologia sobre Y llamada la topologia de subespacio, el par (Y, 1y) se llama subespacio

topolégico de (X, T).

Ejemplo 1.3. En R la familia B = {(r,q) | r,q € Q} es base para una topologia y en este

caso (B) es precisamente la topologia usual de R.



Ejemplo 1.4. En (R, 7,) los interiores de [0,1), (0,1)U(2,3) vy Q son (0,1), (0,1)U(2,3)
y 0 respectivamente, de lo cual se puede afirmar que (0,1) U (2,3) es abierto mientras que
[0,1) y Q no lo son. Los conjuntos [0, 1], (—oo, 0] U [1, 2] son cerrados, mientras que [0,1) y

Q no lo son.

1.27. Espacio disconexo y espacio conexo: (X, 7) espacio topolégico. Diremos que X
es disconexo o no conexo si existen dos abiertos, disjuntos no vacios, cuya unién es X, es

decir si existen A y B tales que:

= Ay B son abiertos;

« AN B = 0;
» A+, B #0;
s AUB=X

En tal caso {A, B} es una disconezion de X; si no existe disconerion de X, entonces X se

dice conexo.

1.28. Caracterizacién de los espacios conexos: un espacio topolégico (X, 7) es conexo
si y solo si los unicos subconjuntos de X que son simultdneamente abiertos y cerrados

(abierto-cerrados) son @) y X.

1.29. Espacio totalmente disconexo: (X, 7) espacio topoldgico. Diremos que (X, 7) es

totalmente disconexo si T admite una base de abierto-cerrados.

Ejemplo 1.5. (R, 7,) es un espacio conexo; los subespacios (0,1)U[2,3) y Q son disconexos

y Q es ademas totalmente disconexo.



|
CAPITULO 2

GENERALIDADES DE LA TEORIA DE
ANILLOS DE BOOLE

2.1. Definiciones y Ejemplos

Definicién 2.1.1. Se llama anillo de Boole a un anillo (A, +,-) en el cual todo elemento

es idempotente, es decir para todo z € A, 2% = z.

Definicién 2.1.2. Se llama anillo de Boole con unidad (o anillo de Boole unitario)
a un anillo de Boole, en el cual existe un elemento que simbolizaremos mediante 1, 1 # 0,

tal que para todo x del anillo,
rl=1zx=ux
Es facil probar que si un anillo de Boole tiene unidad 1, esta es unica.

Ejemplo 2.1.1. Dado un conjunto X, el conjunto P(X), de las partes de X, dotado de las
operaciones A (diferencia simétrica, es decir, dados A, B € P(X), AAB = (A-B)U(B—A))

e N (interseccién) es un anillo de Boole con unidad. En efecto:
1. Veamos que (P(X), /) es un grupo abeliano.

a) La operacién A es asociativa.
Sean A, B,C € P(X), se debe mostrar que (AAB)AC =AA(BAC).
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Demostracion.

Sea x € (AA B) A C entonces z € [(AA B)—C]U[C — (A A B)] es decir
re(AAB)—CozxeC—(AAB).

i)Si x € (AA B) —C entonces z € (AA B) y x ¢ C es decir

r€[A-B)UB—-A)]yx ¢ Cluego (xt € A—Box € B—A)y

xé¢C.

» Sixr€e A-—Byx ¢ Centoncesx € Ayx ¢ By ax ¢ C, por lo tanto
re€Ayx¢B-Cyax¢C—Bluegore Ay x ¢ (BAC), de modo
que z € [A— (B A C)] entonces z € AN (BAC).

» Siz € B-—Ayax ¢ Centoncesx € Byax ¢ Ay xz ¢ C, por lo
tanto x € B—C yx ¢ Aluegoxr € BAC yx ¢ A, de modo que
r€[(BAC)— Al entonces x € AN (BAC).

ii) Six € C—(AAB) entoncesz € Cyx ¢ (AAB),esdecire € Cyxr ¢ A—B
vr¢gB—AluwegoreCy(x¢ AoxeByx¢ BoxeA).

s SizeCyxr ¢ Ayx ¢ Bentoncesz € C— Byx ¢ A, porlo tanto
r€ BACyx¢ A luegox € [(BAC)— A] entonces x € AN (BAC).

s SizeCyreByxeAentoncesr € Ayer ¢ B—Cyx¢C—DB,
luego x € Ay x ¢ (BA C) entonces x € [A — (B A C)], por lo tanto
re AN (BAC).

De i) y i) se tiene que (AA B)AC C AN (BAC).
La otra contenencia se obtiene de manera andloga, luego

(AABYAC =ANA(BAC). m

b) La operacién A es conmutativa.

Se debe probar que AA B =B A A.

Demostracion.
Seax € AA B entonces x € (A—B)U(B—A) esdecirx € (A—B)ox € (B—A).

i) Siz € A— B entonces x € B A A.
ii) Siz € B— A entonces © € BA A.
Dei)yii) ANBC BAA.

La otra contenencia se obtiene de forma similar, luego A A B = B A\ A. |
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¢) El conjunto vacio (0) es la identidad, ya que para todo A € P(X) se tiene que:
AND=(A-D)UD—-A)=AUb=A.

d) Para todo A €
ANA=(A-A

X), su inverso es A, ya que:

P(X)
JUA—-A)=0U0=0.
2. La operaciéon N es asociativa; esto es bien conocido.

3. Se cumplen las propiedades distributivas, es decir:
a) AN(BAC)=(ANB)A(ANC) b)(BAC)NA=(BNA)A(CNA).

Demostracion.

a) Seax € AN(BAC) entoncesx € Ay [z € (B—-C)oxeC—B).
i. Sixr€e AyreB—Centoncesz € Ayre Byax ¢ C,luegor € ANByx ¢ C

— rz€ANB y x¢ AnC
— z€(ANB)—(ANC)
— z€(ANB)A(ANC).
ii) Sie€e AyreC—Bentoncesz € Ayx e Cyax ¢ B,luegozr e ANC'y
r¢ ANB

— z€(ANC)—-(ANB)
— ze€(ANB)A(ANC).

Por lo tanto de i) y it) AN(BAC)C (ANB)A(ANC).
Inversamente si * € (AN B) A (ANC) entonces © € (ANB—-ANC) o
€e(AnNC—-AnNB).

i. Size(ANB—-—ANC)entoncesr € ANByxz¢ ANC,luegopr € Ayx € By
x¢Aox¢C

r€AyzeByx¢C

reAy xeB-C

r€Ay xeBAC

reAN(BACQC).

I
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ii. Siz e (ANC—-AnNB)entoncesz € ANCyx g ANB,luegprec AyzeCy
r¢ Aox ¢ B

— x€AyzeCyzx¢B
— rx€AyxeC—-8B
= x€Ay xeBAC

— € AN(BACQC).

Luego de i) y ii) (ANB)A(ANC)C AN(BACQC).
Por lo tanto podemos concluir que AN (BAC)=(ANB)A(ANC).

b) Para esta prueba vamos a utilizar la parte a) demostrada anteriormente y que N

es conmutativa, por lo tanto:

(BAC)NA=AN(BAC)=(ANB)A(ANC)=(BNA)A(CAA). |
4. La propiedad de idempotencia se tiene facilmente ya que:
AN A= Apara todo A € P(X).
5. La unidad es X, ya que para todo A € P(X), AN X = A.
Luego de 1,2,3,4,5 se obtiene que P(X) es un anillo de Boole con unidad.

Ejemplo 2.1.2. El conjunto Pf(X), de las partes finitas de X, es un subanillo del anterior
y por lo tanto es un anillo de Boole. Este anillo no tiene unidad en el caso en que X sea

infinito.

Ejemplo 2.1.3. El conjunto P (X) ={Y C X | Y es finito o Y’ es finito}, de las partes

finitas o de complemento finito, es un subanillo de P(X) que comparte con este su unidad.

Ejemplo 2.1.4. Z, es un anillo de Boole con unidad.
En efecto, sabemos que Z, es un anillo (es mas, es un cuerpo) y como: 0> = 0y 12 = 1

entonces es un anillo de Boole.

Ejemplo 2.1.5. En el caso X = {0}, el anillo P(X) no es otra cosa que el cuerpo Zs.

Veamos:
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+ | 0|1 . 0|1
01011 01010
11110 1101

AL 0| {0} n{ 0 [{0}
0| 0 |{0} 01 00
{0y {0}] 0 {0y 0 | {0}

Se tiene que:
a. fesl—1.
b. f es sobre.
c. f respeta las operaciones.
+0)=f(0)=0=0A0=f(0) A f(0).
= fO+1) = f(1) = {0} =0 A {0} = f(0) & f(D).
T =f0)= 0 = {0} A {0} = F(1) & F(D).
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0)=f0)=0=0n0=£0)N £(0).
1) =f(0)=0=0n{0} = £(0) N f(1).
= f(L1) = f(1) = {0} = {0} n {0} = f(1) N f(D).

Por lo tanto de a, b, ¢ se tiene que Z, es isomorfo a P(X).

Ejemplo 2.1.6. Dada una topologia 7 sobre un conjunto X, el conjunto de los
abierto-cerrados de (X, 7) es un subanillo de P(X). La unidad de este anillo es de nue-
vo X.

Sea O =: {O C X | O es abierto-cerrado }.

Entonces O es un subanillo de P(X). En efecto: claramente O C P(X) y O # () pues por
ejemplo () € O.

Sean ahora O,G € O = O y G son abierto-cerrados y tenemos:

OANG=(0-G)U(G-0)=(0NG)U(GNO') € O.

(pues si un conjunto es abierto-cerrado, su complemento también es abierto-cerrado, la
interseccién finita de abiertos es abierto, la union de abiertos es abierto, la interseccién de
cerrados es cerrado y la unién finita de cerrados es cerrado).

Por otra parte si O € O entonces su inverso es el mismo O € O. Finalmente si O, G € O es

claro que ONG € O.

Ejemplo 2.1.7. Para (R,7,), O = {0,R}(~ Zy) y en general para cualquier espacio
topoldgico (X, 7) conexo se tendrda O = {0, X} ~ Z,.

Ejemplo 2.1.8. Para X = [0,1) U {2} visto como subespacio de (R,7,) se tendrd
O ={0,[0,1),{2}, X}. Se puede notar que entre més disconexo sea el espacio topoldgico,
mas elementos encontramos en su anillo de abierto-cerrados. Un caso extremo lo encon-
tramos en los espacios totalmente disconexos, como los dos ejemplos que vienen a contin-

uacion:

Ejemplo 2.1.9. Para (R, Tyorgenfrey) (recordamos: Tyorgenfrey = < B > donde
B =:{[a,b) | a,b € R, a < b}), obsérvese que cada abierto bésico es cerrado:

[a,b)" = (—00,a) U [b,00) y (—00,a) U [b,00) = | UnEN la—n,a) U | UneN [0,b+n) | que
es abierto — B C O.
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Ejemplo 2.1.10. El espacio de Cantor:
recordemos la forma clasica de construir el conjunto de Cantor a partir de un segmento de
recta mediante un proceso iterativo infinito. Es decir, el conjunto de Cantor es el objeto que

estd al final de dicho proceso. Los pasos basicos del proceso son los siguientes:

i) extraemos la tercera parte central del intervalo cerrado [0, 1], es decir, el intervalo
abierto (1/3,2/3). Este primer paso nos deja con dos segmentos de recta, cada uno en

escala tres veces menor al inicial.

ii) Tomamos los segmentos de recta obtenidos en el paso anterior, esto es, los segmentos
[0,1/3],[2/3,1], y sobre cada uno de ellos efectuamos nuevamente el procedimiento

indicado en (7).

iii) Del paso anterior se obtienen cuatro intervalos sobre los cuales volvemos a efectuar el

paso (i) para continuar indefinidamente.

Los puntos del intervalo inicial [0, 1] que quedan “al final” de estas infinitas extracciones es el

conjunto C de Cantor (ver Figura 4). Si Cy, Cy, Cs, ... denotan los conjuntos obtenidos en los
pasos 0,1,2,... respectivamente, del proceso descrito anteriormente, entonces
C =N yCn = {mz... | i € {a,b},Vi = 1,2...} = I siendo ¥ = {a,b}. Cada
sucesion xay ... la llamaremos un cédigo. (véase [2], capitulo 1). Para cada “palabra” w

sobre el alfabeto ¥ = {a, b} (es decir w € ¥" para algin n € N), notemos [w) el conjunto
de todos los codigos que empiezan por la palabra w, es decir:

(w) = {wz129... | 7; € {a,b},Vi=1,2,...}.

Tlustracion: [abba) = {abbazrixsxs. .. | x; € {a,b},Vi=1,2,...}.

Si consideramos C como subespacio topoldgico de (R, 7,) se tendra que cada conjunto [w)

es abierto-cerrado, (ademés tales conjuntos forman una base de la topologia de subespacio
de C); asi {[w) | w € ¥" para algin n € N} C O.

c, O 1
c, 0 a 1/3 2/3 b 1
Cy aa ab ba bb

O aaa aab aba abb baa bab bba bbb
04 _ aa;ba_ o ab_ba_ _ _ bibb o _

Figura 4: Conjunto de Cantor
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2.2. Algunas propiedades basicas de los anillos de Boole

Como consecuencia de la propiedad de idempotencia aparece la conmutatividad del anillo

y que todo elemento es inverso (aditivo) de si mismo.
Proposicion 2.2.1. Los elementos de un anillo de Boole satisfacen:
(1)z+x=0vy (2)zy=yx

Demostracion.

Sean x,y que pertenecen al anillo Booleano entonces
_ 2 .2 2
r+y=(x+y)” = z*+ay+yr+y
= z4+ay+yr+y luego 0 =xy + yx.

Tomando # = gy obtenemos 0 = 22 + 22 = 2 + 2 es decir + = —2. Ademds, como

xy+yr =0, zy=—(yx)=yx. |
Teniendo en cuenta la estructura multiplicativa del anillo definimos la siguiente relacion.
Definicién 2.2.1. En un anillo de Boole se define x <y (o y > x ) siy solo zy = x.
Veamos que esta relacion define un orden.

Proposicion 2.2.2. La relacion de la definicion anterior es una relacion de orden.

Demostracion.

Sean x, ¥, z que pertenecen a un anillo Booleano,

1. reflexividad : como xzx = x se tiene que = < x;

2. antisimetria :sixz <yey < x, esto es xy = x e yxr = y, como el anillo es conmutativo

ry = yx luego x = y;

3. transitividad : sean z <y e y < z, es decir 2y = x e yz = y, entonces x(yz) = vy =
y también (zy)z = xz, como el producto es asociativo z(yz) = (zy)z, esto es xz = z,

que significa x < z. [ |

Los anillos de Boole son entonces conjuntos ordenados. Obsérvese que para el anillo de
Boole (P(X), A, N) el orden definido resulta ser el orden dado por la contenencia usual de

conjuntos ya que se tendria:
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A< B« ANB=A+<= ACB.

Enunciamos ahora la siguiente proposiciéon que resume algunas propiedades importantes de

este orden.

Proposicién 2.2.3. Sea A un anillo de Boole.

~

. (Ya,b,c€ A) (a < b= ac <bc ).

NS

. (Ya,bye,de€ A) (a<byc<d= ac<bd ).
3. 0 es el minimo de A.

4. A tiene mdximo si y solo si tiene unidad.

S

. (Ya,be A) (ab= inf{a,b} ya+b+ab= sup {a,b}).
Demostracion.

1. Como a < b entonces:

ab = a,
abc® = ac,
acbc = ac,

ac < bc.

2. Como a < by c<dse tiene que ab = a y cd = ¢, entonces

abc = ac,
abed = ac,
acbd = ac, de donde ac < bd.

3. Se tiene que Vz € A

0.z = (0+0)x,
0.x = 0.x+ 0.2,
0.x = 0.

luego 0 < z, Vo € A, por lo tanto 0 es el minimo de A.
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4. i) Sea z el maximo de A, por lo tanto Vy € A y < x, entonces yr = xy = y, luego

x es unidad para el anillo, es decir A tiene unidad.

ii) Supongamos que A tiene 1,1 € Ay Vy € A yl =y entonces y < 1, luego 1 es el

maximo de A.

Por lo tanto de 7) y i) se tiene 4.

5. Veamos en primer lugar que ab = inf {a, b}. Tenemos:
aba = a*b = ab entonces ab < a, y abb = ab® = ab entonces ab < b, luego ab es una
cota inferior de {a, b}.
Sea ahora ¢ una cota inferior de {a, b}, por lo tanto ¢ < ay ¢ < b es decir ca = c y
cb = c¢. Como el producto es asociativo se tiene que c(ab) = (ca)b = cb = ¢ entonces

¢ < ab, luego ab es la méxima cota inferior de {a, b}.

Ahora probemos que a + b+ ab = sup{a, b}. Tenemos:

a(a+b+ab) = a®*+ab+a*b = a+ab+ab = a ya que ab+ab = 0. Entonces a < a+b+ab.
Por otra parte, b(a+b+ab) = ba+b>+bab = ba+b+b?a = ba+b+ba = b+ba+ba = b.
Entonces b < a + b+ ab, luego a + b + ab es una cota superior de {a, b}.

Sea ahora ¢ una cota superior de {a, b}, de donde (a+ b+ ab)(c) = ac+ bc+ abe, pero
se tiene que a < cy b<c, estoesac=ay bc=>b.

Por lo tanto (a + b+ ab)(c) = ac + be + abec = a + b+ ab entonces a + b+ ab < ¢, es

decir a + b+ ab es la minima cota superior de {a, b}. [ |
Podemos preguntarnos por otras propiedades, por ejemplo:

m ja<bceA=a+c<b+c’.
Esta propiedad no se cumple. Veamos un contraejemplo:
sea X = {a,b,c} y P(X)=1{0,X,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c}}.
Se tiene que {a} C {a,b} y {b,c} € P(X), luego:
{a} A{b,c} = {a} U{b,c} ={a,b,c} € {a,c} ={a} U{c} ={a,b} A{b,c}.

= ;Es orden total, es decir Va,be A, a < bo b < a?.
No. Por ejemplo sea X un conjunto con al menos dos elementos, el anillo P(X) y

B, C dos “ singletones 7 diferentes de X, (es decir dos conjuntos unitarios distintos)
se tiene que BZ C'y C ¢ B.

m ja<byc<d=a+c<b+d.

No es cierto. Contraejemplo:
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sea X = {a,b,c} y A = P(X), se tiene que {a} C {a,b} y {¢} C {a,c} pero
{a} A{c} ={a} U{c} ={a,c} £ {b,c} = {b} U{c} = {a, b} A{a,c}.

2.3. Anillos de Boole con unidad y reticulos de Boole

En esta seccién se definen ciertas estructuras algebraicas (llamadas reticulos de Boole), que

constituyen otra manera de representar los anillos de Boole con unidad.

Definicién 2.3.1. Un reticulo es un conjunto parcialmente ordenado (A, <) en el cual

para todo par de elementos x,y de A, el conjunto {z,y} admite un supremo y un infimo.

Ejemplo 2.3.1. (P(X), <) es un reticulo. En efecto: para todo conjunto no vacio X y para
cualquier A, B C P(X) el sup{A, B} es justamente AU B y el inf{A, B} es AN B.

Ejemplo 2.3.2. Sea (Z™,]). Dados a,b € Z* siempre existen en Z el minimo comiin multi-
plo mem(a, b) y el maximo comin divisor med(a, b) y es facil ver que sup{a, b} = mem(a, b)

y que inf{a, b} = mecd(a, b) siendo pues (Z7,]) un reticulo.

Ejemplo 2.3.3. El conjunto ordenado (Dys,|) de los divisores de 15 es un reticulo, (ver
Figura 5).
15

—e

Figura 5:(D;s, |)

En un reticulo A se definen las siguientes dos leyes de composicién internas:
aVb=:sup{a,b}, aAb=:inf{a,b}.

Definicién 2.3.2. Un reticulo distributivo es un reticulo en el cual se satisfacen las

propiedades distributivas:
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Ejemplo 2.3.4. El reticulo (Z*,|), con aVb = mecm(a,b) y aAb = mced(a, b) es distributivo.

En un reticulo con elemento minimo o y elemento maximo u, se llama complemento de

un elemento x a todo elemento z* que verifica: t Ax* =0y z Va* = u.

Definicién 2.3.3. Se llama reticulo complementado un reticulo con elementos maximo

y minimo en el cual todo elemento tiene al menos un complemento.

Ejemplo 2.3.5. El reticulo (Dss,]|) del ejemplo 2.3.3 es complementado; 1,3,5 y 15 son

complementos de 15,5,3 y 1 respectivamente.

Definicién 2.3.4. Un reticulo distributivo y complementado se llama un reticulo de

Boole.
Ejemplo 2.3.6. (P(X), <) es un reticulo de Boole.

Es posible demostrar que los conceptos anillos de Boole con 1 y reticulos de Boole definen

estructuras algebraicas equivalentes, las siguientes dos proposiciones establecen este hecho.

Proposicién 2.3.1. Sea (A, <) un reticulo de Boole. Definimos + y - en A por: Vx,y € A,

r+y = (xAy")V(z"Avy)

Ty =: TAY

entonces (A,+,-,1) es un anillo de Boole con 1 (el 0 y el 1 son el minimo y el mdzimo del

reticulo respectivamente).

Proposicién 2.3.2. Sea (A,+,-,1) un anillo de Boole con 1; entonces (A, <) es un reticulo

de Boole donde < es la relacion de orden de la definicion 2.2.1. Ademas Vx,y € A, se tiene

que,
zVy = z+4+y+uzy
TNy =: xY
= 1+

Para las demostraciones de las proposiciones anteriores puede consultarse por ejemplo [5],

capitulo 3.
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2.4. Atomos en un anillo de Boole

Consideremos el anillo de partes (P(X), A, N); en este anillo los “ singletones ” {x}, z € X,
desempenan un papel importante en el sentido de que cualquier elemento del anillo es el
sup de un conjunto de singletones (si S € P(X), S = (J,cq{7}). Obsérvese ademéds que en
el reticulo (P(X), Q) los singletones {z} son los minimales de P(X) — {(}.

Si A es un anillo de Boole, el inico minimal (que ademds es minimo) es 0, por lo tanto, lo

que en realidad nos interesa son los minimales de A — {0}.

Definicién 2.4.1. Dado un anillo de Boole A, llamaremos atomos de A, a los minimales
de A — {0}. A se dice atémico si para todo b € A — {0} existe un dtomo a tal que a < b.

Notaremos

AT (A) =:{a € A | a es adtomo}

y para cada b € A
At(b) =:{a € AT(A) | a < b}

Ejemplo 2.4.1. En P(X), AT(P(X)) = {{z} | x € X}. Claramente P(X) es atomico,
pues dado A € P(X) — {0} y a € A entonces {a} C A.

Ejemplo 2.4.2. Pf(X)y Px(X) tienen los mismos dtomos de P(X) y por supuesto estos

anillos son atémicos.

Ejemplo 2.4.3. En Q con la topologia usual, el anillo de los abierto-cerrados,
O =: {A C Q| A es abierto-cerrado } es un anillo que no es atémico. Méas ain, este

es un anillo que no tiene atomos.

Demostracion.

En efecto: sea A € O, A # (), debemos ver que existe O € O, O # () tal que O C A.

Sea a € A, como A es abierto y como la familia B = {(i,7) NQ | 4,j € R—Q,i < j} es una
base para la topologia usual de QQ, entonces existen ¢, j irracionales tales que:

a € (,j)NQ = [i,j]NQ C A. Sea O = (i,7) N Q(= [i,j] N Q); claramente O es
abierto-cerrado en Q y O # (), luego si O C A ya se tiene lo que se querfa.

" < j/ < j y entonces
O={,7)NQ=[,71"NQeOyh+£0 C A. |

Si O = A basta tomar i,j irracionales tales que i < 1
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Ejemplo 2.4.4. Para el espacio de Cantor C (ver ejemplo 2.1.10), el anillo O de los

abierto-cerrados de C, no tiene atomos.

Demostracion.
En efecto: si A € O, A # (), existe una palabra w tal que [w) C A.
Pero tenemos [wa) C [w) C A = [wa) C A. [

Ejemplo 2.4.5. Sea X =CU(2,3)U(4,5) con la topologia de subespacio que hereda de la
topologia usual de R.

Los atomos del anillo de los abierto-cerrados O = {A C X | A es abierto-cerrado } son (2, 3)
y (4,5), luego el anillo de Boole O, no es atémico; por ejemplo para los
abierto-cerrados de la forma [w), no hay dtomos “por debajo” de ellos, es decir: At([w)) =0
(como se vi6 en el ejemplo anterior). Sin embargo obsérvese que en este caso si hay elementos

del anillo que tienen dtomos “por debajo”, por ejemplo: At([w) U (2,3)) = {(2,3)}.

Los anillos de Boole atémicos y que ademés cumplen cierta propiedad de completez (defini-

cién 2.4.2) son muy importantes y por esto se caracterizaran en el Teorema 2.4.1.

Proposicién 2.4.1. Sea A un anillo de Boole, a € A.
a € AT(A) siy solo si (Vbe A) (ab=0 o0 ab=a).

Demostracion.

Supongamos que a € AT(A) y que b es un elemento cualquiera de A. En particular a # 0.

Como
ab = ab,
a’b = ab,
aba = ab,

entonces ab < a. Luego ab = a o ab < a, pero si ab < a por ser a minimal se tendria que
ab deberia anularse es decir ab = 0.

Entonces de lo anterior se tiene ab = a o ab = 0.

Inversamente supongamos que se cumple que (Vb € A) (ab = 0 o ab = a). Veamos que
aec AT(A):

si ¢ < a entonces ca = ¢ # a, con lo cual ca = 0 ( por hipdtesis ), y por tanto ¢ = 0.

Es decir no hay en A—{0} elementos estrictamente menores que a, entonces a € AT'(A). N
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Como  consecuencia de la  definicion  anterior  tenemos  una  funcién
At : A — P(AT(A)) : a — At(a). Siendo ésta una funcién entre anillos de Boole,

veamos que At es un homomorfismo.

Proposicién 2.4.2. Dado un anillo de Boole A, la funcion At : A — P(AT(A)) es un

homomorfismo.

Demostracion.

Sea At: A — P(AT(A))
a +— Atla) ={zx € AT(A) |z < a}.

Debemos probar que:
1. At(a) A At(b) = At(a +b).
2. At(a) N At(b) = At(a.b).

1. i) Sea x € At(a) A At(b) entonces x € At(a) — At(b) o x € At(b) — At(a).

» Siz e At(a) — At(b) entonces x es atomo, veamos que = < a + b.
Tenemos = < a, v ¢ At(b) entonces x £ b. Como bx < x (ba? = bz) y x
es atomo se tiene que bx = 0 o br = x. Si fuera bxr = = entonces x < b,
contradiciendo que x £ b, por lo tanto bz = 0. Ahora:
z(a+b) =xa+ b= x4+ 0=z, entonces x < a+ b, luego € At(a + ).

» Siz € At(b) — At(a) entonces x es atomo, ademds tenemos que = < by
x ¢ At(a) luego x £ a. Como ax < z (az? = ax) y x es dtomo se tiene que
ar =0 o0 ar = z. Si fuera ax = x entonces x < a, contradiciendo que = £ a,
de modo que ax = 0. Ahora: z(a +b) = za + 2b = 0 + & = =z, entonces
r < a+b, por lo tanto z € At(a +b).

Asi que At(a) A At(b) C At(a+b).
ii) Sea x € At(a + b) entonces z es dtomo y x < a + b.

» Siz € At(a) veamos que x ¢ At(b).
Si fuera x € At(b) se tendria que x < b, x < ay x < a+ b entonces bz = x,
ar =z 'y ar+bxr = x, por lo tanto ax + bx = x +x = =, de modo que z = 0,

pero esto contradice que x sea atomo, luego:

x € At(a) — At(b) C At(a) A At(D).
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» Siz ¢ At(a) veamos que x € At(b).
Como x € At(a+b), x es atomo y < a + b entonces azx + bxr = x. Luego
ar < z (ax? = ax), entonces ax = 0 0 ax = w. Si fuera ax = x se tendria
que x < a, luego = € At(a), lo que contradice que = ¢ At(a). Por lo tanto

ax = 0y se tiene: ax + bxr = x entonces 0+ bxr = bx = z, de modo que z < b,
luego = € At(b). Asi x € At(b) — At(a) C At(a) A At(D).

Entonces de 7) y i7) se tiene que At(a) A At(b) = At(a +b).

At(a) N At(b) = {z € AT(A) |z <a}nN{z € AT(A) |z < b}
= {z€e AT(A) |z <ayzx<b}
= {2 € AT(A) | za =z y b=z}
= {x € AT(A) | zab = x}
= {zre€ AT(A) | x < ab}
= At(a.b). |

Teniendo en cuenta la proposicion anterior, concluimos entonces:
Proposicién 2.4.3. Todo anillo de Boole atomico es un subanillo de un anillo de partes.

Demostracion.

Sea A un anillo de Boole atémico, veamos que el homomorfismo At de la proposicién anterior
es inyectivo. Como A es atémico, se tiene que para cada b # 0, existe por lo menos un
dtomo a de A tal que a < b. Por lo tanto At(b) = () <= b = 0, lo que quiere decir que
Ker(At) = {0} entonces, usando 1.16 ¢) del capitulo 1 At es inyectiva. Por 1.17 se tiene
que A =~ At(A) que es un subanillo de P(AT'(A)), por lo cual podemos afirmar que A es un

subanillo de un anillo de partes. |

Una propiedad muy interesante que presentan algunos anillos de Boole con unidad es la de

ser completos, veamos de que se trata:

Definicién 2.4.2. Un anillo de Boole A con unidad, es completo si para todo subconjunto

no vacio K de AT(A) existe en A su extremo superior.
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Ejemplo 2.4.6. P(X) es un anillo de Boole completo. Dada £ C P(X) (£ cualquier familia
de subconjuntos de X)), es facil ver que |J £ es el extremo superior de £ (si L € L entonces
LCYULysiSeP(X)tal que VL € L, L C S entonces |JL£ C S, luego |J £ es la minima

cota superior).

Ejemplo 2.4.7. P« (N) no es completo. En efecto, sea K = {{2},{4},...,{2n},...} esun
conjunto no vacio, K C AT(P * (N)) y si existiera B = sup K entonces {2n} C B Yn € N
por lo tanto 2N C B. Pero ademds {2n} C 2N Vn € N luego 2N es cota superior de K, pero
B es la minima cota superior de K, de modo que B C 2N y se tendria B = 2N ¢ P x (N)
pues 2N no es finito y (2N)" = 2N + 1 tampoco es finito.

Ejemplo 2.4.8. Si X es infinito Pf(X) no es completo.

Sea K = {{z1},{x2},...} CAT(Pf(X)), donde {z1, x9, x5, ...} es un subconjunto infinito
de X. Si fuese B = sup K entonces {z;} C B para cada i € N luego B es infinito por lo
cual B ¢ Pf(X).

Un hecho interesante sobre anillos de Boole finitos se presenta a continuacion:

Proposicién 2.4.4. Sea A un anillo de Boole con unidad. Si A es finito entonces A es

atomico y completo.

Demostracion.

Veamos que A es atémico es decir que dado a € A
At(a)(={x € AT(A) | x < a}) # 0.

Si a es dtomo, a € At(a) luego At(a) # 0.

Si a no es atomo, existe b; € A tal que b; < a.

Si by es dtomo, by € At(a) entonces At(a) # 0.

, a F# 0, entonces

Si b1 no es atomo, existe by € A tal que by < by < a.
Si by es dtomo, by € At(a) asi que At(a) # 0.
Si by no es atomo . ..

El proceso anterior debe terminar porque A es finito entonces At(a) # ()

Ahora debemos probar que A es completo.

Sea K C AT(A) y K # (), como A es finito y K C AT(A) C A se tiene que K es finito,
por lo tanto K = {ky, ks, ..., k,}. Utilizando la proposicién 2.3.2 tenemos que (A, <) es un
reticulo de Boole entonces sup K =k V ky V - - - V k,, luego sup K existe. |
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Ejemplo 2.4.9. Z, es atomico y completo.

Ejemplo 2.4.10. Si X es un conjunto finito, el anillo P(X) es finito, luego es atémico y

completo.

Proposicion 2.4.5. Sean A y A’ anillos de Boole y f : A — A’ un homomorfismo de

anillos. Entonces:
i) f(0) =0
ii) Va,b € A, a < b= f(a) < f(b);
ii1) si f es sobreyectiva y a es un dtomo de A, entonces f(a) es atomo de A’;

iv) si f esisomorfismo, S C A ysupS existe, entonces f(sup S) = sup f(5).

Demostracion.
i) Tenemos:
f(0) = f(0+0),
f(0) = f(0) + f(0),
FQO0) + (=£(0)) = f(0) + £(0) + (= £(0)),
0 = f(0).
i)
fla)f(b) = f(ab) ; pero ab = a pues a < b, entonces:

fla)f(b) = f(a)lo que significa que f(a) < f(b).

iii) Usaremos la proposicién 2.4.1. Sea y € A’ y supongamos que yf(a) # 0/. Veamos que
yf(a) = f(a). Como f es sobre, existe z € A tal que y = f(x). Entonces:

f@)fa) # 0,
f(xa) # 0,
za # 0 wusando (7).

Puesto que a es atomo de A se debe tener za = a y por tanto:

yf(a) = f(x)f(a) = f(za) = f(a) como se queria ver.
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iv) Veamos en primer lugar que f(supS) es cota superior de f(S). Sea s € S y probe-
mos que f(s) < f(supS). Es claro que s < supS y usando (ii) tenemos que
f(s) < f(supS). Ahora probemos que f(supS) es la minima cota superior de f(.S).
Sea y una cota superior de f(S) (debemos demostrar que f(supS) < y). Para todo
s € S se tiene f(s) < y. Como f es sobre existe x € A tal que y = f(x), luego
f(s) < f(x), Vs € S. Como existe f~! y es homomorfismo tenemos s < z, Vs € S, es
decir x es cota superior de S'y por tanto sup S < x lo que implica f(sup S) < f(z) = vy,

como se queria ver. |
De la proposicién anterior se deduce facilmente el siguiente corolario:
Corolario 2.4.1. Sean A y A’ anillos de Boole isomorfos, entonces:
i) A es atdmico si y solo si A" es atomico.
ii) A es completo si y solo si A’ es completo.

El siguiente teorema establece condiciones necesarias y suficientes para que un anillo de

Boole sea un anillo de partes.

Teorema 2.4.1. Un anillo de Boole A es (isomorfo a) un anillo de partes, si y solo si, A

es atomico y completo.

Demostracion.
Si un anillo es isomorfo a un anillo de partes entonces por los ejemplos 2.4.1, 2.4.6 y el
corolario 2.4.1 tenemos que el anillo es atémico y completo.

Reciprocamente sea A un anillo de Boole atémico y completo. Sea

At: A — P(AT(A))
a — At(a)={z € AT(A) | x < a}.

En la proposicion 2.4.3 se probd que At es un homomorfismo de anillos y At es inyectiva;
sélo falta probar que At sea sobre para que A sea isomorfo a un anillo de partes, por lo
tanto: sea K € P(AT(A)) es decir K C AT(A); si K # (), como A es completo existe b € A
tal que b = sup K entonces para todo m € K, m < b. Veamos At(b) = K:

i) sea z € At(b) entonces z es dtomo y z < b. Si z < b se tiene que z no es cota superior

de K luego existe x € K tal que z < x, pero = es atomo de modo que z = 0, pero
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esto nos lleva una contradiccién pues 0 ¢ At(b), por lo que se debe tener que z = b,

entonces b es atomo y x < b para todo x € K por lo tanto x = b de modo que b € K.
Asi se tiene At(b) C K.

ii) Sea w € K entonces w < b luego w € At(b), de donde K C At(b).

Entonces de ©) y ii) se tiene que At(b) = K.
Ahora si K = () entonces At(0) =0 = K.

De lo anterior podemos concluir que At es sobre. |

Corolario 2.4.2. Si A es un anillo de Boole finito con wunidad entonces A es

(isomorfo a) un anillo de partes.

Demostracion.
Utilizando la hipotesis y la proposicion 2.4.4 se tiene que A es atémico y completo, entonces

segin el teorema anterior A es (isomorfo a) un anillo de partes. |



|
CAPITULO 3

ESPECTRO DE UN ANILLO DE
BOOLE

La definicién de relacién de ligazén involucra el concepto de espectro de un anillo. Usual-
mente el espectro de un anillo se define en términos de ideales pero hay otras formas
equivalentes de definirlo (ver por ejemplo [1], capitulo 2). En el presente trabajo se de-

fine el espectro usando la nocién de ultrafiltro.

3.1. Filtros y Ultrafiltros

Definicién 3.1.1. Sea A un anillo de Boole. Un subconjunto no vacio ' de A se llama

filtro en A si satisface:
i. (Va,be A) (ae F y be F=abeF).
ii. MaeF)({beAla<b} CF).

Nota 3.1.1. Al trabajar con filtros se debe tener en cuenta lo siguiente:
1. si A tiene 1 entonces 1 € F;

2. 81 0 € F, entonces, por (ii) se tendria que F' = A que se llama filtro impropio, es decir:

si FC A, F sedice filtro propio.

si F=A, F se dice filtro impropio.
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Ejemplo 3.1.1. Todo anillo de Boole es un filtro.
1. Sia,be A, claramente ab € A (A es el anillo total).
2. Sea a € A, a < b, nuevamente es claro que b € A. (A es el anillo total)

Ejemplo 3.1.2. Sea a un elemento de un anillo de Boole A. El conjunto
¥(a) ={x € A|a <z} esun filtro en A llamado filtro principal.
Claramente ¥ (a) # () pues por ejemplo a € ¥(a).

i. Sean b,c¢ € ¥(a) luego se tiene a < by a < ¢ entonces ab = a y ac = a, de donde
abc = a, es decir a < be.

Por lo tanto ¥(a) es cerrado para -

ii. Sead € ¥(a)ybe A, cond <b, comoa<dyd<b, por transitividad se tiene que
a < b, entonces b € ¥(a).

Veamos un caso particular de este ejemplo.

Ejemplo 3.1.3. Sea X = {a,b,c} de donde

P(X) ={0, X, {a}, {0}, {c},{a, b} {a, c}, {b, c}}.

Como ya sabemos el conjunto P(X), dotado de las operaciones A (diferencia simétrica) e
N (interseccién) es un anillo de Boole con unidad. El orden correspondiente es simplemente
la inclusién.

Por el ejemplo anterior tenemos:

sea {a} € P(X), el conjunto ¥({a}) = {A € P(X) | {a} C A} es un filtro en P(X) donde
¥({a}) = {X,{a},{a,b},{a,c}}.