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RESUMEN

TITULO: ESPACIOS DE BANACH DE FUNCIONES CONTINUAS Y ALGEBRAS DE BANACH"
AUTOR: Rail Armando Gémez Tarazona™

PALABRAS CLAVE: Espacios de Banach; Algebras; Algebras de Banach; Espacios isométricamente
inyectivos.

DESCRIPCION:

El contenido de este trabajo se basa principalmente en mostrar algunas técnicas fundamentales de la
teoria de espacios de Banach de funciones continuas y de la teoria de las algebras de Banach vistas en
[2] para obtener un criterio que verifique si un 4lgebra de Banach A es un espacio C (K) y un método
para saber cuando un espacio C (K) es un espacio isométricamente inyectivo.

El presente trabajo lo hemos organizado de la siguiente manera. En el primer capitulo, se inicia dando
un resumen sobre las principales definiciones y resultados relacionados a los espacios de Banach que
seran utilizados en el desarrollo del trabajo incluyendo teoremas de Hahn-Banach, Banach-Steinhaus,
Krein-Milman y Alaoglu. Luego se presentan algunos conceptos relativos a los conjuntos parcialmente
ordenados junto con el Lema de Zorn. El capitulo termina definiendo las algebras y subalgebras y con
ello se destaca un gran resultado de Stone-Weierstrass.

En el segundo capitulo presentamos algunas propiedades de las dlgebras de Banach y de los homomor-
fismos definidos sobre algebras de Banach y demostramos que un algebra de Banach real conmutativa
A con identidad, es isométricamente isomorfa a un espacio C (K) para algtn espacio Hausdorff com-
pacto K si se satisface una desigualdad con la norma respecto a A. Este hecho fue probado por Albiac
y Kalton y da por lo tanto un criterio para verificar si un algebra de Banach real es un espacio C (K).

Finalmente, en el tercer capitulo presentamos algunos resultados relacionados con las aplicaciones
sublineales y el orden-completo en espacios C (K) y demostramos que si K es un espacio de Hausdorff
compacto, una condicién necesaria y suficiente para que el espacio de Banach C (K) sea un espacio
isométricamente inyectivo, es que el espacio C (K) tenga un orden completo, el cual es un resultado
conocido como el Teorema de Goodner-Nachbin.

*Proyecto de grado
**FACULTAD DE CIENCIAS, ESCUELA DE MATEMATICAS.
DIRECTOR Ph. D. Ronald Eduardo Paternina Salguedo
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ABSTRACT

TITLE: BANACH SPACES OF CONTINUOS FUNCTIONS AND BANACH ALGEBRASs"
AUTOR: Rail Armando Gémez Tarazona™

KEY WORDS: Banach spaces; Algebras; Banach algebras; Isometrically injective spaces.

DESCRIPTION:

The contents of this project is mainly based on showing some fundamental techniques of Banach spaces
of continuos functions theory and Banach algebras seen in [2] to obtain a criterion which verifies if an
Banach algebra A is an C (K) space and gives a method to know when an C (K') space is an isometrically
injective space.

The present project has been organized of the following way. The first chapter starts giving the main
definitions and results related to Banach spaces which will be used later on. It is included also the Hahn-
Banach, Banach-Steinhaus, Krein-Milman and Alouglu theorems. Moreover, some concepts relative
to parcially ordered sets and Zorn’s Lemma are given. The chapter finishes defining algebras and
sublgebras, with focus on a great result due to Stone-Weierstrass.

On the second chapter some properties of Banach algebras and their homomorphisms are introduced
and it is shown that a commutative Banach algebra A with unit is isometrically isomorph to an C (K)
space for any compact Hausdorff Space K if it satisfied and inequality with the norm from 4. This
fact was proved for Albiac and Kalton and therefore gives an criterion to verify if an Banach algebra
is an C (K) space.

Finally, the third chapter begins with some results related to sublineal aplications and the complete
order on C(K) spaces and it is shown that if K is an compact Hausdorff space, a necessary and
suficient condition for the Banach space C (K) be an isometricallly injective space, is that C (K) has
got a complete order, which is a result known as the Goodner-Nachbin Theorem.

*Degree Project
**FACULTY OF SCIENCES, SCHOOL OF MATHEMATICS.
DIRECTOR Ph. D. Ronald Eduardo Paternina Salguedo
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Introduccion

Actualmente, la teoria de los espacios de Banach es una de las ramas del Anélisis Funcional que maés
rapidamente se ha desarrollado en los dltimos 50 anos y es un tema que todavia sigue muy vivo debido
a sus conexiones en distintas areas de las matematicas, como por ejemplo la teoria de Probabilidad, el
Analisis Armonico, la Dinamica Topolégica, la Geometria Integral, Ecuaciones Diferenciales Parciales,

entre otros.

Esta teoria comenzo “oficialmente” a consolidarse como parte del Analisis Funcional con la aparicion
del libro de Stefan Banach (ver [3]) en 1932 y se ha desarrollado con la intension de responder pre-
guntas muy naturales con respecto a la estructura de los espacios de Banach, donde muchas de estas
preguntas se remontan a los trabajos de Banach y de su escuela en la universidad de Lvov donde
Banach era profesor. Desde la aparicion de [3], una enorme cantidad de investigaciones fueron hechas
sobre la estructura de espacios de Banach. Uno de los objetos de estudio més importante de la teoria
de los espacios de Banach son los espacios de funciones continuas C (K'); de hecho, se puede argumentar
que el espacio C [0,1] fue el primer espacio de Banach estudiado (ver [6]) en 1903, ademas, antes del
desarrollo de la medida de Lebesgue, los espacios de funciones continuas eran los tnicos espacios de

Banach con los cuales trabajaban.

Una de las estructuras subyacentes del analisis funcional la cual relaciona los espacios de Banach y las
dlgebras son las algebras de Banach, y ha existido durante las tultimas décadas un gran interés en el

estudio de algunas élgebras que parecen ser espacios C (K).

Un cuestionamiento que surge inmediatamente es si existen algebras de Banach que no parecieran que
fueran espacios C (K). En general, han aparecido en la literatura algunos trabajos con resultados que
garantizan cuando cierta algebra de Banach es un espacio C (K). Estos trabajos recurren al Analisis
complejo y a métodos generales de algebras de Banach que dependen en gran medida de la utilizacion

de escalares complejos, pero en [1] Albiac y Kalton obtuvieron un resultado similar que va enfocado
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en evitar el Analisis Complejo y utilizar solamente la teoria de algebras de Banach.

Lo anterior motiva a estudiar las algebras de Banach y con ello conocer algunos resultados en la lite-
ratura que versen sobre espacios de Banach de funciones continuas, propiedades y aplicaciones; entre
otras razones, como etapa previa para el entendimiento y desarrollo de resultados en otros temas de

la teoria de espacios de Banach, como es el caso de los espacios isométricamente inyectivos.

Los espacios isométricamente inyectivos son algunos espacios de Banach, que permiten ciertas extensio-
nes de operadores lineales dados. Entre las décadas de los 40 y 50 Goodner y Nachbin demostraron una
condicion para que los espacios de Banach C (K) sean isométricamente inyectivos, dando origen a una
teoria que hoy en dia ha cobrado mucha importancia, la clasificacién de los espacios isométricamente

inyectivos (ver [8, 11]).

Con base en lo anterior, el objetivo principal de este trabajo consiste en estudiar algunas técnicas
fundamentales de la teoria de espacios de Banach de funciones continuas y de la teoria de las algebras
de Banach para demostrar cuando un algebra de Banach A4 es un espacio C (K) y cuando los espacios
C (K) son espacios isométricamente inyectivos. Con este trabajo, se espera generar interés en la co-
munidad matematica iniciante en el tema, y de igual manera, motivar el avance de estos a niveles de

cursos de posgrado.

El presente trabajo lo hemos organizado de la siguiente manera. En el primer capitulo, presentamos
algunos conceptos y resultados relevantes del analisis funcional que seran utilizados en el desarrollo
del trabajo. Iniciamos con una revisiéon sobre los espacios de Banach y algunos resultados relacionados
con estos espacios, como el Teorema de Banach-Steinhaus, el Teorema de Hahn-Banach para espacios
normados, el Teorema de la aplicacion abierta y ciertas propiedades de la topologia débil*. Adicional-
mente, estudiaremos la definicién de conjuntos convexos y punto extremo para presentar el Teorema de
Krein-Milman y la primera forma geométrica del Teorema de Hahn-Banach. Posteriormente, se hace
una revision de los conjuntos parcialmente ordenados donde se destaca el Lema de Zorn; definiremos
las algebras y subalgebras para presentar el Teorema de Stone-Weierstrass y finalmente haremos una

. . . . 1 (1/2
estimacién para calcular el coeficiente binomial ( 7/1 )

En el segundo capitulo presentamos algunas propiedades de las algebras de Banach y de los homomor-
fismos definidos sobre algebras de Banach. Adicionalmente, se da una caracterizacion de las algebras
de Banach reales que son isométricamente isomorfas a los espacios reales C (K') de funciones continuas

sobre un espacio de Hausdorff compacto K y finalmente, mostramos ejemplos de algunas algebra de
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Banach que son isométricamente isomorfas a un espacio C (K) y otras que no lo son.

Finalmente, en el tercer capitulo definimos los espacios isométricamente inyectivos y el orden-completo
para los espacios C (K) usando el concepto del axioma de completitud en los ntimeros reales, y des-
pués demostramos algunos teoremas sobre aplicaciones sublineales necesarios para probar cuando los

espacios C (K) son isométricamente inyectivos.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo haremos una revision de algunos conceptos y resultados relevantes del analisis funcional
que seran utilizados en el desarrollo del trabajo. Iniciamos con una revision sobre los espacios de
Banach y algunos resultados relacionados con estos espacios, como el Teorema de Banach-Steinhaus,
el Teorema de Hahn-Banach para espacios normados, el Teorema de la aplicaciéon abierta y ciertas
propiedades de la topologia débil*. Adicionalmente, estudiaremos la definicién de conjuntos convexos y
punto extremo para presentar el Teorema de Krein-Milman y la primera forma geométrica del Teorema
de Hahn-Banach. Posteriormente, se hace una revisiéon de los conjuntos parcialmente ordenados donde
se destaca el Lema de Zorn; definiremos las algebras y subalgebras para presentar el Teorema de

. . ., . . . 1/2
Stone-Weierstrass y finalmente haremos una estimacion para calcular el coeficiente binomial ( T/L )

1.1. Espacios de Banach

En esta seccién iniciamos recordando algunos preliminares sobre la teoria de los espacios de Banach.

Comenzamos estableciendo la definicién de un espacio de Banach.

Definicion 1.1.1. Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado y completo; es decir, es un

espacio vectorial normado en el cual toda sucesion de Cauchy es convergente.

Una propiedad importante que verifica los subespacios cerrados de un espacio de Banach, se presenta

en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.2. [10, pag. 67]. Sea X un espacio Banach, y sea A un subespacio de X. Entonces A

es cerrado si y solo si A es completo.

El siguiente resultado garantiza la convergencia de una serie en un espacio de Banach a partir de la

convergencia absoluta.
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Teorema 1.1.3. [10, pag. 68]. Sea X un espacio normado. Los siguientes enunciados son equivalentes.
(i) X es un espacio de Banach.
(ii) St xn, € X para todo n € N y > ||ay,|| < +oo, entonces la serie y .~ | x, converge en X, es

decir 220:1 T, € X.

El préximo teorema garantiza la existencia del inverso de un operador definido entre espacios de

Banach.

Teorema 1.1.4. [10, pag 88]. Sean X,Y espacios de Banach y T : X — Y wun operador lineal,
entonces
(i) El operador inverso T=1 .Y — X existe si y sdlo si T (z) implica que x = 0.

(i) Si T~ existe, entonces es un operador lineal.

El Teorema de la Aplicacién abierta afirma cuando un operador lineal acotado definido entre espacios
Banach es una aplicacién abierta. Antes de establecer ese resultado, es necesario dar la definicién de

operador lineal acotado y aplicacién abierta.

Definicion 1.1.5. Sean X e Y dos espacios de Banach. Un operador lineal T : X — Y se dice que

es acotado, si existe una constante ¢ > 0 tal que | T (2), < c||z|, para todo x € X.
Observaciéon 1.1.6. [10, pag. 97]. Un operador lineal T es continuo si y sdlo si es acotado.

Definicion 1.1.7. Si X e Y son espacios de Banach, un operador T definido de X enY es una

aplicacion abierta, si para cada conjunto abierto U de X, el conjunto T (U) es abierto en Y.
A continuacion presentamos el Teorema de la Aplicacion de la abierta

Teorema 1.1.8 (Teorema de la aplicacion abierta). [10, pag. 286]. Sean X,Y espacios de Banach

, 81T X — Y es un operador lineal acotado y sobreyectivo, entonces T' es una aplicacion abierta.

El siguiente resultado es un corolario del Teorema de la aplicacién abierta y garantiza la continuidad
del operador T~ !, ademés permite relacionar las normas de los espacios X e Y de manera que sean

equivalentes por medio del operador T

Corolario 1.1.9. [13, pag. 48]. Sean X e Y espacios de Banach. SiT : X — Y es un operador lineal
acotado biyectivo, entonces T~ es continuo, ademds existen nimeros reales positivos a y b tales que

alz|| <||T (z)|| < bllz|| para todo x € X.

El siguiente resultado es conocido como el Teorema de Banach-Steinhaus, el cual caracteriza una
familia de operadores lineales y continuos definidos entre espacios de Banach que estdn puntualmente

acotados. Este teorema lo usaremos en el capitulo 2.

15



Teorema 1.1.10 (Teorema de Banach-Steinhaus). [4, pig. 32|. Sea (Ti);c; una familia de
operadores lineales acotados definidos de un espacio de Banach X en un espacio de Banach Y.
Si sup {||T; (x)|| : ¢ € I} es finito para cada x en X, entonces sup {||T;|| :i € I} es finito, es decir,
existe una constante ¢ > 0 tal que ||T; ()| < c¢||z|| para todo x € X y todo i en I y ademds
c=sup{||T;|| : 9 € I}.

Ahora presentamos dos resultados de Hahn-Banach los cuales seran usados en los capitulos 2 y 3.
Teorema 1.1.11 (Teorema de Hahn-Banach para espacios normados). [10, pag. 221]. Sea f
un funcional lineal acotado definido sobre un subconjunto Y de un espacio normado X . Entonces existe

un funcional lineal acotado f definido sobre X el cual es una extension de f a X y tiene la misma

norma que f, es decir, H]~”||X =|flly-

El siguiente resultado garantiza la existencia de un funcional lineal sobre un espacio normado X a

partir de un elemento no nulo de X.

Teorema 1.1.12. (Corolario del teorema de Hahn-Banach). [10, pag. 223|. Sea X un espacio normado
y sea x € X tal que x # 0. Entonces existe f € X* tal que ||f]| =1y f (x) = ||z

1.2. Topologia débil*

En esta seccion definiremos la topologia débil* y presentamos algunas propiedades. Iniciamos estable-

ciendo la definicién de topologia débil*.

Definicién 1.2.1. Sea X un espacio vectorial normado y sea X* su espacio dual. Para cada x € X
consideremos la aplicacion ¢, : X* — R definida por f — ¢, (f) = f (x). Entonces la topologia débil*

denotada por o (X*, X) es la topologia menos fina sobre X* que hace continua a todas las aplicaciones
(0z) zeX"

Observacion 1.2.2.
(i) Una base de abiertos de un punto fo € X* para la topologia o (X*,X) se obtiene al considerar

todos los conjuntos de la forma
Ve (fosor,oyan) ={f € X™ o [f (zi) — fo(z5)] <e para i=1,...,n}
donde {x1,...,x,} estdin en X ye > 0.

(1) [4, pag. 63]. La topologia débil* es Hausdorf}.

El siguiente resultado es conocido como el Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki y afirma que la esfera

unitaria cerrada en el espacio dual de un espacio de Banach X es débil* compacta.
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Teorema 1.2.3 (Teorema de Banach—Alaoglu—Bourbaki). [4, pag 66]. Sea X un espacio de
Banach, entonces Bx~ = {f € X* : || f|| < 1} es débil* compacta.

1.3. Conjuntos convexos y puntos extremos

En esta secciéon introducimos la definicion de conjunto convexo para estudiar los puntos extremos de
estos conjuntos. Ademas, definimos la envolvente convexa y presentamos el Teorema de Krein-Milman

que sera de utilidad en el capitulo 2.

Definicion 1.3.1. Sea X un espacio vectorial y sea A C X. Diremos que A es convexo si para todo

z,y € Ay0<A<1 setiene que Az + (1 — Ny € A.

Geométricamente, esta definicién se puede interpretar como sigue: un conjunto no vacio es convexo si
dados dos puntos del conjunto, el segmento de recta que los une esta contenido en dicho conjunto (ver

Figura 1.1).

Figura 1.1: El conjunto de la figura a) es convexo. El conjunto de la figura b) no es convexo, pues existe un segmento

de recta, uniendo dos puntos del conjunto, que no esta incluido en el conjunto

) o / \

T

[—" X/

A continuacion presentamos la definiciéon de envolvente convexa.

Definicion 1.3.2. Sea A un subconjunto de un espacio vectorial X. La envolvente convera de A

denotada por co (A) es la interseccion de todos los conjuntos convexos que contienen a A.

Observacion 1.3.3.
(i) Si X es convezo, co(A) es no vacio.

(i) [4, pag. 17]. Se puede demostrar que co (A) se escribe analiticamente

{Z)\xl. ), CA N>0 gy zn:)\izl;neN}.

i=1
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Definicion 1.3.4. Sea X un espacio vectorial y sea A C X un conjunto convexo. Un elemento z € A
es llamado punto extremo de A, si para xz,y € A y0 < A < 1 se tiene que z = Az + (1 — \) y, entonces

z=zT=y.

En otras palabras, un punto extremo del conjunto convexo A es un punto en A que no es punto interior

de algin segmento de recta en A .
Observaciéon 1.3.5. El conjunto de todos los puntos extremos de A se notard por 0, (A).
A través del siguiente ejemplo podemos observar un caso de un conjunto convexo y sus puntos extremos.

Ejemplo 1.3.6. No es dificil demostrar que la bola unitaria cerrada B (0,1) en R™ es un conjunto
convezo y que el conjunto de puntos extremos queda representado por {x € R™ : ||z| = 1}, que es la

frontera de B (0,1).

El siguiente resultado es conocido como el Teorema de Krein Milman, el cual permite relacionar un

conjunto convexo y compacto con la clausura de la envolvente convexa de sus puntos extremos.

Teorema 1.3.7 (Teorema de Krein-Milman). [5, pag. 142]|. Sea X un espacio vectorial normado
y sea A un subconjunto de X convexo y compacto, entonces A = co (0, (A)), es decir A coincide con

la clausura de la envolvente convexa de sus puntos extremos.

En particular, cada subconjunto compacto y convexo de un espacio vectorial normado contiene un
punto extremo, puesto que

Oe (A) C co (0 (A)) C co (0. (A)) = A.

1.4. Teorema de Hahn-Banach: separacién de conjuntos conve-
X0S

En esta seccién presentamos la definicién de hiperplano junto con una propiedad para introducir la
nocion de separacién en sentido amplio de dos conjuntos por un hiperplano en un espacio vectorial
normado, y asi, poder mostrar la primera forma geométrica del Teorema de Hahn Banach que garantiza
la existencia de un hiperplano que separa dos conjuntos convexos. Iniciamos estableciendo la definicion

de hiperplano.

Definicién 1.4.1. Sea X un espacio vectorial normado, entonces un hiperplano H es un subconjunto

de X de la forma H={x € X : f (z) = a} donde f es un funcional lineal y o € R.

El siguiente resultado caracteriza los hiperplanos cerrados.
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Proposicion 1.4.2. [4, pag 5|. Sea X un espacio normado. El hiperplano H = {x € X : f () = a}

es cerrado si y solo si f es continuo.

A continuacion presentamos la definicién de separacion en sentido amplio de dos conjuntos por un

hiperplano.

Definicién 1.4.3. Sean A y B dos subconjuntos de un espacio vectorial normado X. Diremos que el
hiperplano H = {z € X : f () = a} separa A y B en sentido amplio si f () < a para todox € Ay
f(x) > a para todo = € B.

Geométricamente la separacion significa que A y B se sitiian de un lado y de otro de H (ver Figura

1.2).

Figura 1.2: Separacion entre los conjuntos A y B

El proximo teorema es conocido como la primera forma geométrica del Teorema de Hahn-Banach y

garantiza la existencia de un hiperplano cerrado que separa en sentido amplio dos conjuntos convexos.

Teorema 1.4.4 (Primera forma geométrica del Teorema de Hahn-Banach, ). [4, pag. 5. Sea
X un espacio vectorial normado. Si A y B son dos subconjuntos no vacios de X, convexos y disjuntos,
y ademds A es abierto en X, entonces existe un hiperplano cerrado H = {x € X : f (z) = o} que

separa A y B en sentido amplio.

1.5. Teorema de Stone-Weierstrass

El Teorema de Stone-Weierstrass da condiciones sobre una subalgebra cerrada de C (K') para que sea

igual a C (K). Antes de establecer ese resultado es necesario dar la definicion de 4lgebra y subalgebra.

Definicion 1.5.1. Un dlgebra real es un espacio vectorial A sobre R en el cual se define una multi-

plicacion en A que verifica las siguientes propiedades:
(i) x (yz) = (zy) 2,

(ii) (w4 y) 2 = 22+ yz; @ (y + 2) = 2y + 22,
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(iii) a (zy) = (ax)y = z (ay),

para todo x,y,z en A y cualquier escalar o en R.

Definicion 1.5.2 Una subdlgebra real es un subespacio vectorial de un dlgebra A, que ademds es
cerrado bajo la multiplicacion de A.
Antes de enunciar el Teorema de Stone-Weirstrass daremos la definiciéon de separacion de puntos por

subconjuntos de C (K).

Definicion 1.5.3. Sea K un espacio topoldgico compacto Hausdorff. Un subconjunto A del espacio

C (K) separa puntos de K si para cada par de elementos x # y € K existe una funcion f € A tal que

fx) # f ()

A continuacion presentamos el Teorema de Stone Weierstrass.

Teorema 1.5.4 (Teorema de Stone-Weierstrass). [5, pag. 145]. Si A es una subdlgebra de C (K)

que contiene las funciones constantes de C (K) y ademds separa puntos de K, entonces A = C (K).

1.6. Lema de Zorn

En esta seccion recordaremos la definicién de conjunto parcialmente ordenado y la definiciéon de cadena
para enunciar el Lema de Zorn el cual garantiza la existencia de un elemento maximal en un conjunto

parcialmente ordenado. Iniciamos estableciendo la definicién de conjunto parcialmente ordenado.

Definicién 1.6.1. Un conjunto parcialmente ordenado es un conjunto X en el cual estd definido un
orden parcial, esto es, una relacion binaria < que verifica las propiedades

(i) a < a (reflexiva),

(i) sia < b yb>a, entonces a = b (antisimétrica),

(iti) sia <byb<c, entonces a < ¢ (transitiva),

para todo a,b,c € X.
A continuacion presentamos la definiciéon de cadena.

Definicion 1.6.2. Una cadena A es un subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado X que
ademds satisface la propiedad de que para todo a,b € A

(iv) a <b ob<a (totalidad).

Antes de enunciar el Lema de Zorn daremos la definiciéon de cota superior y elemento maximal en un

conjunto parcialmente ordenado

Definicion 1.6.3. Una cota superior de un subconjunto A de un conjunto parcialmente ordenado X

es un elemento a € X tal que z < a para cada = € A.
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Definicién 1.6.4. Un elemento maximal de un conjunto parcialmente ordenado X es un elemento

a € X tal que si a < x para algin x € X entonces a = .
A continuacién presentamos el Lema de Zorn.

Teorema 1.6.5 (Lema de Zorn). [12, pag. 120]. Sea X un conjunto parcialmente ordenado. Si toda

cadena tiene una cota superior en X, entonces X tiene un elemento mazximal.

. . . 1/2
1.7. El coeficiente binomial ( é )
En esta seccién presentamos un resultado que permite realizar de una manera més natural estimaciones
del coeficiente binomial (1/ 2).
Teorema 1.7.1. FEl coeficiente binomial (1/2) paran € N viene dado por la formula (1/2) = m(%).

n

Demostracion. Como
_ +1
() + () = (F)s
para m,n € N, sin pérdida de generalidad consideremos

GYD + (2 =) (1.1)

para n € N y probemos que
GYD) + () = =t 1) (1.2)

De [9] tenemos que

luego
_ _ n—1 n— n n— n
G+ )= ()" Co) + (D)) = (D" [0 G + )]
= i n |:(n 1T[;n22 ?7)1' 1)]' 2n n)'] 4 |:((n 4;;‘2(2 21))' + (317;3"}
_ l n [( 4)n2(2n 2)' (Qn)] :( 1) [ —4n2(2n—2)!4(2n)(2n—1)(2n— 2)'}
4 nln! 4 nin!
_ l |: —4n?42n(2n— 1)](2n 2)':| _ (_l)n [(,Qn)(gnfg)!}
4 nin! 4 nin!
e e e e e R e o
= i n (1 n) n'(22’:)'n)' = (—4)"%1—271) (2:)’
por lo tanto de (1.1) y (1.2) tenemos que (17/12) = m(?) O
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Capitulo 2

Algebras de Banach y el Teorema de
Albiac-Kalton

En este capitulo presentamos algunas propiedades de las algebras de Banach y de los homomorfismos
definidos sobre algebras de Banach. Adicionalmente, se da una caracterizacion de las algebras de
Banach reales que son isométricamente isomorfas a los espacios reales C (K) de funciones continuas
sobre un espacio de Hausdorff compacto K. Finalmente, mostramos ejemplos de algunas algebra de

Banach que son isométricamente isomorfas a un espacio C (K) y otras que no lo son.

2.1. Algebras de Banach

Debido a que algunos espacios de Banach muestran propiedades interesantes cuando tienen estructura
de algebra, Gelfand en [7] inici6 el estudio de estos espacios que llamaremos 4lgebras de Banach, y se

definen como sigue.

Definicion 2.1.1. Un dlgebra de Banach es un espacio de Banach A en el cual se define una multi-
plicacion que verifica las siguientes propiedades:

(1) z (yz) = (zy) 2,

(i) (x+y)z=zz+yz; z(y+2) =zy+zz,

(i) o (zy) = (o) y = x (ay),

() [lzyll < {l]l [yl

para todo x,y,z en A y cualquier escalar o en R.

Observacion 2.1.2. Si la multiplicacion en A es conmutativa, es decir xy = yx para todo x,y en

A, entonces A es llamada dlgebra de Banach conmutativa. Si existe un elemento e en A tal que
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xe = ex = x para todo x € A y |le|]| =1, A es llamada dlgebra de Banach con identidad, ademds este
elemento identidad es tnico. En efecto, sea € otro elemento identidad de A, entonces ee’ = e. Por
otro lado, como e es el elemento identidad en A, se obtiene que e'e = €', y por ser A conmutativa, se

deduce que e = €.

Observacion 2.1.3. La propiedad (i) hace que la multiplicacion en A sea continua, es decir que la
aplicacion
AxA— A
(a,b) — ab
es continua. En efecto, sean (vn),cny ¥ (Yn)nen Sucesiones en A tales que T, — T y yn — Y, veamos

que Ty, — xy. Para ello sea € > 0. Consideremos la estimacion

|Znyn — 2yl = [[(TnYn — 2yn) + (Tyn — zy)||
< l(@n — ) yull + |2 (Yn — y)|l

< Alzn = [ {lynll + 1] lyn =yl

esto es

[2nyn — 2yl < llynll lzn — 2] + 2] lyn — vl - (2.1)

Como (Yn),cn €5 convergente, es acotada, luego existe My > 0 tal que |y,| < My para toda n € N.

Definamos M = méx { M, ||z||}, entonces de (2.1) se sigue que
[enyn — 2yl < M [|lzn — 2|l + M [lyn — yl| -

De la convergencia de (xpn),cy ¥ (Yn),en evisten nimeros naturales Ky y Ko tales que sin > K

€

entonces ||z, — x| < 557, y si n > Ko entonces ||y, —y|| < 557. Considerando a K = max {K1, K>},

st n > K tenemos que

|Znyn — 2yl < M ||z — 2| + M ||y, — y|
< M(557) + M(557) =<

lo que demuestra la continuidad del producto.

Observacion 2.1.4. En particular, la multiplicacion en A es continua a la izquierda y continua a la
derecha, es decir, si x, — x entonces £,y — Ty para todo y € A, y si y, — y entonces xy, — TY para

todo z € A.

El siguiente resultado permite transformar un espacio de Banach el cual tiene estructura de algebra

en un algebra de Banach.
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Teorema 2.1.5. Sea A un espacio de Banach y ademds un dlgebra real con identidad e # 0 en la
que la multiplicacion es continua a la izquierda y a la derecha, entonces existe una norma sobre A que

induce la misma topologia de A y que convierte a A en un dlgebra de Banach con identidad.

Demostracion. (Como e # 0, se descarta el caso en que A = {0}.) A cada = € A le asignamos el

operador multiplicacién por izquierda

M,: A— A

t — M, (t) = xt.

Note que cada operador M, es lineal, pues para todo a,b € A y cualquier a € R

M, (a+b)=x(a+b) =xa+2b= M, (a)+ M, (b),

M, (axa) = x (a) = a(xza) = aM, (a) .

Veamos que los operadores M, son acotados. Sea (z,),.y una sucesion en A tal que z, — 2z con

z € A, por hipétesis la multiplicacion en A es continua a la derecha, entonces para = € A
M, (zn) = 22, — 2 = M, (2),

luego cada operador M, es continuo, y por tanto acotado.

Como todos los operadores M, son lineales y acotados, definamos el conjunto A= {M, :xz € A} el
cual es subconjunto de B (A), el conjunto de todos los operadores lineales acotados sobre A. Veamos
que A es un espacio de Banach, para esto, probaremos que A es un cerrado del espacio de Banach
B (A). En efecto, demostremos que CI(A) C A donde CI(A) denota la clausura del conjunto A . Sea
S e C’l(.,zl), entonces existe una sucesion (Sk),cy en A tal que S — S. Como cada Sy € .,1 entonces

Sk es la multiplicacion a la izquierda por xzj € A, luego

Sk (y) = a1y = (zre)y =Sk (e)y (e A). (2.2)

El primer término de (2.2) tiende a S (y) para cada y € A, pues como

15k (y) = S W = 1(Sk = 5) W < 15k = S Iyl

entonces de la convergencia de (Sk);cy
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i [Sk (y) = S (y)ll = lim S = S {ly]| = 0.
—00 k— o0

En particular Sk () — S (e), y para algin z € A

Tpe — xe

Ty — I,

y como la multiplicacién en A es continua a la izquierda, para cada y € A
Sk (e)y = (zne)y = zry — xy = (ze)y = S (e) y,

por lo tanto el dltimo término de (2.2) tiende a S (e)y. Como Si (y) — S(y), Sk (e)y = S(e)y y
tomando S (e) = z, de (2.2) se sigue que

Sy)=5S()y=xy=M,(y) (yecA),

luego S = M, € .Z, y asi A es cerrado. Como A es un cerrado del espacio de Banach B (A), por el
Teorema 1.1.2, A es un espacio de Banach.

Veamos ahora que A es un algebra de Banach con respecto a la norma usual del operador
[ My || = sup {[[ M. ()[| : £ € A, [J¢]] = 1},

y con la multiplicacion M, o M, = M, (composicién de operadores) la cual esta bien definida sobre

A, pues
(M, o M,) (8) = M, [M, (1)) = M, (yt) = (zy)t = Moy (t) (¢ € A).

Probemos que A verifica (i), (i), (iii) y (iv) de la Definicién 2.1.1.
(1) Note que M, o (M, o M,) = (M, o M,) o M, pues

M, o (My OMZ) =M, OMyz = M(wy)z = Mry oM, = (M’I' OMy) oM..

(11) Veamos que (M, + M,) o M, = M, o M, + M, o M,. Como M, + M, = M., ya que para algian
te A
My (t) + My (t) = at +yt = (x +y) t = Maiy (1),

entonces
[(Mav + My) o Mz] (t) = (Mery © Mz) (t) = Myiy [Mz (t)} = M1y (zt) =(z+ y) (Zt)
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=z (2t) +y (2t) = My (2t) + M, (2t) = M, [M, (t)] + M, [M, (t)]
= (Mo M.)(t)+ (MyoM.)(t).

(iii) o (M o My) = aMy o M, = M, o aM,, para o € R, pues para algin ¢t € A
a[(My o My) (t)] = o [My (M, (1)] = a [M, (yt)] = o (zyt) = (ax) (yt) aM, (yt) = oMy [M, ()]

= (M, o My) (¢)

(aMy o My) (t) = oM, [My (t)] = aM, (yt) = axyt = x (ayt) = M, (ayt) = M, [aM, (t)]
= (Mg 0 aMy) (1)

iv) Ademas ||M, o M, || < || M| ||My]| ya que sit € A con ||t| = 1, por ser M, acotado tenemos que
Yy Yy
(Mo 0 My) (8)]| = | Mz [My, (D] < [ M| |My ()],

esto es

(M o My) (D) < [|Mc|[ [[My ()] (¢ € A, 2] = 1), (2.3)

asi, de (2.3) se sigue que

sup {[|(My 0 My) ()| - £ € A, [[t]] = 1} < sup {|[ M| [| M, ()] : £ € A, [[t]] = 1}
sup {[|(Mz o My) (t)[| : t € A, [|¢]| = 1} < [[My|[sup {|My @) : ¢ € A, |[#]| = 1}

[ My o My|| < || M| || M|

Por lo tanto se ha demostrado que A es un algebra de Banach. Ademas, A tiene como elemento

identidad al operador
Me: A— A

t— M, (t) = et =

tal que || M| = 1.

Definamos ahora el operador
T:A— A

x+— T (x) = M,.

Sean z,y € A, entonces

T(x+y):Mery:Mx‘f'My:T(x)"_T(y)'
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y T (az) = oT (z) para todo x € A y cualquier a € R. En efecto, como M,, = oM, ya que

My, (1) = (az)t = a(zt) = aM, (t) (te A),

entonces

T (ax) = Myy = aM, = oT (z),

luego T es lineal. Veamos ahora que T (z) = 0 implica que = 0. Si T (z) = 0 entonces M, debe ser

el operador nulo, es decir M, (t) = 0 para todo t € A, y en particular para el elemento identidad

M, (e)=0
xe =10
xz = 0.

Como T (z) = 0 implica que z = 0, el Teorema 1.1.4 garantiza la existencia del operador lineal

T A — A

M, — T " (M,) ==z

el cual es biyectivo. Sea = € A, como M, es acotado entonces
2]l = [lzell = |Ma ()| < [|Me] llell = [|Me]l

luego
]| < [| M|

|77 (M)|| < IMall

esto es, T~! es acotado.
Como T~ es un operador lineal acotado y biyectivo definido entre los espacios de Banach A y JZ, por
el Corolario del Teorema de la aplicacion abierta (Corolario 1.1.9) (T‘l)_1 = T es continua, ademas
existen niameros reales a > 0 y b > 0 tales que

@M < llz) <bIML) (M, € A) (2.4)

Finalmente, tenemos que Ty T~! son continuos, luego A y A son homeomorfos, y ademas (2.4)
implica que tienen normas equivalentes, por lo tanto, se ha demostrado que para el algebra real A con

identidad , existe una norma sobre A que induce la misma topologia de A y que convierte a A en un
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algebra de Banach con identidad. O

2.2. Algunas Algebras de Banach

El objetivo de esta seccion es presentar algunos espacios de Banach que son algebras de Banach con

respecto a una operacion de multiplicacién adicional que esta bien definida.

Ejemplo 2.2.1. Considere C (K) con la norma del supremo. Si se define la multiplicacion usual
de funciones (fg)(t) = f(t)g(t) en C(K), entonces C(K) es un dlgebra de Banach conmutativa
(fg =gf) con identidad (la funcién constante 1).

Para verificar que C (K) satisface la propiedad (iv) de la Definicion 2.1.1, note que para cualquier
frg € C(K), |Ifllllg]l es cota superior del conjunto {|f (z) g (z)|: z € K}. Como || fg|| es la menor de

la cotas superiores de este conjunto, entonces || fg|| < || f]l llg]l-

Observacion 2.2.2. Si K = {ay,...,a,} es un conjunto finito que consiste en n puntos, al considerar
la aplicacion h : C(K) — R™ definida por f — h(f) = (f (a1),..., f (an)), se sigue que C (K) es
R™ con la multiplicacion componente a componente (x1,...,Tn) (Y1,---5Yn) = (T1Y1,- -+, TnYn). En
particular, cuando n =1 se obtiene el dlgebra de Banach mds simple, es decir R con el valor absoluto

como norma.

Ejemplo 2.2.3. El espacio C(V) [0,1] de todas las funciones continuas y diferenciables de valores reales

sobre el intervalo [0,1] con la multiplicacion usual de funciones (fg) (t) = f (t) g (t) y con la norma
I£lly = sup |f ()] + sup [f'(1)]
0<t<1 0<t<1

es un dlgebra de Banach conmutativa (fg = gf) con identidad (la funcidn constante 1).

Para ver que CV) [0, 1] satisface la propiedad (iv) de la Definicién 2.1.1 note que

I£gll < IAMgll v g < I T

(donde ||.|| es la norma en C (K)) por lo tanto || fgll + ||/ ¢l < £l lgll + 1 1| 114°]|, esto es

I£glly < a= 1S gl + 1] - (2.5)

Considerando la estimacion
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a < a+ sup |f(t)| sup [g’ t)|+ sup |f )| sup [g()]

0<t<1 0<t<1 0<t<1

= sup |f(®)| sup |g(t)| + wP FHO] wP lg'®)] + Sup FO] wP \g ®] + Sup [# ()] sup |g(t)]
<

0<t<1 0<t<1 0<t<1

sup |[f(t)| (SUP lg()| + sup lg'(t) |> + sup |f'(1)| <SUP lg(t)| + sup g'(t)|>
0<t<1 0<t<1 0<t<1 0<t<1 0<t<1

= (sup [f(®)] 4+ sup |f'(t)|) (SUP lg(t)] + sup |g'(t)>

0<t<1 0<t<1 0<t<1 0<t<1

= 1711y lglly

de (2.5) se sigue que || fgll, < (7], gl con f.g € C[0,1].

Ejemplo 2.2.4. El espacio o de sucesiones acotadas con la norma ||z|| = sup {|zx| : k € N} es un
dlgebra de Banach conmutativa con identidad (la sucesion constante (1) = (1,1,1,...)) y con la multi-

plicacion de sucesiones definida componente a componente (x1, 22, ...) (y1,¥2,-..) = (T1y1,T2Y2, .- .).

s verifica la desigualdad (iv) de la Definicion 2.1.1, ya que para x = (2p),en ¥ = (k) pen € A,
llz]| lly|| es cota superior del conjunto {|zryx|: k € N}, pero como ||zy|| es la minima cota superior de

este conjunto, entonces ||zy|| < ||z|| ||yl

Ejemplo 2.2.5. Si X es un espacio de Banach, entonces el espacio B(X) de todos los operado-
res lineales acotados sobre X es un dlgebra de Banach con respecto a la norma usual del operador
IT|| = sup{||T (z)| : x € X, ||z|| = 1} y con la composicion de operadores (T o S) (t) = T[S (t)] como

multiplicacion. Ademds el operador idéntidad I es el elemento identidad.

2.3. Homomorfismos reales en algebras de Banach

En esta seccion introducimos la definicion de elementos invertibles de un algebra para mostrar al-
gunos resultados importantes de los homomorfismos definidos sobre algebras de Banach. Iniciamos

estableciendo la definicién de homomorfismo de algebras.

Definicion 2.3.1. Sea A un dlgebra real y sea ¢ un funcional lineal sobre A que no es idénticamente

nulo. Si ¢ (zy) = ¢ (x) ¢ (y) para todo x,y € A, entonces ¢ es llamado un homomorfismo real sobre A.

Observacion 2.3.2. A los homomorfismos definidos sobre el dlgebra A también se le conocen como
funcionales multiplicativos. Si ¢ es un operador lineal definido del dlgebra A en un dlgebra B, tal que

o (zy) = ¢ (x) ¢ (y) para todo x,y € A, entonces ¢ es llamado un homomorfismo de dlgebras.

29



Definicion 2.3.3. Si A es un dlgebra real con identidad, un elemento x € A es llamado invertible si

1 1 _

tiene un inverso en A, es decir, si existe un elemento x~' € A tal que x 'x =z =e.

Observacion 2.3.4. Cada elemento invertible x € A tiene un inico inverso, pues siu y v Son inversos
de x, uxr = e = xv, luego

u=ue=u(zv) = (ur)v=-cv=nun.
Algunas propiedades que verifican los homomorfismos reales son resumidas en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.3.5. Si ¢ es un homomorfismo real sobre un dlgebra real A con identidad, entonces
(i) ¢ (e) =1,
(i) ¢ (x) # 0 para = invertible en A.

Demostracion. Probemos (i). Sea y € A con ¢ (y) # 0, entonces tenemos que ¢ (y) = ¢ (ye) =
@ (y) ¢ (e), es decir ¢ (y) = ¢ (y) ¢ (e), ademas como ¢ (y) # 0, se sigue que ¢ (e) = 1.

Para demostrar (i), note que si z € A es invertible, entonces existe 7! en A tal que 2z~ = e, luego
8 (ax1) = 6(¢)
¢(@)p(a7") =1,
por lo tanto ¢ (x) # 0. O

El siguiente resultado es una generalizacion de la propiedad (iv) de la Definicion 2.1.1, y seré utilizado

en el siguiente teorema y en la seccion 2.5 para realizar algunas estimaciones.
Lema 2.3.6. Sea A un dlgebra de Banach y sea x € A, entonces ||z"| < ||z||" para todo n € N.

Demostracion. Si x € A, en el caso n = 1, ||2!|| = ||z se da la igualdad. Si suponemos que la

desigualdad es verdadera para n = k, es decir
k k
l2*]] < [l (2.6)
verificaremos que también es vélida para n = k + 1. Al multiplicar por ||z|| en (2.6) se sigue que
k k41
[ = fl=*2]| < [la® [ el < llzl® el = Il *F

luego ||z™|| < ||z||" es valido para todo n € N. O

Sea B (X) el algebra de Banach de todos los operadores lineales acotados definidos sobre el espacio de

Banach X, siT: X — X en B(X) es tal que || T|| < 1, entonces el Teorema de Neumann garantiza la
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existencia del operador inverso de Iy — T el cual esta dado por la serie de Neumann

o0
(I -T)'=> 1",
n=0
donde T° = I, y I denota el operador identidad sobre X. Al igual que en el caso de cualquier algebra
de Banach, el Teorema de Neumann puede ser generalizado de manera tal que garantice la existencia
de elementos invertibles en algunas algebras de Banach. En el siguiente resultado presentamos una

generalizacion del Teorema de Neumann.

Teorema 2.3.7. Sea A un dlgebra de Banach y sea x € A tal que ||z|| < 1. Entonces
(i) e — x es iwertible,
(i1) H(e —z) ' —e—ux

(i1i) |¢ (x)] < 1 para cada homomorfismo real ¢ sobre A.

E

Demostracion. Veamos la parte (i). Por el Lema 2.3.6 y por hipétesis tenemos que 0 < ||z"|| < ||=||"
v |||l < 1, luego por el criterio de comparacion de series, ZZO:() z" es absolutamente convergente, y
como A es un espacio de Banach, por el Teorema 1.1.3 se tiene que ZZO:O " converge. Por tanto, la

sucesion de sumas parciales (s;,) de la serie Y 2" converge a un s € A. Ahora tenemos:

neN

sple—z)=(e+az+a°+...+2") (e—x)
:(e+m+x2+...+x")e—(e+x+x2+...+x")x
:(e+x+x2+...+x”)7(m+x2+...+x"+x"+1)

—e— "t

(e—z)sp=(e—z)(e+a+a®+...+a")
:e(e+x+x2+...+x”)—x(e—i—m—i—xQ—i—...—i—m”)

:(e+x+m2+...+x")—(:r+x2+...+m"—|—x"+1)

=e— "t

de donde se sigue que

= (e —2)s,. (2.7)

snle—x)=e—2a"

Ahora, como 0 < [lz"[| < [|z[|" v (]|]|"),,en €s una sucesion en R tal que [|z]|" — 0 ya que ||z <1
tenemos que =™ — 0. Ahora, como s,, — s y la multiplicacion en A4 es continua, de la ecuacion (2.7)
se sigue que s (e —x) = e = (e — x) s, siendo s el inverso de e — x en A.

Para demostrar la parte (ii), partimos del hecho de que s = (e — )" es el inverso de (e —z) y se
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puede expresar de la forma s = e+ 2 + 22 + - - -, luego

H(e—x)fl—e—mH:Hs—e—xH
=l e

o
> Nl
n=2

oo
<> =™,

n=2

IN

y al considerar la igualdad

1 1-(1—llzl?) _ o)
Zzllrcll = e — 1~ ol = =@ = e
=

[E3]

Tzl *

se sigue que H(e —z)  —e— xH <
Finalmente para demostrar (%), consideramos a A € R tal que |A\| > 1. Como |)\71| < 1, multiplicando
por ||z|| tenemos

ATl ]l < [l - (2.8)

Ya que |\~ ||lz|| = [[A7z|| v [|z] < 1, de (2.8) se sigue que |[A~'z|| < 1, entonces por la parte (i) de
este teorema e — A\~ 1z es invertible, ademas por la parte (ii) de la Proposicon 2.3.5 ¢ (e — /\_13:) #0,

y como ¢ (e —A7'z) =@ (e) — ¢ (A'a) =1 — A"1¢(z), se tiene
1—-XA"t¢(z) #0. (2.9)

De (2.9) tenemos que A # ¢ (x), y por tanto |¢ (z)| # |A|, ademas como |[A\| > 1 se concluye que
16(2)] < 1. o

Observacion 2.3.8. Las partes (i) y (ii1) del Teorema 2.5.7 son quizds las partes mds utilizadas en la
teoria de dlgebras de Banach; en particular, (iii) implica que todos los homomorfismos de dlgebras de
Banach son continuos, en efecto, como |¢ (x)| < 1 para todo x € A, entonces ||¢|| < 1, lo cual implica

que

|9 ()]

]

<ol <1 (zeX),

esto es , | (z)| < ||z|| para todo x € X, luego ¢ es acotado y por tanto continuo.

2.4. El espacio de estado de un algebra de Banach
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En esta seccion definimos el espacio de estado de un algebra de Banach y presentamos tres caracteris-

ticas fundamentales de este conjunto.

Definicion 2.4.1. Sea A un dlgebra de Banach real conmutativa con identidad, entonces el espacio

de estado de A se define como el conjunto
S={pecA el =¢(e) =1}
donde A* denota el espacio dual (topoldgico) de A.

Definicion 2.4.2. Sea S el espacio de estado de un dlgebra de Banach conmutativa A con identidad,

si p €S entonces ¢ es llamado un estado.

Proposicion 2.4.3. El espacio de estado S de un dlgebra de Banach real conmutativa A con identidad

es no vacio.

Demostracion. Como A contiene un elemento diferente de cero, a saber, el elemento identidad e,
entonces por el Corolario del Teorema de Hahn-Banach (Teorema 1.1.12) existe ¢ € A* tal que

llell =1y @ (e) = |le|l, como |le]| = 1 entonces ||¢|| = ¢ (e) =1, luego ¢ € S y por lo tanto S # §. O

Proposicion 2.4.4. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con identidad, entonces el espacio de

estado S de A es debil* compacto.

Demostracion. Comenzamos demostrando que S es debil* cerrado. Veamos que SY¢**" < S. Sea
@ € Sweak” entonces cualquier vecindad de ¢ en la topologia debil* interseca a S, asi para cada

1) NS # @, entonces existen ¢, € S tal que |p, (z) — ¢ (z)| < L, luego

n € N tenemos que W (¢, z,
@n () = ¢ (z) para cada x € X, y asf la sucesion (¢, (7)),cy €s acotada para cada z € X y por el
Teorema de Banach Steinhaus, sup {||¢n|l : n € N} < 400, luego existe M > 0 tal que ||¢,| < M para

todo n € N, donde M = sup {||¢n]|| : » € N}. Note que si x # 0 con ||z|| = 1 se tiene que
[on (@)] < ll@nll 2]l < M [|z]| = M,

es decir,

lon ()| <M (z € X, x| =1). (2.10)

Ahora, haciendo n — oo en (2.10) tenemos que

lp(@)| <M (zeX |z =1),

33



luego sup {|¢ (z)|:x € X, ||z|]| =1} < M, esto es ||¢|| < M, o sea [|¢| < sup{|l¢.|l: n € N}, pero
llonll = 1 para todo n € N, asi que ||¢|| < 1. Por otro lado, para todo € X tenemos que |¢ (z)| <
llell l|z]l, en particular para el elemento identidad 1 = | (e)| < ||l |lell = |l¢ll, o sea 1 < [J¢]|, luego
llell = ¢ (e) = 1, por tanto ¢ € S, siendo asi S debil* cerrado.

Como cada elemento de S tiene norma uno, entonces S esta contenida en la bola unitaria cerrada
B ={f € A* || f|| <1} de A*, ademaés por el Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki la bola B 4+ es
debil” compacta, entonces como S es un subconjunto debil* cerrado de un conjunto debil* compacto,

se tiene que S es debil* compacto. O

Proposicion 2.4.5. Si A es un dlgebra de Banach conmutativa con identidad, entonces el espacio de

estado S de A es convexo.

Demostracion. Sean ¢1,p2 € Sy sea 0 < A < 1, probemos que Apj + (1 — A) p2 € S, esto es

[Ae1 + (1= A) 2|l = [Ap1 + (1 = A) 2] (e) = 1.

Note que
A1+ (1 =A) w2l (e) =Ap1(e) + (1 =N p2(e) =A+ (1)) =1,

luego

A1+ (1= A) p2] (e) = 1. (2.11)

Ademas, como Ap; + (1 — A) 2 es acotado, entonces

L=[[Aer+ (1 =A) @2] ()] < [[Apr + (1 = A) @2l [lell = [|Apr + (1 = A) 2],

esto es
1< [[Apr + (1= A) |- (2.12)
Ya que [|¢1]] =1y ||¢2|| = 1, entonces por la desigualdad triangular
A@1 + (1 =X ol < [[A@all + I(1 = A pall = Aol + (1 = A) [lpal| = A+ (1= X) =1,
luego

[Apr + (L= A)paf < 1. (2.13)

Asi, de las desigualdades (2.12) y (2.13) tenemos que

Ap1+ (1= A) paf = 1. (2.14)
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Por tanto, de las desigualdades (2.11) y (2.14) se sigue que

A1+ (1 = A) gzl = [Apr + (1= A) 2] (e) = 1,

es decir Ap1 + (1 — A) p2 € S y por lo tanto S es convexo. O

2.5. Clausura del conjunto de cuadrados de un algebra de Ba-

nach

El proposito de esta seccion es definir el conjunto de cuadrados de un algebra de Banach, para probar

algunas propiedades importantes de su clausura.

Definicion 2.5.1. Sea A un dlgebra de Banach real, se define el conjunto de cuadrados en A como el

conjunto {a2 ta € ,A},

Observacion 2.5.2. Se denotara por A, la clausura del conjunto de cuadrados del dlgebra de Banach

real A, esto es, A, ={a?:a€ A} .

Observacion 2.5.3. Si A es el dlgebra de Banach de funciones continuas C (K) de valores reales donde
K es un espacio topoldgico Hausdorff y compacto, entonces A, es el cono positivo {f € C (K) : f > 0},

es decir

{r?:feC(K)}={feC(K): f=0}.

En efecto, veamos que {f?: fe€C(K)} € {f€C(K):f>0}. Sea g € {f?:fe€C(K)} entonces

existe una Sucesion (a%)neN en {f2 fecC (K)} que converge uniformemente a g, luego g es continua,

ademds a2 > 0 para todo n € N, entonces g > 0 y por tanto g € {f € C(K): f > 0}.
Para probar la contenencia {f € C(K): f >0} C {f?: f € C(K)} demostraremos primero que

{feC(K): f>0 C{f>: feC(K)}. (2.15)

Sige {feC(K): f>0}, note que g se puede expresar de la forma g = g%g%, entonces haciendo
h =gz € C(K) tenemos que h® = g2gz = g € {f?:feC(K)}, porlo tanto {f €C(K): f >0} C
{f?:feC(K)}. Ahora, como {f?: f € C(K)} C {f?: f €C(K)}, de (2.15) se sigue que

{feCE): =20y c{f?:feC(K)}
quedando asi demostrada la contenencia deseada, y por lo tanto A, = {f € C(K): f > 0}.

35



En el siguiente lema, se resumen algunas propiedades del conjunto A, que seran necesarias en las

siguientes secciones de este capitulo.

Lema 2.5.4. Sea A un dlgebra de Banach real:
(i) Siz,y € A entonces xy € A,.
(i) Size A, y A >0, entonces \x € A,.

Demostracion. (i) Sean x,y € A_, entonces existen sucesiones (b%)neN y (ci) en {a2 ta € .A} (con

neN
by, cn € A para todo n € N) tales que b2 — z y ¢2 — y. Note que

(bnen)? € {a>:a€ A} VneN, (2.16)
pues b, ¢, € A para todo n € N. Ademés como la multiplicacién en A es continua

lim (bncy)? = lim b2 lim ¢ = zy. (2.17)

n—oo n—oo n—oo

Por lo tanto haciendo d,, = bpc, en (2.16) y (2.17) se sigue que, para xy € A existe una sucesion
(d%)neN en {a®: a € A} tal que d2 — zy, esto es zy € A, .

(it) Si z € A, entonces existe una sucesion (b2) _ en {a®:a € A} tal que b2 — z. Si A > 0 note que

neN
2
(\f)\bn) €{a®>:a€e A} VneN, (2.18)
pues Vb, € A para todo n € N. Ademés como la multiplicacion en A es continua

2
lfm (ﬁbn) = lim A2 = A lim b2 = Az (2.19)
n—00 n—o0 n—00

Por lo tanto haciendo ¢, = VAb, en (2.18) y (2.19) se sigue que, para Az € A existe una sucesion

(c7),.cn en {a? : a € A} tal que ¢, — Az, esto es Az € A,. O

Un resultado que permite relacionar los elementos de un algebra de Banach A con los elementos del

conjunto A_ es el siguiente.

Proposicion 2.5.5. Sea A un dlgebra de Banach real conmutativa con identidad, entonces se cumplen
las siguientes propiedades:

(i) Six € A es tal que ||z|| <1, entoncese+x € A,.

(i) A=A, —A,.

Demostracion. Para la demostracion de la parte (i) consideraremos dos casos, cuando ||z|| < 1y

cuando [|z| = 1.
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1 .. .
Caso I: Sea z € A con ||z|| < 1, entonces al escribir (e + )2 en su serie binomial tenemos que
b

(e+a)2 =3 (*/%)a™. Por el Lema 2.3.6

n=0\ n

0< H (1/2)$n

n

= (17/12) ||wn|| < (1T/L2) ||$Hn Vn €N,

1/2

ademés como ||z|| < 1, por el criterio de comparacién de series > o o (*/

)x” es absolutamente con-

1/2

vergente, y como A es un espacio de Banach, por el Teorema 1.1.3 Y > ( L

)a:" € A. Note que por

el Teorema 1.7.1 se tiene

0] S

m=0 n=0

1/2\ /1/2 1, si k=0,1
= ¥ (0)-
m+n==k m n 0, st k Z 2
luego
> epat =120 + 12" + 02 + 027 + - = e+ x, (donde z° = ¢)
k=0
esto es
7172\ | IS 172\,
[g;(m)m][g;(n)x]:e+%

Por lo tanto para e + x € A existe una sucesion b,, = [ZZZO (122)1’"} [Zzzo (142) xk} en {a*:a € A}

(pues -7, (léz)xk € A para cada n € N) tal que

lim b, = e+ z,
n—oo

estoes,e+x € A,.
Caso II: Si 2 € A con ||z|| = 1, consideremos la sucesion (), oy tal que z, = (1 — 1) z. Note que

||l < 1 para todo n € N, pues
leall = (1= 2) 2] = (1= 2) ol =1- % <1.

Como ||z,|| < 1 para todo n € N, entonces por el Caso I tenemos que e + z,, € A, para todo n € N.

Probemos ahora que e + x,, = ¢ + = en A,. Note que

e +an) = (e+ @)l = [len — x|

=@ =3)e—a|
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=[(=3) «|
=[=xll

S|

luego

( _ — lim L —
(e +2,) — (e +2)] = lim L =0,

por lo tanto e 4+ z,, converge a e + x, y como A, es cerrado, e +z € A,.

(ii) Sea x € A con ||z| < 1, entonces por la parte (i) de este teorema tenemos que e +z € A, .
Note que si z = —x entonces ||z|| < 1, por lo tanto de la parte (i) de este teorema e + z € A, o sea
e—zx€A,.Comoe+z € A, ye—x € A, por la parte (i) del Lema 2.5.4 tenemos que % (e + z) € A,

y 2 (e —z) € A,. Ahora, expresando a z de la forma

1 1
x:§(e+x)f§(efx)

se sigue que A=A, — A,. O

Observacion 2.5.6. La parte (i) es conocida en la teoria de dlgebras de Banach como el “Lema de la

raiz cuadrada®.

2.6. Algunas propiedades de las algebras de Banach que satis-
facen la desigualdad sz — y2H < H:z:2 + y2H

En esta seccién demostraremos cuatro resultados sobre las algebras de Banach que satisfacen una
desigualdad adicional con respecto a la norma. Estos resultados seran utilizados para demostrar el

teorema principal de este capitulo.

Lema 2.6.1. Si A es un dlgebra de Banach real con identidad tal que para todo a,b € A se tiene que

[la? — %[ < ||a® + b?||, entonces ||z — y|| < ||z + y|| para todo z,y € A, .

» : . : 2 2 2.
Demostracion. Sean z,y € A,, entonces existen sucesiones (an)neN, (b”)nEN en {a ta € A} tales

que a2 — x y b2 — 5. Note que

al - —z—y y az +b02 — x+y. (2.20)
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Como la norma en A es continua, entonces de (2.20) se sigue que

Jan =03l = Nl =yl v |af + 03] = lla+yll - (2.21)

Ademas, por hipotesis
a2 = b2|| < ||az +b2| VneN, (2.22)
por lo tanto de (2.21) y (2.22) se tiene que ||z — y|| < ||z + y|| para z,y € A,. O

Lema 2.6.2. Sea A un dlgebra de Banach real con identidad. Si para todo a,b € A se tiene que
la* = 8%[| < [|a? + b2

, entonces ||z|| < ||z + y|| para todo x,y € A, .
Demostracion. Siz,y € Ay, por el Lema 2.6.1 tenemos que ||z — y|| < ||z + y||. Ademas, como

1
lz =yl < 5 Uz =yl +llz +yl) < llz+ 9l

entonces

3 (lz =yl + llz +yll) < fla+yll- (2.23)

Por las propiedades de la norma, 2 ||z|| = ||2z| = ||(z — y) + (z + y)|| < ||z — y|| + ||x + y|, luego
Izl < 5 (lz =yl + ll +yl), (2.24)

por lo tanto de (2.23) y (2.24) se sigue que ||z|| < ||z + y|| para todo z,y € A,. O

Lema 2.6.3. Si A es un dlgebra de Banach real con identidad tal que ||a2 - sz < ||a2 +b2|| para

todo a,b € A, entonces ¢ (x) > 0 siempre que p € S yx € A,.

Demostracion. Si z € A, con ||z|| = 1, por la Proposicion 2.5.5 e — z € A_, luego por el Lema 2.6.2
tenemos que ||e — z|| < ||(e — x) + z|| = ||e]| = 1, es decir
le—z|]| <1 con e—z€ A (2.25)

Note que para @ en S
[l = sup{le (z)| : € Acon |z| <1}, (2.26)

por lo tanto de (2.25) y (2.26) se deduce que |¢ (e — x)| < ||¢|| para todo z € A,, pero como ||¢|| =

© (e) = 1 entonces
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p(e—a)| <1
lp(e) —p(x)[ <1
[1—w (@) <1,

luego 1 —p(x) <1l,estoes p(x) >0conpeSyxeA,. O

Teniendo en cuenta el lema anterior , a continuacién enunciamos el resultado més importante de esta

seccion.

Lema 2.6.4. Sea A un dlgebra de Banach real que satisface la desigualdad Ha2 — b2H < Ha2 —|—b2H

para todo a,b € A y sea K el conjunto de todos los estados multiplicativos de A, es decir,

K={peS:¢(xy) =¢(x)p(y) paratodoz,y € A}.

Entonces K es un espacio de Hausdorff compacto en la topologia débil* de A* el cual contiene el

conjunto 0,S de puntos extremos de S (y en particular es no vacid).

Demostracion. La topologia débil* sobre A* es Hausdorff y como K C A* entonces K es un espacio
Hausdorff en la topologia débil* de A*.

Para probar que K es compacto en la topologia débil* sobre A*, demostraremos primero K es debil*
cerrado, es decir K¥¢%* C K. Sea ¢ € K"** entonces cualquier vecindad de ¢ en la topologia
débil* interseca a K, luego para cada n € N tenemos que W ((p, z, %) NK # O. Asi, existen ¢, € K tal
que |y, (z) — ¢ (z)| < + para todo n € N, luego ¢, (z) — ¢ (z) para cada z € A. Como (¢, (2)),,cy

converge, para cada r € A la sucesion (¢, (7)),,cy s acotada y por el Teorema de Banach-Steinhaus

existe un B > 0 tal que |, (x)| < B para cada x € Ay para todon € N. Seae > 0,y =,y € A, existe

)

un ng € N tal que si n > ng entonces ¢, (z) — ¢ (2)| < 53,

ademas también existe un n; € N tal que

si n > ny entonces |, (y) — ¢ (y)| < 55. Sea N = méx {ng,n1} entonces si n > N tenemos que

lo (zy) — @ (@) e (W) < e (zy) — @ (x) o ()] + [¢ (@) on () — n (2) ¢ W]
= lle (zy) — @n (@) 0 (Y)] + [0 (x) on () — @ (x) ¢ (¥)]]
<l (@y) —on (@) e W)+ @ () en (y) — ¢ () ¢ (1)l
= len (@)@ (y) = () e (W) + @ (2) on (y) — @ (2) ¢ ()]

= le W) |en () — o (@) + [0 (@)||on (¥) — ¢ (V)]

luego ¢ (zy) = ¢ () ¢ (y). Por tanto ¢ € K y asi K es débil* cerrado. Como K C S, entonces K es
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un subconjunto débil* cerrado de S (el cual es un conjunto débil* compacto por la Proposicion 2.4.4),
por lo tanto K es un compacto para la topologia débil* de A*.

Por las Proposiciones 2.4.4 y 2.4.5 tenemos que S es débil* compacto y convexo, por tanto el Teorema
de Krein-Milman garantiza que 0, (S) # @. Probemos que 0, (S) C K. Sea ¢ € 0, (S), entonces para

demostrar que ¢ esta en K, ¢ debe verificar:

[el=w(e) =1y oy =¢@)ely) (=,yecA.

Como ¢ € 0, (S), entonces ¢ es un punto extremo de S, lo cual implica que ¢ € S, esto es ||¢|| =
p(e) =1

Para probar que ¢ es un homomorfismo, es suficiente demostrar que ¢ (xy) = ¢ (z) ¢ (y) siempre que
xe€A, yy€e A pues A=A, — A, por la parte (i) de la Proposicion 2.5.5.

Antes de demostrar que ¢ es un homomorfismo, plantearemos dos desigualdades:

Sea x € Ay tal que ||z|| < 1yseay € Acon |y| <1, entonces por la parte (i) de la Proposicion 2.5.5
e+ye A, ye—ye A,. Ademas de la parte (i) del Lema 2.5.4, z (e —y) € A, y z (e +y) € A,, asi,
por el Lema 2.6.3 ¢ (z(e—y)) >0y p(x(e+y)) >0, 0sea ¢(r) £ ¢ (xy) >0, luego

() —p(ry) >0

@ (z) > ¢ (zy)

o)+ (zy) >0
o (z) > —p(zy)

es decir () > ¢ (2y) > —¢ (x), lo cual implica que

o (zy)] < ¢ (2). (2.27)

Como ||z|| < 1, de la parte (i) de la Proposicion 2.5.5 tenemos que e—x € A,y como (e — y), (e +y) €
A, , entonces por la parte (i) del Lema 2.5.4 (e —x) (e —y) € A, y (e — x) (e + y) € A,. Luego por el
Lema 2.6.3
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Como ¢ tiene norma uno, entonces

lp(@)| <1 (€Al <1),

y del Lema 2.6.3
p(x) =20 (ze A,z <1),

por lo tanto de las desigualdades (2.29) y (2.30) se sigue que

0<p@) <1 (zed, o] <1).

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

La Ecuacion (2.31) nos hace considerar tres casos para demostrar que ¢ es un homomorfismo, cuando

p(x)=0,p(x)=1ycuando 0 < ¢ (z) < 1.

Caso I: Si p (x) =0, de la desigualdad (2.27) tenemos que ¢ (xy) = 0, es decir ¢ (zy) = ¢ () ¢ (y) v

por tanto ¢ € K.

Caso II: Si ¢ (z) = 1, entonces de la desigualdad (2.28) se obtiene que ¢ ((e — x)y) = 0, esto es

e(le—x)y)=0
e (y) —p(zy) =0
¢ (y) = ¢ (zy)
Lo (y) = ¢ (zy)
e(x)p(y) =¢(zy),

luego ¢ € K.

Caso III: Si 0 < ¢ (z) < 1, consideremos los funcionales 91,19 € A* definidos por
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P, A— R Pyt A— R

yH%@Fﬁw(my) ’ yM%(@/F%ﬁp(x)w((e—m)y)-

Note que 9, (e) = ﬁgp (ze) = ﬁcp (z) =1, luego

¥y (e) = 1. (2.32)
Como 1, es acotado, 1 = |, (e)| < ||14]| |le]| = ||2b1]], esto es

L< ]l (2.33)
De la desigualdad (2.27) tenemos que

[ W) = | 55|l ()] < |55 le @)1 = 1,

o sea [y (3)] < 1y como [[4s]] = sup {[ (1)] : y € A [lyl] < 1} entonces

[th]l < 1. (2.34)

Por lo tanto de las desigualdades (2.33), (2.33) y (2.34) tenemos que ||¢, || = ¢, (¢) =1, estoes ¢, € S.

Por otro lado

s () = =i (e — @) €) = =iy (9 (&) — 9 (0) = =h; (L -9 (@) = L,

luego

Py (e) = 1. (2.35)

Como 1, es acotado, 1 = |1, (e)| < [|U.|| |le]]l = [|.||, esto es
L <[] (2.36)
Por la desigualdad (2.28) tenemos que

[ ()| = | =L

(e =2yl < |2 |- e @) =1,

Ast, [, ()] < 1, y como [|¢hs|| = sup {|¢b. (y)] : y € A, [Jy]| < 1} entonces
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[ < 1. (2.37)

De las ecuaciones (2.35), (2.36) y (2.37) se sigue que ||[¢,|| =1, (e) =1, esto es ¢, € S.
Como ¢, 11,92 € Sy 0 < ¢ (x) < 1, podemos escribir

p=wp@) 1+ (1 —p(x)) e, (2.38)

y por el hecho de que ¢ es un punto extremo de S tenemos que ¢ = 1, = 1,. Si ¢ = 1,, de (2.38) se

sigue que

hr=p @)Y+ (1 -9 (@)Y,

Sty @y) = ¢ (@) |50 @) + (1 - 0 @) [ =Lge (e~ 2)y)]

L9 () = ¢ (xy) + ¢ (e —2) )
Ly (2y) = ¢ (2y) + ¢ (y) — @ (ay)
e (@y) = 0 (y)

elzy) =9 (@) (y),

y si p = 1),, de (2.38) también se tiene que

VYo = () + (1 — o (2)) Y,

2B = o (@) [ e (ay)] + (1= 0 (@) [ e (e —2)y)

ey =p(zy) _

o =e@y) +e(le—a)y)
%“”Sy)mp(wy) ¢ (y) — ¢ (zy)
L—elen) — o (y)

o) —e(@y) =¢ ) [l —¢ (@)
ey) —e(@y) =¢ ) —e@) e )
e (@y) =¢ @) ey,

luego ¢ € K, y por lo tanto 9, (S) C K.

2.7. Teorema de Albiac-Kalton

El objetivo de esta seccion es demostrar el teorema principal de este capitulo, el cual da una caracte-

rizacion de las algebras de Banach que son isométricamente isomorfas a los espacios reales C (K).
Teorema 2.7.1 (Teorema de Albiac-Kalton). Sea A un dlgebra de Banach real conmutativa con

44



identidad, entonces A es isométricamente isomorfo al dlgebra C (K) para algin espacio topoldgico

Hausdorff y compacto K si y sélo si Ha2 — b2H < Ha2 + sz para todo a,b en A.

Demostracion. Suponga que Ha2 — b2H < Ha2 + b2H es valido para todo a,b € A. Definamos la aplica-
cion

J: A— C(K)
xr— J(x) =J,

donde
Jr K — R

pr—=Jo(p) = (2),
por lo tanto si z € A, entonces J (z) = J, (¢) = ¢ (x) para algin ¢ € K, donde K es el conjunto de

todos los estados multiplicativos de A.

Veamos que J es un homomorfismo entre las 4lgebras de Banach Ay C (K), es decir que
J(zy) =J(z)J(y) paratodo z,y€ A (2.39)
En efecto, si z,y € A entonces J (zy) = Joy (¢) = ¢ (xy) para algin ¢ € K, esto es

J(zy) = ¢ (zy). (2.40)

Ya que ¢ € K, entonces
p(ry) = ¢ () e (y), (2.41)

y como ¢ (z) ¢ (y) = Jo (¢) Jy (p) = J (z) J (y), o sea
(@) (y) =J(x)J(y), (2.42)

de (2.40), (2.41) y (2.42) tenemos que J (xy) = J (x) J (y), luego J es un homomorfismo de algebras.

Probemos también que J es lineal. Sean z,y € A entonces para algin ¢ € K tenemos que

[J(z+y)](p) = Jery (p) =@ (x+y) =9 () + ¢ (y)
= Jz () + Jy (p) = [J (@)] () + [J (v)] (¢)
=[J(z)+J ()] (p)

esto es,

J(x+y)=J(@)+J(y). (2.43)
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Sean z € Ay a € R entonces para algin ¢ € K

(@] ()] (¢) = ) (p) = ap (2) = ¢ (az) = Jaz (¢)
=[J(az)](¢),
luego
alJ (z) = J (az), (2.44)

por tanto de (2.43) y (2.44) se tiene que J es lineal.
Note que J (e) = 1, pues J (e) = Je(¢) = ¢ (e) = 1 para todo ¢ € K. Ademas ||J|| =1, ya que

17 = sup { L90 + af) < 1}
= sup { by sup {1 (9)] s 9 € K} : [l < 1}
= sup {sup { |“ﬂgﬁ‘)‘ x| < 1} L€ K}

= sup {[lef : p € K}

=1

Queremos demostrar que J es una isometria, para ello estableceremos el siguiente hecho:

Afirmacion. Si z en A es tal que ||J;|| < 1, entonces para cada e > 0, existe t. > 0 para el cual

le—t:(1—¢)e—tex| < 1.

Supongamos que la afirmacion es falsa, entonces para un « en A con ||J,|| < 1, existe un € > 0 tal
que |le —t(1+¢) —tx| > 1 para todo t > 0. Definamos el conjunto B = {e —t(1+¢e)e—tx:t >0}

el cual es subconjunto de A, y probemos que B es convexo. En efecto, sean x1,zo € B tales que
x1=e—t;1(l+e)e—tix y zo=e—ta(l+e)e—toux,

donde t; > 0y ty >0, si A € [0,1], veamos que Az1 + (1 — \) x2 € B.

Como

)\xl-i-(l—)\)xg:)\[e—t1(1+€)e—tlﬁc]+(l—)\)[e—tg(l—i-s)e—th]
=Xe—AMi(1+e)e—Az+(1-Ne—(1-Nta(1+e)e—(1—A)tx
=Xe—AMi(1+e)e—AMz+e—Ide—(1—-Nta(l1+e)e—(1— )tz

=X (l+e)e—Mz+e—(1—-Nita(1+e)e— (1 —A)tax
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—e—(1+e)e[M+(1—Nta] — Ay + (1 - N to]z,

esto es

Ax1 + (1 — )\) To =€ — [)\tl + (1 — )\) tQ] (1 + E) e — [)\tl + (1 — )\) tg] x. (245)

Haciendo t3 = At; + (1 — A) t2 donde t3 > 0, entonces de (2.45) se sigue que

M+ (1—-Nze=e—t3(l+e)e—tsx

para t3 > 0, esto es Ax; + (1 — \) 22 € B, luego B es convexo.

Puesto que los elementos del conjunto B tienen norma mayor o igual a uno, entonces los conjuntos B
y B.(0,1) = {x € A: ||z|| < 1} son disjuntos, ademas convexos, y como B, (0,1) es un abierto en la
topologia de A, por la primera forma geométrica del Teorema de Hahn-Banach existe un hiperplano

cerrado H = {z € A: ¢ (x) = 1} que separa By B, (0,1) en sentido amplio , esto es

p(z)>1 VzeB, (2.46)

0(z) <1 VzeB(0,1). (2.47)

donde ¢ es un funcional lineal de norma uno (ver Figura 2.1).

Figura 2.1: Separacién de By B(0,1)

Veamos que ¢ € S. Como ¢ es acotado, entonces | (e)] < ||¢|l|le]] = 1, luego

() <1. (2.48)

Sea e —t(1+¢€)e—tx € B para t > 0, entonces de (2.46) se sigue que
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1<p(e—t(l+e)e—tx), (t>0) (2.49)

y tomando en particular ¢ = 0 en (2.49) obtenemos que

1< e (), (2.50)

asi, de (2.48) y (2.50) tenemos que ¢ (e) = 1. Por lo tanto como ¢ € A* y |l¢|| = ¢ (e) = 1 se tiene
que p € S.

De la Ecuacion (2.46) se sigue que
ple—t(l4+e)e—tx)>1 (t>0),
en particular, tomando ¢t = 1 tenemos que

ple—(1+e)e—z]>1

y como |¢ (z)| > —¢ (x) entonces

lp(z)| > 1+e. (2.51)

Por el Lema 2.6.4 existe ¢’ € K tal que ¢’ es un punto extremo de S, entonces de (2.51) se sigue que
o' (z)] >1+e. (2.52)
Utilizando la ecuacion (2.52) obtenemos

[Jo|l = sup {[Jz (¥)| : ¥ € K}
= sup {|¢ ()| : ¢ € K}
> |¢' (@)
>1+4e¢

> 1,

esto es ||J;|| > 1, lo cual es una contradiccion con ||J;|| < 1, luego la afirmacion es valida.
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Veamos que ||z]] < 1siysolosi||J(z)]| <1.Seaxz € Acon |z| <1 entonces como

17 = sup {17 (@)] : o] < 1} =1

tenemos que ||J (z)|| < 1.
Reciprocamente, sea x € A tal que ||J,|| < 1, entonces por la afirmacién para cada ¢ > 0 existe un
t. > 0 para el cual

lle—te (1 +¢e)e—tox| < 1. (2.53)

Note que
le—t-(1+e)e—tx| =|—e+te(1+e)e+tx|, (2.54)

pues

lle—t- (1 +e)e—tea|| =[[(=1) (e +te (1 +€) e+ te)||
=|-1]||—e+t-: (1+¢e)e+t.x|
=|—e+te(1+e)e+ta,

luego de las ecuaciones (2.53) y (2.54) se tiene que

—e+t.-(1+e)et+tcxre A con |—e+t.(1+¢e)e+tez| <1 (2.55)

Utlizando la parte (i) de la Proposicion 2.5.5, de (2.55) tenemos que

e+ (—e+t:(1+e)e+tx) € Ay, (2.56)

pero

et (—e+t-(1+e)ettx)=t.(1+e)e+x), (2.57)
entonces de las ecuaciones (2.56) y (2.57) se sigue que
te(I4+e)et+x) e Ay (2.58)

1

Como ;- >0, de la Ecuacion (2.58) y de la parte (i) del Lema 2.5.4 obtenemos que

(1+e)e+aze A, (2.59)

Tomando en (2.59) un ¢ lo suficientemente pequetio, se tiene que 1+ & — 1, luego de (2.59) se sigue

que e + 2z € A,. Aplicando el mismo razonamiento para —x en A con ||J (—z)|| < 1, tenemos que
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e —x € A,. Por lo tanto como (e + ), (e — z) € A, del Lema 2.6.1 obtenemos que
(e +2) = (e =)l < [l(e +2) + (e — 2|
luego
Hle+a)—(e—2) < 3le+a)+ (e —a)
2 2] < 3 2]
5 122l < 5 [|2e
15)22] < [|(3)2]
lzll < e
o]l < 1.

Por lo tanto como J preserva distacias del disco de A en el disco de C (K), J es una isometria.

Por ser J una isometria, se tiene que J es inyectivo, probemos ahora que J es sobreyectivo. Para
demostrar que J es sobre, definamos el conjunto J (A) = {J (z) : x € A} y veamos que J (A) verifica

lo siguiente O
© es una subalgebra de C (K),
o es cerrada,
© separa puntos de K,
o contiene las Fuciones constantes de C (K).

J (A) es una subalgebra por (2.39), (2.43) y (2.44). Veamos que J (A) C J (A). Sea f € J (A), entonces

existe una sucesion (fy), oy en J (A) donde f, = J (x,) (con z, € A) tal que f,, — f uniformemente,

luego f € C (K). Como (fy),y s convergente , es acotada, asi existe M > 0 tal que
[full <M (¥n €N). (2.60)
Ya que J es una isometria, se tiene que
[fnll = 1 (zn)l] = llznll (2.61)

por tanto de (2.60) y (2.61) se sigue que ||z,|| < M para todo n € N, esto es (r,),, oy €s una sucesion

acotada en A, luego existe una subsucesion (), oy de (75), oy tal que

Tn, — 2 (x€A). (2.62)
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Como J es continua, de (2.62) se sigue que
J(zn,) — J (). (2.63)
Puesto que (J (%n,)),cy s una subsusecion de (f,), oy donde f,, = J (z,) y fn — f, entonces
J(xn,) — f, (2.64)

pero como el limite de una sucesion es tnico, de (2.63) y (2.64) se tiene que f = J (x), luego f € J (A)
y por tanto J (A) es cerrada.

Veamos que J (A) separa puntos de K. Sean ¢1,p2 € K tales que ¢1 # @2, entonces existe algun z
en A tal que ¢ () # @2 (), esto es J, (v1) # Jx (p2). Por lo tanto para cualquier 1,92 en K con
p1 # 2, existe J, € J (A) tal que J; (v1) # Jz (p2), es decir J (A) separa los puntos de C (K).
Veamos que J (A) contiene las funciones constantes de C (K). Sea o € R, entonces ae € A, luego

J (ae) € J(A), ademas note que J (ae) es la funcion constante «, pues para algin ¢ € K

[‘] (O‘e)] (30) = Jae (90)
= ¢ (ae)
= ap(e)

= a’
luego J (A) contiene todas las funciones constantes de C (K).

Como J (A) es una subalgebra cerrada de C (K) que contiene las funciones constantes de C (K) y ade-
més separa puntos de K, por el Teorema de Stone-Weierstrass J (A) = C (K), luego J es sobreyectiva.

Por lo tanto el algebra de Banach A es isometricamente isomorfa al algebra C (K).

2.8. Una aplicacién del Teorema de Albiac-Kalton

En esta seccién mostraremos que el espacio de sucesiones acotadas £, es isométricamente isomorfo a

un espacio C (K). Comenzamos probando las siguientes desigualdes de valor absoluto.

Proposicion 2.8.1. Sia,b € R, entonces
(1) |la] = [b]] < la —b],
(ii) |a® — b?| < |a® + b?|.
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Demostracion. (i) Note que b = b — a + a, entonces por la desigualdad triangular

|(b—a)+al <|b—al|+|a
] < [b—al +]al
—[b—al <la| — ]

—la—b| < a| — 0]
Del mismo modo, escribiendo a = a — b + b tenemos que

|(@—b) +b] <|a—0b|+ b
la] <la —b|+ [b]

lal = [b] < fa—b].

Por lo tanto — |a — b| < |a| — |b] < |a — b], lo cual implica que ||a|] — |b]| < |a — b).
(it) Escribiendo a? + b* = a? — (—b?) y utlizando la desigualdad de la parte (i) de este teorema,

tenemos que
a2 = 12] = [[?] - [1?]| = ||a?| = |=#2]] < [a® — (~4%)| = a2+ 12].

O

Ejemplo 2.8.2. El espacio de sucesiones acotadas o, es isométricamente isomorfo a un espacio C (K)

para algin espacio topoldgico Hausdorff y compacto.

En la seccion 2.2 vimos que £ con la norma |z| = sup{|zg|: k € N} es un &algebra de Banach
conmutativa con identidad (la sucesion constante (1) = (1,1,1,...)) donde la multiplicaciéon es el
producto de dos sucesiones definida componente a componente. Si a = (ar),cyn,0 = (bk)peny € Loos
note que ‘az + bz‘ < Ha2 + b2H para todo k € N. Ademas, por la parte (4) de la Proposicion 2.8.1

tenemos que |a7 — b7 | < |a? + b?| para todo k € N, luego
|aj — bi| < ||la® +0%|| VEkeN,

esto es, [|a® 4 b?|| es una cota superior del conjunto {|ai — b%|: k € N}, pero como [|a? — b?|| es la
menor de la cotas superiores para este conjunto, se sigue que ||a2 - b2|| < Ha2 + b2H para a,b € {.
Entonces por el Teorema de Albiac-Kalton ¢, es isométricamente isomorfo a un espacio C (K) para

algiin espacio topologico Hausdorff y compacto K.
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2.9. Algunas Algebras de Banach que no satisfacen la desigual-
dad [[o* — || < [Ja* + 97|

Existen algunas algebras de Banach conmutativas con identidad donde la desigualdad del Teorema de
Albiac-Kalton falla, por esta razon, el objetivo de esta seccion es mostrar dos algebras de Banach de

este tipo.

Ejemplo 2.9.1. La dlgebra de Banach real C(V) [0,1] conmutativa con identidad, con norma
Ifll= sup |f ()| + sup [f"(t)]
0<t<1 0<t<1

y con la multiplicacion usual de funciones (fg) (t) = f (t) g (t) no satisface la desigualdad del Teorema

de Albiac-Kalton.

Si se toma en particular a = e*, b= e~ € C(1) [0, 1], tenemos que Ha2 — sz =3e? +e72, pues

la® =% =

() = ()|
e |

—2z

max |62I - 672m| 4+ méx ‘2629” + 2e
0<z<1 0<z<1

= (62 — 6_2) + (262 + 2@‘2)

=3e2 + 6_2,
ya que méx{|62‘” - e*2$| 0<z < 1} = e?—e~2 (ver Figura 2.2) yméx{|2€2aC +27 2 0< < 1} =

2e? + 2e~2 (ver Figura 2.3).

Figura 2.2: f(z) = €®® — e~ 2 definida en [0, 1]
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Figura 2.3: f(z) = 2¢2* + 2¢72* definida en [0, 1]

I
4 3 2 -1 [0t 2 3 4

Ademas, ||a2 + b2|| = 3e? — e~ 2, pues

Jo? +57) =

@2+ ()
e e
—2z

= mix |€2x + 6721| + mix \26295 — 2e
0<z<1 0<z<1

= (62 + 6_2) + (262 — 26_2)

=3e? —e2,
ya que méx{|62w + 672$| 0< < 1} = e?+e~2 (ver Figura 2.4) yméx{|2€2z —2e7 2. 0< < 1} =
2e? + 2e~2 (ver Figura 2.5).

Figura 2.4: f(z) = €®® + 2¢7 2% definida en [0, 1]
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Figura 2.5: 7 (z) = 2¢2* — 2¢72% definida en [0, 1]

-4

Por lo tanto
2

—e 2 <e”
32 —e 2 <3 +e?

|a® +b?|| < ||a® — b?

)

y asi, la desigualdad del Teorema de Albiac-Kalton falla para la algebra de Banach C(V) [0, 1].

Ejemplo 2.9.2. Sea {1 (Zy) es espacio de las series de potencias Y .., ant" (de coeficientes reales)

donde (ay),—, € l1, con norma

9] 9]
> ant”| = lanl
n=0 n=0

y con la multiplicacion
o0 o0 oo
(o) () = St
n=0 n=0 n=0
en donde

n
Cn =Zakbn_;€ (n=0,1,2,...).
k=0

Entonces {1 (Z4) es un dlgebra de Banach conmutativa con identidad que no satisface la desigualdad

del Teorema de Albiac-Kalton.

Tomando en particular a = 1 — 2t2,b = 2t +t2 € {1 (Z4) tenemos que a? = 1 + 4t? + 4t* y b? =
412 + 413 +t*. Ademas a? + 0% =1+ 43 +5t* y a® — b? = 1 — 8t2 — 4¢3 + 3t*, por lo tanto veamos que
Ha2 + b2|| < Ha2 - b2H, pues

la® + 02| = 1]+ [4] + 5] = 10 < 16 = |1 + |—8| + |—4| + [3] = ||a® — ¥?||
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luego la desigualdad del teorema de Albiac-Kalton falla para el algebra de Banach ¢ (Z,).
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Capitulo 3

Espacios isométricamente inyectivos y

el Teorema de Goodner-Nachbin

En este capitulo estudiamos los espacios isométricamente inyectivos. Queremos determinar cuando
los espacios de funciones continuas C (K) son espacios isométricamente inyectivos, para ello usaremos
algunos resultados de las aplicaciones sublineales. Primero definimos los espacios isométricamente
inyectivos y el orden-completo para los espacios C (K') usando el axioma de completitud en los nimeros
reales, y después demostraremos los teoremas sobre aplicaciones sublineales necesarios para caracterizar

cuando los espacios C (K) son isométricamente inyectivos.

3.1. Espacios isométricamente inyectivos

Consideremos el siguiente problema de extension: supongamos que X e Y son espacios de Banach y
que A es un subespacio cerrado de X. Sea T': A — Y un operador acotado, {podemos extender T" a
un operador lineal acotado T:X — Y ? En esta seccién vamos a definir los espacios de Banach que

permiten dicha extensién y mostraremos un ejemplo de estos espacios.

Definicion 3.1.1. Sean X e Y espacios de Banach, sea A un subespacio cerrado de X y considere
T:A— Y un operador lineal acotado. Diremos que Y es un espacio inyectivo, si exriste un operador
lineal acotado T : X — Y el cual es una extension de T. Ademds, si |T|| = |T||, Y es llamado un

espacto isométricamente inyectivo.

A continuacion, presentamos un ejemplo donde podemos observar que el espacio de Banach /., es

isométricamente inyectivo.
Ejemplo 3.1.2. FEl espacio de las sucesiones acotadas £+, €s un espacio isométricamente inyectivo.
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Para ver que /,, es un espacio isométricamente inyectivo, consideremos un subespacio cerrado A de

un espacio de Banach X, y el operador lineal acotado

T:A— Uy

a— T (a) = (fn(a)),en

donde (fy), oy €s una sucesion en el espacio dual A*. Note que

|7 = sup{[|T"(a)] : @ € Acon |[af| <1}
= sup {[|(fn (a)),Z, ] :a € Acon af| <1}
= sup {sup {|fn (a)] :n €N} :a € Acon [af| <1}
= sup {sup {|f, (a)| s a € Acon |la| <1} :n € N}

= sup {[|fnl :n € N}

Por el Teorema de Hahn-Banach para espacios normados, para cada funcional lineal acotado f,, de A*
existe una extension g, € X* tal que ||f.|| = ||gn|| para todo n € N. Por lo tanto, el operador lineal

acotado

T: X —fly

0o
n=1

¢+ T (z) = (gn (2))
es una extensién de 7. Ademss ||T|| = || T||, pues

IT| = sup{HT(m)H cx € X con |jz|| < 1}

= sup {[[(gn (2))p21 | : © € X con [|lz]| <1}

sup {sup {|gn (z)] :n €N} :z € X con |z| <1}

sup {sup {|g, (z)] : z € X con ||z|| <1} :n € N}

sup {[|gnl| : n € N}

sup {[[full : n € N}
1T}

Luego /., es un espacio isométricamente inyectivo.

3.2. Orden-completo para espacios C (K)

En esta seccion vamos a formalizar la nocion de cota superior minima (supremo) para subconjuntos

del espacio de funciones continuas C (K).
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Definiciéon 3.2.1. Sean A y B subconjuntos no vacios del espacio C (K) tales que f < g para todo
f € Ayg € B. Diremos que C(K) es ordenado-completo, si para cada f en A y g en B, existe
heC(K) tal que f <h <g.

Observacion 3.2.2.

(i) Note que f < g siy sdlo si f(x) < g(x) para todo x € K.

(ii) Si C(K) es ordenado-completo, entonces cualquier subconjunto A de C(K) que tenga una cota
superior, también tiene una cota superior minima la cual denotaremos por sup A, pues como B es el
conjunto de todas las cotas superiores de A, por la definicion 8.2.1 la funcion h (la cual es determinada
de forma inica) es la menor de la cotas superiores de A.

(#1i) La funcion h se define como

h:K —R
x+— h(z) =sup{f(z): feA}

y siempre es una funcion continua. En efecto, sea ¢ > 0 y zg € K, como h = sup{f (z): f € A},

existe un fo € A tal que h — 5 < fo, esto es h < fo + 5, luego
Jfo<h<fot+3, (3.1)
Yy como

Jo—35 < Jo, (3.2)

de (8.1) y (3.2) se sigue que
f07%<h<f0+%a

es decir

|h(x) - f(r)] <5 VrekK. (3.3)

Como fo € A, entonces fo es continua en K, luego existe un § > 0 tal que si x € K con ||z — zg|| < 9,

entonces

|f (&) = f (o) < 5 (3.4)

Por lo tanto, six € K y ||z — ol < 9, entonces (usando (3.3) y (8.4))

|h (2) —h(20)| = |h (%) — fo () + fo (x) — fo (z0) + fo (z0) — h (20)]
< |h(x) = fo (@) +[fo (z) = fo (zo)| + | fo (w0) — h (20)]
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luego h es continua.

(iv) De manera similar, se muestra que el infimo es una funcidn continua.

3.3. Aplicaciones sublineales

El objetivo de esta seccidon es mostrar tres resultados importantes de las aplicaciones sublineales y
aplicaciones sublineales minimales definidas en un subespacio lineal de un espacio de Banach X al
espacio de las funciones continuas C (K). El desarrollo de estos resultados sera fundamental para la
demostracion del teorema principal de este capitulo. Iniciamos estableciendo la definicién de aplicacién

sublineal.

Definicion 3.3.1. Sea A un subespacio lineal de un espacio de Banach X, y sea K un espacio topo-
légico compacto Hausdorff. Una aplicacion V : A — C (K) es llamada sublineal si

(i) V (ax) = aV (x)

(i) V(z+y) <V () +V (y)

para cualquier a > 0 y para todo x,y € A.
Observaciéon 3.3.2 . La propiedad (ii) es conocida con el nombre de subaditividad.

A continuacion presentamos la definiciéon de aplicacion sublineal minimal.

Definicion 3.3.3. Sean X wun espacio de Banach, K un espacio topoldgico compacto Hausdorff y
V: X — C(K) una aplicacion sublineal. Diremos que V es minimal, si no existe una aplicacion

sublineal U : X — C(K) tal que U (z) <V (x) para todo x € X yU # V.

El siguiente resultado permite obtener una nueva aplicacién sublineal a partir de dos aplicaciones

sublineales dadas que verifican una desigualdad adicional.

Teorema 3.3.4. Sean X un espacio de Banach, A un subespacio lineal de X, K un espacio topolégico
compacto Hausdorff; ademds V : X — C(K) y W : A — C(K) son aplicaciones sublineales tales

que W (y) +V (—y) > 0 para todo y € A. Si C (K) es ordenado-completo, entonces la aplicacion

VAW : X —C(K)

rr— VAW (z) =inf{V(x —y)+ W (y) : y € A},
estd bien definida y es sublineal.
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Demostracion. Sean © € X e y € A, entonces como 0 < V (—y) + W (y), si expresamos a —y =

—x + (x —y) y utilizamos la propiedad (i) de la Definicion 3.3.1, tenemos que

0<V (=) +W()=VI-2)+@-yl+W(y <V(-2)+V(r-y)+Wl(y)
0<V(-2)+V(z—y)+Wl(y)

—V(=2)<V(z-y)+W(y),

esto es, —V (—x) es una cota inferior del conjunto de aplicaciones {V (z —y) + W (y) : y € A}. Como

C (K) es ordenado-completo, podemos definir la aplicacion

VAW :X — C(K)
rr— VAW (z) =inf{V(x—y)+ W (y) :y € A},

la cual esté bien definida. Note que V' A W es sublineal, ya que para a > 0

VAW (az) = if {V (az —y) + W () : y € A}
= inf {V (az — az) + W (az) 1 y = az € A}
= fnf {aV (z— 2) + aW (2) : 2 € A}
—amf{V(z—2)+W(z):z€ A}
=aV AW (z),

y para cualquier x,z € X

VAW (z+z2)=nf{V]z+z)—yl+ W(y) :yc A}
=inf{V[(z+2) — 2w+ W (2w) : y =2w € A}

=imf{V[(x—w)+ (z —w)] +2W (w) : w € A}

<inf{V(zr—w)+V(z—w)+2W (w): w e A}
=mf{V@z-w)+V(Ez—-—w+Ww) + W (w):we A}
=if{V(@z-—w)+W(w):we A} +mf{V (z —w)+ W (w) : w e A}

=VAW (z)+V AW (2),

luego VA W es sublineal. O

El préoximo teorema garantiza la existencia de una aplicacién sublineal minimal bajo la condicién de

que el espacio C (K) sea ordenado-completo.
Teorema 3.3.5. Sean X un espacio de Banach, K un espacio topoldgico compacto Hausdorff y V :
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X — C (K) una aplicacion sublineal. Si C (K) es ordenado-completo, existe una aplicacion sublineal

minimal W : X — C (K) tal que W (z) <V (z) para todo z € X.

Demostracion. Definamos el conjunto
S={U:X —C(K)|U essublineal y U (x) <V (z) para todo z € X}.

S es no vacié ya que V € S y ademéas como C (K) es ordenado-completo, S es un conjunto parcialmente

ordenado. Considere ¥ = (U;),.; una cadena en S, entonces para todo x € X e i € [ se tiene

0=U;[z+ (—2)] <U; (z) + U; (—x)

Como cada U; € S, entonces U; (z) < V (z) para todo z € X, luego —U; (—z) <V (z) y asi U, (z) <

V (—x), por lo tanto —V (—z) < U; () para todo x € X, esto es, el conjunto {U; (x):i € I} C C(K)

tiene una cota inferior, y como C (K) es ordenado-completo, la aplicacion

Uy : X — C(K)

x— Inf {U; (z) : i € T}
esta bien definida sobre X. Veamos que Uy es sublineal. Sea o > 0 entonces
Uy (ax) =inf {U; (ax) :i € I} =inf{alU; (z) :i € I} = ainf{U; (z):i € I} = alUy (x),

luego Uy (ax) = aUy (z) para a > 0. Note que para cualquier z,y € X se tiene que Uy (z +y) <
Ui (x+y) ya que Uy (x +y) es el infimo del conjunto {U; (x +y) : ¢ € I}. Ahora, como cada U; es
sublineal , U; (z 4+ y) < U; () + U; (y), luego

Up(z+y) <U(x)+U;(y) Viel. (3.5)

Como ¥ es un conjunto totalmente ordenado, por la propiedad de totalidad para i # j € I se puede
asumir sin pérdida de generalidad que U; < U;. Entonces para cada z € X tenemos que U; (z) < Uj (),

y sumando U; (y) con y € X en ambos lados de esta desigualdad, se obtiene que
Ui(x) + Ui (y) <U; (2) +Uily) Vi#jel, (3.6)

luego de (3.5) y (3.6) se sigue que
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Uy (z +y) <Uj (2) +U; (y)
Uy (z +y) —Uj (z) <U;(y)

para todo i # j € I. Esto es, Uy (x +y) — U; (x) es una cota inferior del conjunto {U; (y) : i # j € I},

pero como Uy (y) es la mayor de las cotas inferiores de este conjunto, entonces

Uy (z +y) = Uj (z) < Uy (y)

Ug (2 +y) = Us (y) < Uj (2)

para todo j # ¢ € I. Si j recorre todo I — {i}, entonces Uy (2 + y) — Uy (y) es una cota inferior del

conjunto {U; (x) : j # i € I}, pero como Uy (z) es la mayor de las cotas inferiores de este conjunto,

Uy (z +y) — Us (y) < Uy (2)

Ug (x+y) <Ug (2) + Uy ()

para todo x,y € X, y por tanto Uy es sublineal. Ademés para cada i € I, Uy (z) < U; (z) < V (z)
para todo « € X, luego Uy € S.

Note que, por como se defini6 la aplicacion Uy, para cada ¢ € I tenemos que Uy (z) < U; (x) para
todo x € X, es decir que Uy es una cota inferior de la cadena (U;),.;, por lo tanto tenemos que S es
un conjunto parcialmente ordenado tal que la cadena (U;),.; tiene una cota inferior Uy € S, entonces
por el Lema de Zorn existe un elemento minimal W : X — C (K) en S, luego W es una aplicacion

minimal. O

Una aplicacion sublineal V' que va del espacio de Banach X en C (K) y que ademés es minimal, resulta

ser lineal como se observa en el siguiente teorema.

Teorema 3.3.6. Sean X un espacio de Banach, K un espacio topoldgico compacto Hausdorff, C (K)
un espacio ordenado-completo y V : X — C (K) una aplicacion sublineal. Si V' es minimal entonces

V' es lineal.

Demostracion. Para x € X, sea (x) su espacio generado. Definamos la aplicacion

W:{zx) — C(K)

Az — W (Ax) = =V (—zx)
donde A € R. Veamos que W es lineal. Para o € R tenemos que
Wia(Ax)] = W[(ad) 2] = —al\V (—z) = a[-AV (—2)] = aW (A\x).
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y si Aiz, Aoz € R entonces

= — ()\1 + )\2) Vv (—.T)
= —)\1‘/ (—$) — /\2V (—.’13)

=W ()\1.%‘) + W ()\21}) s

luego W es lineal.

Note que —AV (—z) > —V (—Ax) para cada A € R, esto es

W (Ax) +V (=Ax) >0 YA € R,

por tanto, como V : X — C(K) y W : (z) — C (K) son aplicaciones sublineales tales que W (Ax) +
V (=Az) > 0 paratodo A € R,y ademés C (K) es ordenado-completo, usando el Teorema 3.3.4 podemos

definir la aplicacion sublineal

VAW : X — C(K)

x— VAW (z) =nf{V (z—Az)+ W (Az) : A € R}.

Ahora, por la minimalidad de V, se tiene que V () < V AW (z) para todo x € X, es decir

Viz) <inf{V (x— A z)+ W (\z): A € R} Vo e X, (3.7)

ademas tomando A = 0 tenemos que

Ve{V(e—-Ax)+W(Ax): A eR}, (3.8)

por lo tanto de (3.7) y (3.8) se sigue que V=V AW.
Como V =V AW, entonces V < W para todo Az € (z), es decir

V (Az) < W (A\x)

esto es, para cada x € X

AV (—z) < =V (Ax) YA eR. (3.9)
Ahora, tomando A = 1 en la desigualdad (3.9) tenemos que
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V(-z) <=V (z) Vo e X. (3.10)

Observe que, por la sublinealidad de V
0=V(@—-—2)<V(x)+V(-2x),

esto es

—V(z) <V (-x) vz € X, (3.11)
por lo tanto de (3.10) y (3.11) concluimos que

V(-z)=-V(x) Vo € X. (3.12)

Finalmente demostremos que V' es lineal.

Por la sublinealidad de V' tenemos que V' (z +y) <V (z) + V (y) para todo z,y € X, ademas

V@)=V +y) -yl <V(z+y) +V(-y)

|4
Vie) <V(et+y) =V(y)  (por3.12)
|4

V) +V(y) <V(r+y),

luego V (z +y) =V (z) + V (y) para todo z,y € X.
Ahora, sean x € X y a € R, entonces si « > 0, de la propiedad (i) de la Definicion 3.3.1

V(ax) = aV (z),

y si @ <0, de (3.12) y de nuevo por la propiedad (i) de la Definicion 3.3.1

luego V es lineal. O

3.4. Teorema de Goodner-Nachbin
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En esta seccién usamos el concepto de orden-completo junto con los teoremas de las aplicaciones
sublineales de las seccion 3.3 para demostrar el Teorema de Goodner-Nachbin, el cual da condiciones

sobre los espacios C (K) para que sean espacios isométricamente inyectivos.

Teorema 3.4.1 (Teorema de Goodner-Nachbin). Sea K un espacio topoldgico compacto Haus-

dorff. Entonces C (K) es isométricamente inyectivo si y sélo si C (K) es ordenado-completo.

Demostracion. Suponga que C (K) es ordenado completo. Sea A un subespacio cerrado de un espacio

de Banach X y sea S un operador lineal acotado con ||S|| =1 definido por

S:A—C(K)

x— S (z)
donde para cada x € A, S (z) es una funcién continua definida por

S(z): K—R
Como ||S|| = 1, note que de la definicion de norma de S obtenemos que

1S (@)

[l

1= sl = sup { zea- (0

—sup { hosup (S @) (] k€ K s A~ (0}
:sup{sup{W:keK} :xeA—{O}}
(BN o) )

]

[[S(x)](K)]

ll=ll

IS@Ik)] < 1

esto es, para cada x € A tenemos que Tl

< 1 para todo k € K. Expresando a
de la forma — ||z|| < [S ()] (k) < ||z|| y multiplicando en los tres miembros de la desigualdad por la

funcién constante 1, € C (K), obtenemos que para cada = € A
=zl - 1x (k) < [S(2)] (k) < [lz]| - 1x (K)

para todo k € K, esto es
=zl 1 < [S (@)] < [l]] - 1. (3.13)

Definamos la aplicacién
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Vo: X — C(K)
Vo (@) = |z - 1«

y veamos que es sublineal. En efecto, para todo o > 0

Vo (ax) = llaz| - 1x = (laf [z]]) - 1 = a (=] - 1) = aVi (z),

ademaés, para todo z,y € X

Vo(z+y) = llz+yll- Lo < lzfl- T + Iyl - 1 = Vo (2) + Vo (y)

por tanto, V; es sublineal.

Note que
Vo (=2) = =zl - 1 = [ [J2] - 1 = [|2]| - 1«
Vo (=) = [l - 1«
Vi (-2 =~ ol 1
luego de la desigualdad (3.13) se sigue que =V, (—z) = — ||z| - 1x < S (x) para todo = € A, es decir

S(x)+Vy(—=x) >0

para todo x € A.
ComoV,: X — C(K)y S:A— C(K) son aplicaciones sublineales tales que S (z) + V, (—z) > 0
para todo x € Ay C(K) es ordenado-completo, por el Teorema 3.3.4 podemos definir sobre X la

aplicacion sublineal V' = V; A S definida por

VX —C(K)
rr— Vi(z)=mf{V,(z —y)+ 5 (y) :y € A}.

Ahora, como V : X — C (K) es sublineal y C (K) es ordenado completo, por el Teorema 3.3.5 existe
una aplicacion sublineal minimal 7 : X — C (K) tal que T (z) < V (z) para todo z € X. Ademés el
Teorema 3.3.6 implica que T es lineal.
Ya que Ty S son lineales, de la minimalidad de T tenemos que para todo x € A

T (-x)
x

—T (z)

IN

S (=z)
—5(x)
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S(z) <T(z),

y como T (z) < S (z) para todo « € A (por la minimalidad de T nuevamente), entonces T (z) = S (z)
para todo = € A, esto es, T |,= S, por tanto T es una extension de S.

Como T (z) = S (x) para todo x € A entonces

IS <7, (3.14)
pues como
1S (@) } {HT(I)H 1T ()|
cx € A—{0}p =3 —" € A-{0}, C<—— 2 X —{0}
{ ] ] ]
entonces g T
sup{” (@)l :xeA—{O}} Ssup{”(x) :a:EX—{O}}
] ]|
IS <171
Ahora, por la minimalidad de T tenemos que T (z) < V, (z) = ||z|| - 1, o sea
T (z) <|z|-1x paratodoz € X. (3.15)
Ademas —T (z) =T (—z) < Vo (—z) = ||—=z| - 1x = ||z|| - 1x, esto es
—|lz|]| - 1x <T(x) paratodox € X, (3.16)

por lo tanto de (3.15) y (3.16) tenemos que — ||z|| - 1x < T () < ||z||- 1, es decir, que para cada z € A
=zl < [T (@)] (k) < |lz]|  para todo k € K,
esto es

]

para todo z € X — {0} y cada k € K, es decir, 1 es cota superior del conjunto

(IO x o kex),

]

pero como el supremo de este conjunto es la menor de las cotas superiores, entonces
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sup{W:xeX—{O},keK}<l. (3.17)

Ademés

sup{HT(m)](k):xeX—{O},keK}

]

sup{”Tlusup{\[T(x) k)| :keK}:zeX - {o}}

— sup { 1T . e X — {o}}

Il

asi, de (3.17) se sigue que ||T|| < 1, y como ||S|| = 1, entonces
1T < ISl (3.18)

Por lo tanto de (3.14) y (3.18) concluimos que ||T|| = ||S]|.

Hemos demostrado que si C (K) es ordenado-completo entonces C (K) es un espacio isométricamente
inyectivo

Reciprocamente, probemos ahora la otra implicacion del Teorema de Goodner-Nachbin. Suponga que
C (K) es un espacio isométricamente inyectivo. Sea £, (K) el espacio de Banach de todos las funciones

acotados sobre K, como C (K) es un subespacio cerrado de £, (K'), considere el operador acotado

T:C(K)— C(K)

s— T (s)=s,

entonces como C (K) es isométricamente inyectivo y C (K) C ¢ (K), existe un operador lineal acotado
P:ly (K) — C(K) el cual es una extension de T tal que | P|| = ||T||. Note que P es una proyeccion,
pues P |¢(xy=T = I, y ademés como 7' tiene norma uno, entonces || P|| = 1.

Demostremos que si b € £, (K) con b > 0 entonces

[P(1x = Ab)[[ <1 para 0< A< g (3.19)

En efecto, si 0 < A < ﬁ entonces 0 < A ||b|| < 2, luego

0<Ap@#))<2 VtekK
) <2 Vte K (por que b > 0)
2< M) <0 VteK
)

S1<1-X(H) <1 WeK
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N—X@t)| <1  VieK

sup |1 = Ab(¢)| <1

teK
[1—Ab[| <1,
esto es
[1x — Ab|| <1, (3.20)
y como
[P (g = A0)|| < [[P[[ |1k — Abf| = [|1x — Ab, (3.21)

de (3.20) y (3.21) se tiene que ||P(1x — Ab)|| <1 para 0 < A < H%\I'
Ahora, P es una aplicacion positiva, esto es, P (b) > 0 siempre que b € £, (K) y b > 0. En efecto, si
b >0 de (3.19) tenemos que ||P (1x — Ab)|| < 1 para 0 < A < ﬁ, luego

sup |P (1x — b)) (¢)| <1
teK

|P(1x —Ab) (1) <1  VteK

por tanto, P es una aplicacioén positiva.
Ahora, sean A y B subconjuntos no vacios de C (K) tales que si f € Ay g € B entonces f < g.

Consideremos la funcion a € £ (K) definida por

a: K —R

t—a(t)=sup{f(t): feA}.

Sea h = P (a), entonces h € C (K). Si f € A entonces f < a, luego
a—f>0
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por tanto

f<h VfeA (3.22)

Ahora, si g € B se tiene que g es cota superior del conjunto {f (¢) : f € A}, pero a es la menor de las

cotas superiores para este conjunto, luego a < g, asi

g—a>0

P(g—a)=0

esto es

h<g VgeB, (3.23)

luego de (3.22) y (3.23) se tiene que f < h < g para todo f € Ay todo g € B. Por lo tanto como A y
B son subconjuntos de C (K) tales que f < g para cada f en Ay g en B, y ademas existe h € C (K)
tal que f < h < g para todo f € A y para todo g € B, tenemos que C (K) es ordenado-completo, y asi

queda demostrado el teorema. O
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4. Conclusiones

© Se presentaron varios conceptos, propiedades y resultados relativos a la Teoria de algebras de
Banach, aspectos que son importantes para el desarrollo de la Teoria de espacios de Banach.
Adicionalmente, se revis6 las definiciones de espacios de estados de un algebra de Banach, el
conjunto de cuadrados de un algebra de Banach y el espacio de todos los estados multiplicativos

de un algebra de Banach y se probaron algunas de sus propiedades.

o Se estudié una generalizacion del Teorema de Neumann para garantizar la existencia de elementos

invertibles en algunas algebras de Banach.

o Se estudio el Teorema de Albiac-Kalton el cual es un criterio para verificar si un algebra de

Banach es isométrico a un espacio C (K).

¢ Se estudio el orden-completo en espacios C (K) y las aplicaciones sublineales en estos espacios y

sus propiedades relacionadas con las aplicaciones lineales y la minimalidad.

¢ Se estudié un método para saber cuando un espacio C (K) es un espacio isométricamente inyectivo

el cual es conocido como el Teorema de Goodner-Nachbin

o Como aplicaciones de los resultados obtenidos sobre una caracterizacion de los espacios C (K) se
probd que el espacio £, es un espacio C (K), asi como también se demostroé que es un espacio

isométricamente inyectivo.
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