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Resumen
Titulo: Tareas que promueven la comprension de los sistemas de ecuaciones lineales bajo
un modelo cognitivo”
Autor: Celin Amparo Libreros Manrique™
Palabras Clave: Sistemas de ecuaciones lineales, tareas, modelo cognitivo
Descripcion:
Este proyecto presenta los resultados de un trabajo de investigacion cuyo propdsito fue
disefar e implementar tareas que promuevan la comprension del concepto de sistemas de
ecuaciones lineales en estudiantes de ultimo afio de la Licenciatura en Matematicas de una
universidad publica de Colombia. El disefio de las tareas se orientd a partir del modelo
cognitivo (descomposicion genética) propuesto por Oliveros (2018). El método esta guiado
por la adaptacion entre la primera y tercera componente del ciclo de investigacion de la teoria
APOE,; alli se plantean cuatro tareas basadas en diversas investigaciones para la ensefanza-
aprendizaje del concepto Sistemas de Ecuaciones Lineales (SEL) bajo el enfoque de la teoria
APOE. Finalmente, los resultados muestran cémo influye el contexto, preguntas y conceptos
involucrados en las tareas a la construccion de las estructuras y mecanismos presentes en los
estudiantes y la comprension del concepto sistemas de ecuaciones lineales en este nivel

académico.
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Abstract
Title: Tasks that promote understanding of linear equation systems under a cognitive model”
Author: Celin Amparo Libreros Manrique™
Key Words: Linear equation systems, tasks, cognitive model
Description:
This project presents the results of a research study whose purpose was to design and implement
tasks that promote understanding of the concept of linear equation systems in final-year students
of the Bachelor of Mathematics program at a public university in Colombia. The design of the
tasks was based on the cognitive model (genetic decomposition) proposed by Oliveros (2018). The
method is guided by the adaptation between the first and third components of the APOS theory
research cycle, which proposes four tasks based on various studies for teaching and learning the
concept of linear equation systems (LES) using the APOS theory approach. Finally, the results
show how the context, questions, and concepts involved in the tasks influence the construction of
structures and mechanisms present in students and the understanding of the concept of linear

equation systems at this academic level.

" Thesis
** Science Faculty. Mathematics School. Bachelor’s degree in Mathematics. Director: Solange
Roa Fuentes. Doctor of Science in Educational Mathematics.
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Introduccion

El Algebra lineal es un area que tiene una amplia gama de aplicaciones en otras areas,
dentro y fuera de las matematicas; algunas son: en analisis funcional, ecuaciones diferenciales,
investigacion de operaciones, graficas por computadora, ingenieria, quimica, etc. (Gonzalez,
2011). Por ejemplo, Trejo y Camarena (2011) presentan una vinculacion entre el algebra lineal y
la quimica; en particular, una operacion de mezclado de sustancias quimicas azucaradas con una
concentracion porcentual, que se modela mediante Sistemas de Ecuaciones Lineales. Por tanto, los
Sistemas de Ecuaciones Lineales son una herramienta que sirve para abordar conceptos
fundamentales del Algebra Lineal como: espacio vectorial, combinacién lineal, Base,
transformaciones lineales, vectores y valores propios, etc. (Oliveros, 2018; Rozas-Torres et al.,
2024).

Como sefialan Rodriguez et al. (2022) la ensefianza y aprendizaje de los SEL ha sido
motivo de variadas investigaciones, algunas de estas enfocadas en las concepciones que tienen los
estudiantes al resolverlos (Borja, 2015; Rozas-Torres et al., 2024; DeVries y Arnon, 2004;
Manzanero, 2007; Ochoviet, 2009; Rodriguez et al., 2019). Por consiguiente, consideramos que
este estudio permite evidenciar el aprendizaje de los estudiantes de manera cognitiva sobre el
concepto de Sistemas de Ecuaciones Lineales y ademas proporciona informacion para realizar
recomendaciones sobre la ensefianza de este concepto.

Bajo este contexto, esta investigacion busca disefar tareas que promuevan la comprension
del concepto Sistemas de Ecuaciones Lineales a partir de un modelo cognitivo a estudiantes de
Licenciatura en Matematicas, pues como menciona Dominguez (2016) citada por Osorio (2021)

una propuesta basada en una descomposicion genética de la teoria APOE es viable y de ella se
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pueden construir nuevas propuestas didacticas para la mejora de la ensefianza y aprendizaje de
conceptos matematicos y ser implementada en la institucion educativa que se desee.

A continuacion, se presenta una breve descripcion del desarrollo de la investigacion: En el
Capitulo 1 se realiza una revision bibliografica de diferentes investigaciones que se consideran
como antecedentes importantes por la tematica que abordan y la relacion con el presente trabajo
brindando informaciéon importante y resultados que ayudan a guiar el concepto que se decidio
estudiar. El Capitulo 2 explica la motivaciéon para realizar esta investigacion, a través del
planteamiento del problema; se determina la pregunta de investigacion y el objetivo que da
respuesta de esta. En el Capitulo 3 se hace un recorrido de la Teoria APOE y su Ciclo de
investigacion. En el Capitulo 4 se expone el método, guiado por la interaccion entre la primera
(modelo cognitivo presentado por Oliveros (2018)) y tercer componente del ciclo APOE. En el
Capitulo 5 se justifica la eleccion de las tareas, su descripcion, y analisis a priori, dando paso a los

resultados y analisis de los mismos. Finalmente, el Capitulo 6 da a conocer las conclusiones.

1. Antecedentes

En este capitulo se presentan algunos resultados sobre la construccion del concepto
Sistemas de Ecuaciones Lineales y en varios casos de su conjunto solucion, desde diferentes
perspectivas en Educacion Matematica. Sefialando concepciones previas, dificultades, propuestas
de ensefianza y estudios basados en la teoria APOE, con la finalidad de reflexionar y revisar

sugerencias que sirvan de guia para la presente investigacion.

El estudio exploratorio de Rozas-Torres et al. (2024) se enfoca en identificar las

concepciones previas que tienen los estudiantes de Ingenieria de primer afo de universidad que
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cursan Algebra Lineal respecto a los conceptos de ecuacion lineal y sistemas de ecuaciones lineales
especificamente de dos incognitas, siendo un punto de partida para la ensefianza de los SEL de
m X n. El cuestionario aplicado contenia preguntas sobre la representacion grafica de una ecuacion
lineal con dos incognitas y de un SEL de 3 X 2, la cantidad de soluciones de una ecuacién lineal
y de un SEL, una solucion particular de un SEL y lo qué entienden por solucién de un SEL.

Una de las tareas propuestas pedia graficar en GeoGebra un SEL 3 X 2 dado, junto con las
preguntas ;Cuantas soluciones tienen el sistema de ecuaciones lineales? ;Por qué? con el objetivo
de identificar las concepciones que tienen los estudiantes sobre las soluciones de un SEL de 3 X 2
representado graficamente desde los modos de pensamiento de Sierpinska (2000). Las
concepciones que surgieron de esta tarea fueron: El SEL no tiene soluciones porque no hay un
punto de interseccion entre las rectas, contrario a, el SEL tiene solucion porque hay tres puntos de
interseccion. Como indica Rozas-Torres et al. (2024) la mayoria de los estudiantes tienen una
concepcion correcta (primera concepcion), pues son capaces de establecer una relacion entre los
puntos de las tres rectas involucradas (modo sintético-geométrico) y las soluciones de las
ecuaciones correspondientes al SEL, al afirmar que, en este caso, la interseccion representa el
punto en el que se cumple la igualdad en las tres ecuaciones a la vez (modo analitico-aritmético).
Predominan las concepciones erroneas en cuando a la cantidad de soluciones que tiene una
ecuacion lineal y con ello la cantidad de soluciones que puede tener un SEL con dos incégnitas,
pues de acuerdo con Oktag (2018) citado por Rozas-Torres et al. (2024), Anaya-Puebla (2020) y
Ochoviet (2009) las concepciones que tengan los estudiantes sobre las soluciones de una ecuacion
lineal influenciaran las concepciones que tengan para un SEL.

Rozas-Torres et al. (2024) sugieren que antes de trabajar con el contenido de SEL de

m X n, es fundamental plantear actividades a los estudiantes que les permitan visualizar
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geométricamente una ecuacion lineal con dos y tres incognitas. Esto puede facilitar la comprension
de que las soluciones de una ecuacion lineal son un par ordenado o una tripleta que satisface la
ecuacion, vista como un punto en el plano o espacio que se define en la recta o el plano. También
recomiendan disefar actividades con applets donde los estudiantes tengan la oportunidad de
representar analitica y geométricamente un SEL y su conjunto solucion. Todo esto puede
contribuir al transito entre el modo sintético-geométrico y el analitico-aritmético, para con ello

fomentar el desarrollo del modo analitico-estructural.

El conocimiento de los errores cometidos por los estudiantes frente a problemas que
involucran Sistemas de Ecuaciones Lineales sirve como herramienta para elaborar estrategias que
ayudan a evitar dichas dificultades. Es por eso, que Tripoli et al. (2023) presenta una investigacion
que se centra en dificultades relacionadas con la definicion de sistemas de ecuaciones lineales, en
qué caso corresponde plantearlos, como resolverlos o qué es y qué representa graficamente la
solucién de los mismos.

El estudio se realizdo con estudiantes de diferentes especialidades de ingenieria que
cursaban ‘Matematica A’ que corresponde a una introduccion al célculo y al 4lgebra, con temas
como: la determinacion de un vector perpendicular a otros dos; problemas que involucran rectas y
planos; busqueda de puntos criticos en funciones de varias variables u optimizacion utilizando el
método de Multiplicadores de Lagrange. Donde se concluye que las dificultades respecto a los
SEL obstaculizan el aprendizaje de estos temas nuevos y especificos del curso. (Tripoli et al.,
2023).

A continuacion, se presenta uno de los ejercicios planteados en dicha investigacion:

x—y=1

2x—2y =2 El objetivo

“Determina, si es que existe, la solucion del sistema de ecuaciones {
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principal es determinar las estrategias para resolver el sistema dado; interpretar la identidad del
tipo 0 = 0 o bien un absurdo; y en caso de que el sistema sea compatible indeterminado,
determinar su conjunto solucion. Los estudiantes no presentaron inconvenientes al resolver el
sistema, pero tuvieron errores en las operaciones; las mayores dificultades se evidenciaron en la
interpretacion dada la identidad del tipo 0 = 0. Aquellos que concluyeron correctamente la
naturaleza de la solucion, presentaban dificultad en determinar y describir el conjunto solucion.

Durante la discusion de los resultados Tripoli et al. (2023) observan que los estudiantes no
pueden reconocer (sin hacer calculos) que un par ordenado nunca puede ser solucion de un sistema
de tres incognitas y, posteriormente, confunden R? con el plano xy en R3. Ademas, se evidencia
que no tienen en cuenta que la solucion del sistema debe satisfacer todas y cada una de las
ecuaciones que lo conforman. Al presentarles tres rectas correspondientes a tres ecuaciones de dos
variables que se estan intersecando dos a dos, los estudiantes concluyeron que tenia tres puntos
solucidn; este error se presenta dado que los estudiantes trabajan por lo general con sistemas 2 X 2
y asocian su solucidn con el punto interseccion entre dos rectas.

Tripoli et al. (2023) plantean la necesidad de resaltar el significado de la solucion de un
sistema como en la interpretacion de resultados luego de resolver el mismo. De igual forma
profundizar la interpretacion de la correspondencia entre la representacion grafica y la algebraica,
tanto en identificar una solucién, como en plantear un sistema a partir de un grafico dado.

Por otro lado, Ochoviet (2009) identifica y analiza dificultades presentadas por los
estudiantes con los SEL de dos incdgnitas y su conjunto solucion; el estudio exploratorio se aplicd
a estudiantes de Bachillerato y de profesorado de matematica, desde los que estudian por primera

vez sistemas de ecuaciones, hasta quienes tenian una amplia experiencia con este concepto. Esto
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con el fin de proponer una secuencia de ensefianza del concepto para estudiantes de Bachillerato,
considerado como la puerta de entrada al Algebra Lineal.

Ochoviet (2009) afirma que cuando se presenta a un estudiante la forma algebraica de un

x+y=2
sistema 3 X 2 como {x —y = —8 donde se pide que resuelvan el sistema de ecuaciones y
xX+2y=4

describan su conjunto solucidn, los estudiantes verifican que el par de nimeros ordenados obtenido
en dos de las ecuaciones se valide en la ecuacion restante. A diferencia de la forma gréfica de
sistemas 3 X 2, donde hay tres rectas que se intersecan dos a dos, o un sistema 4 X 2, aqui los
estudiantes no logran transitar entre el modo analitico-aritmético y el modo sintético-geométrico,
e interpretan cada punto de corte como una solucion del sistema.

En general los problemas presentados geométricamente implican respuestas directas y
evidentes, lo que evita un andlisis que implique otro modo de pensar; como sefiala Sierpinska
(2000) citado en Oliveros (2018), que los objetos matematicos adquieren diferentes
representaciones en la mente de los estudiantes, cuando estan en distintos modos de pensamiento
ya sea analitico, aritmético o geométrico. Asi, al pensar en los SEL y su solucion en diferentes
modos permitird a los estudiantes interiorizarlos y adquirir una comprension mas profunda de ellos

(Ochoviet, 2009).

Por otro lado, tenemos a Segura (2004) que construye y aplica una secuencia didéactica que
facilita el aprendizaje y solucion de Sistemas de Ecuaciones Lineales, articulando diferentes
registros de representacion semiotica y el pasaje entre ellos; permitiendo que los estudiantes

interactien con la secuencia y gestionen con sentido el objeto Sistema de Ecuaciones.
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En el disefio de las actividades, Segura (2004) utiliz6 los registros verbal, grafico y
algebraico, donde integra los SEL con conjunto solucion unitario, vacio o infinito. Un ejemplo de
estas situaciones inicia con una representacion en un registro verbal, donde se pedia a los
estudiantes escribir detalladamente un SEL, o al considerar una representacion dada en un registro
grafico, donde disponen las ecuaciones de las rectas dadas.

Posterior a la experimentacion con la secuencia, Segura (2004) observo que quedaron
subsanados algunos fendmenos como la desarticulacion entre los sistemas de ecuaciones lineales
y su solucion; esto se logré a partir de la solucion del sistema y al generar las ecuaciones lineales
que tuvieran esa solucion. De esta forma los alumnos son los que deciden que dicho sistema tenga
esa solucion, lo que afirma la articulacion. La secuencia no asocia el objeto Sistemas de Ecuaciones

Lineales con los métodos de solucion, lo que evita que confundan el objeto con los algoritmos.

En la investigacion de DeVries y Arnon (2004) estudian el concepto de solucion de un
sistema de ecuaciones, donde presentan un cuestionario estructurado, a estudiantes de licenciatura
que ya habian desarrollado un curso de Algebra Lineal. Las respuestas dieron poca informacién
de la construccion que los alumnos habian hecho sobre la comprension del concepto solucion de
una ecuacion (y/o sistemas de ecuaciones), pero fue de vital importancia para tener una idea de las
diversas comprensiones del concepto.

Un ejemplo de las preguntas del primer cuestionario es: “;Cudl es la solucion de esta
ecuacion (;como se ve?)? 3x; + 2x, — x3 + x4 = 5 ;Cudntas soluciones tiene la ecuacion? ;La
suma de dos soluciones también es una solucion? ;Qué pasa con una multiplicacion por un
escalar?” Segun los resultados de las preguntas del primer cuestionario, era evidente que la

mayoria de los estudiantes confundia el concepto de solucién con resolucion, pues desarrollaron
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dicho concepto desde la accion de resolver el sistema de ecuaciones, en lugar de la accion de
sustitucion (algoritmos). Como menciona DeVries y Arnon, (2004) estos algoritmos son dificiles
de interiorizar, y obstaculiza la prediccion de la forma de la solucion sin llegar a calcularla. En
términos de la teoria APOE los estudiantes se encuentran en el nivel Accion del concepto solucion
como resolucion, luego, tienden a resolver de manera mecanica cuando se les pregunta por las
soluciones.

El andlisis de las respuestas lleva a DeVries y Arnon (2004) a sugerir un protocolo
mejorado para la entrevista, una version inicial de una descomposicion genética para la solucion y
una propuesta de secuencia didactica. La secuencia de aprendizaje sugerida estaba dividida
dependiendo de las estructuras que se querian desarrollar, por ejemplo, para el nivel Accion
trabajar el concepto de ecuacion incluido el concepto de solucion de una ecuacion, cuya intencion
es desarrollar la capacidad de identificar las dos funciones (sistema 2 X 2) con sus respectivos
dominios y codominios, donde la solucion es un elemento del dominio y cuya sustitucion da una
proposicion verdadera. El nuevo cuestionario, permitia realizar sustituciones y argumentacion
sobre la o las posibles soluciones; se considera el siguiente sistema de ecuaciones: 3x; + 2x, —
x3 = 0; x4 — x, + x3 = 0. Se pregunto por la solucion dadas algunas ternas; si el sistema tenia
mas de una solucién; ademads, si podia encontrar el conjunto solucidon directamente, y
caracteristicas del conjunto solucion del sistema como si la suma de dos soluciones o el multiplo
escalar de una solucién es solucion y justificar por qué si o por qué no en cada interrogante.

En cuanto al nivel Proceso DeVries y Arnon (2004) sugieren que se debe enseiar a los
estudiantes a identificar las funciones, sus dominios, codominios y descripciones de posibles
soluciones y no soluciones, sin tener elementos para sustituir. Con el fin de avanzar hacia el nivel

Objeto del concepto de solucion de una ecuacion o SEL, en el cudl recomiendan trabajar con
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conjuntos finitos. Asi cuando se les presente un sistema de ecuaciones sobre conjuntos infinitos,
vean necesarios otros métodos y no solo la sustitucion, pues la verificacion uno a uno de los
elementos del conjunto es casi imposible. Ademas, aprender a resolver algoritmos incluira la

comprension de lo que hace el algoritmo. (DeVries y Arnon, 2004).

Por otro lado, tenemos la investigacion de Anaya-Puebla (2020) que contiene un ambiente
virtual de aprendizaje basado en un disefio instruccional fundamentado en la descomposicion
genética (DG) de Borja (2015) cuyo eje principal era incorporar la tecnologia a un disefo, lo que
permite el desarrollo de nuevos entornos. La investigacion se realizd con un grupo de Ingenieria
en Biotecnologia que repitieron el curso de Algebra Lineal; en esta se integra el modelo 3 Usos de
la Variable, que corresponden a usos comunes de las variables (incognita, nimero general y
relacion funcional) (Ursini et al., 2016 citado en Anaya-Puebla, 2020) y la teoria APOE para la
ensefianza del concepto de Conjunto Solucion de un Sistema de Ecuaciones Lineales. Anaya-
Puebla (2020) desarroll6 una revision de literatura y andlisis de la DG de Borja (2015) con el fin
de identificar construcciones mentales necesarias para promover la comprension de conceptos
como Sistemas de Ecuaciones Lineales (SEL) y su Conjunto Solucién (CS); siguid con el disefno
de actividades y construccion del ambiente virtual junto con un pilotaje para detectar dificultades
en las tareas y applets, que dio paso a la implementacion de cinco tareas finales. Una de las tareas
del disefio final presentaba la representacion grafica de seis sistemas de ecuaciones lineales en R?
(ver Figura 1) junto con la pregunta: ;Cudntas soluciones tiene cada uno de los sistemas de

ecuaciones lineales anteriores?
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Figura 1

Representaciones graficas SEL en R?.
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Nota. Disefio del instrumento de evaluacion, Tarea 2. Tomada de Ambiente Virtual de Aprendizaje para
la construccion del concepto sistema de ecuaciones lineales fundamentado en la teoria APOE (p.53) por
Anaya-Puebla, 2020.

De acuerdo con Anaya-Puebla (2020) esta tarea permite evidenciar las siguientes
estructuras cognitivas: el estudiante que se encuentre en una concepcion Accion del concepto SEL
considera cada una de las intersecciones de las rectas como posible solucion del sistema,
considerando la solucion tnica en un sistema 2 X 2,y en el caso de sistemas m > n el estudiante
debe reflexionar si cada una de las intersecciones, como pareja ordenada, forma parte del conjunto
solucion de todas las ecuaciones que conforman el sistema. Luego, debera coordinar el Proceso en
el cual determine que una solucidén que esta en un conjunto solucidn, pero no en los demas, no es
solucion del conjunto de todas las ecuaciones, con solo la informacion de las representaciones

gréaficas (Anaya-Puebla, 2020).
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Finalmente, Anaya-Puebla (2020) describe que para que el estudiante logre una concepcion
Objeto del concepto Sistemas de Ecuaciones Lineales en el caso de la tarea anterior; en el registro
grafico debe verificar si cada una de las intersecciones es una solucion del sistema, donde
desencapsula el sistema y analiza en cada una de las ecuaciones que lo conforman. Si esa
interseccion pertenece al conjunto solucion de dicha ecuacion lineal o no, luego concluye si el SEL
es inconsistente o consistente y cuantas soluciones tiene. Para Borja (2015) citado por Anaya-
Puebla (2020) la concepcidon Objeto del concepto Sistemas de Ecuaciones Lineales supone operar
con y sobre el sistema de ecuaciones lineales de la manera que lo requiera, bien sea para construir
sistemas de ecuaciones lineales equivalentes o encontrar la solucion al sistema. Se menciona que
algunos de los errores que se presentaron parten de la dificultad con el objeto matematico de
Ecuacion Lineal y por tanto se les dificulta a los estudiantes enfrentarse a la ecuacion vectorial;
luego, solo un estudiante evidencid todas las estructuras cognitivas hasta lograr una concepcion
Objeto del concepto CS-SEL. La investigacion concluye que a pesar de que los estudiantes podian
resolver sistemas de ecuaciones lineales mediante distintos algoritmos, no significa que tengan una

comprension del concepto Sistemas de Ecuaciones Lineales. (Anaya-Puebla, 2020).

Por su parte el trabajo de Manzanero (2007) se realizo con un curso de Algebra para
ingenieria III, donde se observo y aplicd una entrevista para determinar qué construcciones
mentales lograron los estudiantes respecto al concepto de Conjunto Solucidon de Sistemas de
Ecuaciones Lineales a partir de una adaptacion a la descomposicion genética del grupo RUMEC

presentada en la Figura 2.
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Figura 2

Descomposicion genética del concepto SEL.
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Nota. Descomposicion genética del concepto Sistemas de Ecuaciones Lineales. Tomada de Sistemas de
Ecuaciones Lineales: Una perspectiva desde la teoria APOE (p.23) por Manzanero, 2007.

La entrevista contenia tres preguntas que motivaban a acciones de sustitucion de elementos
en ecuaciones o sistema de ecuaciones. Por ejemplo, “Dado el sistema de ecuaciones 2x +y = 6
(son los pares ordenados (1,4), (3,1) ¥ (2,2) soluciones del sistema?” Este tipo de preguntas fue
relevante ya que Manzanero (2007) determin6 que todos a excepcion un estudiante entrevistado,
lograban realizar acciones de sustitucion al sistema y ecuaciones dadas, con el fin de verificar si

4x —y =5

dx—y=0" 5

los puntos eran solucion o no. En cuanto al sistema de ecuaciones dado {

preguntaba si las duplas (0, —5), (1,4) y (0,0) eran solucion del sistema, su conjunto solucion y
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la cantidad de elementos de este, junto con la representacion grafica del sistema y con ello la
visualizacion de su conjunto solucion. Esta pregunta permitia evidenciar una concepcion Proceso
en la solucidon de un sistema de ecuaciones, pues los estudiantes no recurrieron a la sustitucion de
puntos para afirmar que el sistema no tenia solucion.

A partir del analisis a posteriori de cada entrevistado por Manzanero (2007) solo dos de los
seis estudiantes entrevistados lograron coordinar los Procesos de funcion y ecuacion, abriendo
paso al Proceso solucion para una ecuacion o sistema dado; los otros estudiantes no lograron la
interiorizacion de sus acciones en un proceso solucion, pues necesitaban una expresion algebraica
para cada variable con el fin de expresar el conjunto solucion. Para el primer grupo de estudiantes
se determin6 una concepcion Proceso del concepto Conjunto Solucion de Sistemas de Ecuaciones
(con dos incognitas); y el siguiente grupo se encontraba en una concepcion Accion del concepto
Conjunto Solucién de una Ecuaciéon o Sistema de Ecuaciones. Algunos de los estudiantes no
lograban graficar e interpretar las ecuaciones y su conjunto solucion, lo que dificultaba la
coordinacion de la representacion algebraica con la representacion geométrica del conjunto
solucion de un sistema. Ademas, se presentaron dificultades al resolver problemas de sistemas de
ecuaciones equivalentes que involucraban parametros, pues el trabajo con parametros requiere de
la construccion de una concepcidon Proceso para ser resueltos correctamente (Manzanero, 2007).

Manzanero (2007) considera que la descomposicion genética resulta viable para explicar
las construcciones mentales de los estudiantes, aunque por los resultados obtenidos hace necesaria
modificaciones para mejorarla. Como ningun estudiante evidencié una concepcion Objeto del
concepto Conjunto Solucidn y solo algunos construyeron la concepcion de Proceso de solucion,
especificamente en sistemas de tres variables, es conveniente incluir los conceptos previos de

variable y pardmetro presentados como una estructura Proceso. Finalmente sugiere que la
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representacion geométrica de los conjuntos solucion de las ecuaciones lineales o de los sistemas
de ecuaciones lineales deben construirse al tiempo con el concepto de Conjunto Solucion, asi
cuando se coordinen, brinden una mejor comprension del concepto de Sistemas de Ecuaciones y

construyan una estructura Objeto de este.

Otra investigacion relevante es la de Rodriguez et al. (2019) que propone una
descomposicion genética para el Conjunto Solucion de Sistemas de Ecuaciones Lineales con dos
incognitas (sistemas n X 2), mediante un transito entre sistemas homogéneos y no homogéneos,
en un entorno geométrico-cartesiano. En esta investigacion la aplicacion se realizd con estudiantes
de formacion inicial del profesorado de matematica en una universidad chilena y la seleccion de
entrevistados se desarrolla mediante estadistica implicativa; se realizo un cuestionario, un analisis
de este y una entrevista final. Una de las preguntas para la entrevista propone cuatro sistemas de
ecuaciones lineales, determinar el conjunto solucion y argumentar los resultados; por ejemplo, esta

2x+y =0

3x+5y =0 que permite al estudiante la coordinacion de procesos relacionados con

el sistema {

la interseccion de rectas. Asi puede desarrollar una construccion Objeto del conjunto solucion de
un SEL 2 X 2 homogéneo, pues es evidente que los coeficientes de las ecuaciones no son
proporcionales y, por tanto, el sistema tiene solucion unica, luego al ser un sistema de ecuaciones
homogéneo la solucion es el punto (0,0).

De manera general Rodriguez et al. (2019) afirman que para que el estudiante construya el
Proceso coeficientes proporcionales es suficiente coordinar los procesos: rectas paralelas con
ecuacion general de una recta. Utilizando la comparacidon de los respectivos coeficientes de un
SEL homogéneo, como mecanismo de coordinacion. Luego, coordinar el Proceso recta vectorial

con el Proceso recta afin para construir el Proceso solucion de un SEL no homogéneo. Esto dado
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que la construccion de Proceso solucion de sistemas n X 2 requiere el concepto previo de la
coordinacién entre el Proceso solucion de un SEL y el Proceso eliminacién de ecuaciones. Los
principales resultados de esta investigacion evidencian incomprension del concepto solucion de
un sistema; dificultades para relacionar aspectos geométricos con algebraicos y sugerir nuevas
estrategias para el caso de sistemas de tres 0 mas ecuaciones lineales. Por tanto, la descomposicion
genética propuesta debia cambiar la direccion general, es decir, no apoyarse en un sistema

homogéneo para resolver uno no homogéneo (Rodriguez et al., 2019).

Por otro lado, Oliveros (2018) realiza una investigacion enfocada en el estudio de la
ensenanza y el aprendizaje de los Sistemas de Ecuaciones Lineales y su Conjunto Solucion en
estudiantes de Matematicas que cursaban por primera vez un curso de Algebra Lineal. Dicha
investigacion estudia como los sistemas de ecuaciones lineales van evolucionando en la medida
en que se desarrolla un curso de Algebra Lineal. Para esto la investigadora recoge informacion
sobre los SEL asociados a conceptos como: combinacion lineal, dependencia e independencia
lineal, conjunto generador y base. Las construcciones y relaciones entre ellas se presentan en
términos de la teoria APOE. Para esto Oliveros (2018) desarroll6 un analisis teérico, donde estudia
diferentes libros de texto, haciendo una revision global del contenido y la forma como abordan el
concepto de SEL; éste es muy detallado en el andlisis de como se involucran los demds conceptos
con el estudio de los SEL. Luego realiza una descomposicién genética hipotética del concepto
Sistemas de Ecuaciones Lineales y aplica una prueba diagnoéstica inicial, ocho sesiones de clase y
una prueba diagnostica final.

En la prueba final se presenta la siguiente pregunta: “Sean u, v, w tres vectores en el espacio

R3, u=(1,-3,0),v=(1,—-1,1),w = (0,2,1); a) (Estos puntos son colineales? ;Por qué?
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(Estos vectores son linealmente dependientes o linealmente independientes? ;Por qué?; b) ;Qué
generan estos vectores?”. En general este problema muestra la relacion entre la combinacion lineal,
la independencia o dependencia lineal y espacio generado, donde los SEL resultan un concepto
fundamental para la determinacion y descripcion de los conceptos involucrados. Oliveros (2018)
establece que para este problema el estudiante logra una concepcion Accion del concepto SEL al
reducir la matriz asociada al sistema y va en busqueda de su solucion; aquel estudiante que
reflexione sobre el resultado de la matriz reducida, es decir, al obtener una fila de ceros, logra
comprender que el sistema tiene infinitas soluciones (no solo la trivial), lo que implica que los
vectores son linealmente dependientes y al obtener 0 = 3x + y — 2z entienda que los vectores
generan un plano (el conjunto de vectores que satisfacen esa ecuacion), no todo R3. Esto evidencia
una concepcidn objeto de combinacion lineal y como ya se menciono una concepcion Proceso del
concepto SEL. La autora interpreta este resultado de la coordinacion entre los procesos de SEL,
usando representacion matricial y vector. A partir de los resultados obtenidos en la entrevista se
evidencié que las formas algebraicas predominaron frente a las formas geométricas, aunque se
reconoce la importancia de ambas para la construccion conceptual de los Sistemas de Ecuaciones
Lineales, lo que lleva a una descomposicion genética refinada. Oliveros (2018) resalta que el
estudio de los SEL debe iniciarse desde su naturaleza, es decir, como conjunto de ecuaciones
lineales. Por ejemplo, al realizar operaciones elementales a una matriz del sistema, es necesario
estructurar que la multiplicacion por un escalar a una ecuaciéon o la suma de ecuaciones no altera
el conjunto solucidn, y si permite una descripcion mas directa de la solucion. Por otro lado, las
construcciones que realizaron los estudiantes sobre los SEL, relacionado con la combinacion
lineal, dependencia e independencia lineal, conjunto generador y base, tuvo una diversidad de

argumentos de tipo matricial en relacion con los determinantes. Oliveros (2018) identifica un
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estado intermedio entre las estructuras Accion y Proceso, caracterizado por la manipulacion de
elementos sin una reflexion profunda sobre el significado de solucion del sistema; esto dado que
los estudiantes a menudo interpretaban la solucion como una simple igualdad sin mayor
explicacion. Aunque no se evidencio la encapsulacion del Proceso SEL construido, tal vez porque
los problemas planteados no exigian una concepcion mas alld de Proceso para dar solucion, se da
una descripcion del Esquema de SEL, determinado por relaciones conscientes con los conceptos:
Combinacién Lineal, Dependencia e Independencia Lineal, Conjunto generador y Base.
Distinguiendo entre un Nivel Intra (construcciones del SEL en si mismo) y un Nivel Inter (creacion
de relaciones entre el SEL y otros conceptos), donde el concepto SEL funciona como una

herramienta para la solucion de problemas (Oliveros, 2018).

Los antecedentes revisados evidencian que, actualmente existen multiples estudios que
abordan las concepciones, dificultades y estrategias de ensefianza sobre el concepto de Sistemas
de Ecuaciones Lineales (SEL), aunque persisten vacios significativos en la comprension
conceptual en estudiantes de diversas disciplinas. Se han disefiado propuestas didacticas y entornos
de aprendizaje que aportan elementos valiosos, estos estudios coinciden en sefialar limitaciones y
carencias de estrategias que favorezcan un desarrollo sistematico de los conceptos y promuevan la
construccion de significados mas profundos. Este panorama abre paso a la necesidad de una
investigacion orientada al disefio de tareas sustentadas en un modelo cognitivo, con el fin de
superar las limitaciones detectadas en estudios previos y contribuir al desarrollo de una

comprension mas profunda de los SEL en estudiantes de Licenciatura en Matematicas.

2. Planteamiento del problema
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Actualmente en el sistema educativo colombiano el concepto Sistemas de Ecuaciones
Lineales se aborda desde la educacion secundaria (9° grado) y en general en los ciclos basicos de
los programas universitarios donde se busca desarrollar formas més generales de pensamiento. En
la educacién secundaria se enfoca en los métodos de solucion: sustitucidon, eliminacion y
reduccion, lo que ocasiona que cuando los estudiantes ingresan a la universidad se limiten a aplicar
algin método de solucion al enfrentarse con problemas que involucren sistemas de ecuaciones
lineales y no verifican la solucidn o cuestionarse sobre el origen de las ecuaciones.

Como menciona Osorio (2021) el proceso de ensefianza en matematicas se ha convertido
en un recetario, al inicio una explicacion tedrica del concepto, luego una sencilla ejemplificacion
y ejercitacion, y para finalizar la aplicacion del concepto. Donde los dos tltimos momentos son
similares al ejemplo que se presente con anterioridad, lo que condiciona el pensamiento
matematico del estudiante y abre campo a un aprendizaje mecénico.

A raiz de lo anterior, se reportan algunos trabajos (Ochoviet, 2009; Ramirez, 2008; Ardila
y Montafiez, 2010; presentados por Ramos y Ordosgoitia, 2011) donde sefialan que la manera
tradicional en la que se desarrolla la tematica, haciendo énfasis en los métodos de solucion de un
sistema de ecuaciones lineales genera aprendizajes erroneos sobre el sistema de ecuaciones y su
solucion. Es decir, surge una desarticulacion entre el objeto sistema de ecuaciones lineales y su
conjunto solucion (Panizza et al., 1995; citado en Segura, 2004) llevandolos a la mecanizacion y
falta de significado de la solucion. (Gonzalez, 2011).

Por su parte, Rodriguez et al. (2022) sefiala que la ensefianza del 4lgebra y en particular de
los SEL, se dificulta por la arraigada costumbre de centrar su enseflanza y aprendizaje en lo
practico y mecénico, sin prever, que la construccion de conceptos se realice con base en situaciones

reales, donde se tenga un adecuado uso de las formas de representacion que implique que los
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conceptos previos estén constituidos y que la habilidad de aplicar procedimientos y estrategias
para resolver problemas este desarrollada o en vias de desarrollo (Ochoviet, 2009; Oktac y
Trigueros, 2010; citados en Rodriguez et al., 2022, p. 166).

En la formacion docente y mas atn en la labor como educadores es un punto clave hacer
una constante reflexion sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje del area deseada, en nuestro
caso de las matematicas (algebra lineal). Para esto se deben seleccionar los contenidos que sean
mas relevantes con el propdsito de desarrollar habilidades que les permitan a los estudiantes
entender situaciones cambiantes de su vida cotidiana. Para Ramos y Ordosgoitia (2011) uno de los
temas con dichas caracteristicas son los Sistemas de Ecuaciones Lineales, debido que, en los
procesos diarios, se trabajan de manera inconsciente. Por ejemplo, en un campo de accion habitual,
tenemos la economia, especificamente en la siguiente situaciéon: determinar la cantidad de
unidades producidas y demandadas dado un nivel de precios modelado por un sistema de
ecuaciones con dos incognitas (Atehortua, 2017).

Otra de las grandes aportaciones del conocimiento fluido del concepto Sistemas de
Ecuaciones Lineales se presenta en el tratamiento de temas tales como la determinacién de un
vector perpendicular a otros dos, problemas que involucran rectas y planos, busqueda de puntos
criticos en funciones de varias variables u optimizacion utilizando el método de Multiplicadores
de Lagrange (Tripoli et al., 2023).

Las dificultades en el aprendizaje del concepto Sistemas de Ecuaciones Lineales surgen de
diferentes fuentes:

Unas estan ligadas a la complejidad matematica de los elementos bésicos que se utilizan

en la adquisicion del objeto sistemas de ecuaciones lineales (nimeros reales y funcion afin,

en via de construccidn); otros al concepto de sistemas de ecuaciones lineales y su solucion,
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y otros mas a la ruptura entre el pensamiento aritmético y el algebraico. (Segura, 2004,

p.52)

A partir de las dificultades presentes y las expuestas en el capitulo de antecedentes
podemos proponer que la comprension de los conceptos matematicos en especial el concepto SEL
es compleja para los estudiantes y en parte esto se debe a la manera como se aborda el concepto
en el aula. Ahora bien, el disefio de tareas en la teoria APOE es util para identificar y explicar las
dificultades presentes, formas en que los estudiantes perciben un objeto matematico y las
relaciones entre las diferentes construcciones que pueden o no hacer (Trigueros y Oktag, 2019)

Desde esta perspectiva, los estudiantes no son sujetos pasivos de informacion sino
constructores activos de su conocimiento, como afirman Trejo y Camarena (2011) aprender
matematicas implica que los individuos sean capaces de utilizarlas para resolver eventos
especificos de su area de formacion profesional y laboral. Por esta razon, como futuros profesores,
se identifican dos tareas por realizar en la practica docente (Camarena, 1990, p. 36, como se cita
en Trejo y Camarena, 2011): a) fomentar la integracion de conocimientos matematicos en las
ciencias especificas de la formaciéon de los futuros profesionales; b) conocer desde el punto de
vista cognitivo lo que ocurre con los estudiantes cuando trabajan una matematica contextualizada.

Para ello se propone la siguiente pregunta de investigacion: ;Como promover la
comprension del concepto Sistemas de Ecuaciones Lineales en estudiantes de Licenciatura en
Matematicas mediante el desarrollo de tareas guiadas por un modelo cognitivo? Para dar
respuesta a este interrogante se plantea el siguiente objetivo:

Diseriar tareas sustentadas en un modelo cognitivo que promuevan la comprension de los

Sistemas de Ecuaciones Lineales en estudiantes de Licenciatura en Matemadticas.
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3. Teoria APOE

En este capitulo se presentan los elementos tedricos que se han seleccionado para este
trabajo de investigacion. Se decidié abordar la teoria APOE, con el fin de reflexionar sobre la
comprension del concepto Sistemas de Ecuaciones Lineales.

La teoria APOE (acronimo de Accion, Proceso, Objeto, Esquema), es una teoria
constructivista, la cual ayuda a entender el proceso de aprendizaje y la construccion de conceptos
matematicos a través de las estructuras mentales de los estudiantes, descritas en una
descomposicion genética. Esta teoria fue desarrollada por Ed Dubinsky y miembros de Research
in Undergraduate Mathematics Education Community (RUMEC por sus siglas en inglés), basada
en el proceso de abstraccion reflexiva planteado por Piaget, que describe el pensamiento 16gico de
los nifios (Dubinsky, 1991). Se denominan mecanismos mentales a: interiorizacion, coordinacion,
encapsulacion y reversion, quienes permiten la aplicacion de construcciones mentales
denominadas: acciones, procesos, objetos y esquemas; en la Figura 1 se muestran las relaciones
entre las estructuras y mecanismos mentales. Estas ideas fueron extendidas para explicar como un

individuo comprende un concepto matematico. (Arnon et al., 2014).
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Figura 3

Estructuras y mecanismos mentales para la construccion de conocimiento matemdtico.
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Nota. Representacion grafica de las estructuras y mecanismos mentales en la teoria APOE. Tomada de
APOS Theory a framework for research and curriculum development in mathematics education. (p.18) por
Arnon et al., 2014, Springer.

El diagrama de la Figura 3 sirve para explicar como un individuo puede construir un
concepto y/o nocidon matematica resumido en un Esquema mental. Aunque las construcciones y
mecanismos mentales se presentan de manera jerarquica y ordenada, cuando un individuo esta
desarrollando su comprensién de un concepto, la construccion de dicho conocimiento no es tan
lineal. (Dubinsky y McDonald, 2001).

El estudiante puede ir y venir entre diferentes estructuras o permanecer dentro de una, si
asi lo necesite. El desarrollo de un concepto inicia en la mente del alumno con una accion paso a
paso; por ello las Acciones se perciben de manera externa, es decir, son explicitas y guiadas por
instrucciones. Los Procesos se construyen utilizando algin mecanismo mental, bien sea
interiorizacion o coordinacion. Cuando los alumnos realizan las acciones repetidamente y
reflexionan sobre ellas, dan paso a estimulos internos de estas, luego pueden imaginar, revertir u

omitir pasos; es decir, cuando predice con éxito el resultado, inventa atajos y puede describir
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verbalmente la accion sin realizarla realmente. La interiorizacion es el mecanismo que permite un
cambio mental, y concientiza al estudiante de sus acciones, reflexionando y combinandola con
otras acciones. (Arnon et al., 2014).

Cuando un alumno aplica una Accién a un Proceso, es decir, ve el proceso como una
totalidad y puede realizar transformaciones (explicita o en la imaginacién) en dicha totalidad,
decimos que resumio el proceso en un Objeto cognitivo. (Arnon et al., 2014). Una vez el estudiante
logra encapsular el Proceso en Objeto, puede desencapsularlo cuando sea necesario y volver al
proceso que dio origen al objeto.

Ademéds, el mecanismo de coordinacion sirve para nuevos objetos, pues se pueden
desencapsular dos objetos, coordinar sus procesos base y encapsular el Proceso coordinado para
formar un nuevo Objeto. La interaccion de los elementos antes descritos da origen a los Esquemas.
Una vez que un Esquema se construye como un conjunto coherente de estructuras (acciones,
procesos, objetos, entre otras) y relaciones entre esas estructuras, es posible modificarlo como una
estructura estatica (objeto) y/o emplearla como una estructura dindmica que reconoce otros objetos
o esquemas relacionados (Arnon et al., 2014). Para Dubinsky (2002) los esquemas son dindmicos,
y son inherentes a su construccidén y reconstruccion continua, esto de acuerdo con la actividad
matematica del sujeto en situaciones matematicas especificas.

En términos de la teoria APOE la descripcion de las estructuras y mecanismos mentales
asociados a un concepto particular se denomina descomposicion genética (DG). Arnon et al.
(2014) afirma que la descomposicion genética es considerada el corazon de la teoria, pues es un
modelo cognitivo que describe como un estudiante llega a comprender una parte de conocimiento

matematico.
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3.1. Ciclo de investigacion de APOE
Para Arnon et al. (2014), un proyecto de investigacion sustentado desde APOE implica tres
componentes: analisis tedrico, disefio e implementacion de un modelo de ensefianza y observacion,
analisis y verificacion de datos. Este ciclo se repite tantas veces como sea necesario para
comprender la epistemologia del concepto y obtener estrategias pedagogicas eficaces para ayudar
a los alumnos a aprenderlo. (Dubinsky y McDonald, 2001, p. 277). En la Figura 4 se ven las
conexiones de estos componentes.

Figura 4

Ciclo de Investigacion.

Analisis tedrico

PN

Observacion, analisis Diseno e
v verificacién de implementacién
los datos de ensenanza

Nota. Representacion grafica del ciclo de investigacion en la teoria APOE. Tomada de APOS Theory a
framework for research and curriculum development in mathematics education. (p.94) por Arnon et al.,
2014, Springer.

El analisis teorico presenta en forma de descomposicion genética, un conjunto de
construcciones mentales que un estudiante podria realizar para comprender el concepto
matematico estudiado; lo cual se logra a través de andlisis a libros de texto, experiencia de
diferentes investigadores, resultados de estudios previos, entre otros. Este analisis, guia el diserio
v la implementacion de estrategias pedagodgicas mediante tareas que tienen el proposito de
promover las construcciones mentales sugeridas en el componente anterior. Las tareas estan
disefiadas para apoyar a los estudiantes en la construccion de acciones, interiorizarlas en procesos,

encapsular procesos en objetos y coordinar dos 0 mas procesos para construir nuevos procesos de
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ser necesario. Asi, la segunda componente abre paso a la recopilacion y andlisis de datos, donde
se retnen y analizan los resultados de los estudiantes bajo el modelo cognitivo. Finalmente, el
ciclo continua hasta que la evidencia empirica y el andlisis tedrico se dirigen a las mismas

construcciones mentales.

4. Método

Este trabajo toma la adaptacion realizada al Ciclo de investigacion de APOE propuesta por
Villabona et al. (2022), la cual se centra en la primera y tercera componente (ver Figura 5).
Partimos del andlisis teérico (descomposicion genética de Sistemas de Ecuaciones Lineales)
propuesto por Oliveros (2018) el cual orienta el disefio de tareas para la recoleccion y analisis de
datos, mediante una entrevista.

Figura §

Interaccion entre la primera y tercera componente del Ciclo de investigacion APOE.

Analisis Tedrico Recoleccion (Entrevistas
(Descomposicion Genética - Didacticas) y Analisis de Datos
Disefio del Instrumento)

Nota. Interaccion entre la primera y tercera etapa del ciclo de investigacion en la teoria APOE. Tomada
de Concepciones dinamicas y estaticas del infinito: procesos continuos y sus totalidades (p.183) por
Villabona et al., 2022. Enserianza de las Ciencias, 40 (1)

A partir del Ciclo de investigacion que propone la teoria APOE este trabajo parte de una
descomposicion genética validada de los sistemas de ecuaciones lineales, resultado de la aplicacion
del Ciclo de Investigacion, desarrollado por Oliveros (2018). Dicho modelo, es la base para el
disefio de las tareas, que seran implementadas a través de un instrumento denominado entrevista

didactica.
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Con miras a implementar el modelo cognitivo propuesto por Oliveros (2018) en la primera
componente, se disefia una entrevista didactica que es aplicada a un grupo pequefio de estudiantes
del programa de Licenciatura en Matematicas que hayan aprobado el curso de Algebra Lineal y
estén finalizando sus estudios. Las entrevistas seran, videograbadas, y se recogeran los trabajos
realizados por los estudiantes a fin de analizarlos en concordancia con la Descomposicion
Genética. Esto permite probar la DG y llegar a promover un refinamiento para lograr un modelo

que propicie la comprension del concepto Sistemas de Ecuaciones Lineales en practicas futuras.

4.1.Modelo cognitivo de los Sistemas de Ecuaciones Lineales

A partir de la teoria APOE, desarrollada por Dubinsky y sus coparticipantes (Asiala et al.,
1996), se logr6 formalizar un modelo cognitivo en Oliveros (2018), que permite comprender la
construccion del concepto: Sistemas de Ecuaciones Lineales mediante una Descomposicion
Genética, cuyo proposito es representar el desarrollo de este concepto en la mente de cada

estudiante. A continuacion, se presenta la descomposicion refinada:
En Oliveros (2018) para la construccion del concepto de SEL se logra concluir que:

Son estrictamente necesarias las estructuras: Accion del concepto Variable, Proceso del
concepto Vector y Proceso de Ecuaciones equivalentes, para el inicio de la construccion
del concepto de Sistemas de Ecuaciones Lineales; este ultimo Proceso se determin6 que es
imprescindible para la interpretacion de soluciones. Por otro lado, si se decide abordar el
Objeto desde su forma geométrica la estructura Proceso del concepto de Vector es
necesaria, pero si solo se quieren interpretar geométricamente las ecuaciones con dos o tres

variables no es indispensable. Aclarando que esta estructura debe estar presente en la
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construccion del concepto SEL; por ejemplo, en problemas particulares que impliquen

describir que un vector o vectores son solucion de cierto sistema. (p.85)

La autora destaca que si se desea analizar el rol que existe entre los objetos abstractos y los
objetos concretos, es necesario presentar tareas que involucren interpretaciones geométricas.
Luego, sefiala que los métodos mas comunes evidenciados en la investigacion para resolver SEL

son el método de sustitucion, uso de interpretaciones matriciales y uso de determinantes.
A partir del analisis de resultados Oliveros (2018) determiné que:

Existe un estado intermedio entre la concepcidon Accidon y Proceso, caracterizado por la
falta de reflexion sobre el trabajo con ciertos elementos que presenta un problema; al igual
que la falta de interpretacion de la solucion de un problema; la cudl es entendida por los

estudiantes como llegar a una igualdad sin tener que dar explicacion. (p.86)

En funcién de la descripcion anterior se propone plantear problemas donde sobren datos,
con el fin de que los estudiantes aprendan a elegir los datos que si los lleve a entender la

informacion del problema y no intentar dar solucion a problemas que no tienen solucion.

Aquel estudiante que construya una concepcion Proceso de SEL podra determinar sin
realizar ninguna accion si un problema tiene o no soluciéon con una correcta interpretacion del
mismo; es una parte que caracteriza la interiorizacion de una Accion, pero no es la inica forma. El
uso de cualquiera de los métodos (convencionales, determinantes, matrices, rango, representacion
grafica) solo garantiza la mitad del éxito. La herramienta, comienza a tener significado cuando el

estudiante sepa como usarla y saber por qué funciona. (Oliveros, 2018, p.86)

Como la encapsulacion de la estructura Proceso del concepto SEL no fue evidente, no se

logro identificar caracteristicas que describan esta estructura, ademas la autora considera que las
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construcciones estan determinadas segin el contexto del problema. Es decir, si un problema pide
determinar si los vectores de cierto espacio R? o R3, son linealmente independientes, brinda
diferentes opciones al estudiante como verificar geométricamente si pertenecen a una misma recta
0 a un mismo plano; o verificar si las Unicas soluciones a un sistema homogéneo dado son iguales
a cero, usando una matriz; o en caso de tener una matriz cuadrada usar determinantes y dar solucion

al problema.

Oliveros (2018) sugiere involucrar los conceptos Combinacion lineal, dependencia e
independencia lineal, conjunto generador y Base, con el proposito de no aislar el concepto de SEL,
de estos conceptos que forman parte del contenido, de los cursos de Algebra lineal; pues los
sistemas de ecuaciones lineales estan presentes como herramienta para dar solucion a problemas
que implican el concepto de combinacion lineal, el cual es generador de otros conceptos.

(Parraguez, 2014; Oliveros, 2018)

5. Recoleccion y analisis de datos

Esta componente se va a desarrollar con cinco estudiantes de ultimo afio de la Licenciatura
en Matematicas de una universidad publica colombiana. Dichos estudiantes han cursado y
aprobado satisfactoriamente la asignatura de Algebra Lineal. La entrevista se desarrolla de manera
presencial e individual, cada estudiante cuenta con la constante guia de la autora de esta
investigacion; las dudas se resuelven a través de herramientas como: computador con acceso a
internet, tablero y hojas de trabajo. Cada entrevista se lleva a cabo en una sesion de

aproximadamente 120 minutos, con cuatro tareas que incluyen conceptos como combinacion
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lineal, base, espacio generado y por supuesto el eje central de las tareas, en este caso la
construccion del concepto Sistemas de Ecuaciones Lineales.

El disefo de tareas como plantea Trigueros y Okta¢ (2019) puede construir o consolidar
conocimientos y conexiones; involucrar a los estudiantes en actividades de justificacion y crear
conflicto cognitivo para motivar la progresion en el pensamiento matematico (Aguilar y Oktag,
2004 en Trigueros y Oktag, 2019). Ahora bien, el disefio de tareas en la teoria APOE es ttil para
identificar y explicar dificultades, asi como las formas en que los estudiantes perciben un objeto
matematico y las relaciones entre las diferentes construcciones que pueden o no lograr durante la

aplicacion del instrumento.

5.1. Analisis a Priori de la Entrevista

A continuacion, se presenta un analisis preliminar detallado desde el punto de vista de la
teoria APOE, el cual sefiala la conexion entre las estructuras mentales y los mecanismos predichos
por la Descomposicion Genética descrita en la seccion 4.1. de este documento. Se mencionan
caracteristicas especificas que cada tarea tiene para cumplir su proposito, asi como el papel que
juega dentro de la secuencia. Cabe aclarar que la eleccion y el orden de las tareas es clave dentro

de la teoria APOE. (Trigueros y Oktag, 2019).

Tarea 1. La Busqueda del Tesoro

Un antiguo mapa contiene dos pistas que describen una ruta de navegacion para encontrar un tesoro
escondido. Las ecuaciones describen las rutas de dos brujulas en posiciones diferentes. La

ubicacion del tesoro es el inico punto donde ambas rutas se cruzan.

4x+y =20

Pistas: {8x +2y=5
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a) Tres marineros proponen tres posibles coordenadas para el tesoro:
3 1 . . .
(1, — 5) ,(0,0), (— 7 2). Verifica, paso a paso, si cada uno de estos puntos ubica el tesoro.

b) (Cuantos puntos satisfacen las pistas y ubican el tesoro? ;Habra mas tesoros o las

pistas son falsas? Justifique su respuesta

C) (St gréficas las dos rutas de navegaciéon que notas? ;Como influye esto en la

busqueda del tesoro?

En el primer item se busca que los estudiantes reemplacen los pares ordenados en cada una
de las ecuaciones del sistema, para verificar si satisfacen la igualdad o afirmar directamente que
ningun par ordenado es solucion, al tratarse de rectas paralelas. Para el segundo item el estudiante
debe buscar el conjunto solucion del sistema de ecuaciones dado, mediante cualquier método
algebraico, geométrico, o incluso desde la relacion de los coeficientes con las ecuaciones. El ultimo
item busca que el estudiante identifique que el sistema dado corresponde a dos rectas paralelas y
por tanto el conjunto solucion de este es vacio.

Consideramos que, si el estudiante sustituye diferentes valores de una o mas variables, en
las ecuaciones para comprobar si satisfacen o no, evidencia una concepcion Accion de Variable;
esta como se formuld en la descomposicion genética es fundamental para iniciar la construccion
del concepto SEL. Por otro lado, el estudiante no solo debe realizar la Accidon de resolver el
sistema, sino reflexionar sobre el resultado, construyendo una concepcion Proceso. En este punto
es posible que el estudiante caiga en un estado intermedio entre Accion y Proceso donde se
evidencie la falta de interpretacion de este resultado. Esto puede ocurrir por que el estudiante
confunde la verificacion con la resolucion, donde supone que si ningun punto de la lista es correcto
es suficiente; es decir, asume que el hecho de una falta de solucion sea un error de las coordenadas

propuestas.
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Por otra parte, si un estudiante es capaz de comprender, sin tener que graficar que la
solucion del sistema representa la interseccion de las rectas dadas, y que en este caso no existe
dicha interseccion, estd evidenciando una concepcion Proceso de SEL (interpretacion geométrica).
Luego, al graficarlas, confirma que son rectas paralelas y nunca se cruzan, por tanto, relaciona la
representacion grafica con el resultado analitico de un sistema sin solucion.

Tarea 2. Enigma del mapa

Luego de una exhausta busqueda el capitan vuelve a revisar el mapa y se da cuenta que leyd una
de las pistas mal y dijo: “Si encuentro una nueva ruta, podria tener mi tesoro; las pistas no me

engafiaran mas, no reemplazaré ningin nimero y resolveré este misterio”

4x+y =0

8x+2y=s (s €R)

Pistas corregidas: {

Siguiendo las peticiones del capitan, qué valor deberia tener s para que:

a) Existan demasiados tesoros hasta que se canse y sigan de generacion en generacion.
b) Termine deprimido porque nunca encontrara el tesoro.
c) Sea el afortunado de llevarse el unico tesoro en el mundo.

Esta tarea plantea el mismo sistema de ecuaciones lineales 2 X 2 de la tarea 1, pero con la
variacion de un parametro s en la segunda ecuacion, lo que va a permitir al estudiante explorar

distintos casos de solucion: infinitas soluciones, sin solucidén o tUnica solucion.

Para el item a) el estudiante debe notar que la ecuacion debe ser multiplo de la primera y
como de por si ya es 2(4x + y), luego es logico suponer que para cumplir con este enunciado la

respuesta es s = (. Para el b) es posible que recurra a la tarea anterior, donde el sistema no tenia
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solucién y, por tanto, s = 5 o siga probando con otros valores y descubra mas propiedades del
sistema con este caso. Finalmente, reflexionando sobre los valores y las posibles interpretaciones
geométricas, note que solo cambiando s en la segunda ecuacion, no es suficiente para determinar

que solo haya un punto donde se encuentre el tesoro (Unica solucion).

Es posible que el estudiante no siga las indicaciones y sustituya manualmente los valores
de s, resolviendo los sistemas generados y hallando a ensayo y error las respuestas de los items o
incluso usando un Software dindmico como GeoGebra para representar el sistema; en este caso
evidencia una concepcion Accion de SEL.

Si el estudiante ahora nota patrones entre los valores de s y el tipo de solucion que surgen,
esto es evidencia de que ha empezado a construir una concepcion Proceso. Lo que lleva a
relacionar los cambios algebraicos en las ecuaciones con modificaciones en la interpretacion
geométrica. Esto le permite justificar dichos patrones y dar cuenta de que no basta con cambiar
solo s para que el sistema dado tenga nica solucion.

Ademas, si el estudiante reflexiona sobre el tipo de sistema dado y generaliza el
comportamiento de este pardmetro y los coeficientes que acompafian a las incdgnitas, se encuentra
desarrollando una concepcion Objeto de SEL. Es decir, sin necesidad de calculos o interpretaciones
geométricas determina la naturaleza del sistema para cualquier s en este caso. Especificamente, al
reflexionar sobre estas condiciones, el estudiante esta encapsulando el proceso de resolucion; ya
no piensa en cdmo resolveria esto, sino en qué debe ser cierto sobre el sistema para que tenga estas
propiedades.

Antes de comenzar el analisis de las tareas 3 y 4, es necesario aclarar que son una
contextualizacion y adaptacion de las preguntas 7 y 8 respectivamente de la prueba diagnoéstica

final de Oliveros (2018).
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Tarea 3. Grdficos por computadora (Adaptacion de Oliveros (2018))

En una simulacion 3D tienes tres fuentes de luz, cada una dirigida en una direccién dada por los

vectores: v, = (6,—3,1),v, = (2,—1,1),v3 = (—2,1,—4).

a) (Es posible apagar por completo la iluminacioén en una region al combinar estas
luces? Justifica tu respuesta. Ten en cuenta que la representacion geométrica del sistema

resultante es la siguiente:

b) (Cual es la solucion del sistema? Justifique su respuesta.
C) (Los vectores luz v;,v,,v; son linealmente independientes? Justifique su
respuesta.

Como resultado de analizar el item a) se espera que los estudiantes planteen la siguiente
igualdad: x(6,—3,1) +y(2,—-1,1) + z(—-2,1,—4) = (0,0,0), que resulta de la combinacion

lineal de los vectores dados en R3. Pues, al preguntar si es posible apagar por completo la
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iluminacion, se espera que los estudiantes interpreten que la combinacion lineal (ecuacion) se debe
igualar al vector nulo; este problema tiene como meta que el estudiante logre reflexionar sobre el
conjunto solucion de un sistema de ecuaciones dado, sin realizar ningtn tipo de calculo, a partir
de su representacion grafica (item b). Lo que nos lleva al item ¢) que surge con el fin de evidenciar
relaciones entre independencia lineal y los SEL.

Ahora bien, la solucion del sistema no se puede determinar completamente de la
interpretacion geométrica, ya que para dar una respuesta completa se tendria que encontrar los
vectores que son solucion para ambos planos; es decir, lo que esta en la interseccion. Aunque a
simple vista esto no es posible, los estudiantes pueden asumir que los vectores solucidon estan en
una recta. Entonces, para encontrar la solucion a este sistema se espera que los estudiantes empleen
algin método de resolucion del sistema resultante de la igualdad en el item a). Es muy probable

que los estudiantes realicen operaciones basicas a la matriz asociada al sistema y obtengan:

1 1 —-4]0
0 2 -11(0
0

0 0 O
Como se muestra en la matriz asociada, no es necesario llevarla a una forma reducida

escalonada, basta con su forma escalonada. Sin embargo, es posible que haya estudiantes que no
reflexionen sobre este hecho y sigan realizando célculos. Cuando el estudiante sustituya hacia atras

el sistema resultante y encuentre la solucion del sistema (con cualquier método), la cual

3z 11z . . ,
corresponde a los vectores de la forma: (—7,7,2), indican los puntos que estan en la recta

formada por la interseccion entre los planos de la imagen.
Ahora bien, ;qué relacion hay entre este suceso y los vectores luz?, para ello se presenta la
pregunta c); se espera que los estudiantes logren concluir que los vectores luz vy, v,, v3 no son

linealmente independientes, pues la igualdad no se cumple Uinicamente cuando x =y =z = 0.
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En términos practicos, esto podria significar que una fuente de luz es redundante o que la
combinacion de algunas fuentes puede ser cancelada por las otras, lo cual es fundamental para los
algoritmos de renderizado y el disefio de iluminacion.

Si un estudiante describe la solucion del sistema dado como los puntos que forman la recta
de interseccion en los planos y por tanto son infinitas soluciones, diremos que evidencia una
concepcion Proceso del concepto SEL (interpretacion geométrica). Aunque, para hablar de la
solucion y no sélo del tipo de solucion, el estudiante debe construir una concepcion Proceso de los
SEL, a partir de la coordinacion entre los Procesos de SEL, usando la representacion matricial y
la interpretacion geométrica.

Por otro lado, los estudiantes deberian determinar la naturaleza de la tarea, donde se aborda
la independencia o dependencia lineal de los vectores vy, v,, v3; esto por como se plantea la
igualdad x(6,-3,1) +y(2,—-1,1) + z(—2,1,—4) = (0,0,0) en el item a). Como menciona
Oliveros (2018) para que esto suceda, los estudiantes deben tener una concepcion Objeto del
concepto Combinacion lineal; en este nivel son conscientes que, al igualar estos vectores al vector
nulo, se estan considerando todas las alternativas de solucion, lo que permite establecer si el
conjunto (v4, V5, v3) es linealmente independiente o no.

Tarea 4. Sistema de Navegacion Aéreo (Adaptacion de Oliveros (2018))

Una torre de control necesita establecer un sistema de coordenadas de referencia para localizar
aviones, en un graficador 3D. Para ello, utiliza tres antenas que emiten sefiales en direcciones
especificas.

Antena 1: w; = (1,—-1,0)

Antena 2: w, = (1,1,0)
Antena 3: w3 = (0,0,1)
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El sistema de coordenadas de referencia ideal debe ser ortogonal. Los ingenieros de la torre de
control te piden que verifiques si estas tres antenas cumplen con el requisito de ortogonalidad. Para

ello, necesitas comprobar dos cosas:

a) (Son las direcciones de las antenas perpendiculares entre si?
b) (Son las tres antenas suficientes para describir la posicion de cualquier avion en la
region espacial?
Imagina que la torre de control decide rotar su sistema de antenas. El nuevo sistema de referencia
estd definido por la matriz de rotacién:
cos (8) —sen(d) O
R=\|sen(6) cos(8) O
0 0 1

c) Sin resolver nuevos sistemas de ecuaciones, responde: ;/El nuevo conjunto de

antenas describe la posicion de cualquier avidn en la region espacial (R3)?

Para la tarea final, se busca incluir los conceptos: Base, Espacio generado, Independencia
lineal, Combinacion lineal, Transformacion lineal y SEL. Con la presencia de los items a) y b) se
busca que los estudiantes comprueben las condiciones para que el conjunto de vectores wy, w,, w;

sea una base y ademas ortogonal.

En términos practicos, que las antenas describan la posicion de cualquier avion y sea un
sistema de coordenadas de referencia ideal. Para ello, los estudiantes deben aplicar el producto
escalar y comprobar que sea igual a cero (ortogonalidad); plantear las ecuaciones a(1,—1,0) +

p(1,1,0) +6(0,0,1) = (0,0,0), (1,—-1,0) + £(1,1,0) + 6(0,0,1) = (x,y,2), y resolver el
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sistema asociado (con cualquier tipo de método), con el fin de determinar si los vectores son

linealmente independientes y ademas generen todo R3.

Un estudiante con una concepcidon Accion o estado intermedio entre Accidon y Proceso
podria: no entender a profundidad por qué el producto escalar tiene que ser cero para que los
vectores sean perpendiculares; solo ve la ecuacion a(1,—1,0) +£(1,1,0) +6(0,0,1) =
(0,0, 0) como un sistema al cual le debe hallar la solucidn sin justificar su respuesta; a raiz del uso
de cualquier método para resolver el SEL, el estudiante no entienda los valores que toman «, 3, 6
en el contexto de independencia lineal.

La interiorizacion de las acciones anteriores se logra cuando el estudiante comprende la
conexion entre la operacion matematica y la propiedad geométrica, respecto al cero en el resultado
del producto escalar; o cuando logra concluir que los tres vectores apuntan en direcciones
diferentes y asi no se puedan cancelar entre si. Se espera que un estudiante con una concepcion
Objeto de la combinacion lineal y una concepcion Proceso de los SEL, logre determinar si el
conjunto cumple con las condiciones para ser una base del espacio. (Oliveros, 2018).

La parte c) de la tarea obliga al estudiante a ver el sistema de ecuaciones que resolvio antes,
no como un proceso para obtener un resultado, sino como un todo con una propiedad intrinseca

del conjunto de vectores.

Si el estudiante ya ha encapsulado la concepcidon Proceso del concepto SEL, no necesita
volver a resolver el sistema, puede determinar que las transformaciones lineales como las
rotaciones no cambian la independencia lineal de un conjunto de vectores. Por lo tanto, si el
conjunto original era una base, el nuevo conjunto también lo serd. Asimismo, las rotaciones

preservan la ortogonalidad (las longitudes y angulos entre los vectores no cambian).
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Finalmente, el sistema de ecuaciones lineales se convierte en una herramienta mental que
el estudiante puede recordar y manipular sin necesidad de realizar céalculos. Asi, el estudiante
puede razonar sobre las propiedades del sistema sin resolverlo, lo que es clave en la construccion

de una concepcidon Objeto del concepto SEL.

5.2. Analisis de datos

A continuacion, se presentan las producciones de las estructuras que los estudiantes
evidenciaron sobre el concepto Sistemas de Ecuaciones Lineales, con base en las respuestas y
aportes recopilados en la entrevista. Se realizaron un total de cinco entrevistas de manera
individual y presencial; en un tiempo aproximado de 120 minutos. Con el objetivo de mantener la
confidencialidad de los participantes, se usan los siguientes seudoénimos: Mauricio, Sebastian,

Arturo, Andrea y Miguel.

5.2.1. Analisis a posteriori

El andlisis a posteriori de las producciones de los estudiantes sobre las tareas a la luz del
modelo cognitivo permite conocer la comprension que han logrado gracias a su formacion en el
programa de Licenciatura en Matematicas. Ademas, puede promover un nuevo refinamiento de la
descomposicion genética, si las estructuras y mecanismos mentales que evidencian los estudiantes
no han sido descritos en el modelo inicial.

Los datos que se obtuvieron en la entrevista fueron analizados con base en las
construcciones y mecanismos mentales descritos en la descomposicion genética. Se presenta el
analisis de los resultados considerando los tipos de construcciones realizadas por los estudiantes.

Para cada una de ellas se agregan imagenes y apartados de la transcripcion de la entrevista.

Estructuras previas al concepto de SEL
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En el modelo cognitivo se consideran dos estructuras estrictamente necesarias para el inicio
de la construccion del concepto Sistemas de Ecuaciones Lineales, estas son Accion del concepto
de Variable y Proceso de ecuaciones equivalentes. Esta Gltima estructura estaba implicita en la
interpretacion de un sistema con infinitas soluciones en la Tarea 2, cabe aclarar que se especifica
en la concepcion Proceso de SEL. Contrario a la primera estructura que se presenta explicitamente
en la Tarea 1, donde el estudiante verifica paso a paso, si las coordenadas dadas son una posible
solucion del sistema; determina si lo es 0 no y reconoce qué ecuaciones equivalentes tienen el
mismo conjunto solucion. Esto se evidencia en los procedimientos y argumentos de Mauricio:

Figura 6

Respuestas Mauricio, Tarea 1 (a).
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Mauricio: Primero, estoy mirando los puntos, para ver si este punto

N 3 . . .
[senalando el punto (1, — 5)] cumple con la primera ecuacion, qué

es la ecuacion de la brijula 1 y luego verificar en la otra ecuacion.
Segun entiendo aqui, si estas dos [sefialando el SEL] da igual,
encuentro la ubicacién del tesoro. En este caso estd no cumple
[sefialando el procedimiento de la Figura 6] porque me estd dando
una constante igual a 0, cosa que no es cierta.

Entrevistadora: (A qué hace referencia con la ubicacion del tesoro?
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Mauricio: La interseccion de esas dos ecuaciones, bueno esas dos rectas.
Entrevistadora: Y en términos del sistema.

Mauricio: Las soluciones. Pero de todos modos si yo evalu6 los puntos, ya
con eso puedo saber si las que proponen estin bien o no
[refiriéndose a las posibles soluciones del sistema].

Todos los estudiantes evidenciaron las estructuras previas a la construccion del concepto
SEL descritas en el modelo cognitivo. Aunque solo se presenta la produccion de Mauricio, que
recopila explicitamente los argumentos generales de los entrevistados. En la Figura 6 y
fragmento subrayado de la conversacion anterior la estructura Accion del concepto de Variable
se evidencia, cuando Mauricio reemplaza diferentes valores de las variables, en las ecuaciones y

justifica que satisfacen en algunos casos y en otros no.

Concepcion Accion del concepto SEL

En la descomposicion genética se propone que un estudiante puede construir el concepto
de SEL, a partir de la identificacion de variables, la manipulacion de dos o mas ecuaciones del
sistema, asi como al determinar algun algoritmo eficaz para encontrar su conjunto solucion.

Por ejemplo, Mauricio sefiala las palabras brujulas diferentes, identificando las ecuaciones
involucradas, respecto al contexto; luego sefiala que ambas rutas se cruzan (Ver Figura 7);
interpretando que la solucion del sistema vendria siendo la interseccion de las dos ecuaciones

involucradas.
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Figura 7

Anotaciones de Mauricio en la Tarea 1.

Tarea 1. Lo Busquedn del Tesore
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Una vez Mauricio identifica las ecuaciones y elije un método de resolucion del SEL,
procede a desarrollar el método de resolucion mas eficaz, se enfrenta al conjunto solucion del SEL
dado y determina su tipo de solucion; lo que le permite seguir construyendo una estructura mas
avanzada, que corresponde a la reflexion del conjunto soluciéon y propiedades del SEL. Prueba de
ello, es la siguiente conversacion y su imagen asociada:

Mauricio: [Al leer el item b] Lo que se refiere a las pistas ;son estas de aca?
[sefialando las coordenadas].

Entrevistadora: [Sefala la hoja de trabajo la palabra “pistas” que es como se
denota el SEL de esta Tarea].

Mauricio: Ah ok ok, si. [Procede a resolver el sistema mediante Gauss-
Jordan y una vez encuentra una fila de ceros igualada a 5
comenta] No tiene soluciones [Ver procedimiento y argumento
en la Figura 8].

Figura 8
Respuestas Mauricio, Tarea 1 (by c)
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Asimismo, se presentan las producciones de Sebastian, que son mas extensas en cuanto a

argumentacion y detalla el método de resolucidon que es mas eficaz para ¢l; aunque para este

nivel académico, se esperan métodos mas avanzados, misma situacion que ocurrié con Andrea:

Figura 9

Respuestas Sebastian, Tarea 1 (b).
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Sebastian:

Entrevistadora:

Sebastian:

Entonces, segiin yo deberia cumplirse el sistema de ecuaciones
lineales para poder llegar al tesoro, para que coincidan ambas
ecuaciones en un solo punto y esa seria la solucion; porque si yo

lo pienso esto va a ser [sefialando las ecuaciones] dos rectas, que
si uno las grafica debe haber un punto de interseccion, que es
precisamente, pues que ese punto resuelva el sistema de
ecuaciones que a su vez estaria indicando en que coordenada esta

ubicado el tesoro.

LY a simple vista se puede ver la interseccion?

A simple vista, la verdad no es tan sencillo de pensarlo, pero si
diria que es mas sencillo resolverlo por el método de sustitucion
(Ver Figura 9), si, despejar en una ecuacion, para luego hallar el
punto en la otra. Entonces en la respuesta de la b, si estamos
hablando del sistema de ecuaciones completo ningiin punto
satisface todo el sistema de ecuaciones y en cuanto a que habra

mas tesoros o que las pistas son falsas, diria que son falsas

[refiriéndose a las coordenadas del item a y no al conjunto
solucidn del sistema].
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En los fragmentos subrayados de rojo, Sebastian identifica las ecuaciones y comprende que
la inica manera de que haya un tesoro es si hay una interseccion; es decir una unica solucion del
SEL, lo que lo lleva a elegir un método de resolucion cémodo para €l acorde a la cantidad de
variables y afirmar o refutar esta idea. Gracias al procedimiento de la Figura 9 y el fragmento
subrayado de negro, podemos puntualizar que mediante los célculos determina el tipo de solucién
y logra justificar por qué las coordenadas dadas no satisfacen el SEL y da sentido al contexto de
la Tarea 1.

Como ya se menciond Andrea hace uso de un método poco comun para el nivel
universitario, pero aun asi logra desarrollar la Tarea 1 sin complicaciones y evidencia construccion
de esta concepcion, asi:

Andrea: Iba a verificar cada punto, pero siento que me queda mas facil hallar el
punto [haciendo referencia al conjunto solucion del sistema y su
interpretacion del contexto de la tarea] Es que el tesoro va a estar en
ese punto, si lo hallo no tengo que verificar cada punto, porque pues la
solucion es el punto de corte de ambas ecuaciones.

Entrevistadora: ;Y como hallarias ese punto?

Andrea: Segun yo, pues primero despejo y y luego x, tengo que llegar a la
igualdad [practicamente queria encontrar el punto a ensayo y error. Al
final decide verificar si las coordenadas dadas son una posible
solucion] Ay {como era para ver que tenia uno, varios o ninguno? [...]
Que pasa si lo multiplico por —2, jum, creo que no tiene solucion.

Entrevistadora: ;Por qué no tiene solucion?

Andrea: No sé, yo intuyo que no existe un punto que satisfaga ambas
condiciones, porque por lo menos, yo quiero llegar a despejar alguna
de las dos variables para asi obtener el valor de la otra; entonces, un
ejemplo: yo buscaba que, y me diera 0, pero si yo multiplico por —2
esta primera ecuacion [sefialando 4x + y = 0] entonces, me va a dar
—8x — 2y = 0, esto llegaria a 0 = 5 [método de reduccién como se
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muestra en la Figura 10] y no me daria el despeje de una de las variables
que es lo que busco.

Figura 10

Respuestas Andrea, Tarea 1.
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Andrea es consciente de que la manera mas sencilla de abordar la Tarea 1 es hallar el
conjunto solucién del SEL dado, como menciona en el fragmento subrayado de rojo; puede
determinar el tipo de solucion y con ello descartar las coordenadas que no cumplen con las
propiedades resultantes. Luego, elige el método de reduccion y como se muestra en el fragmento
subrayado de negro expone que al no llegar a una accién especifica de este tipo de métodos, solo
se puede concluir que el sistema de ecuaciones dado no tiene solucion. Una vez resueltos los items
ay b de la Tarea 1 la entrevistadora agrega:

Entrevistadora: Para la pregunta c, puede hacerlo a mano, un software o graficador.

Andrea: [...] en GeoGebra se ve mejor. [como se muestra en la Figura 11].
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Figura 11
Representacion geométrica SEL Tarea 1, Andrea.
Andrea: Bueno son paralelas, con razon algo me decia que no se iban a cruzar.
Entrevistadora: ;Y con el despeje que realizate no se puede determinar la solucion?
Andrea: Bueno, si, es que no sabia como interpretarlo, pero ya con la grafica

esto de aqui [senalando el 5/2 del despeje de y] es la distancia que hay
entre las rectas, y que bueno son paralelas, es decir, no hay solucion y
los piratas perdieron el tiempo. [Ver Figuras 10y 11].

En la conversacion anterior, se evidencia que Andrea no reflexion6 sobre la relacion entre
el SEL y su representacion geométrica, lo que le impidid interpretar el resultado algebraico
respecto a la representacion geométrica de la solucion, quedandose en una concepcidn accion.

Por otro lado, Arturo fue el tnico entrevistado que presentd esta concepcion en la Tarea 2,

pues decidi6 hallar a ensayo y error los posibles valores de s. A continuacion, sus producciones:
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Figura 12

Respuestas Arturo, Tarea 2.

Siguiendo Tas peticiones del capitan, qué valor deberia fener s para que:

a) Existan demasiados tesoros hasta que se canse y sigan de generacion en generacién.
b) Termine deprimido porque nunca encontrara el tesoro.
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Arturo: Bueno para que tenga demaSiadOS teSOI‘OS, S€ Supon€ que son

infinitas soluciones, entonces tienen que estar las rectas
sobrepuestas, entonces tienen que ser multiplo la una de la otra,
[...] ya estd cuadrado de tal manera que sean multiplo.
[refiriéndose a que desde el inicio se ve que 8x + 2y es dos
veces 4x + y] Se multiplica por 2 entonces el tnico que serviria
es el 0, porque al multiplicar el dos por este cero [sefialando el 0
de la ecuacion 4x + y = 0] s = 0. Para no encontrar el tesoro,
pues poner la de la tarea anterior [es decir s =5, porque
comprobd que con ese valor el sistema no tiene solucion] y la ¢
no me acuerdo. (Ver Figura 12).

A partir del argumento anterior, se decide intervenir y agregar otra pregunta para analizar
el tipo de razonamiento que Arturo presenta, pues hasta ahora resuelve la Tarea 2 con casos

especificos:

Entrevistadora:  Sino es el unico caso, entonces ;,como podria generalizarlo? ;Por
qué dice que no es el unico caso?
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Arturo:

Entrevistadora:

Arturo:

Entrevistadora:

Arturo:

Porque puede haber otros aparte del 5 donde sean paralelas.

LY esos otros son algunos especificos o todos a excepcion de
uno?

Especificos creo, no me acuerdo. Si soy capaz de resolver el c,

soy capaz de resolver esa pregunta. [escribe las ecuaciones y

toma otro caso especifico para s, es decir, s = 3 y escribe la
respuesta que considera correcta] Siuno grafica este primer caso
[sefialando el sistema 4x +y = 0 y 8x + 2y = 0] pues los
puntos se van a mover en la recta, es decir las soluciones siempre
iban a estar en esa recta, pero, por ejemplo, si se toma el 3, va a
ocurrir lo mismo que con el 5, que siempre el x se va a cancelar
y va a ser 0, entonces para mi, si tengo la grafica [hace una recta
y varios puntos dispersos alrededor de ella (Ver tltima grafica de
la Figura 12)] o sea no van a estar en esta recta.

Ok, y si vemos el sistema de ecuaciones lineales, que deberia
cambiar para que se cumpla que solo tenga una solucion.

Cambiar uno de estos, creo, bueno no sé [sefalado los
coeficientes que acompafian las variables de la ecuacion 8x +

2y]
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Arturo piensa que, al determinar un sistema con Unica solucion, la inquietud de las

condiciones para un conjunto solucion vacio se resolvera, como sefiala en el fragmento subrayado

de rojo. El problema radica en que Arturo no toma en cuenta su propia sugerencia y sigue eligiendo

casos especificos, los cuales dificultan la accion de notar los patrones entre los valores de s y el

tipo de solucidon. Luego, no reflexiona o no alcanza a comprender a profundidad que los cambios

algebraicos en las ecuaciones se relacionan con modificaciones en la representacion geométrica,

lo que lo lleva a una interpretacion confusa del conjunto solucion.

Como afirma Oliveros (2018) el estancamiento de estos estudiantes en esta concepcion se

presenta debido a la carencia de la interpretacion del enunciado, y ademads por falta de estructuras
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previas, como lo son la del concepto de Vector y la interpretacion matricial de un SEL. Esto los
lleva a la aplicacion de una serie de acciones sin mucho significado. Lo que evita que evolucionen

sus construcciones sobre el concepto, ademds de limitar sus procedimientos y analisis en

determinas situaciones.

Estado intermedio entre la concepcion Accion y Proceso

Este estado se considera en la descomposicion genética como la falta de reflexion sobre el

trabajo con ciertos elementos que presenta un problema. Por ejemplo:

Miguel:

Figura 13

Quiero resolver el sistema por determinantes [Regla de Cramer
(Ver Figura 13).] me dan division entre cero, y eso no se puede.

Respuestas Miguel, Tarea 1 (a).

Entrevistadora:

Miguel:

(Como interpreta ese resultado de la division entre cero?

Pues, como no se puede dividir entre cero, es que aqui [sefialando
el sistema de ecuaciones dado] si multiplico por 2, me da esto
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[sefialando que la ecuacion 4x + y con la multiplicacion se
convierte en 8x + 2y] como si fueran paralelas o sobrepuestas.

Entrevistadora: ;Y codmo saber si son paralelas o sobrepuestas?

Miguel: Pues como le digo si multiplicé a ambos lados del igual por 2 me
da 8x + 2y, el problema es ese 5, debe ser cero, asi estarian
sobrepuestas y son infinitas soluciones; aunque primero hago esto
mejor [empieza a verificar si los puntos dados son o no una
posible solucion del sistema dado] No, el sistema no tiene
solucion.

Miguel construye una concepcion accion al verificar si las coordenadas dadas son o no
solucidn, asegurando esta idea al resolver el SEL. Al comienzo tiene problemas con diferenciar
rectas paralelas con rectas sobrepuestas asociadas a la representacion geométrica de un SEL con
infinitas soluciones. Mas adelante, logra observar que al modificar los coeficientes de las
ecuaciones varia el conjunto solucion, pero no lo ve como una propiedad general de los sistemas
de ecuaciones lineales, sino una anomalia de la Tarea 1 determinada por el contexto. Es decir, no
piensa en el conjunto solucion del SEL sino en la relacion de la solucion del item anterior,
limitando su oportunidad de interiorizar las acciones ya presentes.

Figura 14

Respuestas Miguel, Tarea 1 (b).
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En sintesis, Miguel no entiende lo que significa la division entre cero; hasta que verifica

las coordenadas y observa que ningun punto funciona, interpretando que la division entre cero
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aparece debido a los tres puntos dados. Aunque el estudiante intent6d dar respuesta de la solucion
del problema contextualizado, confundié la verificaciéon de los puntos dados con el conjunto
solucion del sistema y asi supone que si ninguin punto de la lista es correcto es suficiente para dar
solucion al item b; donde asume que las pistas son falsas, es decir que el sistema no tiene solucion

como un error de las coordenadas dadas (Ver Figura 14).

Concepcion Proceso del concepto SEL

Como se plantea en la descomposicion genética, un estudiante con esta concepcion podra
determinar sin realizar ninguna Accion externa, si un problema tiene o no solucion con una correcta
interpretacion del mismo, como se muestra en la Tarea 1 donde Mauricio realiza la siguiente
reflexion:

Figura 15

Justificacion de Mauricio, Tarea 1.
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Entrevistadora: Aqui [sefialando el item c)] puede graficar en un Software, hacer
las graficas a mano o simplemente dar la respuesta si asi lo
considera.

Mauricio: Ah, son paralelas.
Entrevistadora: ;Cdémo lo determind?

Mauricio: Porque esta ecuacion, [sefalando la primera ecuacion, 4x +y =
0] multiplicandola por el escalar 2 me da estd [sefialando la
segunda ecuacion, 8x + 2y = 5], bueno sin el 5, eso hace que
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las rectas sean paralelas y no haya solucion. [Al responder el item
b, lee la pregunta c] practicamente ya respondi con esto
[sefialando la solucion del sistema en la Figura 15] y pues ya dije
que son paralelas. [Aun asi decide agregar una ultima respuesta
respecto al contexto de la Tarea 1].
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Mauricio no acude a procedimientos extensos, ni calculos extras para determinar que el

sistema de ecuaciones dado corresponde a rectas paralelas y por ende su conjunto solucion es

vacio, lo cual es caracteristico de esta concepcion. Ademas, su argumento en la Figura 15 es

sencillo y acertado: “Son falsas por que la pista 2 es dos veces la pista 1, las rectas son paralelas.

En ningiin momento voy a encontrar el tesoro”.

Asimismo, Sebastian realizo la siguiente reflexion en la misma Tarea:

Sebastian:

Mauricio y Sebastian son capaces de comprender antes de graficar que la solucion del

sistema representa la interseccion de las rectas dadas y en este caso no hay dicha interseccion;

Pues, técnicamente lo que puedo concluir es que no hay
interseccion entre las dos ecuaciones. Si, porque estoy llegando
[sefalando 0 = 5 (ver Figura 9)] a que técnicamente no se van a
tocar. Bueno y eso ya lo habia sospechado porque si yo tomo el
4x + y y luego lo multiplico por 2 entonces obtengo 8x + 2y =
5, si, entonces lo que estoy viendo es que uno es, bueno al
multiplicarlo por un escalar en este caso el 2, estoy llegando a la
otra ecuacion. [sefialando 8x + 2y = 5].

hecho que confirman al graficarlas y notar que son paralelas, relacionando el resultado analitico

de un sistema sin solucidn con la representacion geométrica.

Ahora bien, Mauricio presentd esta concepcion con otro tipo de Tarea, el procedimiento y

argumentos se presentan a continuacion:
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Respuestas Mauricio, Tarea 2.

Siguiendo Tas peticiones del capitan, qué valor deberia fener s para que:
a) Existan demasiados tesoros hasta que se canse y sigan de generacion en generacion.
b) Termine deprimido porque nunca encontrara el tesoro. ~) No hobm §ojet
c) Sea el afortunado de llevarse el mico tesoro en el mundo.
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Mauricio: [Lo primero que hace el estudiante es interpretar el contexto y anota
frente al item b) “No habra solucion” (ver Figura 16)]
Pues no hay solucion del sistema. [Procede a escribir la matriz asociada
al sistema y se guia del resultado de la primera Tarea, lee los items y
decide comenzar por la b) pues la asocia con la solucion del SEL de la
Tarea 1 y sin decir nada anota “No hay solucion para los s diferentes
de 0] Haber si es 0, me queda que 4x +y = 0,0seaque y = —4x
es decir que va a tener infinitas soluciones, la a). La otra es que sea el
afortunado [...] en ningin momento ;no?
Entrevistadora: ;Por qué piensa que en ninglin momento?
Mauricio: Tendria que haber dado aqui un uno [sefialando la segunda componente
de la diagonal principal de la matriz aumentada reducida (ver Figura
16)].
Entrevistadora: ;Cdémo relaciona estd matriz con el sistema, que informacion nos da?
Mauricio: No sé, pero supongamos que queda Ox + 0y = s.
Entrevistadora: ;Qué pasaria si le cambi6 los coeficientes?
Mauricio: Si le cambid los coeficientes, por ejemplo, digamos que esta, y = s.

Ahi ya habria una solucion. Porque y seria s y entonces la x seria —s/4
[hace este analisis a partir de reemplazar la y en la primera ecuacion],
tendria solucion, Unica solucion.
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Mauricio observa los patrones que surgen al cambiar los coeficientes y compararlos con la
representacion geométrica del sistema de ecuaciones; luego, entiende que no sirve de nada
cambiarle el parametro s para que haya una Unica solucion, pero olvida justificar la presencia de
una fila de ceros y su relacion directa con los coeficientes y asi determinar con mayor facilidad las
condiciones que tiene que cumplir el SEL en cada situacion.

En esta misma Tarea el estudiante Sebastian fue muy claro en sus procedimientos y
argumentos evidenciando de manera casi inmediata esta concepcion:

Figura 17

Respuestas Sebastian, Tarea 2.

Selucion
E AX +Y¥=0 (0 o
| 8x t2y=5() €%

Uh = =
(1) IL?U‘!{: ((Z\

2(4Xx ¥+Y)=0-2
8X+2Y=0  InSinita>

b\) S+0 %;l
—& |
2\
Cj Y=~4x (1
Y- 4% 45|
Lz )
Pendientes |
Sebastian: [lee el enunciado y los items] Esto estd interesante, bueno

entonces resolvamos [reescribe el sistema de ecuaciones dado y
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lee el item a] pues técnicamente s tendria que tomar el valor de
0.

Entrevistadora: ;Por qué?

Sebastian: Porque, cayendo en cuenta con lo de la anterior [es decir la Tarea
1] la Ginica manera de que de una u otra manera sean la misma
recta es porque toma, llamemos ecuacion 1 [denotacidon para
4x + y = 0] multiplicada por 2, tenemos que 8x + 2y = 0 me
queda asi, es decir, la Unica manera de que sean la misma

ecuacion al momento de multiplicarla por 2 es que sea 0 v habrian

infinitas soluciones, porque claro ese 0 lo que me indica es que
no _estoy haciéndole ningun tipo de traslacién a esa recta, en

cuanto a las graficas. Ahora en la b, pues s tomaria, bueno la
condicion es que s sea diferente de 0, porque de igual manera
como habiamos analizado en la tarea anterior ese 5 lo que estaba

haciendo era subirlo o bajarlo, es decir, en general este s lo que
nos esta diciendo es que en la grafica yo o lo voy a trasladar hacia

arriba s unidades o si lo voy a bajar s unidades [realiza flechas en

la hoja para explicar lo que dice (ver Figura 17)] y no veo mas
restricciones, puede incluso ser 0,05 o una fracciébn o un
infinitesimal, pero siempre va a tener una traslacion
[relacionando traslacion, paralelismo, y finalmente ninguna
solucion del sistema] para el Unico tesoro, es decir, debo tomar

. ., s .
y = —4x que es la primera ecuacion, buenoy y = —4x + 5 tiene

que haber un punto en comun, lo que puedo decir con seguridad
es que no, diria que no se va a poder encontrar un valor para s el
cual el SEL sea de solucion tnica, pero para que por lo menos la
rectas se intersequen no va a haber una condicion solo sobre s, lo
que si va a influir son las pendientes, esas inclinaciones de las
rectas, entonces la Unica condicion para que haya una
interseccion es que modifiquemos la pendiente de alguna de las

rectas [anota lo que dice y encierra con un circulo —4 de la
segunda ecuacion, el cudl es la pendiente de la recta] pero de
nuevo si modificamos s nos va a seguir realizando la misma
traslacion, siguen siendo paralelas. [Ver Figura 17].

Sebastian realiza una descripcion detallada de la solucion de la Tarea 2 como se evidencia

en las producciones anteriores, pero hay tres fragmentos subrayados que son clave en la
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conversacion; pues en cada uno menciona las transformaciones que sufren las ecuaciones para

determinar el conjunto solucion del sistema de ecuaciones lineales pedido, enfatizando en la

importancia de relacionar

el resultado algebraico y la representacion geométrica del SEL.

Estos argumentos son similares a los presentados por Miguel:

Figura 18

Respuestas Miguel, Tarea 2.
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Miguel:

Entrevistadora:

Miguel:

Entrevistadora:

Una pregunta, ;el valor de s puede ser un valor especifico o uno que
cumpla para cada uno de estos? [sefialando los items a, b y c].

La idea es determinar que valores debe tomar s para que cumpla con
cada una de las condiciones.

Bueno, para la primera s deberia ser 0 [escribe su argumento, no habla,
pasa al item b, no habla escribe en silencio (Ver Figura 18)] Una

pregunta, ;yo no puedo modificar las pistas?

(Por qué desea modificarlas?



TAREAS QUE PROMUEVEN LA COMPRENSION DE LOS SEL
63

Miguel: Porque como tengo la misma pendiente, siempre van a ser paralelas o
pues la misma, entonces si le sumo un nimero constante eso solo me
da la distancia entre las rectas, y si le sumo cero, pues quedan iguales,
entonces como tienen la misma pendiente siempre van a ser paralelas,
por lo tanto, no va a encontrar, sin importar quien sea s, no va a
encontrar un tesoro. Por eso pregunt6 ¢ las pistas las puedo modificar?

Entrevistadora: Si, modifiquelas y veamos que resulta.

Miguel: Es que dice que valores toma s, pero en este caso s no me importa, lo
que me importa es la pendiente.

Miguel visualiza el sistema de ecuaciones dado geométricamente, lo que le permite
determinar qué términos de la ecuacién debe modificar para que cumpla con las condiciones
pedidas, sin necesidad de resolver el sistema o asignarle valores especificos al parametro s.

Es vital aclarar que los estudiantes que alcanzan esta concepcion ya han pasado por la
construccion de la concepcidon Proceso de ecuaciones equivalentes; donde reconocen que las
ecuaciones que son multiplo escalar entre ellas tienen las mismas soluciones y por tanto son
infinitas (producciones referentes al item a de la Tarea 2). Es decir, las soluciones de las ecuaciones
equivalentes son la misma y que la transformacion que cambia los coeficientes (multiplo escalar)
de las variables no altera al conjunto solucion.

Para la Tarea 3, Mauricio cometid errores aritméticos y algebraicos en el método de
resolucion (Ver Figura 19), pero logra reflexionar sobre los resultados de su error de manera

correcta, asi:
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Figura 19

Parte I respuestas Mauricio, Tarea 3.

b) (Cudl es la solucion del sistema? Justifique su respuesta.

(G predairely)

7

¢) ¢Los vectores luz vy, ¥, ¥ son linealmente independientes? Justifique su respuesta.
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Parte Il respuestas Mauricio, Tarea 3.
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Mauricio: O sea, apagado es que estas cosas [sefialando los vectores que
escribio] al combinarlas me den 0. [luego, iguala los vectores a
cero y los acompaia de parametros a,,n € {1, 2, 3}] Habra una
que sea multiplo de otra por un escalar. Haber ahi parece que esta
cosa esta cortando con una recta [sefialando la representacion
geométrica del sistema resultante de la Tarea 3]. Mmmm, no sé,
no sé lo que voy a hacer [comienza a escribir la matriz asociada
al sistema junto con los parametros presentados en la Figura 16]
Voy a hacer Gauss-Jordan pero no me acuerdo si es asi, voy a
hacerlo.

Entrevistadora: (El método de Gauss-Jordan se realiza con los pardmetros o con
los coeficientes que los acompafian?

Mauricio: Se supone que debe dar lo mismo. [refiriéndose a los resultados
con solo los reales y los resultados usando los parametros] Dio la
identidad, es decir [mira el comienzo de los resultados] ay no la
embarre debe ser a, 0 bueno, digamos si fueran x, y, z, queda x =

0, y=0v z=0. Fsa es la identidad, 0o sea que van a ser
independientes. [Ver Figura 20]

Mauricio evidencia esta concepcion, aunque no haya dado una solucion correcta a la Tarea
3, destacando que el contexto de la Tarea es congruente con la construccion de las estructuras. El
estudiante recuerda que tiene que resolver un sistema y lo asocia con matrices y un método
especifico, pero no recuerda si es junto con los parametros o no. Al no recordar este detalle comete
un error en los célculos y por ello, todo el procedimiento le queda incorrecto, lo que lo lleva a una
interpretacion erronea de la solucion del sistema dado y el contexto de la Tarea. Aunque cabe
resaltar que la interpretacion de los resultados que le dieron fue acertada, pues entiende el valor
que deben tomar los pardmetros para que el sistema sea linealmente independiente (ver fragmento
subrayado).

Como se presenta en el modelo cognitivo los estudiantes construyen una concepcion

Proceso usando algun resultado tedrico o cuando logran pensar en un SEL desde una interpretacion
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geométrica, matricial, por determinantes o rango, y entiendan que lo importante es interpretar el

contexto para darle solucidon a un problema. Por ejemplo:

Figura 21

Representacion geométrica de vectores (Tarea 3), Sebastian.

D ez (6y2,0), Ve=(2:4,1) , Va=(2,1,-4)

solucion

=

Sebastian:

Entrevistadora:

Sebastian:

[Lee el enunciado, el item a y gréfica los vectores dados (ver Figura
21)] Y si de alguna u otra manera es esto mismo que tenemos aqui
[comparando la representacion geométrica de los vectores y sefialando
la representacion geométrica del SEL dado] Bueno, es posible apagar
la iluminacién al combinarlas, es decir que no llegue luz ;cierto?

Si ;como interpreta el hecho de apagar por completo el sistema?

Pues, yo interpreto, o sea que se apaguen todas las luces, que se anulen
todas las luces en pocas palabras, eso implicaria, bueno que
técnicamente la combinacion lineal de todos esos vectores me debe dar
(0,0, 0) [realizando la combinacién lineal igualada al vector nulo].

Para Sebastian la grafica de la Figura 21 fue muy importante para comprender el tipo de

solucion del sistema dado, que se veia en la representacion geométrica de la Tarea 3 y pensar en

el contexto graficamente; para finalmente determinar que la inica posibilidad para que el sistema

se apagara fuera igualar la combinacion lineal de los vectores al vector nulo. Sebastian fue uno de
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los entrevistados que hablo y escribio directamente el SEL, haciendo evidente la conexion entre
los SEL como herramienta en un problema de dependencia lineal (ver Figura 22).

Figura 22

Respuestas Sebastian, Tarea 3.

Sam o, B, 8 ¢ K
a(653,0) + B(z-11) 4 O(-2,1,4) = (0,0,0)
(6 ,-a) + (28,-8,8) +£20,6 ,-46) = (0,0.0)
[ ed+2B8-20=0
§-3-8+g =0
i-\_“‘- tR-46=0
. F
(e 2 ~2|o\®  Med /11 -4 /o) B g1y lo
-3 =1 1 |o l;u'j [ =%-1 “]: 's] 02 -1 o | E’E‘
'l.iiﬂf'ﬂ"m I'kéz_'f'j | 0-4 22 ‘
. Fy-6Fs \ D/
L4 o\ Fi-F /[ 3 |,
[ o1 o > [1 020 L+ 326 =0
i .l‘-' Z ! 0 1"% o | _,_,_.,5. 1‘_
\® -4 22 |o \ | ™ B -Mg_g
o ' z =
}Fﬁhh‘-‘ \ 0D oo / Z
C= —d.2  Ran (@)
Ty
£ '5;;[—“‘ Y\=0
{5"’11“{, =)
3
B= -1
30«’.
2L & 4(-1 -4 .14 _ -8, 4
(% AL
27 & [_44 _ -
) | < -1
: Z
it -21 = )
o _ 3
z
Sebastian: Es casi como decir que sean libres, no recuerdo bien, pero va por ahi la

idea.
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Entrevistadora:

Sebastian:

Entrevistadora:

Sebastian:

Entrevistadora:

Sebastian:
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LY qué es que sean libres?

Que los escalares al final me den cero, o bueno si un vector es libre es
porque no es combinacién lineal de los otros. Entonces claro, para
poder hallar la solucion del sistema podria intentar hacerlo por

sustitucion, pero no sé si sea tan comodo, entonces lo que voy a querer
armar es la matriz con los coeficientes manteniendo el orden y la dejo
como matriz aumentada de una vez [resuelve el sistema con el método
de Gauss-Jordan y explica los cambios que realiza por fila (ver Figura
22)] Es decir, llegue a que no me va a dar la identidad, lo cual me esta
diciendo que un vector a ser multiplo escalar de otro vector.

LY esa conclusion también la podemos sacar desde la grafica o no?

Pues, segun la grafica la solucion va a ser esto [delineando la recta que
corta a los dos planos en la representacion geométrica dada] y bueno
también lo pude haber visto en el momento en que grafique los
vectores, que uno es multiplo escalar del otro [sefalando los vectores
que grafico en la Figura 21] De igual manera, no son linealmente

independientes.

(Hay algin parametro que qued¢ libre?

Mmm, yo diria que  y 8 quedan dependiendo de los valores que a
tome. Y bueno, segun yo con la Glltima pregunta, los vectores no serian
linealmente independientes porque llegamos a la conclusion de que un
vector es multiplo escalar de otro, es decir que necesariamente para que
fueran linealmente independientes debimos haber llegado a la matriz
identidad.

A través del fragmento subrayado de rojo Sebastian puntualiza que la Tarea 3 nos lleva a

ver si los vectores son linealmente independientes o dependientes; donde realiza la combinacion

lineal, la iguala al vector nulo y determina el sistema de ecuaciones lineales resultante como

muestra la Figura 22. Por otro lado, los fragmentos subrayados de negro nos indican que Sebastian

interpretd que, si la matriz aumentada reducida no llega a ser la identidad, uno de los vectores que

conforman la matriz asociada es multiplo escalar de otro; y por tanto, el conjunto de vectores no

es linealmente independiente, lo que refuerza la interpretacion geométrica que ya habia realizado.
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Discusiones como la anterior, son las que se esperaban en la investigacion, donde el
estudiante logra construir la concepcion Proceso de los SEL, al coordinar los Procesos de SEL
usando la representacion matricial y la interpretacion geométrica.

Sin embargo, hay otro tipo de argumentos que también son importantes en la investigacion,
y permiten construir esta concepcion. Cuenta de ello son las siguientes discusiones guiadas, pues

son razonamientos que los estudiantes evidencian junto con preguntas externas a las propuestas en
la Tarea 3:

Figura 23

Parte I respuestas Andrea, Tarea 3.
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Andrea: Yo creo que, para apagar el sistema, depende de la direccion de los

vectores, pero o sea si apago los focos, pues obvio se apaga todo ;no?
(Estas son las ecuaciones cierto? [sefalando la representacion
geométrica del sistema de ecuaciones dado y procede a leer los items b
y c¢] Seglin yo deberia ubicarlos algo asi, voy a utilizar matrices no s¢
por qué [escribiendo la matriz asociada al sistema (ver Figura 23)] pero,
espere si dan tres vectores, ;por qué solo hay dos ecuaciones?

Entrevistadora: ;Cudntas ecuaciones deberia haber?

Andrea: Pues tres cada una relacionada con un vector, pero en la grafica no
estan.
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Entrevistadora:

Andrea:

Entrevistadora:

Andrea:

Entrevistadora:

Andrea:

Entrevistadora:

Andrea:
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[ Qué crees que ocurrio con una de las ecuaciones? ;Cuales son las
posibilidades para que no se vea?

Que no exista, aunque no puede ser, porque ahi esta el vector o de
pronto este paralelo a uno de esos y por €so no se ve.

En la imagen estan todos los planos, entonces ;qué otra opcion hay?
Oooh, jum, entonces estd sobrepuesto.
LY que significa que estén sobrepuestos?

Que sean iguales, pero ahora tengo que hallar las ecuaciones, volvamos
aqui [sefialando la matriz que escribid] me falta poner que va luego de
los vectores, pero no sé€ qué es.

Ok, recuerda que dijiste que, si apagabamos los focos, se apagaba todo,
entonces qué crees que va ahi?

Pues estan nulas, sera poner 0 [escribiendo una ultima columna de

ceros y determinando el sistema de ecuaciones lineales en la Figura
23].

En la primera parte de los resultados Andrea estd empefiada en ubicar los vectores dados

en una matriz sin darle significado a lo que esta haciendo. Al comienzo se pens6 que Andrea estaba

en una concepcion Accion de SEL, pero al generar mas preguntas se iba haciendo presente la

concepcion Proceso de SEL en esta Tarea. A continuacion, se observa dicho avance:
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Figura 24

Parte Il respuestas Andrea, Tarea 3.
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Andrea:

Entrevistadora:

Andrea:

Entrevistadora:

Andrea:

Jum, creo que no voy a usar la matriz, porque siempre se me
dificulté usar Gauss-Jordan, voy a hacerlo por otro método.
[usando el método de reduccion y llegd a la ecuacion que era
multiplo escalar de otra (Ver Figura 24)] termin€, bueno y es
igual a cero, o sea esa es la variable independiente y x, z dependen
de y. Jum, ahora ;los vectores son independientes y como sé eso?

(Para qué uso los vectores?

Para hallar el sistema y encontrar una solucion.

Ok, encontré una solucion del sistema y de ella que puede

determinar.

Pues que x y z dependen de y, entonces supongo que los vectores

no son linealmente independientes.

71

Para Andrea su mayor dificultad era emplear un método, mas no interpretar el resultado de

este. Cuando la y le dio 0, le permiti6 ver que la variable en cuestion no depende de las otras para

satisfacer el sistema de ecuaciones y con ello concluyé que los vectores no eran linealmente
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independientes. Recordemos que fue una de las pocas que reconoci6 el SEL en la Tarea 3 y lo
escribio explicitamente, aunque sus producciones revelan una falta de formalizacion en la
notacion.

Por otra parte, la interpretacion y construccion de esta concepcion se nutre cuando el
estudiante puede entender que diferentes situaciones como las que se pueden encontrar en un
problema de Combinacién lineal, Base o Conjunto generador se pueden solucionar con un
planteamiento adecuado y solucion de un SEL. Por consiguiente, se presentan las siguientes
producciones:

Figura 25

Respuestas Miguel, Tarea 4.

Miguel: A ver si en un sistema de ecuaciones 2 X 2 las rectas son
perpendiculares cuando la multiplicacion de las pendientes es igual a
—1. Aunque eso /no tiene que ver con el producto punto?
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Entrevistadora: Si, pero ;cudnto deberia dar el producto punto?

Miguel: Mmm, yo me guio del —1, aunque como es otro espacio, creo que tiene
que ver con los dngulos y algo de cero.

Entrevistadora: Si, el producto punto debe dar cero, porque la definicion dice que se
deben multiplicar las magnitudes por el coseno del angulo entre ellos
Ly qué angulo tienen si son perpendiculares?

Miguel: De 90°, aaaah y cos (90°) = 0, de ahi sale el cero.

Entrevistadora: Si, ahora comprueba si los vectores son o no perpendiculares entre
ellos.

Miguel: Si son perpendiculares [lee el item c] si.

Entrevistadora: ;Por qué, describen cualquier posicion?

Miguel: No sé, algo me dice que asi es, no me acuerdo como saber si es un
conjunto generador, supongo que tengo que resolver otro sistema, pero
ahora con Gauss-Jordan [no completa el procedimiento, pero hace
sustituciones y concluye que son linealmente independientes] ahora, se
igualan a x, y, z creo.

Entrevistadora: Si, vamos a ver como es el sistema generador.

Miguel: Bueno, supongo que estos de aqui conforman el sistema generador
[sefiala los resultados de cada parametro en la Figura 25].

La construccion de esta concepcion en Miguel no fue directa, iba surgiendo a medida que
se le realizaban preguntas. Miguel llega a comprender la conexion entre la operacidn matematica
y la propiedad geométrica, respecto al cero en el resultado del producto escalar, aunque en ningtin
momento se dirige directamente al SEL. Es consciente de que existen unos escalares, que son
necesarios para determinar el conjunto generador, es decir, el conjunto de todas las combinaciones

lineales entre los vectores w; = (1,—1,0),w, = (1,1,0),w; = (0,0, 1) y ademas implicitamente
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sabe que debe darle solucion a los sistemas a4(1,—1,0) + a,(1,1,0) + a5(0,0,1) = (0,0,0) y
a;(1,—-1,0) + a,(1,1,0) + @53(0,0,1) = (x,y, 2).

Por otro lado, Mauricio y Sebastidn tienen claro que para cumplir con la ortogonalidad el
producto escalar debe ser cero y evidencian una concepcion Objeto de combinacion lineal y una
concepcion Proceso de SEL, al determinar que el conjunto de vectores cumple con las condiciones
necesarias para ser una base del espacio como se esperaba desde el anélisis a priori:

Figura 26

Respuestas Mauricio, Tarea 4.
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Mauricio: [leyendo el enunciado] ortogonales, seria mirar si el producto escalar

es 0. Primero consigo la base, pero ;qué tengo que hacer con esa base?
[se queda pensando, pero no dice nada y luego hace el producto escalar,
comprobando la ortogonalidad. Lee el item b] Si sé que hacer, pero
como lo hago jum.

Entrevistadora: Puede explicar con palabras que se tiene que hacer o a donde quiere
llegar.

Mauricio: Espere pienso, aah R3, o sea si esa cosa [refiriéndose a la base] me
genera todo R3, bueno estoy mirando si es base.



TAREAS QUE PROMUEVEN LA COMPRENSION DE LOS SEL

Entrevistadora:

Mauricio:

Entrevistadora:

Mauricio:

Entrevistadora:

Mauricio:

Entrevistadora:

Mauricio:

Entrevistadora:

Mauricio:
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Y para que sea base ;qué tiene que cumplir?

Para que sea base, la combinacion lineal de esos tres jum [sefialando
los vectores].

(Qué tiene que pasar con la combinacion lineal?
Tiene que ser igual a cero.

Las antenas, bueno los vectores, tienen que ser ortogonales y ;qué
propiedad deben cumplir para que sean base?

(Qué sean base? ... que no sean multiplo escalar del otro.
Es decir, ... que sean ...

Linealmente independientes. Bueno ahi ya se [mirando la hoja] que
ninguno va a ser, no va a haber ninguno multiplo el uno del otro.

(No es necesario hacer algun calculo o procedimiento?

No, ahi se ve, y como son linealmente independientes, esos son base.
[Ver Figura 26]

Mauricio reflexiona sobre las propiedades que deben cumplir los vectores para que sean

linealmente independientes y no recurre a célculos para verificar. Incluso no menciona

directamente que se forma un SEL, pero es consciente de que para que un conjunto de vectores

sea base, tienen que ser independientes entre ellos, idea que desarrolla implicitamente.

Contrario a la reflexion que realiza Sebastian de los mismos items de la Tarea 4, donde

realizo la combinacion lineal y determino el SEL asociado (ver Figura 27); afirma que al igualar

la combinacion lineal con el vector nulo, se estan considerando todas las alternativas de solucion,

lo que permite establecer que el conjunto (w;, w,, ws) es linealmente independiente y resuelve el

sistema a(1,—1,0) + £(1,1,0) + 6(0,0,1) = (x,y, z), formalizando el sistema generador del

espacio R® como se muestra en la Figura 28.
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Figura 27

Parte I respuestas Sebastian, Tarea 4.

Figura 28
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Sebastian:

Entrevistadora:

Sebastian:

Entrevistadora:

Sebastian:

Ahora, de alguna u otra manera nos estan preguntando si la
combinacion lineal de estas tres antenas me genera todo el
espacio.

LY eso que significa para estos tres vectores? [sefialando los
vectores de las antenas].

Que sean una base de todo el espacio, en este caso R3.
(Qué propiedades se tienen que cumplir para que sean base?

Para que sean base tiene que cumplir que sean linealmente
independientes y que la combinacion lineal de ellos me genere
todo el espacio. [realiza la combinacion lineal y determina el
sistema de ecuaciones lineales] Bueno ya 6 nos dio 0, si hacemos
sustitucion, despejamos [ de la primera ecuacion y la
reemplazamos en la segunda, a también es 0 y si @ es 0 no habré

de otra que [ también sea 0. Es decir, que si son linealmente
independientes y ahora hay que ver si realmente genera todo el
espacio. [Ver Figura 24] Nos preguntamos cual va a ser ese

generado de todo este espacio, hay que igualarlo ahora a x,y, z
[sefialando la combinacidn lineal que anot6 antes y escribiendo el
nuevo sistema de ecuaciones lineales] bueno ya 6 abarca todo z,
ahora hay que revisar ese x y y, bueno voy a hacer lo mismo que
antes. [encuentra el generado mediante sustitucion, hallando cada
parametro y la relacion entre las variables (Ver Figura 25)] ;Qué
puedo concluir? Jum, pues, diria que, si generan todo el espacio,
debido a que los pardmetros a, f y 6 dependen de x,y,z, 0 sea
abarca todos los puntos.
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Sebastian describe de manera detallada todo el procedimiento, de alli podemos tomar los

fragmentos subrayados y afirmar que comprende lo que implica determinar una base, dominio del

concepto dependencia lineal y conjunto generador. En el alcance de las tltimas construcciones de

este apartado se evidencia de manera especifica cuando los estudiantes no solamente piensan en el

planteamiento de un sistema, sino el proposito de este. Puede que no lleguen a describir como tal

un sistema, pero la idea esta implicita, justo lo que caracteriza esta concepcion.
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Ademas, esta construccion se hace significativa cuando acompaiia a otros conceptos, es
decir cuando no se aisla, sino se incorpora para darle significado, porque como lo describe
Parraguez (2014) en Oliveros (2018) aunque el concepto Combinacion Lineal sea la célula
generadora del Algebra Lineal, los SEL, son la herramienta para darle solucién a todos los

problemas donde surjan las combinaciones lineales.

Estructuras asociadas a la complejidad del objeto

Se debe aclarar que los estudiantes no realizaron procedimientos directos para dar solucién
al item c de la Tarea 4, lo que hicieron fue ir deduciendo a partir de las preguntas que iban
contestando. En el anélisis a priori se consider6 que era necesario que en dicho item los estudiantes
reflexionaran sobre las condiciones y propiedades que cumple un sistema de ecuaciones lineales
sin necesidad de célculos. Sin embargo, 4 de los 5 entrevistados no logran relacionar el concepto
de transformacion lineal y su influencia sobre los sistemas de ecuaciones lineales resultantes, tal
como se muestra a continuacion en la transcripcion de la entrevista de Mauricio:

Figura 29

Anotaciones de Mauricio, Tarea 4 (c).

la matinz de rotacion:

cos (6) —sen(8) 0
R=|sen(8) cos(@) O
0 0 1

iistemas de ecuaciones, responde: ;El

Mauricio: Mmm, si, o no sé, mejor miro lo otro [leyendo la segunda parte de la
Tarea 4 y el item c; empieza a hacer calculos mentales con diferentes
angulos en la matriz de rotacidon] son ortogonales [segin los valores

que les puso a seno y coseno (ver Figura 29)], solo si 8 = g; me hizo
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dudar de la pregunta anterior, jsera que con un contragjemplo? No sé
si lo generan o no, en cualquiera de las dos.

Entrevistadora: ;Afirma que el nuevo sistema genera todo R3sin comprobar el
original?

<o . T ’ r
Mauricio: Mmm, en cualquier € no, solo en 8 = > No sé, no sé, eso creo.

El estudiante estaba empefiado en buscar un contragjemplo, porque segun deja claro es mas
facil, que ver si genera todo el espacio o no, ante la frustracién de no acordarse del concepto de
conjunto generador, su interés disminuye, por tanto, la entrevistadora pregunta:

Entrevistadora: ;No recuerdas como determinar un conjunto generador?

Mauricio: No, no me acuerdo del sistema generador, ni sabia que la matriz
de rotacion existia.

El hecho de que Mauricio no recuerde conceptos clave como el conjunto generador y las
transformaciones lineales presenta una limitacion en la construccion de los SEL como objeto; ya
que impide establecer una conexion entre las propiedades de la solucion del sistema y las
herramientas de la teoria de transformaciones lineales, sin oportunidad de analizar el sistema de
forma integral.

Por otro lado, tenemos a Sebastidn que sabe que la ortogonalidad se conserva, pero esto
solo es una parte para lograr encapsular completamente el Proceso de SEL, a menos de que sea

llevado a la respuesta. Como puede verse en la siguiente imagen y transcripcion:
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Figura 30
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Anotaciones de Sebastian, Tarea 4 (c).

localizar aviones, en un graficador 3D. Para ello, utiliza tres antenas que emiten sefiales en
direcciones especificas. (05 <o
~

El sistema de coordenadas de referencia ideal debe ser ortogonal. Los ingenieros de la torre
de control te piden que verifiques si estas tres antenas cumplen con el requisito de
ortogonalidad. Para ello, necesitas comprobar dos cosas:

a) ;Son las direcciones de las antenas perpendiculares entre si?
b) ;Son las tres antenas suficientes para describir la posicién de cualquier avién en la
region espacial?
Imagina que la torre de control decide rofar su sistema de antenas. El nuevo sistema de
referencia esta definido por la matriz de rotacion:

Antena 1: wy = ((1:—1, 0)+
Antena 2: w, =(1,]{,{)) \ ,

> \ /
Antena 3: w3 = (0,0,1) ’/

sen(8) cos(8) 0

(cos (8) —sen(8) 0)
R =
0 0 1

Sebastian:

Entrevistadora:

Sebastian:

Bueno, yo diria que no, en este caso no, porque estoy asumiendo que
en este caso lo que estoy haciendo es cambiar los escalares por
funciones trigonométricas, ay no, no sé es que estoy comparando con
esto [sefialando los vectores y comparando componente a componente
con la matriz de rotacion] bueno, yo lo estoy viendo asi con el sistema
de ecuaciones es como si & va a ser este cos(6), luego que ese [ vaa
ser —sen(0), asumo que estos de acd [encerrando las primeras y
segundas componentes de los vectores] la razon por la que la descarto
es porque multiplicamos por funciones trigonométricas y no
concuerdan, o no para mi para que sigan manteniendo el generado.

LY sidigo que la rotacion es una transformacion lineal, cambia algo?

Jum, transformacion lineal, bueno viéndolo desde ese punto de vista,
dudaria en decir que una rotacién mantiene todo eso, es que bueno si
es transformacion lineal, necesariamente la rotacion va a abarcar todo
el espacio, pero de igual manera como tenemos combinaciones de
rotaciones puede que haya una rotacion la cual esa antena no pueda ser,
entonces no podra ser el espacio, se quedarian por fuera ciertos valores
o posiciones en el espacio. Yo seguiria con mi idea de que no genera
todo el espacio, habria que solucionarlo o tratar de dibujarlo en alguna
calculadora grafica para tener idea, estoy muy seguro de que no va a
abarcar el espacio completo.
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Sebastian no logra pensar en las propiedades o los SEL como una entidad que cumple con
ciertos criterios, sino como un algo que se tiene que manipular. En la Figura 30 se puede observar
como compara los vectores iniciales con las funciones trigonométricas dadas para la rotacion,
buscando un patron que le diga si estd manipulando un SEL con una posible solucion igual a la
original. Concluyendo en el fragmento subrayado que realizar calculos nuevos sobre el sistema
asegura que el ultimo sistema de ecuaciones resultante cumple con las condiciones establecidas.

Por otro parte, Miguel relaciona la matriz asociada al sistema con la matriz de rotacion.

Veamos la forma de pensar de Miguel:

Miguel:

Entrevistadora:

Miguel:
Entrevistadora:

Miguel:

Entrevistadora:

Miguel:

Miguel no logra encapsular la concepcion Proceso de SEL, pues necesita hacer nuevos
calculos para determinar si el nuevo conjunto de vectores cumple con las caracteristicas pedidas y

no ve el sistema de ecuaciones como una herramienta que determine la solucion de la Tarea, sino

(Como sin hacer nada?
Ok, usted ya comprobd que los vectores originales son
ortogonales y a parte generan todo el espacio, la cuestion es, si

los roto ;siguen teniendo las mismas caracteristicas? /el nuevo
conjunto de vectores es ortogonal y genera R3?

Si.
JPor qué?

Ortogonales siguen siendo [hace céalculos mentales del producto
punto con los nuevos vectores].

Recordemos que la rotacion es una transformacion lineal.
Mmm, a ver es que comparémoslo con esto, porque necesito

guiarme de esto para asegurarme [sefala la resolucion del sistema
anterior (ver Figura 25)].

que cree que es otro problema de matrices ajeno a los SEL.
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Adicionalmente, Andrea asocia la Tarea con las funciones trigonométricas, mas no como
se habia considerado en el analisis a priori a partir del hecho de que las transformaciones lineales
como las rotaciones no cambian la independencia de un conjunto de vectores y preservan la
ortogonalidad, sino a través de analizar el comportamiento de las funciones trigonométricas, como
se muestra a continuacion:

Andrea: Yo creo que si, porque las funciones de seno y coseno varian entre 1 y —1,
bueno a aparte cuando decimos que son independientes, puede tomar cualquier
parametro en este caso los parametros son las funciones, entonces si mi logica
no falla, esto [sefialando la matriz de rotacidon] si va a cumplir con lo mismo
de esto y va a cubrir todo R® [sefialando el sistema de ecuaciones lineales
resultante].

A partir de las transcripciones anteriores y el analisis de las mismas, concluimos que el
algebra lineal permite abordar los sistemas de ecuaciones lineales desde multiples perspectivas:
geométrica, matricial y de transformaciones lineales. Por tanto, no conocer el rol de las
transformaciones lineales y sus conjuntos generadores imposibilita la vision de estas perspectivas
como un todo coherente, lo cual limita la capacidad de manipular y predecir el comportamiento
del sistema.

Finalmente, Arturo es el estudiante mas cercano a la construcciéon de una concepcion
Objeto de SEL. Como sugiere el modelo cognitivo la encapsulacion de la concepcidn Proceso del
concepto SEL y la construccion de la estructura Objeto, depende del contexto del problema y los
conceptos involucrados, en este caso Transformaciones lineales. La idea es que el estudiante vea
el sistema de ecuaciones como una propiedad intrinseca del conjunto de vectores y con ello
conserve ciertas caracteristicas, como se muestra en la siguiente discusion con Arturo en el item ¢

de la Tarea 4:
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Arturo:

Entrevistadora:

Arturo:

Aunque no recuerde bien, pues la rotacion, ;jno es solo moverlos
en el mismo espacio?

Ok, pero ;como influye que se mueve en el mismo espacio?
18

(como es el movimiento o qué caracteristicas tiene el objeto que

se modifica?

Pues las caracteristicas serian las mismas, estan en el mismo
espacio y son los mismos vectores solo que esta sufriendo una
rotacion. Es que, si el sistema de ecuaciones inicialmente describe
la posicion en el espacio general, o sea genera el espacio, pues la
rotacion va a seguir manteniendo eso. [El estudiante entiende el
SEL como objeto desde el hecho que es una herramienta de una
transformacion lineal, pero no sabe directamente por que se
cumple, o sea algo le dice que se asi pero tedricamente no
entiende el por qué pasa, no le da un significado].
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Si bien, Arturo logra pensar en el sistema como un objeto que se puede manipular para dar

sentido a una situacion que involucra las transformaciones lineales, pero falta que le dé un sentido

a los resultados y desarrolle mas sus argumentos al respecto. Por tanto, se decide que no hubo

evidencia directa de otra estructura mas evolucionada que la de Proceso. En la mayoria de las

discusiones se guiaba a los estudiantes a ubicarse en la concepcion Objeto, pero habia estructuras

previas referentes a otros conceptos lo que impedia este transito de estructuras. Tal vez se haga

presente con otro tipo de poblacion u otro tipo de contexto, que tenga la misma intencion, es decir,

donde no sea tan evidente el uso de los SEL, para resolver ciertas situaciones y asi encapsular el

Proceso en un objeto; permitiendo a los estudiantes expandir su nivel de argumentacion y darle

significado a cada una de sus justificaciones.
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6. Conclusiones

El objetivo que nos planteamos al inicio de esta investigacion fue: Disefar tareas
sustentadas en un modelo cognitivo que promuevan la comprension de los Sistemas de Ecuaciones
Lineales en estudiantes de Licenciatura en Matematicas. El cudl se fue logrando en su fase de
disefio y experimentacion, validando la coherencia entre el disefio tedrico de las tareas y las
estructuras mentales que estas promovieron. Asimismo, la pregunta de investigacion fue
respondida al identificar que la promocion de la comprension se logra mediante la evidencia
explicita de reflexion y coordinacion de registros, y no meramente de la aplicacion de algoritmos.
Hay que destacar que no es tanto el modelo lo que nos interesa, sino como el modelo me permite
detectar que estructuras y mecanismos mentales han logrado desarrollar los estudiantes durante el
programa de Licenciatura en Matematicas en relacion con un concepto matematico.

Se confirm6 que las estructuras previas postuladas en el modelo cognitivo (Accién del
concepto Variable y Proceso de Ecuaciones equivalentes) son estrictamente necesarias y fueron
universalmente alcanzadas por los entrevistados. Esto subraya la importancia de abordar el
significado de las variables y la invariancia del conjunto solucién antes de la manipulacion de
sistemas.

Las Tareas 1 y 2 fueron en gran medida efectivas para impulsar la transicion de la
concepcion Accion a la concepcion Proceso de SEL. Estudiantes como Mauricio y Sebastian
demostraron la capacidad de coordinar la interpretacion analitica de un resultado con su significado
geométrico sin necesidad de ejecutar todo el célculo, evidenciando interiorizacion de las acciones
de manera clara y concisa.

Por otro lado, la evidencia de un estado intermedio de Accion y Proceso, como lo fue el

caso de Miguel, caracterizado por la aplicacion de algoritmos sin reflexion o por la dificultad para
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generalizar resultados de parametros, sugiere que el disefio de tareas debe enfatizar la justificacion
y la argumentacion de la solucion, y no solo su obtencion. Es esencial que la interpretacion
geométrica sea un paso de reflexién y no un mero recurso visual; pues como arrojan los resultados
los estudiantes no suelen utilizar la representacion grafica como ayuda previa a solucionar la Tarea,
y cuando desarrollan la parte algebraica, suelen tener dudas o errores y ahi es cuando recurren a
diversas representaciones a manera de verificacion.

En las Tarea 3 y 4, al vincular el concepto SEL con los conceptos Combinacion Lineal,
Dependencia Lineal, Base, Espacio generado y Transformacion Lineal permitio a estudiantes
como Sebastidn utilizar el SEL como una herramienta (concepcion Proceso) que probablemente le
ayuden a resolver problemas con un nivel mas avanzado del Algebra Lineal. Este hallazgo es
crucial, pues confirma que las tareas disefiadas facilitan el inicio de la construccion del Nivel Inter
del Esquema de SEL (uso del concepto para abordar otros conceptos matematicos).

Se observa que, inicialmente, los estudiantes centran su atencion en la manipulacion
operativa de ecuaciones, verificando soluciones o aplicando métodos algoritmicos sin reflexion
conceptual. Sin embargo, a medida que avanzan las tareas, los estudiantes integran
representaciones algebraicas, geométricas y matriciales, articulando ideas de equivalencia,
solucion e independencia lineal. Este progreso refleja la efectividad del modelo cognitivo al
propiciar la coordinacion entre distintas estructuras mentales y favorecer la comprension relacional
del concepto SEL.

Hay niveles de desarrollo entre estructuras que no son lineales, como afirma Oktag (2022)
“los niveles no son necesariamente secuenciales, aunque algunos de ellos pueden considerarse mas
cercanos a una de las etapas u otra, y pueden considerarse como posibles paradas en un camino

entre dos etapas”. A partir, de los resultados de las estructuras asociadas a la complejidad de objeto,
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hubo un estudiante en particular que presentd un nivel mas avanzado en comparaciéon con sus
compaieros y el cual no se tenia previsto. Lo que nos lleva a plantearnos la posibilidad de que
Arturo se encuentre en un nivel intermedio entre la concepcion Proceso y concepcion Objeto.

La principal limitante en esta investigacion reside en que ninglin estudiante construyo
plenamente la concepcion Objeto del concepto SEL. Si bien se logré que el SEL funcionara como
una herramienta, la encapsulacion necesaria para operar con el sistema como una entidad
matematica no se observd de manera robusta. Lo que nos lleva a sugerir un refinamiento del
modelo cognitivo que incluya estructuras previas de Proceso del concepto Parametro y Proceso
del concepto Transformacion Lineal; si bien los SEL en su mayoria y para lograr esta concepcion
tienen que trabajar como una herramienta de construccidon de otros conceptos. Ahora es necesario
estudiar en principio las estructuras que tienen los estudiantes de aquellos conceptos que necesitan
de la presencia de los SEL para una comprension significativa; esto dependiendo del contexto de
las tareas. Los resultados permitieron comprender de manera mas profunda que la dificultad en el
aprendizaje del SEL no es una falla de memorizacion, sino una falta de articulacion entre las
construcciones mentales de los conceptos precursores.

En general, el analisis de los resultados nos demostré la coherencia metodologica entre las
tareas disefiadas y los hallazgos cognitivos. Las tareas lograron promover eficazmente los
conceptos Accion y Proceso, resolviendo parcialmente el problema de la comprension algoritmica
superficial. Sin embargo, el desafio persiste en el disefio de tareas que faciliten la encapsulacion
hacia la concepcion Objeto, lo cudl sera el foco de una futura investigacion.

Finalmente, el estudio contribuye al campo de la Educacion Matematica al verificar la
eficacia de la Descomposicion Genética para las primeras construcciones del concepto SEL en el

contexto de la Licenciatura en Matematicas, proporcionando evidencia que puede ser utilizada
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para el refinamiento de futuros modelos cognitivos o nuevos disefios didacticos. Desde una
perspectiva pedagdgica, los resultados sugieren que el disefio de tareas contextualizadas, que
vinculen los sistemas de ecuaciones con situaciones significativas, potencia la comprension del
concepto al promover la reflexion y la argumentacion. Ademas, la intervencion docente, basada
en preguntas orientadoras, desempefia un papel fundamental para que los estudiantes evolucionen

de una comprensioén empirica hacia una comprension estructural.
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Apéndice

Entrevista sobre el concepto de SEL:

Tarea 1. La Busqueda del Tesoro

Un antiguo mapa contiene dos pistas que describen una ruta de navegacion para encontrar un tesoro
escondido. Las ecuaciones describen las rutas de dos brajulas en posiciones diferentes. La
ubicacion del tesoro es el tnico punto donde ambas rutas se cruzan.

4x+y =0

Pistas: {8x +2y=5

a) Tres marineros proponen tres posibles coordenadas para el tesoro:
3 1 ) . .
(1, - 5) ,(0,0), (— = 2). Verifica, paso a paso, si cada uno de estos puntos ubica el tesoro.

b) (Cuantos puntos satisfacen las pistas y ubican el tesoro? ;Habra mas tesoros o las pistas
son falsas? Justifique su respuesta
c) ¢Si graficas las dos rutas de navegacion que notas? ;Como influye esto en la biisqueda del

tesoro?

Tarea 2. Enigma del mapa

Luego de una exhausta busqueda el capitan vuelve a revisar el mapa y se da cuenta que leyo una
de las pistas mal y dijo: “Si encuentro una nueva ruta, podria tener mi tesoro; las pistas no me
engafaran mas, no reemplazaré ningiin nimero y resolveré este misterio”

4x+y =0

8x +2y=s (s ER)

Pistas corregidas: {

Siguiendo las peticiones del capitan, qué valor deberia tener s para que:
a) Existan demasiados tesoros hasta que se canse y sigan de generacion en generacion.
b) Termine deprimido porque nunca encontrara el tesoro.

c) Sea el afortunado de llevarse el unico tesoro en el mundo.
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Tarea 3. Grdficos por computadora (Adaptacion de Oliveros (2018))
En una simulacion 3D tienes tres fuentes de luz, cada una dirigida en una direccién dada por los
vectores: v; = (6,—-3,1),v, = (2,—1,1),v; = (—2,1,—4).
a) (Es posible apagar por completo la iluminacion en una region al combinar estas luces?
Justifica tu respuesta. Ten en cuenta que la representacion geométrica del sistema resultante

es la siguiente:

b) (Cuadl es la solucion del sistema? Justifique su respuesta.

c) ¢Los vectores luz vy, v,, v3 son linealmente independientes? Justifique su respuesta.

Tarea 4. Sistema de Navegacion Aéreo (Adaptacion de Oliveros (2018))

Una torre de control necesita establecer un sistema de coordenadas de referencia para localizar
aviones, en un graficador 3D. Para ello, utiliza tres antenas que emiten sefiales en direcciones
especificas.

Antena 1: w; = (1,-1,0)
Antena 2: w, = (1,1,0)
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Antena 3: w3 = (0,0,1)

El sistema de coordenadas de referencia ideal debe ser ortogonal. Los ingenieros de la torre de
control te piden que verifiques si estas tres antenas cumplen con el requisito de ortogonalidad. Para
ello, necesitas comprobar dos cosas:

a) ¢(Son las direcciones de las antenas perpendiculares entre si?

b) ¢(Son las tres antenas suficientes para describir la posicion de cualquier avidon en la region

espacial?

Imagina que la torre de control decide rotar su sistema de antenas. El nuevo sistema de referencia
esta definido por la matriz de rotacion:
cos(8) —sen(f) O
R = (sen(@) cos (0) 0)
0 0 1

c) Sin resolver nuevos sistemas de ecuaciones, responde: ;El nuevo conjunto de antenas

describe la posicion de cualquier avion en la region espacial (R*)?



