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RESUMEN

TITULO: Analisis de la estructura del campo gravitacional en los modelos de discos rela-
tivistas de Morgan y Morgan inmersos en un halo esferoidal de materia.'

AUTOR: Christian Camilo Meneses Benitez. 2

PALABRAS CLAVE: Espacio-tiempo Conformestéatico, Discos Relativistas de Morgan-
Morgan, Halo esferoidal de materia, Lineas de Campo Gravitacional.

DESCRIPCION:

El presente proyecto presenta el calculo y andlisis de la estructura del campo gravitacional en
un espacio-tiempo conformestatico axialmente simétrico correspondiente a la superposiciéon
de los discos relativistas de Morgan y Morgan y un halo esferoidal de materia (Gonzalez and
Pimentel, 2016). Se realiza un estudio de las propiedades del sistema compuesto mediante un
analisis de las lineas de campo gravitacional, las cuales se definen como las curvas integrales de
la cuadri-aceleracion de observadores estacionarios con momento angular cero con respecto
al eje de simetria (Semerdk et al., 1999). Se describe el proceso por el cual se obtiene el
tensor métrico capaz de describir el sistema compuesto mencionado anteriormente, y a partir
de este se estudia el comportamiento de la cuadri-aceleracién de dichos observadores. Las
motivaciones del estudio se extienden a establecer un estudio fisico en modelos galacticos
similarmente cercanos a aquellos que se han obtenido a partir de observaciones, en cuanto a
masa e influencia gravitacional se refiere.
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ABSTRACT

TITULO: Analysis of the structure of the gravitational field in the Morgan and Morgan
relativistic disk models immersed in a spheroidal halo of matter. !

AUTOR: Christian Camilo Meneses Benitez. 2

PALABRAS CLAVE: Conformal space-time, Relativistic Morgan-Morgan disks, Spheroi-
dal matter halo, Gravitational field lines.

DESCRIPCION:

The present project presents the calculation and analysis of the structure of the gravitational
field in an axially symmetric conformastat space-time corresponding to the superposition of
the relativistic Morgan and Morgan disks and a spheroidal halo of matter (Gonzalez and
Pimentel, 2016). A study of the properties of the composite system is carried out by means
of an analysis of the gravitational field lines, which are defined as the integral curves of the
four-acceleration of stationary observers with zero angular momentum with respect to the
symmetry axis (Semerak et al., 1999). The process by which the metric tensor capable of
describing the aforementioned composite system is obtained is described, and from this the
behavior of the four-acceleration of these observers is studied. The motivations of the study
are extended to establish a physical study in galactic models similarly close to those obtained
from observations, as far as mass and gravitational influence are concerned.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

En fisica teodrica existen problemas que son de gran fascinacion y relevancia, entre los cuales
se encuentra el estudio del campo gravitacional producido por una fuente de materia y los
efectos de este sobre la dinamica de las particulas. Dicha importancia sobre el fenémeno
se debe a que en la actualidad se conoce cémo funciona, pero debido a la complejidad de
las diferentes ecuaciones se desconoce por completo las soluciones analiticas que se podrian
obtener a partir de sistemas complejos compuestos por varios cuerpos. Lo anterior se explica
a partir de los inicios del estudio del campo gravitacional, donde se entendia al fendmeno
como gravitacion newtoniana y servia para explicar ciertas observaciones de la época, tales
como algunas 6rbitas de planetas y cuerpos celestes, y el estudio de la caida libre de cuerpos.
Sin embargo, las aplicaciones puramente newtonianas de la gravitacién no lograban explicar
con precision ciertos fendémenos, como es el caso de la precesion anémala del perihelido de
la orbita de Mercurio o la defleccion de la luz por una distribucion de masa (Epstein and
Shapiro, 1980; McCrea, 1979; Schiff, 1960; Wechsler and Tinker, 2018; Will, 2014), para esto
fue necesario una teoria mas completa, la teoria general de la relatividad, la cual ayuda a
describir apropiadamente las fuentes de campo gravitacional.

Desde que se establecio la teoria general de la relatividad han salido constantes estudios en
diferentes areas de la astrofisica. Estos estan enfocados en las soluciones a las ecuaciones de
Einstein, en su mayoria, de sistemas simples, conformado por un mismo tipo de cuerpo, lo
que se puede interpretar como agujeros negros, estrellas masivas, discos de materia delgados,
halos de materia, bulbos o ctimulos de estrellas (Anderson and Chrusciel, 2005; Bi¢dk et al.,
1993; Hartle and Hawking, 1972; Letelier and Oliveira, 1987; Plebanski, 1975). Por otro
lado, llama la atencién la dificultad que se tiene a la hora de encontrar soluciones de las
ecuaciones de Einstein para sistemas compuestos. La no linealidad de las ecuaciones hace
que el problema no se reduzca a una simple superposicion de soluciones. Se debe abordar este
tema con suma delicadeza, pues tiene un mayor grado de complejidad. Es por esto que se
interpreta el problema a partir de simplificaciones donde se aplican condiciones de simetria,
equilibrio termodinamico y otras con mayor relevancia como la condicionalidad de energia
para que el sistema siga cumpliendo con los diferentes principios que plantea la relatividad
general y sea una soluciéon bien comportada (Curiel, 2017; Synge, 1960).
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En la actualidad, se entiende que las galaxias, vistas desde las soluciones de las ecuaciones de
Einstein, son sistemas complejos. Mediante observaciones se determiné que la composicion
méas comun de dichos sistemas estd formada por bulbos de estrellas, cimulos, brazos espirales,
disco y halo de materia, entre otros (Lequeux, 1969). Esta complejidad limita los avances
en el estudio de la astrofisica a partir de la relatividad general, en cuanto a soluciones
analiticas. Como se menciond anteriormente, no es posible hacer una superposicién de los
diferentes sistemas, debido al comportamiento no lineal de las ecuaciones de Einstein, pero si
es posible simplificar los calculos introduciendo simetrias y comportamientos especificos, lo
que permite llegar a una solucion con mayor facilidad. Una vez se obtienen soluciones para
un sistema compuesto, es posible unificarlo con otro, a partir de agregar ciertas condiciones
a las ecuaciones. De este modo se obtienen las familias de soluciones a las ecuaciones de
Einstein que permitan representar sistemas complejos en relatividad general.

En el marco del estudio de la relatividad general, se han hecho importantes avances en las
soluciones a las ecuaciones de Einstein, a pesar de su complejidad. Si se tienen en cuenta
los cuerpos de estudio mas frecuentes, como por ejemplo, las estrellas, planetas, galaxias
0 agujeros negros, se podria observar una simetria de caricter espacial, la simetria axial.
Esta propiedad ha sido aplicada de forma directa a las ecuaciones de Einstein, reduciendo
considerablemente las dificultades que se tenian a la hora de solucionar, obteniendo de esta
forma estudios detallados de diferentes cuerpos con simetria axial en las galaxias (Bardeen
and Piran, 1983; Godazgar and Reall, 2009; Reina and Treves, 1976). A pesar que el uso
de simetrias espaciales suele reducir la complejidad de las ecuaciones de Einstein, no es el
inico camino que se ha tomado, como se mencion6 anteriormente, al tener en cuenta el
comportamiento del sistema que se desea estudiar. Es decir, si este tiene un caracter estatico
o0 estacionario, se encuentran estudios en los que se obtienen resultados de forma més sencilla,
tal es el caso del estudio de agujeros negros inactivos o el modelamiento de discos con fluidos
contrarrotantes (Esposito and Witten, 1975; Hernandez-Pastora and Martin, 1993; Quevedo,
1989) en el caso de soluciones estaticas. Para el caso de las soluciones estacionarias, se han
modelado sistemas en equilibrio termodinamico (Harmark, 2004; Zhong, 1985).

A pesar que en la actualidad ya se cuenta con diferentes soluciones en el marco de la rela-
tividad general para diferentes sistemas en astrofisica, se tienen muy pocas soluciones para
sistemas compuestos. Recientemente, se han desarrollado soluciones a las ecuaciones de Eins-
tein en discos delgados de materia y a partir de discontinuidades es posible llegar al concepto
de un agujero negro en el interior con caracteristicas y condiciones particulares, como su com-
portamiento estatico que se interpreta como inactividad de este mismo (Gutiérrez-Pineres
et al., 2014; Lemos and Letelier, 1993, 1994). Por otro lado, también es posible contemplar
algunas soluciones para sistemas compuestos por discos delgados sumergidos en halos de
materia bajo una simetria axial (Gutiérrez-Pineres et al., 2013; Vogt and Letelier, 2003). Sin
embargo, para este tltimo caso de los sistemas galacticos de discos y halos, no es posible
encontrar referencias donde se aborde el tema del comportamiento del campo gravitacional
a partir de las soluciones de las ecuaciones de Einstein. Para el caso de sistemas galacticos
més complejos que los anteriores mencionados, tampoco es posible encontrar estudios que
abarquen las soluciones a las ecuaciones de Einstein, ni tampoco se ha encontrado biblio-
grafia que plantee dichas ecuaciones. Una vez se tienen las soluciones de las ecuaciones de
Einstein, es posible el desarrollo de un tensor métrico que nos indicara posteriormente las
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curvas integrales de la cuadri-aceleracion, esto a partir del elemento de linea, lo que nos daria
como resultado las lineas de campo gravitacional (Semerdk et al., 1999).

En otra instancia, hay una creciente relevancia al estudio de halos de materia, debido a que se
cree que es la forma en la que se plantea de forma hipotética que esta distribuida la materia
oscura. Este concepto nace de la diferencia que se tiene entre los datos obtenidos acerca de
la masa de las galaxias y la observable por diferentes medios, pues su nombre se atribuye a
que con la tecnologia actual no es posible observar este tipo de materia pues se plantea que
no interactiia con la luz, es decir, la radiaciéon. Por otra parte, se cree que el halo, entendido
como la estructura de la materia oscura, en algunos casos, compone mas del 90 % de la masa
total de la galaxia. Sin embargo, es importante resaltar que la composicion habitual de una
galaxia no solamente se da en forma de discos y halos de materia, también estén los agujeros
negros, cimulos de estrellas, bulbos, entre otros, que contribuyen significativamente en la
masa total (Binney and Tremaine, 2011; Rubin and Ford Jr, 1970; Wechsler and Tinker,
2018).

En el presente trabajo de grado se llevarda a cabo el andlisis de la estructura del campo
gravitacional en un espacio-tiempo conformestatico axialmente simétrico generado por la
superposicion de discos relativistas de Morgan y Morgan y un halo esferoidal de materia. Se
llevara a cabo a partir de la familia de soluciones de las ecuaciones de Einstein conocidas
para este tipo de sistema (Gonzalez and Pimentel, 2016; Gonzalez and Pimentel, 2015),
donde posteriormente, se hace un estudio del elemento de linea, el cual ayuda a determinar
la cuadri-aceleracion y a partir de sus curvas integrales se determinan las lineas de campo
gravitacional. Se planea modelar los resultados y analizar el comportamiento de estas en
las regiones aledanas al disco. Se espera que los resultados obtenidos sean significativos en
el estudio de sistemas galacticos, debido a que gran parte de la contribucion de las fuerzas
gravitacionales en la mayoria de las galaxias provienen del disco de estrellas y de lo que se
cree es un halo de materia no visible que tiene grandes contribuciones gravitacionales, pues
contiene gran parte de la masa de la galaxia.
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CAMPO GRAVITACIONAL

En la mecanica Newtoniana, suele ser mucho més sencilla la interpretacion del campo gra-
vitacional por medio de fuerzas, que inducen aceleraciones en los cuerpos. Sin embargo, esta
vision no se proyecta de la misma manera en relatividad general, pues no es una interpre-
taciéon de caricter trivial. Esto debido a que en la mecdnica Newtoniana se caracterizan
los sistemas por tener tnicamente tres dimensiones espaciales, mientras que en el estudio
post-Newtoniano y de manera general en la fisica Moderna, se interpreta el espacio-tiempo
como aquél sistema en cuatro dimensiones, donde una de estas corresponde a la dimensién
temporal. Es por esto que se hace importante la implementacion de diferentes técnicas para
lograr una interpretacién y un fundamento teérico que pueda contribuir en la correlacion de
términos tal como la aceleracion de particulas en un sistema con dichas fuerzas y al mismo
tiempo con la estructuraciéon del espacio-tiempo.

En primer lugar, hay una interpretacion que se puede adquirir de los diferentes estudios de
Semerédk, de Abramowicz y colaboradores (Abramowicz et al., 1988, 1993; Semerak, 1995).
Dichos estudios consisten en la descomposicion de fuerzas, con la finalidad de definir dife-
rentes tipos de aceleraciéon en una particula o masa de prueba. En este estudio se tienen en
cuenta los diferentes tipos de movimiento en forma general y se caracterizan por separado
las contribuciones al movimiento o trayectoria. La finalidad de este analisis es observar de
forma significativa la contribuciéon que tiene la gravedad en la aceleracion de la particula.

En segundo lugar, se encuentra una relacion que ha sido estudiada con mayor frecuencia, la
del campo gravitoelectromagnético. En esta se hace una relacion directa con los diferentes
términos que aparecen en las ecuaciones de las geodésicas y las ecuaciones de Maxwell, donde
al igual que los campos eléctricos generados por cargas estacionarias y campos magnéticos
que surgen a partir de cargas en movimientos, se hace la analogia con el campo gravitacional,
donde hay masas estacionarias y masas en movimiento que contribuyen de diferentes maneras
a su estructura. Al igual que en el electromagnetismo es posible introducir los términos de
carga de prueba, en esta relacion se introduce particulas o masas de prueba, cuyo movimiento
en un sistema esta definido por las ecuaciones de las geodésicas. Como resolucion principal
se encuentra que debido al como esté definida la cuadri-aceleraciéon en relatividad general se
puede hacer una relacion directa con la definicion de un campo gravitacional, de la misma
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manera como se definen las cargas y campos en las ecuaciones de Maxwell.

A pesar de no tratarse en el presente trabajo de grado los métodos de campo gravitoelec-
tromagnético, si se tiene en cuenta como argumento a la hora de tener un anélisis de la
estructura del campo gravitacional en relatividad general, pues esta generalizacion del con-
cepto de campo se ha tratado en diversos articulos y publicaciones de interés. Sin embargo,
debido a que los métodos de Semerédk y de Abramowicz son mucho mas pertinentes para los
sistemas estudiados, se descarta la interpretacion del campo gravitoelectromagnético (Holz-
miiller, 1870; Maartens and Bassett, 1998; Mach, 1872; Mashhoon, 2001; Ramos et al., 2018).
Por tltimo, es importante destacar la importancia que estos modelos tienen, pues permiten
afirmar de manera coherente que la estructura del campo gravitacional en el espacio-tiempo
se define como las curvas integrales de la cuadri-aceleracion.

2.1. Definiciéon de Fuerzas

Se considerard un espacio-tiempo estacionario axialmente simétrico con las coordenadas
(t,p,p, z) donde el elemento de linea se define de la forma

ds® = gudt® + 291, dtdyp + gwclgo2 + gppd,a2 + g..d2% (2.1)

De este modo, se tomara cada componente del tensor métrico de la forma

it — _€2¢7 Gt = —€2wA,
Jpp = e—2¢p2 . 627/}142, Gop = Goz = 62()\—1&).
Asi, la ecuacion (2.1) se reescribe de la forma
ds® = —e* (dt + Adp)? + e 2 {p?dp® + e (dp® + d2?) } (2.2)

donde A es una funcion que depende de las coordenadas p y z, es decir, A = A (p, 2).

En un campo estacionario axialmente simétrico las lineas de mundo més simples son orbitas
circulares espaciales; es decir, donde p = constante, z = constante y ) = dp/dt = constante.
De este modo para los observadores que se muevan a través de estas orbitas su cuadri-
velocidad es

u® =u'(1,0,9,0), (2.3)
definiendo las componentes covariante de la cuadri-velocidad

U = gaguﬂ, (2.4)
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donde la componente ¢ se expresa de la forma

Up = gwtut + gppu” = u' {96t + 95052}, - (2.5)

Esta componente representa el momento angular en el espacio-tiempo que se ha definido. Al
elegir un observador con momento angular igual a cero (ZAMO por sus siglas en inglés) se
llega a la expresion

Q:QZAMO:—%:UJ, (26)
9ee

de este modo la cuadri-velocidad de la ecuacién (2.3) para el observador ZAMO queda de
la forma

u® = U%AMO =u' (L 0,w, 0) : (27)

Ahora, de la propiedad y definicién del cuadri-vector velocidad donde u? = gaguo‘ﬁ = —1,
usando la relacion (2.6), es posible determinar

2

2

u? = (u")" g — Zgw—gw + gw—(g“@t)2 =—1. (2.8)
Jop (9pp)

Despejando la componente temporal de la cuadri-velocidad, u', aplicando nuevamente la
relacion de la ecuacion (2.6), esta componente en términos de w queda de la forma

ut = (_gtt - gwtw)_l/z- (2-9)

Por otro lado, para definir la cuadri-aceleracion es necesario tener en cuenta que esta se
puede derivar a partir de las ecuaciones de las curvas geodésicas con un procedimiento que
se ve detallado en el trabajo de Semerak et al. (1999).

La cuadri-aceleracién se expresa como

1
Ao = _§g/w,auﬂuy- (210)

Sustituyendo las componentes de la cuadri-velocidad del observador ZAMO, la ecuacion (2.7)
en la ecuacion (2.10) queda de la forma

1
— -3 {gtt’autut + 29t¢7autu‘p + gw7au‘pu“"} , (2.11)

(ut)”

2

Ao = {gtt,a + 2gt<p,aw + ggpp,aw2} . (212)
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La derivada con respecto a « para cada componente de la métrica queda de la forma

gtt’a - _2 (eQ’l’b) ?7/}70“ gtﬁ%a = (_GQwA) a’

Jpp,a = (e_wp2 - 6211}142) Gpp,a = Gzz,a = 22 ) Ao —Va)-

?
Ne?

Reemplazando en la ecuacion (2.12) la cuadri-aceleracion queda expresada como

)

Uy = (ut)2 {(ew) Vo +w(e®A) o %2 (%)  + %2 (621#142)7&} : (2.13)

Siguiendo los modelos de separacion de fuerzas que se estudian ampliamente en los trabajos
de Abramowicz et al. (1993), donde posteriormente son complementados a partir de los
analisis de Semerak (1995). Se observa que la ecuacion (2.13), representa la componente
gravitacional de la cuadri-aceleracion.

2.2. Cuadri-aceleracion para observadores co-moéviles en
un espacio-tiempo axialmente simétrico y estatico

Considerando el mismo espacio-tiempo estacionario axialmente simétrico de la secciéon an-
terior y observando el elemento de linea de la ecuacion (2.1). Para que este espacio-tiempo
sea estatico debe cumplir con que g, = g+ = 0, lo que implica a su vez que w = 0 para un
observador ZAMO. Teniendo en cuenta esta simplificaciéon la cuadri-velocidad queda de la
forma

u® = ' (1,0,0,0), (2.14)
donde

t ~1/2

u = (—gu) —e Y. (2.15)

Por 1ltimo, la ecuacion (2.13) se reduce a

to = ()2 [(2) o] = Vo (2.16)

Con esto tltimo es posible trazar las lineas de campo gravitacional conociendo la funcién
potencial ¢ que se defina. Se debe tener en cuenta que es posible replicar los mismos calculos
a partir de diferentes métricas.
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El resultado obtenido anteriormente es algo interesante, pues, a pesar de no ser la tnica
forma a la cual llegar a la lineas de un campo gravitacional, permite darle una interpreta-
cion de movimiento relativista en términos de “fuerzas”, es decir, en analogia con la fisica
clasica, donde se estudia el movimiento a partir de fuerzas. Cuando los observadores son
estacionarios con momento angular cero respecto al eje de simetria es posible determinar la
curvas integrales de la cuadri-aceleracién donde al darle una interpretaciéon analoga con el
estudio newtoniano se obtienen las lineas de campo gravitacional para un sistema relativista
(Einstein, 1922; Hawking and Israel, 1989; Schwarzschild, 1916).

2.2.1. Cuadri-aceleracién para observadores co-moéviles en un espacio-
tiempo conformestatico

La métrica conformestatica hace referencia a un espacio-tiempo estatico donde su parte
espacial es conformalmente plana. Para el estudio de la cuadria-celeracién se parte de la
meétrica conformestatica en coordenadas cilindricas = = (t, p, ¢, 2),

ds? = — 2 1 o2 (de + p2dp? + dZQ) . (2.17)

De este modo se identifican las componentes no nulas del tensor métrico

git = _6/1/); Gop = Gzz = 6—1/1’ Jop = pe—i/f.

Notese que en la seccidon anterior para un espacio-tiempo axialmente simétrico, estatico y
estacionario, las componentes del tensor métrico son diferentes, sin embargo el procedimiento
para calcular las componentes de la cuadri-aceleracion es el mismo. También se encuentran
ciertas similitudes, donde el término cruzado de la métrica, es decir, el elemento g,g donde
« # [ es igual a cero. Para ambos casos se puede definir la misma cuadri-velocidad y por
consiguiente para un observador co-moévil en un espacio-tiempo conformestatico axialmente
simétrico las componentes de la cuadri-aceleraciéon se definen como

g = —%gtmutut =1 4. (2.18)
La solucion a la que se llega en la ecuacion (2.18) es igual a la que se llegd en la ecuacion
(2.16), esto es debido a que la métrica conformestatica axialmente simétrica usada es una
particularizacion de una métrica estatica axialmente simétrica. Como se mencion6 anterior-
mente, la métrica conformestatica hace referencia a que su parte espacial es conformalmente
plana.
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2.3. Lineas de Campo Gravitacional en un espacio-tiempo
conformestatico axialmente simétrico

En coordenadas generalizadas x® = (¢, x1, x9, ¥3), la métrica conformestatica se escribe como
ds? = —e*dt* + e ?vdI?, (2.19)
con

di* = hidz} + hidx; + hidx}, (2.20)

el elemento de longitud en las coordenadas (1, x2, z3). A partir del estudio de Gonzélez and
Pimentel (2016) se observa que la funcion ¢ satisface la ecuacion

V2 = kv - VY, (2.21)
donde
s (L1ov 19y 10y
VL/} N (hl 8331, hQ 0:52’ h3 axg) (222)
y

1~ 0 [ hihohs 00
2 = ——— R
Vi = hyhahs Z:ZI Oz, ( h2 0331-) : (2.23)

donde hy, hy y hs son los factores de escala de las coordenadas generalizadas.

La ecuacion (2.21) se puede escribir como
V2 (e7™) =0, (2.24)
y asi

e =1-1, (2.25)

donde U es cualquier solucion de la ecuacion de Laplace que se anule en el infinito

vViU=0, Ul_=0. (2.26)

oo
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Para el caso de simetria axial, tomando x; = ¢, se tiene que g—g = 0 y asi la ecuacion de
Laplace para U se reduce a

0 ([ hihs OU 0 [ hihy OU
e + e =0. (2.27)
a(L'Q h2 8x2 (9:53 h3 81;3
Ahora, la aceleracion esta dada por
1 U,
a=Po=+—""—. 2.2
Ga=%a= 177 (2.28)
Asi, las lineas de campo se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones
dz® « « «@ af
T dz® = a“d\ = g™ agd\. (2.29)
Con ¢ = ¢ (9, x3), Se tiene que
ao = (0,0, as,a3), (2.30)
y asi
da® =0, dr? = e asd\/h2,
. s e / : (2.31)
dr- =0, dz® = e*¥azd\/h3,
de donde se obtiene la ecuacion
i = hdrs iy (2.32)
(05} as
Simplificando,
(Z3dil?2 azdil?g
— =0 2.33
reemplazando la ecuacion (2.28) y simplificando se obtiene
Ugdil?g U2d$3
: — = =0. 2.34
B (239
Para resolver la ecuacion, se multiplica la ecuacion (2.34) por hihshg,
hih hih
! ZU,gd.%'g _ 3U72d.’173 = O, (235)

hs ho
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De este modo para solucionar la ecuacion se requiere definir una funciéon cuyas derivadas
incluya los factores de escala y la funciéon auxiliar U.

Definiendo entonces V' =V (x4, x3) mediante las ecuaciones

hih

Vo= ——Us, (2.36)
’ h/3
hih

V= ——2U,, (2.37)
ha

de tal manera que la ecuacion 2.35 toma la forma

V2d$2 + ngil)g =dV = O, (238)

cuya soluciéon es

V (x4, 23) = constante, (2.39)

y asi las lineas de campo de a, son las curvas de V (z9,x3) constante.

Para determinar la funcién V' (xs, x3) se debe resolver el sistema de las ecuaciones (2.36) y
(2.37), lo cual solo es posible si se satisface la condicion de integrabilidad

o [oV o [oV
8%3 {8@} N 8%2 {8$3} ’ (240)

Reemplazando (2.36) y (2.37) en la ecuacion (2.40) se tiene que

0 {hthaU}:_ 0 {hlhgaU}’ (2.41)

0353 h3 (9373 8562 hg 8$2
es decir,
0 [ hihs OU 0 [ hihy OU
= 2.42
8$2 { hg al’g} - 8.7)3 { h3 (91’3} 0’ ( )

la cual es la ecuacion de Laplace (2.27). Asi la condicion de integrabilidad (2.40) se satisface
idénticamente dado que U (z2, 23) es solucion de la ecuacion (2.27).

Para encontrar V (zy,x3) se integra el sistema de las ecuaciones (2.36) y (2.37). Asi, inte-
grando la ecuacion (2.36) con respecto a x5 se obtiene

hih
V(l’z,ﬂ?g) /‘/,2 dl’g / Z;L 2U73d<772, (243)

3
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lo cual se puede escribir como

V (z9,23) = f (2, 23) + g (x3), (2.44)

donde f (z2,x3) es la integral indefinida de Vs (z2,23) con respecto a z2 y g (z3) €s una
funciéon que solo depende de x3, la constante de integracion con respecto a xs.

Para determinar ¢ (z3) se deriva (2.43) con respecto a x3

Vis= f.3(22,23) + ¢ (23), (2.45)

y asi
9 (x3)=Vis—fs, (2.46)
utilizando entonces la ecuacion de (2.37) se obtiene

hlhg

g (x3) = o, Ve de (2.47)

integrando entonces la ecuacion anterior se obtiene

g(x3) = /g/ (23) ds. (2.48)

La condicién de integrabilidad vista en la ecuacién (2.40) garantiza la existencia de las
integrales y que el resultado es el mismo si se empieza integrando la ecuacion (2.37) en lugar
de la ecuacion (2.36).



Capitulo 3

SISTEMAS DE DISCOS DE MORGAN
Y MORGAN INMERSOS EN HALOS
DE MATERIA

Las ecuaciones de Einstein suelen ser probleméticas por su nimero elevado de ecuaciones
a resolver, también estd su cardcter no lineal y las condiciones que se deben seguir para
que sus soluciones sean bien comportadas e interpretadas correctamente. Es por esto que
se deben tener diferentes consideraciones a la hora de intentar resolver un sistema. Los
sistemas complejos como los discos inmersos en halos de materia, son el candidato perfecto
para el estudio de las lineas de campo gravitacional desde una perspectiva analitica, pues las
soluciones parten de diferentes consideraciones que reducen la complejidad del célculo.

Lo primero a tener en cuenta es la implementacion de diferentes simetrias para reducir el
nimero de ecuaciones a resolver, a su vez, introducir ciertas condiciones que delimitan la
complejidad en la resolucion del problema, planteado directamente un sistema conformado
por discos delgados de materia, en el marco de las soluciones de Morgan y Morgan, sumergidos
en halos de materia esferoidales en un espacio-tiempo conformestatico y axialmente simétrico.

3.1. Tensor métrico

En primera instancia, se parte del estudio de soluciones axialmente simétricas de las ecua-
ciones de Einstein, con la métrica conformestatica (Synge, 1960) en coordenadas cilindricas

xa = (t7 TJ Z? ()0)7

ds® = —e?dt? + 7 (dr® + r?dg® + d2?) (3.1)

donde 9 es una funcién continua en las coordenadas r y z, debido a la simetria axial. Por
otro lado, se exige que la funcion posea simetria de reflexion alrededor del plano z = 0.
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Conociendo la forma en la que se solucionan las funcién v se conoce a su vez, el tensor
métrico, pues se conoce que el elemento de linea se expresa de la forma

ds?® = gapdr®da”. (3.2)

Una vez establecidas las descripciones pertinentes del elemento de linea en las ecuaciones
(3.1) y (3.2), es posible pasar a la interpretacion del tensor momento, el cual contiene toda la
informacion sobre las fuentes de campo gravitacional. Debido a la forma en la que se reduce
el nimero de elementos independientes de este, es posible plantear las condiciones de energia,
para que el sistema que se desea estudiar sea un sistema fisico bien comportado (Gonzalez
and Pimentel, 2015). Del analisis anterior se llega a que las condiciones de energia se reducen
a la desigualdad

V> Y- v, (3.3)

Dicho de otra forma, para satisfacer (3.3) se necesita encontrar la funcion ¢ que satisfaga la
ecuacion

VU =k v, (3.4)

donde k > 1; de esta forma se garantiza que la presion, p y la densidad, p tengan un buen
comportamiento fisico. Como se indica el trabajo de Gonzilez and Pimentel (2016) esta
forma en particular de satisfacer las condiciones de energia conduce a la ecuacion de estado
para el fluido en el halo

p

52k —1) (3:5)

p:

desde esta ecuacion es posible ver los diferentes tipos de fluidos que se obtienen a partir de
variar el valor de k.

La ecuacion (3.4) se puede reescribir como 7% (e7*) = 0, donde e™*¥ se toma como solucién
a la ecuacion de Laplace 72U = 0, sin embargo, para garantizar que el espacio-tiempo sea
asintoticamente plano, se tomo la relacion entre la funcion ¢ y la funcion U como (Gonzéler
and Pimentel, 2015)

e =1-1, (3.6)
con

Ul =0. (3.7)

El analisis hecho anteriormente sin condicionalidades adicionales describe un espacio-tiempo
con la presencia de una fuente de campo gravitacional inicamente interpretada como un halo
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de materia de forma esferoidal. Para que el sistema que se tiene hasta el momento se pueda
interpretar como un disco delgado de materia sumergido en un halo, es necesario introducir
como condiciéon una discontinuidad en z = 0 en la primera z—derivada del tensor métrico,
pues permite darle una interpretaciéon fisica a la singularidad. La discontinuidad se puede
resumir en la expresion

baﬁ - 29a6,z ‘z:(ﬁ- 7é 0. (38)

Con la informacion adquirida anteriormente, es posible encontrar soluciones al sistema plan-
teado, sin embargo, se trabaja en coordenadas esferoidales oblatas (£, 7, ), pues este tipo
de coordenadas se adaptan mejor a la simetria del sistema y generan un radio de corte de
manera natural para el disco.

3.2. Funcién potencial U

Las coordenadas esferoidales oblatas se relacionan con las coordenadas cilindricas mediante
las transformaciones

r?=a?(14+&) (1-7%), (3:9)
z = akn, (3.10)

donde 0 < ¢ < ooy —1 <7 < 1. Las coordenadas del disco de radio ason ¢ =0y 0 < 7% < 1.
Es necesario que U sea funcién de n? para garantizar la simetria de reflexion alrededor del
plano del disco.

A partir del calculo anterior, la funcion U se considera como solucién a la ecuacion de Laplace
en coordenadas esferoidales oblatas, pero inicamente teniendo en cuenta los términos pares
(Webster, 2016), de la forma

U n) == Conzn (&) Pon(n), (3.11)

donde Cy,, son constantes, qa, (£) = 2"71Q,, (i€), siendo Q, (i€) las funciones de Legendre de
segundo tipo de argumento imaginario, y P», (1) son los polinomios de Legendre de orden 2n.

Para obtener soluciones particulares se debe restringir la suma que se muestra en (3.11), con
la finalidad de analizar el comportamiento de las cantidades fisicas. Una forma de restringir
esta suma es considerando U como el potencial gravitacional de los discos finitos newto-
nianos obtenidos en el estudio de Gonzalez and Reina (2006), donde las constantes Cy, son
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encontradas a partir de propiedades de ortogonalidad de los polinomios de Legendre y tienen
la forma

K2'n,
Oy, = , 3.12
7 20+ 1gonts (0) (3.12)
donde
M 1/2 (4 1) (2 1)!

" 2a |2 (m—n)T(m+n+3/2)]

si, n < m;y Csy, =0sin>m, para m > 1; por lo tanto, la suma queda restringida por el
valor de m. En la ecuacion (3.13) M y a, son la masa total y el radio del disco newtoniano.
Considerando las tres primeras soluciones particulares (Gonzilez and Pimentel, 2015), es
decir, las funciones U,,, con m = 1,2, 3, estas tienen la forma

Uy (&,n) = —M |cot™ e+ (3”i+1) ((352 + 1) cot™1 ¢ — 35) , (3.14)

Us (€,m) = —M [cot™ € + K (3n° — 1) + L (357" — 300 + 3)] (3.15)

Us (€,m) = — M [cot™ & + N (2311° — 315n* + 1057° — 5)]

: . (3.16)
- M K (3n* —1) + 7L (350" =309 +3) |,
donde

- M
M="—,

a

5
K = T [(3¢2 + 1) cot ™' ¢ = 3¢],

3 . 55 (3.17)
L= 2 4 2 “1¢ 3_ 99

oE [(35§ + 306 + 3) cot ™ € — 35¢ 3 £,
— i 6 4 2 -1¢ 5 3 E

N = s (231€° + 315¢* 4 105¢% + 15) cot ™" € — 231€° — 238¢ - ¢l

3.3. Componentes de la cuadriaceleracion

Como se vio en el capitulo anterior es posible replicar el calculo de las componentes de la
aceleracion a partir de cualquier métrica, conociendo el tensor métrico de esta. De este modo,
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en la métrica conformestatica (Synge, 1960) en coordenadas cilindricas, x* = (¢,7, 2z, ) se
define la cuadri-velocidad de un observador co-méivil como

u® = (Ut, 0, O, O) y (3 18)
ut — (_gtt)_1/2 _ 6_1/), .
por lo tanto, las componentes de la aceleraciéon se definen como
1
Ay = ——gtt’autut =14 (3.19)

2

De la ecuacion (3.6), donde se evidencia la relacion de la funciéon ¢ con la funcion U, es
posible redefinir las componentes de la cuadri-aceleraciéon como

1 U,
Ao — E (m) . (320)

Notese que las funciones U en este caso cumplen el papel de funciones potenciales, del mismo
modo en el que se definen en mecinica newtoniana, v no estan relacionadas con la aceleraciéon
de la misma manera que las funciones de campo potencial en dicha mecénica, pues en este
caso aparece la constante k£ y el término inverso del potencial.

3.4. Lineas de Campo Gravitacional

Siguiendo los procedimientos del capitulo anterior para la determinacion de las lineas de
campo gravitacional para un espacio-tiempo conformestatico y haciendo uso de la calculadora
simbolica MAXIMA | a partir del potencial U (£, 7) se determinaron las curvas integrales de
la cuadri-aceleracion V' (£,n) en coordenadas esferoidales oblatas.

Los factores de escala de las coordenadas esferoidales oblatas son:

b —a [e2 4 7727 (3.21)
1 —n?
he = av/(1+€2) (1 —1?).

A partir del estudio de las curvas integrales de la cuadri-aceleracion en coordenadas esferoi-
dales oblatas se determina por medio de transformaciones de coordenadas se pueden obtener
las lineas de campo expresadas en coordenadas cilindricas, z* = (¢, 1, 2z, @) pues de este modo
se facilita su interpretacion y analisis.
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De esta forma las funciones V' (£,7) se expresan como

Vi (&,m) = —Mn [nQ +IH(E(- nﬂ , (322)
Vo (&,m) = —Mn {n“ +(1—7%) (1—75H + %I) g] , (3.23)

9

- [ 1 5 5
Vs (§m) =—Mn m(D+E+F)+(1—n2) ((§H+ﬂl+mJ>§+S>], (3.24)

donde

D = [(173257° — 33075n" + 183756 — 2625) In (&% 4 1)]

E

[(34650n° — 661500 4 36750£* — 5250) £ cot ™' ¢] |

F = [(50497° — 15750 4 875¢% — 125)] ,

H= [(52 + 1) cot 1€ — f] ,

1= | (052 - 0) ((754 + 1062 + 3) cot 1€ — 2153_”35” |

3

i 1655 + 260¢3 + 103
J = [ (13865 — 1260n> + 210) ((3356 +63¢" +35€2 + 15) cot L € — €7 +2608” + 6)} |

5
S = [(1386n" — 1260n° + 210) (5In (£* +1))] .

Para cada funcion 1, (r,z), donde m = 1,2,3, hay una unica solucién para la funcion
V (r, z). Aqui se observa que

¢ (r, z) = constante (3.25)

para cualquier valor de r y z representa las lineas equipotenciales de la distribucién de
materia, y

V (r, z) = constante (3.26)
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representa las lineas de campo de la misma distribucion de materia. Se eligen las coordenadas
cilindricas para la representacion grafica, debido a la ventaja que se obtiene a la hora de
analizar e interpretar los resultados.

A partir de los diferentes resultados realizados con la calculadora simbélica, se grafican las
siguientes figuras, con la finalidad de observar el comportamiento de las lineas de campo y
equipotenciales.

Figura 3.1
Lineas equipotenciales, 1y (r,z) , k = 2
2 -0.1
-0.2
-0.3
-~ — -0.4
-0.5
— -0.5
— -0.6
-1.5
-2 — -0.7
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Figura 3.2

Lineas equipotenciales, 1y (r, z) , k = 200

2

1.5

Figura 3.3

Lineas equipotenciales, 1y (r, z) , k = 20000

2

1.5

-0.001

-0.002

-0.003

-0.004

-0.005

-0.006

-0.007

-0.00001

-0.00002

-0.00003

-0.00004

-0.00005

-0.00006

-0.00007
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Figura 3.4

Lineas equipotenciales, s (r,z)  k = 2

2

Figura 3.5

Lineas equipotenciales, 15 (r, z) , k = 200

2

1.5

-0.001

-0.002

-0.003

-0.004

-0.005

-0.006

-0.007
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Figura 3.6
Lineas equipotenciales, 15 (r, z) , k = 20000

2

1.5

Figura 3.7
Lineas equipotenciales, s (r,z) , k = 2

2

r/a

-0.00001

-0.00002

-0.00003

-0.00004

-0.00005

-0.00006

-0.00007
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Figura 3.8
Lineas equipotenciales, 13 (r, z) , k = 200
2 -0.001
15 F -0.002
-0.003
-0.004
c
N
— -0.005
— -0.006
— -0.007
2 b 1 -0.008
0 05 1 15 2 25 3 35 4
r/a
Figura 3.9
Lineas equipotenciales, 13 (r, z) , k = 20000
2 -0.00001
1.5 -0.00002
. -0.00003
0.5
— -0.00004
~ 0
— -0.00005
-0.5
1 — -0.00006
e — -0.00007
-2 — -0.00008

r/a

De las figuras 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, 3.5, 3.6, 3.7, 3.8, 3.9 se puede observar que conforme aumenta
el valor de k disminuye la magnitud de las lineas equipotenciales, esto se explica a partir de
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la ecuacion de estado, donde al aumentar el valor de k£ disminuye la presion acercandose a
tener un fluido de polvo, sin embargo, su estructura y forma no presenta cambios. A pesar
que las lineas equipotenciales de 11 (r,z) y 1 (1, 2) son similares, hay que tener en cuenta
que no tienen la misma magnitud y cerca al disco z = 0 y 0 < r < 1, se identifican las
principales diferencias pues para s (7, 2) se observa una ligera curvatura, mientras que para
¢y (1, z) la discontinuidad se hace mucho més notoria. En el caso de las lineas equipotenciales
de 13 (r, z) se observa un comportamiento similar que las otras dos funciones cerca del disco,
sin embargo para r > 1 se observa una curvatura que en las otras dos soluciones no se
observan.

Figura 3.10
Lineas de campo, Vi (1, z) .

2 T | : ‘ I

= wi(r,2)
Vi(r,z)

r/a

Nota. En la figura se observan las lineas de campo V; (1, z) y las lineas equipotenciales

Uy (1, 2).
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Figura 3.11
Lineas de campo, Vs (1, z) .

2 T
W=
05 B e e T = Wa(r,2)
L Va(r,z)
-0.5 AN T —
-1 B RIS T
Bl R S N S S Y s =
22 L
0 05 1 15 2 25 3 35 4

Nota. En la figura se observan las lineas de campo V4 (1, 2) y las lineas equipotenciales

o (1, 2).

Figura 3.12
Lineas de campo, V3 (r, z) .

YAy Ve & &7
15 oSS S S

Ws(r,z)
Vs(r,z)

r/a

Nota. En la figura se observan las lineas de campo V3 (7, z) y las lineas equipotenciales

3 (1, 2).
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En las figuras 3.10, 3.11, 3.12, se observa que las lineas de campo gravitacional y las lineas
equipotenciales son perpendiculares entre si, las primeras no estan ligadas al valor de k.
Las lineas de campo cerca al disco se ven curvadas, se ve un comportamiento donde en el
infinito son rectas, mientras que cerca a la distribucién de masa se curvan. En la figura 3.13
se observan las diferencias directas entre las lineas de campo para las soluciones V; (r,2) y
V5 (r, z), con la finalidad que cerca del disco las lineas fuesen méas notorias.

Figura 3.13
Comparacion lineas de Campo, Vi (r,z) y V3 (r, 2).
2 ! ! . ' !
15 b= ............. ............. ............ ............ ........... —
© : : ; 3 : Va(r,z)
ﬁ 1 VP i g ............ ............ ........... ........... ........... _V3(r,z)
os b oo
0 % I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
r/a

Nota. En la figura se observan las lineas de campo Vi (r, z) y V3 (r, 2).
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Figura 3.14
Comparacion lineas equipotenciales, ¥, (r,2) y Uy (r, z), k = 15200.

2

1.5

Wi(r,z)
_| Ui(r,2)

r/a

Nota. En la figura se observan las lineas equipotenciales ¢ (r, z) y U; (r, z) que corresponde

a una distribucion de un disco de materia inicamente.

Figura 3.15
Comparacion lineas equipotenciales, 1y (r, z) y Uy (1, 2), k = 15200.

2

1.5

N Wa(r,2)
_| Uz(r,2)

r/a

Nota. En la figura se observan las lineas equipotenciales ¢ (r, z) y Us (1, 2) que corresponde

a una distribucién de un disco de materia tinicamente.
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Figura 3.16
Comparacion lineas equipotenciales, s (r,z) y Us (r, z), k = 15200.

2

1.5

Ws(r,z)
_| Us(r,2)

r/a

Nota. En la figura se observan las lineas equipotenciales i3 (1, z) y Us (r, z) que corresponde
a una distribuciéon de un disco de materia tinicamente.

De las figuras 3.14, 3.15, 3.16, se observa que las lineas equipotenciales de v; (1, z) tienen la
misma forma que las de las funciones U; (r, z), con i = 1,2, 3, es importante saber que las
funciones U (r, z) representan tinicamente las soluciones de potencial para una distribucion
correspondiente a un disco de materia, calculos que se han profundizado en las soluciones
de potencial gravitacional a partir de un anélisis newtoniano en el trabajo de Gonzalez and
Reina (2006). A pesar de tener la misma forma se destaca que los valores no sean los mismos,
por la forma en la que se define ¢ en términos de U (Ver ecuaciones 3.14-3.16).
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CONCLUSIONES

En primer lugar, en este trabajo a partir de las soluciones de potenciales gravitacionales
de discos finitos relativistas inmersos en un halo esferoidal de materia de Gonzilez and
Pimentel (2015), se realizé un estudio de la cuadri-aceleracion y sus diferentes componentes,
para determinar de forma analitica la componente gravitacional de la cuadri-aceleracion y sus
curvas integrales, que a su vez representan las lineas de campo. Visto desde otra perspectiva,
se determind como varia la estructura de las lineas equipotenciales y lineas de campo en
un espacio conformestatico a partir de una distribuciéon de masa que coincide con un disco
relativista finito y un halo esferoidal de materia que se extiende por todo el espacio-tiempo.

En segundo lugar, se obtuvo una comparacion directa entre las diferentes soluciones de
los potenciales gravitacionales y sus respectivas lineas de campo, asi mismo, se compard
la distribuciéon de masa mencionada anteriormente con soluciones a partir de un modelo
Newtoniano de discos finitos. Uno de los resultados que mas destaca es precisamente que
el modelo que se tiene para un disco finito en la mecénica Newtoniana solo se encuentran
diferencias en su magnitud con respecto al modelo relativista de un disco finito inmerso en
un halo esferoidal de materia. Esto nos indica que la presencia del halo esferoidal que surge
a partir de las soluciones a las ecuaciones de Einstein en un espacio-tiempo conformestatico,
no afecta a las lineas de campo.

Por tltimo, se plantea la discusion con respecto a tener diferentes soluciones de potencia-
les gravitacionales para diferentes distribuciones de masa, inmersos en un halo esferoidal de
materia. Debido a la forma que tiene la funcion auxiliar de U en la ecuacion (3.6), se puede
tomar cualquier funcién tanto cumpla con la condicion de ser menor que 1, esto también im-
plica cumplir con la ecuaciéon de Laplace. De este modo, se pueden anexar cuantas funciones
potenciales se quiera tanto se mantenga la condicion inicial, abriendo asi la posibilidad de
obtener sistemas complejos a partir de soluciones conformestaticas. Este, sin duda alguna, es
un resultado importante que nos indica que en la métrica conformestatica se reduce dréstica-
mente la dificultad que se tenia para la superposicién de soluciones, limitandola tinicamente
a cumplicar con la condicion de {U; + Uy + Us + ...+ U, < 1}, donde U; con ¢ = 1,2,3...n
representa los diferentes potenciales gravitacionales de diversas distribuciones de masa. Este
proyecto de investigacion se llevo a cabo con la finalidad de dar los primeros pasos en un
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perfil profesional encaminado y especializado en relatividad general, como objetivo princi-
pal se planted la biisqueda del conocimiento complementario de esta area de investigacion
en la Fisica. Se ha logrado no solo cumplir con los objetivos planteados en el proyecto de
investigacion presente, también se dejaron presentes las bases para un futuro proyecto de
investigacion.
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