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RESUMEN

TITULO: SOLUCION DE UN PROBLEMA DE VALOR EN LA FRONTERA MEDI-
ANTE FUNCIONES DE GREEN"

AUTOR: MICHAEL ALEXANDER RINCON VILLAMIZAR™

PALABRAS CLAVES : Problema de valor en la frontera, funciones de Green, distribuciones,
operadores diferenciales.

DESCRIPCION:

Consideremos el problema de valores en la frontera,

ay”(x) + By’ (z) +yy(x) = f(z) siz € (a,b),
y(a) = ya, y(b) = yp,

en donde a, 3, 7, y. Y ¥» SON constantes dadas y f es una funcion que podemos suponer con-
tinua en el intervalo compacto [a, b]. En esta monografia se presenta una revision bibliografica
acerca de como encontrar las posibles soluciones de este problema mediante las funciones
de Green.

En los dos primeros capitulos se presentan resultados del analisis funcional para operadores.
En el tercer discutimos acerca de los operadores diferenciales y presentamos algunos ejem-
plos con el fin de ilustrar las ideas que posteriormente utilizamos en el Ultimo capitulo. En
el cuarto capitulo, se presentan resultados para la solucién de ecuaciones integrales. En el
Gltimo capitulo se ilustra la técnica de la funcién de Green para la solucién de problemas con
condiciones en la frontera homogéneas y algunos ejemplos para ilustrar el caso no homogé-
neo.

Es importante mencionar que la técnica de la funcién de Green, discutida en el Capitulo 5, no
funciona con alguna clase de problemas de valor en la frontera. Este tipo de problemas son
resueltos mediante la técnica de la funcion de Green generalizada y su construccion se ilustra
mediante un ejemplo. La discusion general de este tema no sera considerada aqui.

"Dr. Julio César Carrillo Escobar, Director del Trabajo de Grado.
**Programa de Licenciatura en Matematicas, Escuela de Matematicas, Facultad de Ciencias, Univer-
sidad Industrial de Santander.



ABSTRACT

TITLE: SOLUTION OF A BOUNDARY VALUE PROBLEM BY MEANS OF
GREEN’S FUNCTIONS®

AUTHOR: MICHAEL ALEXANDER RINCON VILLAMIZAR™

KEYWORDS: Boundary value problem, Green'’s functions, distributions, differential operators.
DESCRIPTION:

Let us consider the following boundary value problem,

ay”(z) + By (z) + vy(x) = f(z) ifx € (a,b),
y(a) = ya, y(b) =,

where «, 3, v, ¥4 Y y» are given constants and f is a given functions which may be assumed
continuous on the compact set [a,b]. This undergraduate dissertation presents a literature
review about how to solve the given boundary value problem by means of Green’s functions.

In Chapters 1 and 2 are presented results about Functional Analysis for operators. In Chap-
ter 3 is presented some results about differential operators and some examples to illustrate
ideas that will be used in the last chapter. In Chapter 4 is presented results for the solution of
integral equations. In Chapter 5 is illustrated the technique of Green'’s functions for the solu-
tion of problems with homogeneous boundary conditions and some examples to illustrate the
nonhomogeneous case.

It is important to mention that the technique of Green'’s function, discussed in Chapter 5, does
not work with some kind of boundary value problems. This type of problems are solved by
means of the technique of generalized Green’s function and its construction is illustrated by
means of an example. The general discussion of this topic is not considered here.

“Dr. Julio César Carrillo Escobar, Undergraduate Dissertation Director.
**Undergraduate Program of Licentiate in Mathematics, School of Mathematics, Faculty of Science,
Universidad Industrial de Santander.



Introduccion

El problema de encontrar las soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias bajo cier-
tas condiciones iniciales o de frontera, es uno de los problemas mas importantes que
se encuentran en las matematicas. En nuestro caso, estamos interesados en resolver el
problema de valores en la frontera,

ay”(z) + By (¢) +y(x) = fz) siz e (a,b), (1)
y(a) = ya, y(b) = v,

en donde «, 3, v, Yo ¥ Yp son constantes dadas y f es una funciéon que podemos suponer
continua en el intervalo compacto [a,b]. Problemas de este tipo se necesita resolverlos
cuando se considera, por ejemplo, la solucién del problema unidimensional del flujo de
calor en una varilla delgada ocupando un cierto intervalo en un eje horizontal, conocida
la temperatura en los extremos de la varilla y en un tiempo inicial.

En un curso béasico de ecuaciones diferenciales ordinarias se determinan las condiciones
que garantizan que el problema de valor inicial asociado con la ecuacion diferencial
anterior, tiene una tnica solucién y ademés se estudian las técnicas matemaéticas para
encontrarla. En un problema de valor en la frontera es necesario recurrir a otros métodos
de solucion.

Las técnicas usuales de solucién de problemas de valor inicial en ecuaciones diferenciales
ordinarias lineales nos permiten construir una técnica de soluciéon del problema (1).
Esta técnica es conocida como el método de las funciones de Green, topico que nos
proponemos estudiar aqui.

En los dos primeros capitulos se presentan resultados del anélisis funcional para op-
eradores. En el tercer discutimos acerca de los operadores diferenciales y presentamos
algunos ejemplos con el fin de ilustrar las ideas que posteriormente utilizamos en el
dltimo capitulo. En el cuarto capitulo, se presentan resultados para la solucién de ecua-
ciones integrales. En el ultimo capitulo se ilustra la técnica de la funcion de Green para
la solucion de problemas con condiciones en la frontera homogéneas y algunos ejemplos
para ilustrar el caso no homogéneo.

Finalmente, comentamos acerca de algunos problemas de valor en la frontera para los
cuales la técnica de la funciéon de Green que utilizamos en el capitulo 5 no funciona
para encontrar la solucién de estos. La técnica para resolver este tipo de problemas da
origen a una funcion conocida como la funcion de Green generalizada y su construccion
se ilustra mediante un ejemplo.
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Capitulo 1

Preliminares

Los operadores integrales aparecen de manera natural cuando resolvemos una ecuaciéon
diferencial y podemos expresar su soluciéon como la integral de alguna funcién. De hecho
las funciones de Green resultan ser niucleos de ciertos operadores integrales. Por lo
cual estamos interesados en conocer algunas propiedades que tienen estos operadores y
aplicar estas propiedades a nuestro estudio de las funciones de Green.

1.1. Operadores integrales

En lo que sigue trabajaremos con las funciones reales Riemann integrables en un interva-
lo compacto [a, b]. Denotaremos el conjunto de estas como R = R(a,b). Es conocido que
este conjunto es un espacio vectorial sobre R junto con la suma y multiplicacién usual,
por un escalar, de funciones reales. Para nuestros propdésitos, es conveniente hacer que
este espacio vectorial sea un espacio Euclidiano. Para cada par de funciones f,g € R,
definimos la funciéon

b
(£.9) = | f@g(o) o (1)
a
Es facil demostrar que esta funcion posee las siguientes propiedades:

(f:9) = (9. f),
(f+g,h) = (f,h) +(g,h),
(cfrg) =c(f,9),

para todo par de funciones f,g € R y ¢ € R. La primera de estas propiedades permite
establecer que la segunda y tercera propiedades también se cumplen en la segunda
componente de la funcion (1.1).

La funcion (1.1) no cumple la propiedad de positividad del producto interno, ya que
por ejemplo para la funcion f : [0,1] — R definida por f(z) =0,siz # 1,y f(z) =1,
siz=1tenemos f € Ry (f,f) =0, pero f # 0 en [0,1].
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Este problema puede resolverse introduciendo una relacién de equivalencia entre los
elementos de este espacio. Sean f, g dos funciones en R. Diremos que f es equivalente
a g, lo cual se escribe como f ~ g, si

/ £(z) — g(@)|? dz = 0.

En consecuencia, (f, f) = 0 siy solo si f &~ 0. Puede verse que el conjunto V de las
distintas clases de equivalencia inducidas por esta relacién es un espacio vectorial Eu-
clidiano junto con el producto interno que define la funcién dada por (1.1), suponiendo
que la igualdad de dos elementos de este espacio se considera en el sentido de las clases
de equivalencia, por lo cual todo elemento de R puede considerarse como un elemento
del espacio V. Para nuestra discusion acerca de los operadores integrales, es importante
introducir una norma en el espacio V, pues en muchos resultados que demostraremos
aqui, necesitamos las propiedades que esta tiene. Dada una funciéon f € V definiremos
la norma de f, denotada || f||, como

1/2
1l = ()2 = (/ fa ) |

Definiciéon 1.1 (Transformacion integral con nucleo). Consideremos una funcion K (x,y)
definida y continua en el cuadrado |a,b] X [a,b]. La transformacion K : R — R definida
como

/ K(z,y)f(y)dy, (1.2)
se llama transformacién integral con nicleo K.

Observacion 1.1. De esta definicion se deduce que si f € R es una funcion dada,
entonces KCf es una funcion definida y continua en [a, b, y con valores en R. En efecto, si
f € R es una funcion dada, puesto que K (x,y) esta definido en el cuadrado [a,b] X [a, b],
la transformacion Kf es una funcion definida de [a,b] en R. Ahora bien, puesto que
el nicleo K es continuo en [a,b] X [a,b], se sigue que el nicleo K es uniformemente
continuo. Asi pues, dado € > 0, existe 0. > 0 tal que si |r1 — x2| < b, y |y1 — y2| < 0¢,
tenemos

|K (21,91) — K(22,2)] <e.

Luego si x,t € [a,b], con |x —t| < b entonces

b
Kf(@) — K7(0)] = \ [ 1K) - K] 50 dy

b
< / K () — K (t,9)] £ )| dy

12



Por lo tanto HI% Kf(x)=Kf(t).

Ejemplo 1.1. Sea K(x,y) = cos(xy) para x,y € [0,7]. Dada f € R, entonces la
transformacion integral definida como

Kf(z) = /0 " cos(ay) £() dy,

es continua para cada x € [0,7].

Teorema 1.1. Sea K (x,y) un nicleo continuo en el cuadrado |a,b] X [a,b] entonces

b b 1/2
H/CHs( / / |K<:c,y>|2dxdy) ,

1]} = sup LA TILAIF =13

Demostracion. Sean f € R tal que ||f|| =1y x € [a, ], fijo. Entonces las funciones de
y, K(z,y), f(y) son Riemann integrables en [a,b]. Considerando las funciones K (x,y)
y f(y) como elementos del espacio V, podemos aplicar las propiedades del producto
interno en V, en particular la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Por lo tanto,

en donde

2

b
K f (@) = ‘ / K(z,9)f () dy

b b

< / K () dy / PP dy
b

- / K (2,y) dy.

Integrando respecto a x, desde a hasta b, obtenemos

b b b
1CF] = / K f ()2 da < / / K () dy do.

Por lo tanto

bopb 1/2
1K = sup {JIKCF ()] - HfH=1}§< [ rK<x,y>\2dxdy) . O

Las propiedades de continuidad de una transformacién lineal estan estrechamente rela-
cionadas con la propiedad de ser acotada. Las transformaciones integrales poseen una
propiedad mas fuerte que el hecho de ser acotada, la de ser completamente continua.
Una transformacion lineal T' : V3 — V5 se dice que es completamente continua, o
compacta, si para cualquier sucesion (x,) en Vj con norma uniformemente acotada
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(esto es, ||z,|| < c para algin ¢ > 0 y para todo n), existe una subsucesion (z,,;) de
(z5,) y un elemento y € V3, tal que T'x,; converge a y.

Puede verse que la compacidad de una transformacion lineal definida entre dos espacios
Euclidianos implica el hecho de que la transformacion esta acotada. En efecto, si T :
Vi — V4 es una transformacion compacta no acotada, existe una sucesion {x,} en
W1, tal que | Txy,|| > n|z,|. Hagamos y, = x,/||zy]||, entonces {y,} es una sucesion
uniformemente acotada ya que ||y,|| < 1 pero ||T'y,| > n. Por lo tanto Ty, no admite
subsucesiones convergentes, lo cual contradice el hecho de que 7' es compacta. Mas ain,
si V1 es un espacio Euclidiano de dimension finita, 7' es necesariamente compacta (ver
51).

El siguiente teorema muestra que un nicleo continuo induce una transformacion integral
acotada.

Teorema 1.2. Un nicleo continuo K(z,y) en el cuadrado [a,b] x [a,b] define una

tmnsformaczon integral compacta.
Demostracion. Sea (f,) una sucesion de funciones en R tales que || f,,|| < ¢ para algin

¢ € Ry todo n € N. Entonces, para = € [a,b], fijo y todo n € N, tenemos

(K fn(x

/K:vyfn()dy

< ( / \K(a:,y>12dy)l/2( / b\fn@)r?dy) "
< b|K<x,y>|2dy) "

como z es arbitrario, se sigue que la sucesion de funciones (Kf,,) es uniformemente
acotada. Veamos que esta sucesiéon de funciones es equicontinual en [a,b]. Sean x1, 9 €
[a,b], y un € > 0 dado. Puesto que K(z,y) es continuo en [a,b] X [a,b], K(x,y) es
uniformemente continuo en [a, b] X [a, b]. Por lo tanto, existe d. > 0 tal que si |z1 —z2| <
d entonces |K (z9,y) — K(z1,y)| < . Luego para cada n € N, tenemos que

\/Cfn(wz)—’Cfn(fcl)\=‘ /b[mxz, K (a1, p)]faly) d \

</ |K (z2,y K(xl’y)|2dy> 1/2</ab|fn(y)|2dy> 1/2

siempre que |1 — x2| < J.. Esto muestra que la sucesion de funciones (K f,,) es equicon-
tinua en [a, b]. Por el teorema de Ascoli-Arzela?, podemos concluir que existe una sub-
sucesion (Kfy,,) de (Kfy,) que converge uniformemente a una funcion f. Puesto que la

1Una sucesion de funciones fn : X — R, siendo X C R, se dice que es equicontinua en X si dado
e > 0, existe 0. > 0 tal que si z € X y |z — zo| < d- entonces | fn(x) — fu(zo)| < e, paratodon € Ny
cualquier zg € X.

2Sea K C R compacto. Toda sucesiéon equicontinua y acotada (no necesariamente uniformemente
acotada) de funciones f, : K — R posee una subsucesion uniformemente convergente.
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sucesion de funciones (KCfy, ) es continua en [a,b] y Kf,, — f uniformemente en [a, b],
se sigue que la funcién f es continua en [a,b]. Observe que (Kf,,) converge a f en R
puesto que

b 1/2
i g, = £l = g ([t 501

b 1/2
([ i 1Kp (o) - 0 o)

Esto prueba el teorema. O

Definiciéon 1.2 (Transformaciones integrales simétricas). Una transformacion integral
K se dice simétrica si para cada f,g € R tenemos (Kf,g) = (f,Kg). Un nicleo real
K(z,y) se dice que es simétrico si K(x,y) = K(y,x) para cada x,y € |a,b].

Ejemplo 1.2. El nicleo del Ejemplo 1.1 es simétrico. Verificar que la transformacion
integral inducida por este nicleo es simétrica.

Solucién. Sean f,g € R entonces

(ko) = [ " ()Kg(x) da
= [ 1@ [ costanpgtw dy o

/ / ) cos(zy) f(x) dy dx
/ / ) cos(yz) f(x) dx dy

= [ o) [ costum) (@ ey

_ /0 " oK f () dy
= (Kf,9). O

Este es un caso particular del siguiente resultado.

Teorema 1.3. La transformacion integral K es simétrica si y solo si tiene un naicleo
stmétrico.

15



Demostraciéon. Supongamos que el ntcleo K(z,y) es simétrico y sean f,g € R. En-
tonces

b
(Kf.g) = / Kf (2)g(x) da

:/b(/bK(x,y)f(y)dy>9(!E)d$
//ny )g(z) dy da,

y de otra parte,

(f.Kg) = / </Ky >dy
//Ky \g() da dy.

Puesto que K(z,y) = K(y,x), cambiando el orden de integracion encontramos que
(f,Kg) = (Kf,g). Reciprocamente, supongamos que K (x,y) no es simétrico, entonces
existen x1,z9 € [a,b] tales que K(z1,22) < K(z2,71). Puesto que K(z,y) es continuo
en el cuadrado [a,b] X [a, b], existen intervalos I} = [c1,d;] y I = [c2,d2] contenidos en
[a,b] tales que x1 € I, zo € I y

m=sup{K(z,y) |z € 1,y € I} <inf{K(x,y) |z € [,y € I} = M.

Ahora bien, si A es un subconjunto de R, definimos la funcion caracteristica de A como

(2) 1 sizeA,
xTr) =
X 0 siz¢gA.

Consideremos ahora las funciones f(x) y g(x), como las funciones caracteristicas de

los intervalos I7 e Io, respectivamente. Veamos que para estas funciones tenemos que

(f,Kg) < (Kf,g). En efecto,

(Kf.9) = /(/Krcy >g()dfc
d

do
= / K(z,y)dydzx
co c1

> M(dy — ¢1)(d2 — c2),

16



y también se tiene que,

ko) - [ b (/ ' Kz m)aw) ) f(o)d

dy  pdo
= / K(z,y)dydx
c1 co
< m(d1 — Cl)(dg — Cg).
Por lo tanto, la transformacion I no puede ser simétrica. O

Teorema 1.4. Los vectores propios correspondientes a distintos valores propios de una
transformacion integral simétrica, K, son ortogonales.

Demostracion. Sean f, g dos vectores propios distintos de una transformacion simétri-
ca K correspondientes a los valores propios distintos « y 3, respectivamente. Entonces
Kf=afyKg=pg, luego

a(f,g9) = (Kf.g9) = (f,Kg) = B(f,9)-
Puesto que a # 3, se sigue que (f,g) = 0. O

Definicién 1.3 (Nucleos separables). Se dice que un nicleo K(x,y) es separable si
este nicleo puede expresarse como combinacion lineal finita de productos de funciones,
una de las cuales depende unicamente de x y la otra depende unicamente de y. Esto es,

n

K(z,y) = Y cifilx)g;(y),

1,7=1

en donde los ¢;j; € R y las funciones f;, g; : [a,b] — R.
Cuando un nicleo simétrico se puede expresar en la forma

K(z,y) = Y cijhi(z)h;(y), (1.3)

i,j=1
en donde c¢;; = cj; y las funciones h; son continuas en [a,b], diremos que este nicleo es
simétrico separable.
Ejemplo 1.3. El nicleo K(x,y) = 1+ cos(x — y) es simétrico separable pues

K(z,y) =1+ cosxcosy — sen xseny.

Teorema 1.5. Sea K(x,y) un nicleo simétrico separable el cual no es idénticamente
nulo. Entonces existe un conjunto ortonormal de funciones fi, fo,..., fm en R y es-
calares reales A1, A, ..., A\ no nulos tales que Kfi(z) = Nifi(z) para i = 1,2,...,m.
También, si g € R es ortogonal a f; para cada i, entonces Kg(x) = 0. Los escalares \;
son los unicos valores propios no nulos de K, y existe solo un nimero finito de vectores
propios linealmente independientes de K correspondiente a cada valor propio.

17



Demostracion. Sea S el conjunto de todas las funciones de la forma
dlhl(l‘) + -+ dnhn(ilt)

Claramente este conjunto forma un espacio vectorial de dimension ¢, donde ¢ es el
numero de vectores linealmente independientes en el conjunto hq, ..., h,. Supongamos
que el nucleo K(z,y) esta definido en términos de las funciones hq(z), ..., hy(z) como
en (1.3). Entonces para cada p(z) € S tenemos que

n

/ab K ir= 3 e | 'y ) o).

ij=1

Esto demuestra que K transforma S en si mismo. Puesto que K(z,y) es simétrico
y dimV = ¢, existen ¢ funciones ortonormales f; en S, i = 1,2,...,q, tales que
Kfi(z) = N fi(x), i =1,2,...,9. Si \; # 0 para cada i = 1,2,...,m y A\; = 0 para
it = m+1,...,q, tenemos demostrado el teorema. En caso contrario, A; = 0 para
i=1,2,...,q, y tendremos que Kf;(x) = 0, y por lo tanto KCp(xz) = 0 para cualquier
p(x) € S, puesto que las funciones f;(x), i = 1,2,...,q, forman una base para S. Si fi-
jamos x € [a,b], K(z,y) es una funciéon de y continua en [a, b], que esta en S. Escribamos
K(z,y) = h(y), entonces

b b
’Ch(y)=/ K(w,y)h(y)dyz/ | h(y)|? dy = 0.

De esto concluimos que h(y) = 0 para cada y € [a,b], y puesto que z es arbitrario, fijo,
concluimos que K(z,y) = 0 lo cual contradice la hipotesis del teorema. Esto muestra

que no todos los A; son cero, por lo cual podemos suponer que \; # O parai =1,2,...,m
v A =0parai=m+1,...,q. Sea g € R tal que g es ortogonal a las funciones f;, para
1=1,2,...,m, y definamos

q

p(x) = g@) = > (9(x), fi(@))fi(@).

Jj=m+1
Veamos que p(x) es ortogonal también a las funciones f;, i = 1,2,...,q. En efecto,
supongamos que ¢ < m. Entonces

q

(p(@), fi@)) = (g(2), filw) = Y (9(), f;(2))(fi(@), f;(2)) = 0.

Jj=m+1
En el caso ¢ > m + 1, tenemos que

q

(p(@), fi@) = (9(2), filw) = Y (9(), f;(2))(fi(), f;(x))

Jj=m+1

= (9(z), fi(2)) — (9(z), fi(2))(fi(z), fi(z))
=0,
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va que (fi(x), fi(x)) = || fi(z)|| = 1. Se sigue, del hecho que las funciones f; forman
una base para S, que la funcién p(x) debe ser ortogonal a las funciones hq, ..., h,. Esto
prueba que Kp(x) = 0, y como Kfj(x) =0 para j =m+1,...,q, tenemos que g = 0.
Ahora bien, dada una funcion F' en R es claro que KF € S. Supongamos, KF(z) =
AF(x) # 0. Entonces F' = (1/A\)KF € S, por lo que podemos escribir

F(z) = a1 fi(z) + - + agfo(2),

para algunos a; = (F, f;). Por el Teorema 1.4, tenemos que a; = 0, salvo si f; es asociado
con un vector propio A. Esto prueba el teorema. O

Ejemplo 1.4. Encontrar los valores propios no nulos del nicleo K(x,y) = e®e¥ en un

intervalo compacto [a,b).
b

Solucién. Debemos resolver KF(x) = A\F(x), es decir, / e“eYF(y)dy = \F(x) con
A # 0. La integral del primer miembro de esta tltima igualC(Liad no depende de z, por lo
cual podemos escribir

b
e’L = \F(z), endondeL = / e F(y) dy.

Por lo tanto, F(z) = %ez pues A # 0. Sustituyendo en la expresion para L obtenemos

L b ) L e2b o e2a
= — y = — S
L 3 /a eV dy 3 < 5 )

1 e2b_e2a
L<1— X<72 )) 0.

Si L = 0 entonces F'(z) = 0. En este caso cualquier ntumero real A seria un valor propio
de K. Si L # 0 entonces debemos tener que

2b _ 2a
bl(u):@
A 2

Se sigue que

de donde

Este es el tinico valor propio del niicleo K en cualquier intervalo compacto [a, b]. O
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1.2. Valores propios de un operador integral simétrico

Teorema 1.6. El niumero de valores propios no nulos distintos de una transformacion
integral simétrica IC es contable. Para cada valor propio no nulo hay a lo mds un nimero
finito de vectores propios linealmente independientes.

Demostracién. Hemos probado que vectores propios correspondientes a valores pro-
pios distintos son ortonormales. Ademés, todo conjunto finito de vectores propios lin-
calmente independiente puede ser sustituido por vectores propios ortonormales®. Por
este hecho, podemos suponer que todo conjunto finito de vectores propios linealmente
independiente es un conjunto ortonormal.

Sean f;, i =1,2,...,m un conjunto finito de vectores propios ortogonales, de un espacio
con producto interno, con correspondientes valores propios A; lo cuales no necesaria-
mente son distintos. Si z € [a,b] es fijo, la funciéon ¢g(y) = K(x,y) esta en R, por lo
cual

b
(9(w), Fi(w)) = / K(.9) fily) dy = Kfi(@) = Mifi(x).

Aplicando la desigualdad de Bessel, obtenemos
m b
SN < [ 1K)y
i=1 @

e integrando esta ecuacién respecto a x, encontramos que

m b b
ZA?S/ / | K (2,y) [ dy da.
i=1 a Ja

Observe que el lado derecho de esta desigualdad no depende de m. Por el Teorema 1.5
podemos concluir que hay a lo mas un nimero finito de vectores linealmente independi-
entes para un mismo valor propio no nulo. Esta desigualdad también implica que existe
a lo mas un namero finito de vectores linealmente independientes cuyos correspondi-
entes valores propios son mayores, en valor absoluto, que la unidad. Podemos contar los
valores propios considerando aquellos que se encuentran en el intervalo (1/2,1), los que
estan en (1/3,1/2), y asi sucesivamente. De esta forma demostramos que el nimero de
valores propios es contable. O

Observacion 1.2. Como es usual, podemos ordenar los valores propios de acuerdo con
su valor absoluto para verlos en la siguiente forma:

A1 <Ao< <0< ... < X<\

3En un espacio Euclidiano, todo conjunto linealmente independiente puede ser ortonormalizado
mediante el método de Gram-Schmidt.
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donde la separacion final ha sido afectada con respecto a los signos de los valores propios.
Cada valor propio esta repetido un niumero de veces igual al nimero de vectores propios
linealmente independientes asociado con cada uno de estos. El conjunto de los valores
propios del operador IC, se conoce como el espectro del operador.

Del teorema anterior deducimos el siguiente resultado, en relaciéon con el espectro del
operador K.

Corolario 1.1. 5i K tiene por lo menos un valor propio no nulo entonces existen enteros
no negativos m,n, no simultdneamente nulos pero posiblemente infinitos, y un conjunto
de vectores ortonormales f;, —o0 < —m <1 <n < o0, i # 0 tales que Kf;(x) = N\ fi(x)
conA_1 <Ao< - <0< < Ay < Ay

Anélogamente, como en el caso de las transformaciones lineales, podemos considerar el
problema de la existencia de valores propios no nulos para una transformacion integral
simétrica K. En tal sentido, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.7. Seap = sup {(Kf, f) [ [ f|| = 1} y ¢ = mE{(Kf, f) | || = 1} Entonces,
st p > 0 este es el mayor valor propio no nulo de IC, y si g < 0 este es el menor valor
propio no nulo de IC.

Demostracion. Sea f € R tal que ||f|| = 1. Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz
tenemos que

(L D IFIHLAN= A < LA = -

Esto prueba que el conjunto {(Kf, f) | || f|| = 1} es acotado. Por lo tanto, existen p =
sup {(KCf, f) [ IIfIl = 1}, y ¢ = {(KCf, f) | | /| = 1}.

Es suficiente probar el resultado para p, puesto que si

p'=sup{(=Kf, f) | /] =1} = = mf{(Kf, £) [ [ ]| = 1},

es el mayor valor propio de la transformaciéon —K, entonces —p’ debe ser el menor valor
propio de la transformaciéon K y —p’ = ¢q. Supongamos primero que p es un valor propio
de K. Entonces veamos que p debe ser el mayor de todos. En efecto, si Kf = Af, con
IIf|l = 1, entonces

A=A/ 1) = (K ) <p.

Para probar el teorema solo basta mostrar que p es un valor propio de K. Supongamos
inicialmente que el nucleo K es simétrico separable. Entonces, si p > 0, el ntcleo K no
puede ser idénticamente nulo, y por lo tanto por el Teorema 1.5, existen m funciones
ortonormales f;, y correspondientes valores propios no nulos, con Ay > Ao > ... > Ay,
tales que para cada funcién g ortogonal a f;, para cada i, g = 0. Sea V el espacio
generado por las funciones f;, y consideremos la funcion h(z) en V definida por h(x) =
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Yot aifi(x). Puesto que Kfi(x) = A fi(x) para cada i, tenemos que Kh € V. Por lo
tanto

{(Ch,h) [ IRl =1, h e Vi LKL ) LIFIT =1},

luego

A1 =sup{(Kh,h) | [|h|| =1,h e V} <sup{(Kf, f) | |/l =1} = p.

Probaremos ahora la desigualdad en sentido contrario, con lo cual tendremos que p = Ay,
y esto garantiza que p es un valor propio de K. Si f € Ry ||f|| = 1, podemos escribir

f=h+4+g, heVygeV:,

en donde V* denota el complemento ortogonal de V. Luego Kg = 0, Kf = Kh es un
elemento de V' y

(Kf, f) = (Kh,h+g) = (Kh,h).

También tenemos que 0 < [|A] < £l = 1, ya ue (, f) = (h+g, h+g) = (h, )+ (g, ).
Elegimos f de tal forma que (Kf, f) > 0, y como p > 0, (Kh,h) > 0, ||h|| # 0, por lo

cual

(Kf. ) = Ih]* (Kp, p) < (Kp, p),

en donde

Claramente p € V', y por lo tanto

sup{(Kf, f) [ [ f]| = 1} < sup{(Kp,p) | ol = 1,p € V}.

Esto prueba que p < A1, lo cual implica que p = A;. Luego p es un valor propio,
y el teorema queda demostrado para el caso de las transformaciones integrales con
nicleo separable. Veamos que el resultado también es valido para transformaciones
integrales con nucleo K (z,y) continuo simétrico. Para realizar la prueba de esto usamos
un resultado que verificaremos mas adelante. Dado ¢ > 0, existe un ntcleo simétrico
separable H(z,y) tal que

b b
/ / | K(a,y) — Hz,y)] dedy < <.

Por lo tanto, existe una sucesion de nticleos simétricos separables, K, (x,y), tales que

b rb
1

22



Por el Teorema 1.1 tenemos que

b rb
1
-kl < [ [ 1K@y - Kaep)P dedy <

Si hacemos p, = sup{(K,f,f) | ||f|l = 1}, entonces probaremos que p = lim p,,.
n—oo

Supongamos que || f|| = 1. Entonces

[ (K, f) = (K, D) = (K = Kn) f, )]

< (1K= Ka) FIIA
< IK = Kall

1
< —.
n

De estas desigualdades deducimos que

(Kuf. £) = = < (K10 < (Kuf )+ o

y por lo tanto

1 1
pn__gpgpn"’__-
n n

Esto prueba la afirmacion. Como p > 0, solo consideramos la sucesiones de nicleos para
las cuales p, > 0. Ya hemos probado el resultado para nucleos separables, luego, si f,
son las funciones propias del operador K, podemos escribir

Knfn = Pnfn, ||an =1

Demostraremos ahora que
lim ||[KCf, — pfall =0.
n—oo

En efecto,

<K fn = Knfull + [1Knfn — pfall
< ”IC - ICnH + ‘pn —p\,
en donde el lado derecho de esta desigualdad tiende a cero cuando n — oo. Por el

Teorema 1.2, K es un operador compacto, por lo cual existe una subsucesion (fy,) de
(fn) y un elemento g € R tal que

Jim (|, — gl = 0.
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Ahora bien,

<lg = Kfull + 1K Fny = 2fnil -

Esta desigualdad implica que
Tim lg — fu ]| = 0.
—00
Por lo tanto,
lgll =t |lpfu, [l = llp] # ©.
—00

Por dltimo, probaremos que g es una funcién propia del operador I, con correspondiente
valor propio p. Observe que

1Kg — pgll < IKg — Kpfn, +Kpfn, —p9ll
<|IKg — Kpfun,ll + |Kpfn, — pgl
< IKIHlg = pfaill + PHIK fry, — 9ll 5

en donde el lado derecho de esta desigualdad tiende a cero cuando k — oo. De aqui
vemos que Kg = pg, con lo que hemos terminado la prueba del teorema. O

Teorema 1.8. Si K(x,y) es continuo y simétrico entonces (Kf, f) =0 para cada f si
y solo si K(z,y) = 0.

Demostracion. Supongamos que (Kf, f) = 0 para cada f. Entonces si f y g son
funciones dadas, tenemos que (Kf + g, f + g) = 0 y utilizando la identidad

(Kf4+g,f+9) =(Kf, f)+(Kg,9) +2(Kf,g),

que se deduce de las propiedades del producto interno y de la simetria del operador /C,
encontramos que para cualesquiera funciones f y g, se tiene que (Kf,g) = 0. Hagamos
g = Kf. Entonces (Kf,Kf) = 0, lo cual es cierto, si y solo si £f = 0. Esto altimo
es valido para cada f € R. Sea = € [a,b] fijo. Entonces para cada y € [a,b] podemos
escribir K (z,y) = h(y), y es claro que h € R, por lo cual Kh = 0, es decir,

b
/ K (2, y)]2 dy = 0.

Esto significa que K(z,y) = 0 para cada y € [a,b], y puesto que z € [a,b] fue fijado
arbitrariamente, vemos que K (z,y) = 0 para cada x,y € [a,b]. O

Teorema 1.9. Sea Kf; = \;f;, j = 1,2,...,m, donde f; son vectores propios ortonor-
males de K. Entonces existe un vector propio g de IC, con correspondiente valor propio
no nulo X, el cual es ortogonal a f;, j =1,2,...,m, si y solo si g es también un vector
propio, con A el valor propio no nulo del operador H cuyo nicleo es

H(z,y) = K(z,y) = Y_ A fi(2) fi(y).
j=1
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Demostracion. Supongamos que Hg = Ag, con A # 0y g # 0. Entonces,
Hfj(w) = Kfj(x ZA fi@)(fis £5) = Kfj(x) = X fi() = 0

Por el Teorema 1.5, g debe ser ortogonal a las funciones f;(z), j = 1,2,...,m. Luego,
m
Ag=MHg=Kg—> Xfi(x)(g,f;) =Ky,
j=1

lo cual prueba que g es una funcién propia del operador K, con valor propio .
Reciprocamente, si g es ortogonal a f;, 7 = 1,2,...,m, cuando Kf; = \;f;, entonces
Hg = Kg = \g. O

Teorema 1.10. Sea f;, j = 1,2,...,m, una base de vectores propios ortonormales de
IC con correspondientes valores propios no nulos A\, j = 1,2,...,m. Si K no tiene otros
valores propios no nulos entonces

zy) =Y Nifi(@)f()
j=1

Demostracion. El operador H correspondiente al nicleo H(z,y), dado en el teorema
anterior tiene, en virtud del Teorema 1.9 valores propios nulos. Por lo tanto, por el
Teorema 1.8, H(z,y) debe ser idénticamente cero, lo cual prueba el teorema. O

Teorema 1.11.

o Sii <N, Niy1=sup{(Kf, [) [ [fIl=1.(f f;)=0,j=1,2,...,i},

o Si—i>M, Aoy =mf{(Kf, f) | Ifll=1(f,f;) =0, =—-1,-2,...,—i}.
Demostracion. Cuando N > 0, por el Teorema 1.7, podemos escribir

sup {(Cf, f) [ [[fIl = 1} = Au.

Si N > i, hagamos

Ki(z,y) = K(z,y) — Z Ajfi(@) fi(y)

Entonces, por el Teorema, 1.9, la transformacion integral K; tiene exactamente \jy1, Aj1o,. ..

valores propios positivos con correspondientes funciones propias f;11, fita,.... Se sigue
que

Aiv1r =sup {(Kif, f) | I f]] =1}
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Sin embargo, cuando f es ortogonal a f;, j = 1,...4, tenemos que K;f = Kf. Por lo
tanto,

Xit1 > sup{(IG; f, f) | || fI| = 1, f ortogonal a f;,j =1,2,...,i}
=sup {(Kf, ) | [/ =1, fortogonal af;,j = 1,2,...,i} > (Kfit1, fi+1) = Ait1-

Esto prueba la primera parte del teorema, pues estas desigualdades se convierten en
igualdades. La segunda parte se prueba considerando la transformacion integral —fC. [

1.3. Teoremas de expansién para transformaciones inte-
grales

Cuando estudidbamos transformaciones lineales en espacios de dimensién finita, vimos
que era posible encontrar vectores ortonormales tal que cualquier elemento del espacio
R"™ puede expresarse en términos de estos vectores. Queremos ver si este mismo resultado
se verifica para espacios de dimensién infinita cuando la transformacion lineal es, en
particular, una transformacién integral.

Teorema 1.12. Sea {\;}, —c0 < —M < i < N < o0, i # 0 el espectro del operador
integral simétrico IKC asociado con los vectores propios {f;}. Si g es un elemento de R
entonces

Kg =3 Xilg fi)fi = >_(Kg, fi)fi (1.4)

)

y la serie converge absoluta y uniformemente en |a,b.

Demostracion. Para probar esto usamos la condiciéon de Cauchy, es decir, la serie
(1.4) converge absoluta y uniformemente en [a, b], si para cada ¢ > 0 existe Nj(¢) € N
tal que si [m|,|n| > Ni(e) entonces

n

> aifi(@)| <& ai= (g, fi).

=m

Sea A € R tal que

b
azsuw{ [ 1K@yl oo},
Por la desigualdad de Bessel podemos escribir

> lail* < gl

i
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en donde ' denota que en esta suma se excluye el caso en el que ¢ = 0. Por lo tanto,
la serie Z/ | ai|2 converge. Por la condicién de Cauchy, existe Ni(g) € N tal que para

i
cada |n|,|m| > Ni(e) tenemos

n 2

125
E la;|” < e
=m

Por lo tanto, si |n|,|m| > Ni(e) tenemos por la desigualdad de Cauchy-Schwartz que
n n 1/2 n
> st < (Llal) (215

<(5) ([ )

< e.

1/2

Esto prueba la convergencia absoluta y uniforme de la serie Z Aia; fi. Debemos ahora

(2
probar que esta serie converge a Kg. Si el nimero de valores propios es finito, por el
Teorema 1.10, el nicleo es separable y

K(z,y) = Z Aifi(@) fi(y)-

De esto deducimos que
Kg = Xilg, fi)

lo cual prueba el teorema para este caso. Ahora consideremos el caso en el que el niimero
de valores propios es infinito. Usando la notacién del Corolario 1.1, supongamos que
N =M = o0, y los demas casos se tratan similarmente. Entonces,

lim A\; =0 = lim A_;.

i—00 i—00
Si denotamos por h una funcién ortogonal a las funciones
fu fas s f f=1 5 =5, (1.5)
y por el Teorema 1.11 tenemos
IR A1 < (Ch,B) < [0 Agn.

Por lo tanto, para cualquier sucesién de funciones h; tales que h; es ortogonal a todo
elemento del conjunto de funciones dado en (1.5) y [|h;]| < B tenemos

lim | (KChy, hy)| = 0. (1.6)
j—oo

27



Sea Hj otra sucesion de funciones con | H;|| < By H; ortogonal al conjunto de funciones
(1.5) para cada j. Entonces las funciones (h; + H;) son también ortogonales a este
conjunto de funciones para cada j y ||h; & H;|| < 2B. Utilizando la identidad

(Ks,t) = i((lC(ert),ert) — (IC(s—t),s—t)), s,te€R

encontramos que

J—0

Sea
J
hi=g-> (g, f:) i
i=—j
Entonces h; es ortogonal al conjunto de funciones dado en (1.5) para cada j, y ||| <

llg||. Ahora bien, Supongamos que H; = KCh;. Entonces

J J

i=—j i=—j
J J
=Kg— > (g.Kf)fi=Kg— > '(Kg. fi)fi
i=—j i=—j

Por lo tanto, H; es ortogonal a fi, fo,..., f;, f=1,.... f—j v |[H;|| < [[Kg|. Por la
ecuacion (1.7), puesto que H; = ICh;, tenemos que

lim | (KChy, KChy)| = 0,
j—oo
lo cual significa que

2
dr = 0.

b
Iim

J
Kg— > "Nilg, fi)fi

i=—j

Por la convergencia uniforme podemos concluir que

’

Luego, por la continuidad del integrando, tenemos que

Kg=> Xig, f)f

2
dr = 0.

Kg =D Xilg, fi)

probando asi el teorema. O
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Observacion 1.3. Este teorema puede ser visto como una extension de la diagonal-
1zacion de transformaciones lineales definidas sobre un espacio vectorial Euclidiano de
dimension n. St escribimos la funcion g en la forma ) .(g, fi)fi entonces usando las
notaciones de las transformaciones lineales podemos ver que hay una base {f;} en la
cual la funcion g tiene representacion coordenada [(g, fi)], y se sigue que Kg tiene la
representacion [N;(g, fi)] con respecto a la misma base.

Se introduce el concepto de nucleo iterado, el cual hace posible obtener una expansion
de nuestro ntucleo semejante al caso de solo un ntmero finito de valores propios y que
nos permite una mayor comprension del teorema anterior. Hay que recalcar que tal
expansion no siempre es posible, aunque mostraremos que el operador K™ tiene tal
expansion.

Definicién 1.4 (Nucleo iterado). Definimos el nicleo iterado K™ como sigue: para
n=1, K'Yz,y) := K(x,y), y para n > 1 se define

b
K”(m,y):/ K(z,t) K" (t,y) dt.

Ejemplo 1.5. Encontrar K™, n € N, para K(z,y) = zy en [0, 1]

Solucién. Para n = 1 tenemos que K'(x,%) = xy. Ahora,

1 1
K2(x,y):/0 K(w,t)Kl(t,y)dtz/O xtodt:%xy,

1 1
1 1
K3(z,y) = /0 K (, t)K*(t,y) dt = g/o zt?y dt = LY

Afirmamos que para cada n € N,

" 1
K"(z,y) = ﬁazy. (1.8)

Usaremos inducciéon sobre n para probar la afirmacién. Para n = 1 la proposicion es
cierta. Supongamos que es cierta para n y veamos que lo es para n + 1. Por hipotesis
de induccion tenemos (1.8), Luego,

1 ) 1
zt*y dt = —xy.
[y vt =g

1
1
1
K" = [ K@K o) = 5
Esto prueba la proposicién para n + 1, y por consiguiente para todo n € N. O

Teorema 1.13. Si {\;} v {fi} se definen como en el Teorema 1.12 entonces

K™x,y) =Y A fil)fily), n=2,3,...,

)

y la serie converge absoluta y uniformemente en x,y € |a, b].
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Demostracién. Para y fijo, definamos g(x) = K"~ !(x,y). Entonces,

b b
Ko(z) = / K (2 1)g(t) dt = / K2 K™Y (t,y) di = K"(,1).

Por el Teorema 1.12, podemos ver que toda funcion de la forma Cg(x) tiene una expan-
sion en términos de las funciones propias del operador, dada por

Kg(z) =Y _(Kg. fi) filx).

7

En este caso,

b
(Kg.5) = [ K", il0) du = K" fily) = N0
Por el Teorema 1.12,

Kg(@) = > _(Kg, fi)filx) = DN fily) fi(x),

(2

y la serie converge uniformemente para x € [a,b] y fijo. Veamos que la convergencia
uniforme se verifica para x,y € [a, b]. Observe que cuando n =2 y x = y, tenemos

K*(z,z) = ZA? | fi(@)]?, =€ la,b].

Observe que la convergencia de esta serie es uniforme, por lo que dado € > 0, existe
N(e) € N, tal que si |m|,|p| > N(e) entonces

p
SN fi@)P<e z€lab]

Podemos escoger N (e) tal que | \;| < 1 para cada i > N(e). Luego,

p 2 p P
DoA@ )| < Y INM @)Y I )P

p p
<3 PP Y AP W)
< 5_27 :

para todo z,y € [a,b]. La condicion de Cauchy nos garantiza entonces la convergencia
uniforme. O
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Teorema 1.14. Si {\;} y {fi} se definen como en el Teorema 1.12, los valores propios
no nulos de K™ son A!'. Mds ain, si S(r) es el conjunto de indices i tales que A} = r # 0,
entonces el niumero de vectores propios linealmente independientes de K™ con wvalor
propio v es el nimero de indices en S(r).

Demostracion. Si K"g = rg,r # 0, entonces por la convergencia uniforme que de-
mostramos en el teorema anterior podemos escribir

K'g = X9, fi) i

Toda funcion propia de K correspondiente a un valor propio A; es también una funcién
propia de K" con valor propio correspondiente A}, dado que

K'f; = K"K f = MK L f.

Por lo tanto, por el Teorema 1.4 debemos tener que (g, f;) = 0, salvo si i esta en S(r).
Luego,

rg=K'g= " A9, fi)fi-

1€S(r)

Esto muestra que g es una combinacién lineal de funciones propias de K" correspondi-
ente a el valor propio A}'. Por lo que debemos tener que r = A, y que el nimero de
funciones propias linealmente independiente de K™ para un valor propio r es exacta-
mente el namero de indices en S(r). O

Teorema 1.15. Sea K (x,y) un nicleo simétrico definido en el cuadrado [a,b] X [a,b].

Entonces

n

K(z,y) = > 'Nifi@) fily)

=—n

b 2

Iim
n—oo a

uniformemente en [a,b].

Demostracion. Sean

X=K(zy),Y=>Y '"Nfilx)fiy).

t=—n

/yX V2 da

(X-Y,X-Y)
= (X,X) - (XY) - (Y, X)+ (YY)

Entonces

r

n

K(‘ray) - Z /)‘ifz

it=—n
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Note que
b
(4.3 = [ K@ y)K(e.p)do = K2(0.).

n

b
(X,Y) = (V. X) = / Ky) S M) fily) da

it=—n

= > NfiwKfily)

IRl
b n n n
V)= [ Y M@ 3 @ fwde = 30 R A

Esto ultimo se deduce del hecho de que las funciones f; son ortonormales, ya que el
nicleo K es simétrico. Luego,

r

El resultado se sigue inmediatamente del Teorema 1.13. O

n

K(z,y) = Y 'Nifil) fi(y)

it=—n

n

2
de = K*(y,y) — Z 2 fily))?

t=—n

Definiciéon 1.5 (Nucleo positivo definido y semidefinido). El nicleo simétrico K (x,y)
es llamado positivo definido cuando define una transformacion definida positiva, esto
es, cuando (Kf, f) > 0 para cada f en R y f # 0. Se llama positivo semidefinido cuando
(Kf,f) >0 para cada f € R.

Teorema 1.16. Si K(x,y) es positivo semidefinido entonces K(x,z) > 0 para todo
x € [a,b].

Demostracion. Supongamos que K(z,z) < 0 para algin z € [a,b]. Entonces, por la
continuidad del nticleo K, existe un intervalo I tal que z € I y ademés K(x,y) < 0
para z,y € I. Sea f(x) la funciéon caracteristica del intervalo I. Entonces

r0)= | [ Ky <o
1JI
lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, K (z,z) > 0 para cada = € [a, b]. O

Teorema 1.17. Si K(z,y) es positivo semidefinido entonces
K(z,y) =Y Aifi(@)fi(y),

y la serie converge absoluta y uniformemente para cada z,y € [a,b).
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Demostracion. El nucleo
H(z,y) = K(z,y) = Y_ Nifilx) fi(y),
i=1

induce una transformaciéon integral, la cual tiene valores propios no nulos

A11-1-17 ATL—|-27 s

Como estos valores propios son no negativos, el nicleo H(x,y) debe ser positivo semidefinido
y tenemos entonces por el Teorema 1.16 que para cada x € [a, D],

H(o,2) = K(zz)— Y M| @) 2 0.
i=1
Luego,
S| fi@)? < K(a,a).

Esto significa que la serie del lado izquierdo de esta desigualdad converge uniformemente,
por lo cual si € > 0 es dado, existe N(e) € N, tal que si |n|,|m| > N(e) entonces

Z )\z ’ fl(a;)]2 < 82.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz tenemos que

Z Aifi(z) fi(y)

2 n n
<Y NH@P DN )] < £24%
en donde

A=sup{K(y,y) |y € [a,b]} > Z/\i|fi(y)|2-

Aplicando nuevamente la condicion de Cauchy obtenemos la convergencia uniforme de
la serie para y € [a,b], cuando z es fijo, y de igual forma se muestra la convergencia
uniforme para = € [a,b] cuando y es fijo. Ahora demostraremos que efectivamente la
serie converge uniformemente a K (x,y) para cada z,y € [a,b)].

Puesto que
b
I

b
<2
a

b
sz f
a

2
dy

K(z,y) — Z Aifi(@) fi(y)

2
dy

K(z,y) = > Nifiz) fi(y)
i=1

2
dy,

K(z,y) = > Nifi(z) fiy)

i>n
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por el Teorema 1.15 concluimos que

r

2
dy =0,

K(z,y) - Z)\ifi($)fi(y)
Luego,
K(z,y) = Z)\ifi(x)fi(y)’

En (1.9), hagamos = = y. Entonces

K(v,x) = Z)\i | fi(@)]?.

x € [a,b)].

(1.9)

Esta serie converge uniformemente, por lo que dado € > 0, existe M(g) € N, tal que si

m,n > M(e), entonces

Z Al filz))? <e.

Usando la desigualdad

(1.10)

n 2 n n
(S s@hm) < X xA@F Y N AF,

junto con (1.10) obtenemos el resultado.
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Capitulo 2

Series de Fourier generalizadas y
espacios vectoriales completos

En este capitulo veremos qué condiciones nos permiten garantizar que una funcién
admite una expansion en términos de un conjunto de funciones ortonormales. Ya en el
capitulo anterior estudiamos un caso especial de funciones ortonormales, las funciones
propias de un operador integral.

2.1. Series de Fourier generalizadas

Consideremos un espacio vectorial F real o complejo. Definimos la suma de una serie in-
finita de elementos de E como el limite de una sucesion de sumas parciales de elementos
de E. O lo que es lo mismo, si {z;} es una sucesion de elementos de E escribimos

[ee]
x = Zaiazi, (2.1)
i=1
cuando
n
Tr = nh—{go Z a;Ty.
i=1
Esto altimo significa que

=0.

lim
n—oo

n
xr — Z ;T4
i=1
Ejemplo 2.1. Consideremos el conjunto de funciones complejas

ein:c
cn€l,y, xe€l0,2m],
{F=inez}. zepom
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junto con el producto interno dado por

2

Podemos ver que este conjunto es ortonormal con este producto interno.

El siguiente teorema puede considerarse como una extensiéon de los teoremas més co-
munes usados para el calculo de limites.

Teorema 2.1. Sean E un espacio Euclidiano, y {xz;}, {y:}, {zi} sucesiones en E tales
que x = lim x;, y = lim y;, 2 = lim z;. Entonces
71— 00 1—00 71— 00

(1) flzll = Hm [l].
1—00

(2) (z,y) = }L‘?o(f”“%)

(3) Z(zi,u) = <Zzi,u>, para cada u € E.
' i=1

i=1

[ee] [e.e]

(4) T<Z zi> = ZTZi; para cada transformacion lineal continua T de E en E.
i=1 =1

Demostracion. Como

il = llzll] < flzi — =]

(1) se deduce inmediatamente. La proposicion (2) es consecuencia directa de la desigual-

dad

(@i, i) = (@, )| < lgall llws = 2l + [l lyi — yll -

i
Sien (2) hacemos y; =uy z; = Z z;, se deduce (3). Si T' es continua entonces

7=1
7 7 oo
7(e) = Jin 7( Y% ) = Jim ST() = 7).
7=1 7=1 7j=1
[ee]
siempre que lim Z zj = z. Esto prueba (4) y por lo tanto el teorema. O
1—00

J=1

La representacion de = dada por (2.1) no nos dice algo acerca de las constantes a;. Mas
aln, estas constantes pueden no ser tnicas, como lo veremos en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.2. En el espacio E = C[0,1] definimos para cada f € C[0,1],

1F1l = sup{| fF(®)] [ £ € [0, 1]}

Es fdcil verificar que esta funcion de E a R, es una norma para E. Sea

fu() =

%1)’ n#0,1, fi(z) = fo(z) =0,z €[0,1].

n(n

Entonces || fn|| < 1/n para cada n. Definamos gni1(x) = foi1(x) — fu(x) para cada n.
Tenemos que

n+1
'| = [[farr (@)l < 1/(n+1).

Z gi(x) —0
i=1

Por lo tanto,

Zgl(:n) =0= ZOgi(:E).
i=1 i=1

Esto muestra que la funcion nula tiene una representacion de la forma (2.1), donde los
coeficientes a; mo son Unicos.

Sin embargo, si la sucesion {z;} es ortonormal, entonces las constantes a; en (2.1) pueden
ser determinadas de forma tinica. Para ver esto, tomando el producto interno en ambos
lados de (2.1) con z; obtenemos:

o0 [e.9]
() = <Zaixi,x]~> = Zai(xi,a:j) = a;.
i=1 i=1

Por lo que

o0

xr = Z(az,x,)az, (2.2)

i=1

Una representacion en la forma (2.2) de un elemento x se llama serie de Fourier gen-
eralizada de x relativa a la sucesion ortonormal {x;}. Los coeficientes a; = (x,x;) se
llaman los coeficientes de Fourier generalizados de x relativos a {z;}.

Teorema 2.2. Si {x;} es una sucesion ortonormal en E y si x, y son elementos en E
entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

o0

(1) == Z(ﬂf,wi)wi-
i=1
(2) (z,y) = Z(m,xi)(azi,y), para cada y € E.
i=1
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(3) flall =) (@)
1=1

Demostraciéon. Supongamos que (1) es valida entonces

(r,) = (i(x,mxi,y) =S ) )

i=1 i=1

esto prueba (2). Si ponemos y = z en (2) obtenemos (3). Probemos que (3) implica (2).
Puesto que

2

_ <x - Zn:(x, )T — Zn:(x, x)x)

i=1 i=1

= [l =2 (@) * + ) (w,2) (@, ) (i, a5)
i=1

1,j=1
n
=T — €T, T )
] = > I, zi)
i=1

n

x — Z(m,xz)xz

i=1

se sigue de (3) que
n
||* — Z |(z,2;)|* = 0, cuando n — oo.
i=1

Por lo tanto (3) implica (1) y la prueba esta completa. O

Las identidades (2) y (3) son conocidas como identidades de Parseval, y son generaliza-
ciones de resultados andlogos que se obtienen para el caso de los espacios de dimension
finita.

Los siguientes resultados nos indican cuando un elemento de un espacio vectorial E
tiene una representacion en la forma (2.2), adicionando ciertas condiciones sobre los
elementos x;. Empezamos con algunas definiciones.

Definiciéon 2.1 (Conjunto denso). Sean A y B dos subconjuntos de E. El conjunto A
es denso en B si todo elemento de B es el limite de una sucesion de elementos en A.

Definicién 2.2 (Conjunto linealmente denso). Un subconjunto A es linealmente denso
en B, si el espacio generado por A es denso en B.

Ejemplo 2.3. Sean E = R? y A = {(1,2);(2,3)} entonces el espacio generado por A
es B, asi que A es linealmente denso en E.

Teorema 2.3. Sea {z;} una sucesion ortonormal linealmente densa en E. Entonces
todo elemento x € E puede ser escrito en la forma (2.2).
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Demostraciéon. Supongamos que la sucesion {x;}, es linealmente densa en E. Esto
significa que dado = € F, existen b;(x) tales que

x = i bi(z)x;.
i=1

Por lo tanto, dado € > 0, existe N. € N tal que si n > N, entonces

x — Zn: bi(x)x;
i=1

Sea n = N, y hagamos b;(x) = 0 para i > N., entonces si j > N, tenemos

<e.

J J
x — Z(x, x)zi|| < ||z — Z bi(x)z;|| < e.
i=1 =1
Esto demuestra que
[e.e]
x = Z(:E,:EZ):EZ O
i=1

Teorema 2.4. Si S es un conjunto el cual es linealmente denso en E y (x,z) = (y, 2)
para todo z € S entonces x = y. En particular, si (x,z) = 0 para todo z € S entonces

xz = 0.

Demostraciéon. Por hipotesis tenemos que (x — y,z) = 0, para todo z € S y por lo
tanto, para toda combinacion lineal de elementos de S. Puesto que S es linealmente
denso en E, existe una sucesion (u,,) de elementos en el espacio generado por S tal que
T—y= nh_)I{)lo Uy. Luego,

n—oo n—00

dado que u,, € S para cada n € N, lo cual prueba que = = y. O

Hasta aqui, no hemos mostrado teoremas acerca de la existencia de una sucesiéon lin-
ealmente densa en un espacio F, lo cual no siempre puede garantizarse, pues existen
espacios Euclidianos en donde no podemos encontrar tal sucesién. No obstante, si se
supone la existencia de tal sucesion, se puede mostrar que existe una sucesiéon ortonor-
mal linealmente densa en FE, gracias al método de Gram-Schmidt.

Teorema 2.5. Si {y,} es linealmente denso en E entonces existe una sucesion ortonor-
mal {x;} linealmente densa en E.
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Demostracion. Sin perdida de la generalidad, supongamos que {y,} es linealmente
independiente, pues si {y;,y1,...,¥i—1} es linealmente dependiente, podemos extraer
un subconjunto que es linealmente independiente. Por el método de Gram-Schmidt
podemos construir una sucesiéon ortonormal, como sigue:

n—1

Yn — Z(ym xj)xj
Y1 _ Jj=1

T = T T =
[yl

n—1

Yn — Z(ym xj)xj
j=1

Mostraremos que cada x,, esta bien definido. Veamos que

n—1

j=1
para cada n > 2. Si no fuera asi, el conjunto {y,,x1,...,z,—1} seria linealmente de-
pendiente, pero esto implica que el conjunto {y,,y1,...,Yyn—1} seria linealmente depen-
diente, pues cada z; depende linealmente de {y1,...,y;}, lo cual contradice nuestra
hipotesis. Es claro que ||z,|| = 1 para cada n. Finalmente, probemos que la sucesion
{z,,} es ortonormal. Para n = 2, tenemos

1 1
(z1,22) = (21,92 — (y2,21)71) = ——[(21,92) — (21, 92)] = O,
A2 A2

en donde Ay = ||y2 — (y2,x1)x1]|. Supongamos que z1,x3,...,z,—1 son ortogonales.
Luego si k£ < n, entonces

1 n—1

(T, Tn) = A_(xkayn = Ynrxj)z5)

1

n
en donde

n—1
A, = Yn — Z(yna$j)$j
j=1

Por induccién sobre n, encontramos que {x;} es una sucesion ortonormal. Veamos que la
sucesion {x;} es linealmente densa en E. Dado z € F, existe una sucesion vy, en E tal que

z = lim vy, y cada v, es una combinacion lineal de los elementos y;. Claramente, cada
n—oo

Yn €s una combinacion lineal de x1, xo, ..., x,. Por lo tanto cada v,, es una combinacién
lineal de los elementos z;. Esto prueba que la sucesién {z,} es linealmente densa en
E. O
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Observacion 2.1. Una sucesion {z;} se dice infinita y linealmente independiente
cuando la ecuacion Y =, bjx; = 0 implica que b; = 0 para cada i. Esto nos permite ase-
gurar que los coeficientes en (2.1) son determinados de forma tinica cuando x tiene una
representacion en la forma (2.1). Si una sucesion {x;} es infinita y linealmente indepen-
diente y todo elemento x en E puede escribirse en la forma (2.1), decimos que la sucesion
{z;} es una base para E. Hemos visto que ciertas sucesiones que son linealmente densas
en E y ortonormales forman una base para E. La caracteristica de ortonormalidad es
importante pues nos permite formar una base, dado que se puede construir una sucesion
que es infinita y linealmente independiente la cual es linealmente densa en E pero no
forma una base para E.

En el espacio R, junto con el producto interno dado en (1.1), supongamos que {f;} es
una sucesion de funciones ortonormales la cual es linealmente densa en R. Esto implica
que toda funcion f € R tiene una expansion en la forma (2.2), esto es
b 2
lim x = 0. (2.3)
n—oo a

fla) = (f fi) fulw)

i=1

Se dice entonces que la serie de Fourier para f, relativa a {f;} converge en media. La
convergencia en media de una serie de Fourier no implica que dicha serie de Fourier
converja en el sentido ordinario hacia la funcién f, en todo punto x. Més aun la serie
no necesita ser convergente en el sentido ordinario. Cuando (2.3) es valido escribimos

[e.9]
Fa) ~ > (f fi) fulw). (24)
i=1
Teorema 2.6. Sea \g(az)lz integrable en ¢ < x < d, donde a < ¢ < d < b. Entonces,
st la serie (2.4) converge o no en el sentido usual, la serie obtenida multiplicando cada
término de (2.4) por g(z) e integrando sobre ¢ < x < d converge a la integral de fg
sobre ¢ < x < d. Esto es

/ Fao()dr = S (. 1) / " 4@ i) da

i=1
Demostracion. Como

@-300 [ s 2)fz()
‘( - 2o )
§/0d|9(x)|2 d:l:/cd f(:E)_i(fvfi)fi de

< [ ar [ |5 -
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por (2.3) obtenemos el resultado. O

Teorema 2.7. Si f y f; son continuas en el intervalo finito ¢ < x < d, y si la serie (2.4)
es uniformemente convergente en ¢ < x < d, entonces esta serie debe ser convergente a
f-

Demostracion. Sea

o0
h(x) = (f, fi) fi(@).
i=1
Como cada f; es una funcién continua en el intervalo [c,d], entonces para todo n la
n
sucesion de funciones (s;,), en donde s, (z) = Z( fis f)fi(x), es continua en este inter-
i=1
valo y puesto que s, — h uniformemente en [c, d], la funcién h(z) es continua. También
de la convergencia uniforme de la serie (2.4) deducimos que

d n 2
dim [ |h(2) =D (f, i) file)| dz=0.
¢ i=1
De la desigualdad triangular tenemos que
d 1/2
([ 176 = ho i)
d n 2 1/2
< ( / fl@) = (f fi) fulx) dw)
¢ i=1
2

n

d 1/2

([ |- X ms) @)
¢ i=1

El lado derecho de esta desigualdad tiende a cero cuando n — oo, por lo cual el valor

de la integral del lado izquierdo de esta desigualdad debe ser cero. Por la continuidad

de f y h encontramos que f = h, como se queria demostrar. U

2.2. Teorema de aproximacion

Nuestra meta en esta seccion es probar un resultado clasico debido a Weierstrass cono-
cido como el teorema de aproximacion de Weierstrass, el cual nos dice que toda funcién
de valor real continua sobre un intervalo finito [a, b] puede ser aproximada por medio de
una sucesiéon de polinomios. En rigor, estamos diciendo que para cada € > 0, existe un
polinomio p tal que |f(z) — p(z)| < €, cualquiera que sea x € [a,b]. Como un corolario
de este teorema deduciremos que un ntucleo arbitrario puede ser aproximado mediante
sucesiones de niicleos separables. También puede probarse que toda funcién continua en
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R y con periodo 27, puede ser aproximada uniformemente por una suma trigonométrica.
Antes de probar este teorema, damos un resultado previo.

Sea I el subconjunto de R™ definido como —a; < z; < a;, a; > 0. En el caso de que el
subconjunto I es infinito, omitimos los signos de igualdad. Sean § > 0, z € I dados y

Ds(x) ={y € R" | [ly — xf| <4} .

Entonces I N Ds(x) es el conjunto de puntos de I que estan en la hiperesfera de radio
0 y centro x. Denotemos I N C(Ds(x)) = I — Ds(x), entonces es claro que estos con-
juntos son disyuntos y su union es todo I. Ahora, para cada x = (z1,22,...,2y) de
I, sea {K,,(x;y)} una sucesion de funciones reales en la variable y = (y1,y2,.-.,Yn),
integrables en I. Con estas convenciones enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 2.8. Sea §; > 0 dado. Supongamos que para x fijo y para cada § tal que
0 < 9 < 01, las siguientes condiciones se satisfacen:

(1) / | K (z;y)| dy < A(z), independiente de m.
INDs(x)

(2) lim K (z;y)dy = 1.

M= JINDs(x)
(3) lim Kn(z3y)f(y) dy = 0.
M= JINC(Ds(x))

Entonces, cuando x es un punto de continuidad de f tenemos

lim [ Kn(z;39)f(y) dy = f(x).

m—0o0 I

Demostracion. Observe que

/I Ko (239) f(y) dy — f(x)

_ / Kon(;9)F () dy + / Kom(z:9)f(y) dy — f(2)
INDg(x) INC(Ds(x))

< / Kol 9)f(y) dy — f(2) + / Kon(a39)f(y) dy|
INDg(x) INC(Ds(x))

Ahora bien,
/ E(z:9)f(y) dy — f(2)| < / Ko (2:9)(f(4) — f(2)) dy
INDs(z) INDs(x)
+ </ Km(w;y)dy—1>f(w) :
INDs(x)
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Por lo tanto,

/ Ko () f () dy — f(x)

1
: / K (z;9)(f(y) — f(2)) dy
INDs(x)
i </IOD6(1,) Ky (z;y) dy — 1>f(:n)
| /IﬂC(Da(x)) Ko(a39) f(y) dy| -

Por la continuidad de f en z, dado € > 0, existe §, > 0 tal que para cada y € I N D
tenemos

€

— —_. 2.5
10) = 10 < 5550 (25)

Para este mismo ¢, existe Nj(z) € N tal que si m > Nj(x), con m € N, entonces

€
Kp(zy)dy — 1| < ——F——. (2.6)
/IOD(;(:L‘) 3(1+[f(2)])
Por ultimo, existe No(x) € N tal que si m > Na(x),
5
| K| < (27)
INC(Ds(x))

Sea N(x) = max{Ny, No}. Entonces, si m > N(x), al combinar las ecuaciones (2.5),
(2.6) y (2.7), obtenemos

<e,

/I Ko (2:9) f(y) dy — f(x)

lo cual prueba el teorema. O

Corolario 2.1. Si f es acotada y uniformemente continua en I, y si para cada x € 7,
donde J es un subconjunto de I, tenemos que A(x) < A, y las sucesiones en (2) y (3)
del teorema anterior convergen uniformemente en [J, entonces

lim | Ky (2;59)f(y) dy = f(x),

m—0o0 I

uniformemente en J .

Demostracion. Bajo estas hipotesis podemos garantizar que existen § y N que de-
penden exclusivamente de € en 7, en la prueba del teorema anterior. U
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La idea de nuestra demostracion del teorema principal de esta seccidn, serd encontrar
una sucesion de funciones K, (z;y) que satisfaga las hipotesis del Teorema 2.8 y de tal
forma que la sucesiéon de funciones,

/IKm(fc; y)f(y) dy,

sea una sucesion de polinomios en x.

Teorema 2.9 (Teorema de Weierstrass). Sea f una funcion de valor real continua
sobre un intervalo compacto J en R™. Para cada € > 0 existe un polinomio p tal que
|f(z) — p(x)| < e para todo x € J.

Demostracion. Sea I el intervalo —¢; < x < ¢;, ¢; > 0, y suponemos que y ;" ; ¢; 2 < %.
Sea J el intervalo —b; < x < b;, y supongamos que J esta contenido en el interior de
I. La funcién f inicialmente definida en J, puede ser extendida de tal forma que sea
acotada y uniformemente continua en R". Si x = (x1,...,,) definamos z; = b; si
xj >bj, 7y = —bjsiz; < —bjyx;=bjsi —b; <x; <b;. Entonces, si 2’ = (z7,...,77,)
definimos f(xz) = f(2'). Por lo tanto, la funcion f queda definida, cuando = ¢ J,
y su valor corresponde al valor de f en un punto de frontera de .J. De esta manera
garantizamos que f sea acotada y uniformemente continua en R"™.

Para © = (z1,...,2), ¥y = (y1,...,Yn) en I, definamos

hi - / (1 Iyl dy,
(x;

Km (1= [l = ylI*)™ b,

/K x;y) f(y) dy.

Puesto que Y7 ¢? < 1, tenemos que [lz —yl| < (X1, 4022)1/2

7

< 1, por lo cual

|z —y||> < 1. Esto nos garantiza que K,,(z;y) > 0 para cada z,y € I. Es claro
que la sucesion de funciones g, son polinomios en las n variables x1, ..., x,. Elegimos
0 menor que la minima distancia entre el intervalo J y la frontera de I. Entonces
para cada x € J, el conjunto Ds(x) = {y € R" | ||y — z|| < 6} se encuentra en I. Si

C = {y eR™| |yl < 1/vVméd } tenemos para m suficientemente grande

2 /C<1—uyu> dyz/c(1—%)mdyzm(m)_"m(l—%>mv

en donde ¢; es una constante positiva, pues el volumen de una hiperesfera de radio r en
R™ es proporcional a r™. También, como lim (1 + z/m)™ = e” tenemos para alguna
m—0o0

constante g,

hi > gom 2. (2.8)
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Cuando x € Jyy € INC(Ds(x)), |ly — z|| > . Entonces
0 < Kp(wiy) < (1-0%)"hy < (1= 6%)"m" g5 " < ggm™ (2.9)

para alguna constante gs.
Por (2.9), concluimos lim K,,(z;y) = 0 uniformemente paraz € Jyy € INC(Ds(x)).
m—0o0

Puesto que f es acotada tenemos que

lfim K (z;y)f(y)dy =0,
M= JInC(Ds(x))

uniformemente en J.
Sea R={y € R" | |ly|| < d}, y z € J. Entonces

| K= [ @yl dy
Dy (x) Dys(x)
— [l ol dy
R
= @yl hmdy = [ 1=y = ol
I INC(R)

Luego,

/ Kn(z;y)dy — 1| < / K (0;y)dy < gsm™" | 1.
Ds () INC(R)

Esto ultimo tiende a cero uniformemente en J. Hemos mostrado que la sucesion { K, (z;y)}
satisface las hipotesis del Teorema 2.8, por consiguiente la sucesion de polinomios g,
converge uniformemente a f en J. U

Corolario 2.2. Si K(x,y) es simétrico y continuo en [a,b] X [a,b] entonces para cada
e > 0 existe un polinomio simétrico P(x,y) tal que |K(x,y) — P(z,y)| < € para x,y €
[a,b].

Demostracion. Por el Teorema anterior, existe un polinomio
n
G(‘Tay) = Z gijxly]7
i,j=0
tal que
‘K(‘Tay) - G(.’L’,y)‘ <e&.

Definamos

1,7=0

P($7y) =

N =
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en donde

1
Dij = §(gij +gji) = Dji-
Entonces
1
(o) = Plow] = |Ka) = 3 (Glo) + Glno)|
— 2K(‘Tay) B G(.’L’,y) B G(y,ﬂl‘)
2
1
1 1
E €
< 4Z=—¢
=35 + 5 €
Esto prueba el resultado. O

2.3. Espacios vectoriales completos

Recordemos que un espacio métrico se dice que es completo cuando toda sucesion de
Cauchy converge en dicho espacio. Esto aplica también para el caso de los espacios
vectoriales Euclidianos. Es sabido que el espacio R™ es completo y se puede verificar
que el espacio R no es completo. Un espacio vectorial Euclidiano completo se llama
espacio de Hilbert. El concepto de completez en un espacio vectorial involucra la nocién
de norma, pero esta no necesita ser definida en términos de un producto interno como
en el caso de los espacios de Hilbert. Un espacio vectorial se dice que es normado si
podemos corresponder a cada elemento € V' un namero || - ||, la norma de x, con las
siguientes propiedades:

L. ||z|| > 0.

2. ||z]] =0siysolosiz=0.

3. ||kz|| = |k|||z||, para cada escalar k.

4. |z +yl <zl + |lyll, para cada z,y € V.

Un espacio normado completo se denomina espacio de Banach. Claramente, todo espacio
de Hilbert es un espacio de Banach pero el reciproco no es cierto. Aunque un espacio
normado no sea completo, se puede mostrar que todo espacio normado V puede ser
extendido de tal forma que su extension sea un espacio normado completo H y tal
que V es denso en H. Esto lo enunciamos en el siguiente teorema, cuya demostraciéon
omitimos.
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Teorema 2.10. Todo espacio normado V' puede ser completado para formar un espacio
normado completo B, llamado el completo' de V', tal que V es denso en B. Mds ain,
si V' es Buclidiano entonces V = B.

Los siguientes dos resultados para los espacios de Hilbert, no son ciertos en general para
espacios Euclidianos, ya que estos pueden no ser completos.

Teorema 2.11. Sea {z,} una sucesion ortonormal en un espacio de Hilbert H. En-

[e.9] [e.9]

tonces x = E anTn €s un elemento de H si y solo si E |an|2 < 00, en cuyo caso
n=1 n=1

ap = (:E, $n)

Demostracion. Para n > m tenemos

n

n m n
Y agr =Y amgl| = | Y ez = > ey,
=1 =1

[e.9]
ya que la sucesion {z,} es ortonormal. Por lo tanto si Z |a;? es convergente, vemos
j=1
n
que la sucesion Z a;x; ¢ es de Cauchy. Puesto que H es un espacio de Hilbert, toda
j=1
sucesion de Cauchy es convergente. Asi,

n
z = lim a;T;
n_)OOE : L

i=1

o0
existe si y solo si E |aj| < 4o00. Si esto ltimo es el caso, entonces
j=1

o0 [e.9]
(x,zp) = <Zaj:nj,xn> = Zaj(:nj,xn) = ap. O
j=1 j=1

Teorema 2.12. Sea {z,} una sucesion ortonormal en un espacio de Hilbert H. Si x
es el vector nulo siempre que (x,z,) = 0 para cada n, entonces la sucesion {x,} es
linealmente densa en H.

Demostracion. Sea y un elemento de H. Por la desigualdad de Bessel tenemos

o0
S @ za)l® < Iyl < +oo.
n=1

Wer pag. 129 de [5].
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Por lo tanto, por el Teorema 2.11,

[e.9]

Z(yaxn)xna

n=1
es un elemento de H. Por lo tanto, la ortonormalidad de la sucesion {z, } asegura que

o0

(y— Z(y,wn)xn,xk) =0, para todok.

n=1

La hipotesis del teorema implica que

[eS)
J— S n)n =0
n=1

Esto demuestra que la sucesion {z,} es linealmente densa en H. O

Sabemos que todo espacio vectorial de dimensién finita n es isomorfo a R”, lo cual
significa que podemos representar los elementos de cualquier espacio de dimension finita
como una entpla ordenada de ntimeros reales. Veremos si en el caso de los espacios de
dimension infinita también es posible.

Teorema 2.13. Si H es un espacio de Hilbert real (o complejo) y si existe una sucesion
{zp}, n = 1,2,..., de vectores ortonormales en H, la cual es linealmente densa en
H, entonces existe una correspondencia uno a uno entre los elementos de H y R* (¢
C*), la cual preserva las operaciones de adicion, multiplicacion por escalares y producto
mterno.

Demostraciéon. Consideramos solo el caso en el que H es un espacio de Hilbert sobre
R. Por los Teoremas 2.3 y 2.11, todo elemento de H puede ser expresado de forma tinica
como

o o
x = Zaixi, Z | ai\z < 400, con a; = (z,x;).
i=1 i=1

Definamos entonces la transformacion

T7: H — R
T — [al,ag,...].

Veamos que esta transformacion es lineal. Sean o, 3 € R, x,y € H. Entonces, si
[ee) [ee]
r=Y amwi,y=y b,
i=1 i=1
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tenemos

[e.e]

ar + [y = Z(aai + Bb;)x;.

1=1

Por lo tanto,

T(ax + By) = [aay + Bby, aay + Bba, . . ]
= [aay, aag, . ..] + [Bby, Bbe, .. ]
= alay,ay,...] + Bb1,ba,. . ]
— oT(x) + BT(y).

Esto prueba que la transformaciéon T es lineal. Para ver que es uno a uno, sean x,y € H
tales que T'(z) = T'(y) entonces

[al,ag,. . ] = [bl,bg,. . ]

Luego a; = b; para cada i, es decir, (z,2;) = (y,z;) para cada i. Como la sucesion
{z,,} es linealmente densa en H, por el Teorema 2.4 tenemos x = y. Esto prueba que
[ee]

la transformacién es uno a uno. Ahora, si UL, U2, . ..| € R entonces U; 2 < +00
) ) )
=1

o0
y por el Teorema 2.11 concluimos que u = Z u;x; es un elemento de H. Es claro que
i=1
T(u) = [u1,usg,...], por lo cual la transformacion T' es sobreyectiva. Solo nos falta ver
que T preserva el producto interno. Sean x,y € H, entonces

(z,y) = <§:aﬂ’i,§:bﬂ’i> = i aibj(xi, x;) = iaibia
i=1 =1 i,7=1 i=1

en donde hemos utilizado el hecho de que la sucesion {z, } es ortonormal. Por consigu-
iente,

(T'(x),T(y)) = ([a1,a2,...],[b1,b2,...]) = Zaibi = (z,y). O
i=1

Teorema 2.14. Toda transformacion lineal acotada L definida sobre un espacio vec-
torial normado V' en otro espacio normado V, puede ser unicamente extendida sobre
el completo, B, de V' tal que esta continda siendo lineal y acotada. La norma de la
extension es la misma que la de L y el recorrido es el completo de Vi, Bj.

Demostracion. Definimos la extension de L, L, como sigue:

7 Lz sixeV,
“Z lm Lz, size B,
n—oo

50



siendo (z,) una sucesion en V' tal que x,, — x. En primer lugar debemos garantizar que
este limite existe. Puesto que z,, — z, la sucesion (z,,) es una sucesion de Cauchy. Por
definiciéon de transformacién acotada, tenemos

[ Ly — Lam|| < ILI[ [zn = 2m] -

Por lo tanto, la sucesion (Lx,) es de Cauchy en Vi, y esto garantiza la convergencia de
esta sucesion a z € By, el completo de V.
Veamos que la transformacion L esta bien definida. Si z € V', el resultado es claro.
Supongamos pues que = € B pero no en V', y sea (y,,) otra sucesion en V' que converge
a x, entonces como L es acotada tenemos

[ Lyn — 2|l < |Lyn — Lan| + | Lon — 2]l < [|L]| [|yn — 2all + [|Lan — 2]
Esto prueba que

lim Lz, = lim Ly, = z.
n—oo n—oo

Por lo tanto, la transformaciéon L esta bien definida. Es claro de esta definicion que L
es lineal. Veamos que esta transformacion es acotada. Puesto que,

L]l < L] {2l
se sigue que
|Z2] < 1zl .

Por ultimo, probemos la unicidad de esta extensién. Sea M una transformaciéon lineal
acotada en B que coincide con L en V. Si x € B,y (z,) es una sucesion en V tal que
Ty — x, por la continuidad de L y M tenemos

Lz = lim Lz, = lim Mz, = Maz. O

n—~00 n—oo

Recordemos que toda transformacion lineal definida entre dos espacios vectoriales de
dimension finita puede ser representada por medio de una matriz, la matriz de transfor-
macion. De igual forma podemos hacer lo mismo en el caso de los espacios vectoriales de
dimension infinita mediante una matriz infinita. Sea V' un espacio de dimensién infinita
y supongamos que V tiene una base ortonormal {x, }. Para cada i, tenemos que

00
Txi: E tjia;j.
Jj=1

Definamos la correspondencia

T ~ [tij]($), tji = (T:L'Z',l‘j). (2.10)
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Asi pues, asociamos a toda transformacion lineal una matriz infinita por medio de (2.10),
pero no se sigue, como en el caso de los espacios de dimension finita, que toda matriz
infinita defina una transformacion lineal. Es decir, dada una matriz [t;;], puede que no
exista una transformacion lineal T" tal que (7'f;, f;j) = t;;, para alguna base f; de V. El
siguiente teorema nos da una condicién para que esto sea cierto.

Teorema 2.15. Sea {x,,} una base ortonormal en un espacio de Hilbert H. La trans-
formacion (2.10) define una correspondencia uno a uno entre las clases de todos los
operadores lineales acotados de H a H y la clase de todas las matrices infinitas [ti;] con
la propiedad

o0 2
> tihi

o
j=1
para alguna constante k y para toda sucesion {b;} tal que

oo
> 1bif* < 400,
=1

<k bl (2.11)
i=1

oo
Demostracion. Si T es un operador lineal acotado y Z | bi|2 < 400, entonces por el

1=1
oo

Teorema 2.11, y = Z bjx; es un elemento de H , y por el Teorema 2.1 tenemos
i=1

(Ty,a:] < Zb x,,x]> = ibl(Ta:,,x]) = ibit]’i-
i=1 i=1

Por la parte (3) del Teorema 2.2, podemos escribir

ST =Y thﬂ
7j=1

7j=11i=1
2
= [Tyl
2 2
< 1T [yl

00
= ITI* Y [bif?,
=1

lo cual prueba (2.11) con k = || T||*. Reciprocamente, supongamos que (2.11) es valida.
Para m fijo, sea b; = d;,. Entonces por la ecuacion (2.11) tenemos que

0.0]
D ltiml? <k, m=12,...
j=1
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o0
Por el Teorema 2.11 concluimos que Z timz; € H.
j=1
Introducimos el operador T' definido como

e )
Txm = Z tjma;j,
7j=1
N N
T(Z ajxj> = Z aijj.
j=1 J=1

Esto definird un operador T' sobre el espacio S generado por {z;}. Luego,

00
(Txm,a;,) = <thmxj,xi> = tim~ (212)
i=1

N
Siy= E a;x;, tenemos
=1

N N [e'e) o N
Ty = Z aijj = Z aj tij:Ei = Z Z ajtijzni.
J=1 Jj=1 i=1 i=1 j=1
Por lo tanto,
oo | N 2 N
2 2 2
1Tyl =D tijas| <k laj* =kllyll*.
=1 |j=1 j=1

Lo cual muestra que la transformacion es acotada en .S, y puesto que S es denso en H
(por el Teorema 2.12), por el Teorema 2.14 T' puede ser extendida con la misma cota a
H. Veamos que T es la tnica transformacion acotada de H a H con la propiedad (2.12).
Sea L otro operador acotado en H tal que

(Lxp,x;) = (Txm,zi), i,m=1,2 ...

[ee]

Luego, por el Teorema 2.4 T'x,, = Lx,, para cada m. Por lo tanto si z = Z dix; € H,
i=1

entonces por el Teorema 2.1 que

Lz = i d;Lx; = idiTxi =Txz. O
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Teorema 2.16. La clase de operadores lineales de E a E acotados en un espacio vecto-
rial Buclidiano, es un espacio vectorial. Si k es un escalar y [T] y [S] son las representa-
ciones matriciales, con respecto a una base ortonormal {x,}, de los operadores acotados
T y S, entonces las representaciones matriciales de kT, T+ S y T'S son k[T], [T]+ [S]

[ee]

y [T][S] respectivamente. Siy = Zbixi esta en E y [T| = [ti;](z) ~ T, entonces Ty
i=1

tiene la representacion [ti;][b;].

Demostracion. Sean [T'| = [t;;], [S] = [s4;] las representaciones matriciales de las trans-
formaciones T' y S respectivamente. Esto significa que

00 00
TJIZ' = th,-xj, tjz' = (Ta:,-,a;j), Sa:, = ZS]'Z'Z']', Sj,' = (SLZ'Z,LL'])
- =1

Por lo tanto,

[e.e]
(T+S)xi = Z(tji—i-sji)xj, tji—i-Sji = ((T—i—S)a:,-,a:j).
j=1
Esto prueba que la representacion matricial de la transformacion T+ S es la matriz
[tij + sij] = [T] + [S]. De forma similar se verifica que la representacion matricial de la
transformacion kT es k[T]. Veamos que la transformacion T'S tiene la representacion

matricial [T][S]. La matriz de transformacion de T'S viene dada por [u;;] donde wj; =
(I'Sxj, ;). Ahora bien,

uji = (TSxi,x;) = (T(Sx;), ;) = < (Z Smlwm> x3> - <§: smiTmm,wj>

Smi Tl‘m,l‘] E sz jm-

tnqg

3
Il

Por lo tanto, [u;;] = [Z Smi ]m} = [T[5].

Finalmente, si y = Z b;x;, tenemos que

i=1
[o¢] o0
Ty=3nTe =3 on 3t = 3 (S )
i=1 =1 =1 =1
(o]
Luego, la representacion matricial de Ty es [Z tjibi] , es decir [t;;][b;], lo que demuestra
i=1
la afirmacion. O
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Capitulo 3

Operadores diferenciales

Empezaremos a estudiar los problemas de valor en la frontera utilizando las herramientas
que hasta aqui hemos visto. Solo nos limitamos a considerar problemas de valor en la
frontera del intervalo [0, 1], pues el caso general de un intervalo [a,b], se reduce a ser
considerado en el intervalo [0, 1], mediante el cambio de variable ¢ = a + (b — a)u,
con u € [0,1]. Por lo tanto, el problema (1), considerado en la introduccion de esta
monografia, se resolvera en el intervalo [0, 1]. Un problema de valor en la frontera tipico
para ecuaciones diferenciales ordinarias puede ser escrito en la forma Lu = f, donde £
es un operador diferencial lineal ordinario, u es una funcion desconocida la cual debe
satisfacer esta ecuacion y las condiciones de frontera impuestas, y f es una funcién
conocida. El método general que ya hemos desarrollado para operadores lineales nos
sugiere que una forma de determinar la funcion u seria encontrar el operador el cual
es inverso a L. Es decir, encontrar un operador H tal que LH = HL = Z, el operador
identidad. En el caso en que tal operador exista y pueda ser escrito en forma de operador
integral, el nucleo de este operador es conocido como la funcion de Green del operador

L.

3.1. El inverso de un operador diferencial

Para fijar ideas supongamos que £ un operador lineal diferencial ordinario actuando
sobre un espacio de funciones dado. Denotamos el operador inverso de £ por L' y el
cual satisface L£L™1 = £L71£ = Z. Deseamos encontrar el inverso del operador diferencial
L, para ello suponemos que £~ ! es un operador integral con nicleo K (x,t), es decir,

() = / K (a, Oyu(t) dt.

Aplicando en ambos miembros de esta tltima ecuacion el operador £, y suponiendo la
validez de este resultado, tenemos que

u(z) = Tu(x) = LL  u(z) = E/K(a:,t)u(t) dt,
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y como L es un operador lineal en la variable x debemos tener

u(z) = /EK(x,t)u(t) dt. (3.1)

Si hacemos LK (z,t) = g(x,t) entonces

u(z) = / o, tyu(t) dt.

Continuando con la biisqueda de condiciones para la validez de este resultado, supong-
amos que la funcion u es continua y que u(t) # 0 para cada t. Sea x = x¢ fijo, entonces

u(zg) = /g(azo,t)u(t) dt.

Derivando respecto a t, encontramos que 0 = g(xg,t)u(t), para t # xp, entonces
g(xo,t) = 0. Puesto que zg fue fijado arbitrariamente, tenemos que g(x,t) debe ser
cero cuando = # t y cuando = = t, la integral del lado derecho debe reducirse a u(x).
Para que esta afirmacion sea siempre valida, la funcion g(x,t) no puede ser una fun-
cion en el sentido usual, porque puede probarse que no hay una funciéon ordinaria que
cumpla con esta condiciéon. Sin embargo, esta dificultad puede arreglarse introduciendo
la funcién delta de Dirac'; aunque, como lo veremos después, esta funciéon no es una
funcion ordinaria. Escribamos g(z,t) = §(z — t). Por lo tanto,

u(z) = / 5z — Dyu(t) dt, (3.2)

en donde §(z) = 0 si x # 0. No sabemos atn qué significa lo que hemos llamado
funcion delta de Dirac, asi que para comprender mejor este concepto, hacemos una
breve introduccion a la teoria de las distribuciones.

3.2. Introducciéon a las distribuciones

Como ya hemos visto, el problema de invertir un operador diferencial dado se reduce a
encontrar una funcion g(z,t) tal que para cada funcion continua u(x) tengamos

u(z) = /g(az,t)u(t) dt.

También es claro que la continuidad de u(x) nos permite demostrar que g(z,t) = 0 si
x # t, y cuando x = t, entonces el valor de esta integral debe ser precisamente u(x). En
el sentido usual, no existe una funcién que cumpla estas condiciones. No obstante, existe
una funciéon que si cumple estas condiciones. Fue Dirac él que introdujo esta funciéon
en Los Principios de la Mecinica Cudntica, la cual se convirti6 en la célebre funciéon

Wer pag. 391 de [4].
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delta de Dirac. Tiempo después, Schwartz en su libro Théorie des Distributions definid
rigurosamente esta funcion como una funcidn generalizada o distribucion.

La funcion delta de Dirac, §(z), aparece de manera natural en la fisica matematica
y se puede mostrar usando argumentos fisicos que esta funcién cumple las siguientes
propiedades:

(1) 6(z) =0 cuando x # 0.
(2) Siz =0, 6(z) no esta definida.

3) /_Z 5(x)dz = 1.

De estas propiedades se deduce que §(z) no es una funcion en el sentido usual. No
obstante, estas condiciones si se cumplen cuando en lugar de funciones hablamos de
distribuciones. Por ejemplo, como el simbolo d(x — ¢) no es una funciéon en el sentido
usual no podemos asegurar que (3.1) implique (3.2). La teoria de las distribuciones si
nos permite asegurar que este es el caso.

Comenzamos nuestra introducciéon con algunas definiciones.

Definicién 3.1 (Soporte de una funcion). Sean X C R, f: X — R una funcion. El
soporte de f, denotado por sop(f), es la clausura del conjunto de puntos en donde f no
se anula. Esto es,

sop(f) ={z € X : f(x) #0}.
Diremos también que f tiene soporte compacto si sop(f) es un conjunto compacto.

Definiciéon 3.2 (Funcion de prueba). Una funcion de prueba es una funcion de clase
C™ que se anula fuera de algin intervalo finito.

Ejemplo 3.1. La funcion definida como

1 1
e @20-97 gixec(0,1),
o(x) = e 0.0)
0 stz ¢ (0,1),

es una funcion de prueba.

Sea # el conjunto de todas las funciones de prueba. Si ¢ € £, entonces ¢ tiene
soporte compacto. En efecto, como ¢ € JZ entonces existe un intervalo finito, digamos
(a,b), tal que ¢(z) = 0 para cada = & (a,b). Luego, si X es el dominio de ¢ entonces
{r € X : ¢(x) # 0} C (a,b). De esto, sop(¢) C [a,b]. Asi, sop(¢) es acotado y por lo
tanto compacto. Denotamos Cj° el conjunto de las funciones de clase C* que tienen
soporte compacto. Podemos resumir nuestra observacién hecha anteriormente diciendo
que £ C C§°. Es facil probar que J# es un espacio vectorial sobre F, siendo F' =R ¢
F=C.

En J introducimos ahora una nocién de convergencia.
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Definiciéon 3.3 (Convergencia en .#"). Decimos que la sucesion {¢n(z)} en # converge
a la funcion ¢(x) € K si las siguientes condiciones se cumplen:

(1) Existe un intervalo [a,b] tal que para cada n € N tenemos ¢p(x) =0 y ¢(z) =0
para cada x & [a,b].

(2) Para cada k € N tenemos que gbslk)(x) — ¢®)(z) uniformemente en [a, b].
Para notar esto, escribiremos ¢n(x) — ¢(x) en A .

Definicion 3.4. Dado un funcional F en J£, diremos que F es continuo si para cada
sucesion ¢p(x) — ¢(x) en H tenemos que F(¢pn(x)) — F(P(x)).

Definiciéon 3.5 (Distribucion). Dado un funcional F en 2, diremos que F es una
distribucion si F' es continuo.

Ejemplo 3.2. Sea F : # — C definido por F(¢) = ¢'(0). Verificar que F es una
distribucion.

Soluciéon. Claramente F' es un funcional en £ . Veamos que F' es continuo. Supong-
amos que ¢p,(z) — ¢(x) en . Entonces ¢, (z) — ¢(x) uniformemente en algin interva-
lo [a, b]. Por lo tanto, ¢/, (z) — ¢'(x) uniformemente en [a, b]. Sin perdida de generalidad
podemos suponer que el intervalo contiene el punto z = 0. Entonces ¢/,(0) — ¢'(0), o
lo que es lo mismo que F(¢n(z)) — F(¢(z)). Luego F es continuo y por lo tanto es una
distribucion. O

Antes de definir la funcion delta de Dirac, introducimos un producto interno en el

espacio . Dados ¢, € J# definimos
00) = [ s s

La razén por la cual se introduce este producto interno en %, es por el hecho de que
algunas distribuciones pueden escribirse en términos de la notaciéon introducida antes.

Ejemplo 3.3. La distribucion definida por

1
F(g) = /0 o(x) dr,

se puede escribir como

F(g) = / " xon(@@)dz = (xoy (@), 6(2)).

La funcién delta de Dirac se definird en términos de la notacién de producto interno
que introducimos anteriormente.
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Definicién 3.6 (Funcion delta de Dirac). La funcion delta de Dirac se define como
aquella distribucion tal que

(0(x = z0), ¢(x)) = d(x0)- (3.3)

Con esta definicion se puede verificar que
[ @i~ aydo = o(a) (3.4
/(b(x)&'(a; —a)dr = —¢'(a). (3.5)

siempre que a se encuentre en el interior del intervalo de integracion.
Por la definicion de producto interno en el espacio %, la ecuacion (3.3) puede escribirse
como

[%&w—mWWMwZMm) (3.6)

Cuando un funcional F' puede escribirse en la forma F(¢) = (s(z),¢), para alguna
funcion s(x), diremos que tal funcion es una funcion simboélica.

Definicién 3.7 (Funcion simbolica). Una funcion s(z) se llama simbolica cuando existe
un funcional F de # o C tal que

para toda ¢ € K .

Observacion 3.1. Si f es integrable, entonces el funcional

nwszﬂ@mmm,

es continuo, y por lo tanto es una distribucion. De ello, toda funcion integrable es
simbolica. El reciproco de esta afirmacion es falso, ya que por ejemplo la funcion 6(x)
no es integrable en el sentido usual. Se puede mostrar que las funciones simbdlicas pueden
ser tratadas como si fuesen funciones en el sentido usual. Una ecuacion que involucre
funciones simbdlicas debe ser interpretada en el sentido de que cuando se multiplica
la ecuacion por una funcion de prueba arbitraria y luego se integra en (—o0,00), el
resultado es correcto y los términos de la nueva ecuacion son escalares.

Dado un operador diferencial £ y la ecuacion diferencial Lu = f, vimos que la soluciéon
de este problema se reduce a encontrar una funcion tal que Lg(z,t) = 6(x — t). Clara-
mente, la funcién g(z,t) no puede ser una funcion en el sentido usual. En realidad, se
podra ver que la funciéon g(z,t) es una funcion simbélica por lo que al aplicar el oper-
ador £ a la funcion g(z,t), se obtiene una funcion simbolica. Cuando definimos funcién
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simboélica, lo hicimos en términos de funciones ordinarias. jPorqué no hacerlo de igual
forma para definir la derivada de una funcién simboélica? Es claro que esta definicion se
debe cumplir para funciones ordinarias. Si f es una funcién de clase C! entonces para
cada ¢ € J# tenemos

j(i:!leﬂ¢%$)d$ ==—-J(i:.f(w)¢“0r)dw-

Esto nos da motivos para dar la siguiente definicion.

Definiciéon 3.8 (Derivada de una funcion simbolica). Dada una funcion simbdlica s(x),
diremos que s'(x) es la derivada de s(x), si para cada ¢ € K tenemos

/ Y (@) (x)dr = — / (@) () da

—00 —00

Ejemplo 3.4. Determinar la derivada simbdlica de la funcion §(x).

Soluciéon. Sea ¢ € JZ entonces
| @swin = [ s@)d @)z = ~40),

Esto significa que la derivada simbolica de la funcion §(x) origina el funcional en %
que asigna a cada ¢ € ¥, el valor —¢'(0). O

Ejemplo 3.5. Determinar la derivada simbolica de la funcion f(z) = |z|.

Solucién. Sea ¢ € % entonces tenemos

Tl dr = — [ eld@de=— [ ()@ de— [ 2d(@)de
/. /. / 0

_ __ /: : 6(x) d + /O h ¢(; i — /_ Z sgn(z)(z) dz.

De aqui que |z|' = sgn(z), en donde la funcién signo esté definida como

-1 siz <0,
sgn(z) =¢0 siz =0, O
1 sixz > 0.

Ejemplo 3.6. Probar que f(x)d (x) = f(0)d'(z) — f'(0)d(z).
Solucion. Sea ¢ € . Entonces

/ffuwuquwz—/ (f(2)6(x)) b(z) do.

— 00
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Utilizando las reglas usuales de derivacién encontramos que
| 1@ @tz = ~0)60) - FO)60) (3.7)
Apelamos ahora a las siguientes igualdades:
| 10# @3 = 106 )
| 1oz = £0)0),
De la primera igualdad se sigue que
| 106@0 @iz = -1060),

Sustituyendo estas igualdades en (3.7) se obtiene

/_ " (@0)8 (@)éle) dr = / T (F0)F (@) — 71(0)5())é(a) da.
Por lo tanto,
@) () = F0)8' () — F(0)5(x). 0

Continuando con el problema inicial, sean ¢, € % y L un operador diferencial dado.
Consideremos la ecuacién L¢ = 1. Si suponemos que £~! existe y tiene la forma de un
operador integral con nicleo K entonces L7 ¢(z) = [ K(x,t)¢(t) dt. Luego,

(@) = LL 1) = / LK (2, )6(t) dt = / 5z — D)o(t) di.

De aqui, LK (x,t) = §(x — t). Por supuesto que estas igualdades deben ser entendidas
en el contexto de las funciones simbolicas.

3.3. El adjunto de un operador diferencial

Un operador diferencial de segundo orden es aquel que tiene la forma

d2

pre) + b(a;)i + c(z),

L =a(z) o0

donde a,b y ¢ son funciones de x continuas. Consideramos el conjunto L?[0,1] de to-
das las funciones reales definidas en [0, 1] que son cuadrado integrable en [0, 1] (segin
Lebesgue para asegurar la completitud del espacio) o equivalentemente, tales que

fol |u(x)|* dz < +oo. Este conjunto es un espacio vectorial sobre R con las operaciones
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usuales de suma de funciones y multiplicaciéon de un escalar por una funciéon. Como
es natural, introducimos un producto interno en este conjunto. Dados u,v € L?[0,1],
definimos (u,v) = fol u(z)v(z) dx. Dado un operador diferencial £ restringimos nuestro
espacio con la convencién de que Lu € L?[0,1] siempre que u € L2[0, 1]. Consideramos
también condiciones de frontera para nuestro operador diferencial £. Tomamos nuestras
condiciones de frontera como sigue:

Bl(u) = algu(O) + CL11’LL/(0) + blou(l) + bnu’(l) =
Bg(u) = CLQQ’LL(O) + CL21’LL/(0) + bgou(l) + b21u/(1) =

, (3.8)
, (3.9

donde ajj;,b;; son constantes dadas. De las ecuaciones (3.8) y (3.9) se presentan dos
casos que seran de interés para nosotros.

Definicién 3.9 (Condiciones de frontera no mixtas y periodicas). Se dice que las condi-
ciones de frontera asociadas a un operador diferencial son:

e no mixtas, si estas condiciones solo involucran la derivada de la funcion en 0 6 1,
pero no en ambos. Un tipico ejemplo de este tipo de condiciones es

au(0) + bu’(0) = 0;

e periddicas si estas condiciones tienen la forma

Con estas convenciones, definiremos el dominio de un operador diferencial £ como el
conjunto de las funciones u € L2[0,1] las cuales tienen segunda derivada continua a
trozos y que satisface las condiciones (3.8) y (3.9).

Ya sabiendo en donde acttia un operador diferencial, procedemos como en el caso de los
operadores integrales definiendo un nuevo operador partiendo de uno ya dado. Cuando
definfamos el adjunto de un operador integral /C, lo definimos como aquel que cumple
la condicion (Kf,g) = (f,K*g); podriamos entonces pensar en definir el adjunto de un
operador diferencial mediante la ecuacion

(Lu,v) = (u, L ).
Para fijar estas ideas consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.7. Sea L = % sobre el espacio generado por las funciones de L?[0,1] tales
que v(0) = 2v(1). Entonces

1 1
(Lu,v) = /0 o' (z)v(z) de = u(1)v(1) — u(0)v(0) — /0 u(z)v' (z) dx
= u(1)v(1) — u(0)v(0) + (u, L v).
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en donde L* = —%, Teniendo en cuenta que v(0) = 2v(1), podemos escribir
(Lu,v) = v(1)[u(l) = 2u(0)] + (u, L V).

Si aceptamos que (Lu,v) = (u, L*v), debemos tener que u(1l) = 2u(0). Por lo tanto, el
operador cumplird la condicion (Lu,v) = (u, L*v), siempre que u(1) = 2u(0).

Este ejemplo nos motiva entonces a dar la siguiente definicion.

Definicion 3.10. Sea £ un operador diferencial dado actuando sobre un subespacio M
de L*[0,1].

e El adjunto formal de L, L*, es el operador diferencial tal que (Lu,v) = (u, L),
para todo u,v € M.

e FEl operador es llamado formalmente autoadjunto si L = L*

e Si el operador es formalmente autoadjunto, y ademds el espacio en donde actian
ambos operadores es el mismo, diremos que el operador es autoadjunto.

Inicialmente habiamos considerado el operador

d?u du
a2 + b(z)— + c(x)u,

Lu = a(z) 70

para el puede comprobarse que su adjunto esta dado como

d2

= w(av) - i(bv) + c(z)v.

LM T

Con un poco més de esfuerzo puede probarse que si J(u,v) = avu' — u(av) + buw,
llamada la conjuncién de las funciones u y v, entonces para cada «, 8 € R tenemos

B B
/ (vLu —ul*v)dx = J(u,v)| .

@ «

Ejemplo 3.8. Sea L el operador diferencial definido por

Lu(z) = ———(p(x)u'(z))" + q(z)u(),

w(x)

en donde w(x) > 0. Mostrar que L es formalmente autoadjunto, si el producto escalar
se toma como

1
(u,v):/o u(z)v(z)w(x) de.
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Solucién. Aplicando dos veces integraciéon por partes obtenemos
1

(Lu,v) = / Lu(x)v(z)w(x) dx
0
1

= [ ) - S 0@ @) + o) Jule) do

w(z)

+/01u(a:)<— . (p(x)v/(fc))/+Q(f€)”(l’)>w(l’) dz
1

= [_ p(z) (v (x)v(z) — u(m)’ul(m))} + (u, L).

0

Luego, £ = L* y asi vemos el operador es formalmente autoadjunto. Note que el oper-
ador sera autoadjunto si

1

) (a) )i )] =o. 0

0

Veamos ahora algunos resultados que relacionan las soluciones de las ecuaciones Lu = 0

y L*u = 0.

Teorema 3.1. Si u es solucion de Lu = 0 y si v es solucion de L*v = 0, J(u,v) es
constante.

Demostracion. Por definicion de J(u,v) tenemos,
B
J(u,v) = / (vLu —vL*u)dx = 0.
[e%

Luego, el valor de J(u,v) en z = a 'y x = (3 debe ser el mismo para « y (3 arbitrarios,
asi J(u,v) es constante. O
Corolario 3.1. Sea L formalmente autoadjunto. Si uy y us son soluciones de Lu =0,

entonces J(ui,ug) es una constante cuyo valor depende de uy y us.
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Demostracion. Como L es autoadjunto, tenemos £ = L*. Asi u; es solucion de Lu =
0, v ug es solucion de L*u = 0. El resultado se sigue inmediatamente del teorema
anterior. ]

Corolario 3.2. Sea L es formalmente autoadjunto. Siuy y us son soluciones de Lu = 0
y st J(ui,uz) = 0 para algin valor x tal que p(x) # 0, entonces uy y ug son linealmente
dependientes.

Demostracion. Por el Corolario anterior, J(uj,ug) = 0 para cada x. Ademas, puesto
que L es formalmente autoadjunto, £ debe tener la forma

Lu = (pu') + qu.
Por lo tanto
J(u1,uz) = puruy — ug(pur) + p'urug = p(uruy — ujug) =0,
y como p(x) # 0 tenemos
uguh — ujus = 0.
Esto implica que

uruh — ujug

2
U

=0.

Integrando esta ecuacion encontramos que (uq/ug) es constante para cada x, lo cual
prueba que u; y ue son linealmente dependientes. O

3.4. Problemas no homogéneos y operadores simboélicos

Aplicaremos ahora lo que hemos visto a problemas de valor en la frontera no homogé-
neos. Un problema de valor en la frontera no homogéneo tiene la forma

Lu=f, u(0)=cu(l)=d, (3.10)

en donde £ es un operador diferencial dado, ¢ y d son constantes dadas y f es una
funcién conocida. Una forma de atacar este problema es escribir u = uq + uo donde u;q
v us son dos funciones tales que

£’LL1 = f, ’LL1(0) = 0,’LL1(1) = 0,

Lus =0, wu2(0) =c,uz(l) =d.
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Para aplicar esta idea sera necesario extender las ideas que tenemos sobre operadores
diferenciales como lo hicimos al extender la nocién de derivada de una funcién sim-
bolica. Esto se debe a que podemos encontrar funciones u que no estan en el dominio
del operador diferencial £. Para fijar ideas, supongamos que el dominio del operador
diferencial £ es M, y denotemos el adjunto de este operador por £*, el cual tendréa por
dominio, M*. Convenimos en que las funciones de M™* son las funciones de prueba para
el operador L. Consideremos una funcién w que no este en M. Observemos que si v
es una funcion de prueba para £, (L*v,w) esta definido. Por definiciéon del operador
adjunto de £, tenemos que

(L, w) = (v, Lw). (3.11)

Esto nos permite definir la funcion simbolica Lw. Para entender mejor estas ideas,
consideremos el operador diferencial

2u u
% + b(az)d— + c(z)u(x),

Lu(x) = a(x) T

y como ya hemos visto el operador adjunto de £ es

d2

= @(au) - i(bu) + c(x)u(x).

L u(z) o

Definiremos entonces Lv cuando v no se encuentra en el dominio del operador, pues es
posible que la funcién v no se encuentre en el dominio de £ pero si en el dominio de £*.
Para ello, tomemos el dominio del operador adjunto como el conjunto de las funciones
u de L?[0,1] tales que u(0) = u(1) = 0. Sea v una funcién de prueba para el operador
L. Entonces

1 2
x d d
(Lu,v) = (u, L) = /0 u [@(av) - ﬁ(bv) + c(m)v} dx.
De aqui obtenemos, después de haber aplicado integracién por partes,

1
(Lu,v) = u(1)a(1)v' (1) — u(0)a(0)v’(0) + /0 [au” + bu' + culv dz.

Podemos escribir esta tultima igualdad mas reducida utilizando las propiedades de la
funciéon delta de Dirac. Esto nos da

1
(Lu,v) = /0 [au” + bu' + cu — u(1)a(1)d (z — 1) + u(0)a(0)d (z)]v d.
Por lo tanto

Lu(z) = a(z)u” (z) + b(z)u' (z) + c(z)u(x)
—a(Du(1)8 (z — 1) + a(0)u(0)d (z). (3.12)
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Por lo tanto, el problema (3.10) es equivalente a encontrar funciones u;(x) y ug(z) tales
que

ui(z) = f(z), w(0)=wui(l)=0,
ug(x) = —a(1)dd' (z — 1) + a(0)cd (x).

Ejemplo 3.9. Resolver el problema
u’(z) = f(x), u(0)=c,u(l)=d,

siendo ¢ y d constantes dadas y f una funcion en L*[0,1].

Solucién. En este caso Lu = % y a(z) = 1 para cada x. Este operador es formalmente
autoadjunto, lo que significa que £ = L£*. Por lo tanto por la ecuacion (3.12), el problema
se transforma en

Lu= f(x)—d§(z—1)+ cd ().

Escribiremos la solucion u en la forma wuq + uo, en donde u; satisface la ecuacion Luq =
f(z) con las condiciones de frontera u;(0) = u;(1) = 0, y ug satisface la ecuacion Lug =
—dd'(z — 1) + ¢ (x). Para la primera ecuacion, sea g(z,t) = (x —t)H (z —t) — x(1 —t),
en donde H(z) denota la funcion de Heaviside, x > 0 y ¢ < 1. Entonces la solucion de
Lu = f(z) con las condiciones de frontera u(0) = u(1) =0, es

1 x 1
w(z) = /O oo, 0) () dt = /O (& — O (t) dt — /0 (1— )£ (1) dt.

Verificamos esta afirmacion primero observando que la funcion g(z, t) satisface la ecuacion
Lg(x,t) = 6(x —t). En efecto, utilizando la derivada en el sentido de las distribuciones
tenemos que

g (@ t)=(x—t)H (x —t) + H(z —t) — (1 — 1)
=@ —-t)(xz—t)+ Hx—1t)— (1 —1).

Derivando de nuevo, respecto a x, obtenemos
g"(x,t) = (x — )0 (x — t) +26(x — t).

Sea ¢(z) una funcion de prueba. Entonces

1 1 1
/ § (@ ) o(t) dt = / (2 — )0 (z — Do(t) di + / 25(x — 1)o(t) dt
0 0 0
=2¢(x) — [((x — 1)p(2)) o=t = B().

Esto prueba la afirmacion. Asi pues,
1 1
Lurle) = [ Lotwtif@dt = [ 8o~ 070 dt = (o)
0 0
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Para la segunda ecuaciéon, observemos que % = —0'(z — t). Por lo cual

ot
E@ =8 (z—1),
ot |,y
y
E@ = - (z).
Ao
Luego,
99 g / /
d— —c= =—dd'(x —1 o' (x).
(15, il ) =D
De esto tltimo vemos que la solucion a la ecuacion Lug = —dd' (z — 1) + ¢’ (x) es
99 99
=d—=| —c=| . 1

ug(x) d@t _ oy - (3.13)
Note que

99

YN~ Ha—1)+a=

ot (r—1)+r=2x
y

dg

ot (x)+zx=2-1,

para cada x € [0, 1]. Sustituyendo en (3.13) encontramos que
ug =dr —c(x —1).

Combinando estos resultados podemos decir que la solucién a nuestro problema es
1
u(z) = ui(x) + ug(x) = / g(x, t)f(t)dt + dz — c(x — 1)
0

T 1
:/ (:n—t)f(t)dt—:n/ (1= ) f(#)dt + dz — c(z — 1), 0
0 0
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Capitulo 4

Ecuaciones integrales

Las ecuaciones en las cuales la funciéon incognita aparece bajo un signo integral son
conocidas como ecuaciones integrales. Estas ecuaciones se clasifican en varios tipos. Por
ejemplo, si el intervalo de integracion es fijo, la ecuacion se denomina ecuacion de tipo
Fredholm. Si el intervalo de integracién depende de una variable, la ecuacion es de tipo
Volterra. Para ser mas explicitos, la ecuaciéon integral

f(z) = /1‘ K(z,2)y(z) dz, (4.1)

en donde y es una funciéon desconocida y f es una funciéon dada, es conocida como una
ecuacion de Volterra de primer orden con nucleo K (x, z). Una ecuacion de Fredholm de
primer orden con nucleo K(z,z) es de la forma

b
f(a:):/ K(z,2)y(z)dz. (4.2)

Las correspondientes ecuaciones de segundo orden tienen la forma

v+ [ K2y ds = flo), (4.3)

b
)+ [ K2y d = (o) (4.4)

Cuando una ecuacion integral es de segundo orden, en la préctica es mas facil el manejo
de estas, que una ecuacién integral de primer orden y, afortunadamente, la mayor parte
de los problemas de la fisica matematica pueden convertirse en una ecuacién integral de
segundo orden. Por esta razon, y por el hecho de que las ecuaciones de Volterra son un
caso especial de las ecuaciones de Fredholm cuando el niicleo K (z,t) se anula cuando ¢
se encuentra fuera de la regién dependiente de x, solo consideramos aqui las ecuaciones
de Fredholm.
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Para nuestros propositos, supongamos que tenemos una ecuaciéon integral de la siguiente
forma

b
o) — A / K, )p(t) dt = f(z), (4.5)

en donde el nicleo K (z,t) y A se suponen conocidos, y queremos determinar la funcion
desconocida ¢ para todas las funciones f de alguna clase conveniente. El dominio de
integracion y el recorrido de x se suponen fijos. Como en las ecuaciones diferenciales,
también se presentan los problemas de existencia y unicidad de soluciones y ademas
necesitamos algin método para determinar estas soluciones.

4.1. Meétodo de las aproximaciones sucesivas

Recordemos la notacion que utilizamos para los operadores integrales. Si K es un nticleo
dado entonces

b
Ko(z) = / K (2, )6(1) dt. (4.6)
a
Entonces, la ecuacion integral planteada en (4.5) se convierte en

b — \NCop = f. (4.7)

Observe que esta ecuacion puede escribirse en la forma

To(x) = o(x), (4.8)

en donde T'¢(z) = f(z) + MK ¢(x). Es claro que T es un operador lineal con dominio en
un conjunto de funciones dado. De la ecuacién (4.8) podemos concluir que una soluciéon
de la ecuacion integral (4.7) es un punto fijo! para el operador T. En el caso de los
espacios métricos, podemos citar el Teorema del punto fijo de Banach (ver |2]) el cual
nos asegura que toda contraccion? definida en un espacio métrico completo posee un
dnico punto fijo. Una prueba clésica de este teorema consiste en definir una sucesion
de funciones, que resulta ser una sucesion de iteraciones, y probar que esta sucesion
es de Cauchy. Este hecho garantiza la existencia de un ntimero real que cumple con la
condicién de ser un punto fijo para el operador 7T'. Lo anterior nos da una idea de como
demostrar la existencia de una solucién para la ecuacion integral (4.7); definiremos la
siguiente sucesion de iteraciones y veremos que esta sucesion converge a una funcién
que satisface la ecuacion integral (4.7).

'En un espacio métrico X, un punto fijo de una funcién f : X — X es un elemento = € X tal que
J(@) = .

28i (X,d) es un espacio métrico, una contraccién es una funciéon f : X — X tal que para cua-
lesquiera z,y € X tenemos d(f(z), f(y)) < rd(x,y), en donde r es una constante en el intervalo [0, 1).
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Sea ¢o(x) = f(x) y paran > 1
On(x) = Thp—1(x). (4.9)

De esta forma obtenemos lo que se conoce como las aproximaciones sucesivas para
la solucion de la ecuacion (4.7). Es natural denotar los términos de esta sucesion de
la forma ¢, (z), si se piensa en el hecho de que esta sucesion puede ser uniformemente
convergente a una funcion que resulta ser solucion de (4.7), y por consiguiente un punto
fijo para el operador T

Puede mostrarse por medio de (4.9) que la sucesion ¢, (z) puede escribirse en la forma

o) = f(x) + D A"K™ f(2), (4.10)
m=1

en donde K™ denota el m-ésimo nucleo iterado que definimos en el Capitulo 1. Si
probamos la convergencia uniforme de la serie en (4.10) entonces podemos intercambiar
las operaciones de integraciéon y suma cuando se toma el limite de esta serie.

Ahora bien, supongamos que hemos demostrado la convergencia uniforme de la serie en
(4.10). Entonces la funcion limite de la sucesion ¢, (x) es un punto fijo para el operador
T. En efecto, si

$(x) = fz) + Y N f (),
n=1
entonces

To(x) = F(x) + Mo(x) = f(x) + A(Kf(x) 'y A"ic"“f(x))

n=1

= f(x) + \NCf(2) + f: AL (1)
n=1

= f(2) + ACf () + Y A'K" f(x) = ¢(x).
n=2

Por lo tanto, T'¢(x) = ¢(x), lo que muestra que la funcion ¢ satisface la ecuacion integral
(4.7). Resumimos nuestra discusion en el siguiente teorema.
Teorema 4.1. Consideremos la ecuacion de Fredholm de sequndo orden
¢ — Ao = J,
con nicleo K (x,t) y supongamos que

e [ es cuadrado integrable.
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b rb
. / / K(z,t)*dx dt = B* < +oo.
e |AB| < 1.

Entonces esta ecuacion de Fredholm tiene una unica solucion

d(x) = flx)+ Y N f(x),

n=1

la cual es una serie uniformemente convergente y se llama serie de Neumann.

Demostraciéon. Ya hemos visto que la serie dada por el teorema, es soluciéon de la
ecuacion de Fredholm considerada. Por lo tanto, solo nos falta demostrar que efectiva-
mente esta serie es uniformemente convergente, y ademés que esta solucién es tnica.
Puesto que

s = ( K 0f) dt)z,

se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz para integrales que
, [
(s @) < IfIP [ Kot
Integrando ambos miembros de esta desigualdad respecto a x obtenemos
2 o [0 2
1P < AP [ [ Koty dedo = 1717 B
de donde,

LI <A1 Bl

Ahora bien,
b
(K f(2))* = [K(Cf) ()] < H’Cfllz/ K(z,t)* dt,
por lo tanto

b b
2P < [CIs [ R v = s ) 5,
luego

|2 £|| < IKFI1B) < [I£11 BJ
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Por induccion sobre n, se demuestra que
1 < LA B
Combinando este resultado con la ecuacion (4.10), tenemos

[ fn ()] = Hf(w) + )N f ()

m=1

<N @)+ I f ()]
m=1

<@+ I BI™
m=1

=1 [AB™.
m=0

o0
Puesto que | AB| < 1, la serie Z | AB|"™ converge. Luego, por el criterio M de Weier-

m=

strass concluimos que la sucesion {¢,(z)} converge uniformemente.

Veamos ahora la unicidad de esta solucion. Sean ¢1(x), ¢2(x) dos soluciones de la
ecuacion (4.7). Entonces

$1—AKp1=f, ¢2—A¢2 = f.
Restando estas ecuaciones obtenemos
w(z) — AKw(z) =0,

en donde w(z) = ¢1(z) — Pa(z). Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz para
integrales, y como w(x) = MCw(z), tenemos

[ w?(z)] = A2 | Kw(@)]? < A2 /bK(x,t)2dt/bw2(t)dt

= N fw(z)||? /bK(fﬂﬂf)2 dt,
de donde
lw(z)|* < A2B? [[w(z)]*.
Por consiguiente,
(1= A?B?)|lu(2)|* < 0.

Puesto que el primer factor en esta ecuacion es positivo, debemos tener que |Jw(x) H2 <0,
lo cual solo es posible si y solo si w(z) = 0. Esto demuestra la unicidad de la solucion. [
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Ahora enunciamos un teorema que nos da una condicién necesaria y suficiente para la
existencia de una solucion para la ecuacion integral (4.7). Dada una ecuacion integral de
la forma (4.7) con ntcleo K(x,t), el operador adjunto K£* de K es el operador integral
dado como

K (z) = /K(t,a:)w(t) dt.
Entonces, la ecuacion integral adjunta de la ecuacion (4.7) esta dada como
Y =AY =g,
en donde g es una funciéon dada. Los operadores adjuntos satisfacen la relacion

(Ko, ¥) = (6, K7¢).

Con la notaciéon empleada anteriormente consideremos las siguientes ecuaciones inte-
grales:

¢ —\K¢ = f, (4.11)
b — K¢ =0, (4.12)
b — AK*) = g, (4.13)
¥ — AK* = 0. (4.14)

Entonces tenemos el siguiente teorema cuya demostracion omitimos.

Teorema 4.2 (La alternativa de Fredholm). Si las ecuaciones homogéneas (4.12) y
(4.14) no tienen soluciones no triviales entonces las ecuaciones no homogéneas (4.11) y
(4.13) tienen solucion unica, respectivamente, para cualesquiera funciones f y g cuadra-
do integrables. Si las ecuaciones homogéneas (4.12) y (4.14) tienen soluciones no triv-
iales (funciones propias) ¢1,¢2,...,¢p y U1,02,..., 0, entonces el nimero de tales
soluciones, las cuales son linealmente independientes, es el mismo para cada ecuacion.
En tal caso, la ecuacion no homogénea (4.11) tiene una solucion si y solo si f es ortog-
onal a las funciones propias 1; de la ecuacion (4.13); es decir,

(¥i, f) =0, (4.15)
para cada i € {1,... k}.

De forma similar, podemos ver que la ecuacion (4.13) tiene solucion si y solo si

(¢i,9) =0, (4.16)

para cada ¢ € {1,...,k}.
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Ejemplo 4.1. Aplicar el método de las aprorimaciones sucesivas para resolver la ecuacion

1
o) =5 [ Koo ds =1,

en donde

K(z,s) = 22 sixel0,s],
s sizels,1].

Soluciéon. Podemos aplicar el método de las aproximaciones sucesivas aqui, sin saber
si en verdad estas aproximaciones convergen. No obstante, lo que nos interesa es la
convergencia de estas aproximaciones, puesto que la funcion limite es la soluciéon de la
ecuacion integral planteada. Sea

11
B? = / / |K (z,5)|? dz ds.
o Jo

De aqui vemos que B? = %, y en este caso A\ = % por lo que [AB] < 1. Luego, el
Teorema 4.1 garantizan la convergencia de las aproximaciones que nos da este método.
Como la aproximacion inicial es ¢o(x) = f(x) = 1, entonces la aproximacion de primer

orden es

1
¢1(x)=1+%/0 K(x,s)-1ds

1 x 1
:1+—[/ 32d3+/ xds]
1 0 x

14 r  x? . 3
2 2 6
Similarmente, se obtiene la aproximacion de segundo orden
9z 2?2 2 2t 172> b
= — 4t — - — = —. O
92(2) 6 2 24 18 240 ™

4.2. Ecuaciones integrales simétricas

Dada una ecuacién integral cuyo ntcleo es simétrico, podemos aplicar los resultados ya
vistos sobre transformaciones integrales simétricas, para obtener resultados acerca de
dicha ecuacién integral. Por ejemplo, sabemos que todo niicleo continuo simétrico, el
cual no es idénticamente nulo, tiene valores y vectores propios y que todos los valores
propios de un niicleo simétrico real son reales. Es importante recordar estos resultados
pues dada una ecuacién integral en la cual el niicleo es simétrico, podriamos considerar
la posibilidad de expresar una funcion f en una serie de la forma

F@) = (f, ¢i)¢i(=),

(2
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en donde {¢;} es una sucesion ortonormal de funciones. De esto, debemos saber bajo
qué condiciones esto es posible, y también cémo podriamos asegurar que la sucesion de
funciones ¢; es completa, es decir, esta genera un espacio de dimension infinita.

Teorema 4.3. Toda funcion [ cuadrado integrable es ortogonal a todas las funciones
¢; del niicleo simétrico K (x,t) siy solo si (K(z,t), f(t)) = 0. Para que una sucesion de
funciones {¢;} sea completa, es necesario y suficiente que (K (z,t), f(t)) # 0 para cada

f#0.

Demostraciéon. Las funciones propias ¢; son soluciones no triviales de
ANiKgi(z) = Ni(K (z,t), ¢i(t)) = ¢i(z). (4.17)

Supongamos que f es una funcion cuadrado integrable ortogonal al nucleo K (z,t).
Entonces

(K(z,t), f(z)) =Kf(t) =0. (4.18)

Ahora bien, en (4.17) formamos el producto interno con f para obtener

(i, f) = Ni(Koin f) = Xi(04, K f).

El lado derecho de esta igualdad es cero por (4.18), por lo tanto f es ortogonal a ¢;
para cada 1.
Supongamos ahora que f es ortogonal a todas las funciones propias de K (z,t), y debe-

mos mostrar que ||/Cf]| = 0. Definamos el nicleo
-1
Ky(w,t) = K(z,t) = ) 1 (Gi(@)ei(t)). (4.19)
i=1""

Puesto que f es ortogonal a ¢; para cada i, tenemos
Kf(x) = (K(x,t), f(t))
— (K. - X 5 0ila)on0). 1))
i=1""
= Knf (1),
en donde IC,, es el operador integral cuyo nticleo esta dado por (4.19). Luego,

LI = N fIF < Il

El teorema quedara demostrado si podemos probar que

1

1Knll =
’)‘n—i-l‘

— 0, cuando n — oo. (4.20)
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Para ver esto, note que

112
(Koi, ¢i) = <%¢i7¢i> = @

1

(Koi, ¢0) < IKo: ] lloall < I il

De estas desigualdades se sigue que

1
- <Kl

Ahora bien, escribamos v;(x) = K¢;(z). Entonces

IKsll” = (Koi, Ki) = (Kebi, bi) = (¢, Kapi) = <¢i7 %)7

y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

Pill Lo
1Kl < Il Ix0:ll
| Adl
1 . .
Esto prueba que ||K| = X Usando este resultado junto con el hecho de que el nicleo
i
simétrico K, (z,t), obtenemos
1
Kl = —,
” n” |An+1|

y como los valores propios tienden a infinito, esto demuestra (4.20). Por lo tanto, el
conjunto de funciones propias genera todo el espacio, lo que demuestra el teorema. [

Cuando un nitcleo no es degenerado, es decir cuando este no es separable, el espacio
generado por el conjunto de las funciones propias de tal ntcleo genera un espacio de
dimension infinita, que puede ser o no un espacio de Hilbert, en el cual se encuentran
nuestras soluciones. El siguiente teorema nos da condiciones para que haya una expan-
sién de una funcién dada por medio de una serie de funciones propias a partir de un
nucleo simétrico dado.

Teorema 4.4 (Hilbert-Schmidt). Toda funcion f cuadrado integrable puede ser expre-
sada en la forma

f(z) = Kg(z) = (K(z,1),9(t)), (4.21)

7



donde g es alguna funcion cuadrado integrable y IC es un operador lineal integral acotado
con niicleo simétrico K (x,t). La funcion f tiene una representacion en términos de las
funciones propias ¢; de K

@) =3 (00 Hoite) = 3 09 ), (4.22)

i=1 o N
Demostracion. Solo probaremos la convergencia uniforme de la serie en (4.21). Puesto
que

(61 1) = (61.g) = (Kdir9) = 1-(01,9).

la desigualdad de Cauchy-Schwarz nos permite escribir

<Z| bu f qm) (D $0rg ¢Z/A|> s(; 90:9) )(Z&/AQ)

Por la desigualdad de Bessel,

> (i, 9)7 < llgl? < +oc.

i=1
[ee]
Luego la serie Z(gbi,g)z es convergente. Dado € > 0, existe N. € N tal que para
i=1
cualesquiera m,n € N, con m,n > N., tenemos
n
(¢i7g)2
i=m
Ahora bien,
o
(K (a0, 6,(0) = Kn(a) = 22
1

Utilizando nuevamente la desigualdad de Bessel, obtenemos

p b
Z¢§/A$g/ K (2,02 dt < +oo,
=1 a

[e.9]

ya que K(z,t) es acotado. Se sigue que la serie Z(bf /A2 es convergente. Para este
i=1

mismo ¢, existe NI € N tal que si m,n > N}, entonces

Z/)\f <e

78



Por lo tanto, si m,n > max{N., N}
n
S (00 o] <.
1=m

Esto prueba la convergencia uniforme de la serie infinita en (4.21). Ahora demostremos
que la serie en (4.21) converge a f. Es suficiente mostrar que la serie converge en media
a f, pues f y ¢; son funciones uniformemente continuas. Puesto que,

n

Kg = (6i:9)0i/ X

i=1

Hf = (¢, )i
i=1

= [IKngll,

en donde IC,, es dado por (4.19). Luego, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

gl
IKngll < [IKal gl = :
’)‘n-i-l’

y como el lado derecho de esta desigualdad tiende a cero cuando n — oo, se sigue que
Irgll — 0 y de esta manera vemos que la serie en (4.22) converge a f. O
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Capitulo 5

Funciones de Green

5.1. Definiciones, ejemplos y resultados

Con las ideas que hasta aqui hemos visto, estamos listos para poder definir lo que enten-
demos por funcion de Green de un operador diferencial dado y la utilidad de la misma
para resolver un problema de valor en la frontera. Dado un operador diferencial L,
nos interesa saber como encontrar la funcién de Green del operador y qué propiedades
posee. Recordemos que cuando nos enfrentamos al problema de encontrar el inverso del
operador diferencial £, tomamos como supuesto que el operador inverso es un oper-
ador integral y mostramos que el nticleo de este operador, g(z,t), satisface la ecuacion
Lg(xz,t) = 6(x — t). En primer lugar, veamos como aparece la funcién de Green de un
operador diferencial dado de forma natural.

Consideremos el problema de valor en la frontera

(1) =0, 5.2

u”(x
u(0) =

~—

e

en donde f es una funciéon que podemos suponer continua en el intervalo [0, []. Para en-
contrar la solucion de este problema aplicaremos el método de variacién de pardmetros.
Observando las condiciones de frontera dadas podemos suponer que tal solucion tiene
la forma

u(z) = A(z)x + (I — x)B(z), (5.3)
en donde A y B son funciones que debemos determinar. Derivando obtenemos
v (z) = A'(2)r + A(x) + B (2)(I — z) — B(z). (5.4)

Para reducir el orden de la ecuacion (5.1), suponemos que las funciones A(z) y B(z)
satisfacen A’'(z)x + B'(z)(l — x) = 0. Entonces la ecuacion (5.4) se convierte en



Por lo tanto
W() = A'() - B'(x) = ().

Asi pues, debemos resolver el siguiente sistema de ecuaciones, con incognitas A'(x) y
B'(x):

Al(x)z + B'(z)(l — x)

A(w) - B(z) = [(a)

0,

Resolviendo este sistema de ecuaciones encontramos que

Al(z) = (l%)f(x) (5.5)
B'(z) = _”“7; (@) (5.6)

Integrando estas ecuaciones y combinando estos resultados con la ecuacion (5.3) encon-
tramos que la solucion del problema u” = f(z) es

X

uw) =5 [u=orwd— =" [Cerw

en donde a, b son constantes que determinaremos utilizando las condiciones de frontera.
Haciendo = 0 encontramos que

0
/ LF() dt = 0.

Como f es arbitraria, obtenemos que ¢ = 0. Cuando x = [ se obtiene

/l(z O f()dt =0,
b

de donde b = [. Por lo tanto, la solucién del problema propuesto sujeto a las condiciones
de frontera dadas resulta ser

u(z) = %/lm(l—t)f(t)dt— l_l:”/mtf(t)dt. (5.7)

0

l
Podemos escribir esta solucién en la forma / K(z,t)f(t)dt para alguna funcion K.
0

Sea

si0<t<ux,
G(z,t) = l

sixz <t<l.



Entonces la ecuacion (5.7) puede escribirse en la forma

l
u(z) = /0 Gla,t) (1) dt. (5.8)

Podemos ahora observar qué propiedades satisface la funcion G(z,t). En primer lugar,
vemos que esta funcion satisface la ecuacion u”(t) = 0 con las condiciones de frontera
u(0) = u(l) = 0, es decir, para t # = tenemos que

2
WG(xa t) =0,

G(z,0) = G(z,1) = 0.

Podemos ver que la funcién G es continua en t = z, dado que

lim G(z,t) = =D G(z,t).

t—x— l t—at

Sin embargo, la derivada de la funcién G respecto a t es discontinua en ¢t = x. En efecto,

d % si0<t <,

] sixz<t<l

Por lo tanto,
G'(z,2") - G'(z,27) = —1.

Por altimo, la funcién G es simétrica en sus argumentos, esto significa que G(z,t) =
G(t,x). A continuacion resumimos las propiedades que encontramos hasta aqui.

d? ,
(1) @G(x,t) =0,sit#ux.

(2) G(z,0) = G(x,1) =0.

(3) La funcion G es continua en t = z.
4) G'(x,2%) - G'(z,27) = —1.

(5) G(z,t) = G(t,z).

Hasta aqui hemos seguido un método de solucién inductivo, es decir dado el problema
encontramos su solucién, pero podemos demostrar que si existe una funcién que cumpla
con estas propiedades, entonces la solucién del problema propuesto sujeto a las condi-
ciones de frontera impuestas esta dada por (5.8). Mas aun, si la solucion del problema
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esta dada por (5.8), entonces esta ecuacion debe ser considerada en el sentido de las
distribuciones, ya que

d2

WG(m,t) =0(z —t), para cada t.

En efecto, de las ecuaciones (5.8) y (5.1) es claro que

l
u(z) = / Gla, ) (1) dt.
0
Integrando por partes dos veces, encontramos que

l L 72

d*G
+ | Su(t)at,
A0

u(z) = (Gu' — G'u)

l
en donde ' denota la derivada respecto a t. El término (Gu' — G'u)| es cero por la

0
condicion (2) y las condiciones de frontera dadas en (5.2). Por lo tanto,

LG
u(m):/o Wu(t) dt.

Por la condicion (1) esta integral es cero siempre que t # x, y cuando ¢t = x, el valor
de esta integral debe ser precisamente u(x). Esto solo es posible cuando %G(az,t) =
0(x — t). Con este ejemplo vemos la validez de suponer que un operador diferencial
dado tiene como inverso un operador integral, afirmacion hecha en la Seccion 3.1. La

discusion anterior nos conduce a definir la funcion de Green de un operador diferencial
dado.

Definicién 5.1 (Funcién de Green asociada a un operador diferencial). Dado un op-
erador diferencial L definido sobre el conjunto de las funciones u de L?[0,1] tales que
Bi(u) = a, Ba(u) = b, diremos que la funcion G(z,t) es una funcidon de Green
asociada al operador, si la funcion G satisface

LG(z,t) = 8(z —t), Bi(G) = Ba(G)=0.

Observacion 5.1. Note que no hemos incluido en esta definicion la unicidad de tal
funcion. Ademds, es claro que cuando la funcion de Green existe, depende de las condi-
ciones de frontera impuestas sobre el operador L.

Ejemplo 5.1. La funcion de Green del operador L = % definido en el espacio de las
funciones de L*0,1] tales que u(0) = u(l) =0 es
x(t—1)

Gl,t) = t(x l— 0)

l

s10<t<u,

stx <t<l|.
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Las ideas de la Seccion 3.4 junto con las funciones de Green nos dan una poderosa técnica
para resolver problemas con condiciones de frontera no homogéneas. Para ilustrar esto,
veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.2. Resolver el problema
u' —2ru' +u= f(x), u(0)=a,u(l)=0",

en donde r,a,b son constantes conocidas, y f es una funcion continua en [0, 1].

Solucién. De la Seccidon 3.4 sabemos que el problema dado es equivalente a resolver
Lu= f(x)—bd(x—1)+ ad (x),

en donde Lu = u” — 2ru’ + u. Primero encontremos la funciéon de Green del operador
L. Observe que la ecuacion diferencial homogénea asociada L, tiene dos soluciones,
e y xe™. Puesto que la funcién de Green debe satisfacer las condiciones de frontera
homogéneas, esto nos da la siguiente forma alternativa para la funcion de Green del
operador L:

W, 1) ze'™ si0<z<t,
x? = .
(x—1e™ sit<z<1.

Esta funcién no es continua en t = x, por lo que debemos redefinirla para que lo sea.
Hagamos ¢t — x en ambos casos y multipliquemos la funcién h por los respectivos limites
laterales. Definimos, de nuevo, la funcion

W t) z(t—1)e"@t) sio <z <t,
€T =
7 tx —1)er@H) sit <o <1

Puede observarse que la derivada de la funcion de Green respecto a x es discontinua
en x = t, y tiene un salto de magnitud —e?"*, no obstante queremos que esta funcion
cumpla con la condicion G'(z,z7) — G'(z,27) = —1 lo cual se garantiza dividiendo en
ambos casos por e2’?. Por lo tanto, la funcion de Green del operador £ viene dada por

Glo.t) z(t—1)e@t sio<az<t,
x,t) =
tlx— 1)t sit <z <1

Luego, la solucion del problema Lu; = f(x) sujeto a las condiciones de frontera u;(0) =
u1(1) = 0 viene dada por

1
w(x) = / G, 0)f (1) dt.
0
Finalmente, resolvemos la ecuacién

Lug = —bS'(x — 1) + ad'(z). (5.9)
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La misma idea que fue usada en la Secciéon 3.4 nos da la solucién para resolver esta
tltima ecuacion diferencial, es decir, la ecuacion (3.13) nos da la siguiente solucion para
la ecuacion (5.9):

ug(z) = b% - a%
ST o t=1 Ot |1
Ahora
% _ r(z—1) % _ (w - 1)67’90
L P L0t
Luego

ug(x) = bre’ ™V — gz — 1)e’”.

Por lo tanto, la solucién al problema es
1
u(z) = / Gz, t) f(t) dt + bze™ ™™V —a(x — 1)e"™. O]
0

Estos dos ejemplos nos dan una técnica que podemos utilizar de manera general para en-
contrar la funcion de Green de un operador diferencial dado. Consideremos un operador

diferencial de la forma
d d
L=——p—
dx <p dm) +e

sujeto a condiciones de frontera no mixtas
By (u) = aju(0) + b1u'(0), Ba(u) = ciu(l) + diu'(1),

en donde p(z) # 0 en [0,1], ¢ es una funciéon conocida y ay,by,c1 y di son constantes
dadas. Primero debemos encontrar la solucion al problema

ﬁG:(S(l‘—t), Bl(G) :BQ(G) = 0.
Sean v1 y vg soluciones linealmente independientes de la ecuaciéon homogénea asociada,

y wy y wy combinaciones lineales de v y vy que satisfagan la condiciones By(wy) =0y
By (wsy) = 0, respectivamente. Inicialmente consideramos la funcion

o(z.t) = {wl(x) six <t,

wo(x) six >t.
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Observemos que la continuidad de la funciéon de Green se garantiza siempre multipli-
cando la funcion we(x) por wy(t) y wy(z) por wy(t) y definiendo nuevamente la funcion
g como sigue

wi(x)we(t) siz <t
g(z,t) = 1{@)slt) -
wo(z)wi(t) sixz >t
Derivando esta ecuacion respecto a x obtenemos
wh(x)wa(t) six <t
gty = | MAEIal)
wh(x)wy(t) six >t.
Por lo tanto,
gt t) = g'(t", 1) = wi(t)wa(t) — wy(t)wi (t).
Esto puede escribirse en términos de J(wi,ws), puesto que
J(wi, wz) = pwyws — w1 (pws) + p'wiws
= pwiwy — wi (pwy + p'ws) + p'wiws
= pwiwy — pwiwy — p'wiws + plwiws
= p(wjwy — wiwh).
Dividiendo por p(t), lo cual es posible pues p(t) # 0 en [0, 1], obtenemos
J(wl, ’wg)
p(t)
Si para algun valor de ¢ tenemos que J(wy,ws) = 0, el Corolario 3.2 implicaria que w;
y ws son linealmente dependientes, lo cual contradice lo que hemos supuesto. Por lo
tanto J(wi,wy) # 0 para cada t. Asi podemos dividir en ambos lados de la ecuacion
(5.10) por J(wg,w;), teniendo en cuenta que J(wq,ws) = —J(we, w1 ), para obtener
gt ,t) gty -1

J(U)g,’wl) J(U)g,’wl) _p(t)‘

Esto nos permite definir la funcién de Green, de tal forma que su derivada respeto a x
tenga un salto de discontinuidad de magnitud —1/p(t). Entonces

gt ,t)—g{t",t)= (5.10)

ot) = wy (x)wa(t)/J(we,wy) six <t
Gla1) = {wg(x)wl(t)/J(wg,wl) six >t.

Luego, la solucion del problema Lu = f sujeta a las condiciones de frontera Bj(u) =
Bs(u) =0, es

1
u(m):/o G(x,t)f(t)dt.
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Podemos encontrar ahora la solucién al problema general
Lu=f, Bi(u)=a, Ba(u)="b.

Nuevamente usaremos las ideas de la Seccién 3.4 para resolver el problema propuesto.
Sea u una funcién prueba para el operador £. Entonces

1
(Lu,v) = (u, Lv) = /0 u[—(pv') + qu] dz,

de donde

1 1

(Lu,v) = [ v[—(pu') + qu] dz — p(u'v — v'u)

0
o= ('Y + qul dz — p(1) (! (1)o(1) — o/ (1)u(1))
1 p(0)(e (0)0(0) — ' (0)u(0))
1 1
/ o= (peY + qu] d — p(1) / (o (1)8(z — 1)
0 0

+u(1)d (z — 1))v(x) dz

1
+p(0) /0 (u'(0)5(z) + u(0) (x))v(x) da.

/01
/0

Por lo tanto, el problema general se reduce a resolver
Lu= f(z) —p(L)(u'(1)d(z — 1) + u(1)d"(z — 1)) + p(0)(u' (0)d(x) + u(0)d" (x)).

Para continuar con el estudio de las funciones de Green, enunciamos el siguiente teorema
de existencia, clasico de la teoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias, el cual nos
permitird demostrar las propiedades que tiene la funciéon de Green de un operador
diferencial dado.

Teorema 5.1. Sean p,q, y f funciones de x continuas a trozos en [0,1] y supongamos
que p(x) > 0 para cada x en este intervalo. Entonces existe una funcion continua u tal
que p(z)u/(z) existe y es continua para cada x, la cual satisface u(0) = u/(0) =0 y

(') —qu =,
para cada x tal que ambos miembros de esta igualdad sean funciones de x continuas.
Usando este resultado demostramos el siguiente teorema.

Teorema 5.2. Sea L el operador diferencial dado por

L= —%(p(w)%) +q(). (5.11)
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Entonces la funcion de Green, G(z,t) asociada al operador L, satisface para cada x # t,
la ecuacion homogénea asociada a este operador diferencial. Cuando la definicion del
operador L se extiende como se hizo en la Seccion 3.4, la funcion de Green es continua,
pero su derivada tiene un salto de discontinuidad, en x = t, de magnitud (—1/p(t)).

Demostraciéon. Supongamos primero que ¢ = 0y sea go(z, t), la solucion de la ecuacion
Lu = §(x —t), es decir

_% (p(;p)%go(:n,t)) — 5(z — 1),

Integrando dos veces obtenemos

golr.t) = —H(z — 1) / d—“> alt) / pf—“ T80,

p(u u)

en donde «(t), 5(t) son constantes de integracion. De la ecuacion anterior vemos que
la funcion go(z,t) es continua para cada z, y su derivada es discontinua en x = ¢,
en donde tiene un salto de magnitud —1/p(t). Consideremos ahora el caso en el que
q # 0. Sea G(z,t) la funcién de Green asociada al operador L, y supongamos que
G(z,t) = go(x,t) + h(z,t). Entonces, la funcion h(z,t) satisface la ecuacion

Lh(z,t) = —q(z)go(z,t),

es decir

d

_@ <p($)@> + q(x)h(x, t) = _Q(x)QO(x7 t)‘

dx

Puesto que la funcion ¢(z)go(x,t) es continua, las funciones h(x,t), p(:p)% y %(p(:n)%)
resultan ser funciones continuas para cada z. Se sigue entonces que la funcion de
Green G(z,t) también es continua. Veamos que la derivada de la funcién de Green
es discontinua en z = t y tiene un salto de magnitud —1/p(t). Puesto que G'(z,t) =
go(z,t) + 1/ (z,t), entonces

G'(z,27) — G(x,27) = gh(z,27) — go(z,27) + W (z,27) — W (x,2™T)
—1
=—— +h(x,27) =K (x,zT),
Ty )~ Haa)
pero como la funcion g—;’ es continua, debemos tener que h'(x,z~) — h/(z,z") = 0. Por

lo tanto,
G'(z,27) - G(z,z7) = _—1 O
’ ’ p(x)

Usando este teorema podemos probar ahora la unicidad de la funciéon de Green.
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Teorema 5.3. Sea L el operador diferencial dado por (5.11). Entonces si G(x,t) y
H(x,t) son funciones de Green asociadas a este operador tenemos, para cada x,t € [ ,1]

G(z,t) = H(x,t).
Demostraciéon. Sean ty € [0,1] fijo, K(z,ty) = G(x,ty) — H(z,ty) para x € [0,1].

Veamos que K (z,tp) es idénticamente nulo en este intervalo. Como G y H son funciones
de Green asociadas al operador £ tenemos

ﬁG($,t0) = 5(:17 — to), ﬁH(l‘,to) == 5(3) — t(]).

Por lo tanto, la funcion K(z,ty) es solucion al problema LK (x,tg) = 0. Ademés, como
G y H son continuas en [0, 1], se sigue que la funcion K (x,tp) también es continua en
[0,1]. Observe que para z # tg, la funcion K'(z,t) es continua pues

K/(ta’tO) - K/(t(—;-vtO) = G/(tavtO) - G/(ta—’tO) - H/(ta’tO) + H/(t(—;-vto)
1 1
OO
Por lo tanto, K'(z,t) es continua en [0, 1]. Estos hechos implican la continuidad de la
funcion K" (z,ty) ya que si LK (x,ty) = 0 entonces

%K(az,to) @)K (. t0).

Hemos mostrado que K (z, o) es una funciéon continua solucion al problema LK (z,ty) =

p(@)K"(x,t0) = —p'(x)

0 sujeto a ciertas condiciones de frontera homogéneas en [0, 1], el cual no tiene soluciones
no triviales. Por lo tanto debemos tener K (z,ty) = 0 para cada = € [0,1]. Como ty es
arbitrario esto prueba el teorema. O

Teorema 5.4. Sea G(x,t) la funcion de Green asociada al operador L actuando sobre
algiin subespacio de L*[0,1] definido mediante unas condiciones de frontera, y sea H(x,t)
la funcion de Green asociada al operador L* actuando sobre el subespacio de L?[0,1]
definido por las condiciones de frontera asociadas al operador L*. Entonces

G(z,t) = H(t,x).

Mas ain, cuando L es autoadjunto, G(z,t) es una funcion simétrica de x y t.
Demostracion. Si G y H son las funciones de Green asociadas a los operadores L y
L* respectivamente, entonces tenemos que para cada t

LG(x,t) =0(x —t), L'H(xz,t)=0x—1t).
Como L* es el adjunto del operador £ debemos tener (H, LG) = (G, L*H), es decir,

/HmtﬁG(wsdw-/GmsﬁH(wt)d

/Ha:t a:—sdx—/st )o(x —t)dx.
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Luego
H(s,t) = G(t,s).

Esto prueba que la afirmacion del teorema, pues s es arbitrario. Si el operador es au-
toadjunto tendremos que £ = L£*, lo cual implica que H(z,t) = G(x,t), y por lo que
mostramos anteriormente, G(t,z) = H(z,t) = G(z,t) esto nos da la simetria de la fun-
cion de Green, asociada a un operador autoadjunto L, respecto a sus argumentos. [

Teorema 5.5. Sea w una solucion unica, salvo una constante, de la ecuacion diferencial
homogénea autoadjunta:

Lw=—(pw') +quw =0, Bi(w)= Ba(w)=0.
Entonces la ecuacion no homogénea, sujeta a condiciones no miztas
£u:f> Bl(u) :BQ(u) :07

tiene solucion st y solo si

1
(w, ) = /0 F@)w(z) dz = 0. (5.12)

Demostracion. Supongamos que las condiciones de frontera son no mixtas, y sea u
una soluciéon de la ecuacion Lu = f. Entonces,

(w, f) = (w, Lu) = (Lw,u) = 0.

Esto es posible pues £ es autoadjunto. Reciprocamente, supongamos que (w, f) =0y
veamos que la ecuacion Lu = f tiene solucion. Sea v una solucién de Lu = 0 indepen-
diente de w. Utilizamos aqui la técnica que usamos en el Ejemplo 5.2 para construir la
funcion de Green del operador dado y, sin perdida de generalidad, con las condiciones
de frontera u(0) = v/(0) = 0. Supongamos que la funciéon de Green tiene la forma

g(z,t) = c1(t)v(x) + cow(x).
De la condicion de frontera v(0) = v'(0) = 0 tenemos que
g(z,t) =v(x), z<t.
Para = > t escogemos

g(x,t) = w(x).

A fin de asegurar la continuidad de la funciéon g(z,t), hagamos que x — ¢ en ambos
casos para obtener

glz,t) = {U@)W(t) sia <t

w(z)v(t) six >t.
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Solo nos falta asegurar, que el salto de discontinuidad de la derivada tenga magnitud
—1, para ello dividimos la funcion g(z,t) en ambos casos por J(v,w). Esto es posible
pues la funcion J(v,w) no cero ya que si lo fuera para algin z, las funciones w y v
serian linealmente dependientes, por el Corolario 3.2, lo cual contradice lo que hemos
supuesto. Por lo tanto, la funcion de Green tendra la forma

w(z)v(t)

G(:E,t) = MH(t—$)+m

T w) H(xz —1).

Ast pues, la solucién al problema Lu = f sujeto a las condiciones u(0) = /(0) = 0
resulta ser

1
u(w) = /0 Gl ) (1) dt.

Por el Corolario 3.1, J(v,w) es constante. Por lo tanto la solucion de Lu = f puede
escribirse de la forma

B 1 w(x) T
u(z) = / wlo)f (Bt + 20 /0 (D) (1) di.

Escribimos esta misma expresion en la forma

v(x * v(x ! w(x r
u(z) = —J(i’i)/o w(t)f(t)dt+J(£L’z))/0 w(t)f(t)dt + J(i,i)/o v(t) f(t)dt.

Usando la condicion dada en (5.12) obtenemos

w(z) v(x)

u(@) = 52 /0 o0t - S0 /0 w(t) f(2) dt. (5.13)

Por construccion es claro que la funcion u satisface la ecuacion Lu = f. Solo nos falta
demostrar que la funcion u(x) efectivamente satisface las condiciones de frontera del
problema, esto es debemos probar que

Bi(u) = a1u(0) + b1u'(0) = 0,  Ba(u) = asu(0) + bau'(0) = 0,

en donde aq, ag, by, by son constantes conocidas. Puesto que u(0) = «/(0) = 0, entonces
Bj(u) = 0. Haciendo x = 1 en (5.13) y usando (5.12) encontramos

w 1
u(1) = J(U%) /0 Ft)o(t) dt.

Derivando en (5.13), haciendo = 1 y teniendo en cuenta (5.12) encontramos que

iy w'(@) !
W(1) = J(%w)/o F(tyo(t) dt.
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Luego

w 1
Ba) = 52 [ p(opte) a

Como Ba(w) = 0, se sigue que By(u) = 0 y hemos probado el teorema. O

Observacion 5.2. El teorema anterior también es vdlido para condiciones de frontera
de la forma (3.8) y (3.9), no obstante no demostramos aqui este caso pues no serd de
nuestro interés este caso.

5.2. Equivalencia entre las ecuaciones integrales y diferen-
ciales

Consideremos la ecuacion diferencial
Lu=—f, (5.14)

en donde £ es un operador diferencial autoadjunto de segundo orden como en (5.11), y f
es una funcion continua a trozos definida en [0, 1]. Dadas unas condiciones homogéneas
sobre la frontera de [0, 1], podemos expresar la solucion de (5.14) de la forma

1
u(z) = /O Gla, ) f () dt (5.15)

en donde G(x,t) es la funcion de Green, asociada con el operador £ en [0,1] y que
satisface las mismas condiciones de frontera de la funciéon desconocida u.

En esta seccion, estudiamos el problema de valor en la frontera general asociado con la
familia lineal de ecuaciones diferenciales

Lu+dpu=—fp>0 (5.16)

que dependen de un parametro A. Como antes, £ esta dado como (5.11), f es una funciéon
continua a trozos en [0, 1], y suponemos que las condiciones de frontera son homogéneas.
Si la funcion de Green, G(z,t), existe para el operador £ bajo las condiciones de frontera
dadas, entonces la solucion w(z) de (5.16) puede ser expresada en la forma (5.15).
Escribiendo

o(x) = Aou(x) — f(x), (5.17)

se sigue que Lu = ¢(z) + 2f(z). Por lo tanto,

1
u(z) = )\/0 G(x,t)p(t)u(t) dt + g(z), (5.18)
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en donde

1
o(z) = /0 Gla, 1) f (1) dt. (5.19)

De aqui se ve que resolver el problema de valor en la frontera (5.16) es equivalente a
resolver la ecuacion integral (5.18). Note que cuando f = 0, la ecuacién integral (5.18)
se convierte en

1
u(z) = )\/0 G(x,t)p(t)u(t) dt. (5.20)

Sea z(z) = u(z)\/p(x) y K(z,t) = G(z,t)\/p(x)p(t) entonces la ecuacion (5.20) se

convierte en

1
2(2) = A /0 K (a,1)2(t) dt. (5.21)

Podemos ahora aplicar la teoria que ecuaciones integrales que ya vimos hasta aqui, pues
el nticleo de (5.21) es simétrico, ya que el operador £ es autoadjunto. Combinando los
resultados obtenidos en las secciones anteriores podemos ver que las siguientes posibili-
dades se dan para la relacion entre los problemas de valor en la frontera para ecuaciones
diferenciales homogéneas y no homogéneas.

Para A fijo, toda solucion de la ecuacion homogénea asociada a (5.16) es idénticamente
nula, pues A no es un valor propio del operador £. Por lo tanto, la ecuaciéon (5.16) tiene
una tnica solucion para f arbitraria, o para algin valor A = )\;, la ecuaciéon homogénea
asociada a (5.16) tiene una soluciéon no trivial u;, si \; es un valor propio del operador
L; la solucion de la ecuacion (5.16) para A\ = \;, existe si y solo si

/1 pu;f(x)dr =0,
0

se cumple para cada funcion propia asociada con A;.
Ademas, existe una sucesion de valores propios {\;}, i = 1,2, ..., con funciones propias
asociadas u;, las cuales forman un conjunto infinito de funciones ortogonales tales que

1 1
/ puurpdr =0, sii#k, / pu? dr = 1.
0 0

Si con la funcién de Green apropiada como nucleo, podemos representar una funciéon g
como una funcién continua a trozos en la forma

1
o(z) = /0 G, t)(t) dt,

entonces g puede ser expresada en términos de las funciones propias como la serie

g(z) = Z Cntn (),
n=1
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en donde

1
e = / 9(2) p(@)un () d,
0

esta serie es uniformemente convergente.

5.3. Transformacién integral inducida por una funcién de
Green

En esta seccion estudiamos las propiedades de la funcion de Green asociada a un op-
erador diferencial £ utilizando las propiedades que ya hemos visto acerca de las trans-
formaciones integrales. Sea pues £ un operador diferencial actuando sobre un cierto
subespacio de funciones de L?[0,1]. Supongamos que podemos encontrar la funcion de
Green, G(z,t), del operador £. Para f € L?[0,1] definimos

1
Qf:/o G(x,t)f(t)dt.

Claramente esto define una transformacion integral en L2[0, 1], cuyo niicleo es precisa-
mente la funciéon de Green del operador dado. Note que la solucién de la ecuacion Lu = f
es u = Gf, por lo tanto G~ = £. Es natural pensar en estudiar las propiedades de esta
transformacion integral pues ya hemos visto que el inverso de un operador diferencial
es precisamente un operador integral, asi que podemos aplicar los resultados que hemos
visto aqui sobre los operadores integrales.

Supongamos que L es autoadjunto. Entonces por el Teorema 5.3, la funcion de Green
G(z,t) es simétrica respecto a sus argumentos, por lo tanto, por el Teorema 1.3, la
transformacion G es simétrica. El Teorema 1.4, nos permite asegurar que las funciones
propias de la transformacion G, correspondientes a valores propios distintos, son ortog-
onales. Ademaés, por el Teorema 1.6, sabemos que el nimero de valores propios distintos
es contable y que para cada valor propio, existe a lo més un namero finito de vectores
propios linealmente independientes.

Estos resultados son de gran utilidad a la hora de expresar la funcion de Green en
términos de las funciones propias de la transformacion G.

Consideremos el problema de encontrar los valores y vectores propios de la transfor-
maciéon G, esto implica que debemos encontrar funciones f € L?[0,1] y A € R tales
que

gr=Ar.
Aplicando el operador £ en ambos miembros de esta igualdad encontramos que

LGf=LAf)=ALS,
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teniendo en cuenta que G = £, la ecuacion puede escribirse como sigue

f=ALF,

luego si A # 0 tenemos

Ef:%f.

Por lo tanto, el problema de encontrar los valores propios de la transformacion integral
G es equivalente, de cierta forma, a encontrar los valores propios del operador diferencial
L. De estas ecuaciones se deduce que si A; es un valor propio no nulo del operador £
entonces 1/); es un valor propio para la transformacion integral inducida por la funciéon
de Green del operador L. Por lo tanto, si f; es una funcién propia del operador £
asociada al valor propio \;, entonces f; es una funciéon propia para la transformacion G
correspondiente al valor propio 1/\;.

Ejemplo 5.3. Encontrar los valores y vectores propios de la transformacion integral
2

definida por la funcidn de Green del operador L = — sobre el espacio de funciones

dz?
de las funciones de L*[0,1] tales que u(0) = u(1) = 0.

Solucion. Haciendo algunas modificaciones en el Ejemplo 5.1 podemos ver que la fun-
cion de Green viene dada por

Glo.t) z(l1—t) si0<ax<t,
z,t) =
t(l—x) sit<xz<lL.

Encontrar los valores propios de este operador es equivalente a resolver el problema.
1 1
—u = yu con A#0, u(0)=u(l) =0.

No consideramos los valores A < 0. Sabemos que la solucion a esta ecuacion diferencial
es

1 1
u(x) =crcos | —=x | +cosen | —=x
) () (757)
donde ¢; y ¢o son constantes. Haciendo xz = 0, tenemos ¢ = 0. Paraz = 1, ¢ Sen(\/ix) =
0. Sicg =0, u =0y cualquier A # 0 serfa un valor propio. Supongamos pues que cg # 0
entonces -~ = nm,n € Z. Por lo que, para cadan € Z, \,, = 1/n27? es un valor propio,

VA

asociado a la funcion propia u,(z) = sin(nwzx). O
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Al considerar la funcién de Green como nticleo de la transformacion integral inducida
por esta, es natural pensar en expresar el ntcleo de esta transformacion en términos de
los vectores propios de dicha transformacion integral.

Supongamos que la transformacion integral G, inducida por la funciéon de Green de un
operador diferencial £, tiene valores propios s; con correspondientes vectores propios
fi- Entonces, s; = 1/\; donde \; es un valor propio no nulo del operador integral L.
Entonces por el Teorema 1.12; si f € L2[0, 1] tenemos

6f = S sif- )i = 303 5o (5-22)

y la serie converge uniformemente para cada z en [0,1]. Si es posible encontrar los
valores propios del operador £, entonces la representacion de Gf en (5.22) es valida.
Sin embargo, existen otros resultados que nos dan una representacion de la funciéon de
Green, si la consideramos nuevamente como el niicleo de una transformacion integral.

Teorema 5.6. Si la transformacion integral inducida por una funcion de Green asociada
a un operador L es positiva definida, entonces

Gt = 3 PO,

y la serie converge uniformemente en x,t € [0, 1].

Demostracion. Puesto que la transformacion integral inducida por la funcion de Green
del operador L es positivo semidefinida, por el Teorema 1.17 podemos concluir el resul-
tado. O

Observe que si las hipotesis de este teorema se cumplen también podemos afirmar que
(5.22) es valida para cada z,t € [0, 1].

Ejemplo 5.4. Consideremos la funcion de Green del Ejemplo 5.3. Los valores propios
de la transformacion inducida por esta funcion son positivos. Por lo tanto G(x,t) es
positivo semidefinido, y por el Teorema 5.6 tenemos

Gla.t) = Z sen(nmx) sen(nmx)

n2m?

)

n

en donde la suma varia sobre Z; por lo que podemos escribir

. B 2. sen(nmz)sen(nmt) <= 2sen(nmz)sen(nmt)
(2,t) = Z n272 Z n272 ’
n=-—00 n=1

y la convergencia es uniforme para cada x,t € [0, 1].
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Por medio de la funcion de Green expresada como una serie, podemos también expresar
la solucion de un problema de valor en la frontera no homogéneo sujeto a las condiciones
de frontera que satisface la funcion de Green. En efecto, dado un operador diferencial
L, consideremos la ecuacion Lu = f con ciertas condiciones de frontera homogéneas.
Entonces sabemos que la solucién a esta ecuacion es v = Gf, donde el operador G
designa la transformacion inducida por la funcién de Green asociada al operador. En
tal sentido tenemos el siguiente resultado

Teorema 5.7. En las hipdtesis del Teorema 5.6, la solucion del problema Lu = f sujeto
a ciertas condiciones de frontera homogéneas es

u(w) = 32 5 () fale)

n

y la serie converge uniformemente para cada x € [0,1].
Demostracion. Por el Teorema 5.5, tenemos que

Gla,t) = L”;)f"(t).

Multiplicando en ambos miembros de la ecuacion anterior por f(¢) en integrando entre
0y 1, obtenemos

1 1 1
/0 G0 =3 3 ule) /O Ful®)£(2) dt.

La integracion término a término se garantiza por la convergencia uniforme de la se-
rie para cada t € [0,1]. Es claro que la serie que resulta después de integracion es
uniformemente convergente para x € [0, 1]. Puesto que u = G f, entonces

1 1
u(z) = /O CRICLEDS A—lnfn(:v) /0 ZCHCEEDS A—ln(f, fu)fulz). D

Ejemplo 5.5. La solucion de la ecuacion diferencial
—u" = f(z), u(0)=u(l)=0,

es, por el Teorema 5.6,
1

u(z) = Zn: —33n sen(nmx), x € [0,1],
1
en donde a, = / f(t)sen(nmt)dt, para cada n € Z. Puesto que a_, = —an,n € 7,
0
podemos escribir

2
u(z) = Z 3 3n sen(nmx),
n=1

para todo x € [0,1].
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Comentarios finales

Hasta aqui no hemos dicho que dado un problema de valor en la frontera siempre
podemos encontrar la funcién de Green asociada a la ecuacion diferencial que involucra
el problema. Realmente, existen problemas de valor en la frontera para los cuales no
podemos encontrar la funcién de Green utilizando las técnicas que hemos estudiado
hasta ahora. En esta secciéon comentaremos brevemente un ejemplo que ilustra una
técnica para resolver este tipo de problemas. Tal técnica involucra una funcion, que se
conoce como la funcién de Green generalizada y como su nombre lo indica es una
generalizacion de las funciones de Green que conocemos hasta ahora.

Consideremos el problema

' + 7= f(z), w0)=u(l)=0, (5.23)

donde f(x) es una funciéon dada en L?[0, 1]. Suponemos que la funcién de Green asociada
a la ecuacion diferencial dada, existe. Entonces usaremos la técnica del Ejemplo 5.2 para
construirla. La funcion de Green, G(z,t), debe satisfacer

Gy + 712G =6(x —t), G(z,0) = G(x,1) = 0. (5.24)
Suponemos que la funcién de Green tiene la forma

Gl t) Acosnt+ Bsennt 0<t<ux,
xr,t) =
Ccosmt+ Dsennt z<t<l1.

Teniendo en cuenta las condiciones de frontera dadas, hacemos ¢ = 0 y encontramos
que A =0, y para t = 1 tenemos que C' = 0, y como la funcién de Green es continua en
t = x, debemos tener B = D. Ahora bien, integrando la ecuacion (5.24) en el intervalo
[ — h,x + h], con h > 0, encontramos que

z+h z+h
/ (G + TG dt = / §(z —t)dt. (5.25)
z—h z—h

Haciendo que h — 0 en (5.25) y por la condicion de salto de discontinuidad de la
derivada, respecto a t, tenemos




de donde

wDcosmx — B cosmx = 1. (5.26)

Como B = D, se sigue que la ecuacion (5.26) es imposible de resolver, lo que prueba
que la funcién de Green como la construimos usualmente no existe.
Para evitar este problema, consideremos primero el problema homogéneo asociado:

wy + 7w =0, u(0) =u(l) = 0. (5.27)

Este problema admite soluciones no triviales las cuales son multiplos arbitrarios de
sen7t. Sea v(t) = sen 7t. Entonces multiplicando ambos miembros de la ecuacion (5.24)
e integrando de 0 hasta 1, encontramos que

1 1
/ v(Gy + TG dt = / vé(x —t) dt,
0 0

1 1
(vGy — v Q)| + / G(ug 4 mu) dt = v(z).
o Jo

De esto concluimos que v(x) = 0, lo cual es absurdo. Este hecho se debe a que la
funcion v(t) no es ortonormal a la funcion §(z — t). Mas atn, el Teorema 5.5 garantiza
que el problema (5.23) no tendra solucion, si f(z) no es ortogonal a v(t) = senmt. Por
consiguiente, aclaramos que en este problema, la funcion f(z) debe ser ortogonal a la
solucion del problema (5.27). Por lo tanto, debemos suponer que la funcién de Green
asociada al problema (5.23) satisface la ecuacion

Gy + G = g(z,t), G(z,0)=G(z,1) =0,

en donde la funcion g(x,t) se escoge de modo que sea ortogonal a la solucion de la
ecuacion (5.27). Si esto es asi, la solucion del problema (5.23) esta dada por

1
u(z) = /O Gla, ) f (1) dt.

Por lo tanto, de la ecuacién anterior deducimos que

1
u(az):/o g(x, t)u(t) dt.

Es claro que la funcion g(x,t) no puede ser §(x —t), pues esta funciéon no es ortogonal a
la solucién de la ecuacion (5.27). No obstante, si podemos suponer que la funcion g(z, t)
tiene la forma

g(z,t) =d6(x —t) + F(x,t),
Gy + G = 0(x — t) + F(x,t), G(x,0) = G(z,1) =0, (5.28)
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en donde la funcion F(x,t) se escoge de tal manera que v(t) = sennt sea ortogonal
a d(x —t) + F(z,t). Puede demostrarse que F(z,t) tiene la forma av(t)v(z) donde «
es una constante que garantizara la ortogonalidad deseada. En efecto, si F'(x,t) tiene
dicha forma, entonces

/0 1 v()[5(z — t) + av(z)v(t)] dt = v() {1 +a /0 1 W2 (t) dt] —0,

si

1
a=——g—.
/ v2(t) dt
0
En nuestro caso, como v(t) = sen 7t tenemos que & = —2. Volviendo a nuestro problema

de encontrar la funcién de Green para este problema, podemos ver que la solucion de
(5.28) es de la forma

Gla,t) = (sen ) (t cos mt) {Acoswt—k Bsenwt 0<t<u,

m Ccosmt+ Dsennt =<t <1,

en donde el primer término del lado derecho de esta igualdad es la soluciéon particular
de la ecuacion diferencial

Ut + 72u = —2sen 7 sen Tt.

Las condiciones de frontera nos dan

G(z,0)=0=A4, G(z,1)=0= —%senﬂaz - C.

Integrando la ecuacion (5.28) en el intervalo [z —h,x+h], h > 0, junto con la continuidad
de la funcién de Green en t = x y la condiciéon de salto de discontinuidad de la derivada
en t = x, obtenemos las siguientes ecuaciones:

Acosmx + Bsennmax = C cosmax + Dsenrz,

—mCsenmx + 7D cosme —wAsenmae — mBcosmx = 1.

Resolviendo el sistema de ecuaciones encontramos que
A =0,

1
B=——cosmz+ D,
T

1
C = ——senmx,
T

D = funcién arbitraria de z.
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Por lo tanto la funciéon de Green generalizada viene dada por

G(z,t) = 2D(z)sennt + 1

—senmrcosmt x <t < 1.

(senma)(tcosmt) {% cosmrsennt 0<t<uz,
T

Con G(z,t) determinada, podemos encontrar la solucion del problema considerado ini-
cialmente. Sea Lu = uy + m2u. Entonces la solucion del problema Lu = f(z) sujeto a
las condiciones de frontera u(0) = u(1) =0 es

_ / LGl () dt. (5.29)
0

Note que como Lu = uy + m2u, en la ecuacion (5.29) podemos escribir

1 1
/ G(m,t)f(t)dt:/ G(z,t)Ludt.
0 0

1

Por lo tanto,

1 1
/ Gla, ) Cudt = (G — G'u)| + / w(t) LG dt (5.30)
0 0

0

= /1 u(t)(Gtt + 7T2G) dt
0

= /1 u(t)[6(x —t) — 2sen wx sen 7t| dt
0

1
= u(z) — 2sen 7Tl‘/ u(t) sen 7t dt.
0

El primer término del lado derecho de la ecuacion (5.30) es cero por las condiciones de
frontera. Por lo tanto,

1
u(z) = M senmx + /0 G(z,t)f(t) dt,

en donde M es una constante. Observe que la solucién u(x) no depende de la funciéon
D(z) puesto que

1
/D Senﬂ'tdt:D(iﬂ)/ ft)senntdt =0

El problema (5.23) puede ser considerado de una manera méas general
Lu= f(z), u(0)=a,u(l)=0>.

en donde L es un operador diferencial de segundo orden definido en el subespacio de las
funciones de L2[0, 1] que satisfacen las condiciones de frontera del problema y suponemos
que la funcion de Green en el sentido usual no existe. No obstante no entraremos en
detalles para este caso.
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Conclusiones

En esta monografia, se expuso de forma detallada la solucién del problema de valor
en la frontera considerado en la ecuacion (1) en el intervalo [0,1], pues este problema
es equivalente al problema considerado en el intervalo [a,b] aplicando un cambio de
variable conveniente.

El estudio de la solucién de este problema mediante funciones de Green es interesante
debido a que involucra mateméticas avanzadas, razoén por la cual esta técnica no se
estudia en pregrado, al menos en un curso basico de ecuaciones diferenciales ordinarias.
Fue interesante haber realizado un estudio detallado de los resultados del Anélisis Fun-
cional necesarios para desarrollar la técnica de solucién para ecuaciones diferenciales
ordinarias lineales mediante las funciones de Green.

En un futuro espero que los estudiantes de pregrado de carreras a fines al consultar esta
monografia, vean la claridad con que se exponen los resultados expuestos y asi haya un
interés en ellos por estudiar seriamente estos temas.
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