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RESUMEN

TÍTULO: SOLUCIÓN DE UN PROBLEMA DE VALOR EN LA FRONTERA MEDI-
ANTE FUNCIONES DE GREEN*

AUTOR: MICHAEL ALEXANDER RINCÓN VILLAMIZAR**

PALABRAS CLAVES : Problema de valor en la frontera, funciones de Green, distribuciones,
operadores diferenciales.

DESCRIPCIÓN:

Consideremos el problema de valores en la frontera,

αy′′(x) + βy′(x) + γy(x) = f(x) si x ∈ (a, b),

y(a) = ya, y(b) = yb,

en donde α, β, γ, ya y yb son constantes dadas y f es una función que podemos suponer con-
tinua en el intervalo compacto [a, b]. En esta monografía se presenta una revisión bibliográfica
acerca de cómo encontrar las posibles soluciones de este problema mediante las funciones
de Green.

En los dos primeros capítulos se presentan resultados del análisis funcional para operadores.
En el tercer discutimos acerca de los operadores diferenciales y presentamos algunos ejem-
plos con el fin de ilustrar las ideas que posteriormente utilizamos en el último capítulo. En
el cuarto capítulo, se presentan resultados para la solución de ecuaciones integrales. En el
último capítulo se ilustra la técnica de la función de Green para la solución de problemas con
condiciones en la frontera homogéneas y algunos ejemplos para ilustrar el caso no homogé-
neo.

Es importante mencionar que la técnica de la función de Green, discutida en el Capítulo 5, no
funciona con alguna clase de problemas de valor en la frontera. Este tipo de problemas son
resueltos mediante la técnica de la función de Green generalizada y su construcción se ilustra
mediante un ejemplo. La discusión general de este tema no será considerada aquí.

*Dr. Julio César Carrillo Escobar, Director del Trabajo de Grado.
**Programa de Licenciatura en Matemáticas, Escuela de Matemáticas, Facultad de Ciencias, Univer-

sidad Industrial de Santander.
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ABSTRACT

TITLE: SOLUTION OF A BOUNDARY VALUE PROBLEM BY MEANS OF
GREEN’S FUNCTIONS*

AUTHOR: MICHAEL ALEXANDER RINCÓN VILLAMIZAR**

KEYWORDS: Boundary value problem, Green’s functions, distributions, differential operators.

DESCRIPTION:

Let us consider the following boundary value problem,

αy′′(x) + βy′(x) + γy(x) = f(x) if x ∈ (a, b),

y(a) = ya, y(b) = yb,

where α, β, γ, ya y yb are given constants and f is a given functions which may be assumed
continuous on the compact set [a, b]. This undergraduate dissertation presents a literature
review about how to solve the given boundary value problem by means of Green’s functions.

In Chapters 1 and 2 are presented results about Functional Analysis for operators. In Chap-
ter 3 is presented some results about differential operators and some examples to illustrate
ideas that will be used in the last chapter. In Chapter 4 is presented results for the solution of
integral equations. In Chapter 5 is illustrated the technique of Green’s functions for the solu-
tion of problems with homogeneous boundary conditions and some examples to illustrate the
nonhomogeneous case.

It is important to mention that the technique of Green’s function, discussed in Chapter 5, does
not work with some kind of boundary value problems. This type of problems are solved by
means of the technique of generalized Green’s function and its construction is illustrated by
means of an example. The general discussion of this topic is not considered here.

*Dr. Julio César Carrillo Escobar, Undergraduate Dissertation Director.
**Undergraduate Program of Licentiate in Mathematics, School of Mathematics, Faculty of Science,

Universidad Industrial de Santander.

9



Introducción

El problema de encontrar las soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias bajo cier-
tas condiciones iniciales o de frontera, es uno de los problemas más importantes que
se encuentran en las matemáticas. En nuestro caso, estamos interesados en resolver el
problema de valores en la frontera,

αy′′(x) + βy′(x) + γy(x) = f(x) si x ∈ (a, b),
y(a) = ya, y(b) = yb,

(1)

en donde α, β, γ, ya y yb son constantes dadas y f es una función que podemos suponer
continua en el intervalo compacto [a, b]. Problemas de este tipo se necesita resolverlos
cuando se considera, por ejemplo, la solución del problema unidimensional del flujo de
calor en una varilla delgada ocupando un cierto intervalo en un eje horizontal, conocida
la temperatura en los extremos de la varilla y en un tiempo inicial.
En un curso básico de ecuaciones diferenciales ordinarias se determinan las condiciones
que garantizan que el problema de valor inicial asociado con la ecuación diferencial
anterior, tiene una única solución y además se estudian las técnicas matemáticas para
encontrarla. En un problema de valor en la frontera es necesario recurrir a otros métodos
de solución.
Las técnicas usuales de solución de problemas de valor inicial en ecuaciones diferenciales
ordinarias lineales nos permiten construir una técnica de solución del problema (1).
Esta técnica es conocida como el método de las funciones de Green, tópico que nos
proponemos estudiar aquí.
En los dos primeros capítulos se presentan resultados del análisis funcional para op-
eradores. En el tercer discutimos acerca de los operadores diferenciales y presentamos
algunos ejemplos con el fin de ilustrar las ideas que posteriormente utilizamos en el
último capítulo. En el cuarto capítulo, se presentan resultados para la solución de ecua-
ciones integrales. En el último capítulo se ilustra la técnica de la función de Green para
la solución de problemas con condiciones en la frontera homogéneas y algunos ejemplos
para ilustrar el caso no homogéneo.
Finalmente, comentamos acerca de algunos problemas de valor en la frontera para los
cuales la técnica de la función de Green que utilizamos en el capítulo 5 no funciona
para encontrar la solución de estos. La técnica para resolver este tipo de problemas da
origen a una función conocida como la función de Green generalizada y su construcción
se ilustra mediante un ejemplo.
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Capítulo 1

Preliminares

Los operadores integrales aparecen de manera natural cuando resolvemos una ecuación
diferencial y podemos expresar su solución como la integral de alguna función. De hecho
las funciones de Green resultan ser núcleos de ciertos operadores integrales. Por lo
cual estamos interesados en conocer algunas propiedades que tienen estos operadores y
aplicar estas propiedades a nuestro estudio de las funciones de Green.

1.1. Operadores integrales

En lo que sigue trabajaremos con las funciones reales Riemann integrables en un interva-
lo compacto [a, b]. Denotaremos el conjunto de estas como R = R(a, b). Es conocido que
este conjunto es un espacio vectorial sobre R junto con la suma y multiplicación usual,
por un escalar, de funciones reales. Para nuestros propósitos, es conveniente hacer que
este espacio vectorial sea un espacio Euclidiano. Para cada par de funciones f, g ∈ R,
definimos la función

(f, g) =

∫ b

a
f(x)g(x) dx. (1.1)

Es fácil demostrar que esta función posee las siguientes propiedades:

(f, g) = (g, f),

(f + g, h) = (f, h) + (g, h),

(cf, g) = c(f, g),

para todo par de funciones f, g ∈ R y c ∈ R. La primera de estas propiedades permite
establecer que la segunda y tercera propiedades también se cumplen en la segunda
componente de la función (1.1).

La función (1.1) no cumple la propiedad de positividad del producto interno, ya que
por ejemplo para la función f : [0, 1] → R definida por f(x) = 0, si x 6= 1, y f(x) = 1,
si x = 1 tenemos f ∈ R y (f, f) = 0, pero f 6= 0 en [0, 1].
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Este problema puede resolverse introduciendo una relación de equivalencia entre los
elementos de este espacio. Sean f, g dos funciones en R. Diremos que f es equivalente
a g, lo cual se escribe como f ≈ g, si

∫ b

a
|f(x) − g(x)|2 dx = 0.

En consecuencia, (f, f) = 0 si y solo si f ≈ 0. Puede verse que el conjunto V de las
distintas clases de equivalencia inducidas por esta relación es un espacio vectorial Eu-
clidiano junto con el producto interno que define la función dada por (1.1), suponiendo
que la igualdad de dos elementos de este espacio se considera en el sentido de las clases
de equivalencia, por lo cual todo elemento de R puede considerarse como un elemento
del espacio V. Para nuestra discusión acerca de los operadores integrales, es importante
introducir una norma en el espacio V, pues en muchos resultados que demostraremos
aquí, necesitamos las propiedades que esta tiene. Dada una función f ∈ V definiremos
la norma de f , denotada ‖f‖, como

‖f‖ := (f, f)1/2 =

(∫ b

a
|f(x)|2 dx

)1/2

.

Definición 1.1 (Transformación integral con núcleo). Consideremos una función K(x, y)
definida y continua en el cuadrado [a, b]× [a, b]. La transformación K : R → R definida
como

Kf(x) =

∫ b

a
K(x, y)f(y) dy, (1.2)

se llama transformación integral con núcleo K.

Observación 1.1. De esta definición se deduce que si f ∈ R es una función dada,
entonces Kf es una función definida y continua en [a, b], y con valores en R. En efecto, si
f ∈ R es una función dada, puesto que K(x, y) esta definido en el cuadrado [a, b]×[a, b],
la transformación Kf es una función definida de [a, b] en R. Ahora bien, puesto que
el núcleo K es continuo en [a, b] × [a, b], se sigue que el núcleo K es uniformemente
continuo. Así pues, dado ε > 0, existe δε > 0 tal que si |x1 − x2| < δε, y |y1 − y2| < δε,
tenemos

|K(x1, y1) −K(x2, y2)| < ε.

Luego si x, t ∈ [a, b], con |x− t| < δε entonces

|Kf(x) −Kf(t)| =

∣∣∣∣
∫ b

a
[K(x, y) −K(t, y)] f(y) dy

∣∣∣∣

≤
∫ b

a
|K(x, y) −K(t, y)| |f(y)| dy

< ε

∫ b

a
|f(y)| dy.

12



Por lo tanto ĺım
x→t

Kf(x) = Kf(t).

Ejemplo 1.1. Sea K(x, y) = cos(xy) para x, y ∈ [0, π]. Dada f ∈ R, entonces la
transformación integral definida como

Kf(x) =

∫ π

0
cos(xy) f(y) dy,

es continua para cada x ∈ [0, π].

Teorema 1.1. Sea K(x, y) un núcleo continuo en el cuadrado [a, b] × [a, b] entonces

‖K‖ ≤
(∫ b

a

∫ b

a
|K(x, y)|2 dx dy

)1/2

,

en donde

‖K‖ = sup {‖Kf‖ | ‖f‖ = 1} .
Demostración. Sean f ∈ R tal que ‖f‖ = 1 y x ∈ [a, b], fijo. Entonces las funciones de
y, K(x, y), f(y) son Riemann integrables en [a, b]. Considerando las funciones K(x, y)
y f(y) como elementos del espacio V, podemos aplicar las propiedades del producto
interno en V, en particular la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Por lo tanto,

|Kf(x)|2 =

∣∣∣∣
∫ b

a
K(x, y)f(y) dy

∣∣∣∣
2

≤
∫ b

a
|K(x, y)|2 dy

∫ b

a
|f(y)|2 dy

=

∫ b

a
|K(x, y)|2 dy.

Integrando respecto a x, desde a hasta b, obtenemos

‖Kf‖ =

∫ b

a
|Kf(x)|2 dx ≤

∫ b

a

∫ b

a
|K(x, y)|2 dy dx.

Por lo tanto

‖K‖ = sup {‖Kf(x)‖ : ‖f‖ = 1} ≤
(∫ b

a

∫ b

a
|K(x, y)|2 dx dy

)1/2

.

Las propiedades de continuidad de una transformación lineal están estrechamente rela-
cionadas con la propiedad de ser acotada. Las transformaciones integrales poseen una
propiedad más fuerte que el hecho de ser acotada, la de ser completamente continua.
Una transformación lineal T : V1 → V2 se dice que es completamente continua, o
compacta, si para cualquier sucesión (xn) en V1 con norma uniformemente acotada

13



(esto es, ‖xn‖ < c para algún c > 0 y para todo n), existe una subsucesión (xnj
) de

(xn) y un elemento y ∈ V2, tal que Txnj
converge a y.

Puede verse que la compacidad de una transformación lineal definida entre dos espacios
Euclidianos implica el hecho de que la transformación esta acotada. En efecto, si T :
V1 → V2 es una transformación compacta no acotada, existe una sucesión {xn} en
V1, tal que ‖Txn‖ ≥ n ‖xn‖. Hagamos yn = xn/ ‖xn‖, entonces {yn} es una sucesión
uniformemente acotada ya que ‖yn‖ ≤ 1 pero ‖Tyn‖ > n. Por lo tanto Tyn no admite
subsucesiones convergentes, lo cual contradice el hecho de que T es compacta. Más aún,
si V1 es un espacio Euclidiano de dimensión finita, T es necesariamente compacta (ver
[5]).
El siguiente teorema muestra que un núcleo continuo induce una transformación integral
acotada.

Teorema 1.2. Un núcleo continuo K(x, y) en el cuadrado [a, b] × [a, b] define una
transformación integral compacta.
Demostración. Sea (fn) una sucesión de funciones en R tales que ‖fn‖ ≤ c para algún
c ∈ R y todo n ∈ N. Entonces, para x ∈ [a, b], fijo y todo n ∈ N, tenemos

|Kfn(x)| =

∣∣∣∣
∫ b

a
K(x, y)fn(y) dy

∣∣∣∣

≤
(∫ b

a
|K(x, y)|2 dy

)1/2(∫ b

a
|fn(y)|2 dy

)1/2

≤ c

(∫ b

a
|K(x, y)|2 dy

)1/2

,

como x es arbitrario, se sigue que la sucesión de funciones (Kfn) es uniformemente
acotada. Veamos que esta sucesión de funciones es equicontinua1 en [a, b]. Sean x1, x2 ∈
[a, b], y un ε > 0 dado. Puesto que K(x, y) es continuo en [a, b] × [a, b], K(x, y) es
uniformemente continuo en [a, b]× [a, b]. Por lo tanto, existe δε > 0 tal que si |x1−x2| <
δε entonces |K(x2, y) −K(x1, y)| < ε. Luego para cada n ∈ N, tenemos que

|Kfn(x2) −Kfn(x1)| =

∣∣∣∣
∫ b

a
[K(x2, y) −K(x1, y)]fn(y) dy

∣∣∣∣

≤
(∫ b

a
|K(x2, y) −K(x1, y)|2 dy

)1/2(∫ b

a
|fn(y)|2 dy

)1/2

≤ ε(b− a)1/2c,

siempre que |x1−x2| < δε. Esto muestra que la sucesión de funciones (Kfn) es equicon-
tinua en [a, b]. Por el teorema de Ascoli-Arzelá2, podemos concluir que existe una sub-
sucesión (Kfnk

) de (Kfn) que converge uniformemente a una función f . Puesto que la

1Una sucesión de funciones fn : X → R, siendo X ⊂ R, se dice que es equicontinua en X si dado
ε > 0, existe δε > 0 tal que si x ∈ X y |x − x0| < δε entonces | fn(x) − fn(x0)| < ε, para todo n ∈ N y
cualquier x0 ∈ X.

2Sea K ⊂ R compacto. Toda sucesión equicontinua y acotada (no necesariamente uniformemente
acotada) de funciones fn : K → R posee una subsucesión uniformemente convergente.
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sucesión de funciones (Kfnk
) es continua en [a, b] y Kfnk

→ f uniformemente en [a, b],
se sigue que la función f es continua en [a, b]. Observe que (Kfnk

) converge a f en R
puesto que

ĺım
k→∞

‖Kfnk
− f‖ = ĺım

k→∞

(∫ b

a
|Kfnk

(x) − f(x)|2 dx
)1/2

=

(∫ b

a
ĺım

k→∞
|Kfnk

(x) − f(x)|2 dx
)1/2

= 0.

Esto prueba el teorema.

Definición 1.2 (Transformaciones integrales simétricas). Una transformación integral
K se dice simétrica si para cada f, g ∈ R tenemos (Kf, g) = (f,Kg). Un núcleo real
K(x, y) se dice que es simétrico si K(x, y) = K(y, x) para cada x, y ∈ [a, b].

Ejemplo 1.2. El núcleo del Ejemplo 1.1 es simétrico. Verificar que la transformación
integral inducida por este núcleo es simétrica.

Solución. Sean f, g ∈ R entonces

(f,Kg) =

∫ π

0
f(x)Kg(x) dx

=

∫ π

0
f(x)

∫ π

0
cos(xy)g(y) dy dx

=

∫ π

0

∫ π

0
g(y) cos(xy)f(x) dy dx

=

∫ π

0

∫ π

0
g(y) cos(yx)f(x) dx dy

=

∫ π

0
g(y)

∫ π

0
cos(yx)f(x) dx dy

=

∫ π

0
g(y)Kf(y) dy

= (Kf, g).

Este es un caso particular del siguiente resultado.

Teorema 1.3. La transformación integral K es simétrica si y solo si tiene un núcleo
simétrico.
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Demostración. Supongamos que el núcleo K(x, y) es simétrico y sean f, g ∈ R. En-
tonces

(Kf, g) =

∫ b

a
Kf(x)g(x) dx

=

∫ b

a

(∫ b

a
K(x, y)f(y) dy

)
g(x) dx

=

∫ b

a

∫ b

a
K(x, y)f(y)g(x) dy dx,

y de otra parte,

(f,Kg) =

∫ b

a
f(y)

(∫ b

a
K(y, x)g(x) dx

)
dy

=

∫ b

a

∫ b

a
K(y, x)f(y)g(x) dx dy.

Puesto que K(x, y) = K(y, x), cambiando el orden de integración encontramos que
(f,Kg) = (Kf, g). Recíprocamente, supongamos que K(x, y) no es simétrico, entonces
existen x1, x2 ∈ [a, b] tales que K(x1, x2) < K(x2, x1). Puesto que K(x, y) es continuo
en el cuadrado [a, b] × [a, b], existen intervalos I1 = [c1, d1] y I2 = [c2, d2] contenidos en
[a, b] tales que x1 ∈ I1, x2 ∈ I2 y

m = sup {K(x, y) | x ∈ I1, y ∈ I2} ≤ ı́nf {K(x, y) | x ∈ I2, y ∈ I1} = M.

Ahora bien, si A es un subconjunto de R, definimos la función característica de A como

χA(x) =

{
1 si x ∈ A,

0 si x 6∈ A.

Consideremos ahora las funciones f(x) y g(x), como las funciones características de
los intervalos I1 e I2, respectivamente. Veamos que para estas funciones tenemos que
(f,Kg) ≤ (Kf, g). En efecto,

(Kf, g) =

∫ b

a

(∫ b

a
K(x, y)f(y) dy

)
g(x) dx

=

∫ d2

c2

∫ d1

c1

K(x, y) dy dx

≥M(d1 − c1)(d2 − c2),
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y también se tiene que,

(f,Kg) =

∫ b

a

(∫ b

a
K(x, y)g(y) dy

)
f(x) dx

=

∫ d1

c1

∫ d2

c2

K(x, y) dy dx

≤ m(d1 − c1)(d2 − c2).

Por lo tanto, la transformación K no puede ser simétrica.

Teorema 1.4. Los vectores propios correspondientes a distintos valores propios de una
transformación integral simétrica, K, son ortogonales.

Demostración. Sean f, g dos vectores propios distintos de una transformación simétri-
ca K correspondientes a los valores propios distintos α y β, respectivamente. Entonces
Kf = αf y Kg = βg, luego

α(f, g) = (Kf, g) = (f,Kg) = β(f, g).

Puesto que α 6= β, se sigue que (f, g) = 0.

Definición 1.3 (Núcleos separables). Se dice que un núcleo K(x, y) es separable si
este núcleo puede expresarse como combinación lineal finita de productos de funciones,
una de las cuales depende únicamente de x y la otra depende únicamente de y. Esto es,

K(x, y) =

n∑

i,j=1

cijfi(x)gj(y),

en donde los cij ∈ R y las funciones fi, gi : [a, b] → R.
Cuando un núcleo simétrico se puede expresar en la forma

K(x, y) =

n∑

i,j=1

cijhi(x)hj(y), (1.3)

en donde cij = cji y las funciones hi son continuas en [a, b], diremos que este núcleo es
simétrico separable.

Ejemplo 1.3. El núcleo K(x, y) = 1 + cos(x− y) es simétrico separable pues

K(x, y) = 1 + cos x cos y − senx sen y.

Teorema 1.5. Sea K(x, y) un núcleo simétrico separable el cual no es idénticamente
nulo. Entonces existe un conjunto ortonormal de funciones f1, f2, . . . , fm en R y es-
calares reales λ1, λ2, . . . , λm no nulos tales que Kfi(x) = λifi(x) para i = 1, 2, . . . ,m.
También, si g ∈ R es ortogonal a fi para cada i, entonces Kg(x) = 0. Los escalares λi

son los únicos valores propios no nulos de K, y existe solo un número finito de vectores
propios linealmente independientes de K correspondiente a cada valor propio.
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Demostración. Sea S el conjunto de todas las funciones de la forma

d1h1(x) + · · · + dnhn(x).

Claramente este conjunto forma un espacio vectorial de dimensión q, donde q es el
número de vectores linealmente independientes en el conjunto h1, . . . , hn. Supongamos
que el núcleo K(x, y) esta definido en términos de las funciones h1(x), . . . , hn(x) como
en (1.3). Entonces para cada p(x) ∈ S tenemos que

∫ b

a
K(x, y)p(y) dy =

n∑

i,j=1

cij

( ∫ b

a
hj(y)p(y) dy

)
hi(x).

Esto demuestra que K transforma S en si mismo. Puesto que K(x, y) es simétrico
y dimV = q, existen q funciones ortonormales fi en S, i = 1, 2, . . . , q, tales que
Kfi(x) = λifi(x), i = 1, 2, . . . , q. Si λi 6= 0 para cada i = 1, 2, . . . ,m y λi = 0 para
i = m + 1, . . . , q, tenemos demostrado el teorema. En caso contrario, λi = 0 para
i = 1, 2, . . . , q, y tendremos que Kfi(x) = 0, y por lo tanto Kp(x) = 0 para cualquier
p(x) ∈ S, puesto que las funciones fi(x), i = 1, 2, . . . , q, forman una base para S. Si fi-
jamos x ∈ [a, b], K(x, y) es una función de y continua en [a, b], que esta en S. Escribamos
K(x, y) = h(y), entonces

Kh(y) =

∫ b

a
K(x, y)h(y) dy =

∫ b

a
|h(y)|2 dy = 0.

De esto concluimos que h(y) = 0 para cada y ∈ [a, b], y puesto que x es arbitrario, fijo,
concluimos que K(x, y) = 0 lo cual contradice la hipótesis del teorema. Esto muestra
que no todos los λi son cero, por lo cual podemos suponer que λi 6= 0 para i = 1, 2, . . . ,m
y λi = 0 para i = m+1, . . . , q. Sea g ∈ R tal que g es ortogonal a las funciones fi, para
i = 1, 2, . . . ,m, y definamos

p(x) = g(x) −
q∑

j=m+1

(g(x), fj(x))fj(x).

Veamos que p(x) es ortogonal también a las funciones fi, i = 1, 2, . . . , q. En efecto,
supongamos que i ≤ m. Entonces

(p(x), fi(x)) = (g(x), fi(x)) −
q∑

j=m+1

(g(x), fj(x))(fi(x), fj(x)) = 0.

En el caso i ≥ m+ 1, tenemos que

(p(x), fi(x)) = (g(x), fi(x)) −
q∑

j=m+1

(g(x), fj(x))(fi(x), fj(x))

= (g(x), fi(x)) − (g(x), fi(x))(fi(x), fi(x))

= 0,
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ya que (fi(x), fi(x)) = ‖fi(x)‖ = 1. Se sigue, del hecho que las funciones fi forman
una base para S, que la función p(x) debe ser ortogonal a las funciones h1, . . . , hn. Esto
prueba que Kp(x) = 0, y como Kfj(x) = 0 para j = m+ 1, . . . , q, tenemos que Kg = 0.

Ahora bien, dada una función F en R es claro que KF ∈ S. Supongamos, KF (x) =
λF (x) 6= 0. Entonces F = (1/λ)KF ∈ S, por lo que podemos escribir

F (x) = a1f1(x) + · · · + aqfq(x),

para algunos ai = (F, fi). Por el Teorema 1.4, tenemos que ai = 0, salvo si fi es asociado
con un vector propio λ. Esto prueba el teorema.

Ejemplo 1.4. Encontrar los valores propios no nulos del núcleo K(x, y) = exey en un
intervalo compacto [a, b].

Solución. Debemos resolver KF (x) = λF (x), es decir,

∫ b

a
exeyF (y) dy = λF (x) con

λ 6= 0. La integral del primer miembro de esta última igualdad no depende de x, por lo
cual podemos escribir

exL = λF (x), en dondeL =

∫ b

a
eyF (y) dy.

Por lo tanto, F (x) = L
λ e

x pues λ 6= 0. Sustituyendo en la expresión para L obtenemos

L =
L

λ

∫ b

a
e2y dy =

L

λ

(
e2b − e2a

2

)
.

Se sigue que

L

(
1 − 1

λ

(
e2b − e2a

2

))
= 0.

Si L = 0 entonces F (x) = 0. En este caso cualquier número real λ sería un valor propio
de K. Si L 6= 0 entonces debemos tener que

1 − 1

λ

(
e2b − e2a

2

)
= 0,

de donde

λ =
e2b − e2a

2
.

Este es el único valor propio del núcleo K en cualquier intervalo compacto [a, b].
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1.2. Valores propios de un operador integral simétrico

Teorema 1.6. El número de valores propios no nulos distintos de una transformación
integral simétrica K es contable. Para cada valor propio no nulo hay a lo más un número
finito de vectores propios linealmente independientes.

Demostración. Hemos probado que vectores propios correspondientes a valores pro-
pios distintos son ortonormales. Además, todo conjunto finito de vectores propios lin-
ealmente independiente puede ser sustituido por vectores propios ortonormales3. Por
este hecho, podemos suponer que todo conjunto finito de vectores propios linealmente
independiente es un conjunto ortonormal.

Sean fi, i = 1, 2, . . . ,m un conjunto finito de vectores propios ortogonales, de un espacio
con producto interno, con correspondientes valores propios λi lo cuales no necesaria-
mente son distintos. Si x ∈ [a, b] es fijo, la función g(y) = K(x, y) esta en R, por lo
cual

(g(y), fi(y)) =

∫ b

a
K(x, y)fi(y) dy = Kfi(x) = λifi(x).

Aplicando la desigualdad de Bessel, obtenemos

m∑

i=1

λ2
i | fi(x)|2 ≤

∫ b

a
|K(x, y)|2 dy,

e integrando esta ecuación respecto a x, encontramos que

m∑

i=1

λ2
i ≤

∫ b

a

∫ b

a
|K(x, y)|2 dy dx.

Observe que el lado derecho de esta desigualdad no depende de m. Por el Teorema 1.5
podemos concluir que hay a lo más un número finito de vectores linealmente independi-
entes para un mismo valor propio no nulo. Esta desigualdad también implica que existe
a lo más un número finito de vectores linealmente independientes cuyos correspondi-
entes valores propios son mayores, en valor absoluto, que la unidad. Podemos contar los
valores propios considerando aquellos que se encuentran en el intervalo (1/2, 1), los que
están en (1/3,1/2), y así sucesivamente. De esta forma demostramos que el número de
valores propios es contable.

Observación 1.2. Como es usual, podemos ordenar los valores propios de acuerdo con
su valor absoluto para verlos en la siguiente forma:

λ−1 ≤ λ−2 ≤ . . . < 0 < . . . ≤ λ2 ≤ λ1.

3En un espacio Euclidiano, todo conjunto linealmente independiente puede ser ortonormalizado
mediante el método de Gram-Schmidt.
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donde la separación final ha sido afectada con respecto a los signos de los valores propios.
Cada valor propio esta repetido un número de veces igual al número de vectores propios
linealmente independientes asociado con cada uno de estos. El conjunto de los valores
propios del operador K, se conoce como el espectro del operador.

Del teorema anterior deducimos el siguiente resultado, en relación con el espectro del
operador K.

Corolario 1.1. Si K tiene por lo menos un valor propio no nulo entonces existen enteros
no negativos m,n, no simultáneamente nulos pero posiblemente infinitos, y un conjunto
de vectores ortonormales fi, −∞ ≤ −m ≤ i ≤ n ≤ ∞, i 6= 0 tales que Kfi(x) = λifi(x)
con λ−1 ≤ λ−2 ≤ · · · < 0 < · · · ≤ λ2 ≤ λ1.

Análogamente, como en el caso de las transformaciones lineales, podemos considerar el
problema de la existencia de valores propios no nulos para una transformación integral
simétrica K. En tal sentido, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.7. Sea p = sup {(Kf, f) | ‖f‖ = 1} y q = ı́nf {(Kf, f) | ‖f‖ = 1}. Entonces,
si p > 0 este es el mayor valor propio no nulo de K, y si q < 0 este es el menor valor
propio no nulo de K.

Demostración. Sea f ∈ R tal que ‖f‖ = 1. Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz
tenemos que

|(Kf, f)| ≤ ‖Kf‖ ‖f‖ = ‖Kf‖ ≤ ‖K‖ ‖f‖ = ‖K‖ .

Esto prueba que el conjunto {(Kf, f) | ‖f‖ = 1} es acotado. Por lo tanto, existen p =
sup {(Kf, f) | ‖f‖ = 1}, y q = ı́nf {(Kf, f) | ‖f‖ = 1}.
Es suficiente probar el resultado para p, puesto que si

p′ = sup{(−Kf, f) | ‖f‖ = 1} = − ı́nf{(Kf, f) | ‖f‖ = 1},

es el mayor valor propio de la transformación −K, entonces −p′ debe ser el menor valor
propio de la transformación K y −p′ = q. Supongamos primero que p es un valor propio
de K. Entonces veamos que p debe ser el mayor de todos. En efecto, si Kf = λf , con
‖f‖ = 1, entonces

λ = λ(f, f) = (Kf, f) ≤ p.

Para probar el teorema solo basta mostrar que p es un valor propio de K. Supongamos
inicialmente que el núcleo K es simétrico separable. Entonces, si p > 0, el núcleo K no
puede ser idénticamente nulo, y por lo tanto por el Teorema 1.5, existen m funciones
ortonormales fi, y correspondientes valores propios no nulos, con λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λm,
tales que para cada función g ortogonal a fi, para cada i, Kg = 0. Sea V el espacio
generado por las funciones fi, y consideremos la función h(x) en V definida por h(x) =
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∑m
i=1 aifi(x). Puesto que Kfi(x) = λifi(x) para cada i, tenemos que Kh ∈ V . Por lo

tanto

{(Kh, h) | ‖h‖ = 1, h ∈ V } ⊂ {(Kf, f) | ‖f‖ = 1} ,

luego

λ1 = sup{(Kh, h) | ‖h‖ = 1, h ∈ V } ≤ sup{(Kf, f) | ‖f‖ = 1} = p.

Probaremos ahora la desigualdad en sentido contrario, con lo cual tendremos que p = λ1,
y esto garantiza que p es un valor propio de K. Si f ∈ R y ‖f‖ = 1, podemos escribir

f = h+ g, h ∈ V y g ∈ V ⊥,

en donde V ⊥ denota el complemento ortogonal de V . Luego Kg = 0, Kf = Kh es un
elemento de V y

(Kf, f) = (Kh, h + g) = (Kh, h).

También tenemos que 0 ≤ ‖h‖ ≤ ‖f‖ = 1, ya que (f, f) = (h+g, h+g) = (h, h)+(g, g).
Elegimos f de tal forma que (Kf, f) > 0, y como p > 0, (Kh, h) > 0, ‖h‖ 6= 0, por lo
cual

(Kf, f) = ‖h‖2 (Kρ, ρ) ≤ (Kρ, ρ),

en donde

ρ(x) =
h(x)

‖h(x)‖ .

Claramente ρ ∈ V , y por lo tanto

sup{(Kf, f) | ‖f‖ = 1} ≤ sup{(Kρ, ρ) | ‖ρ‖ = 1, ρ ∈ V }.

Esto prueba que p ≤ λ1, lo cual implica que p = λ1. Luego p es un valor propio,
y el teorema queda demostrado para el caso de las transformaciones integrales con
núcleo separable. Veamos que el resultado también es válido para transformaciones
integrales con núcleo K(x, y) continuo simétrico. Para realizar la prueba de esto usamos
un resultado que verificaremos más adelante. Dado ε > 0, existe un núcleo simétrico
separable H(x, y) tal que

∫ b

a

∫ b

a
|K(x, y) −H(x, y)|2 dx dy ≤ ε.

Por lo tanto, existe una sucesión de núcleos simétricos separables, Kn(x, y), tales que

∫ b

a

∫ b

a
|K(x, y) −Kn(x, y)|2 dx dy ≤ 1

n2
.
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Por el Teorema 1.1 tenemos que

‖K − Kn‖2 ≤
∫ b

a

∫ b

a
|K(x, y) −Kn(x, y)|2 dx dy ≤ 1

n2
.

Si hacemos pn = sup{(Knf, f) | ‖f‖ = 1}, entonces probaremos que p = ĺım
n→∞

pn.

Supongamos que ‖f‖ = 1. Entonces

| (Kf, f) − (Knf, f)| = | ((K −Kn)f, f)|
≤ ‖(K −Kn)f‖ ‖f‖
≤ ‖K −Kn‖

≤ 1

n
.

De estas desigualdades deducimos que

(Knf, f) − 1

n
≤ (Kf, f) ≤ (Knf, f) +

1

n
,

y por lo tanto

pn − 1

n
≤ p ≤ pn +

1

n
.

Esto prueba la afirmación. Como p > 0, solo consideramos la sucesiones de núcleos para
las cuales pn > 0. Ya hemos probado el resultado para núcleos separables, luego, si fn

son las funciones propias del operador Kn, podemos escribir

Knfn = pnfn, ‖fn‖ = 1.

Demostraremos ahora que

ĺım
n→∞

‖Kfn − pfn‖ = 0.

En efecto,

‖Kfn − pfn‖ = ‖Kfn −Knfn + Knfn − pfn‖
≤ ‖Kfn −Knfn‖ + ‖Knfn − pfn‖
≤ ‖Kfn −Knfn‖ + ‖pnfn − pfn‖
≤ ‖K − Kn‖ + | pn − p|,

en donde el lado derecho de esta desigualdad tiende a cero cuando n → ∞. Por el
Teorema 1.2, K es un operador compacto, por lo cual existe una subsucesión (fnk

) de
(fn) y un elemento g ∈ R tal que

ĺım
k→∞

‖Kfnk
− g‖ = 0.
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Ahora bien,

‖g − pfnk
‖ = ‖g −Kfnk

+ Kfnk
− pfnk

‖
≤ ‖g −Kfnk

‖ + ‖Kfnk
− pfnk

‖ .
Esta desigualdad implica que

ĺım
k→∞

‖g − fnk
‖ = 0.

Por lo tanto,

‖g‖ = ĺım
k→∞

‖pfnk
‖ = ‖p‖ 6= 0.

Por último, probaremos que g es una función propia del operador K, con correspondiente
valor propio p. Observe que

‖Kg − pg‖ ≤ ‖Kg −Kpfnk
+ Kpfnk

− pg‖
≤ ‖Kg −Kpfnk

‖ + ‖Kpfnk
− pg‖

≤ ‖K‖ ‖g − pfnk
‖ + |p| ‖Kfnk

− g‖ ,
en donde el lado derecho de esta desigualdad tiende a cero cuando k → ∞. De aquí
vemos que Kg = pg, con lo que hemos terminado la prueba del teorema.

Teorema 1.8. Si K(x, y) es continuo y simétrico entonces (Kf, f) = 0 para cada f si
y solo si K(x, y) = 0.
Demostración. Supongamos que (Kf, f) = 0 para cada f . Entonces si f y g son
funciones dadas, tenemos que (Kf + g, f + g) = 0 y utilizando la identidad

(Kf + g, f + g) = (Kf, f) + (Kg, g) + 2(Kf, g),
que se deduce de las propiedades del producto interno y de la simetría del operador K,
encontramos que para cualesquiera funciones f y g, se tiene que (Kf, g) = 0. Hagamos
g = Kf . Entonces (Kf,Kf) = 0, lo cual es cierto, si y solo si Kf = 0. Esto último
es válido para cada f ∈ R. Sea x ∈ [a, b] fijo. Entonces para cada y ∈ [a, b] podemos
escribir K(x, y) = h(y), y es claro que h ∈ R, por lo cual Kh = 0, es decir,

∫ b

a
|K(x, y)|2 dy = 0.

Esto significa que K(x, y) = 0 para cada y ∈ [a, b], y puesto que x ∈ [a, b] fue fijado
arbitrariamente, vemos que K(x, y) = 0 para cada x, y ∈ [a, b].

Teorema 1.9. Sea Kfj = λjfj, j = 1, 2, . . . ,m, donde fj son vectores propios ortonor-
males de K. Entonces existe un vector propio g de K, con correspondiente valor propio
no nulo λ, el cual es ortogonal a fj, j = 1, 2, . . . ,m, si y solo si g es también un vector
propio, con λ el valor propio no nulo del operador H cuyo núcleo es

H(x, y) = K(x, y) −
m∑

j=1

λjfj(x)fj(y).
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Demostración. Supongamos que Hg = λg, con λ 6= 0 y g 6= 0. Entonces,

Hfj(x) = Kfj(x) −
m∑

i=1

λifi(x)(fi, fj) = Kfj(x) − λjfj(x) = 0.

Por el Teorema 1.5, g debe ser ortogonal a las funciones fj(x), j = 1, 2, . . . ,m. Luego,

λg = Hg = Kg −
m∑

j=1

λjfj(x)(g, fj) = Kg,

lo cual prueba que g es una función propia del operador K, con valor propio λ.

Recíprocamente, si g es ortogonal a fj , j = 1, 2, . . . ,m, cuando Kfj = λjfj, entonces
Hg = Kg = λg.

Teorema 1.10. Sea fj, j = 1, 2, . . . ,m, una base de vectores propios ortonormales de
K con correspondientes valores propios no nulos λj , j = 1, 2, . . . ,m. Si K no tiene otros
valores propios no nulos entonces

K(x, y) =

m∑

j=1

λjfj(x)fj(y).

Demostración. El operador H correspondiente al núcleo H(x, y), dado en el teorema
anterior tiene, en virtud del Teorema 1.9 valores propios nulos. Por lo tanto, por el
Teorema 1.8, H(x, y) debe ser idénticamente cero, lo cual prueba el teorema.

Teorema 1.11.

• Si i < N , λi+1 = sup {(Kf, f) | ‖f‖ = 1, (f, fj) = 0, j = 1, 2, . . . , i} ,

• Si −i > M , λ−i−1 = ı́nf{(Kf, f) | ‖f‖ = 1, (f, fj) = 0, j = −1,−2, . . . ,−i}.
Demostración. Cuando N > 0, por el Teorema 1.7, podemos escribir

sup {(Kf, f) | ‖f‖ = 1} = λ1.

Si N > i, hagamos

Ki(x, y) = K(x, y) −
i∑

j=i

λjfj(x)fj(y).

Entonces, por el Teorema 1.9, la transformación integral Ki tiene exactamente λi+1, λi+2, . . .
valores propios positivos con correspondientes funciones propias fi+1, fi+2, . . .. Se sigue
que

λi+1 = sup {(Kif, f) | ‖f‖ = 1} .
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Sin embargo, cuando f es ortogonal a fj, j = 1, . . . i, tenemos que Kif = Kf . Por lo
tanto,

λi+1 ≥ sup {(Kif, f) | ‖f‖ = 1, f ortogonal a fj, j = 1, 2, . . . , i}
= sup {(Kf, f) | ‖f‖ = 1, f ortogonal afj, j = 1, 2, . . . , i} ≥ (Kfi+1, fi+1) = λi+1.

Esto prueba la primera parte del teorema, pues estas desigualdades se convierten en
igualdades. La segunda parte se prueba considerando la transformación integral −K.

1.3. Teoremas de expansión para transformaciones inte-

grales

Cuando estudiábamos transformaciones lineales en espacios de dimensión finita, vimos
que era posible encontrar vectores ortonormales tal que cualquier elemento del espacio
R

n puede expresarse en términos de estos vectores. Queremos ver si este mismo resultado
se verifica para espacios de dimensión infinita cuando la transformación lineal es, en
particular, una transformación integral.

Teorema 1.12. Sea {λi}, −∞ ≤ −M ≤ i ≤ N ≤ ∞, i 6= 0 el espectro del operador
integral simétrico K asociado con los vectores propios {fi}. Si g es un elemento de R
entonces

Kg =
∑

i

λi(g, fi)fi =
∑

i

(Kg, fi)fi, (1.4)

y la serie converge absoluta y uniformemente en [a, b].

Demostración. Para probar esto usamos la condición de Cauchy, es decir, la serie
(1.4) converge absoluta y uniformemente en [a, b], si para cada ε > 0 existe N1(ε) ∈ N

tal que si |m| , |n| ≥ N1(ε) entonces

n∑

i=m

|λiaifi(x)| < ε, ai = (g, fi).

Sea A ∈ R tal que

A ≥ sup

{∫ b

a
|K(x, y)|2 dy | x ∈ [a, b]

}
.

Por la desigualdad de Bessel podemos escribir

∑

i

′ | ai|2 ≤ ‖g‖ ,
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en donde ′ denota que en esta suma se excluye el caso en el que i = 0. Por lo tanto,

la serie
∑

i

′ | ai|2 converge. Por la condición de Cauchy, existe N1(ε) ∈ N tal que para

cada |n| , |m| ≥ N1(ε) tenemos

n∑

i=m

| ai|2 <
ε2

A
.

Por lo tanto, si |n| , |m| ≥ N1(ε) tenemos por la desigualdad de Cauchy-Schwartz que

n∑

i=m

|λiaifi| ≤
( n∑

m

| ai|2
)1/2( n∑

i=m

λ2
i | fi|2

)1/2

<

(
ε2

A

)1/2(∫ b

a
|K(x, y)|2 dy

)1/2

< ε.

Esto prueba la convergencia absoluta y uniforme de la serie
∑

i

λiaifi. Debemos ahora

probar que esta serie converge a Kg. Si el número de valores propios es finito, por el
Teorema 1.10, el núcleo es separable y

K(x, y) =
∑

i

λifi(x)fi(y).

De esto deducimos que

Kg =
∑

i

λi(g, fi)fi,

lo cual prueba el teorema para este caso. Ahora consideremos el caso en el que el número
de valores propios es infinito. Usando la notación del Corolario 1.1, supongamos que
N = M = ∞, y los demás casos se tratan similarmente. Entonces,

ĺım
i→∞

λi = 0 = ĺım
i→∞

λ−i.

Si denotamos por h una función ortogonal a las funciones

f1, f2, . . . , fj , f−1, . . . , f−j, (1.5)

y por el Teorema 1.11 tenemos

‖h‖2 λ−j−1 ≤ (Kh, h) ≤ ‖h‖2 λj+1.

Por lo tanto, para cualquier sucesión de funciones hj tales que hj es ortogonal a todo
elemento del conjunto de funciones dado en (1.5) y ‖hj‖ ≤ B tenemos

ĺım
j→∞

| (Khj , hj)| = 0. (1.6)
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SeaHj otra sucesión de funciones con ‖Hj‖ ≤ B yHj ortogonal al conjunto de funciones
(1.5) para cada j. Entonces las funciones (hj ± Hj) son también ortogonales a este
conjunto de funciones para cada j y ‖hj ±Hj‖ ≤ 2B. Utilizando la identidad

(Ks, t) =
1

4

((
K(s + t), s + t

)
−

(
K(s − t), s− t

))
, s, t ∈ R

encontramos que

ĺım
j→∞

| (Khj ,Hj)| = 0. (1.7)

Sea

hj = g −
j∑

i=−j

′(g, fi)fi.

Entonces hj es ortogonal al conjunto de funciones dado en (1.5) para cada j, y ‖hj‖ ≤
‖g‖. Ahora bien, Supongamos que Hj = Khj . Entonces

Hj = Khj = Kg −
j∑

i=−j

′(g, fi)Kfi = Kg −
j∑

i=−j

′(g, fi)λifi

= Kg −
j∑

i=−j

′(g,Kfi)fi = Kg −
j∑

i=−j

′(Kg, fi)fi.

Por lo tanto, Hj es ortogonal a f1, f2, . . . , fj, f−1, . . . , f−j y ‖Hj‖ ≤ ‖Kg‖. Por la
ecuación (1.7), puesto que Hj = Khj , tenemos que

ĺım
j→∞

| (Khj ,Khj)| = 0,

lo cual significa que

ĺım
j→∞

∫ b

a

∣∣∣∣Kg −
j∑

i=−j

′λi(g, fi)fi

∣∣∣∣
2

dx = 0.

Por la convergencia uniforme podemos concluir que

∫ b

a

∣∣∣∣Kg −
∑

i

λi(g, fi)fi

∣∣∣∣
2

dx = 0.

Luego, por la continuidad del integrando, tenemos que

Kg =
∑

i

λi(g, fi)fi,

probando así el teorema.
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Observación 1.3. Este teorema puede ser visto como una extensión de la diagonal-
ización de transformaciones lineales definidas sobre un espacio vectorial Euclidiano de
dimensión n. Si escribimos la función g en la forma

∑
i(g, fi)fi entonces usando las

notaciones de las transformaciones lineales podemos ver que hay una base {fi} en la
cual la función g tiene representación coordenada [(g, fi)], y se sigue que Kg tiene la
representación [λi(g, fi)] con respecto a la misma base.

Se introduce el concepto de núcleo iterado, el cual hace posible obtener una expansión
de nuestro núcleo semejante al caso de solo un número finito de valores propios y que
nos permite una mayor comprensión del teorema anterior. Hay que recalcar que tal
expansión no siempre es posible, aunque mostraremos que el operador Kn tiene tal
expansión.

Definición 1.4 (Núcleo iterado). Definimos el núcleo iterado Kn como sigue: para
n = 1, K1(x, y) := K(x, y), y para n > 1 se define

Kn(x, y) =

∫ b

a
K(x, t)Kn−1(t, y) dt.

Ejemplo 1.5. Encontrar Kn, n ∈ N, para K(x, y) = xy en [0, 1]

Solución. Para n = 1 tenemos que K1(x, y) = xy. Ahora,

K2(x, y) =

∫ 1

0
K(x, t)K1(t, y) dt =

∫ 1

0
xt2y dt =

1

3
xy,

K3(x, y) =

∫ 1

0
K(x, t)K2(t, y) dt =

1

3

∫ 1

0
xt2y dt =

1

32
xy.

Afirmamos que para cada n ∈ N,

Kn(x, y) =
1

3n−1
xy. (1.8)

Usaremos inducción sobre n para probar la afirmación. Para n = 1 la proposición es
cierta. Supongamos que es cierta para n y veamos que lo es para n + 1. Por hipótesis
de inducción tenemos (1.8), Luego,

Kn+1(x, y) =

∫ 1

0
K(x, t)Kn(t, y) dt =

1

3n−1

∫ 1

0
xt2y dt =

1

3n
xy.

Esto prueba la proposición para n+ 1, y por consiguiente para todo n ∈ N.

Teorema 1.13. Si {λi} y {fi} se definen como en el Teorema 1.12 entonces

Kn(x, y) =
∑

i

λn
i fi(x)fi(y), n = 2, 3, . . . ,

y la serie converge absoluta y uniformemente en x, y ∈ [a, b].
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Demostración. Para y fijo, definamos g(x) = Kn−1(x, y). Entonces,

Kg(z) =

∫ b

a
K(z, t)g(t) dt =

∫ b

a
K(z, t)Kn−1(t, y) dt = Kn(z, y).

Por el Teorema 1.12, podemos ver que toda función de la forma Kg(x) tiene una expan-
sión en términos de las funciones propias del operador, dada por

Kg(x) =
∑

i

(Kg, fi)fi(x).

En este caso,

(Kg, fi) =

∫ b

a
Kn(u, y)fi(y) du = Knfi(y) = λn

i fi(y).

Por el Teorema 1.12,

Kg(x) =
∑

i

(Kg, fi)fi(x) =
∑

i

λn
i fi(y)fi(x),

y la serie converge uniformemente para x ∈ [a, b] y fijo. Veamos que la convergencia
uniforme se verifica para x, y ∈ [a, b]. Observe que cuando n = 2 y x = y, tenemos

K2(x, x) =
∑

i

λ2
i | fi(x)|2 , x ∈ [a, b].

Observe que la convergencia de esta serie es uniforme, por lo que dado ε > 0, existe
N(ε) ∈ N, tal que si |m| , | p| ≥ N(ε) entonces

p∑

i=m

λ2
i | fi(x)|2 < ε, x ∈ [a, b].

Podemos escoger N(ε) tal que |λi| < 1 para cada i > N(ε). Luego,

∣∣∣∣
p∑

i=m

λn
i fi(x)fi(y)

∣∣∣∣
2

≤
p∑

i=m

|λi|n | fi(x)|2
p∑

i=m

|λi|n | fi(y)|2

≤
p∑

i=m

|λi|2 | fi(x)|2
p∑

i=m

|λi|2 | fi(y)|2

≤ ε2,

para todo x, y ∈ [a, b]. La condición de Cauchy nos garantiza entonces la convergencia
uniforme.
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Teorema 1.14. Si {λi} y {fi} se definen como en el Teorema 1.12, los valores propios
no nulos de Kn son λn

i . Más aún, si S(r) es el conjunto de índices i tales que λn
i = r 6= 0,

entonces el número de vectores propios linealmente independientes de Kn con valor
propio r es el número de índices en S(r).

Demostración. Si Kng = rg,r 6= 0, entonces por la convergencia uniforme que de-
mostramos en el teorema anterior podemos escribir

Kng =
∑

i

λn
i (g, fi)fi.

Toda función propia de K correspondiente a un valor propio λi es también una función
propia de Kn con valor propio correspondiente λn

i , dado que

Knfi = Kn−1Kfi = λiKn−1fi.

Por lo tanto, por el Teorema 1.4 debemos tener que (g, fi) = 0, salvo si i esta en S(r).
Luego,

rg = Kng =
∑

i∈S(r)

λn
i (g, fi)fi.

Esto muestra que g es una combinación lineal de funciones propias de Kn correspondi-
ente a el valor propio λn

i . Por lo que debemos tener que r = λn
i , y que el número de

funciones propias linealmente independiente de Kn para un valor propio r es exacta-
mente el número de índices en S(r).

Teorema 1.15. Sea K(x, y) un núcleo simétrico definido en el cuadrado [a, b] × [a, b].
Entonces

ĺım
n→∞

∫ b

a

∣∣∣∣K(x, y) −
n∑

i=−n

′λifi(x)fi(y)

∣∣∣∣
2

dx = 0,

uniformemente en [a, b].

Demostración. Sean

X = K(x, y), Y =
n∑

i=−n

′λifi(x)fi(y).

Entonces

∫ b

a

∣∣∣∣K(x, y) −
n∑

i=−n

′λifi(x)fi(y)

∣∣∣∣
2

=

∫ b

a
|X − Y |2 dx

= (X − Y,X − Y )

= (X,X) − (X,Y ) − (Y,X) + (Y, Y ).
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Note que

(X,X) =

∫ b

a
K(x, y)K(x, y) dx = K2(y, y),

(X,Y ) = (Y,X) =

∫ b

a
K(x, y)

n∑

i=−n

′λifi(x)fi(y) dx

=

n∑

i=−n

′λifi(y)Kfi(y)

=
n∑

i=−n

′λ2
i | fi(y)|2 ,

(Y, Y ) =

∫ b

a

n∑

i=−n

′λifi(x)fi(y)
n∑

i=−n

′λifi(x)fi(y) dx =
n∑

i=−n

′λ2
i | fi(y)|2 .

Esto último se deduce del hecho de que las funciones fi son ortonormales, ya que el
núcleo K es simétrico. Luego,

∫ b

a

∣∣∣∣K(x, y) −
n∑

i=−n

′λifi(x)fi(y)

∣∣∣∣
2

dx = K2(y, y) −
n∑

i=−n

′λ2
i | fi(y)|2 .

El resultado se sigue inmediatamente del Teorema 1.13.

Definición 1.5 (Núcleo positivo definido y semidefinido). El núcleo simétrico K(x, y)
es llamado positivo definido cuando define una transformación definida positiva, esto
es, cuando (Kf, f) > 0 para cada f en R y f 6= 0. Se llama positivo semidefinido cuando
(Kf, f) ≥ 0 para cada f ∈ R.

Teorema 1.16. Si K(x, y) es positivo semidefinido entonces K(x, x) ≥ 0 para todo
x ∈ [a, b].

Demostración. Supongamos que K(z, z) < 0 para algún z ∈ [a, b]. Entonces, por la
continuidad del núcleo K, existe un intervalo I tal que z ∈ I y además K(x, y) < 0
para x, y ∈ I. Sea f(x) la función característica del intervalo I. Entonces

(Kf, f) =

∫

I

∫

I
K(x, y) dx dy < 0,

lo cual es una contradicción. Por lo tanto, K(x, x) ≥ 0 para cada x ∈ [a, b].

Teorema 1.17. Si K(x, y) es positivo semidefinido entonces

K(x, y) =
∑

i

λifi(x)fi(y),

y la serie converge absoluta y uniformemente para cada x, y ∈ [a, b].
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Demostración. El núcleo

H(x, y) = K(x, y) −
n∑

i=1

λifi(x)fi(y),

induce una transformación integral, la cual tiene valores propios no nulos

λn+1, λn+2, . . .

Como estos valores propios son no negativos, el núcleo H(x, y) debe ser positivo semidefinido
y tenemos entonces por el Teorema 1.16 que para cada x ∈ [a, b],

H(x, x) = K(x, x) −
n∑

i=1

λi | fi(x)|2 ≥ 0.

Luego,
∑

i

λi | fi(x)|2 ≤ K(x, x).

Esto significa que la serie del lado izquierdo de esta desigualdad converge uniformemente,
por lo cual si ε > 0 es dado, existe N(ε) ∈ N, tal que si |n| , |m| ≥ N(ε) entonces

n∑

i=m

λi | fi(x)|2 < ε2.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz tenemos que
∣∣∣∣

n∑

i=m

λifi(x)fi(y)

∣∣∣∣
2

≤
n∑

i=m

λi | fi(x)|2
n∑

i=m

λi | fi(y)|2 < ε2A2,

en donde

A = sup {K(y, y) | y ∈ [a, b]} ≥
∑

i

λi | fi(y)|2 .

Aplicando nuevamente la condición de Cauchy obtenemos la convergencia uniforme de
la serie para y ∈ [a, b], cuando x es fijo, y de igual forma se muestra la convergencia
uniforme para x ∈ [a, b] cuando y es fijo. Ahora demostraremos que efectivamente la
serie converge uniformemente a K(x, y) para cada x, y ∈ [a, b].
Puesto que

∫ b

a

∣∣∣∣K(x, y) −
∑

i

λifi(x)fi(y)

∣∣∣∣
2

dy

≤ 2

∫ b

a

∣∣∣∣K(x, y) −
n∑

i=1

λifi(x)fi(y)

∣∣∣∣
2

dy

+ 2

∫ b

a

∣∣∣∣K(x, y) −
∑

i>n

λifi(x)fi(y)

∣∣∣∣
2

dy,

33



por el Teorema 1.15 concluimos que

∫ b

a

∣∣∣∣K(x, y) −
∑

i

λifi(x)fi(y)

∣∣∣∣
2

dy = 0, x ∈ [a, b].

Luego,

K(x, y) =
∑

i

λifi(x)fi(y). (1.9)

En (1.9), hagamos x = y. Entonces

K(x, x) =
∑

i

λi | fi(x)|2 .

Esta serie converge uniformemente, por lo que dado ε > 0, existe M(ε) ∈ N, tal que si
m,n ≥M(ε), entonces

n∑

i=m

λi | fi(x)|2 < ε. (1.10)

Usando la desigualdad

( n∑

i=m

λifi(x)fi(y)

)2

≤
n∑

i=m

λi | fi(x)|2
n∑

i=m

λi | fi(x)|2 ,

junto con (1.10) obtenemos el resultado.
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Capítulo 2

Series de Fourier generalizadas y

espacios vectoriales completos

En este capítulo veremos qué condiciones nos permiten garantizar que una función
admite una expansión en términos de un conjunto de funciones ortonormales. Ya en el
capítulo anterior estudiamos un caso especial de funciones ortonormales, las funciones
propias de un operador integral.

2.1. Series de Fourier generalizadas

Consideremos un espacio vectorial E real o complejo. Definimos la suma de una serie in-
finita de elementos de E como el límite de una sucesión de sumas parciales de elementos
de E. O lo que es lo mismo, si {xi} es una sucesión de elementos de E escribimos

x =

∞∑

i=1

aixi, (2.1)

cuando

x = ĺım
n→∞

n∑

i=1

aixi.

Esto último significa que

ĺım
n→∞

∥∥∥∥x−
n∑

i=1

aixi

∥∥∥∥ = 0.

Ejemplo 2.1. Consideremos el conjunto de funciones complejas

{
einx

√
2π

: n ∈ Z

}
, x ∈ [0, 2π],
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junto con el producto interno dado por

(f, g) =

∫ 2π

0
f(x)g(x) dx.

Podemos ver que este conjunto es ortonormal con este producto interno.

El siguiente teorema puede considerarse como una extensión de los teoremas más co-
munes usados para el cálculo de límites.

Teorema 2.1. Sean E un espacio Euclidiano, y {xi}, {yi}, {zi} sucesiones en E tales
que x = ĺım

i→∞
xi, y = ĺım

i→∞
yi, z = ĺım

i→∞
zi. Entonces

(1) ‖x‖ = ĺım
i→∞

‖xi‖.

(2) (x, y) = ĺım
i→∞

(xi, yi).

(3)
∞∑

i=1

(zi, u) =

( ∞∑

i=1

zi, u

)
, para cada u ∈ E.

(4) T

( ∞∑

i=1

zi

)
=

∞∑

i=1

Tzi, para cada transformación lineal continua T de E en E.

Demostración. Como

|‖xi‖ − ‖x‖| ≤ ‖xi − x‖

(1) se deduce inmediatamente. La proposición (2) es consecuencia directa de la desigual-
dad

|(xi, yi) − (x, y)| ≤ ‖yi‖ ‖xi − x‖ + ‖x‖ ‖yi − y‖ .

Si en (2) hacemos yi = u y xi =

i∑

j=1

zj , se deduce (3). Si T es continua entonces

T (z) = ĺım
i→∞

T

( i∑

j=1

zj

)
= ĺım

i→∞

i∑

j=1

T (zj) =
∞∑

j=1

T (zj),

siempre que ĺım
i→∞

∞∑

j=1

zj = z. Esto prueba (4) y por lo tanto el teorema.

La representación de x dada por (2.1) no nos dice algo acerca de las constantes ai. Más
aún, estas constantes pueden no ser únicas, como lo veremos en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.2. En el espacio E = C[0, 1] definimos para cada f ∈ C[0, 1],

‖f‖ = sup {| f(t)| | t ∈ [0, 1]} .

Es fácil verificar que esta función de E a R, es una norma para E. Sea

fn(x) =
x

n(n− 1)
, n 6= 0, 1, f1(x) = f0(x) = 0, x ∈ [0, 1].

Entonces ‖fn‖ ≤ 1/n para cada n. Definamos gn+1(x) = fn+1(x) − fn(x) para cada n.
Tenemos que

∥∥∥∥∥

n+1∑

i=1

gi(x) − 0

∥∥∥∥∥ = ‖fn+1(x)‖ ≤ 1/(n + 1).

Por lo tanto,

∞∑

i=1

gi(x) = 0 =

∞∑

i=1

0gi(x).

Esto muestra que la función nula tiene una representación de la forma (2.1), donde los
coeficientes ai no son únicos.

Sin embargo, si la sucesión {xi} es ortonormal, entonces las constantes ai en (2.1) pueden
ser determinadas de forma única. Para ver esto, tomando el producto interno en ambos
lados de (2.1) con xj obtenemos:

(x, xj) =

( ∞∑

i=1

aixi, xj

)
=

∞∑

i=1

ai(xi, xj) = aj.

Por lo que

x =

∞∑

i=1

(x, xi)xi. (2.2)

Una representación en la forma (2.2) de un elemento x se llama serie de Fourier gen-
eralizada de x relativa a la sucesión ortonormal {xi}. Los coeficientes ai = (x, xi) se
llaman los coeficientes de Fourier generalizados de x relativos a {xi}.

Teorema 2.2. Si {xi} es una sucesión ortonormal en E y si x, y son elementos en E
entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) x =

∞∑

i=1

(x, xi)xi.

(2) (x, y) =

∞∑

i=1

(x, xi)(xi, y), para cada y ∈ E.
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(3) ‖x‖ =
∞∑

i=1

|(x, xi)|2.

Demostración. Supongamos que (1) es válida entonces

(x, y) =

( ∞∑

i=1

(x, xi)xi, y

)
=

∞∑

i=1

, (x, xi)(y, yi)

esto prueba (2). Si ponemos y = x en (2) obtenemos (3). Probemos que (3) implica (2).
Puesto que

∥∥∥∥∥x−
n∑

i=1

(x, xi)xi

∥∥∥∥∥

2

=

(
x−

n∑

i=1

(x, xi)xi, x−
n∑

i=1

(x, xi)xi

)

= ‖x‖2 − 2

n∑

i=1

|(x, xi)|2 +

n∑

i,j=1

(x, xi)(x, xj)(xi, xj)

= ‖x‖2 −
n∑

i=1

|(x, xi)|2 ,

se sigue de (3) que

‖x‖2 −
n∑

i=1

|(x, xi)|2 → 0, cuando n→ ∞.

Por lo tanto (3) implica (1) y la prueba esta completa.

Las identidades (2) y (3) son conocidas como identidades de Parseval, y son generaliza-
ciones de resultados análogos que se obtienen para el caso de los espacios de dimensión
finita.

Los siguientes resultados nos indican cuando un elemento de un espacio vectorial E
tiene una representación en la forma (2.2), adicionando ciertas condiciones sobre los
elementos xi. Empezamos con algunas definiciones.

Definición 2.1 (Conjunto denso). Sean A y B dos subconjuntos de E. El conjunto A
es denso en B si todo elemento de B es el límite de una sucesión de elementos en A.

Definición 2.2 (Conjunto linealmente denso). Un subconjunto A es linealmente denso
en B, si el espacio generado por A es denso en B.

Ejemplo 2.3. Sean E = R
2 y A = {(1, 2); (2, 3)} entonces el espacio generado por A

es E, así que A es linealmente denso en E.

Teorema 2.3. Sea {xi} una sucesión ortonormal linealmente densa en E. Entonces
todo elemento x ∈ E puede ser escrito en la forma (2.2).
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Demostración. Supongamos que la sucesión {xi}, es linealmente densa en E. Esto
significa que dado x ∈ E, existen bi(x) tales que

x =

∞∑

i=1

bi(x)xi.

Por lo tanto, dado ε > 0, existe Nε ∈ N tal que si n ≥ Nε entonces

∥∥∥∥∥x−
n∑

i=1

bi(x)xi

∥∥∥∥∥ < ε.

Sea n = Nε, y hagamos bi(x) = 0 para i > Nε, entonces si j ≥ Nε tenemos

∥∥∥∥∥x−
j∑

i=1

(x, xi)xi

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥x−

j∑

i=1

bi(x)xi

∥∥∥∥∥ < ε.

Esto demuestra que

x =

∞∑

i=1

(x, xi)xi.

Teorema 2.4. Si S es un conjunto el cual es linealmente denso en E y (x, z) = (y, z)
para todo z ∈ S entonces x = y. En particular, si (x, z) = 0 para todo z ∈ S entonces
x = 0.

Demostración. Por hipótesis tenemos que (x − y, z) = 0, para todo z ∈ S y por lo
tanto, para toda combinación lineal de elementos de S. Puesto que S es linealmente
denso en E, existe una sucesión (un) de elementos en el espacio generado por S tal que
x− y = ĺım

n→∞
un. Luego,

(x− y, x− y) = (x− y, ĺım
n→∞

un) = ĺım
n→∞

(x− y, un) = 0,

dado que un ∈ S para cada n ∈ N, lo cual prueba que x = y.

Hasta aquí, no hemos mostrado teoremas acerca de la existencia de una sucesión lin-
ealmente densa en un espacio E, lo cual no siempre puede garantizarse, pues existen
espacios Euclidianos en donde no podemos encontrar tal sucesión. No obstante, si se
supone la existencia de tal sucesión, se puede mostrar que existe una sucesión ortonor-
mal linealmente densa en E, gracias al método de Gram-Schmidt.

Teorema 2.5. Si {yn} es linealmente denso en E entonces existe una sucesión ortonor-
mal {xi} linealmente densa en E.
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Demostración. Sin perdida de la generalidad, supongamos que {yn} es linealmente
independiente, pues si {yi, y1, . . . , yi−1} es linealmente dependiente, podemos extraer
un subconjunto que es linealmente independiente. Por el método de Gram-Schmidt
podemos construir una sucesión ortonormal, como sigue:

x1 =
y1

‖y1‖
; xn =

yn −
n−1∑

j=1

(yn, xj)xj

∥∥∥∥∥∥
yn −

n−1∑

j=1

(yn, xj)xj

∥∥∥∥∥∥

.

Mostraremos que cada xn esta bien definido. Veamos que

yn −
n−1∑

j=1

(yn, xj)xj 6= 0,

para cada n ≥ 2. Si no fuera así, el conjunto {yn, x1, . . . , xn−1} sería linealmente de-
pendiente, pero esto implica que el conjunto {yn, y1, . . . , yn−1} sería linealmente depen-
diente, pues cada xj depende linealmente de {y1, . . . , yj}, lo cual contradice nuestra
hipótesis. Es claro que ‖xn‖ = 1 para cada n. Finalmente, probemos que la sucesión
{xn} es ortonormal. Para n = 2, tenemos

(x1, x2) =
1

A2
(x1, y2 − (y2, x1)x1) =

1

A2
[(x1, y2) − (x1, y2)] = 0,

en donde A2 = ‖y2 − (y2, x1)x1‖. Supongamos que x1, x2, . . . , xn−1 son ortogonales.
Luego si k < n, entonces

(xk, xn) =
1

An
(xk, yn −

n−1∑

j=1

(yn, xj)xj)

=
1

An
[(xk, yn) − (xk, yn)] = 0,

en donde

An =

∥∥∥∥∥∥
yn −

n−1∑

j=1

(yn, xj)xj

∥∥∥∥∥∥
.

Por inducción sobre n, encontramos que {xi} es una sucesión ortonormal. Veamos que la
sucesión {xi} es linealmente densa en E. Dado z ∈ E, existe una sucesión vn en E tal que
z = ĺım

n→∞
vn, y cada vn es una combinación lineal de los elementos yi. Claramente, cada

yn es una combinación lineal de x1, x2, . . . , xn. Por lo tanto cada vn es una combinación
lineal de los elementos xi. Esto prueba que la sucesión {xn} es linealmente densa en
E.
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Observación 2.1. Una sucesión {xi} se dice infinita y linealmente independiente

cuando la ecuación
∑∞

i=1 bixi = 0 implica que bi = 0 para cada i. Esto nos permite ase-
gurar que los coeficientes en (2.1) son determinados de forma única cuando x tiene una
representación en la forma (2.1). Si una sucesión {xi} es infinita y linealmente indepen-
diente y todo elemento x en E puede escribirse en la forma (2.1), decimos que la sucesión
{xi} es una base para E. Hemos visto que ciertas sucesiones que son linealmente densas
en E y ortonormales forman una base para E. La característica de ortonormalidad es
importante pues nos permite formar una base, dado que se puede construir una sucesión
que es infinita y linealmente independiente la cual es linealmente densa en E pero no
forma una base para E.

En el espacio R, junto con el producto interno dado en (1.1), supongamos que {fi} es
una sucesión de funciones ortonormales la cual es linealmente densa en R. Esto implica
que toda función f ∈ R tiene una expansión en la forma (2.2), esto es

ĺım
n→∞

∫ b

a

∣∣∣∣f(x) −
n∑

i=1

(f, fi)fi(x)

∣∣∣∣
2

dx = 0. (2.3)

Se dice entonces que la serie de Fourier para f , relativa a {fi} converge en media. La
convergencia en media de una serie de Fourier no implica que dicha serie de Fourier
converja en el sentido ordinario hacia la función f , en todo punto x. Más aún la serie
no necesita ser convergente en el sentido ordinario. Cuando (2.3) es válido escribimos

f(x) ∼
∞∑

i=1

(f, fi)fi(x). (2.4)

Teorema 2.6. Sea |g(x)|2 integrable en c ≤ x ≤ d, donde a ≤ c ≤ d ≤ b. Entonces,
si la serie (2.4) converge o no en el sentido usual, la serie obtenida multiplicando cada
término de (2.4) por g(x) e integrando sobre c ≤ x ≤ d converge a la integral de fg
sobre c ≤ x ≤ d. Esto es

∫ d

c
f(x)g(x)dx =

∞∑

i=1

(f, fi)

∫ d

c
g(x)fi(x) dx

Demostración. Como
∣∣∣∣∣

∫ d

c
f(x)g(x) −

∞∑

i=1

(f, fi)

∫ d

c
g(x)fi(x) dx

∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣

(
f(x) −

∞∑

i=1

(f, fi)fi, g(x)

)∣∣∣∣∣

2

≤
∫ d

c
|g(x)|2 dx

∫ d

c

∣∣∣∣∣f(x) −
∞∑

i=1

(f, fi)fi

∣∣∣∣∣

2

dx

≤
∫ d

c
|g(x)|2 dx

∫ b

a

∣∣∣∣∣f(x) −
∞∑

i=1

(f, fi)fi

∣∣∣∣∣

2

dx,
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por (2.3) obtenemos el resultado.

Teorema 2.7. Si f y fi son continuas en el intervalo finito c ≤ x ≤ d, y si la serie (2.4)
es uniformemente convergente en c ≤ x ≤ d, entonces esta serie debe ser convergente a
f .

Demostración. Sea

h(x) =

∞∑

i=1

(f, fi)fi(x).

Como cada fi es una función continua en el intervalo [c, d], entonces para todo n la

sucesión de funciones (sn), en donde sn(x) =

n∑

i=1

(fi, f)fi(x), es continua en este inter-

valo y puesto que sn → h uniformemente en [c, d], la función h(x) es continua. También
de la convergencia uniforme de la serie (2.4) deducimos que

ĺım
n→∞

∫ d

c

∣∣∣∣∣h(x) −
n∑

i=1

(f, fi)fi(x)

∣∣∣∣∣

2

dx = 0.

De la desigualdad triangular tenemos que

(∫ d

c
|f(x) − h(x)|2 dx

)1/2

≤
(∫ d

c

∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

i=1

(f, fi)fi(x)

∣∣∣∣∣

2

dx

)1/2

+

(∫ d

c

∣∣∣∣∣h(x) −
n∑

i=1

(f, fi)fi(x)

∣∣∣∣∣

2

dx

)1/2

.

El lado derecho de esta desigualdad tiende a cero cuando n → ∞, por lo cual el valor
de la integral del lado izquierdo de esta desigualdad debe ser cero. Por la continuidad
de f y h encontramos que f = h, como se quería demostrar.

2.2. Teorema de aproximación

Nuestra meta en esta sección es probar un resultado clásico debido a Weierstrass cono-
cido como el teorema de aproximación de Weierstrass, el cual nos dice que toda función
de valor real continua sobre un intervalo finito [a, b] puede ser aproximada por medio de
una sucesión de polinomios. En rigor, estamos diciendo que para cada ε > 0, existe un
polinomio p tal que |f(x) − p(x)| < ε, cualquiera que sea x ∈ [a, b]. Como un corolario
de este teorema deduciremos que un núcleo arbitrario puede ser aproximado mediante
sucesiones de núcleos separables. También puede probarse que toda función continua en
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R y con período 2π, puede ser aproximada uniformemente por una suma trigonométrica.
Antes de probar este teorema, damos un resultado previo.
Sea I el subconjunto de R

n definido como −ai ≤ xi ≤ ai, ai > 0. En el caso de que el
subconjunto I es infinito, omitimos los signos de igualdad. Sean δ > 0, x ∈ I dados y

Dδ(x) = {y ∈ R
n | ‖y − x‖ < δ} .

Entonces I ∩Dδ(x) es el conjunto de puntos de I que están en la hiperesfera de radio
δ y centro x. Denotemos I ∩ C(Dδ(x)) = I − Dδ(x), entonces es claro que estos con-
juntos son disyuntos y su unión es todo I. Ahora, para cada x = (x1, x2, . . . , xn) de
I, sea {Km(x; y)} una sucesión de funciones reales en la variable y = (y1, y2, . . . , yn),
integrables en I. Con estas convenciones enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 2.8. Sea δ1 > 0 dado. Supongamos que para x fijo y para cada δ tal que
0 < δ < δ1, las siguientes condiciones se satisfacen:

(1)

∫

I∩Dδ(x)
|Km(x; y)| dy ≤ A(x), independiente de m.

(2) ĺım
m→∞

∫

I∩Dδ(x)
Km(x; y) dy = 1.

(3) ĺım
m→∞

∫

I∩C(Dδ(x))
Km(x; y)f(y) dy = 0.

Entonces, cuando x es un punto de continuidad de f tenemos

ĺım
m→∞

∫

I
Km(x; y)f(y) dy = f(x).

Demostración. Observe que
∣∣∣∣
∫

I
Km(x; y)f(y) dy − f(x)

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣

∫

I∩Dδ(x)
Km(x; y)f(y) dy +

∫

I∩C(Dδ(x))
Km(x; y)f(y) dy − f(x)

∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣

∫

I∩Dδ(x)
Km(x; y)f(y) dy − f(x)

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣

∫

I∩C(Dδ(x))
Km(x; y)f(y) dy

∣∣∣∣∣ .

Ahora bien,
∣∣∣∣∣

∫

I∩Dδ(x)
Km(x; y)f(y) dy − f(x)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣

∫

I∩Dδ(x)
Km(x; y)(f(y) − f(x)) dy

∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣

( ∫

I∩Dδ(x)
Km(x; y) dy − 1

)
f(x)

∣∣∣∣∣ .
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Por lo tanto,
∣∣∣∣
∫

I
Km(x; y)f(y) dy − f(x)

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣

∫

I∩Dδ(x)
Km(x; y)(f(y) − f(x)) dy

∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣

( ∫

I∩Dδ(x)
Km(x; y) dy − 1

)
f(x)

∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣

∫

I∩C(Dδ(x))
Km(x; y)f(y) dy

∣∣∣∣∣ .

Por la continuidad de f en x, dado ε > 0, existe δx > 0 tal que para cada y ∈ I ∩D
tenemos

|f(y) − f(x)| < ε

3(1 +A(x))
. (2.5)

Para este mismo ε, existe N1(x) ∈ N tal que si m ≥ N1(x), con m ∈ N, entonces
∣∣∣∣∣

∫

I∩Dδ(x)
Km(x; y) dy − 1

∣∣∣∣∣ <
ε

3(1 + |f(x)|) . (2.6)

Por último, existe N2(x) ∈ N tal que si m ≥ N2(x),
∣∣∣∣∣

∫

I∩C(Dδ(x))
Km(x; y)f(y) dy

∣∣∣∣∣ <
ε

3
. (2.7)

Sea N(x) = máx{N1, N2}. Entonces, si m ≥ N(x), al combinar las ecuaciones (2.5),
(2.6) y (2.7), obtenemos

∣∣∣∣
∫

I
Km(x; y)f(y) dy − f(x)

∣∣∣∣ < ε,

lo cual prueba el teorema.

Corolario 2.1. Si f es acotada y uniformemente continua en I, y si para cada x ∈ J ,
donde J es un subconjunto de I, tenemos que A(x) ≤ A, y las sucesiones en (2) y (3)
del teorema anterior convergen uniformemente en J , entonces

ĺım
m→∞

∫

I
Km(x; y)f(y) dy = f(x),

uniformemente en J .

Demostración. Bajo estas hipótesis podemos garantizar que existen δ y N que de-
penden exclusivamente de ε en J , en la prueba del teorema anterior.
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La idea de nuestra demostración del teorema principal de esta sección, será encontrar
una sucesión de funciones Km(x; y) que satisfaga las hipótesis del Teorema 2.8 y de tal
forma que la sucesión de funciones,

∫

I
Km(x; y)f(y) dy,

sea una sucesión de polinomios en x.

Teorema 2.9 (Teorema de Weierstrass). Sea f una función de valor real continua
sobre un intervalo compacto J en R

n. Para cada ε > 0 existe un polinomio p tal que
|f(x) − p(x)| < ε para todo x ∈ J .

Demostración. Sea I el intervalo −ci ≤ x ≤ ci, ci > 0, y suponemos que
∑n

i=1 c
2
i ≤ 1

4 .
Sea J el intervalo −bi ≤ x ≤ bi, y supongamos que J esta contenido en el interior de
I. La función f inicialmente definida en J , puede ser extendida de tal forma que sea
acotada y uniformemente continua en R

n. Si x = (x1, . . . , xn) definamos x′j = bj si
xj > bj , x

′
j = −bj si xj < −bj y xj = bj si −bj ≤ xj ≤ bj . Entonces, si x′ = (x′1, . . . , x

′
n)

definimos f(x) = f(x′). Por lo tanto, la función f queda definida, cuando x 6∈ J ,
y su valor corresponde al valor de f en un punto de frontera de J . De esta manera
garantizamos que f sea acotada y uniformemente continua en R

n.
Para x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) en I, definamos

1

hm
=

∫

I
(1 − ‖y‖2)m dy,

Km(x; y) = (1 − ‖x− y‖2)mhm,

gm(x) =

∫

I
Km(x; y)f(y) dy.

Puesto que
∑n

i=1 c
2
i ≤ 1

4 , tenemos que ‖x− y‖ ≤
( ∑n

i=1 4c2i
)1/2 ≤ 1, por lo cual

‖x− y‖2 ≤ 1. Esto nos garantiza que Km(x; y) ≥ 0 para cada x, y ∈ I. Es claro
que la sucesión de funciones gm son polinomios en las n variables x1, . . . , xn. Elegimos
δ menor que la mínima distancia entre el intervalo J y la frontera de I. Entonces
para cada x ∈ J , el conjunto Dδ(x) = {y ∈ R

n | ‖y − x‖ < δ} se encuentra en I. Si

C =
{
y ∈ R

n | ‖y‖ < 1/
√
mδ

}
tenemos para m suficientemente grande

1

hm
≥

∫

C
(1 − ‖y‖2)m dy ≥

∫

C

(
1 − 1

m

)m

dy = q1(m)−n/2

(
1 − 1

m

)m

,

en donde q1 es una constante positiva, pues el volumen de una hiperesfera de radio r en
R

n es proporcional a rn. También, como ĺım
m→∞

(1 + x/m)m = ex tenemos para alguna

constante q2,

1

hm
≥ q2m

−n/2. (2.8)
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Cuando x ∈ J y y ∈ I ∩C(Dδ(x)), ‖y − x‖ ≥ δ. Entonces

0 ≤ Km(x; y) ≤ (1 − δ2)mhm ≤ (1 − δ2)mmn/2q−1
2 ≤ q3m

−n (2.9)

para alguna constante q3.
Por (2.9), concluimos ĺım

m→∞
Km(x; y) = 0 uniformemente para x ∈ J y y ∈ I∩C(Dδ(x)).

Puesto que f es acotada tenemos que

ĺım
m→∞

∫

I∩C(Dδ(x))
Km(x; y)f(y) dy = 0,

uniformemente en J .
Sea R = {y ∈ R

n | ‖y‖ < δ}, y x ∈ J . Entonces
∫

Dδ(x)
Km(x; y) dy =

∫

Dδ(x)
(1 − ‖y − x‖2)mhm dy

=

∫

R
(1 − ‖y − x‖2)mhm dy

=

∫

I
(1 − ‖y − x‖2)mhm dy −

∫

I∩C(R)
(1 − ‖y − x‖2)mhm dy.

Luego,
∣∣∣∣∣

∫

Dδ(x)
Km(x; y) dy − 1

∣∣∣∣∣ ≤
∫

I∩C(R)
Km(0; y) dy ≤ q3m

−n | I| .

Esto último tiende a cero uniformemente en J . Hemos mostrado que la sucesión {Km(x; y)}
satisface las hipótesis del Teorema 2.8, por consiguiente la sucesión de polinomios gm

converge uniformemente a f en J .

Corolario 2.2. Si K(x, y) es simétrico y continuo en [a, b] × [a, b] entonces para cada
ε > 0 existe un polinomio simétrico P (x, y) tal que |K(x, y) − P (x, y)| < ε para x, y ∈
[a, b].

Demostración. Por el Teorema anterior, existe un polinomio

G(x, y) =

n∑

i,j=0

gijx
iyj,

tal que

|K(x, y) −G(x, y)| < ε.

Definamos

P (x, y) =
1

2

(
G(x, y) +G(y, x)

)
=

n∑

i,j=0

pijx
iyj,
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en donde

pij =
1

2

(
gij + gji

)
= pji.

Entonces

|K(x, y) − P (x, y)| =

∣∣∣∣K(x, y) − 1

2

(
G(x, y) +G(y, x)

)∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
2K(x, y) −G(x, y) −G(y, x)

2

∣∣∣∣

=
1

2

∣∣(K(x, y) −G(x, y)
)

+
(
K(x, y) −G(y, x)

)∣∣

≤ 1

2
|K(x, y) −G(x, y)| + 1

2
|K(y, x) −G(y, x)|

≤ ε

2
+
ε

2
= ε.

Esto prueba el resultado.

2.3. Espacios vectoriales completos

Recordemos que un espacio métrico se dice que es completo cuando toda sucesión de
Cauchy converge en dicho espacio. Esto aplica también para el caso de los espacios
vectoriales Euclidianos. Es sabido que el espacio R

n es completo y se puede verificar
que el espacio R no es completo. Un espacio vectorial Euclidiano completo se llama
espacio de Hilbert. El concepto de completez en un espacio vectorial involucra la noción
de norma, pero esta no necesita ser definida en términos de un producto interno como
en el caso de los espacios de Hilbert. Un espacio vectorial se dice que es normado si
podemos corresponder a cada elemento x ∈ V un número ‖ · ‖, la norma de x, con las
siguientes propiedades:

1. ‖x‖ ≥ 0.

2. ‖x‖ = 0 si y solo si x = 0.

3. ‖kx‖ = |k|‖x‖, para cada escalar k.

4. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖, para cada x, y ∈ V .

Un espacio normado completo se denomina espacio de Banach. Claramente, todo espacio
de Hilbert es un espacio de Banach pero el recíproco no es cierto. Aunque un espacio
normado no sea completo, se puede mostrar que todo espacio normado V puede ser
extendido de tal forma que su extensión sea un espacio normado completo H y tal
que V es denso en H. Esto lo enunciamos en el siguiente teorema, cuya demostración
omitimos.
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Teorema 2.10. Todo espacio normado V puede ser completado para formar un espacio
normado completo B, llamado el completo1 de V , tal que V es denso en B. Más aún,
si V es Euclidiano entonces V = B.

Los siguientes dos resultados para los espacios de Hilbert, no son ciertos en general para
espacios Euclidianos, ya que estos pueden no ser completos.

Teorema 2.11. Sea {xn} una sucesión ortonormal en un espacio de Hilbert H. En-

tonces x =
∞∑

n=1

anxn es un elemento de H si y solo si
∞∑

n=1

|an|2 < ∞, en cuyo caso

an = (x, xn).

Demostración. Para n > m tenemos
∥∥∥∥∥∥

n∑

j=1

ajxj −
m∑

j=1

ajxj

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥

n∑

j=m+1

ajxj

∥∥∥∥∥∥
=

n∑

j=m+1

| aj|2 ,

ya que la sucesión {xn} es ortonormal. Por lo tanto si

∞∑

j=1

| aj |2 es convergente, vemos

que la sucesión





n∑

j=1

ajxj



 es de Cauchy. Puesto que H es un espacio de Hilbert, toda

sucesión de Cauchy es convergente. Así,

x = ĺım
n→∞

n∑

j=1

ajxj ,

existe si y solo si

∞∑

j=1

| aj| < +∞. Si esto último es el caso, entonces

(x, xn) =

( ∞∑

j=1

ajxj , xn

)
=

∞∑

j=1

aj(xj , xn) = an.

Teorema 2.12. Sea {xn} una sucesión ortonormal en un espacio de Hilbert H. Si x
es el vector nulo siempre que (x, xn) = 0 para cada n, entonces la sucesión {xn} es
linealmente densa en H.

Demostración. Sea y un elemento de H. Por la desigualdad de Bessel tenemos

∞∑

n=1

| (y, xn)|2 ≤ ‖y‖2 < +∞.

1Ver pág. 129 de [5].
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Por lo tanto, por el Teorema 2.11,

∞∑

n=1

(y, xn)xn,

es un elemento de H. Por lo tanto, la ortonormalidad de la sucesión {xn} asegura que

(y −
∞∑

n=1

(y, xn)xn, xk) = 0, para todo k.

La hipótesis del teorema implica que

y −
∞∑

n=1

(y, xn)xn = 0.

Esto demuestra que la sucesión {xn} es linealmente densa en H.

Sabemos que todo espacio vectorial de dimensión finita n es isomorfo a R
n, lo cual

significa que podemos representar los elementos de cualquier espacio de dimensión finita
como una enúpla ordenada de números reales. Veremos si en el caso de los espacios de
dimensión infinita también es posible.

Teorema 2.13. Si H es un espacio de Hilbert real (o complejo) y si existe una sucesión
{xn}, n = 1, 2, . . ., de vectores ortonormales en H, la cual es linealmente densa en
H, entonces existe una correspondencia uno a uno entre los elementos de H y R

∞ (ó
C
∞), la cual preserva las operaciones de adición, multiplicación por escalares y producto

interno.

Demostración. Consideramos solo el caso en el que H es un espacio de Hilbert sobre
R. Por los Teoremas 2.3 y 2.11, todo elemento de H puede ser expresado de forma única
como

x =

∞∑

i=1

aixi,

∞∑

i=1

| ai|2 < +∞, con ai = (x, xi).

Definamos entonces la transformación

T : H −→ R
∞

x 7→ [a1, a2, . . .].

Veamos que esta transformación es lineal. Sean α, β ∈ R, x, y ∈ H. Entonces, si

x =
∞∑

i=1

aixi, y =
∞∑

i=1

bixi,
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tenemos

αx+ βy =

∞∑

i=1

(αai + βbi)xi.

Por lo tanto,

T (αx+ βy) = [αa1 + βb1, αa2 + βb2, . . .]

= [αa1, αa2, . . .] + [βb1, βb2, . . .]

= α[a1, a2, . . .] + β[b1, b2, . . .]

= αT (x) + βT (y).

Esto prueba que la transformación T es lineal. Para ver que es uno a uno, sean x, y ∈ H
tales que T (x) = T (y) entonces

[a1, a2, . . .] = [b1, b2, . . .].

Luego ai = bi para cada i, es decir, (x, xi) = (y, xi) para cada i. Como la sucesión
{xn} es linealmente densa en H, por el Teorema 2.4 tenemos x = y. Esto prueba que

la transformación es uno a uno. Ahora, si [u1, u2, . . .] ∈ R
∞ entonces

∞∑

i=1

|ui|2 < +∞

y por el Teorema 2.11 concluimos que u =
∞∑

i=1

uixi es un elemento de H. Es claro que

T (u) = [u1, u2, . . .], por lo cual la transformación T es sobreyectiva. Solo nos falta ver
que T preserva el producto interno. Sean x, y ∈ H, entonces

(x, y) =

( ∞∑

i=1

aixi,

∞∑

i=1

bixi

)
=

∞∑

i,j=1

aibj(xi, xj) =

∞∑

i=1

aibi,

en donde hemos utilizado el hecho de que la sucesión {xn} es ortonormal. Por consigu-
iente,

(T (x), T (y)) = ([a1, a2, . . .], [b1, b2, . . .]) =
∞∑

i=1

aibi = (x, y).

Teorema 2.14. Toda transformación lineal acotada L definida sobre un espacio vec-
torial normado V en otro espacio normado V1 puede ser únicamente extendida sobre
el completo, B, de V tal que esta continúa siendo lineal y acotada. La norma de la
extensión es la misma que la de L y el recorrido es el completo de V1, B1.

Demostración. Definimos la extensión de L, L̃, como sigue:

L̃x =

{
Lx si x ∈ V,

ĺım
n→∞

Lxn si x ∈ B,
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siendo (xn) una sucesión en V tal que xn → x. En primer lugar debemos garantizar que
este límite existe. Puesto que xn → x, la sucesión (xn) es una sucesión de Cauchy. Por
definición de transformación acotada, tenemos

‖Lxn − Lxm‖ ≤ ‖L‖ ‖xn − xm‖ .

Por lo tanto, la sucesión (Lxn) es de Cauchy en V1, y esto garantiza la convergencia de
esta sucesión a z ∈ B1, el completo de V1.
Veamos que la transformación L̃ esta bien definida. Si x ∈ V , el resultado es claro.
Supongamos pues que x ∈ B pero no en V , y sea (yn) otra sucesión en V que converge
a x, entonces como L es acotada tenemos

‖Lyn − z‖ ≤ ‖Lyn − Lxn‖ + ‖Lxn − z‖ ≤ ‖L‖ ‖yn − xn‖ + ‖Lxn − z‖ .

Esto prueba que

ĺım
n→∞

Lxn = ĺım
n→∞

Lyn = z.

Por lo tanto, la transformación L̃ esta bien definida. Es claro de esta definición que L̃
es lineal. Veamos que esta transformación es acotada. Puesto que,

‖Lxn‖ ≤ ‖L‖ ‖xn‖ ,

se sigue que

∥∥∥L̃x
∥∥∥ ≤ ‖L‖ ‖x‖ .

Por último, probemos la unicidad de esta extensión. Sea M una transformación lineal
acotada en B que coincide con L en V . Si x ∈ B, y (xn) es una sucesión en V tal que
xn → x, por la continuidad de L y M tenemos

L̃x = ĺım
n→∞

Lxn = ĺım
n→∞

Mxn = M̃x.

Recordemos que toda transformación lineal definida entre dos espacios vectoriales de
dimensión finita puede ser representada por medio de una matriz, la matriz de transfor-
mación. De igual forma podemos hacer lo mismo en el caso de los espacios vectoriales de
dimensión infinita mediante una matriz infinita. Sea V un espacio de dimensión infinita
y supongamos que V tiene una base ortonormal {xn}. Para cada i, tenemos que

Txi =

∞∑

j=1

tjixj.

Definamos la correspondencia

T ∼ [tij](x), tji = (Txi, xj). (2.10)
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Así pues, asociamos a toda transformación lineal una matriz infinita por medio de (2.10),
pero no se sigue, como en el caso de los espacios de dimensión finita, que toda matriz
infinita defina una transformación lineal. Es decir, dada una matriz [tij ], puede que no
exista una transformación lineal T tal que (Tfi, fj) = tji, para alguna base fi de V . El
siguiente teorema nos da una condición para que esto sea cierto.

Teorema 2.15. Sea {xn} una base ortonormal en un espacio de Hilbert H. La trans-
formación (2.10) define una correspondencia uno a uno entre las clases de todos los
operadores lineales acotados de H a H y la clase de todas las matrices infinitas [tij ] con
la propiedad

∞∑

j=1

∣∣∣∣
∞∑

i=1

tijbi

∣∣∣∣
2

≤ k

∞∑

i=1

| bi|2, (2.11)

para alguna constante k y para toda sucesión {bi} tal que

∞∑

i=1

| bi|2 < +∞.

Demostración. Si T es un operador lineal acotado y

∞∑

i=1

| bi|2 < +∞, entonces por el

Teorema 2.11, y =

∞∑

i=1

bixi es un elemento de H , y por el Teorema 2.1 tenemos

(Ty, xj) =

(
T

∞∑

i=1

bixi, xj

)
=

∞∑

i=1

bi(Txi, xj) =

∞∑

i=1

bitji.

Por la parte (3) del Teorema 2.2, podemos escribir

∞∑

j=1

| (Ty, xj)|2 =
∞∑

j=1

∣∣∣∣∣

∞∑

i=1

bitji

∣∣∣∣∣

2

= ‖Ty‖2

≤ ‖T‖2 ‖y‖2

= ‖T‖2
∞∑

i=1

| bi|2,

lo cual prueba (2.11) con k = ‖T‖2. Recíprocamente, supongamos que (2.11) es válida.
Para m fijo, sea bi = δim. Entonces por la ecuación (2.11) tenemos que

∞∑

j=1

| tjm|2 ≤ k, m = 1, 2, . . .
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Por el Teorema 2.11 concluimos que
∞∑

j=1

tjmxj ∈ H.

Introducimos el operador T definido como

Txm =
∞∑

j=1

tjmxj ,

T

( N∑

j=1

ajxj

)
=

N∑

j=1

ajTxj.

Esto definirá un operador T sobre el espacio S generado por {xj}. Luego,

(Txm, xi) =

( ∞∑

i=1

tjmxj, xi

)
= tim. (2.12)

Si y =

N∑

j=1

ajxj , tenemos

Ty =

N∑

j=1

ajTxj =

N∑

j=1

aj

∞∑

i=1

tijxi =

∞∑

i=1

N∑

j=1

ajtijxi.

Por lo tanto,

‖Ty‖2 =

∞∑

i=1

∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1

tijaj

∣∣∣∣∣∣

2

≤ k

N∑

j=1

| aj|2 = k ‖y‖2 .

Lo cual muestra que la transformación es acotada en S, y puesto que S es denso en H
(por el Teorema 2.12), por el Teorema 2.14 T puede ser extendida con la misma cota a
H. Veamos que T es la única transformación acotada de H a H con la propiedad (2.12).
Sea L otro operador acotado en H tal que

(Lxm, xi) = (Txm, xi), i,m = 1, 2, . . .

Luego, por el Teorema 2.4 Txm = Lxm para cada m. Por lo tanto si z =
∞∑

i=1

dixi ∈ H,

entonces por el Teorema 2.1 que

Lz =
∞∑

i=1

diLxi =
∞∑

i=1

diTxi = Tz.
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Teorema 2.16. La clase de operadores lineales de E a E acotados en un espacio vecto-
rial Euclidiano, es un espacio vectorial. Si k es un escalar y [T ] y [S] son las representa-
ciones matriciales, con respecto a una base ortonormal {xn}, de los operadores acotados
T y S, entonces las representaciones matriciales de kT , T +S y TS son k[T ], [T ] + [S]

y [T ][S] respectivamente. Si y =
∞∑

i=1

bixi esta en E y [T ] = [tij ](x) ∼ T , entonces Ty

tiene la representación [tij ][bi].

Demostración. Sean [T ] = [tij], [S] = [sij] las representaciones matriciales de las trans-
formaciones T y S respectivamente. Esto significa que

Txi =

∞∑

j=1

tjixj, tji = (Txi, xj), Sxi =

∞∑

j=1

sjixj , sji = (Sxi, xj).

Por lo tanto,

(T + S)xi =
∞∑

j=1

(tji + sji)xj , tji + sji = ((T + S)xi, xj).

Esto prueba que la representación matricial de la transformación T + S es la matriz
[tij + sij] = [T ] + [S]. De forma similar se verifica que la representación matricial de la
transformación kT es k[T ]. Veamos que la transformación TS tiene la representación
matricial [T ][S]. La matriz de transformación de TS viene dada por [uij] donde uji =
(TSxi, xj). Ahora bien,

uji = (TSxi, xj) = (T (Sxi), xj) =

(
T

( ∞∑

m=1

smixm

)
, xj

)
=

( ∞∑

m=1

smiTxm, xj

)

=

∞∑

m=1

smi(Txm, xj) =

∞∑

m=1

smitjm.

Por lo tanto, [uji] =

[ ∞∑

m=1

smitjm

]
= [T ][S].

Finalmente, si y =

∞∑

i=1

bixi, tenemos que

Ty =

∞∑

i=1

biTxi =

∞∑

i=1

bi

∞∑

j=1

tjixj =

∞∑

j=1

( ∞∑

i=1

tjibi

)
xj.

Luego, la representación matricial de Ty es

[ ∞∑

i=1

tjibi

]
, es decir [tij ][bi], lo que demuestra

la afirmación.
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Capítulo 3

Operadores diferenciales

Empezaremos a estudiar los problemas de valor en la frontera utilizando las herramientas
que hasta aquí hemos visto. Solo nos limitamos a considerar problemas de valor en la
frontera del intervalo [0, 1], pues el caso general de un intervalo [a, b], se reduce a ser
considerado en el intervalo [0, 1], mediante el cambio de variable t = a + (b − a)u,
con u ∈ [0, 1]. Por lo tanto, el problema (1), considerado en la introducción de esta
monografía, se resolverá en el intervalo [0, 1]. Un problema de valor en la frontera típico
para ecuaciones diferenciales ordinarias puede ser escrito en la forma Lu = f , donde L
es un operador diferencial lineal ordinario, u es una función desconocida la cual debe
satisfacer esta ecuación y las condiciones de frontera impuestas, y f es una función
conocida. El método general que ya hemos desarrollado para operadores lineales nos
sugiere que una forma de determinar la función u sería encontrar el operador el cual
es inverso a L. Es decir, encontrar un operador H tal que LH = HL = I, el operador
identidad. En el caso en que tal operador exista y pueda ser escrito en forma de operador
integral, el núcleo de este operador es conocido como la función de Green del operador
L.

3.1. El inverso de un operador diferencial

Para fijar ideas supongamos que L un operador lineal diferencial ordinario actuando
sobre un espacio de funciones dado. Denotamos el operador inverso de L por L−1 y el
cual satisface LL−1 = L−1L = I. Deseamos encontrar el inverso del operador diferencial
L, para ello suponemos que L−1 es un operador integral con núcleo K(x, t), es decir,

L−1u(x) =

∫
K(x, t)u(t) dt.

Aplicando en ambos miembros de esta última ecuación el operador L, y suponiendo la
validez de este resultado, tenemos que

u(x) = Iu(x) = LL−1u(x) = L
∫
K(x, t)u(t) dt,
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y como L es un operador lineal en la variable x debemos tener

u(x) =

∫
LK(x, t)u(t) dt. (3.1)

Si hacemos LK(x, t) = g(x, t) entonces

u(x) =

∫
g(x, t)u(t) dt.

Continuando con la búsqueda de condiciones para la validez de este resultado, supong-
amos que la función u es continua y que u(t) 6= 0 para cada t. Sea x = x0 fijo, entonces

u(x0) =

∫
g(x0, t)u(t) dt.

Derivando respecto a t, encontramos que 0 = g(x0, t)u(t), para t 6= x0, entonces
g(x0, t) = 0. Puesto que x0 fue fijado arbitrariamente, tenemos que g(x, t) debe ser
cero cuando x 6= t y cuando x = t, la integral del lado derecho debe reducirse a u(x).
Para que esta afirmación sea siempre válida, la función g(x, t) no puede ser una fun-
ción en el sentido usual, porque puede probarse que no hay una función ordinaria que
cumpla con esta condición. Sin embargo, esta dificultad puede arreglarse introduciendo
la función delta de Dirac1; aunque, como lo veremos después, esta función no es una
función ordinaria. Escribamos g(x, t) = δ(x− t). Por lo tanto,

u(x) =

∫
δ(x− t)u(t) dt, (3.2)

en donde δ(x) = 0 si x 6= 0. No sabemos aún qué significa lo que hemos llamado
función delta de Dirac, así que para comprender mejor este concepto, hacemos una
breve introducción a la teoría de las distribuciones.

3.2. Introducción a las distribuciones

Como ya hemos visto, el problema de invertir un operador diferencial dado se reduce a
encontrar una función g(x, t) tal que para cada función continua u(x) tengamos

u(x) =

∫
g(x, t)u(t) dt.

También es claro que la continuidad de u(x) nos permite demostrar que g(x, t) = 0 si
x 6= t, y cuando x = t, entonces el valor de esta integral debe ser precisamente u(x). En
el sentido usual, no existe una función que cumpla estas condiciones. No obstante, existe
una función que sí cumple estas condiciones. Fue Dirac él que introdujo esta función
en Los Principios de la Mecánica Cuántica, la cual se convirtió en la célebre función

1Ver pág. 391 de [4].
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delta de Dirac. Tiempo después, Schwartz en su libro Théorie des Distributions definió
rigurosamente esta función como una función generalizada o distribución.
La función delta de Dirac, δ(x), aparece de manera natural en la física matemática
y se puede mostrar usando argumentos físicos que esta función cumple las siguientes
propiedades:

(1) δ(x) = 0 cuando x 6= 0.

(2) Si x = 0, δ(x) no esta definida.

(3)

∫ ∞

−∞
δ(x) dx = 1.

De estas propiedades se deduce que δ(x) no es una función en el sentido usual. No
obstante, estas condiciones si se cumplen cuando en lugar de funciones hablamos de
distribuciones. Por ejemplo, como el símbolo δ(x − t) no es una función en el sentido
usual no podemos asegurar que (3.1) implique (3.2). La teoría de las distribuciones sí
nos permite asegurar que este es el caso.
Comenzamos nuestra introducción con algunas definiciones.

Definición 3.1 (Soporte de una función). Sean X ⊂ R, f : X → R una función. El
soporte de f , denotado por sop(f), es la clausura del conjunto de puntos en donde f no
se anula. Esto es,

sop(f) = {x ∈ X : f(x) 6= 0}.

Diremos también que f tiene soporte compacto si sop(f) es un conjunto compacto.

Definición 3.2 (Función de prueba). Una función de prueba es una función de clase
C∞ que se anula fuera de algún intervalo finito.

Ejemplo 3.1. La función definida como

φ(x) =

{
e
− 1

x2
1

(1−x)2 si x ∈ (0, 1),

0 si x 6∈ (0, 1),

es una función de prueba.

Sea K el conjunto de todas las funciones de prueba. Si φ ∈ K , entonces φ tiene
soporte compacto. En efecto, como φ ∈ K entonces existe un intervalo finito, digamos
(a, b), tal que φ(x) = 0 para cada x 6∈ (a, b). Luego, si X es el dominio de φ entonces
{x ∈ X : φ(x) 6= 0} ⊂ (a, b). De esto, sop(φ) ⊂ [a, b]. Así, sop(φ) es acotado y por lo
tanto compacto. Denotamos C∞

0 el conjunto de las funciones de clase C∞ que tienen
soporte compacto. Podemos resumir nuestra observación hecha anteriormente diciendo
que K ⊂ C∞

0 . Es fácil probar que K es un espacio vectorial sobre F , siendo F = R ó
F = C.
En K introducimos ahora una noción de convergencia.
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Definición 3.3 (Convergencia en K ). Decimos que la sucesión {φn(x)} en K converge
a la función φ(x) ∈ K si las siguientes condiciones se cumplen:

(1) Existe un intervalo [a, b] tal que para cada n ∈ N tenemos φn(x) = 0 y φ(x) = 0
para cada x 6∈ [a, b].

(2) Para cada k ∈ N tenemos que φ
(k)
n (x) → φ(k)(x) uniformemente en [a, b].

Para notar esto, escribiremos φn(x) → φ(x) en K .

Definición 3.4. Dado un funcional F en K , diremos que F es continuo si para cada
sucesión φn(x) → φ(x) en K tenemos que F (φn(x)) → F (φ(x)).

Definición 3.5 (Distribución). Dado un funcional F en K , diremos que F es una
distribución si F es continuo.

Ejemplo 3.2. Sea F : K → C definido por F (φ) = φ′(0). Verificar que F es una
distribución.

Solución. Claramente F es un funcional en K . Veamos que F es continuo. Supong-
amos que φn(x) → φ(x) en K . Entonces φn(x) → φ(x) uniformemente en algún interva-
lo [a, b]. Por lo tanto, φ′n(x) → φ′(x) uniformemente en [a, b]. Sin perdida de generalidad
podemos suponer que el intervalo contiene el punto x = 0. Entonces φ′n(0) → φ′(0), o
lo que es lo mismo que F (φn(x)) → F (φ(x)). Luego F es continuo y por lo tanto es una
distribución.

Antes de definir la función delta de Dirac, introducimos un producto interno en el
espacio K . Dados φ,ψ ∈ K definimos

(φ,ψ) =

∫ ∞

−∞
φ(x)ψ(x) dx.

La razón por la cual se introduce este producto interno en K , es por el hecho de que
algunas distribuciones pueden escribirse en términos de la notación introducida antes.

Ejemplo 3.3. La distribución definida por

F (φ) =

∫ 1

0
φ(x) dx,

se puede escribir como

F (φ) =

∫ ∞

−∞
χ[0,1](x)φ(x)dx = (χ[0,1](x), φ(x)).

La función delta de Dirac se definirá en términos de la notación de producto interno
que introducimos anteriormente.
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Definición 3.6 (Función delta de Dirac). La función delta de Dirac se define como
aquella distribución tal que

(δ(x − x0), φ(x)) := φ(x0). (3.3)

Con esta definición se puede verificar que
∫
φ(x)δ(x − a)dx = φ(a), (3.4)

∫
φ(x)δ′(x− a)dx = −φ′(a). (3.5)

siempre que a se encuentre en el interior del intervalo de integración.
Por la definición de producto interno en el espacio K , la ecuación (3.3) puede escribirse
como

∫ ∞

−∞
δ(x− x0)ψ(x)dx = φ(x0). (3.6)

Cuando un funcional F puede escribirse en la forma F (φ) = (s(x), φ), para alguna
función s(x), diremos que tal función es una función simbólica.

Definición 3.7 (Función simbólica). Una función s(x) se llama simbólica cuando existe
un funcional F de K a C tal que

F (φ) =

∫ ∞

−∞
s(x)φ(x) dx,

para toda φ ∈ K .

Observación 3.1. Si f es integrable, entonces el funcional

F (φ) =

∫ ∞

−∞
f(x)φ(x) dx,

es continuo, y por lo tanto es una distribución. De ello, toda función integrable es
simbólica. El recíproco de esta afirmación es falso, ya que por ejemplo la función δ(x)
no es integrable en el sentido usual. Se puede mostrar que las funciones simbólicas pueden
ser tratadas como si fuesen funciones en el sentido usual. Una ecuación que involucre
funciones simbólicas debe ser interpretada en el sentido de que cuando se multiplica
la ecuación por una función de prueba arbitraria y luego se integra en (−∞,∞), el
resultado es correcto y los términos de la nueva ecuación son escalares.

Dado un operador diferencial L y la ecuación diferencial Lu = f , vimos que la solución
de este problema se reduce a encontrar una función tal que Lg(x, t) = δ(x − t). Clara-
mente, la función g(x, t) no puede ser una función en el sentido usual. En realidad, se
podrá ver que la función g(x, t) es una función simbólica por lo que al aplicar el oper-
ador L a la función g(x, t), se obtiene una función simbólica. Cuando definimos función
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simbólica, lo hicimos en términos de funciones ordinarias. ¿Porqué no hacerlo de igual
forma para definir la derivada de una función simbólica? Es claro que esta definición se
debe cumplir para funciones ordinarias. Si f es una función de clase C1 entonces para
cada φ ∈ K tenemos

∫ ∞

−∞
f ′(x)φ(x)dx = −

∫ ∞

−∞
f(x)φ′(x) dx.

Esto nos da motivos para dar la siguiente definición.

Definición 3.8 (Derivada de una función simbólica). Dada una función simbólica s(x),
diremos que s′(x) es la derivada de s(x), si para cada φ ∈ K tenemos

∫ ∞

−∞
s′(x)φ(x)dx = −

∫ ∞

−∞
s(x)φ′(x) dx.

Ejemplo 3.4. Determinar la derivada simbólica de la función δ(x).

Solución. Sea φ ∈ K entonces

∫ ∞

−∞
δ′(x)φ(x)dx = −

∫ ∞

−∞
δ(x)φ′(x)dx = −φ′(0).

Esto significa que la derivada simbólica de la función δ(x) origina el funcional en K

que asigna a cada φ ∈ K , el valor −φ′(0).

Ejemplo 3.5. Determinar la derivada simbólica de la función f(x) = |x|.
Solución. Sea φ ∈ K entonces tenemos

∫ ∞

−∞
|x|′φ(x) dx = −

∫ ∞

−∞
|x|φ′(x) dx = −

∫ 0

−∞
(−x)φ′(x) dx −

∫ ∞

0
xφ′(x) dx

= −
∫ 0

−∞
φ(x) dx +

∫ ∞

0
φ(x) dx =

∫ ∞

−∞
sgn(x)φ(x) dx.

De aquí que |x|′ = sgn(x), en donde la función signo está definida como

sgn(x) =





−1 si x < 0,

0 si x = 0,

1 si x > 0.

Ejemplo 3.6. Probar que f(x)δ′(x) = f(0)δ′(x) − f ′(0)δ(x).

Solución. Sea φ ∈ K . Entonces

∫ ∞

−∞
f(x)δ′(x)φ(x) dx = −

∫ ∞

−∞
(f(x)φ(x))′δ(x) dx.
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Utilizando las reglas usuales de derivación encontramos que

∫ ∞

−∞
f(x)δ′(x)φ(x)dx = −f(0)φ′(0) − f ′(0)φ(0). (3.7)

Apelamos ahora a las siguientes igualdades:

∫ ∞

−∞
f(0)φ′(x)δ(x)dx = f(0)φ′(0),

∫ ∞

−∞
f ′(0)φ(x)δ(x)dx = f ′(0)φ(0).

De la primera igualdad se sigue que

∫ ∞

−∞
f(0)φ(x)δ′(x)dx = −f(0)φ′(0).

Sustituyendo estas igualdades en (3.7) se obtiene

∫ ∞

−∞
f(x)δ′(x)φ(x) dx =

∫ ∞

−∞
(f(0)δ′(x) − f ′(0)δ(x))φ(x) dx.

Por lo tanto,

f(x)δ′(x) = f(0)δ′(x) − f ′(0)δ(x).

Continuando con el problema inicial, sean φ,ψ ∈ K y L un operador diferencial dado.
Consideremos la ecuación Lφ = ψ. Si suponemos que L−1 existe y tiene la forma de un
operador integral con núcleo K entonces L−1φ(x) =

∫
K(x, t)φ(t) dt. Luego,

φ(x) = LL−1φ(x) =

∫
LK(x, t)φ(t) dt =

∫
δ(x − t)φ(t) dt.

De aquí, LK(x, t) = δ(x − t). Por supuesto que estas igualdades deben ser entendidas
en el contexto de las funciones simbólicas.

3.3. El adjunto de un operador diferencial

Un operador diferencial de segundo orden es aquel que tiene la forma

L = a(x)
d2

dx2
+ b(x)

d

dx
+ c(x),

donde a, b y c son funciones de x continuas. Consideramos el conjunto L2[0, 1] de to-
das las funciones reales definidas en [0, 1] que son cuadrado integrable en [0, 1] (según
Lebesgue para asegurar la completitud del espacio) o equivalentemente, tales que∫ 1
0 |u(x)|2 dx < +∞. Este conjunto es un espacio vectorial sobre R con las operaciones
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usuales de suma de funciones y multiplicación de un escalar por una función. Como
es natural, introducimos un producto interno en este conjunto. Dados u, v ∈ L2[0, 1],
definimos (u, v) =

∫ 1
0 u(x)v(x) dx. Dado un operador diferencial L restringimos nuestro

espacio con la convención de que Lu ∈ L2[0, 1] siempre que u ∈ L2[0, 1]. Consideramos
también condiciones de frontera para nuestro operador diferencial L. Tomamos nuestras
condiciones de frontera como sigue:

B1(u) := a10u(0) + a11u
′(0) + b10u(1) + b11u

′(1) = 0, (3.8)

B2(u) := a20u(0) + a21u
′(0) + b20u(1) + b21u

′(1) = 0, (3.9)

donde aij , bij son constantes dadas. De las ecuaciones (3.8) y (3.9) se presentan dos
casos que serán de interés para nosotros.

Definición 3.9 (Condiciones de frontera no mixtas y periódicas). Se dice que las condi-
ciones de frontera asociadas a un operador diferencial son:

• no mixtas, si estas condiciones solo involucran la derivada de la función en 0 ó 1,
pero no en ambos. Un típico ejemplo de este tipo de condiciones es

au(0) + bu′(0) = 0;

• periódicas si estas condiciones tienen la forma

u(0) = u(1); u′(0) = u′(1).

Con estas convenciones, definiremos el dominio de un operador diferencial L como el
conjunto de las funciones u ∈ L2[0, 1] las cuales tienen segunda derivada continua a
trozos y que satisface las condiciones (3.8) y (3.9).

Ya sabiendo en donde actúa un operador diferencial, procedemos como en el caso de los
operadores integrales definiendo un nuevo operador partiendo de uno ya dado. Cuando
definíamos el adjunto de un operador integral K, lo definimos como aquel que cumple
la condición (Kf, g) = (f,K∗g); podríamos entonces pensar en definir el adjunto de un
operador diferencial mediante la ecuación

(Lu, v) = (u,L∗v).

Para fijar estas ideas consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.7. Sea L = d
dx sobre el espacio generado por las funciones de L2[0, 1] tales

que v(0) = 2v(1). Entonces

(Lu, v) =

∫ 1

0
u′(x)v(x) dx = u(1)v(1) − u(0)v(0) −

∫ 1

0
u(x)v′(x) dx

= u(1)v(1) − u(0)v(0) + (u,L∗v).
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en donde L∗ = − d
dx . Teniendo en cuenta que v(0) = 2v(1), podemos escribir

(Lu, v) = v(1)[u(1) − 2u(0)] + (u,L∗v).

Si aceptamos que (Lu, v) = (u,L∗v), debemos tener que u(1) = 2u(0). Por lo tanto, el
operador cumplirá la condición (Lu, v) = (u,L∗v), siempre que u(1) = 2u(0).

Este ejemplo nos motiva entonces a dar la siguiente definición.

Definición 3.10. Sea L un operador diferencial dado actuando sobre un subespacio M
de L2[0, 1].

• El adjunto formal de L, L∗, es el operador diferencial tal que (Lu, v) = (u,L∗v),
para todo u, v ∈M .

• El operador es llamado formalmente autoadjunto si L = L∗

• Si el operador es formalmente autoadjunto, y además el espacio en donde actúan
ambos operadores es el mismo, diremos que el operador es autoadjunto.

Inicialmente habíamos considerado el operador

Lu = a(x)
d2u

dx2
+ b(x)

du

dx
+ c(x)u,

para el puede comprobarse que su adjunto esta dado como

L∗v =
d2

dx2
(av) − d

dx
(bv) + c(x)v.

Con un poco más de esfuerzo puede probarse que si J(u, v) = avu′ − u(av)′ + buv,
llamada la conjunción de las funciones u y v, entonces para cada α, β ∈ R tenemos

∫ β

α
(vLu− uL∗v)dx = J(u, v)

∣∣∣∣
β

α

.

Ejemplo 3.8. Sea L el operador diferencial definido por

Lu(x) = − 1

w(x)
(p(x)u′(x))′ + q(x)u(x),

en donde w(x) > 0. Mostrar que L es formalmente autoadjunto, si el producto escalar
se toma como

(u, v) =

∫ 1

0
u(x)v(x)w(x) dx.
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Solución. Aplicando dos veces integración por partes obtenemos

(Lu, v) =

∫ 1

0
Lu(x)v(x)w(x) dx

=

∫ 1

0
v(x)

(
− 1

w(x)
(p(x)u′(x))′ + q(x)u(x)

)
w(x) dx

=

∫ 1

0
−(p(x)u′(x))′v(x) + q(x)u(x)v(x)w(x) dx

=

∫ 1

0
q(x)u(x)v(x)w(x) dx +

[
− p(x)u′(x)v(x)

]1

0

−
∫ 1

0
(−p(x)u′(x))v′(x) dx

=

∫ 1

0
q(x)u(x)v(x)w(x) dx +

[
− p(x)u′(x)v(x)

]1

0

−
[
− p(x)u(x)v′(x)

]1

0

+

∫ 1

0
−(p(x)v′(x))′u(x) dx

=

[
− p(x)(u′(x)v(x) − u(x)v′(x))

]1

0

+

∫ 1

0
u(x)

(
− 1

w(x)
(p(x)v′(x))′ + q(x)v(x)

)
w(x) dx

=

[
− p(x)(u′(x)v(x) − u(x)v′(x))

]1

0

+ (u,L∗v).

Luego, L = L∗ y así vemos el operador es formalmente autoadjunto. Note que el oper-
ador será autoadjunto si

[
− p(x)(u′(x)v(x) − u(x)v′(x))

]1

0

= 0.

Veamos ahora algunos resultados que relacionan las soluciones de las ecuaciones Lu = 0
y L∗u = 0.

Teorema 3.1. Si u es solución de Lu = 0 y si v es solución de L∗v = 0, J(u, v) es
constante.

Demostración. Por definición de J(u, v) tenemos,

J(u, v) =

∫ β

α
(vLu− vL∗u) dx = 0.

Luego, el valor de J(u, v) en x = α y x = β debe ser el mismo para α y β arbitrarios,
así J(u, v) es constante.

Corolario 3.1. Sea L formalmente autoadjunto. Si u1 y u2 son soluciones de Lu = 0,
entonces J(u1, u2) es una constante cuyo valor depende de u1 y u2.
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Demostración. Como L es autoadjunto, tenemos L = L∗. Así u1 es solución de Lu =
0, y u2 es solución de L∗u = 0. El resultado se sigue inmediatamente del teorema
anterior.

Corolario 3.2. Sea L es formalmente autoadjunto. Si u1 y u2 son soluciones de Lu = 0
y si J(u1, u2) = 0 para algún valor x tal que p(x) 6= 0, entonces u1 y u2 son linealmente
dependientes.

Demostración. Por el Corolario anterior, J(u1, u2) = 0 para cada x. Además, puesto
que L es formalmente autoadjunto, L debe tener la forma

Lu = (pu′)′ + qu.

Por lo tanto

J(u1, u2) = pu1u
′
2 − u2(pu1)

′ + p′u1u2 = p(u1u
′
2 − u′1u2) = 0,

y como p(x) 6= 0 tenemos

u1u
′
2 − u′1u2 = 0.

Esto implica que

u1u
′
2 − u′1u2

u2
2

= 0.

Integrando esta ecuación encontramos que (u1/u2) es constante para cada x, lo cual
prueba que u1 y u2 son linealmente dependientes.

3.4. Problemas no homogéneos y operadores simbólicos

Aplicaremos ahora lo que hemos visto a problemas de valor en la frontera no homogé-
neos. Un problema de valor en la frontera no homogéneo tiene la forma

Lu = f, u(0) = c, u(1) = d, (3.10)

en donde L es un operador diferencial dado, c y d son constantes dadas y f es una
función conocida. Una forma de atacar este problema es escribir u = u1 + u2 donde u1

y u2 son dos funciones tales que

Lu1 = f, u1(0) = 0, u1(1) = 0,

y

Lu2 = 0, u2(0) = c, u2(1) = d.
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Para aplicar esta idea será necesario extender las ideas que tenemos sobre operadores
diferenciales como lo hicimos al extender la noción de derivada de una función sim-
bólica. Esto se debe a que podemos encontrar funciones u que no están en el dominio
del operador diferencial L. Para fijar ideas, supongamos que el dominio del operador
diferencial L es M , y denotemos el adjunto de este operador por L∗, el cual tendrá por
dominio, M∗. Convenimos en que las funciones de M∗ son las funciones de prueba para
el operador L. Consideremos una función w que no este en M . Observemos que si v
es una función de prueba para L, (L∗v,w) esta definido. Por definición del operador
adjunto de L, tenemos que

(L∗v,w) = (v,Lw). (3.11)

Esto nos permite definir la función simbólica Lw. Para entender mejor estas ideas,
consideremos el operador diferencial

Lu(x) = a(x)
d2u

dx2
+ b(x)

du

dx
+ c(x)u(x),

y como ya hemos visto el operador adjunto de L es

L∗u(x) =
d2

dx2
(au) − d

dx
(bu) + c(x)u(x).

Definiremos entonces Lv cuando v no se encuentra en el dominio del operador, pues es
posible que la función v no se encuentre en el dominio de L pero si en el dominio de L∗.
Para ello, tomemos el dominio del operador adjunto como el conjunto de las funciones
u de L2[0, 1] tales que u(0) = u(1) = 0. Sea v una función de prueba para el operador
L. Entonces

(Lu, v) = (u,L∗v) =

∫ 1

0
u

[
d2

dx2
(av) − d

dx
(bv) + c(x)v

]
dx.

De aquí obtenemos, después de haber aplicado integración por partes,

(Lu, v) = u(1)a(1)v′(1) − u(0)a(0)v′(0) +

∫ 1

0
[au′′ + bu′ + cu]v dx.

Podemos escribir esta última igualdad más reducida utilizando las propiedades de la
función delta de Dirac. Esto nos da

(Lu, v) =

∫ 1

0
[au′′ + bu′ + cu− u(1)a(1)δ′(x− 1) + u(0)a(0)δ′(x)]v dx.

Por lo tanto

Lu(x) = a(x)u′′(x) + b(x)u′(x) + c(x)u(x)

− a(1)u(1)δ′(x− 1) + a(0)u(0)δ′(x). (3.12)
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Por lo tanto, el problema (3.10) es equivalente a encontrar funciones u1(x) y u2(x) tales
que

u1(x) = f(x), u1(0) = u1(1) = 0,

u2(x) = −a(1)dδ′(x− 1) + a(0)cδ′(x).

Ejemplo 3.9. Resolver el problema

u′′(x) = f(x), u(0) = c, u(1) = d,

siendo c y d constantes dadas y f una función en L2[0, 1].

Solución. En este caso Lu = d2u
dx2 y a(x) = 1 para cada x. Este operador es formalmente

autoadjunto, lo que significa que L = L∗. Por lo tanto por la ecuación (3.12), el problema
se transforma en

Lu = f(x) − dδ′(x− 1) + cδ′(x).

Escribiremos la solución u en la forma u1 +u2, en donde u1 satisface la ecuación Lu1 =
f(x) con las condiciones de frontera u1(0) = u1(1) = 0, y u2 satisface la ecuación Lu2 =
−dδ′(x− 1) + cδ′(x). Para la primera ecuación, sea g(x, t) = (x− t)H(x− t)− x(1− t),
en donde H(x) denota la función de Heaviside, x ≥ 0 y t ≤ 1. Entonces la solución de
Lu = f(x) con las condiciones de frontera u(0) = u(1) = 0, es

u1(x) =

∫ 1

0
g(x, t)f(t) dt =

∫ x

0
(x− t)f(t) dt− x

∫ 1

0
(1 − t)f(t) dt.

Verificamos esta afirmación primero observando que la función g(x, t) satisface la ecuación
Lg(x, t) = δ(x− t). En efecto, utilizando la derivada en el sentido de las distribuciones
tenemos que

g′(x, t) = (x− t)H ′(x− t) +H(x− t) − (1 − t)

= (x− t)δ(x− t) +H(x− t) − (1 − t).

Derivando de nuevo, respecto a x, obtenemos

g′′(x, t) = (x− t)δ′(x− t) + 2δ(x− t).

Sea φ(x) una función de prueba. Entonces

∫ 1

0
g′′(x, t)φ(t) dt =

∫ 1

0
(x− t)δ′(x− t)φ(t) dt +

∫ 1

0
2δ(x − t)φ(t) dt

= 2φ(x) − [((x − t)φ(x))′]x=t = φ(x).

Esto prueba la afirmación. Así pues,

Lu1(x) =

∫ 1

0
Lg(x, t)f(t) dt =

∫ 1

0
δ(x − t)f(t) dt = f(x).
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Para la segunda ecuación, observemos que L∂g
∂t

= −δ′(x− t). Por lo cual

L∂g
∂t

∣∣∣∣
t=1

= −δ′(x− 1),

y

L∂g
∂t

∣∣∣∣
t=0

= −δ′(x).

Luego,

L
(
d
∂g

∂t

∣∣∣∣
t=1

− c
∂g

∂t

∣∣∣∣
t=0

)
= −dδ′(x− 1) + cδ′(x).

De esto último vemos que la solución a la ecuación Lu2 = −dδ′(x− 1) + cδ′(x) es

u2(x) = d
∂g

∂t

∣∣∣∣
t=1

− c
∂g

∂t

∣∣∣∣
t=0

. (3.13)

Note que

∂g

∂t

∣∣∣∣
t=1

= −H(x− 1) + x = x

y

∂g

∂t

∣∣∣∣
t=0

= −H(x) + x = x− 1,

para cada x ∈ [0, 1]. Sustituyendo en (3.13) encontramos que

u2 = dx− c(x− 1).

Combinando estos resultados podemos decir que la solución a nuestro problema es

u(x) = u1(x) + u2(x) =

∫ 1

0
g(x, t)f(t) dt + dx− c(x− 1)

=

∫ x

0
(x− t)f(t) dt − x

∫ 1

0
(1 − t)f(t)dt+ dx− c(x− 1).
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Capítulo 4

Ecuaciones integrales

Las ecuaciones en las cuales la función incógnita aparece bajo un signo integral son
conocidas como ecuaciones integrales. Estas ecuaciones se clasifican en varios tipos. Por
ejemplo, si el intervalo de integración es fijo, la ecuación se denomina ecuación de tipo
Fredholm. Si el intervalo de integración depende de una variable, la ecuación es de tipo
Volterra. Para ser mas explícitos, la ecuación integral

f(x) =

∫ x

a
K(x, z)y(z) dz, (4.1)

en donde y es una función desconocida y f es una función dada, es conocida como una
ecuación de Volterra de primer orden con núcleo K(x, z). Una ecuación de Fredholm de
primer orden con núcleo K(x, z) es de la forma

f(x) =

∫ b

a
K(x, z)y(z) dz. (4.2)

Las correspondientes ecuaciones de segundo orden tienen la forma

y(x) +

∫ x

a
K(x, z)y(z) dz = f(x), (4.3)

y

y(x) +

∫ b

a
K(x, z)y(z) dz = g(x). (4.4)

Cuando una ecuación integral es de segundo orden, en la práctica es más fácil el manejo
de estas, que una ecuación integral de primer orden y, afortunadamente, la mayor parte
de los problemas de la física matemática pueden convertirse en una ecuación integral de
segundo orden. Por esta razón, y por el hecho de que las ecuaciones de Volterra son un
caso especial de las ecuaciones de Fredholm cuando el núcleo K(x, t) se anula cuando t
se encuentra fuera de la región dependiente de x, solo consideramos aquí las ecuaciones
de Fredholm.
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Para nuestros propósitos, supongamos que tenemos una ecuación integral de la siguiente
forma

φ(x) − λ

∫ b

a
K(x, t)φ(t) dt = f(x), (4.5)

en donde el núcleo K(x, t) y λ se suponen conocidos, y queremos determinar la función
desconocida φ para todas las funciones f de alguna clase conveniente. El dominio de
integración y el recorrido de x se suponen fijos. Como en las ecuaciones diferenciales,
también se presentan los problemas de existencia y unicidad de soluciones y además
necesitamos algún método para determinar estas soluciones.

4.1. Método de las aproximaciones sucesivas

Recordemos la notación que utilizamos para los operadores integrales. Si K es un núcleo
dado entonces

Kφ(x) =

∫ b

a
K(x, t)φ(t) dt. (4.6)

Entonces, la ecuación integral planteada en (4.5) se convierte en

φ− λKφ = f. (4.7)

Observe que esta ecuación puede escribirse en la forma

Tφ(x) = φ(x), (4.8)

en donde Tφ(x) = f(x)+λKφ(x). Es claro que T es un operador lineal con dominio en
un conjunto de funciones dado. De la ecuación (4.8) podemos concluir que una solución
de la ecuación integral (4.7) es un punto fijo1 para el operador T . En el caso de los
espacios métricos, podemos citar el Teorema del punto fijo de Banach (ver [2]) el cual
nos asegura que toda contracción2 definida en un espacio métrico completo posee un
único punto fijo. Una prueba clásica de este teorema consiste en definir una sucesión
de funciones, que resulta ser una sucesión de iteraciones, y probar que esta sucesión
es de Cauchy. Este hecho garantiza la existencia de un número real que cumple con la
condición de ser un punto fijo para el operador T . Lo anterior nos da una idea de cómo
demostrar la existencia de una solución para la ecuación integral (4.7); definiremos la
siguiente sucesión de iteraciones y veremos que esta sucesión converge a una función
que satisface la ecuación integral (4.7).

1En un espacio métrico X, un punto fijo de una función f : X → X es un elemento x ∈ X tal que
f(x) = x.

2Si (X, d) es un espacio métrico, una contracción es una función f : X → X tal que para cua-
lesquiera x, y ∈ X tenemos d(f(x), f(y)) ≤ rd(x, y), en donde r es una constante en el intervalo [0, 1).

70



Sea φ0(x) = f(x) y para n ≥ 1

φn(x) = Tφn−1(x). (4.9)

De esta forma obtenemos lo que se conoce como las aproximaciones sucesivas para
la solución de la ecuación (4.7). Es natural denotar los términos de esta sucesión de
la forma φn(x), si se piensa en el hecho de que esta sucesión puede ser uniformemente
convergente a una función que resulta ser solución de (4.7), y por consiguiente un punto
fijo para el operador T .

Puede mostrarse por medio de (4.9) que la sucesión φn(x) puede escribirse en la forma

φn(x) = f(x) +

n∑

m=1

λmKmf(x), (4.10)

en donde Km denota el m-ésimo núcleo iterado que definimos en el Capítulo 1. Si
probamos la convergencia uniforme de la serie en (4.10) entonces podemos intercambiar
las operaciones de integración y suma cuando se toma el límite de esta serie.

Ahora bien, supongamos que hemos demostrado la convergencia uniforme de la serie en
(4.10). Entonces la función límite de la sucesión φn(x) es un punto fijo para el operador
T . En efecto, si

φ(x) = f(x) +

∞∑

n=1

λnKnf(x),

entonces

Tφ(x) = f(x) + λKφ(x) = f(x) + λ

(
Kf(x) +

∞∑

n=1

λnKn+1f(x)

)

= f(x) + λKf(x) +

∞∑

n=1

λn+1Kn+1f(x)

= f(x) + λKf(x) +
∞∑

n=2

λnKnf(x) = φ(x).

Por lo tanto, Tφ(x) = φ(x), lo que muestra que la función φ satisface la ecuación integral
(4.7). Resumimos nuestra discusión en el siguiente teorema.

Teorema 4.1. Consideremos la ecuación de Fredholm de segundo orden

φ− λKφ = f,

con núcleo K(x, t) y supongamos que

• f es cuadrado integrable.
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•
∫ b

a

∫ b

a
K(x, t)2 dx dt = B2 < +∞.

• |λB| < 1.

Entonces esta ecuación de Fredholm tiene una única solución

φ(x) = f(x) +
∞∑

n=1

λnKnf(x),

la cual es una serie uniformemente convergente y se llama serie de Neumann.

Demostración. Ya hemos visto que la serie dada por el teorema, es solución de la
ecuación de Fredholm considerada. Por lo tanto, solo nos falta demostrar que efectiva-
mente esta serie es uniformemente convergente, y además que esta solución es única.
Puesto que

(Kf(x))2 =

(∫ b

a
K(x, t)f(t) dt

)2

,

se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz para integrales que

(Kf(x))2 ≤ ‖f‖2
∫ b

a
K(x, t)2 dt.

Integrando ambos miembros de esta desigualdad respecto a x obtenemos

‖Kf‖2 ≤ ‖f‖2
∫ b

a

∫ b

a
K(x, t)2 dt dx = ‖f‖2B2,

de donde,

‖Kf‖ ≤ ‖f‖ |B| .

Ahora bien,

(K2f(x))2 = [K(Kf)(x)]2 ≤ ‖Kf‖2
∫ b

a
K(x, t)2 dt,

por lo tanto

∥∥K2f
∥∥2 ≤

∫ b

a
‖Kf‖2

∫ b

a
K(x, t)2 dt dx = ‖Kf‖2B2,

luego

∥∥K2f
∥∥ ≤ ‖Kf‖ |B| ≤ ‖f‖ |B|2 .
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Por inducción sobre n, se demuestra que

‖Knf‖ ≤ ‖f‖ |B|n .

Combinando este resultado con la ecuación (4.10), tenemos

‖φn(x)‖ =

∥∥∥∥∥f(x) +

n∑

m=1

λmKmf(x)

∥∥∥∥∥

≤ ‖f(x)‖ +
n∑

m=1

|λm| ‖Kmf(x)‖

≤ ‖f(x)‖ +

n∑

m=1

|λm| ‖f‖ |B|m

= ‖f‖
n∑

m=0

|λB|m .

Puesto que |λB| < 1, la serie
∞∑

m=0

|λB|m converge. Luego, por el criterio M de Weier-

strass concluimos que la sucesión {φn(x)} converge uniformemente.
Veamos ahora la unicidad de esta solución. Sean φ1(x), φ2(x) dos soluciones de la
ecuación (4.7). Entonces

φ1 − λKφ1 = f, φ2 − λKφ2 = f.

Restando estas ecuaciones obtenemos

w(x) − λKw(x) = 0,

en donde w(x) = φ1(x) − φ2(x). Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz para
integrales, y como w(x) = λKw(x), tenemos

∣∣w2(x)
∣∣ = λ2 | Kw(x)|2 ≤ λ2

∫ b

a
K(x, t)2 dt

∫ b

a
w2(t) dt

= λ2 ‖w(x)‖2
∫ b

a
K(x, t)2 dt,

de donde

‖w(x)‖2 ≤ λ2B2 ‖w(x)‖2 .

Por consiguiente,

(1 − λ2B2) ‖w(x)‖2 ≤ 0.

Puesto que el primer factor en esta ecuación es positivo, debemos tener que ‖w(x)‖2 ≤ 0,
lo cual solo es posible si y solo si w(x) = 0. Esto demuestra la unicidad de la solución.
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Ahora enunciamos un teorema que nos da una condición necesaria y suficiente para la
existencia de una solución para la ecuación integral (4.7). Dada una ecuación integral de
la forma (4.7) con núcleo K(x, t), el operador adjunto K∗ de K es el operador integral
dado como

K∗ψ(x) =

∫
K(t, x)ψ(t) dt.

Entonces, la ecuación integral adjunta de la ecuación (4.7) esta dada como

ψ − λK∗ψ = g,

en donde g es una función dada. Los operadores adjuntos satisfacen la relación

(Kφ,ψ) = (φ,K∗ψ).

Con la notación empleada anteriormente consideremos las siguientes ecuaciones inte-
grales:

φ− λKφ = f, (4.11)

φ− λKφ = 0, (4.12)

ψ − λK∗ψ = g, (4.13)

ψ − λK∗ψ = 0. (4.14)

Entonces tenemos el siguiente teorema cuya demostración omitimos.

Teorema 4.2 (La alternativa de Fredholm). Si las ecuaciones homogéneas (4.12) y
(4.14) no tienen soluciones no triviales entonces las ecuaciones no homogéneas (4.11) y
(4.13) tienen solución única, respectivamente, para cualesquiera funciones f y g cuadra-
do integrables. Si las ecuaciones homogéneas (4.12) y (4.14) tienen soluciones no triv-
iales (funciones propias) φ1, φ2, . . . , φk y ψ1, ψ2, . . . , ψk entonces el número de tales
soluciones, las cuales son linealmente independientes, es el mismo para cada ecuación.
En tal caso, la ecuación no homogénea (4.11) tiene una solución si y solo si f es ortog-
onal a las funciones propias ψi de la ecuación (4.13); es decir,

(ψi, f) = 0, (4.15)

para cada i ∈ {1, . . . , k}.

De forma similar, podemos ver que la ecuación (4.13) tiene solución si y solo si

(φi, g) = 0, (4.16)

para cada i ∈ {1, . . . , k}.
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Ejemplo 4.1. Aplicar el método de las aproximaciones sucesivas para resolver la ecuación

φ(x) − 1

2

∫ 1

0
K(x, s)φ(s) ds = 1,

en donde

K(x, s) =

{
x2 si x ∈ [0, s],

s si x ∈ [s, 1].

Solución. Podemos aplicar el método de las aproximaciones sucesivas aquí, sin saber
sí en verdad estas aproximaciones convergen. No obstante, lo que nos interesa es la
convergencia de estas aproximaciones, puesto que la función límite es la solución de la
ecuación integral planteada. Sea

B2 =

∫ 1

0

∫ 1

0
|K(x, s)|2 dx ds.

De aquí vemos que B2 = 11
60 , y en este caso λ = 1

2 por lo que |λB| < 1. Luego, el
Teorema 4.1 garantizan la convergencia de las aproximaciones que nos da este método.
Como la aproximación inicial es φ0(x) = f(x) = 1, entonces la aproximación de primer
orden es

φ1(x) = 1 +
1

2

∫ 1

0
K(x, s) · 1 ds

= 1 +
1

1

[ ∫ x

0
s2 ds +

∫ 1

x
x ds

]

= 1 +
x

2
− x2

2
+
x3

6
.

Similarmente, se obtiene la aproximación de segundo orden

φ2(x) = 1 +
9x

16
− x2

2
+
x3

24
− x4

48
− 17x5

240
+
x6

72
.

4.2. Ecuaciones integrales simétricas

Dada una ecuación integral cuyo núcleo es simétrico, podemos aplicar los resultados ya
vistos sobre transformaciones integrales simétricas, para obtener resultados acerca de
dicha ecuación integral. Por ejemplo, sabemos que todo núcleo continuo simétrico, el
cual no es idénticamente nulo, tiene valores y vectores propios y que todos los valores
propios de un núcleo simétrico real son reales. Es importante recordar estos resultados
pues dada una ecuación integral en la cual el núcleo es simétrico, podríamos considerar
la posibilidad de expresar una función f en una serie de la forma

f(x) =
∑

i

(f, φi)φi(x),
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en donde {φi} es una sucesión ortonormal de funciones. De esto, debemos saber bajo
qué condiciones esto es posible, y también cómo podríamos asegurar que la sucesión de
funciones φi es completa, es decir, esta genera un espacio de dimensión infinita.

Teorema 4.3. Toda función f cuadrado integrable es ortogonal a todas las funciones
φi del núcleo simétrico K(x, t) si y solo si (K(x, t), f(t)) = 0. Para que una sucesión de
funciones {φi} sea completa, es necesario y suficiente que (K(x, t), f(t)) 6= 0 para cada
f 6= 0.

Demostración. Las funciones propias φi son soluciones no triviales de

λiKφi(x) = λi(K(x, t), φi(t)) = φi(x). (4.17)

Supongamos que f es una función cuadrado integrable ortogonal al núcleo K(x, t).
Entonces

(K(x, t), f(x)) = Kf(t) = 0. (4.18)

Ahora bien, en (4.17) formamos el producto interno con f para obtener

(φi, f) = λi(Kφi, f) = λi(φi,Kf).

El lado derecho de esta igualdad es cero por (4.18), por lo tanto f es ortogonal a φi

para cada i.

Supongamos ahora que f es ortogonal a todas las funciones propias de K(x, t), y debe-
mos mostrar que ‖Kf‖ = 0. Definamos el núcleo

Kn(x, t) = K(x, t) −
n∑

i=1

1

λi
(φi(x)φi(t)). (4.19)

Puesto que f es ortogonal a φi para cada i, tenemos

Kf(x) = (K(x, t), f(t))

=

(
K(x, t) −

n∑

i=1

1

λi
(φi(x)φi(t)), f(t)

)

= Knf(t),

en donde Kn es el operador integral cuyo núcleo esta dado por (4.19). Luego,

‖Kf‖ = ‖Knf‖ ≤ ‖Kn‖ ‖f‖ .

El teorema quedará demostrado si podemos probar que

‖Kn‖ =
1

|λn+1|
→ 0, cuando n→ ∞. (4.20)
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Para ver esto, note que

(Kφi, φi) =

(
1

λi
φi, φi

)
=

‖φi‖2

λi

y

(Kφi, φi) ≤ ‖Kφi‖ ‖φi‖ ≤ ‖K‖ ‖φi‖2 .

De estas desigualdades se sigue que

1

λi
≤ ‖K‖ .

Ahora bien, escribamos ψi(x) = Kφi(x). Entonces

‖Kφi‖2 = (Kφi,Kφi) = (Kφi, ψi) = (φi,Kψi) =

(
φi,

Kφi

λi

)
,

y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

‖Kφi‖2 ≤ ‖φi‖ ‖Kφi‖
|λi|

,

Esto prueba que ‖K‖ =
1

λi
. Usando este resultado junto con el hecho de que el núcleo

simétrico Kn(x, t), obtenemos

‖Kn‖ =
1

|λn+1|
,

y como los valores propios tienden a infinito, esto demuestra (4.20). Por lo tanto, el
conjunto de funciones propias genera todo el espacio, lo que demuestra el teorema.

Cuando un núcleo no es degenerado, es decir cuando este no es separable, el espacio
generado por el conjunto de las funciones propias de tal núcleo genera un espacio de
dimensión infinita, que puede ser o no un espacio de Hilbert, en el cual se encuentran
nuestras soluciones. El siguiente teorema nos da condiciones para que haya una expan-
sión de una función dada por medio de una serie de funciones propias a partir de un
núcleo simétrico dado.

Teorema 4.4 (Hilbert-Schmidt). Toda función f cuadrado integrable puede ser expre-
sada en la forma

f(x) = Kg(x) = (K(x, t), g(t)), (4.21)
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donde g es alguna función cuadrado integrable y K es un operador lineal integral acotado
con núcleo simétrico K(x, t). La función f tiene una representación en términos de las
funciones propias φi de K

f(x) =

∞∑

i=1

(φi, f)φi(x) =

∞∑

i=1

(φi, g)

λi
φi(x). (4.22)

Demostración. Solo probaremos la convergencia uniforme de la serie en (4.21). Puesto
que

(φi, f) = (φi,Kg) = (Kφi, g) =
1

λi
(φi, g),

la desigualdad de Cauchy-Schwarz nos permite escribir

( n∑

i=m

| (φi, f)φi|
)2

=

( n∑

i=m

| (φi, g)φi/λi|
)2

≤
( n∑

i=m

(φi, g)
2

)( n∑

i=m

φ2
i /λ

2
i

)
.

Por la desigualdad de Bessel,

∞∑

i=1

(φi, g)
2 ≤ ‖g‖2 < +∞.

Luego la serie

∞∑

i=1

(φi, g)
2 es convergente. Dado ε > 0, existe Nε ∈ N tal que para

cualesquiera m,n ∈ N, con m,n ≥ Nε, tenemos
∣∣∣∣∣

n∑

i=m

(φi, g)
2

∣∣∣∣∣ < ε.

Ahora bien,

(K(x, t), φi(t)) = Kφi(x) =
φi(x)

λi
.

Utilizando nuevamente la desigualdad de Bessel, obtenemos

p∑

j=1

φ2
i /λ

2
i ≤

∫ b

a
K(x, t)2 dt < +∞,

ya que K(x, t) es acotado. Se sigue que la serie

∞∑

i=1

φ2
i /λ

2
i es convergente. Para este

mismo ε, existe N∗
ε ∈ N tal que si m,n ≥ N∗

ε , entonces
∣∣∣∣∣

n∑

i=m

φ2
i /λ

2
i

∣∣∣∣∣ < ε.
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Por lo tanto, si m,n ≥ máx {Nε, N
∗
ε }
n∑

i=m

| (φi, f)φi| < ε.

Esto prueba la convergencia uniforme de la serie infinita en (4.21). Ahora demostremos
que la serie en (4.21) converge a f . Es suficiente mostrar que la serie converge en media
a f , pues f y φi son funciones uniformemente continuas. Puesto que,

∥∥∥∥∥f −
n∑

i=1

(φi, f)φi

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥Kg −
n∑

i=1

(φi, g)φi/λi

∥∥∥∥∥

= ‖Kng‖ ,

en donde Kn es dado por (4.19). Luego, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

‖Kng‖ ≤ ‖Kn‖ ‖g‖ =
‖g‖

|λn+1|
,

y como el lado derecho de esta desigualdad tiende a cero cuando n → ∞, se sigue que
‖Kng‖ → 0 y de esta manera vemos que la serie en (4.22) converge a f .
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Capítulo 5

Funciones de Green

5.1. Definiciones, ejemplos y resultados

Con las ideas que hasta aquí hemos visto, estamos listos para poder definir lo que enten-
demos por función de Green de un operador diferencial dado y la utilidad de la misma
para resolver un problema de valor en la frontera. Dado un operador diferencial L,
nos interesa saber cómo encontrar la función de Green del operador y qué propiedades
posee. Recordemos que cuando nos enfrentamos al problema de encontrar el inverso del
operador diferencial L, tomamos como supuesto que el operador inverso es un oper-
ador integral y mostramos que el núcleo de este operador, g(x, t), satisface la ecuación
Lg(x, t) = δ(x − t). En primer lugar, veamos cómo aparece la función de Green de un
operador diferencial dado de forma natural.
Consideremos el problema de valor en la frontera

u′′(x) = f(x), (5.1)

u(0) = u(l) = 0, (5.2)

en donde f es una función que podemos suponer continua en el intervalo [0, l]. Para en-
contrar la solución de este problema aplicaremos el método de variación de parámetros.
Observando las condiciones de frontera dadas podemos suponer que tal solución tiene
la forma

u(x) = A(x)x+ (l − x)B(x), (5.3)

en donde A y B son funciones que debemos determinar. Derivando obtenemos

u′(x) = A′(x)x+A(x) +B′(x)(l − x) −B(x). (5.4)

Para reducir el orden de la ecuación (5.1), suponemos que las funciones A(x) y B(x)
satisfacen A′(x)x+B′(x)(l − x) = 0. Entonces la ecuación (5.4) se convierte en

u′(x) = A(x) −B(x).
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Por lo tanto

u′′(x) = A′(x) −B′(x) = f(x).

Así pues, debemos resolver el siguiente sistema de ecuaciones, con incógnitas A′(x) y
B′(x):

A′(x)x+B′(x)(l − x) = 0,

A′(x) −B′(x) = f(x).

Resolviendo este sistema de ecuaciones encontramos que

A′(x) =
(l − x)f(x)

l
, (5.5)

B′(x) =
−xf(x)

l
. (5.6)

Integrando estas ecuaciones y combinando estos resultados con la ecuación (5.3) encon-
tramos que la solución del problema u′′ = f(x) es

u(x) =
x

l

∫ x

b
(l − t)f(t) dt− l − x

l

∫ x

a
tf(t) dt,

en donde a, b son constantes que determinaremos utilizando las condiciones de frontera.
Haciendo x = 0 encontramos que

∫ 0

a
tf(t) dt = 0.

Como f es arbitraria, obtenemos que a = 0. Cuando x = l se obtiene

∫ l

b
(l − t)f(t) dt = 0,

de donde b = l. Por lo tanto, la solución del problema propuesto sujeto a las condiciones
de frontera dadas resulta ser

u(x) =
x

l

∫ x

l
(l − t)f(t) dt− l − x

l

∫ x

0
tf(t) dt. (5.7)

Podemos escribir esta solución en la forma

∫ l

0
K(x, t)f(t) dt para alguna función K.

Sea

G(x, t) =





x(t− l)

l
si 0 ≤ t ≤ x,

t(x− l)

l
si x ≤ t ≤ l.
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Entonces la ecuación (5.7) puede escribirse en la forma

u(x) =

∫ l

0
G(x, t)f(t) dt. (5.8)

Podemos ahora observar qué propiedades satisface la función G(x, t). En primer lugar,
vemos que esta función satisface la ecuación u′′(t) = 0 con las condiciones de frontera
u(0) = u(l) = 0, es decir, para t 6= x tenemos que

d2

dt2
G(x, t) = 0,

G(x, 0) = G(x, l) = 0.

Podemos ver que la función G es continua en t = x, dado que

ĺım
t→x−

G(x, t) =
t(t− l)

l
= ĺım

t→x+
G(x, t).

Sin embargo, la derivada de la función G respecto a t es discontinua en t = x. En efecto,

d

dt
G(x, t) =





x

l
si 0 ≤ t < x,

x− l

l
si x < t ≤ l.

Por lo tanto,

G′(x, x+) −G′(x, x−) = −1.

Por último, la función G es simétrica en sus argumentos, esto significa que G(x, t) =
G(t, x). A continuación resumimos las propiedades que encontramos hasta aquí.

(1)
d2

dt2
G(x, t) = 0, si t 6= x.

(2) G(x, 0) = G(x, l) = 0.

(3) La función G es continua en t = x.

(4) G′(x, x+) −G′(x, x−) = −1.

(5) G(x, t) = G(t, x).

Hasta aquí hemos seguido un método de solución inductivo, es decir dado el problema
encontramos su solución, pero podemos demostrar que sí existe una función que cumpla
con estas propiedades, entonces la solución del problema propuesto sujeto a las condi-
ciones de frontera impuestas esta dada por (5.8). Más aún, si la solución del problema
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esta dada por (5.8), entonces esta ecuación debe ser considerada en el sentido de las
distribuciones, ya que

d2

dt2
G(x, t) = δ(x − t), para cada t.

En efecto, de las ecuaciones (5.8) y (5.1) es claro que

u(x) =

∫ l

0
G(x, t)u′′(t) dt.

Integrando por partes dos veces, encontramos que

u(x) = (Gu′ −G′u)

∣∣∣∣
l

0

+

∫ l

0

d2G

dt2
u(t) dt,

en donde ′ denota la derivada respecto a t. El término (Gu′ − G′u)

∣∣∣∣
l

0

es cero por la

condición (2) y las condiciones de frontera dadas en (5.2). Por lo tanto,

u(x) =

∫ l

0

d2G

dt2
u(t) dt.

Por la condición (1) esta integral es cero siempre que t 6= x, y cuando t = x, el valor

de esta integral debe ser precisamente u(x). Esto solo es posible cuando d2

dt2G(x, t) =
δ(x − t). Con este ejemplo vemos la validez de suponer que un operador diferencial
dado tiene como inverso un operador integral, afirmación hecha en la Sección 3.1. La
discusión anterior nos conduce a definir la función de Green de un operador diferencial
dado.

Definición 5.1 (Función de Green asociada a un operador diferencial). Dado un op-
erador diferencial L definido sobre el conjunto de las funciones u de L2[0, 1] tales que
B1(u) = a, B2(u) = b, diremos que la función G(x, t) es una función de Green

asociada al operador, si la función G satisface

LG(x, t) = δ(x − t), B1(G) = B2(G) = 0.

Observación 5.1. Note que no hemos incluido en esta definición la unicidad de tal
función. Además, es claro que cuando la función de Green existe, depende de las condi-
ciones de frontera impuestas sobre el operador L.

Ejemplo 5.1. La función de Green del operador L = d2

dx2 definido en el espacio de las
funciones de L2[0, 1] tales que u(0) = u(l) = 0 es

G(x, t) =





x(t− l)

l
si 0 ≤ t ≤ x,

t(x− l)

l
si x ≤ t ≤ l.
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Las ideas de la Sección 3.4 junto con las funciones de Green nos dan una poderosa técnica
para resolver problemas con condiciones de frontera no homogéneas. Para ilustrar esto,
veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.2. Resolver el problema

u′′ − 2ru′ + u = f(x), u(0) = a, u(1) = b,

en donde r, a, b son constantes conocidas, y f es una función continua en [0, 1].

Solución. De la Sección 3.4 sabemos que el problema dado es equivalente a resolver

Lu = f(x) − bδ′(x− 1) + aδ′(x),

en donde Lu = u′′ − 2ru′ + u. Primero encontremos la función de Green del operador
L. Observe que la ecuación diferencial homogénea asociada L, tiene dos soluciones,
erx y xerx. Puesto que la función de Green debe satisfacer las condiciones de frontera
homogéneas, esto nos da la siguiente forma alternativa para la función de Green del
operador L:

h(x, t) =

{
xerx si 0 ≤ x ≤ t,

(x− 1)erx si t ≤ x ≤ 1.

Esta función no es continua en t = x, por lo que debemos redefinirla para que lo sea.
Hagamos t→ x en ambos casos y multipliquemos la función h por los respectivos límites
laterales. Definimos, de nuevo, la función

h(x, t) =

{
x(t− 1)er(x+t) si 0 ≤ x ≤ t,

t(x− 1)er(x+t) si t ≤ x ≤ 1.

Puede observarse que la derivada de la función de Green respecto a x es discontinua
en x = t, y tiene un salto de magnitud −e2rx, no obstante queremos que esta función
cumpla con la condición G′(x, x−) −G′(x, x+) = −1 lo cual se garantiza dividiendo en
ambos casos por e2rx. Por lo tanto, la función de Green del operador L viene dada por

G(x, t) =

{
x(t− 1)er(x−t) si 0 ≤ x ≤ t,

t(x− 1)er(x−t) si t ≤ x ≤ 1.

Luego, la solución del problema Lu1 = f(x) sujeto a las condiciones de frontera u1(0) =
u1(1) = 0 viene dada por

u1(x) =

∫ 1

0
G(x, t)f(t) dt.

Finalmente, resolvemos la ecuación

Lu2 = −bδ′(x− 1) + aδ′(x). (5.9)
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La misma idea que fue usada en la Sección 3.4 nos da la solución para resolver esta
última ecuación diferencial, es decir, la ecuación (3.13) nos da la siguiente solución para
la ecuación (5.9):

u2(x) = b
∂G

∂t

∣∣∣∣
t=1

− a
∂G

∂t

∣∣∣∣
t=0

.

Ahora

∂G

∂t

∣∣∣∣
t=1

= xer(x−1),
∂G

∂t

∣∣∣∣
t=0

= (x− 1)erx.

Luego

u2(x) = bxer(x−1) − a(x− 1)erx.

Por lo tanto, la solución al problema es

u(x) =

∫ 1

0
G(x, t)f(t) dt + bxer(x−1) − a(x− 1)erx.

Estos dos ejemplos nos dan una técnica que podemos utilizar de manera general para en-
contrar la función de Green de un operador diferencial dado. Consideremos un operador
diferencial de la forma

L = − d

dx

(
p
d

dx

)
+ q,

sujeto a condiciones de frontera no mixtas

B1(u) = a1u(0) + b1u
′(0), B2(u) = c1u(1) + d1u

′(1),

en donde p(x) 6= 0 en [0, 1], q es una función conocida y a1, b1, c1 y d1 son constantes
dadas. Primero debemos encontrar la solución al problema

LG = δ(x − t), B1(G) = B2(G) = 0.

Sean v1 y v2 soluciones linealmente independientes de la ecuación homogénea asociada,
y w1 y w2 combinaciones lineales de v1 y v2 que satisfagan la condiciones B1(w1) = 0 y
B2(w2) = 0, respectivamente. Inicialmente consideramos la función

g(x, t) =

{
w1(x) si x < t,

w2(x) si x > t.
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Observemos que la continuidad de la función de Green se garantiza siempre multipli-
cando la función w2(x) por w1(t) y w1(x) por w2(t) y definiendo nuevamente la función
g como sigue

g(x, t) =

{
w1(x)w2(t) si x ≤ t,

w2(x)w1(t) si x ≥ t.

Derivando esta ecuación respecto a x obtenemos

g′(x, t) =

{
w′

1(x)w2(t) si x < t,

w′
2(x)w1(t) si x > t.

Por lo tanto,

g′(t−, t) − g′(t+, t) = w′
1(t)w2(t) − w′

2(t)w1(t).

Esto puede escribirse en términos de J(w1, w2), puesto que

J(w1, w2) = pw′
1w2 − w1(pw2)

′ + p′w1w2

= pw′
1w2 − w1(pw

′
2 + p′w2) + p′w1w2

= pw′
1w2 − pw1w

′
2 − p′w1w2 + p′w1w2

= p(w′
1w2 − w1w

′
2).

Dividiendo por p(t), lo cual es posible pues p(t) 6= 0 en [0, 1], obtenemos

g′(t−, t) − g′(t+, t) =
J(w1, w2)

p(t)
. (5.10)

Si para algún valor de t tenemos que J(w1, w2) = 0, el Corolario 3.2 implicaría que w1

y w2 son linealmente dependientes, lo cual contradice lo que hemos supuesto. Por lo
tanto J(w1, w2) 6= 0 para cada t. Así podemos dividir en ambos lados de la ecuación
(5.10) por J(w2, w1), teniendo en cuenta que J(w1, w2) = −J(w2, w1), para obtener

g′(t−, t)

J(w2, w1)
− g′(t+, t)

J(w2, w1)
=

−1

p(t)
.

Esto nos permite definir la función de Green, de tal forma que su derivada respeto a x
tenga un salto de discontinuidad de magnitud −1/p(t). Entonces

G(x, t) =

{
w1(x)w2(t)/J(w2, w1) si x ≤ t,

w2(x)w1(t)/J(w2, w1) si x ≥ t.

Luego, la solución del problema Lu = f sujeta a las condiciones de frontera B1(u) =
B2(u) = 0, es

u(x) =

∫ 1

0
G(x, t)f(t) dt.
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Podemos encontrar ahora la solución al problema general

Lu = f, B1(u) = a, B2(u) = b.

Nuevamente usaremos las ideas de la Sección 3.4 para resolver el problema propuesto.
Sea u una función prueba para el operador L. Entonces

(Lu, v) = (u,Lv) =

∫ 1

0
u[−(pv′)′ + qv] dx,

de donde

(Lu, v) =

∫ 1

0
v[−(pu′)′ + qu] dx− p(u′v − v′u)

∣∣∣∣
1

0

=

∫ 1

0
v[−(pu′)′ + qu] dx− p(1)(u′(1)v(1) − v′(1)u(1))

+ p(0)(u′(0)v(0) − v′(0)u(0))

=

∫ 1

0
v[−(pu′)′ + qu] dx− p(1)

∫ 1

0
(u′(1)δ(x − 1)

+ u(1)δ′(x− 1))v(x) dx

+ p(0)

∫ 1

0
(u′(0)δ(x) + u(0)δ′(x))v(x) dx.

Por lo tanto, el problema general se reduce a resolver

Lu = f(x) − p(1)(u′(1)δ(x − 1) + u(1)δ′(x− 1)) + p(0)(u′(0)δ(x) + u(0)δ′(x)).

Para continuar con el estudio de las funciones de Green, enunciamos el siguiente teorema
de existencia, clásico de la teoría de las ecuaciones diferenciales ordinarias, el cual nos
permitirá demostrar las propiedades que tiene la función de Green de un operador
diferencial dado.

Teorema 5.1. Sean p, q, y f funciones de x continuas a trozos en [0, 1] y supongamos
que p(x) > 0 para cada x en este intervalo. Entonces existe una función continua u tal
que p(x)u′(x) existe y es continua para cada x, la cual satisface u(0) = u′(0) = 0 y

(pu′)′ − qu = f,

para cada x tal que ambos miembros de esta igualdad sean funciones de x continuas.

Usando este resultado demostramos el siguiente teorema.

Teorema 5.2. Sea L el operador diferencial dado por

L = − d

dx

(
p(x)

d

dx

)
+ q(x). (5.11)
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Entonces la función de Green, G(x, t) asociada al operador L, satisface para cada x 6= t,
la ecuación homogénea asociada a este operador diferencial. Cuando la definición del
operador L se extiende como se hizo en la Sección 3.4, la función de Green es continua,
pero su derivada tiene un salto de discontinuidad, en x = t, de magnitud (−1/p(t)).

Demostración. Supongamos primero que q = 0 y sea g0(x, t), la solución de la ecuación
Lu = δ(x− t), es decir

− d

dx

(
p(x)

d

dx
g0(x, t)

)
= δ(x − t).

Integrando dos veces obtenemos

g0(x, t) = −H(x− t)

∫ x

t

du

p(u)
+ α(t)

∫ x

t

du

p(u)
+ β(t),

en donde α(t), β(t) son constantes de integración. De la ecuación anterior vemos que
la función g0(x, t) es continua para cada x, y su derivada es discontinua en x = t,
en donde tiene un salto de magnitud −1/p(t). Consideremos ahora el caso en el que
q 6= 0. Sea G(x, t) la función de Green asociada al operador L, y supongamos que
G(x, t) = g0(x, t) + h(x, t). Entonces, la función h(x, t) satisface la ecuación

Lh(x, t) = −q(x)g0(x, t),

es decir

− d

dx

(
p(x)

dh

dx

)
+ q(x)h(x, t) = −q(x)g0(x, t).

Puesto que la función q(x)g0(x, t) es continua, las funciones h(x, t), p(x)dh
dx y d

dx(p(x)dh
dx )

resultan ser funciones continuas para cada x. Se sigue entonces que la función de
Green G(x, t) también es continua. Veamos que la derivada de la función de Green
es discontinua en x = t y tiene un salto de magnitud −1/p(t). Puesto que G′(x, t) =
g′0(x, t) + h′(x, t), entonces

G′(x, x−) −G(x, x+) = g′0(x, x
−) − g′0(x, x

+) + h′(x, x−) − h′(x, x+)

=
−1

p(x)
+ h′(x, x−) − h′(x, x+),

pero como la función dh
dx es continua, debemos tener que h′(x, x−) − h′(x, x+) = 0. Por

lo tanto,

G′(x, x−) −G(x, x+) =
−1

p(x)
.

Usando este teorema podemos probar ahora la unicidad de la función de Green.
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Teorema 5.3. Sea L el operador diferencial dado por (5.11). Entonces si G(x, t) y
H(x, t) son funciones de Green asociadas a este operador tenemos, para cada x, t ∈ [0, 1]

G(x, t) = H(x, t).

Demostración. Sean t0 ∈ [0, 1] fijo, K(x, t0) = G(x, t0) − H(x, t0) para x ∈ [0, 1].
Veamos que K(x, t0) es idénticamente nulo en este intervalo. Como G y H son funciones
de Green asociadas al operador L tenemos

LG(x, t0) = δ(x− t0), LH(x, t0) = δ(x− t0).

Por lo tanto, la función K(x, t0) es solución al problema LK(x, t0) = 0. Además, como
G y H son continuas en [0, 1], se sigue que la función K(x, t0) también es continua en
[0, 1]. Observe que para x 6= t0, la función K ′(x, t0) es continua pues

K ′(t−0 , t0) −K ′(t+0 , t0) = G′(t−0 , t0) −G′(t+0 , t0) −H ′(t−0 , t0) +H ′(t+0 , t0)

= − 1

p(t0)
+

1

p(t0)
= 0.

Por lo tanto, K ′(x, t0) es continua en [0, 1]. Estos hechos implican la continuidad de la
función K ′′(x, t0) ya que si LK(x, t0) = 0 entonces

p(x)K ′′(x, t0) = −p′(x) d
dx
K(x, t0) + q(x)K(x, t0).

Hemos mostrado que K(x, t0) es una función continua solución al problema LK(x, t0) =
0 sujeto a ciertas condiciones de frontera homogéneas en [0, 1], el cual no tiene soluciones
no triviales. Por lo tanto debemos tener K(x, t0) = 0 para cada x ∈ [0, 1]. Como t0 es
arbitrario esto prueba el teorema.

Teorema 5.4. Sea G(x, t) la función de Green asociada al operador L actuando sobre
algún subespacio de L2[0, 1] definido mediante unas condiciones de frontera, y sea H(x, t)
la función de Green asociada al operador L∗ actuando sobre el subespacio de L2[0, 1]
definido por las condiciones de frontera asociadas al operador L∗. Entonces

G(x, t) = H(t, x).

Más aún, cuando L es autoadjunto, G(x, t) es una función simétrica de x y t.

Demostración. Si G y H son las funciones de Green asociadas a los operadores L y
L∗ respectivamente, entonces tenemos que para cada t

LG(x, t) = δ(x − t), L∗H(x, t) = δ(x− t).

Como L∗ es el adjunto del operador L debemos tener (H,LG) = (G,L∗H), es decir,
∫ 1

0
H(x, t)LG(x, s) dx =

∫ 1

0
G(x, s)L∗H(x, t) dx,

∫ 1

0
H(x, t)δ(x − s) dx =

∫ 1

0
G(x, s)δ(x − t) dx.
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Luego

H(s, t) = G(t, s).

Esto prueba que la afirmación del teorema, pues s es arbitrario. Si el operador es au-
toadjunto tendremos que L = L∗, lo cual implica que H(x, t) = G(x, t), y por lo que
mostramos anteriormente, G(t, x) = H(x, t) = G(x, t) esto nos da la simetría de la fun-
ción de Green, asociada a un operador autoadjunto L, respecto a sus argumentos.

Teorema 5.5. Sea w una solución única, salvo una constante, de la ecuación diferencial
homogénea autoadjunta:

Lw = −(pw′)′ + qw = 0, B1(w) = B2(w) = 0.

Entonces la ecuación no homogénea, sujeta a condiciones no mixtas

Lu = f, B1(u) = B2(u) = 0,

tiene solución si y solo si

(w, f) =

∫ 1

0
f(x)w(x) dx = 0. (5.12)

Demostración. Supongamos que las condiciones de frontera son no mixtas, y sea u
una solución de la ecuación Lu = f . Entonces,

(w, f) = (w,Lu) = (Lw, u) = 0.

Esto es posible pues L es autoadjunto. Recíprocamente, supongamos que (w, f) = 0 y
veamos que la ecuación Lu = f tiene solución. Sea v una solución de Lu = 0 indepen-
diente de w. Utilizamos aquí la técnica que usamos en el Ejemplo 5.2 para construir la
función de Green del operador dado y, sin perdida de generalidad, con las condiciones
de frontera u(0) = u′(0) = 0. Supongamos que la función de Green tiene la forma

g(x, t) = c1(t)v(x) + c2w(x).

De la condición de frontera v(0) = v′(0) = 0 tenemos que

g(x, t) = v(x), x < t.

Para x > t escogemos

g(x, t) = w(x).

A fin de asegurar la continuidad de la función g(x, t), hagamos que x → t en ambos
casos para obtener

g(x, t) =

{
v(x)w(t) si x < t,

w(x)v(t) si x > t.
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Solo nos falta asegurar, que el salto de discontinuidad de la derivada tenga magnitud
−1, para ello dividimos la función g(x, t) en ambos casos por J(v,w). Esto es posible
pues la función J(v,w) no cero ya que si lo fuera para algún x, las funciones w y v
serían linealmente dependientes, por el Corolario 3.2, lo cual contradice lo que hemos
supuesto. Por lo tanto, la función de Green tendrá la forma

G(x, t) =
v(x)w(t)

J(v,w)
H(t− x) +

w(x)v(t)

J(v,w)
H(x− t).

Así pues, la solución al problema Lu = f sujeto a las condiciones u(0) = u′(0) = 0
resulta ser

u(x) =

∫ 1

0
G(x, t)f(t) dt.

Por el Corolario 3.1, J(v,w) es constante. Por lo tanto la solución de Lu = f puede
escribirse de la forma

u(x) =
v(x)

J(u, v)

∫ 1

x
w(t)f(t) dt +

w(x)

J(u, v)

∫ x

0
v(t)f(t) dt.

Escribimos esta misma expresión en la forma

u(x) = − v(x)

J(u, v)

∫ x

0
w(t)f(t) dt +

v(x)

J(u, v)

∫ 1

0
w(t)f(t) dt +

w(x)

J(u, v)

∫ x

0
v(t)f(t) dt.

Usando la condición dada en (5.12) obtenemos

u(x) =
w(x)

J(u, v)

∫ x

0
v(t)f(t) dt − v(x)

J(u, v)

∫ x

0
w(t)f(t) dt. (5.13)

Por construcción es claro que la función u satisface la ecuación Lu = f . Solo nos falta
demostrar que la función u(x) efectivamente satisface las condiciones de frontera del
problema, esto es debemos probar que

B1(u) = a1u(0) + b1u
′(0) = 0, B2(u) = a2u(0) + b2u

′(0) = 0,

en donde a1, a2, b1, b2 son constantes conocidas. Puesto que u(0) = u′(0) = 0, entonces
B1(u) = 0. Haciendo x = 1 en (5.13) y usando (5.12) encontramos

u(1) =
w(1)

J(v,w)

∫ 1

0
f(t)v(t) dt.

Derivando en (5.13), haciendo x = 1 y teniendo en cuenta (5.12) encontramos que

u′(1) =
w′(1)

J(v,w)

∫ 1

0
f(t)v(t) dt.
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Luego

B2(u) =
B2(w)

J(v,w)

∫ 1

0
f(t)v(t) dt.

Como B2(w) = 0, se sigue que B2(u) = 0 y hemos probado el teorema.

Observación 5.2. El teorema anterior también es válido para condiciones de frontera
de la forma (3.8) y (3.9), no obstante no demostramos aquí este caso pues no será de
nuestro interés este caso.

5.2. Equivalencia entre las ecuaciones integrales y diferen-

ciales

Consideremos la ecuación diferencial

Lu = −f, (5.14)

en donde L es un operador diferencial autoadjunto de segundo orden como en (5.11), y f
es una función continua a trozos definida en [0, 1]. Dadas unas condiciones homogéneas
sobre la frontera de [0, 1], podemos expresar la solución de (5.14) de la forma

u(x) =

∫ 1

0
G(x, t)f(t) dt, (5.15)

en donde G(x, t) es la función de Green, asociada con el operador L en [0, 1] y que
satisface las mismas condiciones de frontera de la función desconocida u.

En esta sección, estudiamos el problema de valor en la frontera general asociado con la
familia lineal de ecuaciones diferenciales

Lu+ λρu = −f, ρ > 0 (5.16)

que dependen de un parámetro λ. Como antes, L esta dado como (5.11), f es una función
continua a trozos en [0, 1], y suponemos que las condiciones de frontera son homogéneas.
Si la función de Green, G(x, t), existe para el operador L bajo las condiciones de frontera
dadas, entonces la solución u(x) de (5.16) puede ser expresada en la forma (5.15).
Escribiendo

φ(x) = λρu(x) − f(x), (5.17)

se sigue que Lu = φ(x) + 2f(x). Por lo tanto,

u(x) = λ

∫ 1

0
G(x, t)ρ(t)u(t) dt + g(x), (5.18)

92



en donde

g(x) =

∫ 1

0
G(x, t)f(t) dt. (5.19)

De aquí se ve que resolver el problema de valor en la frontera (5.16) es equivalente a
resolver la ecuación integral (5.18). Note que cuando f = 0, la ecuación integral (5.18)
se convierte en

u(x) = λ

∫ 1

0
G(x, t)ρ(t)u(t) dt. (5.20)

Sea z(x) = u(x)
√
ρ(x) y K(x, t) = G(x, t)

√
ρ(x)ρ(t) entonces la ecuación (5.20) se

convierte en

z(x) = λ

∫ 1

0
K(x, t)z(t) dt. (5.21)

Podemos ahora aplicar la teoría que ecuaciones integrales que ya vimos hasta aquí, pues
el núcleo de (5.21) es simétrico, ya que el operador L es autoadjunto. Combinando los
resultados obtenidos en las secciones anteriores podemos ver que las siguientes posibili-
dades se dan para la relación entre los problemas de valor en la frontera para ecuaciones
diferenciales homogéneas y no homogéneas.
Para λ fijo, toda solución de la ecuación homogénea asociada a (5.16) es idénticamente
nula, pues λ no es un valor propio del operador L. Por lo tanto, la ecuación (5.16) tiene
una única solución para f arbitraria, o para algún valor λ = λi, la ecuación homogénea
asociada a (5.16) tiene una solución no trivial ui, si λi es un valor propio del operador
L; la solución de la ecuación (5.16) para λ = λi, existe si y solo si

∫ 1

0
ρuif(x) dx = 0,

se cumple para cada función propia asociada con λi.
Además, existe una sucesión de valores propios {λi}, i = 1, 2, . . . , con funciones propias
asociadas ui, las cuales forman un conjunto infinito de funciones ortogonales tales que

∫ 1

0
ρuiuk dx = 0, si i 6= k,

∫ 1

0
ρu2

i dx = 1.

Si con la función de Green apropiada como núcleo, podemos representar una función g
como una función continua a trozos en la forma

g(x) =

∫ 1

0
G(x, t)φ(t) dt,

entonces g puede ser expresada en términos de las funciones propias como la serie

g(x) =
∞∑

n=1

cnun(x),
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en donde

cn =

∫ 1

0
g(x)ρ(x)un(x)dx,

esta serie es uniformemente convergente.

5.3. Transformación integral inducida por una función de

Green

En esta sección estudiamos las propiedades de la función de Green asociada a un op-
erador diferencial L utilizando las propiedades que ya hemos visto acerca de las trans-
formaciones integrales. Sea pues L un operador diferencial actuando sobre un cierto
subespacio de funciones de L2[0, 1]. Supongamos que podemos encontrar la función de
Green, G(x, t), del operador L. Para f ∈ L2[0, 1] definimos

Gf =

∫ 1

0
G(x, t)f(t) dt.

Claramente esto define una transformación integral en L2[0, 1], cuyo núcleo es precisa-
mente la función de Green del operador dado. Note que la solución de la ecuación Lu = f
es u = Gf , por lo tanto G−1 = L. Es natural pensar en estudiar las propiedades de esta
transformación integral pues ya hemos visto que el inverso de un operador diferencial
es precisamente un operador integral, así que podemos aplicar los resultados que hemos
visto aquí sobre los operadores integrales.

Supongamos que L es autoadjunto. Entonces por el Teorema 5.3, la función de Green
G(x, t) es simétrica respecto a sus argumentos, por lo tanto, por el Teorema 1.3, la
transformación G es simétrica. El Teorema 1.4, nos permite asegurar que las funciones
propias de la transformación G, correspondientes a valores propios distintos, son ortog-
onales. Además, por el Teorema 1.6, sabemos que el número de valores propios distintos
es contable y que para cada valor propio, existe a lo más un número finito de vectores
propios linealmente independientes.

Estos resultados son de gran utilidad a la hora de expresar la función de Green en
términos de las funciones propias de la transformación G.

Consideremos el problema de encontrar los valores y vectores propios de la transfor-
mación G, esto implica que debemos encontrar funciones f ∈ L2[0, 1] y λ ∈ R tales
que

Gf = λf.

Aplicando el operador L en ambos miembros de esta igualdad encontramos que

LGf = L(λf) = λLf,
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teniendo en cuenta que G = L−1, la ecuación puede escribirse como sigue

f = λLf,

luego si λ 6= 0 tenemos

Lf =
1

λ
f.

Por lo tanto, el problema de encontrar los valores propios de la transformación integral
G es equivalente, de cierta forma, a encontrar los valores propios del operador diferencial
L. De estas ecuaciones se deduce que si λi es un valor propio no nulo del operador L
entonces 1/λi es un valor propio para la transformación integral inducida por la función
de Green del operador L. Por lo tanto, si fi es una función propia del operador L
asociada al valor propio λi, entonces fi es una función propia para la transformación G
correspondiente al valor propio 1/λi.

Ejemplo 5.3. Encontrar los valores y vectores propios de la transformación integral

definida por la función de Green del operador L = − d2

dx2
sobre el espacio de funciones

de las funciones de L2[0, 1] tales que u(0) = u(1) = 0.

Solución. Haciendo algunas modificaciones en el Ejemplo 5.1 podemos ver que la fun-
ción de Green viene dada por

G(x, t) =

{
x(1 − t) si 0 ≤ x ≤ t,

t(1 − x) si t ≤ x ≤ 1.

Encontrar los valores propios de este operador es equivalente a resolver el problema.

−u′′ =
1

λ
u con λ 6= 0, u(0) = u(1) = 0.

No consideramos los valores λ < 0. Sabemos que la solución a esta ecuación diferencial
es

u(x) = c1 cos

(
1√
λ
x

)
+ c2 sen

(
1√
λ
x

)
,

donde c1 y c2 son constantes. Haciendo x = 0, tenemos c1 = 0. Para x = 1, c2 sen( 1√
λ
) =

0. Si c2 = 0, u = 0 y cualquier λ 6= 0 sería un valor propio. Supongamos pues que c2 6= 0
entonces 1√

λ
= nπ, n ∈ Z. Por lo que, para cada n ∈ Z, λn = 1/n2π2 es un valor propio,

asociado a la función propia un(x) = sin(nπx).
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Al considerar la función de Green como núcleo de la transformación integral inducida
por esta, es natural pensar en expresar el núcleo de esta transformación en términos de
los vectores propios de dicha transformación integral.

Supongamos que la transformación integral G, inducida por la función de Green de un
operador diferencial L, tiene valores propios si con correspondientes vectores propios
fi. Entonces, si = 1/λi donde λi es un valor propio no nulo del operador integral L.
Entonces por el Teorema 1.12, si f ∈ L2[0, 1] tenemos

Gf =
∑

i

si(f, fi)fi =
∑

i

1

λi
(f, fi)fi, (5.22)

y la serie converge uniformemente para cada x en [0, 1]. Si es posible encontrar los
valores propios del operador L, entonces la representación de Gf en (5.22) es válida.
Sin embargo, existen otros resultados que nos dan una representación de la función de
Green, si la consideramos nuevamente como el núcleo de una transformación integral.

Teorema 5.6. Si la transformación integral inducida por una función de Green asociada
a un operador L es positiva definida, entonces

G(x, t) =
∑

n

fn(x)fn(t)

λn
,

y la serie converge uniformemente en x, t ∈ [0, 1].

Demostración. Puesto que la transformación integral inducida por la función de Green
del operador L es positivo semidefinida, por el Teorema 1.17 podemos concluir el resul-
tado.

Observe que si las hipótesis de este teorema se cumplen también podemos afirmar que
(5.22) es valida para cada x, t ∈ [0, 1].

Ejemplo 5.4. Consideremos la función de Green del Ejemplo 5.3. Los valores propios
de la transformación inducida por esta función son positivos. Por lo tanto G(x, t) es
positivo semidefinido, y por el Teorema 5.6 tenemos

G(x, t) =
∑

n

sen(nπx) sen(nπx)

n2π2
,

en donde la suma varia sobre Z; por lo que podemos escribir

G(x, t) =

∞∑

n=−∞

sen(nπx) sen(nπt)

n2π2
=

∞∑

n=1

2 sen(nπx) sen(nπt)

n2π2
,

y la convergencia es uniforme para cada x, t ∈ [0, 1].
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Por medio de la función de Green expresada como una serie, podemos también expresar
la solución de un problema de valor en la frontera no homogéneo sujeto a las condiciones
de frontera que satisface la función de Green. En efecto, dado un operador diferencial
L, consideremos la ecuación Lu = f con ciertas condiciones de frontera homogéneas.
Entonces sabemos que la solución a esta ecuación es u = Gf , donde el operador G
designa la transformación inducida por la función de Green asociada al operador. En
tal sentido tenemos el siguiente resultado

Teorema 5.7. En las hipótesis del Teorema 5.6, la solución del problema Lu = f sujeto
a ciertas condiciones de frontera homogéneas es

u(x) =
∑

n

1

λn
(f, fn)fn(x),

y la serie converge uniformemente para cada x ∈ [0, 1].
Demostración. Por el Teorema 5.5, tenemos que

G(x, t) =
∑

n

fn(x)fn(t)

λn
.

Multiplicando en ambos miembros de la ecuación anterior por f(t) en integrando entre
0 y 1, obtenemos

∫ 1

0
G(x, t)f(t) dt =

∑

n

1

λn
fn(x)

∫ 1

0
fn(t)f(t) dt.

La integración término a término se garantiza por la convergencia uniforme de la se-
rie para cada t ∈ [0, 1]. Es claro que la serie que resulta después de integración es
uniformemente convergente para x ∈ [0, 1]. Puesto que u = Gf , entonces

u(x) =

∫ 1

0
G(x, t)f(t) dt =

∑

n

1

λn
fn(x)

∫ 1

0
fn(t)f(t) dt =

∑

n

1

λn
(f, fn)fn(x).

Ejemplo 5.5. La solución de la ecuación diferencial

−u′′ = f(x), u(0) = u(1) = 0,

es, por el Teorema 5.6,

u(x) =
∑

n

1

n2π2
an sen(nπx), x ∈ [0, 1],

en donde an =

∫ 1

0
f(t) sen(nπt)dt, para cada n ∈ Z. Puesto que a−n = −an, n ∈ Z,

podemos escribir

u(x) =

∞∑

n=1

2

n2π2
an sen(nπx),

para todo x ∈ [0, 1].
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Comentarios finales

Hasta aquí no hemos dicho que dado un problema de valor en la frontera siempre
podemos encontrar la función de Green asociada a la ecuación diferencial que involucra
el problema. Realmente, existen problemas de valor en la frontera para los cuales no
podemos encontrar la función de Green utilizando las técnicas que hemos estudiado
hasta ahora. En esta sección comentaremos brevemente un ejemplo que ilustra una
técnica para resolver este tipo de problemas. Tal técnica involucra una función, que se
conoce como la función de Green generalizada y como su nombre lo indica es una
generalización de las funciones de Green que conocemos hasta ahora.
Consideremos el problema

u′′ + π2u = f(x), u(0) = u(1) = 0, (5.23)

donde f(x) es una función dada en L2[0, 1]. Suponemos que la función de Green asociada
a la ecuación diferencial dada, existe. Entonces usaremos la técnica del Ejemplo 5.2 para
construirla. La función de Green, G(x, t), debe satisfacer

Gtt + π2G = δ(x− t), G(x, 0) = G(x, 1) = 0. (5.24)

Suponemos que la función de Green tiene la forma

G(x, t) =

{
A cos πt+B senπt 0 ≤ t < x,

C cos πt+D senπt x < t ≤ 1.

Teniendo en cuenta las condiciones de frontera dadas, hacemos t = 0 y encontramos
que A = 0, y para t = 1 tenemos que C = 0, y como la función de Green es continua en
t = x, debemos tener B = D. Ahora bien, integrando la ecuación (5.24) en el intervalo
[x− h, x+ h], con h > 0, encontramos que

∫ x+h

x−h
(Gtt + π2G) dt =

∫ x+h

x−h
δ(x − t) dt. (5.25)

Haciendo que h → 0 en (5.25) y por la condición de salto de discontinuidad de la
derivada, respecto a t, tenemos

Gt

∣∣∣∣
x+

x−

= 1,

98



de donde

πD cos πx− πB cos πx = 1. (5.26)

Como B = D, se sigue que la ecuación (5.26) es imposible de resolver, lo que prueba
que la función de Green como la construimos usualmente no existe.
Para evitar este problema, consideremos primero el problema homogéneo asociado:

utt + π2u = 0, u(0) = u(1) = 0. (5.27)

Este problema admite soluciones no triviales las cuales son múltiplos arbitrarios de
senπt. Sea v(t) = senπt. Entonces multiplicando ambos miembros de la ecuación (5.24)
e integrando de 0 hasta 1, encontramos que

∫ 1

0
v(Gtt + π2G) dt =

∫ 1

0
vδ(x − t) dt,

(vGt − vtG)

∣∣∣∣
1

0

+

∫ 1

0
G(utt + π2u) dt = v(x).

De esto concluimos que v(x) = 0, lo cual es absurdo. Este hecho se debe a que la
función v(t) no es ortonormal a la función δ(x− t). Más aún, el Teorema 5.5 garantiza
que el problema (5.23) no tendrá solución, si f(x) no es ortogonal a v(t) = senπt. Por
consiguiente, aclaramos que en este problema, la función f(x) debe ser ortogonal a la
solución del problema (5.27). Por lo tanto, debemos suponer que la función de Green
asociada al problema (5.23) satisface la ecuación

Gtt + π2G = g(x, t), G(x, 0) = G(x, 1) = 0,

en donde la función g(x, t) se escoge de modo que sea ortogonal a la solución de la
ecuación (5.27). Si esto es así, la solución del problema (5.23) esta dada por

u(x) =

∫ 1

0
G(x, t)f(t) dt.

Por lo tanto, de la ecuación anterior deducimos que

u(x) =

∫ 1

0
g(x, t)u(t) dt.

Es claro que la función g(x, t) no puede ser δ(x− t), pues esta función no es ortogonal a
la solución de la ecuación (5.27). No obstante, sí podemos suponer que la función g(x, t)
tiene la forma

g(x, t) = δ(x − t) + F (x, t),

Gtt + π2G = δ(x− t) + F (x, t), G(x, 0) = G(x, 1) = 0, (5.28)
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en donde la función F (x, t) se escoge de tal manera que v(t) = senπt sea ortogonal
a δ(x − t) + F (x, t). Puede demostrarse que F (x, t) tiene la forma αv(t)v(x) donde α
es una constante que garantizará la ortogonalidad deseada. En efecto, si F (x, t) tiene
dicha forma, entonces

∫ 1

0
v(t)[δ(x − t) + αv(x)v(t)] dt = v(x)

[
1 + α

∫ 1

0
v2(t) dt

]
= 0,

si

α = − 1∫ 1

0
v2(t) dt

.

En nuestro caso, como v(t) = senπt tenemos que α = −2. Volviendo a nuestro problema
de encontrar la función de Green para este problema, podemos ver que la solución de
(5.28) es de la forma

G(x, t) =
(senπx)(t cos πt)

π
+

{
A cos πt+B senπt 0 ≤ t < x,

C cos πt+D senπt x < t ≤ 1,

en donde el primer término del lado derecho de esta igualdad es la solución particular
de la ecuación diferencial

utt + π2u = −2 senπx senπt.

Las condiciones de frontera nos dan

G(x, 0) = 0 = A, G(x, 1) = 0 = − 1

π
senπx− C.

Integrando la ecuación (5.28) en el intervalo [x−h, x+h], h > 0, junto con la continuidad
de la función de Green en t = x y la condición de salto de discontinuidad de la derivada
en t = x, obtenemos las siguientes ecuaciones:

A cos πx+B senπx = C cos πx+D senπx,

−πC senπx+ πD cos πx− πA senπx− πB cos πx = 1.

Resolviendo el sistema de ecuaciones encontramos que

A = 0,

B = − 1

π
cos πx+D,

C = − 1

π
senπx,

D = función arbitraria de x.
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Por lo tanto la función de Green generalizada viene dada por

G(x, t) = 2D(x) sen πt+
(sen πx)(t cos πt)

π
−

{
1
π cos πx senπt 0 ≤ t ≤ x,
1
π senπx cos πt x ≤ t ≤ 1.

Con G(x, t) determinada, podemos encontrar la solución del problema considerado ini-
cialmente. Sea Lu = utt + π2u. Entonces la solución del problema Lu = f(x) sujeto a
las condiciones de frontera u(0) = u(1) = 0 es

u(x) =

∫ 1

0
G(x, t)f(t) dt. (5.29)

Note que como Lu = utt + π2u, en la ecuación (5.29) podemos escribir
∫ 1

0
G(x, t)f(t) dt =

∫ 1

0
G(x, t)Lu dt.

Por lo tanto,

∫ 1

0
G(x, t)Lu dt = (Gu′ −G′u)

∣∣∣∣
1

0

+

∫ 1

0
u(t)LGdt (5.30)

=

∫ 1

0
u(t)(Gtt + π2G) dt

=

∫ 1

0
u(t)[δ(x − t) − 2 senπx senπt] dt

= u(x) − 2 senπx

∫ 1

0
u(t) sen πt dt.

El primer término del lado derecho de la ecuación (5.30) es cero por las condiciones de
frontera. Por lo tanto,

u(x) = M senπx+

∫ 1

0
G(x, t)f(t) dt,

en donde M es una constante. Observe que la solución u(x) no depende de la función
D(x) puesto que

∫ 1

0
D(x)f(t) sen πt dt = D(x)

∫ 1

0
f(t) senπt dt = 0

El problema (5.23) puede ser considerado de una manera más general

Lu = f(x), u(0) = a, u(1) = b.

en donde L es un operador diferencial de segundo orden definido en el subespacio de las
funciones de L2[0, 1] que satisfacen las condiciones de frontera del problema y suponemos
que la función de Green en el sentido usual no existe. No obstante no entraremos en
detalles para este caso.
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Conclusiones

En esta monografía, se expuso de forma detallada la solución del problema de valor
en la frontera considerado en la ecuación (1) en el intervalo [0, 1], pues este problema
es equivalente al problema considerado en el intervalo [a, b] aplicando un cambio de
variable conveniente.
El estudio de la solución de este problema mediante funciones de Green es interesante
debido a que involucra matemáticas avanzadas, razón por la cual esta técnica no se
estudia en pregrado, al menos en un curso básico de ecuaciones diferenciales ordinarias.
Fue interesante haber realizado un estudio detallado de los resultados del Análisis Fun-
cional necesarios para desarrollar la técnica de solución para ecuaciones diferenciales
ordinarias lineales mediante las funciones de Green.
En un futuro espero que los estudiantes de pregrado de carreras a fines al consultar esta
monografía, vean la claridad con que se exponen los resultados expuestos y así haya un
interés en ellos por estudiar seriamente estos temas.
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