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Resumen

Titulo: Construccién del concepto de area de estudiantes de béasica secundaria: Una experiencia a partir de la
aplicacion de acciones sobre objetos concretos apoyada en el uso del Software GeoGebra.”

Autor: Gisselle Paola Bayona Prieto™

Palabras Claves: Area, Teoria APOE, GeoGebra.

Descripcion

El presente trabajo da a conocer una propuesta de construccion del concepto de area para estudiantes de grado sexto
de basica secundaria con la implementacién de una secuencia de actividades acompafiadas del software GeoGebra. El
estudio tiene como propdsito describir la ruta de construccidn que posibilite formalizar el método como el educando
emplea acciones concretas para lograr concebir dicha nocion como un objeto abstracto. A partir de estos elementos se
analizan las estructuras y los mecanismos que hacen parte de la descomposicidn genética, principal herramienta para
poder detallar la construccién de la nocidn de area de figuras planas.

La indagacion esta orientada por la teoria APOE (Accion, Proceso, Objeto y Esquema), la cual fue creada por
Dubinsky y sus colaboradores (Asiala, Brown, DeVries, Dubinsky, Mathews y Thomas, 1996) como proceso
investigativo para el analisis cognitivo de los conocimientos matematicos.

El software GeoGebra determiné el cambio de pensamiento en los estudiantes participantes en la investigacion, esta
herramienta tecnoldgica permite una participacion activa del individuo en la construccion de su propio conocimiento,
existe una interaccion maquina-sujeto que motiva e interesa al estudiante por el aprendizaje matematico.

* Trabajo de grado
“ Escuela de Ingenieria de Sistemas, Escuela de Educacion, IPRED, directora: Solange Roa Fuentes Doctora en
Didactica de la Matematica, codirector: Jorge Winston Barbosa Chacén Magister en Informatica



CONSTRUCCION CONCEPTO AREA DE ESTUDIANTES BASICA SECUNDARIA |13

Summary

Title: Construction of the concept of the area of students of basic secondary education: An experience from the
application of actions on concrete objects supported by the use of the Software GeoGebra.”

Author: Gisselle Paola Bayona Prieto™
Keywords: Area, APOE theory, GeoGebra.

Description

This paper presents a proposal for the construction of an area concept for sixth grade students of basic secondary
education with the implementation of a sequence of activities accompanied by the GeoGebra software. The purpose
of the study is to describe the construction route that will make it possible to formalize the method of how the student
employs concrete actions to manage to conceive this notion as an abstract object. From these elements, the structures
and mechanisms that are part of genetic decomposition are analyzed, the main tool to be able to detail the construction
of the notion of area of flat figures.

The investigation is guided by the APOE theory (Action, Process, Object and Scheme), which was created by
Dubinsky and his collaborators (Asiala, Brown, DeVries, Dubinsky, Mathews and Thomas, 1996) as a research
process for the cognitive analysis of mathematical knowledge.

The GeoGebra software determined the change of thought in the students participating in the research. This
technological tool allows an active participation of the individual in the construction of his or her own knowledge;
there is a machine-subject interaction that motivates and interests the student in mathematical learning.

* Degree work
** School of Systems Engineering, School of Education, IPRED, Director: Solange Roa Fuentes PhD in Didactics of
Mathematics, Co-Director: Jorge Winston Barbosa Chacdn Master's Degree in Computer Science
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Introduccion

El desarrollo del pensamiento espacial contiene elementos que potencian la construccion de
pensamiento matematico. En este documento se presenta una propuesta que pretende llevar al
estudiante a la construccion del concepto de area de figuras planas, desde la perspectiva de la teoria
APOE. Dicha propuesta esta organizada en sesiones de acompafiamiento pedagdgico mediado por
el software GeoGebra.

El documento esta organizado en cinco capitulos, el primer capitulo trata de las definiciones
asociadas al tema de estudio teniendo, en cuenta que son temas relacionados con el nivel de basica
secundaria en Colombia. En el segundo capitulo se explica la teoria APOE, elemento teorico y
pedagdgico que conduce la investigacion; considerando que desde esta perspectiva es posible unir
la practica pedagogica al conocimiento y lograr impactar positivamente en el proceso de ensefianza
y aprendizaje. El tercer capitulo contiene el analisis del problema de estudio, los estudiantes han
asumido el concepto de area como un algoritmo de base por altura sin tener en cuenta qué
significado tiene; por tanto, se plante6 como objetivo describir las estructuras (acciones, procesos
y objetos) y mecanismos (interiorizacion, coordinacion, encapsulacion) mentales que desarrollan
estudiantes de sexto grado a partir de la aplicacion de acciones sobre objetos concretos para
construir el concepto de area de figuras planas. El cuarto capitulo presenta todas las actividades
acompafiadas de cuestionarios para que el estudiante realice recubrimiento, aproximacion,
medicion y comparacion de superficies planas, cuestionando el propdésito de esas acciones. El

quinto capitulo registra la construccion de la nocién de area, mostrando las ventajas que fue haber
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usado el software GeoGebra, es una herramienta que es amigable, dinamica y no esta ligada el

espacio o al tiempo.
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1. El aprendizaje de la geometria en el contexto de la tecnologia

La geometria es concebida como una de los bases de la formacion de las personas, dado su aporte
a la aplicabilidad contextual y al razonamiento l6gico, asi como al desarrollo de habilidades para
visualizar, pensar criticamente, intuir, resolver problemas, conjeturar y razonar deductivamente
(Araya & Alfaro, 2010); aportes que han sido un motivo para la bldsqueda de alternativas de
mejoramiento en los procesos formativos en que la geometria es objeto de estudio. Como una
muestra de ello, histéricamente se ha sumado el compromiso por desarrollar recursos tecnolégicos
que amplien las condiciones para aprender sobre geometria. Es aqui en donde, evolutivamente, se
ha abierto paso los desarrollos de los denominados Software Educativos (SE), representando
aquellos programas computacionales cuyas caracteristicas (estructurales y funcionales) responden
a intencionalidades formativas, ademas de ser elementos por favorecer el desarrollo de ciertas
habilidades cognitivas (Vidal, Gmez, & Ruiz, 2010).

La naturaleza del SE para geometria ha evolucionado aportando continuamente ventajas y
facilidades a los procesos educativos de esta disciplina. Han sido ejemplo de ello los tutoriales, los
simuladores, la hipermedia, la multimediay la colaboracion, como atributos que han ido afiadiendo
a las diferentes generaciones de SE, aunque tal vez el mas revolucionario ha sido la incorporacion
de la web a este tipo de aplicaciones (Garcia-Pefalvo, 2002). Esto deja ver la marcada incidencia
de la evolucion de las tecnologias de la informacion y la comunicacion al desarrollo de los SE para
diferentes disciplinas, en donde las matematicas y, particularmente, para geometria no han sido la
excepcion. Aqui vale indicar que, los beneficios obtenidos sobre el uso de la tecnologia en los

procesos formativos de geometria han sido importantes, siendo uno de ellos el manejo dindmico
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de objetos en diferentes registros de representacion en escenarios interactivos; condicion dificil de
lograr con medios convencionales (no facilmente manipulables). Asi, el conocimiento obtenido a
través de la exploracion asume caracteristicas no tradicionales en la préctica pedagdgica (Magafia
& Rangel, 2015)

Las anteriores ventajas surgidas desde el contexto de la tecnologia deben ser igualmente
consideradas en el contexto de los agentes educativos participantes y del curriculo mismo. Esto
implica que la implementacion de un SE para geometria supone, también, repensar los roles, los
procesos y las maneras de accionar que puedan estar muy cimentadas en las practicas cotidianas,
incluso de manera dominante.

En esta perspectiva los siguientes han sido algunos de los softwares para apoyar la geometria
y en general el desarrollo del pensamiento matematico: Cabri, GeoGebra, Scribus, Inkscape entre
otros. De los cuales el apropiado para el caso de la presente investigacion es GeoGebra y es

escogido para los fines esperados en el proceso de aprendizaje planteado.

1.1 GeoGebra como apoyo en la construccion del Pensamiento Espacial.

El software de geometria dinamica GeoGebra fue creado en el afio 2002 por Markus Hohenwarter
como trabajo de grado de maestria en la Universidad de Salzburgo (Austria) con el propdsito de
integrar la geometria y el algebra con la ventaja que fuera de uso libre; el enfoque pedagdgico de
este programa educativo es constructivista propuesto para ayudar al estudiante a fortalecer las
habilidades visuales, cognitivas y metacognitivas.

El Software GeoGebra es una interface amigable, gratuita, dindmica, que facilita: su manejo,

su visualizacién y la relacién entre las matematicas y las TIC con la finalidad de propiciar un
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cambio en la metodologia de trabajo con los estudiantes y, por consiguiente, en los procesos de
ensefianza y aprendizaje, propiciando en los estudiantes la inquietud de explorar e indagar sobre
aspectos tedricos de las matematicas (Gonzélez, 2017).

La caracteristica méas destacable de GeoGebra es su doble percepcion de los objetos: una en la
vista gréfica (geometria), otra en la vista algebraica (&4lgebra); a todos los objetos que se ingresen
en la ventana grafica le corresponde una expresion en la ventana algebraica y viceversa (Torres &
Racedo, 2014).

Un ejemplo de su presentacion se da a la Figura 1, alli se ubica un punto A ingresado en la vista
grafica y el software genera las coordenadas de su ubicacion en el plano cartesiano en la vista
algebraica, en el mismo pantallazo se ingresa en la entrada la funcion sen(x), que aparece en la

vista gréfica (Figura 1).

£7 Geoliebra Classic 5 —_ HE)
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
uIDDDB@DDDD =

] )| e
» Vista Algebraica ' Vista Grafica [
® A=(-24)

.. f(x) = sen(x)

Entrada: \ a s

Figura 1. Vista algebraica y grafica de GeoGebra Classic 5.0. Adaptada de GeoGebra 5.0.
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La implementacion del GeoGebra en el aula es de gran ayuda, como lo afirma Torres y Racedo
(2014), en las ultimas décadas se ha incrementado el nimero de docentes e investigadores que han
estudiado la utilidad y las distintas aplicaciones de las TIC en diversas areas, en particular y con
un gran énfasis en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas escolares.

En la Figura 2, se ilustra la presentacion de la pantalla GeoGebra y se despliega el icono de

recta con las diferentes herramientas que se pueden usar.

3 GeoGebra Classic 5 - = | B ||

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

r Vista Alge

X

Recta
Segmento

Segmento de longitud dada 3

Semirrecta i1

Poligonal 3

<
Vector

WA N YN

Equipolente

Entrada:

Figura 2. Iconos de la herramienta recta en GeoGebra Classic 5.0. Adaptado de GeoGebra 5.0.

GeoGebra cuenta con ocho herramientas que apoyan la construccién de cualquier
representacion geométrica bidimensional, los estudiantes pueden hacer uso de ellas para construir
poligonos, medir sus angulos, calcular sus lados, desarrollar conceptos como punto medio, punto

de intercepcidn, etc. con la finalidad de brindar aprendizaje ladico y duradero al educando (Figura

3).
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% GeoGebra Classic 5 ) B |

. »

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

» Vista Algebraice /-) Perpendicular

\h
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Figura 3. iconos de la herramienta posiciones relativas de las rectas. Adaptado de GeoGebra 5.0

Licenciados como Llanos, Acufia y Martinez (2016) investigaron sobre el impacto de las TIC
como herramienta de ensefianza, en el razonamiento geométrico de los estudiantes de primero
medio del Liceo Polivalente Virgilio Arias de Chile, utilizando la metodologia de disefio
experimental puro e implementando una secuencia didactica con el software GeoGebra enfocada
a la ensefianza de simetrias en el plano; para la clasificacion del razonamiento de los estudiantes
se apoyaron en los niveles de razonamiento del Modelo Van Hiele; el cual se explica en la Figura
4. Su investigacion permite observar gque la utilizacion de la geometria dinamica genera mayor
desarrollo en el razonamiento geomeétrico de los estudiantes en los niveles 2 y 3 del modelo Van
Hiele por el hecho que el software GeoGebra brinda ventajas en términos de apoyo en el aulay en

la visualizacion geométrica de los estudiantes.
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NIVEL 1.
VISUALIZACION O
RECONOCIMIENTQ

El  estudiante  no
diferencia partes de las
figuras  geométricas
sino que conoce las
formas como un todo.

Ejemplo: Identifica un

NIVEL 2. ANALISIS‘

Enumera algunas
caracteristicas de las
figuras pero no identifica
relaciones entre ellas, no
hace clasificacion ldgica.

Ejemplo:  Conoce el
concepto de perimetro,
pero no sabe como
sustentarlo.

NIVEL 3. l

ABSTRACCION

No comprende la
estructura de una
demostraci6n formal.

Ejemplo: Argumenta y
describe  acerca  del
perimetro y el area de un
conjunto de figuras planas
cuando una de las
magnitudes se fija.

NIVEL 4.
DEDUCCION
FORMAL

Capaz de razonamientos
16gicos formales.
Ejemplo: Demuestra con
claridad las aplicaciones
de los conceptos
solicitados en una
situacion problema sobre
semejanza de triangulos.

|21

NIVEL 5. DE RIGOR

Capacidad de manejar,

analizar 'y  comparar
diferentes figuras
geométricas.

El nivel 5 en Espafia y
otros paises solo lo
manejan  en  cursos
avanzados de universidad.

cuadrado pero no le
conoce cuanto miden
sus angulos.

Figura 4. Modelo descriptivo del razonamiento segun la Teoria Van Hiele. Adaptado de Figura los niveles

de Van Hiele (1957) modificada por el autor.

A continuacion, se presenta un ejemplo de una de las actividades realizadas con los estudiantes
de primer nivel medio en el pais de Chile, que se desarrollé con la herramienta GeoGebra (Figura
5), en ella se fortalece la habilidad de la visualizacion que es uno de los primeros niveles de
razonamiento segun Van Hiele; implicando no solo conocimientos de movimientos en el plano
sino ubicacion de puntos, nombre de los ejes y los cuadrantes, simetria axial y simetria central,

entre otros.
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8) En GeoGebra realiza los siguientes segmentos y encuentra las

coordenadas de los puntos simétricos al reflejarlos respecto a O.

. Y Punto | Coordenada

=

== a=

5]

——
=

Figura 5. Actividad 3: simetria desarrollada con GeoGebra. Adaptado de Llanos, A. Acufia, G. Martinez,
J. (2016). Impacto de las TIC en el razonamiento geométrico de los estudiantes del Liceo Polivalente

Virginio Arias de Nipas. (Tesis de pregrado). Universidad del Bio-Bio, Chillan, Chile. p. 82)

La geometria dindmica ofrecida por los programas interactivos permite desarrollar el criterio
de veracidad a partir de la manipulacién de los objetos y las propiedades de conservacién, que son
facil de comprobar a través del uso de la herramienta. Por ejemplo, Vera-Maquera (2014) en la
investigacion “Aplicacion de una metodologia usando el software GeoGebra para desarrollar la
argumentacion matemdtica en el contenido de las propiedades de los triangulos” implemento la
metodologia de investigacion accion con estudiantes de tercer grado de secundaria de la institucion
educativa Miguel Cortés de Perd y con ello buscd diagnosticar el nivel de desarrollo de la
capacidad de argumentacion. Para eso disefio sesiones de aprendizaje de las propiedades de los
triangulos incorporando la herramienta GeoGebra. Dentro de los principales resultados dicha

investigacion propone que: i) en la aplicacion de las sesiones de aprendizaje, el software GeoGebra
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proporciond un aprendizaje significativo; ii) Es valida la efectividad del uso de GeoGebra para
desarrollar la habilidad de argumentacion matematica.

En Espafia, Ezquerro (2014) concuerda con otros académicos sobre el acceso afable al software
y sus ventajas de manipulacion. La investigacion realizada por Ezquerro (2014) consta de tres
partes: i) justificacion del uso del software GeoGebra en el aula, ii) importancia que le dan los
docentes a la geometria analitica y el manejo del software GeoGebra por parte de los mismos; y
iii) percepcion por parte de los estudiantes respecto al aprendizaje con el software GeoGebra en
geometria analitica. La metodologia empleada para la investigacion se sustenta en el estudio
bibliogréfico y estudio de campo. La Gltima parte se realiza con una intervencion didactica a los
alumnos de 4° de secundaria de Espafia, que se centra en la ecuacion de la recta, los puntos de
corte, y la distancia entre dos puntos con la herramienta GeoGebra. Ezquerro (2014) concluye que
hubo buena aceptacion por todos los integrantes de la investigacion hacia el software y mejor
disposicion para el aprendizaje de la geometria analitica. Ademas, de destacar las cualidades del
software para dicho nivel porque se pueden integrar tres campos esenciales del pensamiento
matematico, como son la geometria, el algebra y el calculo Ezquerro (2014, pag. 27)

El estudio de Rodriguez (2011) es un ejemplo de aplicacion de las caracteristicas de GeoGebra
relacionado con las recomendaciones hechas por la National Council of Teachers Mathematics
(NCTM, 2000) dado que presenta las tecnologias como una ayuda para el docente, las TIC pueden
optimizar la practica educativa y al mismo tiempo fortalecer el conocimiento matematico; los
procesos mentales que el estudiante necesita efectuar se aprecian a través de las herramientas
tecnologicas como representaciones graficas y ubicacion espacial. Con su contribucién muestra la
importancia de la representacion de los objetos en el plano generando razonamiento légico e

introduciendo a los estudiantes en la demostracion formal de las matematicas. Bajo el método de
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investigacion accion - reflexion se llevo a cabo la indagacion, estudiando la construccion del
conocimiento bajo los criterios de la teoria del aprendizaje significativo de Ausubel en estudiantes
7° de la Normal Superior del municipio de Falan, Colombia. Rodriguez (2011) obtuvo uno de los
resultados principales como que el uso de software GeoGebra permite en los estudiantes la
construccion mental de figuras geométricas logrando establecer propiedades de cuadrilateros y
triangulos. También observo que mejora el aprendizaje significativo cuyo disefio esta basado en la
teoria de Ausubel, donde las actividades con los estudiantes consistian en la construccion del
conocimiento, teniendo en cuenta los pre-saberes, realizando dos estrategias: el uso de

manipulables fisicos y el uso de la herramienta GeoGebra (Figura 6).

B saricentro | EN la figura 2, E es el punto medio del segmento AB,

F el punto medio del segmento BC y G es el punto
medio del segmento AC.

12. Construye un tridngulo con sus tres medianas,
ubica el punto donde ellas se intersectan, llamalo D.
Este punto D recibe el nombre de Baricentro. Realiza
tu construccion tal como se indica en la figura 2

TRIANGULO CON MEDIANAS

13. Cambia las posiciones de los vértices del
Figura 10 triangulo y observa lo que sucede con el punto D.
Segiin el tipo de triangulo que tengas (teniendo en
cuenta la clasificacién segun sus dngulos), ;donde
se situa el punto D?

Contesta la siguiente tabla:

Figura 6. Actividad implementada con GeoGebra: Medianas en un tridngulo. Adaptado de Rodriguez, C.
(2011). Construccion de Poligonos regulares y calculo de areas de superficies planas utilizando el programa
GeoGebra: una estrategia metodoldgica para la construccion de aprendizajes significativos en estudiantes

de grado séptimo. (Tesis de Maestria). Universidad Nacional de Colombia, Manizales, Colombia. p. 82).
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Un argumento a favor de las habilidades de visualizacion, representacion y construccion que se
deben desarrollar en el pensamiento espacial es la indagacion realizada por Sierray Giraldo (2016),
alli abordan la relacion del Teorema de Pitagoras con el area de las figuras formadas sobre los
catetos y la hipotenusa; durante el proceso se analizaron los errores, dificultades y/o obstaculos
que se presentaban y que fueron abordados durante el desarrollo de la investigaciéon. La
metodologia desarrollada se basa en un enfoque cualitativo bajo la intervencion de la investigacion
accion; esta investigacion se desarrolld con 32 estudiantes de grado octavo del colegio distrital
Atanasio Girardot de Bogota (Colombia) durante cuatro sesiones. Sierra y Giraldo (2016)
proponen entre sus conclusiones que: El software GeoGebra permite al estudiante visualizar en un
aspecto simultaneo infinidad de representaciones del teorema. No se pudo aprovechar al maximo
el software porque solo se trabajo la vista algebraica. Se logré avanzar en el conocimiento del
Teorema de Pitagoras, mejorando la representacion y comunicacion en los individuos intervenidos
durante la investigacion.

El estudio de Urrea-Buitrago (2018) muestra que la herramienta GeoGebra tiene caracter offline
y que sirve de puente entre el razonamiento y la comunicacién matematica; el docente investigador
no solo reafirma la necesidad de utilizar la tecnologia para potenciar la pertinencia de la educacion
de sus educandos, sino que toma decisiones que afectan indiscutiblemente el aprendizaje de los
mismos. Es importante mencionar que esta investigacion en particular se llevo a cabo en una
institucion rural con estudiantes de grado sexto, con el objetivo de fortalecer en los estudiantes el
proceso de modelacion de las caracteristicas del tridngulo analizado bajo la teoria de Van Hiele;
la metodologia empleada es de caracter cualitativo descriptivo. Las conclusiones obtenidas son
que a partir de la aplicacion de la unidad didactica y los laboratorios virtuales y de acuerdo a lo

establecido en el modelo de Van Hiele, los estudiantes de grado sexto, avanzaron hasta el nivel 2.
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Fue posible y efectivo el trabajo de aula desarrollado, a partir de la ejecucion de la unidad didéctica
disefiada, teniendo en cuenta aspectos del contexto y la mediacion de los laboratorios virtuales
construidos en el software GeoGebra, ya que permiten fortalecer el pensamiento geométrico y

promover la motivacion en los estudiantes.

1.2 La construccion de conceptos matematicos.

1.2.1 Pensamiento Espacial. El objetivo del presente trabajo es analizar los conceptos de area
y perimetro de poligonos que poseen estudiantes de sexto grado de secundaria, por ello se
considera oportuno definir el pensamiento matematico y, en especifico, el pensamiento espacial.
Por consiguiente, en este apartado se discuten algunas definiciones de pensamiento matematico
(Cantoral, y otros, 2005); (Mason, Burton, & Stacey, 1982) y las principales caracteristicas del
pensamiento espacial ( (Ministerio de Educacion Nacional, 2006); (De Miguel Gonzalez, 2015).
Finalmente, estos elementos se enfocan en la problematica relacionada con los conceptos de area
y perimetro en educacion basica.

El pensamiento matematico esta presente de manera informal en todos los contextos de la vida
humana; adn en las edades tempranas, por ejemplo, en los juegos en los que los nifios realizan
multiples labores de indole matematico: construir patrones, manipular formas espaciales, contar y
comparar cantidades, entre otras. En un sentido formal se refieren, segin Cantoral et al., (2005),
al pensamiento matematico en dos perspectivas: i) Asigna el concepto de pensamiento matematico
como la forma de pensar de las personas que se dedican profesionalmente a las matematicas, y ii)
Interpretar el pensamiento matematico como una porcion de un ambiente cientifico en que los

conceptos y técnicas matematicas emergen y prosperan en la resolucion de problemas. En suma,
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los autores mencionados concluyen que el pensamiento matematico es “por una parte, la actividad
de pensar sobre tdpicos matematicos y por otro, procesos avanzados del pensamiento como
abstraccion, justificacion, visualizacion, estimacion o razonamiento bajo hipdtesis” (Cantoral, y
otros, 2005, pag. 20). Dichos procesos se combinan a través de las etapas de formacién integral
del ser humano, lo que potencia la construccién de conocimiento matemético cuando los
individuos se enfrentan a los desafios del entorno en que se desarrollan.

Para una mirada mas detallada sobre el pensamiento matematico se puede considerar el libro
Thinking Mathemically de Mason, Burton y Stacey, (1982) quienes resaltan que este pensamiento
es un proceso dinamico entre las ideas y la comprension; a mayor manejo de complejidad de las
ideas matematicas se aumenta la facilidad de la comprension; proceso que estd fuertemente
influenciado por las creencias y los sentimientos del aprendiz. Pensar matematicamente requiere
poner a prueba las ideas propias, con la suficiente confianza, de tal manera que, al enfrentarlas con
el aspecto emocional de los procesos de pensamiento, se piense de manera efectiva.

En Colombia, el pensamiento matematico, segun el Ministerio de Educacion Nacional (MEN),
estd estructurado en cinco tipos de pensamiento: pensamiento numerico y sistemas numéricos;
pensamiento espacial y sistemas geometricos; pensamiento métrico y sistemas de medida;
pensamiento aleatorio y sistemas de datos; y pensamiento variacional y sistemas algebraicos y

analiticos. A continuacion, aparece una descripcion de dichos pensamientos:
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. N\

Pensamiento Variacional

Percepcion, identificacion y caracterizacion
de la variacion y el cambio en diferentes
contextos, asi con su descripcion,
modelacion y representacion en distintos
sistemas y registros simbolicos.

Figura 7. Una vision general de los 5 componentes del pensamiento matematico. Adaptada de Ministerio
de Educacion Nacional. (1998). Serie Lineamientos Curriculares Matematicas. Bogota: Ministerio de

Educacion Nacional.

Los cinco tipos de pensamiento matematico estan definidos para complementarse entre si; dado
que, de una u otra manera, un tipo de pensamiento necesita de los otros. Cada uno de ellos esta
compuesto por conocimientos, habilidades y actitudes que se proponen al estudiante para que logre
desempefarse en cualquier contexto.

Variados estudios, entre ellos los de Feria et al., (2006), han sustentado que, para incrementar
el pensamiento espacial en los nifios es esencial confrontarlos con situaciones problematicas de
ubicacion, orientacion, medicion y distribucion del espacio, lo que potencia el desarrollo de

habilidades de percepcion visual, razonamiento y construccién. De tal manera que las
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competencias estrechamente ligadas al pensamiento espacial son: visualizacion, representacion y
razonamiento. A continuacion, se presenta una sintesis de las reflexiones de Bonilla et al. (2002)

sobre los procesos asociados al pensamiento espacial (ver Figura 8).

Visualizacion Representacion Razonamiento
“Exploracion heuristica o Dibujar, construir, Se evidencia comunicando
vision sindptica de una proyectar objetos en 2D, argblri)éﬁlt:)csa?g gfg ?/en
situacion compleja 3D mejora la comprension piensan y concluyen '
Duval (1999) de la geometria. (Bonilla, 2002) '

Figura 8. Procesos cognitivos que subyacen en el pensamiento espacial. Adaptado de Bonilla (2002, p. 40).

Considerando los aportes generados a través de la historia, por investigadores interesados en el

desarrollo del pensamiento espacial, el MEN en 1998 define dicho pensamiento como:

El conjunto de los procesos cognitivos mediante los cuales se construyen y manipulan las
representaciones mentales de los objetos del espacio, las relaciones entre ellos, sus transformaciones, y
sus diversas traducciones a representaciones materiales. (Ministerio de Educacion Nacional, 2006, pég.
37)
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Este concepto hace vislumbrar los atributos del pensamiento espacial, pero si se trata de
describir lo que implica el desarrollo de este pensamiento, es necesario detallar y explicar dichos
atributos; por lo que Ilama la atencion el trabajo realizado por De Miguel Gonzalez (2015) que

define este pensamiento como:

El vehiculo para los problemas de estructuracion, la basqueda de respuestas y soluciones que expresan
las cuestiones relacionadas con la disposicion y la estructura de los objetos sobre el espacio. El

pensamiento espacial puede ser aprendido como consecuencia de adquirir los procesos:

- Conocimiento y conceptualizacion del espacio: como se calcula, sistemas coordenados,
naturaleza de los espacios (dimensionalidad).

- Representacion del espacio a través de diferentes proyecciones, perspectivas, principios de disefio
grafico, etc. que permiten comunicar informacion espacial estructurada.

- Razonamiento del espacio con mecanismos de extrapolacion o interpolacion, anélisis de eventos

para la determinacion de tendencias y la toma de decisiones. (De Miguel Gonzalez, 2015, pag. 1322)

Con base en lo expuesto en la presente investigacion se asume el pensamiento espacial en aras
de la construccion mental de los objetos del espacio dando oportunidad a que los estudiantes
fundamenten sus conocimientos en situaciones del contexto, que promuevan el desarrollo de
habilidades que sean Utiles para resolver una situacion. Al respecto, centramos la atencion en los
conceptos de perimetro y area de figuras planas para el grado sexto de secundaria; con la ventaja
que en este nivel escolar se puede transversalizar a otras areas del conocimiento fortaleciendo la
visualizacion, comunicacion, representacion, razonamiento y transferencia o aplicabilidad por

medio de la utilizacién del Software GeoGebra.
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1.2.2 El Concepto de Area en la Educacion Basica. Algunos estudios han escudrifiado
aspectos epistemoldgicos asociados a la construccion del concepto de area, se conoce de culturas
como los sumerios, egipcios y fenicios que resolvieron problemas concernientes a: i) areas de
poligonos, ii) a la superficie contenida en una circunferencia, y iii) a las relaciones que puedan
establecerse con las areas contenidas tanto para las curvas como para los poligonos; los cuales se
conservan registrados en tablillas y/o papiros con los procedimientos usados para dicho célculo
(Londofio & Prada, 15 de Marzo de 2012).

El nombre de &rea, etimolégicamente, se deriva de las raices latinas del adjetivo arido y de la
palabra ardor o arder, es por esta razdn que tiene mucha relacién con el significado de la palabra
en sus comienzos cuando se usaba para referirse a un terreno ausente de sembrado o baldio en el
que se esparcia el trigo para ser secado al sol. Posteriormente, se le llam6 también asi al terreno
explanado para edificar los templos catolicos y luego por generalizacion a cualquier terreno
desprovisto de sembrado. Actualmente la Real Academia de la Lengua Espafiola define area como
“el espacio de tierra comprendido entre ciertos limites” (Real Academia Espafiola, 2014).

En el curriculo escolar de un gran nimero de paises estd organizado el desarrollo de los
conceptos relacionados con areas de figuras geométricas (NTCM, 2000), resaltando la necesidad
de combinar la geometria con los nimeros. Desde la didactica de la matematica y basandose en la
teoria APOE creada por Dubinsky (1996) es interesante la investigacion realizada por Londofio y
Palacio (2018) titulada: “Estructuras y Mecanismos Mentales para la construccién de nocién de
area: un acercamiento con estudiantes de secundaria”. En la cual abordan la problematica que se
presenta en las universidades relacionada con el concepto de integral y lo hacen con una estrategia
que busca transformar la manera de pensar que conciben los estudiantes de octavo y décimo grado

sobre la nocién de area de figuras planas; las autoras proponen una interaccion entre los
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pensamientos espacial, variacional y numérico a partir de la descripcion de las estructuras y los
mecanismos mentales, denominada descomposicion genética, que sustentan en la construccion de
un “objeto matematico” (concepto matematico). Con base en dicha descripcion se disefian e
implementan un conjunto de actividades disefiadas con el fin de promover en los estudiantes la
construccion de relaciones entre el concepto de area y los diferentes pensamientos matematicos.
Londofio y Palacios (2018), hacen énfasis en el &rea de figuras planas expresadas en términos
algebraicos relacionandolas con productos notables y factorizacion, para luego realizar el andlisis
del concepto de recubrimiento de superficies bajo la curva en célculo infinitesimal. En dicho
trabajo se problematiza sobre la importancia de establecer conexiones entre el pensamiento
geométrico con “acciones” concretas (recubrimiento), el algebraico con la generalizacion de
“procesos” (productos algebraicos) y el variacional con la creacion mental en el estudiante del
“objeto” matematico: area de una superficie plana.

Para mostrar la metodologia de cuestionario sustentado en las estructuras y los mecanismos
mentales presentados en la descomposicion genética a de la teoria APOE usada en la investigacion
de Londofio y Palacios (2018, pag. 42), p. 42) se presenta a continuacion una tabla con un ejemplo
de la relacion entre la pregunta (1) y la accién concreta de recubrimiento y la descomposicion

genética.
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Tabla 1.

Relacion de la pregunta uno con las estructuras y los mecanismos.

133

Argumento
Pregunta Objetivo Hipotético Del Estructura Mecanismo
Estudiante
P1. Emplea R:. Empleo de Accion Iniciadora Interiorizacion
) métodos solo Recubrimiento
¢Cuantos )
alternativos cuadrados
cuadrados se . .
. para el completos. Logra identificar
necesitan o _ o
_reconocimie | Reglws —  [tammot | €l recubrimiento
para recubrir || ek e de s o
o nto de la ‘ Imegulares | el p]aumc;m:udaﬂc! de Superf|C|es
la superficie B i) culaks . )
nocion  de — e sin necesidad de
de cada R2. Conteo de —
area como » hacer un conteo
figura? cuadrados F icdor o
nimero de de recubrimiento
completos 'y o
A. unidades o de la superficie,
aproximacion.
cuadradas no de manera

AN

que recubren

la superficie.

Rz. Conteo de
cuadrados
completos vy
con los
incompletos
formar
unidades

cuadradas.

fisica sino

mental.

Nota. Recuperado de Londofio, M. Palacio, Y. (2018). Estructuras y mecanismos mentales para la construccién de
nocion de area: un acercamiento con estudiantes de secundaria. (Tesis de maestria). Universidad de Medellin,

Colombia. p. 50

El andlisis de los datos indica que la mayoria de los estudiantes optaron por el conteo de

cuadrados y la formacidn de nuevos cuadrados a partir de los incompletos, como se muestra en la

siguiente tabla.
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Tabla 2.

Clasificacion de los estudiantes segln la respuesta entregada.

Argumento

Caso 1. Caso 2. Hipotético Del Estructura Mecanismo
Estudiante

R1 Conteo de Accidn Iniciadora — Recubrimiento Interiorizacion

solo cuadrados

completos.
Regulares ¢ Recbrimienode Logra identificar
Unidad de superficies de figuras L
R, Conteo de Irregulares melil e plnss conunidades el recubrimiento
unidimensional cuadradas
cuadrados Coves - Atciin de superficies sin
E10-3. [nferiorizaciin .
completos y ————  necesidad de
‘Hﬂlniciador
aproximacion. — —  hacer un conteo
de recubrimiento
Rs Conteo de
de la superficie,
cuadrados
E8-1 E10-1 no de manera
completos y con
E8-2 E10-4 fisica sino mental.
los incompletos
E8-3 E10-5 formar unidades
cuadradas.
E8-4
E8-5

Nota: Recuperado de Londofio, M. Palacio, Y. (2018). Estructuras y mecanismos mentales para la construccion de
nocion de area: un acercamiento con estudiantes de secundaria. (Tesis de maestria). Universidad de Medellin,
Colombia. p. 66)

Londofio y Palacios (2018) lleva al estudiante a la construccion mental del concepto de area a

través de la formulacion de preguntas. En particular la Gltima pregunta (P6) que busca motivar el
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mecanismo de encapsulacion (aprehension) del conocimiento, para alcanzar el objeto matematico:

area bajo la curva. En la siguiente tabla se muestra el analisis a priori de la tltima pregunta.

Tabla 3.

Relacion de la pregunta seis con las estructuras y los mecanismos.

Argumento

Pregunta Objetivo Hipotético Del Estructura Mecanismo
Estudiante

P6. Calcular el valor ACi. Area bajo Encapsulacion

i i aproximado del la curva con .
Luis  necesita B Proceso - Objeto Area Bajo La

cambiar el gea de la cuatro c
urva
color de Ia o ] )
superficie bajo rectangulos.
pared de color
rosa a color la curva desde el
azul ¢Cuantos oetaplecimiento  AC2. Area bajo )
Encapsulacion
Metros la curva con
cuadrados de  relaciones [ Areadefiguras |mopoicin [ Arwbajol
H OChO ‘ [llilIIﬂS --_--_--__-----_------>: Prﬂﬂ::l}r"(;]l'ﬂlﬂ :
aproximados  entre la nocion o ) -
tiene la ge 4rea y la rectangulos.
superficie de la
situacion A :
pared que ACs. Area bajo
necesita planteada. la curva con n

pintar?

rectangulos.

5[ (m)

- n e .

4 Longitud (m)

Se puede
considerar como
la formalizacion
que el estudiante
logra por medio
de las relaciones
entre el conteo y
la medicion del
recubrimiento de

superficies.
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Nota: Recuperado de Londofio, M. Palacio, Y. (2018). Estructuras y mecanismos mentales para la construccion de
nocion de area: un acercamiento con estudiantes de secundaria. (Tesis de maestria). Universidad de Medellin,
Colombia. p. 60)

El concepto de area también ha sido estudiado desde la perspectiva de la teoria de las situaciones
didacticas de Brousseau (2007). Esta teoria se encuentra dentro de la didactica de la matematica
como un modelo de interaccion, que se da generalmente en clase, entre el profesor y los
estudiantes, alrededor de un saber tratado. En particular Castillo (2015) disefia una secuencia
didactica para estudiantes de sexto grado en Per(. La secuencia estd compuesta por dos actividades
en donde se formulan preguntas reflexivas que buscan potencializar el pensamiento espacial del
educando, al utilizar diferentes unidades de medida para calcular el area de poligonos. En dicha
investigacion se inicia con exponer a los estudiantes ante la necesidad de medir figuras geométricas
representadas en hojas de cartulina. Los resultados muestran que los estudiantes usan una hoja
cuadriculada para medir el area con cuadrados, descomponiendo y recomponiendo las figuras en
caso de ser necesario; salvo en el caso de un tridngulo los estudiantes no hallaron correctamente la
medida. La segunda secuencia busca que los estudiantes diferencien que, segun la unidad de
medida usada (cuadrados, triangulos o rectangulos), se determina el area de una figura; en este
caso se proponen dos situaciones: ¢por qué si estdn midiendo la misma figura los valores son
diferentes?, es aqui donde las acciones de los estudiantes giran en torno a representar cada una de
las posturas de las situaciones y dar explicacion a lo que sucede. De esta manera se llega a la fase
de institucionalizacion con algunos estudiantes, pero la autora concluye que es necesario seguir
implementando la utilizacién de diferentes de unidades de medida, antes de llegar a la construccién
de férmulas establecidas para el area de figuras planas (Freudenthal, 1983).

Se ha publicado una cantidad considerable de evidencias sobre el desarrollo del concepto de

area en la educacién secundaria entre ellas, (Guevara, 2018); (Rodriguez, 2011); (Facco, 2003);
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(Corberén, 1996) indagado en diferentes grados de escolaridad. Estos estudios han aportado
estrategias para abordar la construccién del concepto en los estudiantes; algunos con material
concreto, otro con accion reflexiva de preguntas y unos pocos con geometria dinamica usando
diferentes softwares. En el trabajo de doctorado de Corberan (1996) se han apoyado otros trabajos
de investigacion dada la riqueza de actividades alli propuestas; en este mismo sentido, el presente
trabajo también se apoya en sus actividades para llevarlas al ambiente dindmico de las TIC. No
solo se interesan los investigadores por analizar el proceso de aprendizaje, sino también referente
a las dificultades de diferenciacion de los conceptos de &rea y perimetro que presentan la mayoria

de estudiantes.

1.2.3 El Concepto de Perimetro en la Educacion Bésica. En algunos cursos escolares se
considera estudiar el origen del concepto de perimetro en la historia de las matematicas (Bourbaki,
1994). Para empezar, se examina la etimologia de la palabra perimetro, la cual procede del griego

nmepipeTpocg (perimetro = medida del rededor), compuesta por:

El prefijo mepi (alrededor), la palabra uetpog (medida).

Estudios previos han hallado datos historicos relacionados con el concepto de perimetro,

algunos ejemplos de ello son:

1. El papiro de Rhind es una obra redactada por el escriba Ahmes hacia el afio 1650 a. de C.
que contiene 85 problemas sobre aritmética, estereometria, geometria, calculo de piramides y

variados problemas practicos como una muestra de que los egipcios desarrollaban. También
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utilizaban una regla precisa relativa a la circunferencia: la razon entre el area de un circulo y su
circunferencia es la misma que entre el &rea del cuadrado circunscrito al circulo y su perimetro.
(Morales, 2002, pag. 7)

2. La longitud de cualquier circunferencia dividida entre la medida de su diametro siempre da
el mismo nimero como resultado, representado por la letra griega 7. Denominada por lo griegos
de esta forma por ser la letra por la que comienza la palabra mepiuetpog = perimetro. (Marquez,
2008, pag. 35)

3. Eratostenes nacid en Grecia en el afio 284 a. de C. matematico, astronomo, geografo y
filosofo. Fue el tercer director del Museo de Alejandria desde el afio 236 a. de C. hasta su muerte
en el afo 192 a. de C., fue el primero que utilizé la palabra geografia, basdndose en los postulados
de Euclides y en la geometria ya existente en su época determina con una alta aproximacion la

longitud de la circunferencia terrestre. (Lopez, Refolio, Rubio, & Moreno, 2007, pag. 3)

En la actualidad, en Colombia se incluye en los Lineamientos curriculares (MEN, 1998), en los
Estandares de Matematicas (Ministerio de Educacion Nacional, 2006) y a nivel internacional en
los Estandares Norteamericanos (NTCM, 2000) el concepto de perimetro de poligonos. Este
concepto es tratado en la educacion primaria de nuestro pais en el curriculo de matematicas para
los grados tercero y cuarto. Situacion que se juzgaria a bien, como afirman varios autores como
Diaz (2006), Méarquez (2008), Gruessing (2011), Guevara (2018), en los casos donde se profundiza
en la construccion del conocimiento a través del desarrollo de las habilidades de la visualizacion,
representacion y razonamiento geométrico (Duval, 1999, pag. 32). De la misma manera, influyen
el contexto propicio para el estudiante y la formacion del docente en cuanto al fortalecimiento del

pensamiento espacial en sus alumnos (Gonzélez A. , 2018).
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Al considerar los aportes de la humanidad a la resolucion de problemas que tienen que ver con
perimetro y compararlos con el trato poco significativo que se le ha dado en los grados escolares
de casi toda la basica primaria; se obtiene como resultado que las respuestas de la mayoria de los
estudiantes respecto al concepto de perimetro son: “;la suma de todos los lados?” y se refieren en
tono de pregunta porque no estan seguros de lo que estan diciendo. Por lo tanto, existen varios
estudios que soportan esta situacion y que han tratado de diezmar la problematica al respecto.

Marquez (2008) menciona la importancia del lenguaje acertado en el desarrollo del concepto
de perimetro, producto de su experiencia en la ensefianza secundaria donde observa que: i) Para
los estudiantes es poco evidente la diferencia entre perimetro y area; suele ser facil olvidar las
férmulas e intercambiar los nimeros que representan uno u otro concepto. ii) La mayoria de los
estudiantes ante la pregunta de qué es perimetro responden “la suma de todos los lados (Marquez,
2008, pag. 35). Ademas, cita a Duval (2004, pag. 32-42; 74-83) quien expresa que “la actividad
matematica en los cursos de Geometria se realiza en dos registros: el de las figuras y el del lenguaje
natural” Marquez (2008, pag. 38); lo cual indica que los estudiantes necesitan estudiar y
familiarizarse con las figuras y sus propiedades de manera interactiva con las definiciones, los
teoremas, etc. por medio de actividades de comparacién de figuras donde los sistemas de
representacion sean variados entre numeros, letras (formulas) y figuras.

Marquez (2008) en una revision que hace a varios textos escolares analiza las definiciones que

estos presentan y sefiala:

- En el texto Matematicas libro taller 3° pp. 112 — 113, el aprendiz tiene la obligacion de
identificar las partes de las figuras, pero segun la RAE una figura es un espacio cerrado por lineas

o superficies. Lo cual no se especifica en dicho libro.
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- Otro texto es el Taller de Matemaéticas Rayuela 4° pp. 73-75, por una parte, incurre en el
supuesto que el interlocutor debe estar al tanto del concepto de poligono regular e irregular, y por
otro, plantean una situacion problema de una ventana cuadrada y sus divisiones en nueve vidrios
cuadrados iguales propenden a desorientar el concepto de perimetro con el de area.

- En el texto Matematicas 4° pp. 119-120, hablan del contorno de una figura en relacion al
perimetro, no obstante, la palabra contorno es poco utilizada en el contexto de los estudiantes de
este nivel.

- En textos de educacion secundaria, aparecen formulas sin especificar si es para poligonos
regulares.

- En los otros textos suceden situaciones parecidas a las nombradas anteriormente. Marquez

(2008, pags. 39-46)

Luego, Marquez (2008) en su trabajo presenta los resultados de la implementacion de la
estrategia “aprender ensefiando” a través de guias de trabajo sobre perimetro, con estudiantes de
séptimo grado que ensefian a sus comparfieros fortaleciendo la habilidad de la comunicacion
matematica; esta estrategia inicia la experiencia con actividades relacionadas con el
reconocimiento de figuras geométricas y de términos como borde y poligono. Asi logra afianzar
el concepto de perimetro tanto en figuras planas, como en sélidos. Para evaluar los resultados se
presenta un test a todos los estudiantes intervenidos en la indagacién; con base en los datos
concluye que la mayoria de ellos reconocen el concepto de perimetro en figuras planas por medio
de la accion grafica pero aun persiste la necesidad de aplicar una formula.

En cuanto a investigar la construccion del concepto de perimetro independiente del concepto

de area en la escuela, es poco comun, esto tal vez debido a que los aportes de los investigadores
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han sido en su mayoria, como ha sucedido en la historia de la geometria, el perimetro esta
relacionado con otros conceptos y estrechamente relacionado con el concepto de area.
Recientemente se ha publicado un aporte valioso referente a los conceptos de area y perimetro,
visto desde la perspectiva del conocimiento de los docentes (Gonzélez A. , 2018). En €l se indaga
coémo estan preparados los docentes en formacion de Ultimos semestres de licenciatura, para
ensefiar perimetro y area. Gonzalez (2018) se apoya en Petrou y Goulding (2011) para determinar
que el conocimiento del profesor de matematicas es una relacién tridimensional, basada en el
contexto del estudiante, de los tres conocimientos que debe tener éste: i) conocimiento del
curriculo, ii) conocimiento de la materia y iii) conocimiento pedagdégico del contenido (Gonzalez
A. , 2018, pag. 25). Seccionar de tal manera el conocimiento ha sido un trabajo de décadas
intervenido por varios investigadores interesados en el aprendizaje de los estudiantes pero que
como algunos de ellos afirman, como Menon (1998), que docentes en formacion tuvieron que
enfrentarse a ensefiar perimetro y area de tal manera que la comprension de estos dos conceptos es
limitada, proyectan la imagen de docentes que van a ensefiar procedimientos como férmulas
descontextualizadas, sin analisis profundo del concepto y, a su vez, sustraigan oportunidades a los
educandos para que resuelvan situaciones problemas relacionados con el tema. En la siguiente
figura Gonzélez (2018, pag. 25) toma el grafico de Petrou y Goulding (2011) para mostrar la

relacion entre el contexto y el conocimiento del profesor.
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Figura 9. Sintesis de los modelos de conocimiento matematico para la ensefianza. Adaptado de Petrou, M.
Goulding, M. (2011). Conceptualising teachers’ mathematical knowledge in teaching. En T. Rowland y K.
Ruthven (Eds.), Mathematical knowledge in teaching, (pp. 9-25). Dordrecht, Paises Bajos: Springer. Doi:

10.1007/978-90-481-9766-8_2. p. 21)

En el trabajo de Gonzalez (2018, pég. 28) se analizan las creencias y conocimientos previos de
los docentes de matemaéticas, y toma un ejemplo concerniente al presente trabajo en desarrollo,
comenta que algunos docentes piensan que si el perimetro de una figura aumenta entonces el area
de la misma también debe aumentar. De igual forma, concluye que existe entre participantes de la
investigacion una dificultad en la comprension de situaciones donde se presenta disminucion del
perimetro de una figura y ellos supongan que hay una disminucion en el &rea de la misma figura.
Gonzalez (2018) no solo observa esta situacion como algo comun en la mayoria de los docentes
en formacion de matematicas; sino que en su estudio evidencia docentes con poco conocimiento
de las definiciones formales de los conceptos en estudio: area y perimetro. D’ Amore y Fandifio
(2007) atribuye esta concepcion erronea no solo a la falta de comprension de los conceptos de area

y perimetro, sino que también se encuentra falencia en la naturaleza didactica de la ensefianza.
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Estrategias como: i) ensefiar la geometria usando Unicamente figuras convexas, de esta manera,
transmite la idea que es adecuado omitir las figuras céncavas; ii) utilizar figuras estandar:
cuadrados, rectangulos y triangulos; iii) casi no se presentan situaciones problema que relacionen,
de manera especifica, perimetro y area de una misma figura, antes bien se recalcan las diferencias
y no las relaciones; iv) pocas situaciones problema que contengan transformaciones sobre las
figuras, implicando que se conserve o varie area o perimetro (D’Amore, 2007, pags. 46-49)

Y, por otro lado, obtiene un alto porcentaje de docentes en formacion que desarrollan una
actividad relacionada con el perimetro y el area con facilidad de uso rutinario de procedimientos;
una explicacion de este hecho es la acostumbrada intervencion de estos conceptos matematicos a
partir de la educacion primaria segun la perspectiva de aplicacion de férmulas. Otra de las
conclusiones relevantes de Gonzélez (2018) es que los docentes en formacion omiten
caracteristicas de los conceptos de perimetro y area, cosa que conlleva a incapacidad de transferir
la informacion a nuevas situaciones. También los sujetos de estudio estaban expuestos a relacionar
los conceptos tratados con el concepto de fraccion, por lo que observd la falta de interrelacion
entre los conceptos mencionados y la avanzada en los estudios no reflejan consistentemente que
los docentes en formacion estén preparados en estos conocimientos.

Gonzélez (2018) sugiere que desde las escuelas de formacion docente se fomente el
conocimiento de la materia, se promueva la comprension de los conceptos y se favorezca la
habilidad de comunicacion matematica a través de situaciones de diferentes contextos que sean
gradualmente retadoras segun el nivel de estudios. Ademas, propone la socializacion de diferentes

soluciones a situaciones problema planteadas.
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2. Constructos de la Teoria APOE

La teoria APOE es una teoria de la didactica de las matematicas que explica la construccion de
conocimiento matematico. Ha sido aplicada en diferentes estudios sobre la comprension de
conceptos y/o nociones matematicas. Recientemente Arnon, Cottrill, Dubinsky, Oktac, Roa-
Fuentes, Trigueros y Weller, (2014) presentaron un acercamiento detallado sobre la construccion
de objetos abstractos a partir de la aplicacion de acciones sobre objetos concretos. Este resultado
ha sido aplicado en el estudio de conceptos como sistemas de ecuaciones lineales y
transformaciones lineales. Ademas del estudio de conceptos basicos de matematicas en los
primeros grados escolares como area, raiz cuadrada, técnicas de conteo, entre otros.

Referente a las practicas de aula, la teoria APOE se convierte en una herramienta descriptiva y
predictiva, dado que permite al docente en su rol de investigador, reconocer las estructuras
mentales que un estudiante puede lograr frente a un tipo especifico de actividad matematica.
Entonces el aula de matematicas se percibe como un laboratorio experimental en donde se disefian
y redisefian actividades sustentadas en modelos cognitivos (descomposiciones genéticas) que
fomentan un tipo de actividad matematica reflexiva desde la perspectiva del profesor.

Es de nuestro interés describir las estructuras mentales y sus relaciones, que dan paso a la
construccion de modelos que fomentan la comprension de conceptos matematicos, lo cual se hace

a continuacion (Figura 10).
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Figura 10. Construccién de Objetos Abstractos a partir de la aplicacién de Acciones sobre Objetos
concretos. Adaptado de Arnon, 1., Cottrill, J., Dubinsky, E., Oktac, A., Roa Fuentes, S., Trigueros, M., &
Weller, K. (2014). APOS Theory, A Framework for Research and Curriculum Development in Mathematics

Education. New York: Springer Science. p. 18).

Con objetos concretos se hace referencia a todo aquello que esta relacionado con el uso de
objetos fisicos reales o imaginarios (Gonzalez & Roa-Fuentes, 2017). En el caso del trabajo
realizado por Ilana Arnon, los objetos concretos usados para la construccion de fracciones
equivalentes, corresponde a sectores circulares realizados en papel que los estudiantes podian
comparar.

Con base en las estructuras acciones, procesos, objetos y esquemas, y los mecanismos de
interiorizacion, encapsulacion y coordinacion entre otros, es posible describir aspectos cognitivos
sobre la construccidn de conceptos matematicos. En el caso de esta investigacion para el area de
figuras planas. Por tanto, la comprension matematica es entendida en este estudio como la
respuesta que un individuo (estudiante) genera frente a su interaccion con problemas matematicos
escolares en un contexto social, que promueve la construccion y reconstruccion de acciones,

procesos y objetos.
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A continuacion, se presenta una descripcion general de las estructuras y mecanismos, y se toma
como ejemplo el concepto &rea.

Las acciones son las primeras estructuras que un individuo puede construir para comprender un
concepto matematico. Estas inician con su experiencia con el medio en que se desarrollan y con la
posibilidad de resolver diferentes problemas matematicos. Las estructuras han sido definidas en
algunos trabajos como las primeras nociones o ideas matematicas sobre cierto concepto
matematico. Como proponen Arnon et al., (2014), las acciones se realizan paso a paso y estan
condicionadas por estimulos externos que el individuo debe seguir para realizar una
transformacion especifica. Segin Arnon et al., (2014), “las acciones son fundamentales para
Teoria APOE, porque permite el desarrollo de otras estructuras. En particular, los procesos son
interiorizaciones de acciones y objetos mentales que surgen debido a la aplicacién de las acciones.
Nuevas acciones conducen al desarrollo de estructuras de orden superior” (p. 20).

Para el concepto de area en estudiantes de primaria, frente a una situacion que requiere calcular
el area de una figura plana, un estudiante puede definir un patron de medida y establecer relaciones
especificas de recubrimiento y conteo. En este caso los estudiantes no estan necesariamente
condicionados por la mecanizacién de una formula.

La interiorizacion de acciones es el resultado de la reflexién que genera el individuo cuando
resuelve variados problemas asociados con el concepto de interés. De esta manera las acciones
que realizaba de manera externa, ahora las realiza en su mente. Como resultado del mecanismo de
interiorizacion se da paso a una estructura proceso. Las acciones que antes realizaba el individuo
de manera externa ahora las realiza de manera mental, y sin necesidad de llevarlas a cabo paso a

paso.
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Para el caso del célculo de &rea de figuras planas, por ejemplo, el estudiante no esta
condicionado por un patron de medida, ni por el calculo exacto del area. En la estructura proceso
de area juega un rol fundamental la nocién de aproximacion; como resultado de su experiencia, el
estudiante puede componer diferentes figuras a partir de figuras con éareas conocidas, para
encontrar valores aproximados y/o exacto del &rea de nuevas figuras. Incluso puede comparar el
area de figuras diferentes en composicion, pero un valor de superficie igual, mayor o menor, sin
necesidad de calcular el valor exacto de cada region.

En la construccion de diferentes conceptos matematicos, se ha sefialado la importancia de la
construccion de acciones y procesos en los primeros niveles escolares. Esto dado que, en el nivel
universitario, por ejemplo, los estudiantes generalmente no evidencian la construccion de objetos
asociados a conceptos matematicos avanzados. Por tanto, es fundamental asegurar la construccion
de conceptos y nociones basicas mas alla de la mecanizacion y repeticion de algoritmos. Ya que
el conocimiento matematico siempre debe posibilitar la evolucion y construccion de nuevas
estructuras.

Una vez un individuo logra una estructura proceso, es posible que la encapsule en un objeto.
La diferencia entre estas dos estructuras radica en que la primera es dinamica y la segunda es
estatica. De tal manera que una estructura objeto permite que el individuo considere la posibilidad
de realizar nuevas transformaciones sobre él, o que pueda generar nuevos objetos a partir de operar
objetos preexistentes (Arnon, y otros, 2014).

En el caso del area, en educacion basica secundaria, podria esperarse que los estudiantes puedan
componer y descomponer figuras planas sin alterar su area. Ademas, dado el valor del area de una

figura plana, pueden construir diferentes figuras que corresponden con el valor numérico asignado.
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Esto permite pensar en una manera estatica del area, que fomenta la construccién futura de un
esquema.

Dada la evolucion del tipo de problemas y la experiencia del estudiante con nuevos conceptos,
este esquema puede albergar nociones asociadas a la representacion geométrica de expresiones
algebraicas del tipo (x + a)? = x? + 2ax + a?; asi como la nocién de area bajo la curva que
fundamenta el concepto de integral.

En general los esquemas son una coleccion coherente de acciones, procesos, objetos y otros
esquemas que estan relacionados a través de los mecanismos de interiorizacion, coordinacion,
encapsulacion, tematizacion, entre otros. Todo esto asociado con un concepto o nocién matematica
particular. Para el caso del area y como se menciono en el parrafo anterior, el esquema puede partir
de acciones especificas de recubrimiento, conteo y aproximacion para llegar a nociones mas
abstractas, relacionadas por ejemplo con el calculo del area bajo una curva a partir de la
construccion de sucesiones de sumas de Riemann, que desembocan en el concepto formal de la
integral.

Como se ha mencionado en cientos de trabajos, la coherencia de un esquema esta determinada
por la capacidad del individuo para determinar si se puede utilizar para hacer frente a una situacion
matematica en particular (Arnon, y otros, 2014).

Con base en las estructuras y los mecanismos descritos, la teoria APOE define la
descomposicién genética como un modelo cognitivo que permite sefialar cdmo un individuo puede
construir un concepto matematico. Por tanto, este modelo se considera el corazén de la Teoria
APOE, ya que en ella se describen las estructuras y los mecanismos que un estudiante puede seguir

para construir un concepto o nocion matematica (Arnon, y otros, 2014).
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En el capitulo cuatro se describe el Ciclo de investigacion que propone esta teoria y que sustenta
metodoldgicamente esta investigacion. Alli se propone la descomposicion genética estructurada

para el concepto de area.

3. Planteamiento del Problema y Objetivos de la Investigacion.

3.1 Anélisis y Formulacién del Problema

Un gran namero de retos en la actualidad, al igual que los que existieron al comienzo de algunas
civilizaciones como la de los egipcios, tienen su fundamento en la geometria (Boyer, 1968);
importancia que, desde entonces, es planteada por gran parte de los entes educativos, al buscar
conectar el sentido y la funcién pedagdgica de esta disciplina con el progreso y superacion humana.

Desde este panorama, la ensefianza de la geometria busca desarrollar procesos de pensamiento
como: el razonamiento, el planteamiento y resolucion de problemas, la comunicacion, la
modelacion, la elaboracién, la comparacion y ejercitacion de procedimientos (Ministerio de
Educacion Nacional, 1998). Esta ciencia aporta al ser humano habilidades que lo hacen competente
para contribuir al desarrollo de la creatividad, y de la innovacion; cualidades indispensables que,
de ser cultivadas desde las escuelas, apoyaran el desarrollo escolar en sus diferentes etapas y
niveles.

La afirmacidn anterior, ha dado pie para que algunos matematicos se interesen por proponer un

curriculo y metodologia principalmente sustentado en el pensamiento geométrico; como lo hacen
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Camargo y Acosta (2012) cuando afirman: “La geometria es una de las ramas de la matematica
que debe ocupar un lugar privilegiado en los curriculos escolares, debido a su aporte a la formacion
del individuo desde sus diferentes dimensiones” (Camargo & Acosta, 2012, pag. 4). Sin embargo,
esto no se evidencia en gran parte de las aulas colombianas de educacion basica y media, lo que
traslada a la educacion superior un inconveniente para el aprendizaje.

De esta problematica se puede enunciar: i) La brecha entre los estudiantes egresados de la
secundaria y los que ingresan a la universidad estd marcada en un 41% por el nivel de preparacion
educativo con el que se gradlan (Ferreyra, Avitabile, Botero, Haimovich, & Urzua, 2017) y ii) La
problematica se viene presentando desde hace varias décadas, lo que se refleja en los bajos puntajes
obtenidos por Colombia en pruebas estandarizadas a nivel internacional. Por ejemplo, el informe
del Programa Internacional para la Evaluacion (PISA) del afio 2018 (Gltimo reporte), muestra que
Colombia pasé de 390 a 391 puntos (marcado con una linea punteada roja) indicando muy poco
avance respecto al rendimiento promedio de los paises pertenecientes a la OCDE (linea celeste)

que tienen alrededor de 100 puntos por encima de Colombia (ver Figura 10).



CONSTRUCCION CONCEPTO AREA DE ESTUDIANTES BASICA SECUNDARIA | 51

. Mathematics
score points

550

s ——
450

400 390 391

381 :
370" 376
350
2003 2008 2009 2012 2015 2018
PISA
-@®- Colombia OECD average — Trend - Colombia

Figura 11. Tendencia de rendimiento en Matematicas. Colombia — 2018. Adaptado de OECD. Programme
for international student assessment (PISA). Disponible en:

https://www.oecd.org/pisa/publications/PISA2018 CN_COL_ESP.pdf

Es de aclarar que, las pruebas PISA estan disefiadas, no para evaluar el curriculo aprendido,
sino para medir en los estudiantes de 15 afios el nivel de aplicacion de los conocimientos a la
resolucion de problemas en las areas de ciencias, matematicas y lengua castellana. Para cada area
se definen 7 niveles de desempefio, afiliados con un categoérico intervalo de puntaje; por lo que
solo un 35% de los 8500 estudiantes alcanzo el nivel 2 en matematicas mientras que el promedio
de la OCDE es del 76%. En el nivel 5y 6, Colombia obtuvo un 1% en este nivel, no obstante, el
promedio de la OCDE es del 11%.

Al examinar la evaluacion internacional PISA aplicada a estudiantes menores de 15 afios; el
Ministerio de Educacién Nacional (MEN) ha intervenido con la Estrategia Siempre Dia E

contribuyendo a los procesos de ensefianza — aprendizaje por medio de un control interno de


https://www.oecd.org/pisa/publications/PISA2018_CN_COL_ESP.pdf
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resultados en examenes nacionales llamados pruebas SABER 3°, 5°, 9° y 11° en las areas de
Lengua Castellana, Mateméticas y Ciencias. Al respecto, y para el caso de la presente
investigacion, solo se examinar los resultados de la prueba SABER 5° en el area de Matemaéticas
en los ultimos cuatro afios del colegio San José de Motoso del municipio de Girdn asi se muestra

en la figura 11.

Porcentaje de respuestas ] . - .
incorrectas Diferencia con Colombia :
Competencia | 2014 = 2015 2016 2017 | 2014 2015 2016 2017 .
Medla
B Menos 19%
Comunicacion 20% - 39%
405 432 | 469 3.8 5 40% - 69%
W Mas 70%
Resolucién
417 431 435 490 12 i
Razonamiento . . . O Q O Q Q
30.8 407 47 1 477 10.2 27 :

Figura 12. Diferencia entre el promedio del Colegio San José de Motoso con el promedio del pais del afio
2014 al 2017 en las pruebas SABER 5° Matematicas. Adaptado de Ministerio de Educacion Nacional.
(2018). Disponible en:
https://diae.mineducacion.gov.co/dia_e/documentos/2018/ 2%20Colegios%20oficiales%20para%20webl

%20a%2015718/268307000272.pdf

Como se puede apreciar en la figura 12, se muestra el desempefio del colegio donde se realiza
la experiencia en los Gltimos cuatro afios de aplicacion de las pruebas SABER 5° entregando en
las primeras cuatro columnas el porcentaje de respuestas incorrectas desde el 2014 hasta el 2017

y en las otras cuatro columnas la diferencia con el puntaje promedio de Colombia en los respectivos


https://diae.mineducacion.gov.co/dia_e/documentos/2018/_2%20Colegios%20oficiales%20para%20web1%20a%2015718/268307000272.pdf
https://diae.mineducacion.gov.co/dia_e/documentos/2018/_2%20Colegios%20oficiales%20para%20web1%20a%2015718/268307000272.pdf
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afios mencionados; para ser interpretado asi, por ejemplo: si el colegio mantuvo puntajes por
encima del pais, esta diferencia esta sefialado con un circulo verde alrededor del valor de distancia
con el promedio nacional; de lo contrario, esta indicado con un circulo rojo. Es de interés analizar
el componente resolucion de problemas por su comportamiento de resultados en el afio 2017, al
cambiar de 41.7% en el 2014 en forma progresiva a un 49% en el 2017, evidencia un incremento
de estudiantes que contestan respuestas incorrectas afio tras afio hasta el 2017, al mismo tiempo,
este componente comparado con los componentes comunicacion y razonamiento, en el mismo afio,
fue el que menos esta lejos del promedio de Colombia.

La problemaética enunciada en parrafos anteriores, también tiene respaldo desde la experiencia
de tres afios de docencia de la autora del presente estudio. De esta problematica se considera
primordial, por su importancia, abordar la dificultad de los estudiantes en cuanto a sus habilidades
para la visualizacion de representaciones espaciales geométricas y resolucion de problemas
geométricos; importancia que se respalda asi: i) la visualizacion es el centro de la comprension
matematica (Rico, 2009) y ii) el pensamiento espacial contribuye a preparar a los educandos para
razonar, demostrar y comprender los nimeros y la medicién (Vara, 2003).

Una estrategia para diezmar la problematica antes descrita es incentivar la resolucion de
problemas de razonamiento espacial, desde apuestas formativas centradas en el concepto de area
de figuras planas en donde el uso del software GeoGebra sea un recurso de apoyo, es decir, retos
que al igual que lo menciona Acosta (2007), tengan como finalidad la implementacion de una
herramienta tecnologica didactica que se sume al propdsito de hacer méas adecuado, atractivo y
exitoso el proceso de aprendizaje; intencionalidad igualmente manifestada en los trabajos Sunkel,
Trucco y Espejo (2013), en donde se traza como horizonte el hecho de que los recursos

tecnoldgicos deben apoyar el fendmeno de: i) el pensamiento creativo; ii) el pensamiento critico,
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autocritico y reflexivo; iii) el pensamiento relacional y vinculante; iv) la resolucion de problemas
y V) la comunicacién y colaboracién.

Como complemento, y de cara a contar con una estrategia de observacion y seguimiento que
permita valorar una apuesta como la anteriormente descrita, resulta pertinente tener en cuenta el
ciclo metodoldgico que propone la teoria APOE para disefiar actividades que promuevan la
construccion mental de la nocidn de area de figuras planas con estudiantes de sexto grado, la
mayoria de ellos estan adscritos a las sedes de primaria que componen el colegio y solamente un
namero muy pequefio llegan de otras escuelas ya sea por traslado de vivienda de los padres o por
ser el prestador del servicio de bachillerato mas cercano.

Todo lo anterior, da para formular la siguiente pregunta directriz del proceso de investigacion:
¢Como son las estructuras y mecanismos mentales que desarrollan estudiantes de sexto grado, a
partir de la aplicacion de acciones sobre objetos concretos para construir el concepto de area,

apoyadas en el uso didactico del software GeoGebra?

Preguntas orientadoras:

v ;Qué concepciones han construido los estudiantes de sexto grado sobre el concepto de area
de figuras planas en el trascurso de sus procesos de aprendizaje de la educacion bésica?

v (Cudl es el modelo cognitivo hipotético que describa las estructuras y mecanismos
mentales que deben construir estudiantes de sexto grado para comprender la nocion de area de
figuras planas?

' (Se puede construir un conjunto de tareas apoyadas en el uso del software GeoGebra que
potencie el desarrollo de las estructuras y mecanismos mentales descritos en el modelo cognitivo

hipotético?
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v (Como evidenciar los avances de los estudiantes en la adquisicion del objeto matemético

area y la interiorizacion de dicha estructura, apoyada en el software GeoGebra?

3.2 Objetivo general

Describir las estructuras (acciones, procesos Yy objetos) y mecanismos (interiorizacion,
coordinacion, encapsulacion) mentales que desarrollan estudiantes de sexto grado a partir de la

aplicacion de acciones sobre objetos concretos para construir el concepto de area de figuras planas.

3.3 Objetivos especificos

= |dentificar las debilidades y fortalezas presentadas por los estudiantes en la resolucion de
problemas del componente de pensamiento espacial establecido por el MEN Colombia con el
proposito de realizar la intervencion didactica con la ayuda del software GeoGebra.

= Disefiar un modelo cognitivo hipotético que describa las estructuras y mecanismos mentales
que deben construir estudiantes de sexto grado para comprender el concepto de area.

= Disefiar un conjunto de tareas apoyadas en el uso del software GeoGebra que potencie el
desarrollo de las estructuras y mecanismos mentales descritos en el modelo cognitivo hipotético.

= Aplicar y evaluar el conjunto de tareas mediadas por el software GeoGebra teniendo en
cuenta los procesos de la espiral auto reflexiva de la Investigacion Accion (1A).

= Presentar un modelo cognitivo validado que describa las estructuras y mecanismos mentales
que desarrollan los estudiantes de sexto grado para comprender el concepto de area de figuras

planas.



CONSTRUCCION CONCEPTO AREA DE ESTUDIANTES BASICA SECUNDARIA | 56

4. Ciclo de Investigacion.

4.1 Contextualizacién de la Investigacion.

El estudio investigativo se realiza en la institucion educativa San José de Motoso, el colegio ofrece
educacién formal con formacion en basica primaria, secundaria y media vocacional. La estructura
fisica est4 distribuida en la sede principal (“A”), la sede “A” es la inica que cuenta con seccion
completa desde preescolar hasta undécimo grado y otras cinco sedes rurales anexas de basica
primaria. Para el periodo 2019 estuvieron matriculados 412 estudiantes de familias de estratos O-
3 con padres de familias dedicados a la siembra de citricos, tomate y guanabana. El proyecto
educativo institucional (PEI) del colegio esta regido por las normas educativas segun lo establecido
por el Ministerio de Educacion Nacional Colombia. Respecto a la cobertura tecnoldgica en la
institucion se cuenta con una sala de informatica con 27 equipos portatiles con el software
GeoGebra, de los cuales 20 estuvieron disponibles para la implementacion del proyecto.

La poblacién participante en este estudio fue 20 estudiantes grado sexto, que actualmente
cuentan con edades entre los 11 y 15 afios, correspondientes a la sede principal del Colegio San
José de Motoso y su docente del area de Matematicas (autora de la presente investigacion). Los
estudiantes objeto de estudio fueron escogidos por sus dificultades académicas, ademas porque

muestran bajo rendimiento académico.
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4.2 Metodologia

El proyecto se desarrolla desde un enfoque metodoldgico cualitativo, en concordancia con las

caracteristicas del paradigma que en general promueve:

Describir sucesos complejos en su medio natural, comprender y profundizar los fenémenos en relacion
con el contexto, buscando de esta manera comprender la perspectiva de los participantes acerca de los
fendbmenos que los rodea y profundizar en sus experiencias, perspectivas, opiniones y significados.
(Guerrero, 2016, pag. 3)

El estudio cualitativo posee las bondades de acceder a los fendmenos con una vision holistica
que favorece el propdsito del proyecto de poner de manifiesto las estructuras y mecanismos
mentales en la construccién cognitiva del concepto de area.

El método utilizado para la presente investigacion fusiona los tres componentes del ciclo de la
teoria APOE con la metodologia de la investigacion-accion, cuyo desarrollo corresponde a la

observacion, analisis y verificacion de datos.

Prueba Diagnéstica

Para la identificacion de la problematica relacionada con la confusion entre las nociones de
perimetro y area de figuras planas se efectud una indagacion introductoria (prueba diagnostica).
El siguiente momento fue efectuar la indagacion introductoria (prueba diagndstica) donde se pudo
obtener evidencia de la situacion que aqueja a los participantes de la investigacion. Las dificultades
presentadas al establecer el area de una superficie plana fueron relevantes para sefialar el camino
de implementacion préctica a ejecutar. El diagnostico estuvo representado por los siguientes

aspectos de disefio:
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- La concepcidn del area como cantidad de plano ocupado por la superficie.
- El &rea como el nimero de unidades cuadradas que recubren la superficie.

- Resolucion de situaciones problema que estén relacionadas con area.

A continuacién, se procede a explicar el ciclo de investigacion con el cual se desarrollé la
experiencia sobre area de figuras planas; en el marco de la teoria APOE y en afinidad con la
metodologia de la investigacion-accion. El cual engloba tres componentes: i) Andlisis teorico; ii)

Disefio, implementacién y observacion; iii) Analisis y verificacion de datos (Figura 13).

DESCOMPOSICION
GENETICA

Analisis

/ Tec’>rico\A

Observacién, anélisis Diseno e

dedatos ~¢——p implementacion

| - . Actividades
nvestigacién =Eiae
Accion cuestionario

Figura 13. Ciclo de investigacion basado en la teoria APOE. Adaptado de Asiala, M. Brown, A. DeVries,
D. Dubinsky, E. Mathews, D. Thomas, K. (1996). A Framework for Research and Curriculum Development
in Undergraduate Mathematics Education. En J., Kaput, A. H. Schoenfeld & E. Dubinsky (Eds.), Research

in Collegiate Mathematics Education Il (pp.1-32). U.S.A.: American Mathematical Society. p.25
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Todo lo anterior se considera conveniente dado que se tiene la perspectiva puesta en desarrollar
una investigacion para interpretar y profundizar en la problemética planteada mediante la

participacion de la poblacion objeto de estudio.

4.2.1 Anélisis Tedrico. El primer componente del ciclo de investigacion se basa en estudiar el
concepto de area de las figuras planas, y las diferentes estructuras que debe lograr un estudiante,

en la construccion de este conocimiento matematico (Figura 14).

Descomposicién Genética

Acciones

Procesos Estructuras
Objetos

Esquemas

Analisis Teérico

Figura 14. Andlisis Teorico. Adaptado de Londofio, M. Palacio, Y. (2018). Estructuras y
mecanismos mentales para la construccion de nocion de area: un acercamiento con estudiantes de

secundaria. (Tesis de maestria). Universidad de Medellin, Colombia. p.40

El andlisis tedrico funciona como el prondstico de las construcciones mentales existentes en los
estudiantes al momento de entender un concepto; con esto se quiere decir que un estudiante al
enfrentarse a un concepto matematico realizard razonamientos (construccion de estructuras

mentales) que seran orientados por el docente a través de actividades didacticas (conexiones entre
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las estructuras) que conforman un acercamiento progresivo hasta asimilar el conocimiento
matematico en cuestion. (Salgado, 2015, pag. 28)
Londofio y Palacio (2018) en concordancia con los investigadores que han desarrollado la teoria

APOE, determinan que el analisis tedrico radica en:

Describir las estructuras: acciones, procesos, objetos y esquemas; y mecanismos mentales:
interiorizacion, coordinacion, encapsulacion y desencapsulacion que un estudiante puede realizar para

construir un determinado objeto matemaético. (Londofio & Palacio, 2018, pag. 40)

La asociacion de estas estructuras y mecanismos forman la descomposicion genética hipotética.

Una descomposicién genética esta definida por Asiala et al. (Asiala, y otros, 1996, pag. 7)
como: “un conjunto de estructuras mentales que pueden describir como se desarrolla el concepto
en la mente del aprendiz”. Para Roa-Fuentes (2017), Zabala (Zabala, 2015), Gamboa (2013) y
grupo RUMEC (DeVries, 2001) cuando se utiliza la teoria APOE en una investigacion se comienza
por elaborar una descomposicion genética del concepto de interés.

Londofio y Palacio (2018) plantean un modelo de una descomposicion genética sobre el
concepto de area de figuras planas analizado desde tres ramas del pensamiento matematico
(pensamiento geométrico, variacional y numeérico); hasta el momento es poco lo que se ha
desarrollado al respecto, teniendo en cuenta que la mayoria de los trabajos han sido elaborados
para conocimientos matematicos universitarios. También se deja claro que la descomposicién
genética no es Unica (Gamboa citando a Trigueros 2005, p.8) y que logran coexistir diferentes de
ellas con tal de que mantengan la construccion del concepto de forma adecuada. A continuacion,
se presenta una descomposicion genética hipotética del concepto de area (Figura 15) orientados

por el aspecto histérico-epistemologico del objeto matematico nombrado anteriormente y, por
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estar en desarrollo en la basica secundaria, esta relacionada con el planteamiento de Londofio y

Palacio (2018) sin embargo, en la presente investigacion solo se contempla el aspecto geométrico.

1. Recubrimiento de superficies con diferentes

Aplicacién de unidades de medida: rectdngulo, cuadrado y tridngulo

Irregulares - imacic 3
g Acciones sobre (Estimacion deldrea).
‘ Objetos 2. Comparacién indirecta basada en la ?rop|edad
< Concretas de lainvarianza deldrea de unafigura plana (Area como
- magnitud).
Objetos Concretos ACCION

AREA

PARA TODA REGION PLANA ES

POSIBLE ASIGNAR UNA MEDIDA DE SU nicapsulacion Recubrimiento,
aproximacion, medicién
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Interiorizacion

Formas dindmicas de
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Figura 15. Descomposicion genética hipotética del concepto de area.

A continuacién, se presente una descripcion detallada de las estructuras propuestas en la

descomposicidn genética hipotética.

Acciones: Para la construccion del concepto de area se dice que el estudiante ejecutara acciones

de recubrimiento comenzando por una superficie no poligonal para realizar un recubrimiento

aproximado; esto con la motivacion de descubrir las posibles figuras geométricas que pueden

servir para determinar el area de la superficie dada. Se presentan otras acciones como la relacion

de igualdad entre superficies de diferentes formas, relacion de inclusién y medicion de superficies

utilizando material concreto, ademas de actividades disefiadas en el Software GeoGebra.
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Figura 16. Acciones en la descomposicion genética hipotética del area.

El mecanismo de interiorizacidn que el estudiante puede realizar, orientado por las acciones y
las preguntas relacionadas con esas acciones, se evidencia cuando sea capaz de seleccionar un
recubrimiento de superficies con figuras cuadradas en la aproximacion y hacer el conteo
mentalmente pasando de la adicion (conteo uno a uno) a la multiplicacion (conteo de filas por
columnas) de los objetos que usa para recubrir.

Procesos: Se dice que el estudiante que logra un proceso de la nocion de area desarrolla la
capacidad de realizar la construccion mental de medir y comparar areas de forma sistematica, sin
necesidad del conteo de unidades cuadradas. Si el estudiante imaginé la solucion de la situacion,
sin tener que efectuarlo explicitamente, entonces esta evidenciado un proceso a traves de su de

razonamiento mental.
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Figura 17. Procesos en la descomposicion genética hipotética del area.

La coordinacion se presenta por medio de la interaccion entre el proceso de determinar la
medida de unaregion planay el desarrollo de la idea generalizada de recubrimiento, aproximacion,
medicion y comparacion de superficies planas.

Conseguir que el estudiante establezca el area de una superficie plana hace viable la
encapsulacion de este ultimo proceso en un objeto donde la medida del area de una superficie
plana puede determinarse con un valor entero positivo.

Objeto: Para el grado sexto de béasica secundaria, se considera como objeto lograr que el
estudiante estime, compare y precise la medida del area de una superficie plana. Uno de los
atributos de las figuras planas es la superficie, reconocer la medida de la superficie independiente
del perimetro significa lograr aislar los conocimientos previos que pudieran haber generado
confusion.

Asi el concepto o nocidn de area se desprende de recordar una formula, como han evidenciado
investigaciones, sin comprension alguna de los elementos involucrados en ella o de la pertinencia

de su aplicacion en un determinado problema.
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4.2.2 Disefio y Andlisis del Instrumento. La segunda componente de la teoria APOE requiere
de la descomposicion genética hipotética para documentarla. En esta investigacion se presenta con
una secuencia de actividades contenidas en unos instrumentos, que buscan posibilitar la
construccion de estructuras mentales descritas en la descomposicion genética hipotética o en el
caso que sea necesario agregar aquellas que se hayan considerado inicialmente.

La secuencia estd compuesta por la prueba diagnostica junto con seis actividades basados en
estructuras y mecanismos mentales planteados en la descomposicién genética hipotética (ver
Figura 18). Todo enunciado de las actividades se propuso de tal forma que esté claramente
conectado con un componente de la descomposicion genética hipotética, considerando que la
intencién de la indagacion es recoger datos, para mostrar una estructura o mecanismo elaborada
por el estudiante; asi se busca estudiar la forma como éste construye el concepto de area de figuras

planas.

Secuencia de Actividades

Prueba diagnéstica
Cuestionarios

Diseno e implementacién Actividades con GeoGebra

Figura 18. Disefio e implementacion del instrumento. Adaptado de Londofio, M. Palacio, Y. (2018).
Estructuras y mecanismos mentales para la construccion de nocion de area: un acercamiento con estudiantes

de secundaria. (Tesis de maestria). Universidad de Medellin, Colombia. p.46
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De la mediacion con la tecnologia: Una forma de mostrar el progreso en el aprendizaje
concerniente a la nocion de &rea de figuras planas es comenzar por el recubrimiento en material
concreto como es papel, donde el recorte y pegado van a significar momentos determinados por el
espacio y el tiempo para el estudiante; es decir, van a realizar las actividades con la limitante de
que si se equivocan no van a poder corregir, motivo por el cual resultd llamativo tener la
posibilidad de construir en geometria dinamica, GeoGebra, acciones que se pudieron hacer y
volver a hacer sin miedo a equivocarse, no importa fallar porque el programa te motiva a intentarlo
nuevamente y, no es el caso, por el contexto de los estudiantes de sexto, pero si quisieras te lo
llevas para la casa y lo practicas, o lo descargas en el celular para implementarlo en el momento

requerido.

4.2.2.1 Analisis a priori de la actividad 1 estimacion del area de una superficie no poligonal :
A continuacion, se analizan las probables soluciones que los estudiantes pueden expresar en
respuesta al cuestionario expuesto en la actividad. Para fines de andlisis de datos se determina a
cada pregunta con la siguiente abreviacion; si es la pregunta 1 se nombra como P4, si es la pregunta

2 se nombra como P>, asi sucesivamente con las demaés. (Ver Apéndice Cuestionario 1.)

Pregunta 1. (P1) ¢Qué formas geométricas puedes utilizar como unidad para recubrir la mayor

superficie de la figura?
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Los estudiantes pueden considerar las siguientes acciones para el recubrimiento de la superficie.
Respuesta 1. (R1): Recubrir con el triangulo dibujado de la cuadricula como la mitad de la unién

de cuatro puntos.

Respuesta 2. (Rz2): Recubrir con el cuadrado dibujado de la cuadricula como la unidad de

distancia entre dos puntos.
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Respuesta 3. (Rs): Recubrir con el paralelogramo dibujado de la cuadricula de forma que se

acomoda a las curvas de la superficie a recubrir.

Respuesta 4. (Rs): Recubrir con el rectangulo dibujado de la cuadricula como unidad de gran

tamarfio para recubrir la superficie.

A continuacion, y en la tabla 4 se presenta la relacién entre la P1y la descomposicion genética

hipotética:
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Tabla 4.

Relacion entre la pregunta 1 y la Descomposicion Genética Hipoteética.

Argumento
Pregunta
hipotético del Estructura Mecanismo
P1
estudiante
Ra1: Tridangulos.
Objetivo Accién iniciadora recubrimiento de la Interiorizacion:
R.: Cuadrados. superficie. Reconocer la medida de
Construir la Rs: la superficie de una
nocién de area figura como el area que
Paralelogramos g q
como cantidad del [—] Aplicaciénde | Tecubrimientode ocupa en el plano.
Irregulares <—‘Acciones sobre superficies con
Objet diferentes unidades de
jetos dida: rectangul
plano - ocupado «J Concetos | uncradoy sringie

R4: Rectangulos Objetos Concretos

Accion

por la superficie.

Pregunta 2. (P2): Construya una tabla de datos donde compare las diferentes formas usadas en
el procedimiento de recubrimiento realizado en el item 1y las cantidades de unidades de medida
que utilizo para recubrir la superficie de la figura.

Los estudiantes posiblemente realizan las siguientes acciones.

Respuesta 1. (R1): Conteo con solo triangulos y cuadrados completos.

Figura Unidades

Triangulo 209

Cuadrado 95
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Respuesta 2. (R2): Conteo de tridngulos, cuadrados, rectangulos y paralelogramos completos y

aproximacion.

Figura Unidades
Triangulo 210
Cuadrado 97
Rectangulos 43
Paralelogramos 45

Respuesta 3. (Rs): Conteo con triangulos, cuadrados y rectangulos completos y con los

incompletos formar unidades cuadradas.

Figura Unidades
Triangulo 215
Cuadrado 112

Rectangulos 49
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Tabla 5.

Relacion entre la pregunta 2 y la descomposicion genética hipotética.

| 70

Argumento
Pregunta
hipotético del Estructura Mecanismo
P2
estudiante
Ri: Conteo con
Objetivo solo triangulos y Accion iniciadora recubrimiento de la superficie. Interiorizacion:

Comparar entre
las diferentes
unidades de
medida y
determinar la
que mejor se
aproxima para
recubrir la
totalidad de la

figura.

cuadrados

completos.

[ | \ l Aplicaciénde
rregulares
g Acciones sobre
Objetos
A

Concretos
Objetos Concretos

Recubrimiento de
superficies con
diferentes unidadesde

R,:  Conteo de

medida: rectangulo,

cuadradoy triangulo

triangulos, Accidn

cuadrados,
rectangulos y
paralelogramos
completos y

aproximacion.

Rs:  Conteo con
tridngulos,
cuadrados y

rectangulos
completos y con los
incompletos
unidades

formar

cuadradas.

Confrontar las
diferentes unidades de
medida de  area
buscando la que mejor
se aproxime al
recubrimiento total de
la superficie de una
figura. La Accion de
conteo permite que el
estudiante reflexione
sobre la importancia

de la aproximacion en

el calculo de éreas.
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Pregunta 3. (P3): Justifique cuél es la mejor y mas aproximada forma de recubrimiento de la
superficie de la figura, exponiendo sus razones por las que considera que es la mas apropiada.

Los estudiantes posiblemente realizan las siguientes interiorizaciones.

Respuesta 1. (R1): La méas aproximada figura geométrica de recubrimiento es el tridngulo
porque se puede contar hasta algunos rincones de la figura donde cabe un triangulo.

Respuesta 2. (Rz2): El cuadrado es la que mas se aproxima porque al recubrir se pueden juntar

pedazos y lograr completar otros cuadrados para cubrir en total la superficie.

Tabla 6.

Relacion entre la pregunta 3 y descomposicién genética hipotética.

Pregunta Argumento hipotético )
. Estructura Mecanismo
P3 del estudiante
Objetivo Ri: La més aproximada Accion iniciadora recubrimiento de la Interiorizacion:
Trabajar los figura geométrica de superficie. Confrontar las
procedimientos recubrimiento es el diferentes unidades de
geométricos de: triangulo porque se [ medida de  4rea
/S ¢

| SO—

Recibzinientode buscando la que mejor

superficies con

descomposicién puede contar hasta

Irregulares

| diferentesunidadesde

conveniente de la algunos rincones de la ———M Objetos kvl se  aproxime al
L. ) Regu_\ares’<i Concretos cuadradoytridngulo o
superficie con figura donde cabe un  Objetos Concretos \ Accién recubrimiento total de
\ ,
posterior triangulo. la superficie de una

reconfiguracion figura.
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Tabla 6. (Continuacion)

Pregunta Argumento hipotético
Estructura Mecanismo
P3 del estudiante

Objetivo Ro: El cuadrado es la Interiorizacion:

por que mas se aproxima La Accion de comparar las
complementarieda porque al recubrir se unidades de conteo permite
d de formas de las pueden juntar pedazos al estudiante considerar la
partes en las que vy lograr completar otros finalidad de lograr tener
se ha dividido la cuadrados para cubrir cualquier superficie
superficie. en total la superficie. cubierta en su totalidad.

4.2.2.2 Analisis a priori de la actividad 2: area como namero de unidades que recubren la
superficie plana: La actividad busca cuestionar al estudiante y motivarlo a utilizar diferentes
formas de recubrimiento, pero también a comparar las unidades e identificar que corresponden a
la misma superficie cubierta. Para fines de analisis de datos se determina a cada pregunta con la
siguiente abreviacion; si es la pregunta 1 se nombra como Py, si es la pregunta 2 se nombra como
P, asi sucesivamente con las demas. A continuacion, se analizan las posibles soluciones que los
estudiantes pueden transformar en estructuras mentales.

Pregunta 1 — P1: Usando como unidad de medida el cuadrado presentado a continuacion;
determinar la cantidad unidades de recubrimiento necesarias para cubrir la superficie de las

siguientes figuras.
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Nota: *Extraido de Musser, Burger y Peterson (2008)

Posible interiorizacion del estudiante:

Respuesta 1. (R1): Trazar la cuadricula dentro de cada figura y contar las unidades cuadradas
completas.

Respuesta 2. (Rz2): Trazar la cuadricula dentro de cada figura, contar las unidades cuadradas
completas y con las incompletas formar nuevas unidades de medida.

Pregunta 2 — P2: Usando como unidad de medida el tridngulo presentado a continuacion; hallar

cuantas unidades de recubrimiento se necesitan para cubrir la superficie de las siguientes figuras.
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*Extraido de Murssel, Burger y Peterson (2008)

Posible interiorizacion del estudiante:

Respuesta 1. (R1): Trazar la cuadricula de unidad de medida triangular dentro de cada figura,

pero cubrir toda la superficie.

Respuesta 2. (R2): Trazar la cuadricula dentro de cada figura y contar las unidades triangulares

completas.
Respuesta 3. (Rs): Trazar la cuadricula dentro de cada figura, determinar la equivalencia entre
la unidad triangular y la unidad cuadrada, luego contar las unidades cuadradas completas y con las

incompletas formar nuevas unidades de medida.

Tabla 7.

Relacion entre actividad 2 y la descomposicion genética hipotética.

i Argumento

§, Objetivo Hipotético Del Estructura Mecanismo

E Estudiante
Reconocer la R Trazar Accidn iniciadora recubrimiento de la  Interiorizacion:
descomposicion y cuadriculas. superficie. Determinar la media de
composiciéon de la la superficie plana por

P, unidad de medida R Trazar = 4 ~ medio de composicién
cuadrada para recubrir ~ cuadriculas, conteo [ . ). e y descomposicion de la
la totalidad de una de unidades [ wmee ] i unidad de medida.

Objetos Concretos

Accién

superficie plana. cuadradas.
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4.2.2.3 Anélisis a priori de la actividad 3: Disociacion entre el area y la forma de la superficie
plana: Algunos autores matematicos llaman a la disociacion entre el area y la forma de la
superficie plana como la propiedad de la invarianza del area; esta actividad es la ultima efectuada
con material concreto en razon de fomentar el mecanismo de interiorizacion de la habilidad de
visualizacion y reconocimiento del &rea de una superficie plana. Se nombra a cada pregunta con
la siguiente abreviacién; si es la pregunta 1 se nombra como Py, si es la pregunta 2 se nombra como
P, asi sucesivamente con las demas. A continuacidn, se analizan las posibles soluciones que los
estudiantes pueden transformar en estructuras mentales.

Pregunta 1 — P1: Imaginate que estas dos areas representan dos campos cubiertos de hierba.*

a. ¢ Tiene el campo A la misma cantidad de hierba que el campo B? Justifica tu respuesta.

b. ¢ Tiene el campo A la misma cantidad de hierba que el campo B? Justifica tu respuesta.
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Pregunta 2 — P2: Si tuvieras que pintar la Figura A, ¢necesitarias la misma o diferente cantidad

de pintura que para pintar la Figura B? Justifica tu respuesta.

*Extraida de Hughes, Bell and Rogers (1975) en Corberan (1996)

Posible interiorizacion del estudiante sobre las preguntas 1 y 2 de la actividad 3:

Respuesta 1. (R1): Determinar que las superficies son diferentes y por consiguiente tienen un
area distinta.

Respuesta 2. (Rz2): Analizar que las areas tienen una relacion de igualdad y por lo tanto las

recorta y las compara por medio de la superposicion.

Habiendo realizado las anteriores tres actividades, responde:

Pregunta 3 — P3: ¢Dos figuras planas pueden tener diferente forma y ocupar la misma
superficie? ¢Por qué?

Pregunta 4 — P4: Al dividir una figura en partes, ¢el area de dicha figura cambia? ;Se vuelve
mas pequefia una que la otra o, al contrario, se agranda?

Posible interiorizacion del estudiante sobre las preguntas 3 y 4 de la actividad 3:

Respuesta 1. (R1): Reflexionar sobre lo expuesto en los numerales uno y dos, manteniendo la

posicion de que son diferentes sus areas.
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Respuesta 2. (R2): Determinar que la figura B es la misma figura A, debido a que fue divida en

partes cambio su forma, pero su superficie o tamafio no cambio.

Tabla 8.

Relacion entre actividad 3y la descomposicidn genética hipotética.

Argumento
8
S Objetivo Hipotético Del Estructura Mecanismo
&
— -
o Estudiante
Ri: Diferentes  Proceso: Transformar
superficies mentalmente una superficie en Interiorizacion: Se puede
poseen diferentes otra y establecer que son considerar como la
Establecer areas, conclusion congruentes. formalizacién que hace el
relacion de por simple estudiante cuando logra
igualdad entre inspeccion. - desarticular la
superficies N concepcion del area de
Pl, Pz g
planas que R;:  Recorte y £ figuras con Unica forma.
tienen igual superposicién de v
Formas dindmicas de
é.rea, pero figuras determinar la medida de

diferente forma.

asimilando  que
tienen la misma

area.

una regidn plana.

Coordinacion
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Tabla 8. (Continuacion)

Argumento
8
S Objetivo Hipotético Del Estructura Mecanismo
&
— -
o Estudiante
Proceso: Considerar otros Interiorizacion:
Ri: Diferente  casos de superficies que se Construir un esquema
forma implica puedan transformar en mental de las figuras
diferente medida equivalentes y establecer que planas que transforme
Conseguir una de superficie. son congruentes. una superficie en otra y
comunicacion pueda indicar que son
=1
. =)
de sus acciones ' congruentes.
Ps, Pa g
en el desarrollo Ro: Diferente 5
T
de situaciones forma no =
parecidas. necesariamente
v

implica diferente .
Formas dindmicas de

medida de determinar la medida de
una region plana.
superficie.
Coordinacion

4.2.2.4 Analisis a priori de la actividad 4: Area como magnitud auténoma: Los
procedimientos geométricos asociados con la herramienta GeoGebra activan en el estudiante
mecanismos de interés por desarrollar las actividades planteadas; se asocia el &rea como magnitud
auténoma a la disociacion del area de la forma y del perimetro de la figura plana (Corberéan, 1996).
Se nombrando a cada pregunta con la siguiente abreviacion; si es la pregunta 1 se nombra como

P1, si es la pregunta 2 se hombra como P2, asi sucesivamente con las demas. Se analizan, a
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continuacién, las posibles soluciones que los estudiantes pueden transformar en estructuras
mentales.

En la institucion educativa se contdé con 27 equipos portétiles, a la fecha estaban en
funcionamiento 20 de ellos, los equipos para la aplicacién de GeoGebra 5.0 no presenta
inconveniente por ser una aplicacion offline; aunque algunos de esos equipos poseen virus que
provocan inconvenientes en algunos momentos de su utilizacion. El juego de los animalitos del
Tangram consiste en rotar y trasladar las siete fichas del Tangram y colocarlas una al lado de las
otras, sin sobreponerlas, de tal forma que se construya un gato en primera instancia seguido de
otros cinco animalitos y por ultimo deben construir el cuadrado. Se cierra la actividad con unas

preguntas sobre el concepto de area.

itos Tangram.ggb - m] ®

Arctive EGfa Vista Opcicnes Hemamisnias Vealana Auca

ACTIVIDAD CON EL TANGRAM. Realiza cada una de las figuras de la derecha con &l Tangram chino que tienes.

{ Iniciar | A Comprobar |

Cuando colaques todas las fichas, oprime
el boton comprabar para continuar.

Bk b

Figura 19. Actividad inicial con el Tangram en GeoGebra.
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ACTIVIDAD COMN L

Iniciar

Sigulente
o~~~

Figura 20. Resolucion con movimientos de traslacion y rotacion con el Tangram en GeoGebra.

Pregunta 1 — P1: En los computadores se ha instalado la aplicacion de GeoGebra donde podras
encontrar un archivo titulado TANGRAM. El Tangram es un juego de origen chino que consiste
en formar figuras usando las 7 piezas dadas sin solaparlas (sobreponer unas con otras). Cuando
hayas logrado armar la figura propuesta debes dar clic en comprobar y el programa te contestara
con una carita feliz si has logrado con éxito la construccion o te pedird que vuelvas a intentarlo.

Cuando hayas completado el juego en GeoGebra, contesta las siguientes preguntas:

Determina el area de las figuras construidas y la relacion entre ellas, describe los pasos

realizados y socializa con tus compafieros.

Figura del Tangram Area

Gato
Caballo
Tortuga

Pez

Toro

Pato

Cuadrado
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Posible interiorizacién del estudiante:

Respuesta 1. (R1): Rotar y trasladar las diferentes superficies que componen el Tangram para

formar cada una de las figuras solicitadas.

Respuesta 2. (R2): Rotar y trasladar las diferentes superficies que componen el Tangram para

formar cada una de las figuras solicitadas, luego contar la superficie de cada una de esas piezas

para sumarlas y determinar la medida de la superficie del primer “animalito” haciendo una relacion

de igualdad con los demaés trabajos interiorizando que todos tienen la misma area.

Pregunta 2 — P2: Teniendo en cuenta las fichas del Tangram, responde:

A4

N\
: ><
-

//

Si todas las fichas son medidas con la ficha A como
unidad de medida, ¢cual es la relacion entre ellas?
B=2A,C=_,D=_ E=_,F=_,G=__

Igual situacion, pero ahora la unidad de medida es B.

A=—B,C=__,D=__,E=__,F=_,G=

Igual situacion, pero ahora la unidad de medida es E.

A:_,B:_,C: ,D= L F= ,G=

Compare el area de cada ficha del Tangram con respecto al cuadrado completo y exprese dicha

relacion.
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Posible interiorizacién del estudiante:

Respuesta 1. (R1): Trazar cuadricula sobre el Tangram reconociendo solamente relacién de

igualdad entre superficies.

Respuesta 2. (R2): Identificar la relacion de igualdad y de inclusién que existe entre las

diferentes superficies que componen el Tangram.

Tabla 9.

Relacion entre actividad 4 y la descomposicién genética hipotética.

Argumento
8
S Objetivo Hipotético Del Estructura Mecanismo
3
o Estudiante
Proceso: Conocer la medida de la
R1: Sobreponer superficie de una figura armada con Coordinacion:
las fichas del las siete fichas del Tangram. El estudiante adquiere
Facilitar la
Tangram. la habilidad de rotar y
comprensién de la 5
'S trasladar las fichas del
conservacion  del N
R.: Sobreponer ] Tangram para llegar a
area de una =
P1 las fichas del 42 predecir que todas

superficie  plana,
mediado por la
herramienta

GeoGebra.

Tangram y
hallar relacion
de igual de
superficies

planas.

Y

Formas dindmicas de
determinar la medida de

una region plana.

Coordinacion

ocupan la  misma

superficie.
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Tabla 9. (Continuacion)

i Argumento
< . . fat .
2 Objetivo Hipotético Del Estructura Mecanismo
(3]
a Estudiante
. Proceso: La herramienta GeoGebra le  Coordinacion:
R1: Considera la
Precisar relacion de . muestra al estudiante una alternativa Se puede contemplar
unidad de
igualdad o inclusion . para asociar areas de superficies como la
medida,
entre las areas de las . planas. formalizacion que el
determinando
superficies planas. . estudiante logra al
relacion de c
=)
. o empalmar el proceso
igualdad  entre @ g g
I~
- 5 geométrico realizado
superficies. =
-E en GeoGebra con el
P2 Ry

Comparacion de
unidades de
medida, las
relaciona como
igualdad 0
inclusion de

superficies.

"

-

Formas dinamicas de
determinar la medida de

una region plana.

Coordinacion

anélisis  l6gico del
tratamiento

cualitativo del area.

4.2.2.5 Anélisis a priori de las actividades 5a, 5b y 5¢: Area como ndimero de unidades que

recubren una superficie: Las actividades se llevaron a cabo en tres sesiones, todas ellas tienen la

finalidad de aplicar los conocimientos previos sobre construccion del rectangulo en GeoGebra

como punto de inicio para desarrollar el concepto de area. Se da inicio al analisis del area de

rectangulos entendido desde la perspectiva de nimero de unidades que recubren la superficie e

igualmente se hara este proceso con las otras dos actividades.
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Siguiendo la recomendacién de Corberan (1996) se ha trabajado en sesiones anteriores a esta la
composicion y descomposicion de superficies conservando el area; con las acciones interiorizadas
se busca haber alcanzado procesos en el estudiante que le permitan desligar el procedimiento del
area al del perimetro y minimizar la confusion que en la mayoria de los casos se ha producido
durante afios escolares de la bésica.

Un ejemplo de las actividades es la construccion de cuadrados con la herramienta GeoGebra
conservando la propiedad del arrastre, es decir que la figura construida no pierda su forma al
ampliarse o reducirse. Luego se realizaron interiorizaciones con las acciones de medicion de &reas
y solucion de situaciones problemas concernientes al tema.

Pregunta 1 — P1: Con la utilizacion de la herramienta GeoGebra, construir un cuadrado con
vértices EFGH que resista la prueba de arrastre. Luego realizar los siguientes movimientos de tal

manera que el cuadrado tenga las medidas:

- Construir un cuadrado que mida de lado 2 unidades. ¢Cuantas unidades cuadradas encierra?
- Construir un cuadrado que mida de lado 3 unidades. ¢Cuantas unidades cuadradas encierra?

- Seguir en la misma indicacion de los puntos anteriores y completar la tabla:

Longitud del Longitud del Superficie del
segmento EF segmento FG cuadrado EFGH
4 4
5 5
6 6
7 7
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Longitud del Longitud del Superficie del cuadrado

segmento EF segmento FG EFGH
9 9
10 10
11 11
12 12

Posible interiorizacion del estudiante:

Respuesta 1. (R1): Construir el cuadrado con la propiedad de la prueba de arrastre, contar las
unidades cubiertas y sumarlas.

Respuesta 2. (R2): Construir el cuadrado con la propiedad de la prueba de arrastre, analizar la

medida del largo y del ancho y multiplicar las dimensiones para hallar el area.

Pregunta 2a — P2a: En la clase de artistica se desea elaborar un tapete artistico con material
reciclable con cajas de cartdn, el tapete debe tener forma cuadrada y que mida 400 cm? de érea.
Para los estudiantes recortar la figura deben averiguar ¢Cudl es la medida de lado que debe tener

el tapete?

Posible interiorizacion del estudiante:

Respuesta 1. (R1): Utilizar la propiedad de la prueba de arrastre para representarla la situacion
problema, medir superficies hasta obtener una cuya area es dada para medirle los lados.

Respuesta 2. (R2): Utilizar la propiedad de la prueba de arrastre para representarla la situacion

problema y descomponer el area en factores iguales.
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Pregunta 2b — P2»: Para la clase de quimica los estudiantes construyen una maqueta cuadrada
que medida 38 cm de lado donde representen el sistema de riego que se utiliza en la vereda Motoso.
¢Qué medida tendra la superficie de la maqueta?

Posible interiorizacion del estudiante:

Respuesta 1. (R1): Determinar el area de la superficie plana valiéndose de una representacion
grafica.

Respuesta 2. (R2): Determinar el &rea de la superficie plana haciendo la multiplicacion de las

medidas de sus lados.

Tabla 10.

Relacion entre Actividad 5a, 5b y 5¢ y la descomposicién genética hipotética.

i Argumento
c . o .
= Objetivo Hipotético Del Estructura Mecanismo
[«5)
a Estudiante
Ejecutar el L
! Encapsulacion:  Se
) ) R;:  Conteo de Proceso: Medicion de superficies planas.
calculo del érea .
puede reflexionar
. . unidades
de la superficie
como la
lana.  creando bidimensionales. -
plana, e formalizacion que el
proximacion, medicion
relaciones de y comparacibnde | .
p superficies. estudiante  alcanza
b Ry Relaciones
lado por lado en .
P, por medio de las
' bidimensionales
el caso de los y .
P, conexiones entre el

multiplicaciéon de
cuadrados; o0 en P .
conteo de unidades

dos unidades
el caso de los . .
bidimensionales y la

unidimensionales.

rectangulos base ..
9 medicion del

or altura. L.
P recubrimiento de

superficies.
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Tabla 10. (Continuacion)

i Argumento
c - L .
=3 Objetivo Hipotético Del Estructura Mecanismo
(]
T Estudiante
Proceso: Medicion de superficies planas. Encapsulacion:
Ri: Representar la Se puede reflexionar
situacion como la
Recubrimiento,
L. aproximacion, medicidn R .,
problematica y ¥ comparacién de . formalizacion que el
superficies.
contar  unidades estudiante  alcanza
cuadradas. por medio de las
P, conexiones entre el
P, conteo de unidades

R.: Representar la

bidimensionales y la
situacion

medicion del
problemética,

recubrimiento de
luego dar un

superficies.
nimero resultado
de una operacion

multiplicativa.

5. Andlisis de Resultados.

En este capitulo se presenta el fruto de la aplicacion de la intervencién realizada por medio de los
diferentes cuestionarios desarrollados a partir de la descomposicion genética hipotética. El analisis

de los datos obtenidos es el tercer componente del ciclo en la teoria APOE.
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Analisis de Resultados

Tabulacién de registros,
Analisis a posteriori de los
cuestionarios,

Registros.

Observacion, analisis y
verificacion de datos

Figura 21. Observacion, analisis y verificacién de datos. Adaptado de Londofio, M. Palacio, Y. (2018).
Estructuras y mecanismos mentales para la construccion de nocion de &rea: un acercamiento con estudiantes

de secundaria. (Tesis de maestria). Universidad de Medellin, Colombia. p.65

Como primera medida, se analizan las respuestas dadas por los educandos en la prueba
diagnostica; alli hubo interpretaciones erradas entre perimetro y area, que falta un alto grado de
conocimiento del concepto de area y, por tanto, han asimilado a través de los afios escolares, una
relacion errada entre area y las formulas sugeridas como procesos de solucion. Luego, se
estudiaron los cuestionarios desde la descomposicion genética hipotética que acompafiaron cada
actividad implementada, con ellos se determind si los estudiantes han considerado o no las
estructuras y los mecanismos mentales propuestos. El contenido se aprecia descrito por medio de
ejemplosy de la relacion de las respuestas con los componentes pertenecientes a la descomposicién
genética hipotética como estrategia de validacion por medio del surgimiento de nuevas variables

para tener en consideracion.
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5.1 Andlisis de la prueba diagnostica.

En la prueba diagndstica se emplearon cinco preguntas relacionadas con perimetro y area por
dos razones: i) evitar condicionar a los individuos a pensar en multiplicar dimensiones (ejemplo:
base por altura) y ii) para observar si existen falsas interpretaciones de relacion entre area y
perimetro. Respecto a las preguntas: tres de ellas fueron extraidas del Calendario Matemaético

(www.colombiaaprendiendo.com); esta eleccion permitid tratar los temas de manera conjunta

evitando que estuvieran predispuestos a sentirse en evaluacion y porque los estudiantes conocen
este material didactico, desarrollado desde el mes de febrero del afio escolar hasta el mes de
octubre, pero con la indagacién se observé que se requiere de mas tiempo y constancia para que
este material haga un cambio de perspectiva de los estudiantes; las otras dos preguntas se
obtuvieron de pruebas AVANCEMOS 6° 2018.

La siguiente tabla registran los resultados de la prueba diagnostica donde se tuvo en cuenta si
los objetos area y perimetro eran comprendidos por el estudiante. ElI perimetro aunque no es
desarrollado en el presente trabajo, es de vital importancia tener registro de las respuestas que
entregan los estudiantes para analizar si diferencian los dos conceptos. Se asigno6 un codigo a cada
estudiante comenzando por E1 y terminando en E20; por razones éticas no se enuncian sus

nombres.


http://www.colombiaaprendiendo.com/
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Tabla 11.

Resultados de la prueba diagndstica.

Pregunta

ltem

Criterios

valorados

Estudiantes

Obijeto segun la

teoria APOE

1. A continuacion aparecen las figuras 1y
2, las dos estan formadas por las mismas
partes,
¢En cudl de ellas su perimetro es mas
largo?

T

AN SN
/ -
t \ (
5. — “‘ / S
\/ =N/
~
Figura 1. !Figura 2.

2. lLa figura esta formada por tres
rectangulos. El numero dentro de cada
rectangulo corresponde a su area.
Determine el area faltante.

28 4

3. En la siguiente cuadricula aparecen
dibujados el cuadrado 1 y el cuadrado 2. El
perimetro del cuadrado 2 es 1.600 metros.

¢ Cuantos cuadrados como el 1 se
necesitan para cubrir el cuadrado 2?

Respuesta
totalmente

incorrecta

No responde.

Respuesta
correcta pero

sin proceso.

Respuesta

incorrecta.

Respuesta
totalmente

correcta.

Respuesta

incorrecta.

El, E2, E4, EG, E7,
E8, E9, E10, E11,
E12, E13, E14, E15,

E16, E17, E18, E19.

E3, E5, E20.

El, E2, E3, E14.

E4, E5, E6, E7,ES,
E9, E10, E11, E12,
E13, E14, E15, E16,

E17, E18, E19, E20.

El, E2, E3, E4, E5,
E6, E7, E8, E9, E10,
E11, E13, E14, E15,

El6, E17.

E12, E18, E19, E20.

Diferenciacion entre
perimetro y area de

figuras planas.

Concepto de area de
una superficie

plana.

Concepto de area de

superficie plana.
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Tabla 11. (Continuacion)

- Criterios Obijeto segun la
§ Item Estudiantes
=2 valorados teoria APOE
T
Respuesta
totalmente E5, E10.
correcta.

4. En la siguiente cuadricula aparecen
dibujados el cuadrado 1 y el cuadrado 2. El
perimetro del cuadrado 2 es 1.600 metros.

1NN

¢, Cudl es el perimetro del cuadrado 1?

5. Cada ficha de la izquierda esta formada
por cuadrados de lado 2 cm. Con las tres
fichas se formé la Figura 3 de la derecha.

¢ Cual es su perimetro?

.

Figura 3.

El, E2, E3, E4,
E6, E7, ES, E9,

Respuesta E11, E12, E13,

incorrecta. El4, E15, E16,
E17, E18, E19,
E20.
Respuesta
totalmente
correcta, E3.
justificada

con proceso.

E1, E2, E4, E5,
Respuesta ES, E9, E10, E11,
incorrecta E12, E13, E14,
E16, E17.
E6, E7, E15, E18,

No responde
E19, E20.

Desarticulacién
entre areay
perimetro de

superficies planas.

Concepto de
perimetro de

figuras planas.
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Para la primera pregunta no se obtuvo ningun resultado positivo, de los 20 estudiantes, siete
dijeron que tenia mayor perimetro la Figura 2, cuatro dijeren que tenia mayor perimetro la Figura
1 y el resto dijeron que no sabian a qué se referia o no entendian lo que se solicitaba.
Frecuentemente los estudiantes estdn acostumbrados a preguntas donde deben elegir una opcion,
dadas sus edades, la mayoria piensa que sin importar lo que hayan leido o entendido debe ser una

seleccion excluyente.

I. A continuacion aparecen las figuras 1 y T . '-“i’”(ﬁi'ierec'?:r las figuras 1y
2, las dos estan formadas por las mismas ;_ A \;\YMTUES Por las mismas
Ak - : ; )a S cual de ellas s yerimetro ac
partes, (En cual de ellas su perimetro es | mas farc Iwe Sl perimeira: es
mas largo s s
L P \ / T |
G / B SeaisN ] ,
|
Figura 1. Figura 2.
Figura 1. Figura 2. [ \A) |C
G L. s o

Figura 22. Ejemplo de respuestas a la pregunta 1 de la prueba diagnostica.

La segunda pregunta evidencia que los estudiantes perciben toda cantidad puesta en un
enunciado como semejante, sin tener en cuenta como dice el enunciado que los nimeros externos
corresponden a las longitudes de alto o ancho y que los valores internos corresponden al area de
la region rectangular, esto se debe a que normalmente, los temas referentes al pensamiento espacial
son desarrollados al final del afio escolar y con poca profundidad; se imparte la formula de area

con las figuras conocidas como cuadrado y rectdngulo apartando a un lado el posible anélisis de
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figuras concavas. El area en muchos casos es tratada solo como lado por lado o base por altura;

por tal motivo, evidencian confusiones en la solucion de estas pruebas.

2. La figura estd formada por tres | 2 L@ figura esta formada por tres
rectangulos. El nimero dentro de cada | M¢ct@ngulos. El numero dentro de cada
rectangulo corresponde a su area. | '€ctangulo corresponde a su  area
Determine el area faltante. Determine el area faitante
27 Z = 2 ,
, 4

e [T = T

4 ?
(4 1 ‘ 28 p. 28 4
L 7 |

L ——

10

Figura 23. Ejemplo de respuestas a la pregunta 2 de la prueba diagnostica.

En conclusion, la prueba diagnéstica arroja una necesidad sentida de aclarar estos dos conceptos
y es desde la investigacion que se quiere abordar con acciones concretas para crear procesos

didacticos que lleven a un tratamiento adecuado de la formacidn del objeto mental.

5.2 Resultados de la aplicacién.

El ciclo de la investigacion cuenta con un factor importante, el cual es la verificacion de la validez
de la descomposicion genética hipotética a traves de los cuestionarios para la recopilacion de los
datos. De tal manera que, cada una de las seis actividades aportaron uno o varios elementos
pertenecientes a la descomposicion genética hipotética, es por ello que se comenzd la intervencion
con el tratamiento del concepto de area como la cantidad del plano ocupado por la superficie, en

seguida se pasé a desarrollar el &rea como nimero de unidades que recubren la superficie; luego,
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se da profundidad al concepto de area por medio del analisis como propiedad independiente de la
de perimetro y asi, favoreciendo estudiar el alcance en cada sesion aplicada, en paralelo que las
estructuras y mecanimos mentales se incrementan.

En este escenario resulta pertinente rescatar los planteamientos de Arnot et al., (2014) asi:

El proposito del analisis de los datos obtenidos de la implementacion de la intruccion es responder a dos
preguntas: i) ¢Los estudiantes hacen la construccion mental dada por el andlisis tedrico? ii) (Como los
estudiantes aprenden los contenidos matematicos? Si la respuesta a la primera pregunta es negativa,
entonces la introduccién debe ser examinada y revisada. Si la respuesta a la primera pregunta es positiva
y larespuesta a la segunda pregunta es negativa, el anélisis tedrico es examinado y revisado. En cualquier
caso, el ciclo se repite hasta que se ha respondido a estas preguntas positivamente y el
profesor/investigador esta convencido de que los estudiantes han aprendido los conceptos matematicos.
(Arnon, y otros, 2014, pag. 93)

Desde la teoria APOE se quiere responder como los individuos construyen la nocion de area;
realizando el ciclo de investigacion que no dista mucho de los intereses que mueven la

investigacion accion.

5.2.1 Analisis a posteriori de los cuestionarios. Basado en estudios previos realizados
(Corberan, 1996) se procedid de tal manera que el estudiante desarrolle acciones de recubrimiento
aproximado sobre superifices planas no poligonales por razones como: i) el area tiene su origen en
la medicion de terrenos irregulares, ii) el contexto donde se implementa la investigacion es rural,
y iii) el concepto de area va dirigido al calculo integral.

Para el andlisis de resultados se efectlia una relacion entre las respuestas y la Descomposicién
Genética Hipotética identificando las estructuras y mecanismo que construyen los educandos. En

la tabla nimero 12 se clasifican las respuestas de los educandos segun el analisis aplicado en el
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cuestionario; se mantiene la nomenclatura usada para identificar a cada estudiante por la letra E
acompafada de un nimero para conservar el anonimato.

Acciodn iniciadora para el concepto de &rea como porcion del plano ocupado: explorar los
posibles recubrimientos regulares que pueden determinar de forma aproximada la superficie de
una region plana no poligonal.

Pregunta 1 - P1: A continuacién, se presenta un bosquejo de un terreno dedicado a esparcir el
café para ser secado al sol. Se desea saber la mejor y mas aproximada forma geométrica para
recubrirlo. ;Qué formas geométricas puede tener la unidad de recubrimiento para cubrir la mayor

parte de la superficie de la figura?

La siguiente tabla ilustra las respuestas elaboradas por los estudiantes, para esta pregunta se
apoyaron en una malla de puntos y en otras mallas cuadrada y triangular como método de
estimacion de la superficie plana. Lo que se pretende es obtener variedad de unidades de medida

y expandir las opciones de recubrimiento.
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Tabla 12.

Analisis de respuestas de la pregunta 1 en la Actividad 1.

|96

Argumento
3
C . s
8 Hipotético Del Estructura Mecanismo
=]
o Estudiante
El, E3, E4, E10,
Ri1: Tridngulos.
E11, E16, E18. Acciéon iniciadora recubrimiento de la Interiorizacion:
E1, E2, E3, E4, superficie. Reconocer la
E5, E6, E7, ES, medida de la
E9, E10, E11, superficie de una
R»: Cuadrados. Formas
E12, E13, E14, Aplicaciénde | Recubrimientode figura como el
Irregulares X superficies con
: M difere:tesunidadesde ’
E15, E16, E17, Objetos medida: rectingulo, area gque ocupa en
- Regulares « Concretos cuadradoy tridngulo
E18, E19, E20. Objetos Concretos Accién el plano.
Rs: Paralelogramos
E1, E2, E4, ES6,
E7, E8, E9, E10,
E12, E13, E14,
R4: Rectangulos
E15, E17, E19,
E5, E20.

Los resultados del anlisis desde la teoria APOE arrojan que el 100% de los estudiantes

muestran acciones de recubrimiento de superficie con manejo de malla de puntos o cuadricula

triangular. Algunos ejemplos Ilamativos se toman para reflejar lo antes dicho.
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E1: El estudiante cuenta los cuadrados completos y junta los incompletos para formar unidades
cuadradas; desde este andlisis cuenta todos los cuadrados que cubren la superficie, con esto
evidencia comprension de la necesidad de aproximar y acercarse a la medida de la superficie en

cuestion.

2 " . . . .  rean & . .
& ""\"h’l j\ll\/‘ 05 \,,“q’)\lf.\ln’
Y B Tus's )| ®[en]a3[an~ '
. ""‘?l— ~ " L] r 1] l- - I’) a ! q.'?k.
" lelylep[en]2dunis2 algs | L 5] |
A ! ‘l " . : . . = ’—.
. . ."-2""‘40’4OA/:0 0“‘;"‘- ,’. -ﬁ(l.'l.d'g 4.’2!.,_,
T ; .__"?__‘ & .IJ | l,’. .;f:. he H | .{' }. L 7 .-;;,) P
\oP . ~ula
. ‘\\"' 2 q oL 4 -" . -“/- . ." » 18 ,’ ‘7‘1.7_'*
"5 L! ?9 | £ ff “) /) | .’(\ G
. B pmm—pr—— - " - - - " r 1 v v 'E -
C qt) Pt 7 j ,/_' } l” HQ 1 7 3 «:J’ . 7
- q i L] "' ﬂ'? r' )ﬁf*ﬂ ———a » ') v N
. L K P’l—'/ :'wja_:*'—’—r )—-0 v ° c p—»—«i e

Figura 24. E1, Actividad 1 - P;.

E18: El estudiante evidencia estar en los inicios para familiarizarse con el recubrimiento,
aunque muestra recubrir la superficie con triangulos y cuenta los que representé pero no
descompone la unidad de medida para recomponerla en partes que se aproximen por dentro y por

fuera a la region no poligonal.
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Figura 25. E18, Actividad 1 - P,

E7: El estudiante cuenta los cuadrados completos y usa colores para juntar los incompletos para
formar unidades cuadradas; desde este analisis cuenta todos los cuadrados que cubren la superficie,

desarrollando el pensamiento espacial con un analisis grafico apoyado en la distincion de las

unidades formadas.

Figura 26. E1, Actividad 1 - Py
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E19: El estudiante recubre la superficie con unidades rectangulares sefialandolas con un rayo
las que va contando y colocando ese rayo en la mitad de algunas para sefialar que con las

incompletas forma nuevas undades.
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Figura 27. E19, Actividad 1 - P,

Accion iniciadora para el concepto de area como porcién del plano ocupado: explorar los
posibles recubrimientos regulares que pueden determinar de forma aproximada la superficie de

una region plana no poligonal.

Pregunta 2 — P2: Construya una tabla de datos donde compare las diferentes formas usadas en
el procedimiento de recubrimiento realizado en la pregunta 1 y las cantidades de unidades de
medida que utilizé para recubrir la superficie de la figura.

La tabla 13 muestra la caracterizacion de estimacion del area de la superficie plana. La
realizaciéon del conteo de unidades de medida completas y aproximadas no se dio entre los
estudiantes, se expresaron interesados por unir los incompletos y formar nuevas unidades de

recubrimiento.
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Tabla 13.

Analisis de respuestas de la pregunta 2 en la Actividad 1.

100

Argumento
s
[
% Hipotético Del Estructura Mecanismo
>
k7 .
w Estudiante
Ri: Conteo con solo
E10, E18, triangulos, Accibn iniciadora recubrimiento de la Interiorizacion:
E19, E20. rectangulos y superficie. Confrontar las
cuadrados completos. diferentes unidades de
Ra: Conteo de P— medida de area
o irregulares Apticacionae | PEIRETO e .
tridngulos, cuadrados, 4—‘“(5;:122“9 diferentes unidades de buscando la que mejor
L_Resueres__Jo— concrees Suadradoy iingur
rectangulos y Jetos Coneretes Accién se  aproxime  al
paralelogramos recubrimiento total de
completos y la superficie de una
aproximacion. figura. La Accion de
El, E2, E3, conteo permite que el
Rs:  Conteo  con
E4, E5, E6, estudiante  reflexione
triangulos, cuadrados
E7, E8, E9, sobre la importancia de
y rectangulos
El1, E12, la aproximacién en el
completos y con los
E13, E14, célculo de éareas.
incompletos  formar
E15, E16,
unidades cuadradas.
E17.

Como se puede verificar en la tabla 13, las Acciones que realizan los estudiantes, desde la teoria
APOE, revelan la interiorizacion de la identificacion del area como recubrimiento de la superficie

plana no poligonal.
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E18: El estudiante efectua un conteo de unidades completas de cuadrados y de rectangulos sin
aproximacion, luego suma el total de las unidades, como se muestra en la imagen. La ejecucion
del trabajo evidencia como el estudiante concibe el area como la cantidad de cuadrados y

rectangulos que caben en la superficie no poligonal.

Figura 28. E18, Actividad 1 - P,.

E1: El estudiante realiza el conteo de unidades y con las incompletas forma unidades de medida
para recubrir la figura plana en su totalidad. Las Acciones registran que durante el desarrollo de la

actividad se asimilo el concepto de area como cantidad de plano ocupado por la superficie.
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‘HS e Cantidad

Figura 29. E1, Actividad 1 - P,.

Accibn iniciadora para el concepto de area como porcion del plano ocupado: explorar los

posibles recubrimientos regulares que pueden determinar de forma aproximada la superficie de

una region plana no poligonal.

Pregunta 3 — Ps: Justifique cual es la mejor y mas aproximada forma de recubrimiento de la

superficie de la figura, exponiendo sus razones por las que considera que es la mas apropiada.

Esta pregunta fue resuelta en parejas, a partir de los datos organizados en la tabla 14 se

procedera a emitir algunos ejemplos de las respuestas de los estudiantes.
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Tabla 14.

Analisis de respuestas de la pregunta 3 en la Actividad 1.

Estudiante

Argumento
Hipotético Del

Estudiante

Estructura

Mecanismo

ES8, E17, E19,

E20.

El, E2, E3,
E4, ES, EG,

E7, E9, E10,
E1l, E12,
E13, E14,
E15, E16,

E18.

Ri: La mas
aproximada figura
geométrica de
recubrimiento es
el triangulo
porque se puede
contar hasta
algunos rincones
de la figura donde
cabe un tridngulo.
R2: El cuadrado es
la que mas se
aproxima porque
al  recubrir se
pueden juntar
pedazos y lograr
completar  otros
cuadrados  para
cubrir en total la

superficie.

Accién iniciadora

superficie.

Formas

Irregulares

Regulares

Objetos Concretos

Aplicaciénde

Acciones sobre

-

Objetos
Concretos

recubrimiento de

Recubrimiento de
superficies con
diferentesunidadesde
medida: rectangulo,
cuadradoy tridngulo

Accién

a

Interiorizacion:

Confrontar las
diferentes unidades de
medida de rea
buscando la que mejor
se aproxime al
recubrimiento total de
la superficie de una
figura. La Accion de
comparar las unidades
de conteo permite al
estudiante considerar la
finalidad de lograr tener
cualquier  superficie

cubierta en su totalidad.
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Los resultados en la tabla 14 muestran las Acciones en el desarrollo de los estudiantes, desde la
teoria APOE, avanzan en su proceso de aprendizaje a la comparacién de unidades de medida para

una misma superficie.
E5 — E10: Los estudiantes expresan en el escrito su capacidad de tomar Acciones

diferenciadoras entre las unidades de medida posibles para el recubrimiento.

esancs Qe \a (gota pos Lacl de cdsu ona Sogediare
e A ch\\oc\o o1 QU0 &< NN {Qc\\ b C\Q(\\\K\QO\ DQQ‘O&CX
sone otxlos N e Gede come condieR. Lo dgom See
LY SN YN Ccﬁh?\\co {oe a ’\\\0(\90\0 Q QA (@Q‘\Q@bf -
oo e tes Aovorobones tofando todio os Ayetgoles
A QoS 065 copfedanos, 4 Aambian o icen vt de
N Petaggolo era 2y confleado tow doe s pedaceR No
Con copotes Y\ te doedohon ‘ot etades

Figura 30. ES y E10, Actividad 1- Ps.

E1-E7: Los estudiantes justifican su eleccion por la comodidad que han tenido al descomponer
y recomponer el cuadrado, asumen el area como la aproximacion de unidades cuadradas al

cubrimiento total de la superficie.

i cUoc\moa @ mas w;zf(mes. Poigu | 500 mis
Qr@@om”\’**soofms Facles c\é T o(\w CM.

8

Figura 31. E1y E7, Actividad 1- Ps.



CONSTRUCCION CONCEPTO AREA DE ESTUDIANTES BASICA SECUNDARIA | 105

E8 — E17: Los estudiantes dan a conocer su punto de vista “me gusta” y ademas justifican que
desean recubrir la mayor parte del terreno, en concordancia con la misma intencion que se propone
desde la teoria APOE de transformar el concepto de &rea hasta lograr que lo reconozcan en temas

como area bajo la curva.

Al 1 I (‘L‘; N C ./(_ /.\Ly & e (v 71 re /U My ol

/

M€ ‘7/1,/ 1€ } h‘,»,»a ¢ v /C S .,/_/ Ermed 7 O
0 C ¥ 7 v € necoudyen {u MG Y, «@ ¥ S A

M s (/f f \( o C/ C //."C

Figura 32. E8 y E17, Actividad 1- Ps.

De la mediacion con la tecnologia: Al culminar la primera actividad se observo que el
estudiante no ha tenido la oportunidad de hacer recubrimientos de superficies planas; se plante6
un proceso que es necesario pero que podria ser dinamico con el software GeoGebra y es por esta
razén que se busco en los estudiantes explorar las habilidades motrices para llegar al nivel que
apoyados en la tecnologia aprecien las ventajas de poder ampliar o reducir una superficie y

observar el cambio de la medida del area.

Accidn que trata el concepto de &rea como numero de unidades que recubren la superficie
plana: se procura utilizar diferentes formas de recubrimiento, pero también se plantea la necesidad
de comparar las unidades de medida e identificar la correspondencia de equivalencia si son iguales

en su medida y diferentes en su forma.
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Pregunta 1 — P1: Usando como unidad de medida el cuadrado presentado a continuacion;
determinar la cantidad unidades de recubrimiento necesarias para cubrir la superficie de las

siguientes figuras.

>
<

|
ZAN

:

Nota. Extraido de Musser, Burger y Peterson (2008)

Pregunta 2 — P2: Usando como unidad de medida el triangulo presentado a continuacion; hallar

cuantas unidades de recubrimiento se necesitan para cubrir la superficie de las siguientes figuras.
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Nota. * Extraido de Murssel, Burger y Peterson (2008)
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Se presenta en la tabla 15 un avance pausado en la interiorizacion del area como numero de

unidades de medida que la recubren, en este caso, no solo se les dan a conocer figuras convexas

conocidas, sino que ponemos en consideracion estudiar figuras concavas e irregulares.

Tabla 15.

Analisis de respuestas de la pregunta 1y 2 en la Actividad 2.

Argumento
8
5 Estudiante Hipotético Del Estructura Mecanismo
5
— -
o Estudiante
E3, E6, ES, Ri: Trazar Accién iniciadora recubrimiento de la Interiorizacion:
E16. cuadriculas. superficie. Determinar la media
E1 E2. E4. E5 de la superficie
: lan r medi
E7, E9, E10, R2: Trazar — plana por medio de
Pl d s I Apli iénd Recubrimiento de s 2z
Ell, E12, E13, cuaaricu a31 Irregulares “ Acﬁi;c:ec;c;::bfe i superficigzczn , COmpOS'C'On y
e e "
El4. E15. E17. conteo de Reguiares | <) Concretos | gusdradaysringule descomposicion de
, ' ' Objetos Concretos Accién
E18. E19 E20. Unidades la unidad de

cuadradas.

medida.
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Tabla 15. (Continuacion)

Argumento
8
S Estudiante Hipotético Del Estructura Mecanismo
&
— -
o Estudiante
Accion iniciadora recubrimiento de la Interiorizacion:
El4, E16. Ri: Trazar superficie. Comparar
cuadriculas. unidades de
Ra: Trazar recubrimiento y
Formas
cuadriculas, —— Aplicaciénde | Moo de determinar i
Acciones sobre " .
Objetos dlferzztesul;tfadelsde
medida:rectangulo,
E11, E20. conteo de Reguiares |« Concretos | puedradoy triéngule corresponden a
Objetos Concretos Accién
unidades la misma
triangulares. superficie
P2
Rs: Convertir la recubierta.
El, E2, E3, E4, unidad
E5, E6, E7, E8, triangular en
E9, E10, E12, equivalenciaala
E13, E15, unidad cuadrada
E17,E18,E19. y hacer conteo

de unidades

cuadradas.

108

El 80% de los estudiantes construyen cuadricula contando unidades de medida cuadradas y

complentando otras unidades con la composicién de sus partes.

Ely E7: Los estudiantes trazan cuadriculas dentro de cada figura, descomponiendo la unidad

de medida cuadrada en triangulos, luego cuenta marcando con un punto cada unidad cuadrada y

les coloca un conteo sucesivo a la recomposicion de la unidad.
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. [ v
s |

- .
o |

&l o

Figura 34. E7, Actividad 2- Ps.

E14: El estudiante realiza la accion de completar las unidades de medida externas con la
expresion de trasladar lo que le falta a una unidad y relacionarlo con el mismo ndmero. Se

evidencia que se vale de sus propias estrategias para aproximar completando por fuera de la figura.
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Figura 35. E14, Actividad 2- P;.

El porcentaje de estudiantes que establecieron equivalencia entre las unidades de medida
cuadrado y triangulo es de 80%; las acciones realizadas en el desarrollo del trabajo evidencian
construccion del concepto de area como medida de recubrimiento de una superficie.

E15: El estudiante combina en la figura c. las unidades de medida, lo cual permite analizar que

se le facilita identificarlas.

Figura 36. E15, Actividad 2- P-.
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E7: La grafica muestra como la estudiante traza la cuadricula, luego de descomponer la unidad
de medida triangular y componerla en su equivalente de unidad de medida cuadrada y termina con

la suma de las unidades.

/4
S 4
—

! \
; 6 Y ed o -
Figura 37. E7, Actividad 2- P..
E11: En la imagen se muestra como el estudiante no logra relacionar la unidad de medida

triangular como una equivalencia de la unidad cuadrada respondiendo con triangulos de diferentes

medidas como si fueran el mismo.

-—

Figura 38. E11, Actividad 2- Ps.

De la mediacion con la tecnologia: En educacion matematica se han venido implementando
practicas formativas que integran la tecnologia con el material concreto. Los estudiantes

presentaron dificultades para identificar la equivalencia entre unidades de medida cuadrada y
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triangular, aun asi, se busco dar estos primeros pasos con material concreto para luego analizar la

diferencia de sus acciones en la interfaz GeoGebra.

Accion de disociacion entre el area y la forma de la superficie plana: conocida también
como la propiedad de la invarianza del &rea. Otra de las acciones importantes en el proceso
educativo de los individuos es hacer superposicion de regiones efectuando comparacion directa.

Pregunta 1 — P1: Imaginate que estas dos areas representan dos campos cubiertos de hierba. *

a. ¢ Tiene el campo A la misma cantidad de hierba que el campo B? Justifica tu respuesta.

b. ¢ Tiene el campo A la misma cantidad de hierba que el campo B? Justifica tu respuesta.

Pregunta 2 — P2: Si tuvieras que pintar la Figura A, ¢necesitarias la misma o diferente cantidad

de pintura que para pintar la Figura B? Justifica tu respuesta.
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Nota: *Extraida de Hughes, Bell and Rogers (1975) en Corberan (1996)

Habiendo realizado las anteriores tres actividades, responde:

3. ¢Dos figuras planas pueden tener diferente forma y ocupar la misma superficie? ;Por quée?

4. Al dividir una figura en partes, ¢el area de dicha figura cambia? ¢ Se vuelve mas pequefia una

que la otra o, al contrario, se agranda?

El comparar las superficies soportado por el recorte y pegado como procedimiento de
superposicion son procedimientos para establecer relaciones de igualdad entre las areas, porque

superficies de distintas formas pueden tener igual area. Observemos los resultados en la tabla 16.
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Tabla 16.

Analisis de respuestas de la Actividad 3.

1114

Argumento
8
S Estudiantes Hipotético Del Estructura Mecanismo
g
o Estudiante
Proceso: Transformar
Ri:  Diferentes mentalmente una superficie en Interiorizacion: Se puede
superficies otra y establecer que son considerar como la
poseen congruentes. formalizacion que hace el
diferentes areas, estudiante cuando logra
conclusiéon  por desarticular la
c
. 1o L .
simple 'c concepcion del éarea de
[
inspeccion. 5 figuras con Unica forma.
P1, P2 E
4
=

El, E2, E3, E4, E5,

E6, E7, ES, E9,
E10, E11, E12,
E13, E14, E15,
E16, E17, E18,

E19, E20.

R2: Recorte y
superposicion

de figuras
asimilando que
tienen la misma

area.

b

-

Formas dinamicas de
determinar la medida de

una region plana.

Coordinacion




CONSTRUCCION CONCEPTO AREA DE ESTUDIANTES BASICA SECUNDARIA

Tabla 16. (Continuacion)

| 115

Argumento
8
S Estudiantes Hipotético Del Estructura Mecanismo
2
o Estudiante
Proceso: Transformar Interiorizacion:
Ri: Diferente mentalmente una superficie en Construir un esquema
forma implica otra y establecer que son mental de las figuras
diferente congruentes. planas que transforme
medida de una superficie en otra y
=
- =) -
superficie. ' pueda indicar que son
I
5 congruentes.
Ps, P4 E
R.:  Diferente =
El, E2, E3, E4, ES5, —
forma no
E6, E7, E8, E9, y
necesariamente . dindmicas d
ElO, Ell, E12, ormas dinamicas de
implica determinar la medida de
E13, E14, E15, una regidn plana.
diferente
E16, E17, E18, Coordinacion
medida de
E19, E20.
superficie.

En esta actividad los estudiantes se reunieron en parejas; cada uno contaba con el material de

la actividad. Todos los estudiantes logran avanzar en su Proceso mental que la teoria APOE

plantea, a continuacion, unos ejemplos de sus trabajos.

E6 — E7: Los estudiantes recortan la superficie A, luego le sobreponen la superficie B,

marcando unas sefias con lapicero sobre sus lados, muestran el mecanismo de interiorizacién de la

disociacion del area de la forma de la superficie.
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Figura 39. E6 y E7, Actividad 3- P;.

E3 — E15: Cuando un individuo es capaz de construir la relacion de igual area entre las
superficies de formas distintas puede logar disociar el area de la forma de la superficie se verifica

que hubo interiorizacién y lograron el Proceso mental.

—

Figura 40. E3 y E15, Actividad 3- P1 y Pa.

E4-E10-E11-E16 - E8 - E19: Los estudiantes justifican su respuesta expresando los pasos
que llevaron a cabo para comparar las superficies como muestra de la interiorizacion del concepto
de &rea, estudiado en la teoria APOE como un mecanismo de apropiacion de la relacion de igualdad

de areas de superficies con distinta forma.



CONSTRUCCION CONCEPTO AREA DE ESTUDIANTES BASICA SECUNDARIA | 117
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Figura 41. E4, Actividad 3- Ps.

les @or Qe son & mismo Joraio Y feea ,conge ol
W\WCio QSLQBON\ de AiFerenle formg gero  se mco«lfabon

N osolar: Ao eiSwa ' Comeo .
@31 Y Gee damben se recordaon Y do o

wWS™MQ  Greg .
Figura 42. E10, Actividad 3- P;.

Se rveguiere la mismMa  cantidad de piaiera por Fue
el area es lo MISma sole gue la Figura £s54a dIvidldq

¥ qcomodada de gha Manre ra.

Figura 43. E11, Actividad 3- Ps.

E7 — E6: Los estudiantes justifican bajo las experiencias ejecutadas en los puntos uno y dos

donde logran desarticular una superficie y convertirla en otra equivalente en area.
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Figura44. E6 y E7, Actividad 3- P3 y Pa.

E1l — E2: Los estudiantes muestran haber interiorizado el proceso de recubrimiento de
superficies, identifican que las partes se pueden recomponer de otra forma y ocupar la misma
superficie. Cuando los estudiantes se refieren a que no depende la forma y tamafo que tengan las
figuras, es una expresion que queda corta porque no aclaran que estan hablando de tener figuras
divididas en muchas partes; a pesar que en la siguiente respuesta confirman que consideran el area

como la unidn de todas las superficies.

f 2 no deRndrendo Q

©omQ Y —k)mm
He9%0 o Boces. Hoe

~ !’\\_L:*;c\ ’
O el e Ae I RN cuia conbhiona Y
MW g adi oo se  olndon

Figura 45. E1y E2, Actividad 3- P3y Pa.

E8 — E19: Los estudiantes evidencian el mecanismo de interiorizacion en su respuesta,
consideran la superficie directamente relacionada con el area, esto reafirma estar apartando un

poco mas el concepto de perimetro de la confusidn que han creado en el pasado.
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Figura 46. E8 y E19, Actividad 3- P3y Pa.

De la mediacion con la tecnologia: Existe una diferencia entre la accién de recorte y pegado
de figuras y la posibilidad que ofrece la geometria dinamica de crear un vinculo interactivo con el
estudiante; en GeoGebra puede rotar o trasladar superficies y no correr ningun riesgo de
equivocarse, porque esta creado con funciones formativas que hacen que el desarrollo en las clases
se pueda producir conocimiento duradero.

Proceso del area como magnitud autdbnoma: las nociones erréneas de area son una de las mas
comunes entre los estudiantes de la basica secundaria; por tanto, se desarroll6 esta actividad del
Tangram que potencializa la capacidad de coordinacion de Procesos mentales que determinan
realizar comparaciones entre superficies planas para evaluar la igualdad o inclusion entre las areas.

En latabla 17 se presenta la relacion de estudiantes frente a los posibles argumentos hipotéticos.
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Tabla 17.

Analisis de respuestas de la Actividad 4.

Argumento
8
S Objetivo Hipotético Del Estructura Mecanismo
(@]
[<3]
x Estudiante
Ri: Sobreponer las Proceso: Conocer la medida de la
E18, E19.
fichas del Tangram. superficie de una figura armada Coordinacién;
con las siete fichas del Tangram. El estudiante adquiere
- R,: Sobreponer las
El, E2, E3, E4
T la habilidad de rotar
. . fichas del Tangram s y
E5, E6, E7, ES, = .
) . S trasladar las fichas del
1 y hallar relacion de 5
E9, E10, E11, S
. - = Tangram para llegar a
igual de superficies =
E12, E13, E14, .
v predecir que todas
planas. L
E15’ E16, E17, Formas dinamicas de )
determinar la medida de ocupan la misma
E20 una regidén plana.
Coordinacién superficie.
R1: Considera la Proceso: La herramienta Coordinacion:
unidad de medida, GeoGebra le muestra al estudiante  Se puede contemplar
determinando una alternativa para asociar dreas como la formalizacion
relacion de de superficies planas. que el estudiante logra
igualdad entre - al empalmar el proceso
E3, E14, E16, N 2 o .
P, superficies. © geomeétrico realizado en
E17. 5
R GeoGebra con el
15
analisis  légico  del
v

‘ o tratamiento cualitativo
ormas dindmicas de

determinar la medida de

una region plana. del area.

Coordinacion
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Tabla 17. (Continuacion)

Objetivo

Pregunta

Argumento
Hipotético Del

Estudiante

Estructura Mecanismo

El, E2, E4, E5, E6,
E7, ES, E9, E10,
P2 E11, E12, E13,
E15, E18, E19,

E20.

R1: Comparacion de
unidades de medida,
las relaciona como
igualdad o inclusion

de superficies.

Figura 47. Evidencias de los estudiantes resolviendo las figuras del Tangram con la herramienta GeoGebra.

En un comienzo se vio una constancia del 90% de los estudiantes que experimentaron una

reaccion positiva cuando debe rotar y trasladar las partes del tangram para construir la superficie



CONSTRUCCION CONCEPTO AREA DE ESTUDIANTES BASICA SECUNDARIA | 122

solicitado en los casos de los animalitos y el cuadrado (ver Figura 47); el 10% restante necesito el
tiempo destinado para contruir en GeoGebra y contestar las preguntas en hacer las rotaciones y
traslaciones, por lo que no alcanzo a contestar las preguntas.

Por otra parte, se observa que el 90% de los estudiantes ejecutan el mecanismo de coordinacién
porque en corto tiempo se dan cuenta que todas las figuras contruidas tienen la misma area. A

continuacién, se presentan algunas respuestas representativas de esta situacion.

1. Determina el drea de las figuras construidas y la relacién entre ellas, describe los pasos realizados y
socializa con tus compaiieros.

CS—— \ :C/\ (,1,"{)(‘ ('”q >
FIGURA DELTANGRAM | Area Lg teidals 5 16
y ¢35 gue v aveqy es 1Y

Gato \ O undadrs coadhacals M'5mMq )y aq -‘}L/E' se viltizc
Caballo \& V.coadriadas \as ~ismas §lehas Jde
Tortuga \6 U.rpadiagas 1angram, sip  ca ofay su
Pez \ L U.cvadragas Yerma Ao nos oa la Mis™ma
- = o5e49,

Toro V6 .cvachadas

Pato {6 (. coadragdas

Cuadrado \6 Uscvagyadas

Figura 48. E2, Actividad 4- Ps.

1. Determina el drea de las figuras construidas y la relacién entre ellas, describe los pasos realizados y
socializa con tus compaiieros.

FIGURA DELTANGRAM | Area RtAS10 _‘mze nacr s conte l*udbvdo
Gato 4 focidodas fas fickhad @s tose en L fon
Caballo 9t S eNadas ae cuoc\\k\)ﬂ v desfoes ©ONie
ol 16 08 el 1@ :mgw’\c\e dC cada figoq ¥
pez 16 cadiados [4estues 10 30Me Y me 'do
Toro 16 Condyacns 16 (0d1ad0s Y MO 10308
Pato 16, coadiados 05 aMmaiios se Seen (o0 ¥
Cusdrodo % cotrArcdns [Sthad Tgor s @a0NLES  Jockd

Figura 49. E14, Actividad 4- P;.

CS YRGS S0 \aS MSMAd,



CONSTRUCCION CONCEPTO AREA DE ESTUDIANTES BASICA SECUNDARIA  |123
FIGURA DEL TANGRAM Area FIGURA DEL TANGRAM Area
Gato 16 cM® _| [Gsto 16 undades condiodos
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Caballo 16 M Caballo 16 undede s cundindos
Tortuga 16 CM™ Tortuga \§ hndados ~undiadan
Pez f(« & ™ % Pez '6 1 e -\,\d (A4 MO Bl e 2
Toro 1@ (M - Toro 16 Upidades cuiods 03
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Figura 50. E1y E5, Actividad 4- P;.

El: Se observa que el estudiante divide todas las piezas en términos de la pieza A para

establecer relaciones de igualdad o inclusién entre las areas.

B8 Si todas las fichas son medidas con la ficha A como unidad de

medida, ¢cudl es la relacidn entre ellas?

B=24 c=Y4, p=14A, e=2A r=4h -2 A
A Igual situacidn, pero ahora la unidad de medida es B.

1 "
A=—B, =213 p=_1
2 -

a=_1E 8=1€, c=2¢&, o0=_1E

Igual situacidn, pero ahora la unidad de medida es E.

1y

e=1R, f2D,6= 1R

F=2 £ 6=_1C

<

Compare el drea de cada ficha del Tangram con respecto al cuadrado completo y exprese dicha relacién.

Figura 51. E1, Actividad 4- P..

E2: Establece relaciones entre las diferentes areas, lo usa primero para determinar la inclusion

de la pieza A en las otras superficies, luego junta con una numeracion doble para hacer
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equivalencia con el area B y E, evidencia la coordinacion para llevar a cabo el Proceso de inclusion

0 igualdad entre &reas.

P ———
[) ’ "/' | . .
l ,{X | Si todas las fichas son medidas con la ficha A como unidad de
/ medida, ¢cudl es |a relacion entre ellas?
B=2a c9R o= A e=2A, f4H G:Q-\n
A / Igual situacion, pero ahora la unidad de medida es B.
&

5, c=28 0- | B edB f-2Rc-1D

J/ | A=
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Igual situacion, pero ahora la unidad de medida es E.
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Compare el drea de cada ficha del Tangram con respecto al cuadrado completo y exprese dicha relacion.
. \
A:'_,Bz'__,(jz \ D= ! ; E:) . F= % G:‘
£ A - Y g
1 & Y4 16 ) | :

Figura 52. E2, Actividad 4- P..

De la mediacion con la tecnologia: En la experiencia realizada se comprobo las siguientes

funciones atribuidas al software GeoGebra:

- Funcién innovadora: permitié el disefio de actividades con el Tangram proporcionando
interaccion entre el estudiante y el conocimiento del area.

- Funcién motivadora: estimuld la participacion de la totalidad de los estudiantes con el interés
de culminar la actividad con satisfaccion de obtener una carita feliz por la interfase, no existieron
premios ni notas, solo se sentian motivados por el gusto de jugar y aprender al mismo tiempo.

- Funcién formadora: posibilitd realizar equivalencia entre areas de superficies planas,

determinando la relacion de inclusién o igualdad entre partes del Tangram, lo que hace que los
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estudiantes adquieran el conocimiento a través de una interfaz educativa, mostrando asi que es una

tecnologia atil para el aprendizaje.

Proceso de area como producto de dos dimensiones: posibilitar que el estudiante utilice el
software GeoGebra para la construccion del rectangulo, el cuadrado y el tridangulo genera una
ampliacion en el pensamiento espacial, esta herramienta presta el servicio de la prueba de arrastre,
es decir, la figura construida se amplia y no pierde su forma. Con base en este trabajo se pueden
visualizar los diferentes rectangulos, cuadrados y triangulos para medirles la superficie si se desea,

o determinar la operacion multiplicativa que reduce el proceso de conteo.
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Tabla 18.

Analisis de respuestas de la Actividad 5a, 5b y 5c.

1126

i Argumento
C H H Y -
2 Estudiante Hipotético Del Estructura Mecanismo
(D)
T Estudiante
Ri:  Conteo de Proceso: Medicién de
unidades superficies planas. Encapsulacion: Se puede
bidimensionales reflexionar como la
R, Relaciones formalizacion  que el
Encapsulacion apm:i::l:ir:s':i::icisn
El, E2, E3, E4, E5, - . y comparacion de . estudiante alcanza por
Py bidimensionales vy superfcies
E6, E7, ES8, E9, multiplicacion  de Proceso medio de las conexiones
P2, Ps3 P
E10, E11, E12, dos unidades entre el conteo de unidades
E13, E14, E15, . . bidimensionales y la
unidimensionales.
E16. E17. E18 medicién del
E19. E20 recubrimiento de
superficies.
Ri: Representar la Proceso: Medicién de Encapsulacion:
situacion superficies planas. Se puede reflexionar como
problemética y la formalizacién que el
contar unidades estudiante alcanza por
Encapsufacién apro:iers:l:i:;r:,ier:;zicién
cuadradas veomparacionde | medio de las conexiones
. superficies.
Ro: Representar la Proceso entre el conteo de unidades
2.
P4, Ps

situacion

problematica,
luego dar un
nimero resultado

de una operacion

multiplicativa.

bidimensionales y la

medicién del
recubrimiento de
superficies.
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Figura 53. Estudiantes implementando GeoGebra para la construccion de rectangulos.

E2: El estudiante asume el Proceso de multiplicacion como estrategia “facil” para determinar
el &rea de las figuras construidas en GeoGebra, la herramienta tecnoldgica le permite visualizar el

recubrimiento de cada rectangulo.

4. Seguir en la misma indicacion de los puntos anteriores y completar la tabla:

el | o e | e eaet [@ montia & m?%
12 cmt] Tl malizedcay
'S Cond s Numeod At
"l% Cent (C)il \0{\ f\c\)\:\r’{ildct)a
: /2—\\ Cmn- \ »
. . 8C \"»’\"ﬁ
(7 Q("r;L
20 v

Figura 54. E2, Actividad 5a- Pa.

E2: Continuando con el desarrollo implementado por la herramienta GeoGebra, el estudiante
muestra la capacidad de trasladar el conteo a la multiplicacion de las dimensiones largo y ancho
de la figura plana. Evidencia que ha realizado el Proceso mental de obtener el area de una superficie

por medio del producto de sus dimensiones.
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Figura 55. E2, Actividad 5a- Ps.

E1: El desarrollo de las operaciones iniciales lleva al estudiante a elegir mecanismos mentales
como la coordinacion para realizar el proceso de solucion de la situacion problema, la herramienta
GeoGebra le permite comprender la relacion de conteo de unidades cuadradas como una

multiplicacion de las dimensiones largo y ancho.

5. La cancha del Colegio tiene forma rectangular y el profesor de Sociales necesita medir su érea
para las exposiciones de la Santanderianidad y crear los espacios de los stand publicitarios; la
can¢ha mide de ancho 22 metros y de largo 53 metros, ¢qué procedimiento realizarias para

5 Doy
22—
l'\QG
06— 3
T4 L6Mm Ve
s ety Tog bbbt € anco de Lo canchas
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ACA ‘U\J ’ \ Iy €t ha w2 \ Q».”S',‘ Q\/‘J"}l’ 7""1@
D oatyo 9T st T o) 1 §
\ D)
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Figura 56. E1, Actividad 5- Ps.

E7: El estudiante al expresar que puede mover el rectangulo segun las medidas solicitadas
muestra dominio de la herramienta GeoGebra, asi también presenta que ha adquirido el Proceso
de determinar el area de un rectangulo por medio del algoritmo numérico multiplicando la base

por la altura.
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Figura 57. E7, Actividad 5- P..

El 85% de los estudiantes realizan calculos par hallar el area del rectangulo de la situacion
problematica planteada y se evidencia que la herramienta GeoGebra les ayudo a visualizar la

solucion. Algunos ejemplos de sus soluciones se presentan a continuacion.
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Figura 58. E11, E5, E9 y E14 Actividad 5- Ps.

De la mediacion con la tecnologia: El desarrollo con GeoGebra permitié hacer un
acompafiamiento un poco mas individualizado con estudiantes, cada uno de ellos tuvo la
posibilidad de desarrollar las actividades a su ritmo, algunos tenian presente como se construye un
rectangulo en GeoGebra, otros llevaron el paso a paso que fue instruido por la docente, generando

el trabajo colaborativo si era necesario para que avanzara en cada uno de los procesos de
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construccion. También se ve reflejado en sus respuestas que la herramienta tecnoldgica les ayudd
a transformar la concepcion que tenian de hacer un rectangulo en lapiz y papel, a poder hacer
muchos rectangulos en el programa con solo un movimiento de arrastre; esto gener6é conocimiento
sobre la expresion aritmética de multiplicacion base por altura, que ahora cobra significado para

los estudiantes (ver Figura 59).

Figura 59. Estudiantes implementando GeoGebra para la construccion de cuadrados.

E5: El estudiante emplea la herramienta GeoGebra para la construccion de cuadrados,
obteniendo razonamientos apropiados a las situaciones planteadas. Con los mecanismos
empleados evidencia que ha adquirido el Proceso mental de reconocer el area de una superficie

plana sin necesidad de realizar algortimos numéricos en papel sino desarrollarlos mentalmente.
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1. Construir un cuadrado que mida de lado 2 unidades. ¢ Cuantas unidades cuadradas encierra?

Rig=¢ vnoa/es coadiqe/ec s

N

Construir un cuadrado que mida de lado 3 unidades. ;Cuantas unidades cuadradas encierra?

Rrd=6 ta,o0¢€5 ceac:eo s

Seguir en la misma indicacion de los puntos anteriores y completar la tabla

w

Superficie nﬁlﬁﬁ'
3 cuadrado EFGH
16 urloao e 5
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Figura 60. E5, Actividad 5b- Py, Py, Ps.

De la mediacion con la tecnologia: Los estudiantes incrementaron la capacidad de crear
matematicas experimentalmente, el ambiente de aprendizaje le facilitd al estudiante realizar
retroalimentacion inmediata y efectiva, al construir los cuadrados no necesitd contar unidades
cuadradas y luego sumarlas, como al comienzo de la intervencion investigativa, sino que el
estudiante midio la longitud del lado y lo multiplic6 por su mismo valor, evidenciando aprendizaje
significativo y comparandolo con otras oportunidades cuando se le preguntaba el &rea sucedia que
pensaba en multiplicacion pero multiplicaba todos los lados, situacion que se presenta con la
mayoria de estudiantes que no han tenido esta experiencia, se notd el cambio en su manera de
razonar. Ademas, con la herramienta GeoGebra, no es necesario utilizar guias u hojas que tengan
muchas figuras impresas para que el estudiante practique, sino que con la dindmica del software

pueda realizar el movimiento de arrastre y adquiera el conocimiento.



CONSTRUCCION CONCEPTO AREA DE ESTUDIANTES BASICA SECUNDARIA 132

Figura 61. Construccion de triangulos con la herramienta GeoGebra.

E3: El estudiante implementa los movimientos en la herramienta GeoGebra para determinar la
construccion y medida del area de estos triangulos y rectangulos. Se hace una relacion entre estas

dos figuras asociando que el area del triangulo es la mitad de la del rectdngulo que lo contiene.

1. Determinar en cada caso el area del triangulo y del rectangulo
FIGURA 1. FIGURA 2.
In |+
\
l i |
° 3
? s
| i l
Area triangulo:_ 2 v Area triangulo: 3 U}
Area rectangulo: () (Y% . Area rectangulo: _b 0%
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FIGURA 3. FIGURA 4.

‘ » ; : 2
Area triangulo: (-LQ?“ Area triangulo: é @)
Area rectangulo: 8 Ok Area rectangulo:_\2 O%

2. Completar la tabla con la informacién obtenida en el punto anterior, explicando la relacién que
tiene el area del triangulo con el rectangulo que lo contiene.

Area del ]
| rectangulo s
[\ V% 202
6O 202
RU* Yoz
[ . 12 )2 (O2

Figura 62. E3, Actividad 5c- Py, P2.

E16: En este momento de la investigacion se puede decir que algunos estudiantes que tenian
fuertes falencias en el pensamiento matematico, muestran un avance porque sin haber intervenido
el estudiante aqui nombrado utiliza las unidades de medida y determina las dimensiones de los

triangulos hallando el area de las superficies entregadas.
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Determinar en cada caso el area del tridangulo
FIGIIRA 1
\
| ‘
o 9
L 2
3 tnangulo;__ \')
Area rectang 6 f,)z
FIGURA 3
it e A
Q °
rea tridngulo
A
Area rectanqu 12-;

' Ao 2 b "
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FIGURA 2,

; s c. 2
Area tnangulo = U*

Area recténgulo ]O )?

FIGURA 4,
°
¢
Area tnangulo 202
reaf ngulo: __ 16 w2

Figura 63. E5, Actividad 5c- Ps.

1134

E6: La capacidad de interpretacion del estudiante permite reconocer que no esta condicionado

el concepto de area a un numero, aqui el estudiante determina que las areas de los triangulos son

la misma aunque la forma es diferente porque mide la longitud del ancho y del alto pero no

determina las unidades cuadradas recubiertas.
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!

3 Comparar las medidas de las areas de la pareja de triangulos y explicar que sucede con sus
areas

Pe jmvlq nushee 5.

Rla:, <5 ated® S o Mo feo oo c“(m’-ﬁ’)}e for Q)

Figura 64. E6, Actividad 5c- Ps.

De la mediacion con la tecnologia: Se resalta que el software GeoGebra generd en los
estudiantes agrado por utilizarlo, no solo por sus expresiones emocionales que serian dificiles de
retratar en un informe, sino por la respuesta positiva que siempre se evidencio al contestar las
actividades propuestas, porgque gradualmente mejoraron su desempefio académico y desarrollaron
la visualizacion en el pensamiento espacial (ver Figura 65). Una vez mas, se constata que la
herramienta GeoGebra fue el camino apropiado para mejorar la practica educativa; desde el punto
de vista de docente investigadora se percibié como una experiencia dinamica entre el software y

el estudiante.
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Figura 65. Estudiantes implementando GeoGebra para la construccion de triangulos.

6. Conclusiones

Este apartado esta dedicado por el investigador a dar algunas apreciaciones sobre la experiencia
realizada, concerniente a los aspectos relacionados con la metodologia de ensefianza — aprendizaje
que propone la teoria APOE, la didactica de las actividades desarrolladas y la implementacion de
la geometria dindmica con el software GeoGebra, también desde el punto de vista particular, donde
toman parte elementos como el contexto de la indagacion, los aprendizajes y las oportunidades en
otros &mbitos de aprendizaje. Tomando por referencia los datos obtenidos en la secuencia de
actividades realizada, se valida la descomposicion genética hipotética para ilustrar de una mejor
forma el razonamiento logico de los estudiantes de sexto grado. Adicionalmente se incorporan
ideas didacticas del docente investigador en el desarrollo de la nocion de area de figuras planas.
Desde el punto de vista etimoldgico se analiza la transformacion de la nocion de area de figuras
planas por medio de la investigacion realizada en los estudiantes participantes. Se organizé en

acciones de recubrimiento de superficies planas no poligonales, comparacién de areas a través de
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la composicion y descomposicion de superficies; asemejando lo que sucede con las culturas que
se dedican al cultivo del café y su proceso de secado al ser esparcido en terrenos aridos destinados
para tal fin. El siguiente paso es la formalizacion — procesos —, donde la herramienta GeoGebra
juega un papel importante, hace una correlacion entre la visualizacion y la interiorizacién en el
estudiante en la modelacion de algoritmos numéricos; ademas, los estudiantes implementaron
estrategias de procesamiento mental para la estimacion de superficies, por ejemplo, obtuvieron el
area de superficies planteadas en situaciones problematicas que ya no podian ser dibujas ni
representadas y lograron solucionarlas. La Reflexion a partir de la implementacién con el software
GeoGebra arroja buenos resultados; el desarrollo de las actividades con geometria dinamica
favorecié la comprension, las innovacion y motivacion entre geometria y la resolucion de
problemas, por sus representaciones y transformaciones haciendo en el estudiante que adquiera la

nocion de area como medida de la superficie plana.

Validacion de la descomposicion genética: El analisis de los datos revela que los estudiantes
de grado sexto de secundaria estan en la capacidad de construir acciones, procesos y objetos
mentales de relacion a las areas y perimetros de superficies planas; la ruta descrita en la
descomposicion genética hipotética donde se asocian las estructuras y los mecanismos mentales
en el estudiante posibilito visualizar la forma como se construye mentalmente las nociones de area
y perimetro, reconocidas como validas por medio de los registros obtenidos de los participantes en
la investigacion en las actividades implementadas.

En la descomposicion genética hipotética se constituye el pensamiento espacial por eje
fundamental del conocimiento, las Acciones concretas de estimacion de areas de superficies planas

no poligonales preparan al estudiante de sexto grado de basica secundaria a descubrir su manera
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de razonar de forma distinta a como lo venia presentando en la bésica primaria; estas acciones
facilitan la comprension de la medida de la superficie de una figura plana para ser transferidas por
medio del mecanismo de Interiorizacion a los procesos mentales que conllevan estimaciones de
areas, comparaciones de superficies y diferenciacion de nociones de area y perimetro. En este
sentido, la asimilacion de la accién de iniciacion, en que el estudiante efectud recubrimiento de
superficies poligonales y no poligonales, realizando conteo y luego sumando, componiendo y
descomponiendo regiones planas, haciendo uso de la relacion de igualdad y/o inclusion de areas 'y
comparando medidas de superficie aborda la formalizacion de resolucion de problemas
geométricos con el mecanismo de coordinacion entre procesos; es decir, interpreta las areas de
figuras planas como la medida del espacio que ocupa, separando la nocion de area de la de
perimetro, dando valor numérico a la medida de la superficie por medio de algoritmos mentales
que efectda con agilidad.

Cuando el estudiante realiza la construccion con la herramienta GeoGebra del rectangulo,
cuadrado y triangulo y la somete a la prueba de arrastre proyecta la figura construida en cualquier
situacion problema, trasmitir este conocimiento de una situacion particular de conteo a la
generalizacion con algoritmos numéricos entre unidades bidimensionales, se dice que llego al
objeto mental por medio del mecanismo de Encapsulacion. Este ultimo se da en correspondencia
a la capacidad que tenga el individuo de identificar las caracteristicas del objeto area de figuras

planas.

Los alcances de los objetivos: En concordancia con los criterios de sustentacion teorica y

practica de la investigacion se puede afirmar que los objetivos trazados arrojan resultados
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positivos, la aplicacion del ciclo de investigacion de la teoria APOE permitid llevar a la practica
la construccion de la nocion de éarea de superficies planas, iniciando con la validacion de la
descomposicidn genética hipotética para el objeto matematico area de figuras planas, se ejecutaron
actividades que confirman cuan relevante es identificar las estructuras y mecanismos mentales de
un individuo en la préactica educativa de la basica secundaria.

El objetivo general planteado expresa: Describir las estructuras (acciones, procesos y objetos)
y mecanismos (interiorizacion, coordinacién, encapsulacion) mentales que desarrollan estudiantes
de sexto grado a partir de la aplicacion de Acciones sobre Objetos concretos para construir el
concepto de area, se presenta demostrado cuando en la validacion de la descomposicion genética
hipotética se admite la importancia de realizar actividades con los estudiantes relacionadas con
recubrimiento, aproximacion, comparaciéon y medicion de superficies planas comenzando por
utilizacion de recorte, conteo de unidades de medida y luego ejecucion de las herramientas del
software GeoGebra para la generacion de la comprension del concepto.

Los objetivos especificos se tratan a lo largo de la investigacion, muestra de ello es cuando se
hace la prueba diagndstica para identificar las concepciones que han construido los estudiantes
respecto al area de figuras planas, es alli donde se evidencia que existe una confusion entre los
conceptos de perimetro y area; y que los estudiantes tratan de enunciar férmulas para hallar el area
de rectangulos, cuadrados o triangulos; figuras conocidas hasta el momento en ese nivel escolar.
A partir de esta situacion se inicia el analisis teorico con la elaboracion de la descomposicion
genética del concepto de area que argumenta la secuencia de actividades implementadas con la
herramienta GeoGebra para el proceso de ensefianza y aprendizaje del concepto.

La experiencia llevada a cabo con los estudiantes frente al desarrollo de construcciones en

GeoGebra permitié mejorar la percepcion visual que tienen de la superficie de una figura plana,
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tener la oportunidad de ampliar o encoger una superficie a través de la geometria dindmica que
ofrece el software favorece la comprension de los procedimientos de caracter numérico para
obtener el &rea de una superficie plana. Por parte del docente investigador, es satisfactorio aportar
en la construccion del conocimiento, observar que los estudiantes aprenden significativamente;
dejando a un lado la trasmision de formulas sin sentido. Antes bien, los estudiantes valoran el
proceso llevado a cabo con expresiones de agrado y gusto por la geometria, fortaleciendo el interés

por el conocimiento matematico.

Oportunidades: Respecto a las lineas de investigacion que puedan derivarse es necesario
desarrollar en los grados de bésica primaria la construccién del concepto area de manera gradual
donde el estudiante pueda tener contacto con material concreto en sus comienzos pero que también
reciba de sus maestros la oportunidad de interactuar con la geometria dinamica, se recomienda
GeoGebra porque es un software libre, de facil manejo, amigable y ahora tambien ofrece en su
plataforma de internet la ventaja de materiales construidos por colegas que comparten sus trabajos
con el publico.

Por otra parte, se propone implementar investigaciones con estudiantes de la basica secundaria
donde se estudie el area y el perimetro en una misma figura, realizando las comparaciones de sus
atributos para que el estudiante desarticule la proporcionalidad que considera existente como lo
gue normalmente contestan que a mayor area, mayor es el perimetro e inversamente, a menor area
conlleva menor perimetro debido a estas malas interpretaciones se les dificulta el conocimiento de

la matematica universitaria como es el del calculo matematico.
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Apéndices

Apéndice A. Actividad 1

Maestfia en
Informatica
para la Ed clon

Actividad 1
A continuacién, se presenta un bosquejo de un terreno dedicado a esparcir el café para ser
secado al sol. Se desea saber la mejor y mas aproximada forma geométrica para recubrirlo.

CUESTIONARIO

1. ¢Que formas geométricas puede tener la unidad de recubrimiento para cubrir la mayor parte

de la superficie de la figura?

2. Construya una tabla de datos donde compare las diferentes formas usadas en el
procedimiento de recubrimiento realizado en la pregunta 1y las cantidades de unidades de medida

que utiliz6 para recubrir la superficie de la figura.

3. Justifique cual es la mejor y mas aproximada forma de recubrimiento de la superficie de la

figura, exponiendo sus razones por las que considera que es la mas apropiada.
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Malla de puntos
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Apeéndice B. Actividad 2

Maestfia en
Informatica
para la Ed acion

Actividad 2
1. Usando como unidad de medida el cuadrado presentado a continuacion; determinar la cantidad

unidades de recubrimiento necesarias para cubrir la superficie de las siguientes figuras.

Nota. Extraido de Murssel, Burger y Peterson (2008)
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Respuesta:
A B. C
B D. E

2. Usando como unidad de medida el tridngulo presentado a continuacion; hallar cuantas

unidades de recubrimiento se necesitan para cubrir la superficie de las siguientes figuras.

. /;’/..]
A, - .

. 1/,..]
B. il

. i/’]
C. e
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Apéndice C. Actividad 3

Maestria en

oy Universidad
Inf motl 0 Industrial de
DCIFO IO Santander

Actividad 3

1. Imaginate que estas dos areas representan dos campos cubiertos de hierba. *

a ¢ Tiene el campo A la misma cantidad de hierba que el campo B? Justifica tu respuesta.

¢ Tiene el campo A la misma cantidad de hierba que el campo B? Justifica tu respuesta.
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2. Si tuvieras que pintar la Figura A, ¢necesitarias la misma o diferente cantidad de pintura que

para pintar la Figura B? Justifica tu respuesta.

nota. *Extraida de Hughes, Bell and Rogers (1975) en Corberan (1996)

Habiendo realizado las anteriores tres actividades, responde:

3. ¢Dos figuras planas pueden tener diferente forma y ocupar la misma superficie? ;Por qué?

4. Al dividir una figura en partes, ¢el area de dicha figura cambia? ¢ Se vuelve mas pequefia una

que la otra o, al contrario, se agranda?
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Apéndice D. Actividad 4

Maestria en

Informatica
para la Ed ion

Actividad 4
En los computadores se ha instalado la aplicacion de GeoGebra donde podras encontrar un
archivo titulado TANGRAM. El Tangram es un juego de origen chino que consiste en formar
figuras usando las 7 piezas dadas sin solaparlas (sobreponer unas con otras). Cuando hayas logrado
armar la figura propuesta debes dar clic en comprobar y el programa te contestara con una carita

feliz si has logrado con éxito la construccion o te pedira que vuelvas a intentarlo.

23X s
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Cuando hayas completado el juego en GeoGebra, contesta las siguientes preguntas:
1. Determina el area de las figuras construidas y la relacion entre ellas, describe los pasos

realizados y socializa con tus comparieros.

Figura Del Tangram Area

Gato

Caballo

Tortuga

Pez

Toro

Pato

Cuadrado
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2. Teniendo en cuenta las fichas del Tangram, responde:

Si todas las fichas son medidas con la ficha A como

unidad de medida, ¢cual es la relacion entre ellas?

B=2A,C=__,D=__ E=__ ,F=_ ,G=
Igual situacion, pero ahora la unidad de medida es B.
:£B1C: ,D= ,E =  F= ,G=
> _

Igual situacion, pero ahora la unidad de medida es E.
A:_1B:_’C: ,D= ,F= ,G:

Compare el area de cada ficha del Tangram con respecto al cuadrado completo y exprese dicha

relacion.
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Apéndice E. Actividad 5a

Maestfia en
Informatica
para la Ed clon

Actividad 5a
Con la utilizacion de la herramienta GeoGebra, construir un rectangulo con vertices ABCD que
resista la prueba de arrastre. Luego realizar los siguientes movimientos de tal manera que el

rectangulo tenga las medidas:

1. Construir un rectangulo que tenga de distancia entre los puntos AB: 3 unidades y los puntos

AC: 1 unidad. ;Cuantas unidades cuadradas encierra?

2. Construir un rectangulo que tenga de distancia entre los puntos AB: 1 unidad y los puntos

AC: 2 unidades. ¢ Cuantas unidades cuadradas encierra?

3. Construir un rectangulo que tenga de distancia entre los puntos AB: 3 unidades y los puntos

AC: 2 unidades. ¢Qué superficie tiene el rectangulo?

4. Seguir en la misma indicacion de los puntos anteriores y completar la tabla:
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Superficie del

rectangulo ABCD

5. La cancha del Colegio tiene forma rectangular y el profesor de Sociales necesita medir su
area para las exposiciones de la Santanderianidad y crear los espacios de los stands publicitarios;
la cancha mide de ancho 22 metros y de largo 53 metros, ;qué procedimiento realizarias para
determinar su area? ¢ Qué valor obtendra el profesor de Sociales al medirla superficie de la cancha?

Explica tu respuesta.
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Apéndice F. Actividad 5b

Maestfia en
Informatica
para la Ed clon

Actividad 5b
Con la utilizacion de la herramienta GeoGebra, construir un cuadrado con veértices EFGH que
resista la prueba de arrastre. Luego realizar los siguientes movimientos de tal manera que el

cuadrado tenga las medidas:

1. Construir un cuadrado que mida de lado 2 unidades. ¢ Cuéntas unidades cuadradas encierra?

2. Construir un cuadrado que mida de lado 3 unidades. ¢ Cuantas unidades cuadradas encierra?

3. Seguir en la misma indicacion de los puntos anteriores y completar la tabla:

Superficie del
cuadrado EFGH
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4. En la clase de artistica se desea elaborar un tapete artistico con material reciclable con cajas
de cartdn, el tapete debe tener forma cuadrada y que mida 400 cm? de area. Para los estudiantes

recortar la figura deben averiguar ¢Cudl es la medida de lado que debe tener el tapete?

5. Para la clase de quimica los estudiantes deben construir una maqueta cuadrada que medida
38cm de lado donde representen el sistema de riego que se utiliza en la vereda Motoso. ¢Qué

medida tendré la superficie de la maqueta?
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Apéndice G. Actividad 5c
Maestria en

Informatica
para la Ed clon

Actividad 5c
Con la utilizacion de la herramienta GeoGebra, construir un triangulo con veértices EFG que

resista la prueba de arrastre.

1. Determinar en cada caso el area del triangulo y del rectangulo.

FIGURA 1. FIGURA 2.
h i h i
g g T
D F
T ° TD F
Area triangulo: Area triangulo:
Area rectangulo: Area rectangulo:
FIGURA 3. FIGURA 4.
h i h
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Area triangulo: Area triangulo:

Area rectangulo: Area rectangulo:




