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RESUMEN

TiTULO: CODIGOS CiCLICOS LRC-LCD
AUTOR: YISETH KARINA RODRIGUEZ CACERES

PALABRAS CLAVE: CODIGOS LINEALES, CODIGOS CiCLICOS, CODIGOS CORRECTORES
DE ERRORES, CODIGOS LINEALES LRC, CODIGOS LINEALES LCD, ALMACENAMIENTO
DISTRIBUIDO, LOCALIDAD.

DESCRIPCION:

En el contexto actual, donde la teoria de la informacion y los medios digitales estan en constante
evolucion, se enfrentan desafios cruciales, como garantizar la integridad y confidencialidad de
los datos sensibles, asi como gestionar eficientemente grandes volimenes de informacion.
La aplicacion de codigos correctores de errores emerge como una herramienta esencial para
abordar estos desafios. Este trabajo se enfoca en los cddigos ciclicos localmente recuperables
(LRC) y cddigos ciclicos duales complementarios (LCD), presentando una combinacion
estratégica de ambos. Estos cddigos no solo corrigen errores en la transmisién de datos, sino
que también desempenan un papel crucial en la proteccion de datos sensibles, utilizando
técnicas como el enmascaramiento de datos. Ademas, se exploran aplicaciones practicas en
almacenamiento distribuido y se destaca la implementacién en SageMath para la construccion y
andlisis de propiedades especificas de los cddigos lineales.

En especifico, esta investigacion se centra en cddigos ciclicos que posean propiedades
tanto de ser cédigos lineales localmente recuperables (LRC) como cédigos lineales duales
complementarios (LCD).

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Wilson Olaya Ledn, Doctor en
Ciencias Matematicas. Codirectora: Diana Haidive Bueno, Doctora en Matematicas.
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ABSTRACT

TITLE: LRC-LCD CYCLIC CODES []
AUTHOR: YISETH KARINA RODRIGUEZ CACERES []

KEYWORDS: LINEAR CODES, CYCLIC CODES, ERROR CORRECTING CODES, LINEAR
LRC CODES, LINEAR LCD CODES, DISTRIBUTED STORAGE, LOCALITY.

DESCRIPTION:

In the current context, where information theory and digital media are constantly evolving, crucial
challenges are faced, such as ensuring the integrity and confidentiality of sensitive data, as
well as efficiently managing large volumes of information. The application of error-correcting
codes emerges as an essential tool to address these challenges. This work focuses on cyclic
locally recoverable codes (LRC) and dual-complementary cyclic codes (LCD), presenting a
strategic combination of both. These codes not only correct errors in data transmission but also
play a crucial role in the protection of sensitive data, using techniques such as data masking.
Furthermore, practical applications in distributed storage are explored, and the implementation in
SageMath is highlighted for the construction and analysis of specific properties of linear codes.

Specifically, this research centers on cyclic codes that possess properties of being both locally

recoverable linear codes (LRC) and dual-complementary linear codes (LCD).

Undergraduate Thesis

Faculty of Sciences. School of Mathematics. Director: Wilson Olaya Le6n, Doctor in
Mathematical Sciences. Co-Director: Diana Haidive Bueno, Doctor in Mathematics.
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INTRODUCCION

Actualmente vivimos en la era de la informacion, por lo cual garantizar la
confiabilidad y privacidad de los datos es uno de los retos mas importantes.
En vista de que cuando se transmite informacion por medios analdgicos existe
la probabilidad de que se cometa algun error debido a la presencia de ruido o
interferencia en el medio, lo deseado es que cuando se transmite un mensaje
a través de un canal, el receptor reciba el mismo mensaje que fue enviado por
el emisor, 0 en caso contrario que pueda determinar si hubo alguna alteracién
en la informacion vy, si es posible, llegar a corregirlo. Es aqui donde entra la
teoria de codigos y lo que se conoce como cédigos correctores de errores,
cuya estrategia consiste en incluir en el mensaje informacién de modo que el
receptor pueda detectar si hubo errores en la transmisién, corregir un nimero
limitado de errores y asi obtener el mensaje que le fue enviado por el emisor. Los
codigos correctores de errores fueron introducidos a mediados del siglo pasado,
y la familia mas representativa por su estructura algebraica es la familia de los
codigos ciclicos, estos son codigos lineales (subespacios vectoriales sobre un
cuerpo finito) en el que cada cambio ciclico de una palabra es de nuevo una
palabra del cédigo. Sin embargo, este no es el Unico problema que se presenta
en la transmisién de informacion digital, si bien estos codigos fueron disefados
inicialmente con el objetivo de detectar y corregir errores en la transmisién de
datos, la sociedad de la informacion presenta otra serie de problemas cuya
solucion se ha encontrado en el uso de codigos correctores de errores, como
por ejemplo el almacenamiento distribuido (utilizados para el almacenamiento
en la nube), privacidad de datos sensibles (utilizados para enmascaramiento de
datos) y criptografia postcuantica (protocolo criptografico McElice).

Existe una amplia cantidad de empresas tecnoldgicas y de medios de
comunicacién que requieren almacenar una gran cantidad de datos de tal manera
que exista algin mecanismo que permita evitar la pérdida de informacion. Una
solucion para esto, seria contar con copias de seguridad de paquetes de datos
en diferentes nodos, dicho proceso se conoce como replicacion. Sin embargo,
para grandes cantidades de datos, dicho proceso no es rentable, por lo cual se
utilizan tipos de cédigos que permitan una mayor capacidad de almacenamiento,
tal como lo son los codigos Reed-Solomon (RS). Un ejemplo de medios sociales
que emplean los cédigos de Reed-Solomon en sus sistemas de almacenamiento
distribuido son Facebook y Google. En particular, cuando ocurre un fallo de nodo

10



gue almacena ciertas cantidades de datos, es necesario poder reconstruir de
manera rapida dicha informacion de modo que siempre se encuentre disponible
para los usuarios.

Los cddigos localmente recuperables (LRC por sus iniciales en inglés, locally
recoverable codes) se introducen motivados por el uso de la teoria de codigos
aplicada a los sistemas de almacenamiento distribuido o almacenamiento en la
nube, estos cddigos permiten la recuperacion rapida de informacion, aumentar
la confiabilidad y eficacia de dichos sistemas, haciendo posible abordar el
problema sobre fallos de nodo. Estos codigos permiten la reparacion de nodo de
almacenamiento fallido mediante el uso de un pequeno niamero de otros nodos
en el sistema. En 2012 D. Papailiopoulos A. Dimakis [[] mostraron la existencia
de un cddigo LRC o6ptimo que logra velocidades de datos arbitrariamente altas,
bajo la métrica de recuperacion de la localidad, proporcionando un limite de
informacion que relaciona la localidad, la distancia del codigo y la capacidad de
almacenamiento de cada nodo.

Un cdédigo lineal g-ario C se denomina codigo lineal dual complementario (
LCD por sus iniciales en inglés, linear complementary dual) si cumple que
la interseccion del coédigo C con su cédigo dual C+ de como resultado {0}.
Estos cddigos fueron introducidos por Massey P, en 1992. Los cddigos LCD
se han empleado en enmascaramiento de datos ya que mejoran la seguridad
de informacién sensible, razon por la cual muchos académicos estudian las
propiedades y construcciones de los cédigos LCD. Particularmente, en ﬁ Yang y
Massey, caracterizaron los codigos ciclicos LCD. Para mantener la fiabilidad del
sistema y la seguridad contra ataques externos, Carlet y Guilley [f| construyeron
codigos LCD ciclicos con una gran distancia minima y gran velocidad, que
se pueden usar contra la fuga y la corrupcion de informacién. Para proteger

' DIMITRIS, Papailiopoulos y ALEXANDROS, Dimakis. “Locally Repairable Codes”. En: IEEE
Transactions on Information Theory 60.10 (2014), pags. 5843-5855. DOI:(10.1109/TIT.2014.
2325570.

2 Massey JAMES. “Linear codes with complementary duals’. En: Discrete Mathematics
106-107 (1992), pags. 337-342. DOI: https://doi.org/10.1016/0012-365X(92) 90563-U.

3 YANG, Xiang y MASSEY, James. “The condition for a cyclic code to have a complementary
dual’. En: Discrete Mathematics 126.1 (1994), pags. 391-393. DOI: https://doi.org/10.
1016/0012-365X(94)90283-6.

4 CLAUDE, Carlet y SYLVAIN, Guilley. “Complementary dual codes for counter-measures
to side-channel attacks”. En: Advances in Mathematics of Communications 10.1 (2016),
pags. 131-150. DOI:10.3934/amc.2016.10.131.
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informacion sensible el enmascaramiento es el método mas estudiado, donde
los datos sensibles son una palabra del codigo y la mascara es una palabra del
codigo dual complementario. La idea es que las mascaras actiden como ruido
agregado intencionalmente y que la informacién sensible sean palabras clave,
para mas informacion recomendamos [’}

Por lo tanto, los cédigos que son LRC y LCD tienen mayor utilidad en los sistemas
de almacenamiento de datos, ya que ofrecen soluciones para los dos problemas
mencionados anteriormente (privacidad y almacenamiento distribuido) al mismo
tiempo. Los codigos ciclicos LRC que también son codigos ciclicos LCD, se
denominan codigos ciclicos LRC-LCD.

En el primer capitulo de este trabajo, se presentan los preliminares de codigos
lineales, detallando propiedades importantes en la deteccidon y correccion de
errores.

En el segundo capitulo se encuentran los cddigos ciclicos. Exploraremos
diversas nociones esenciales, tales como las propiedades que se obtienen de
su representacion algebraica como ideales de un anillo cociente.

En el tercer capitulo se describen los cddigos LCD (cddigos complementarios
duales) y su importacia para proteger informacion sensible a traves del
enmascaramiento de datos. Se analiza su funcionamiento y se muestra mas
detalladamente una de las aplicaciones de gran relevancia de estos codigos.
También se muestran resultados relevantes y se proporciona informacion
necesaria para la creacion de cédigos que son LCD.

En el cuarto capitulo, se profundiza en las caracteristicas y propiedades de los
codigos LRC (cédigos localmente recuperables). Se examina su rendimiento en
diferentes escenarios. Ademas, se explican las ventajas que tiene la recuperacion
local para el almacenamiento distibuido o almacenamiento en la nube.

En el quinto capitulo, se aborda la construccién de cddigos ciclicos LRC que
también son LCD. Este enfoque se complementa con la presentaciéon de un
algoritmo disenado para simular esta construccion, ofreciendo como resultado
codigos ciclicos LRC-LCD.

5 et al. BRINGER Julien. “Orthogonal Direct Sum Masking”. En: (jun. de 2014), pags. 40-56.
DOI:/10.1007/978-3-662-43826-8_4.
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A lo largo de este trabajo se muestran implementaciones en SageMath [
para la visualizacién de algunos de los resultados y definiciones importantes
presentados en cada capitulo.

6 https://www.sagemath.org/
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1. CODIGOS LINEALES

1.1. TRANSMISION DE INFORMACION

La era de la informacion presenta el desafio de garantizar la confiabilidad
y privacidad de los datos cuando se transmiten por medios analdgicos con
presencia de ruido o interferencia en el canal. Esto se debe a que el objetivo es
que el receptor reciba un mensaje igual al que fue enviado por el emisor y, en
caso contrario, se busca poder detectar cualquier alteracion en la informacioén y
dado el caso poder corregirlo. Es aqui donde la teoria de cddigos desempena un
rol fundamental, particularmente los cddigos correctores de errores juegan un
papel crucial en la transmision de informacion ya que estos cédigos permiten la
deteccion y correccidn de errores en la transmision de datos.

El siguiente esquema ilustra el proceso de transmision de informacion mediante
el uso de codigos correctores de errores para preservar la calidad de la
informacion que es transmitidaa través de un canal, en el cual se pueden cometer
errores debido a la presencia de ruido.

Figura 1.1: Esquema general de transmision de informacidén con deteccion y
correccion de errores.

— 4‘ l Deteccién de errores ] L Descodificacidn W

L Correccién de errores ]—]

Fuente: Elaboracién propia.

En el contexto de los cddigos correctores de errores, utilizaremos F, para
referirnos al cuerpo finito con ¢ elementos, donde ¢ = p* con n € Ny p un
namero primo. Para denotar el conjunto de enteros positivos desde 1 hasta n,
utilizaremos [n] y nos enfocaremos en los codigos de bloque de longitud n sobre
IF,, es decir, C C F}.



A continuacion, exploraremos los cddigos lineales, los cuales son un
tipo particular de coédigos correctores de errores que han capturado
considerablemente la atencion en la teoria de la informacion y se han convertido
en un foco principal de estudio debido a la estructura distintiva que presentan.

1.2. CODIGOS LINEALES

Los codigos lineales constituyen una clase de cédigos correctores de errores,
los cuales fueron introducidos por Shannon, Hamming y Golay en la década
de 1940. Estos codigos son de gran importancia porque permiten que la
transmision de datos a través de canales de comunicacion ruidosos sea mas
eficiente y confiable, ademas de permitir mayor velocidad de transmision de
datos y capacidad de almacenamiento. Estos cédigos son los mas estudiados
e implementados ampliamente en la industria de la comunicacion debido a que
posee estructura de espacio vectorial.

A continuacién se presentan conceptos basicos sobre los codigos lineales
necesarios para la comprensién del presente trabajo.

Definicion 1.2.1. Un codigo lineal C' es un subespacio vectorial de [F;.
Denotamos el codigo lineal de dimension k y distancia minima d como el
[n, k,d] codigo q-ario, donde la distancia minima se define como el minimo
de las distancias de Hamming entre elementos diferentes del codigo (también
llamados palabras codigo), es decir, d = min{d(u,v) : u,v € C,u # v} , con
d(u,v) = #{i : u; # v;}, para C C .

La distancia minima d es un parametro importante en un cédigo lineal C, ya que
determina su capacidad para detectar y corregir errores.

Teorema 1.2.2. Sea C un [n, k,d] cédigo lineal, entonces C' puede:
1. Detectar d — 1 errores.
2. Corregir hasta | ;] errores.

Demostracion. 1. Supongamos que se envia una palabra cédigo z, y se recibe
un vector y con, a lo mas, d — 1 errores. En este caso, no es posible que y sea
una palabra del cédigo, ya que la distancia minima en C' es d, y tendriamos que
la distancia d(z,y) < d — 1 es estrictamente menor que d. Por lo que podemos
concluir que se han cometido errores en la transmision.
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2. Seat = |%1], y supongamos que se envia una palabra cédigo z, pero se
recibe un vector y con, a lo mas ¢ errores. En este escenario, tenemos que
d(z,y) < t. Ahora bien, si z es cualquier otra palabra cddigo, entonces, debido a
que d(z,z) < d(z,y) + d(y, z), podemos afirmar que d(y, z) > d(x, z) — d(z,y) >
d — t. Luego, dado que t < % entonces d > 2t + 1 y por consiguiente tenemos
que d(y,z) > d—t >t+1 > t. Con lo cual concluimos que no hay otra palabra
codigo cuya distancia al vector y sea menor que t. Por tanto, = es la palabra
codigo mas cercana a y en este caso. O

La siguiente definicion nos permite interpretar la distancia minima de un cddigo
lineal de una manera diferente.

Definicion 1.2.3. E/ peso de un vector x € IF es la cantidad de coordenadas no
nulas o numero de entradas no nulas del vector, es decir:

w(z) = #{i: z; # 0},
por lo cual, el peso minimo de un cédigo esta dado por
Wi (C) = min{w(z) : x € C,x # 0}.
En un codigo lineal la distancia minima d,,;, es el peso minimo de las palabras
del codigo distintas de cero.

Proposicion 1.2.4. Sea C un [n, k,d] codigo lineal con distancia minima d y peso
minimo w. Entonces, d,;, = Wmin = d.

Demostracion. Sean C un [n, k,d] codigo lineal y =,y € C, note que x —y € C
dado que C es subespacio vectorial. Luego,

dz,y) =#{i zi # yi} = #{i 2, —y; # 0}

w(x—y)=#{i: (x —y); #0} = #{t: x; —y; # 0},
por lo tanto, d,.i, = Wmin- ]

Esta proposicién tiene gran utilidad dado que nos proporciona una manera mas

rapida y sencilla de calcular la distancia minima de un cédigo lineal. Dado que

para calcular la distancia minima de un [n, k] cédigo lineal, por medio de la
k

q

definicién es necesario realizar comparaciones para hallar la distancia

entre cada par de palabras y después determinar el minimo de las distancias,
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mientras que si utilizamos la Proposicién solo es necesario calcular los
pesos de ¢* — 1 palabras no nulas del codigo y tomar el minimo.

A continuacion se presentan las funciones de SageMath que nos permiten
obtener un cddigo lineal aleatorio, la dimension del codigo y su distancia minima.

C' = codes.random_linear_code(base_field, length, dimension)
C.dimension()

C.minimum_distance()

Ejemplo 1. Consideremos los siguientes codigos lienales

F=GF(2)
Cl=codes.random_linear_code(GF(2),2,1)
list(C1)

[(0,0), (0, 1)]
C'l.minimum_distance()

1
Cl.dimension()

1

C2=codes.random_linear_code(GF(2),3,1)
list(C2)
[(0,0,0),(1,0,1)]

C2.minimum_distance()
C2.dimension()

C3=codes.random_linear_code(GF(2),4,1)
list(C'3)
[(0,0,0,0),(0,1,1,1)]

C3.minimum_distance()

C3.dimension()

El codigo C1 no puede detectar ni corregir errores. En contraste, el codigo C2
puede detectar errores, pero carece de la capacidad de correccion. Supongamos
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que se envia la palabra (1,0,1) y se recibe (1,0,0). En este caso, se puede
determinar la existencia de un error, ya que la palabra recibida no pertenece al
codigo. Sin embargo, identificar el error especifico es problematico. Podriamos
inferir incorrectamente que el error se encuentra en la primera coordenada,
ajustando el mensaje a (0,0, 0), aunque esta correccion seria equivocada.

En cuanto al codigo C3, es capaz de detectar hasta 2 errores, pero solo puede
corregir uno. Por ejemplo, si se envia la palabra x = (0,1,1,1) y se recibe
y = (0,1,0, 1), faciimente puede notarse que se produjo un error en la transmision
dado que la distancia de x a y es 1 pero la distancia minima del codigo es de 3,
este error puede corregirse facilmente si consideramos la distancia que hay entre
el vector recibido y a las palabras que forman parte del codigo para obtener la
palabra mas cercana a la recibida, en este caso tenemos d((0,0,0,0),y) =2 y
d((0,1,1,1),y) = 1, por lo que la palabra mas cercana a la recibida es (0,1, 1,1).
Por otro lado, si se presentan dos errores en la transmision recibiendo el vector
z = (0,0,0,1), haciendo el mismo procedimiento anterior podriamos asumir
erroneamente que el error cometido esta en la ultima coordenada dado que la
palabra mas cernaca es (0,0,0,0).

Tal como se ha sefalado previamente, los parametros fundamentales de un
codigo, a saber, longitud, dimensién y distancia minima, desempenan un papel
de extrema importancia. Es una prioridad procurar que un cédigo cuente con
palabras de longitud reducida, asi como una cantidad significativa de palabras
y una distancia minima considerablemente “grande”, ya que la busqueda de
estos atributos en un cédigo se traduce en una solucion que optimiza el uso del
espacio, expande las posibilidades de expresién y garantiza una transmision
fiable de informacion.

El siguiente ejemplo presenta un algoritmo desarrollado en SageMath que
asegura la obtencién de un cédigo con una distancia minima predefinida.

Ejemplo 2. Para construir un codigo lineal C' sobre el cuerpo finito de q
elementos, longitud n, dimension k y distancia minima d, presentamos el
siguiente programa.

def dist(q,n, k,d) :
si=True
while si :
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C'=codes.random_linear_code(GF(q),n, k)
if C.minimum _distance()==
si=False
return(C')

Usamos el codigo de SageMath anterior para obtener un cdédigo lineal C' sobre
IF,, con parametros longitud n = 7, dimension k = 4 y distancia d = 3.

C=dist(2,7,4,3)
C
[7,4] linear code over GF(2)

Podemos comprobar que efectivamente el [7,4] cddigo lineal obtenido tiene
distancia minima 3:

C.minimum_distance()

Como la dimensién es k = 4 y el cuerpo empleado es I, entonces tenemos que
la cantidad de elementos del cédigo es 2* = 16, lo cual también podemos obtener
mediante la funcién C.cardinality() de SageMath. Por otro lado, la funcion list(C')
nos ayuda a obtener todas las palabras que hacen parte del codigo.

C.cardinality()
16

list(C')
[(0,0,0,0,0,0,0),(0,0,1,1,1,0,1), (1,1,1,1,1,1,1), (1,1,0,0,0,1,0),
(0,1,0,1,1,0,0), (0,1,1,0,0,0,1),(1,0,1,0,0,1,1), (1,0,0,1, 1, 1,0),
(0,1,0,0,1,1,1),(0,1,1,1,0,1,0),(1,0,1,1,0,0,0), (1,0,0,0,1,0,1),
(0,0,0,1,0,1,1),(0,0,1,0,1,1,0), (1,1,1,0,1,0,0), (1,1,0,1,0,0,1)]

Proposicion 1.2.5. (Cota Singleton) Sea C' un [n, k,d] codigo lineal sobre F,,
entonces
d<n-—k+1.

Demostracién. Consideremos la proyeccion = : C' — F;~¢*! obtenida al eliminar
d—1 coordenadas fijas, y como cada palabra de C tiene al menos d coordenadas
no nulas, entonces = es inyectiva. Por lo tanto, dim(n(C)) = kyk <n—d+1. O
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Los cédigos para los cuales se cumplen la igualdad en la cota de Singleton se
denominan codigos de maxima distancia separable (MDS).

En el siguiente ejemplo haremos uso del algoritmo anterior para obtener un
codigo lineal MDS.

Ejemplo 3. Vamos a construir un codigo lineal sobre F, con parametros longitud
n =7, dimension k = 3 y distancia minimad =n—k+1=7—-3+1=05.

C=dist(2,7,3,5)
C
[7,3] linear code over GF(2)

C.minimum_distance()

Basicamene existen dos formas de describir un cddigo lineal de dimensién k.

1. Mediante una matriz generadora.

Definicidon 1.2.6. Dada una base B = {v1,...,v;} de un codigo lineal C' se
define una matriz generadora del cédigo C como la matriz cuyas filas son
los vectores v; de la base.

Una matriz G € M, (F,) es una matriz generadora de un codigo lineal C
si sus filas forman una base del espacio vectorial C', de modo que

C={2G:zeF.}.

G no esta univocamente determinada por C, sino que depende la eleccion
de la base. Reciprocamente, dada una matriz de orden n x k cuyas filas
son linealmente independientes, existe un [n, k| cédigo para el cual esta
matriz es la matriz generadora.

Notese que si dos matrices son equivalentes por filas entonces definen
el mismo codigo, en este caso diremos que los cddigos lineales son
equivalentes.

Para un [n, k| codigo C sobre F, podemos definir una forma de codificar
mensajes usando una matriz generadora G. Los mensajes son vectores
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arbitrarios de F} y podemos codificarlos con la inyeccién de F} en F; que
lleva un mensaje u € F’; en una palabra codigo ¢ = uG € F7.

Ejemplo 4. Sea C el codigo binario, es decir sobre F,, de longitud 4 y
dimension 2 obtenido en SageMath y a continuacion obtenemos su matriz
generadora con el comando .generator_ matrix()

codes.random_linear_code(GF(2),4,2)
list(C')

[(0,0,0,0), (0,1,1,0), (1,1,1,1),(1,0,0, 1)]
C.generator_matriz()

[0 11 0]

(111 1]

C.minimum_distance()

2

El codigo binario C tiene una longitud de 4, una dimension de 2 y una
distancia minima de 2 ya que su peso minimo es 2. Esto implica que el
codigo es capaz de detectar un error cometido durante la transmision de
informacion, pero no podra corregirlo.

La ventaja de conocer una matrix generadora G de un [n, k, d| codigo lineal
C' es que podemos obtener cada elemento del codigo de manera sencilla,
calculando el producto de cada elemento de FF; por G. Por otro lado, dado
que la matriz generadora de un cédigo lineal no es Unica, algunas veces
es conveniente trabajar con la matriz generadora estandar, la cual tiene la
forma (Ix|A), donde I, es la matriz identidad k x ky A € My —g-

En el siguiente ejemplo mostramos las funciones en SageMath para obtener
el codigo lineal C' por medio de una matriz generadora y la funciéon que nos
proporciona la matriz generadora de un cédigo lineal C.

Ejemplo 5. Calcular
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a) El codigo lineal sobre T, generado por la matriz

—_ o O O
o o o =
o O = o
O = = O
_ = O =
_ O = O
o = O O

Matriz(GF(2),[[0,1,1,0,1,0,0],[0,0,1,1,0,1,0],
[0,0,0,1,1,0,1],[1,0,0,0,1,1,0]])

C=LinearCode(G)

C
[7,4] linear code over GF(2)

C.minimum_distance()

list(C)
[(0,0,0,0,0,0,0),(0,1,1,0,1,0,0),(0,0,1,1,0,1,0),(0,1,0,1,1,1,0),
(0,0,0,1,1,0,1),(0,1,1,1,0,0,1),(0,0,1,0,1,1,1),(0,1,0,0,0, 1, 1),
(1,0,0,0,1,1,0),(1,1,1,0,0,1,0),(1,0,1,1,1,0,0), (1,1,0,1,0,0,0),
(1,0,0,1,0,1,1),(1,1,1,1,1,1,1),(1,0,1,0,0,0,1), (1,1,0,0,1,0,1)]

El codigo generado por la matriz G es el [7,4, 3] codigo lineal sobre .
Mas adelante veremos que este codigo es equivalente al codigo de
Hamming.

b) Su matriz generadora en forma estandar para el [7,4, 3] codigo lineal
sobre GF'(2) anterior se obtiene con la siguiente funcion en SageMath

C.systematic_generator_matrix()

[1000100 0]
[01 0000 10]
[0010100 1]
[0001001 1]

2. Mediante una matriz de control de paridad. Antes de definir la matriz de
control de paridad de un cédigo veamos la siguiente definicion.

Definicion 1.2.7. Dado un [n, k| cddigo lineal C' definimos el codigo dual
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C+ de C como
Cr={beF}:c-b=0Yce C},

donde, c-b =", c;b; es el producto interno usual en I},

Si se conoce la matriz generadora de C' se puede caracterizar los elementos
de C* como

Cr={zeFl:z-G"=0}={zeF,: G 2" =0}.

El codigo dual C+ de un [n,k] codigo lineal C es también un cddigo
lineal de parametros [n,n — k|, por lo tanto admite una matriz generadora
H € M(n—k)xnan)-

Definicion 1.2.8. Una matriz H de orden (n — k) x n que es una matriz
generadora de C* se llamara matriz de control o matriz de chequeo de
paridad del codigo C.

Claramente, una matriz de control de C' es una matrix H de rango n — k
que satisface que para todo vector z € Fy, z € C siy solo si HazT = 0.
Por lo tanto, esta matriz permite decidir (o controlar) si un vector esta en el

cédigo o no.

Si la matriz generadora de un codigo C' esta dada en su forma estandar, es
decir G = (I|A) entonces una matriz de control para C es H = (—A%|I,, ),
donde I,,_; es la matriz identidad de tamano n — k. En efecto,

—A

GH” = (I, A) ( ) =A— A= Opx(nr)

n—k

Una matriz H de esta forma se dice que esta en forma estandar como matriz
de paridad aunque no esta en forma estandar como matriz generadora de
C+.

Ejemplo 6. Usando la siguiente funcion en SageMath obtenemos la matriz
de control H del [7,4,3] cdigo lineal sobre F} del Ejemplo [5.
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H=C"parity_check_matriz()
H
(100101 1]
[0101110]
[0010111]
C1=LinearCode(H)
C1
[7,3] linear code over GF(2)

Donde vemos que esta matriz no esta de forma estandar como matriz de
paridad, pero si esta en forma estandar como matriz generadora para C-.
La funcién que nos permite obtener el codigo generado a partir de una
matriz de control H es C = codes. from_parity_check matriz(H).

Teorema 1.2.9. Sean C un [n,k,d] codigo y H la matriz de control para C.
Entonces

d = min{r : hay r columnas linealmente dependientes en H }.

Es decir, H tiene d columnas linealmente dependientes pero cualquier conjunto
de d — 1 columnas son linealmente independientes.

Demostracion. Consideremos H;, H,, ..., H, como las columnas de la matriz de
control de paridad H. Entonces, para todo ¢ € F% se tiene que Hc! = 0, es decir,
c e Csi,ysolosi,ciHy+coHy+- - -+ ¢, H, = 0. Ahora, si C' es un codigo con peso
minimo d, entonces hay d columnas linealmente dependientes en H ya que si
hay otra cantidad menor de columnas dependientes existiria una palabra no nula
del cédigo con peso menor a d. Reciprocamente, si hay » columnas linealmente
dependientes entonces hay palabras de peso r y la distancia minima es el menor
de esos pesos. O

Ejemplo 7. Verificamos que la matriz de paridad dada de forma estandar y la
obtenida anteriormente generan el mismo codigo, el cual corresponde al codigo
dual de C, C+.

J=Matriz(GF(2),[[0,1,1,1,1,0,0],[1,0,1,1,0,1,0],[1,1,0,1,0,0,1]))
J
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[0111100]

[1t011010]

110100 1]
C2="LinearCode(J)

C2

[7,3] linear code over GF(2)
Cl==C2

True
Ct=C.dual _code()
list(Ct)

[(0,0,0,0,0,0,0),(1,0,1,0,1,0,1),(0,1,1,0,0,1,1),(1,1,0,0,1,1,0),
(0,0,0,1,1,1,1),(1,0,1,1,0,1,0),(0,1,1,1,1,0,0), (1,1,0,1,0,0, 1)]
Cl==Ct

True

Es de notar que también es una matriz de control ya que podemos observar
que ambas estan constituidas por las mismas filas pero ordenadas de distinta
forma. La matriz J corresponde a la matriz de control de paridad del codigo
C dada en forma estandar, y en la linea 5 donde C1 == C2 verificamos
que la matriz J y la matriz H generan el mismo [7,3] codigo lineal, ademas
comprobamos que el codigo generado por dichas matrices es en efecto el codigo
dual de C*+. Por otro lado, notemos que como H es una matriz de tamarno 3 x 7
entonces la longitud del codigo es 7 y la dimension es 3. Ademas, como hay tres
columnas linealmente dependientes y cualquier par de columnas son linealmente
independientes, entonces la distancia minima del codigo C' es d = 3.

A continuacion se presenta una clase de codigos correctores de errores mejor
conocidos como los cédigos de Hamming. Esta es una familia de cédigos de
distancia minima tres, es decir, estos cédigos son capaces de detectar hasta dos
errores y corregir un error.

1.3. CODIGOS DE HAMMING

El método Hamming es una técnica de red disefiada por Richard W. Hamming,
para la deteccion de errores durante la transmision de datos entre multiples
canales de red y para la correccion de los mismos. Los cédigos de Hamming son
fundamentales en la teoria de la codificacidén y cuentan con diversas aplicaciones
practicas. Tienen un papel crucial en nuestra vida cotidiana y son empleados en
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una amplia variedad de dispositivos, como modems, memorias y sistemas de
comunicaciones via satélite.

Los codigos tradicionales de Hamming son cédigos [7, 4, 3] binarios, los cuales
utilizan 7 bits para transmitir un bloque de datos de 4 bits junto con 3 bits de
paridad para permitir la deteccion de dos errores y la correccion de uno de ellos.

Ejemplo 8. En el [7,4,3] cddigo binario de Hamming, cada palabra del codigo
tiene la forma:

a b ¢ d e f g,

N—— \ ,

Datos Paridad

en donde debe cumplirse que

a+tb+d+e=0
atctd+f=0
btct+d+g=0

En términos de diagrama de Venn se puede ver como:

Figura 1.2: Diagrama de Venn: [7,4, 3] codigo binario de Hamming.

Fuente: Elaboracion propia.

En el diagrama, los simbolos de mensaje se ubican en el centro y se asegura
que cada circulo contenga una cantidad par de “unos”(paridad uniforme).

El objetivo de los codigos de Hamming es crear un conjunto de bits de paridad

que se superpongan para que se pueda detectar y corregir errores. Para
permitir la correccion de errores, los cdédigos de Hamming utilizan varios bits de
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paridad. Si el bloque de datos llega a su destino con una paridad diferente a la
especificada, se deduce que al menos uno de los bits ha sido alterado. Estos
codigos emplean multiples bits de paridad para permitir la correccion de un error.

Definicion 1.3.1. Un cddigo binario de Hamming H,(r) de longitud n = 2" — 1,
se define por su matriz de control cuyas filas consisten en todos los vectores
binarios no nulos de longitud r. Esto nos da como resultado un codigo lineal con
parametrosn =2"—1,k=2"—r—1yd=3.

En SageMath la funcion para generar un codigo de Hamming es

C'=codes.HammingCode(base_field, order)

Donde el parametro base_field hace referencia al cuerpo finito sobre el cual se
quiere construir el cédigo, y el parametro order corresponde a la redundancia que
queremos tenga el codigo.

Ejemplo 9. Una matriz de control para el conocido (7,4, 3] codigo H(3) es:

C'=codes.HammingCode(GF(2),3)
C

[7,4] Hamming Code over GF(2)
C.parity_check_matriz()

[101010 1]
011001 1]
[Ooo0o1111]

Donde podemos reconocer que las columnas de la matriz de control son las
expresiones binarias de los numeros del 1 al 7.

Nota 1. Todo cddigo binario de parametros [7,4,3] es equivalente al [7,4, 3]
codigo binario de Hamming, esto quiere decir que es el mismo cdodigo solo que
aplicando una permutacion de las coordenadas de sus palabras.

Estas ideas de codigos binarios de Hamming pueden ser extendidas a codigos
no binarios que tengan distancia minima 3, es decir cddigos correctores de un
error.

27



1.3.1. Cddigos de Hamming no binarios  Ahora analicemos cémo extender
la construccion de los codigos de Hamming a cualquier cuerpo F,, a estos
codigos se les denomina cddigos g—arios de Hamming, denotados H,(r) de
longitud n = (¢" — 1)/(¢ — 1). De manera similar a los cédigos binarios de
Hamming, el objetivo es garantizar que cualquier par de columnas en la matriz
de control H sea linealmente independiente, lo que significa que ninguna
columna de H sea un multiplo de otra. Una forma facil de construir una matriz de
control para el H,(r) codigo de Hamming, es tomar todos los vectores no nulos
de IF, tales que su primera coordenada no nula es 1. Esto dado que cada vector
en I, tiene ¢ — 1 vectores no nulos, y el primer elemento tiene ¢ — 1 opciones
distintas de cero. Por otra parte, como no hay dos columnas que sean multiplos
entre si, entonces este codigo tiene un peso minimo de al menos 3.

Luego, el codigo asociado a esta matriz H de parametros [(¢" — 1)/(¢ — 1), (¢" —
1)/(¢g — 1) — r, 3], llamado coédigo g-ario de Hamming tiene redundancia r y se
denota H,(r).

Ejemplo 10. Haciendo uso de la funcion codes.HammingCode(base_field,order)
de SageMath, calculamos el H3(2) cddigo no binario de Hamming

C'=codes.HammingCode(GF(3),2)
C
[4,2] Hamming Code over GF(3)
list(C')
[(0,0,0,0), (1,0,1,1),(2,0,2,2), (0,1,1,2), (1,1,2,0), (2, 1,0, 1), (0,2, 2, 1),
(1,2,0,2),(2,2,1,0)]
C.parity_check_matriz()
[t011010111011]
(011200112011 2]
(000011111222 2]

C.minimum_distance()

C.dimension()

len(C)
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len(C10])

Podemos observar que las columnas de la matriz de control son, de hecho,
vectores no nulos en F3, donde la primera coordenada no nula es 1. Ademas,
es claro que la distancia minima de este codigo es 3, la cual comprobamos con
C.minimum_distance(). La funcion len(C[0]) calcula la longitud de una de las
palabras codigo, y nos indica que el cddigo tiene longitud 4, mientras que por
otro lado la funcion len(C) determina la cantidad de palabras codigo. De esta
manera, obtenemos el codigo (4,2, 3] de Hamming sobre el cuerpo Fs.

A continuacion, se presentan los codigos Reed-Solomon, que se destacan
debido a su impresionante capacidad de correccién de errores y su eficiencia
computacional. Estos cédigos constituyen una de las familias mas ampliamente
utilizadas en la actualidad, y sus extensiones tienen aplicaciones practicas
significativas. Son conocidos por su habilidad para corregir secuencias extensas
de errores y simbolos faltantes, ademas de que las bases matematicas
subyacentes a estos codigos resultan igualmente interesantes.

1.4. CODIGOS REED-SOLOMON (RS)

Los codigos Reed-Solomon cuyo nombre deriva de |. Reed y G. Solomon
quienes describieron estos codigos por primera vez en 1960, y tienen una
amplia gama de aplicaciones en comunicaciones inalambricas (teléfonos
moviles, radio digital, television digital, entre otros) y en almacenamiento (DVD,
codigos de barras, discos compactos, codigos QR, entre otros). Forman parte
de los codigos correctores de errores mas utilizados e importantes por su utilidad.

Definicion 1.4.1. Seann < q¢—1, a = (a1, as,...,a,) CON; € F y k < n, donde
k corresponde al tamario del mensaje. Consideremos el subconjunto de F|x]

Ly = {p(x) € Fyla] : grad(p(z)) <k},
La tranformacion lineal T dada por

T:Ly — "
p(x) = (plan), plaz), ., plawm)).
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Dado que p(z) tiene a lo sumo k — 1 raices y como k < n, entonces k —1 < n—1,
luego ker(T(Ly)) = {0}. Por lo tanto, 7" es inyectiva.

Se define al codigo Reed-Solomon como RS(«) = Im(T(Ly)).

Ademas notese que como RS(a) = Im(T(Ly)) C Fy, tenemos que T : Ly —
RS(«) es biyectiva, y como L, tiene dimension k entonces RS tiene dimension k.

Teorema 1.4.2. E/ cddigo Reed-Solomon tiene como distanciad = n — k + 1.

Demostracion. Sea (ag,aq, .. .,ax_1) # 0, el polinomio p(zx) tiene a lo sumo k — 1
ceros y como k£ < n implica que (p(ay),p(as),...,p(ay)) tiene a lo sumo k£ — 1
ceros. Entonces d = w(c) > n— (k—1) y por la cota Singleton, d < n — k+ 1, por
lotantod =n — k + 1.

[

Es decir, RS(a) es un cédigo MDS, ya que alcanza la cota superior Singleton.
Por lo tanto, RS(«) = Im(T) es un cbdigo lineal MDS con parametros & y
d =n — k+ 1. En consecuencia, RS(«) es un [n, k,n — k + 1] c6digo ¢ — ario

En SageMath, podemos aprovechar la implementacion incorporada para
construir cédigos Reed-Solomon de manera sencilla

C'=codes.ReedSolomonCode(base_field, length, dimension,

primitive_root = None)

Donde el parametro base_field hace referencia al cuerpo finito en el se quiere
construir el codigo, length corresponde a la longitud que queremos tenga el
codigo, y dimension es la dimension que queremos posea el codigo. Con
respecto al parametro primitive_root, es completamente opcional. Si decidimos
utilizarlo, debemos especificar un elemento primitivo del cuerpo en el que
deseamos construir el codigo. Sin embargo, lo mas comun es no hacer uso de
este parametro y permitir que Sage seleccione automaticamente un elemento
primitivo.

Ejemplo 11. Ejemplo para obtener el cddigo Reed-Solomon de logitud 8,
dimension 2 y distancia minima 7, usamos la siguiente funcion
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C=codes.ReedSolomonCode(GF(9),8,2)
C
8,2, 7] Reed — Solomon Code over GF(9).

1.4.1. Codigos Reed-Solomon Generalizados

Definicion 1.4.3. Sean n un entero tal que 1 < n < ¢, k numero entero con
1<k<n a=(m,a,...,a,), donde cada o; € F, son n elementos distintos,
v = (v1,v9,...,v,) donde los v; (no necesariamente distintos) son elementos no
nulos de F,. El codigo Reed-Solomon generalizado asociado a o y v se define
como:

RSGi(a,v) = {(v1 f(a),vaf(a),...,vnf(an)) : f € Ly},

donde L, es el espacio vectorial definido para los cddigos RS.

Haciendo un analisis similar al utilizado para determinar los parametros de los
codigos RS, observamos que RSGy(«,v) tiene dimension k. Ahora bien, dado
que un polinomio no nulo f € L, tiene, como maximo, k — 1 ceros, RSG(«,v)
tiene una distancia minima de al menos n — (k — 1) = n — k + 1 y por la cota
Singleton, tenemos d < n — k + 1, lo que implica que RSGy(«,v) tiene una
distancia minima de d = n — k + 1. Por lo tanto, los codigos GRS también son
MDS, al igual que los cédigos RS. Los cddigos RS, en sentido estricto son
codigos RSG conn = g —1, a = (ay,...,a,), donde « es una raiz n-ésima
primitiva de la unidad, y v; = (1,1,...,1) para 0 < ¢« < n — 1. En consecuencia,
GRS es un [n, k,n — k + 1] codigo g-ario.

SageMath cuenta con la siguiente funcion que permite la construccion de cédigos
Reed-Solomon generalizados

C'=codes.Generalized ReedSolomonCode(evaluation_points, dimension,

column_multioliers=None)

donde el parametro evaluation_points es la lista de elementos distintos del
cuerpo que se empleara, correspondiendo al vector o de la definicion el
parametro dimensién corresponde a la dimension que deseamos tenga el cédigo,
y finalmente, el parametro column_multioliers es el vector de elementos no nulos

31



del cuerpo que se esté empleando, correspondiente al vector v de la definicion
anterior. Este Ultimo parametro no es obligatorio, sin embargo, si optamos por
no emplearlo, SageMath asumira automaticamente que el vector v que vamos
a emplear tiene todas sus entradas con valor de 1. En otras palabras, si no se
introduce este parametro, el cddigo que construiremos coincidira con el cédigo
Reed-Solomon estandar.

Ejemplo 12. Vamos a construir un codigo RSG de dimension 3 y longitud 7 sobre
Fll .

q=11
k=3
a= vector(GF(q),[1,8,2,3,4,0,5])
v=wvector(GF(q),[2,4,6,1,3,5,0])
C1= codes.GeneralizedReedSolomonCode(a, k,v)
C1

[7,3,5] Generalized Reed-Solomon Code over GF(11).

Como deseamos construir un codigo de longitud 7 lo que hacemos es tomar a
como un vector de elementos dinstintos de F7, y v vector de elementos no nulos
de F1,. Para obtener el [7,3,5] cddigo generalizado Reed-Solomon sobre F;.

El siguiente ejemplo presenta un programa desarrollado en SageMath que
permite construir un codigo Reed-Solomon Generalizado (RSG) sobre el cuerpo
finito F,, con una longitud [ y una dimension & de manera general. En este
programa, se disenan los vectores a y v de forma aleatoria, asegurando al mismo
tiempo que se cumplan las condiciones definidas en la construccién del codigo
RSG.

Ejemplo 13. Codigos Reed-Solomon Generalizados en SageMath

def RSG(q,l, k) :

F=GF(q)
long=l
a=[]

v=[]

while len(a)<long :

a1=F.random_element()
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ifay notina:
a.append(ay)
print( ‘a’vector(a))
while len(v)<long :
vi=F.random_element()
ifvg 1 =0:
v.append(vy)
print( v vector(v))
C = codes.Generalized ReedSolomonCode(a, k, b)
return(C')

El programa comienza inicializando dos listas vacias, a y v, que se utilizan
para almacenar los elementos de los vectores a y v. Estas listas se llenan
gradualmente a medida que se inician los bucles while, donde se generan
elementos aleatorios a; y v,. Estos elementos se agregan a las listas a y v si
a; no esta previamente en a y si v, no es igual a cero, respectivamente. Este
proceso se detiene cuando la longitud de cada lista alcanza la longitud deseada
del codigo especificada previamente. Finalmente, se utilizan las listas o y v para
crear un codigo Reed-Solomon Generalizado con los parametros especificados
anteriormente.

Si ejecutamos este programa con los mismos parametros del ejemplo anterior,
obtendremos un codigo con los mismos parametros pero diferente al codigo que
se presento previamente

RSG(11,7,3)

a=(5,0,3,10,6,2,9)

v=1(2,4,6,1,3,5,6)

[7,3,5] Generalized Reed-Solomon Code over GF'(11)
Cl==C

False

Queda claro que la eleccion de los vectores a y v en la construccion de los
codigos Reed-Solomon generalizados es crucial y afecta las propiedades del
codigo. Cambiar las coordenadas de estos vectores o generarlos de manera
aleatoria dara como resultado codigos diferentes.
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Por dltimo queremos mencionar que esta familia de cédigos RS y RSG aunque
son cbdigos MDS, es decir maximizan los parametros fundamentales del codigo
lineal, tienen la desventaja de que codigos de longitud grande deben construirse
sobre un cuerpo de caracteristica grande también, dado que n < ¢. En la practica,
se necesitan codigos con logitud grande sobre un cuerpo de caracteristica
pequena.
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2. CODIGOS CicLICOS

Muchas familias de codigos lineales pueden ser vistos como cédigos ciclicos,
los cuales son unos de los codigos mas estudiados y utilizados en la teoria
de la informacién hoy en dia, debido a la estructura algebraica que presentan.
Incluyen los codigos de Golay, los codigos binarios de Hamming, y los codigos
equivalentes a los codigos de Reed-Muller.

Definicion 2.0.1. Un cddigo [n,k] codigo lineal es ciclico si y solo si,
Y(co,c1,-+ ,cn1) € C Se tiene que (c,,—1,¢o, -+ ,Cn2) € C.

Es decir, un codigo lineal C' es ciclico, si es cerrado por el desplazamiento ciclico.

Ejemplo 14.

1. El cddigo de repeticion, dado por:
C:{(0707 70)7<171a 71)7 7(q_17q_17 aq_l)}

es un [n,1,n] codigo ciclico.

2. El codigo de control de paridad:

n

C={(c1,c9,...,cpn) EFZ:ZC,L‘:O}

i=1

es un [n,n — 1,2] codigo q-ario ciclico, puesto que para cualquier
permutacion de orden de los sumandos, la suma seguira siendo 0.

Una manera particular de representar los codigos ciclicos es en su forma
polinomial, donde se representan las palabras codigo como polinomios en lugar
de vectores. Esta representacion facilita el analisis y la manipulacién de los
cédigos ciclicos, ya que se pueden utilizar técnicas algebraicas y operaciones
polinomiales para trabajar con ellos. A continuacion, detallaremos el proceso de
esta representacion y como se lleva a cabo la conversion de palabras cédigo en
polinomios.
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2.1. POLINOMIO GENERADOR

A continuacion se presenta una caracterizacion de los codigos ciclicos, donde
representaremos cada palabra del cédigo como un polinomio en F,[z] de grado
alo sumo n — 1. Consideremos la aplicacion ¢, entre los espacios vectoriales I}
y F,[z] dada por

@ : Fy — Fylz]
c=(co,...,Cn1) —rc(x) =co+crm+ -+ a"
Note que si 2" = 1y c¢z) = ¢ + iz + -+ + ¢,12" !, entonces
re(x) = ¢,1 + cor + -+ + 2™ 1, lo cual corresponde a un desplazamiento
ciclico a la derecha de la palabra codigo c. De forma general tenemos que
z™c(z) € C representa un cambio ciclico de m coordenadas a la derecha de
la palabra clave c. Asi, si se multiplica cualquier polinomio del cédigo por x
modulo z™ — 1, obtenemos nuevamente otro polinomio del cédigo. Por lo tanto,
los cddigos ciclicos de longitud n se pueden estudiar en el anillo F,[z] modulo

" —1.
Sea (z" — 1) el ideal generado por z™ — 1y A, = F [z]/(z" — 1).

El siguiente resultado nos permite identificar los codigos ciclicos como ideales
del anillo cociente A,,.

Teorema 2.1.1. Un [n, k] codigo lineal C' es ciclico si, y solo si visto en el anillo
cociente A,,, es un ideal.

Demostracion. Supongamos que C' es ciclico, queremos mostrar que C es
un ideal de A,, puesto que C' es subgrupo abeliano de A, basta mostrar que
Va(z) € A, Yy c(x) € C se tiene que a(x)c(z) € C. Sea a(zx) € A, con a(x) =
ag+a;r+---+a,_1x" ', entonces a(z)c(r) = ape(z) +arxe(x)+- -+ a,_12" (),
como cada a;c(x) € C paracadai=0,---n — 1 puesto que C' es cerrado bajo la
suma y el producto por escalares por ser subespacio, queda ver que zic(x) € C,
lo cual es claro dado que z'c(z) representa el i—ésimo cambio ciclico de c.
Luego, C' es unideal de A,,.

Ahora, sea c € C, con C'ideal de A,,. Queremos ver que C es ciclico, como C ideal
de A, se tiene que C es subespacio vectorial de Fy, luego, basta mostrar que
Y(co, 1y ... ,cn1) € C setiene que (¢,-1,¢0, -+ ,cn2) € C. Sea (cy,c1,...,Cn1) €
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C, entonces cx = ¢y + -+ - + 12" = Cp_1 + Cox + -+ + cp_ox™ ' € C dado que
x € A,y C esunideal. Esdecir, (¢,_1,c,...,c,—2) € C. Porlo tanto, C es ciclico.
]

Dado que A, es un dominio de ideales principales, es decir, todo ideal de A,, es
principal entonces todo cddigo ciclico es generado por un polinomio ménico g(x)
de menor grado en C.

Denotaremos como ¢(z) al polinomio generador del cdédigo C' y al codigo
generado por g(z) como

C = (9(x)) = {9(x) - q(x) : q(x) € An}.

Determinar qué aspecto debe tener un polinomio generador es un factor de
gran importancia, en particular, conocer su grado. El grado de un polinomio
generador en la representacion polinomial de un cddigo ciclico es esencial, ya
que determina la longitud maxima del ciclo que puede detectar y corregir el
codigo. Para abordar esta cuestion, presentamos el siguiente teorema.

Teorema 2.1.2. Sea C' un [n, k] codigo ciclico distinto de cero de longitud n en
A,,, entonces

1. Existe un dnico polinomio monico de grado minimo g(x) en C

2. g(z) es el polinomio ménico generador de C, es decir, C = (g(z))

3. g(z)|(z" — 1)
Demostracion. Veamos por separado los distintos apartados del teorema.

1. Primero mostraremos la existencia del polinomio moénico g¢g(x).
Consideremos R = {grad(g(z))|g(z) € C}, nétese que R # 0y R C N,
entonces por el principio del buen orden de N tenemos que existe elemento
minimo r > 0 tal que r = grad(g:(x)), con gi(x) = ¢; + coz + -+ - ¢,2”, por lo
cual, basta considerar g(x) = ¢ ' - g;(x). Ahora, veamos la unicidad de g(x).
Sean gi(z) y g2(x) polinomios ménicos de C' de grado minimo r, nétese
que g1(x) — g2(x) € C'\ {0} pues g1(x) # g2(x) y por ser C un ideal. De este
modo tenemos grad(g:(z) — g2(x)) < r, lo que contradice la minimalidad de
g1(x) y go(z). Por tanto, existe un unico polinomio ménico de grado minimo
g(x)enC.
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2. Veamos que C' C (g(z)). Sea c(x) € C, por el algoritmo de la division
tenemos que existen ¢(z), r(x) € F,[z] tales que c¢(z) = g(z)q(z) + r(z), con
grad(r(z)) < grad(g(zx)) 6 r(x) = 0, luego, como c(z) — g(z)q(z) = r(z) € C
y el grado de r(z) no puede ser menor que el grado de g(x), entonces
r(z) = 0. Por lo cual, ¢(z) es un multiplo de g(x). Es decir, c(z) € (g(z)).
Ahora veamos que (g(z)) C C(x). Recordemos que (g(z)) = {g(z)q(z) :
q(x) € A,}, como C' es unideal de A,, si g(x) € C, entonces (g(z)) C C.

3. Supongamos que g(z) t =™ — 1, entonces 2" — 1 = g(z)q(x) + r(x) con

0 < grad(r(z)) < grad(g(z)), y como r(z) = —g(x)q(x) en A, entonces
r(x) € (g(x)), lo cual contradice la minimalidad de g(z). Por lo tanto, g(z) |
" —1.

[

A continuacidon se prensenta un teorema que nos permitira la deduccion de
la existencia de una correspondencia biyectiva entre el conjunto de polinomios
monicos que dividen a x™ — 1 sobre IF,[z] y los cddigos ciclicos en .

Teorema 2.1.3. Un polinomio monico p(x) € A,, es el polinomio generador de un
codigo ciclico de longitud n sobre F, si y solo sip(z) | 2" — 1.

Demostracion. =] Esta implicacion es consecuencia del Teorema [2.1.2]

<] Si C = (p(x)), queremos mostrar que p(z) es de grado minimo. Supongamos
que p(z) | 2™ — 1 y sea g(x) el polinomio generador de C' = (p(x)), tal que
p(z) # g(x). Como p(x) y g(z) son ménicos, y g(x) es de grado minimo, entonces
grad(g(x)) < grad(p(x)). Por hipétesis, 2" — 1 = p(z) - ¢(z) para algun polinomio
q(x) # 0.

Por otro lado tenemos que g(z) € C'y ais, g(z) € (p(x)) i.e, existe a(x) € A, tal
que g(z) = a(z) - p(x). De manera que:

g(x) - f(z) = a(z) - p(x) - f(x) = a(z) - (2" = 1)

Por lo tanto, grad(g(z) - f(z)) > grad (" — 1) = grad(p(z) - f(z)), esto quiere decir
que grad(g(z)) > grad(p(x)). Por tanto, grad(g(z)) = grad(p(z)) y, como p(x) y
g(x) son polinomios monicos, tienen que ser iguales, p(z) = g(z). Luego, p(z) es
el polinomio generador de C. O]

Corolario 2.1.4. Sobre F, existen tantos codigos ciclicos de longitud n como
divisores monicos del polinomio x™ — 1.

38



Este corolario nos permite apreciar la importancia que tiene el poder factorizar el
polinomio 2z — 1 en polinomios monicos irreducibles, esto con el fin de encontrar
todos los cédigos ciclicos de longitud » sobre F,. Pues, nétese que si podemos
factorizar ™ —1 = py(z)p2(x) - - - pm(x), donde cada p;(x) es un polinomio ménimo
irreducible sobre F,[z], entonces cada subconjunto M C {1,...,m} produce un
codigo ciclico de longitud » dado por

Cyu = (gum()) con, gar(w) = [[;eps 2i(T).

En SageMath la funcién codes.CyclicCode(generator_pol = g,length = n)
nos permite obtener el codigo ciclico a partir de un polinomio generador,
especificando su polinomio generador ¢ y la longitud que se requiere.

Una forma de generar todos los cddigos ciclicos de longitud n sobre el cuerpo
finito de ¢ elementos es usando la siguiente funcién en SageMath.

def AllCiclic(n,q) :
Fr) = GF(q)[]
D=divisors(z™ — 1)
I=len(D)
foriin range (0,1) :
C'=codes.CyclicCode(generator_pol=Di], length=n)
print(C)

print( ‘Polinomio generador :',D [i])

A continuacién se presenta un ejemplo clasico que nos permite visualizar cémo
calcular todos los cédigos ciclicos binarios de longitud 7.

Ejemplo 15. Encontrar todos los cédigos ciclicos sobre F?.
Primero debemos descomponer 27 — 1 en polinomios ménicos irreducibles en
IF»[z]. No es dificil verificar que dicha factorizacion es:

T~ 1= (x+1)(2*+ 2+ 1) (2 + 2%+ 1) = pi(2)p2(2)ps(x)

Por lo que entonces hay 2 cddigos cicliclos distintos, de longitud 7. Ahora,
como ya tenemos los divisores de 7 — 1, podemos determinar los polinomios
generadores de cada codigo ciclico.
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gi(z) =1

g(x) =pi(x) =2z +1

g3(x) =po(x) =23 + 2+ 1

ga(z) = p3(x) =2’ + 2% +1

g5(x) =pr(@)pe(z) = (x+ ) (@ +x+1) =2 + 22+ 2+ 1

g(x) =pi(@)ps(x) = (x+ ) (@B + 22+ 1) =2 + 23 + 22 + 1

gi(x) =p()ps(x) = (P +z+ D)2+ 22+ 1) =2 + 25+ 2 + 3+ 2> + o + 1
gs(x) = pi()pa(2)ps(z) = 27 — 1

Por lo que sus respectivos codigos ciclicos son:

Cuadro 2.1: Codigos ciclicos de longitud 7.

Polinomio generador Parametros Cadigo generado
Cy = Folz]/(z" — 1) =TF} [7,7] F]
Coy=(r+1) [7,6] Caodigo de control de paridad
Cs= (2 +z+1) (7, 4] Cédigo de Hamming
Cy=(2®+2%2+1) (7, 4] Cédigo de Hamming
Cs=(*+2*+x+1) (7, 3] Dual del cédigo de Hamming C,
Co= (' +25+2°+1) (7, 3] Dual del cédigo de Hamming Cs
Cr=@+2°+at+23+a? +2+1) [7,1] Cadigo de repeticién
Cs =0 [7,0] Caodigo nulo

Fuente: Elaboracion propia.
Un ejemplo de uno de los cddigos ciclicos escritos de manera completa es:

{(z" +2° + 2® + 1)q(x) : grad(q(z)) < 3}
={(=* +2° + 2 + D(a +bx +ca?) 1 a,b,c € Fo}.

Cs = (z* + 2% + 22 +1)

Entonces tenemos los siguientes elementos que conforman a Cs:
43+ + 1) 1={2" + 23+ 22+ 1}

4?41

(

(

( +1)={2"+2* +x+ 1}
(z*+ 2+ 22 +1

(

(

(

xXr
2?) = {a% + 2% + 2* + 2%}
o423+ 2%+ 1

4?41
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dichas representaciones polinomiales corresponden a los siguientes elementos
del codigo:

Cs={(1,0,1,1,1,0,0),(0,1,0,1,1,1,0),(1,1,1,0,0,1,0), (0,0,1,0,1,1, 1),

(0,1,1,1,0,0,1),(1,0,0,1,0,1,1),(1,1,0,0,1,0,1),(0,0,0,0,0,0,0)}

Usando las funciones de SageMath descritas anteriormente, obtenemos el
codigo ciclico generado por el polinomio ¢ = 2* + 2® + 22 + 1 de longitud 7 y
cada palabra cédigo que lo conforma.

F.z) = GFQ2)[]

n="7

g=xt+ad a1

C'=codes.CyclicCode(generator_pol=g, length=n)

C
[7,3] Cyclic Code over GF(2)

list(C')
[(0,0,0,0,0,0,0), (1,0,1,1,1,0,0), (0,1,0,1,1,1,0), (1,1,1,0,0, 1,0),
(0,0,1,0,1,1,1),(1,0,0,1,0,1,1),(0,1,1,1,0,0,1), (1,1,0,0, 1,0, 1)]

El siguiente resultado nos permite obtener la matriz generadora y la dimension
de un cédigo ciclico a partir de su polinomio generador.

Teorema 2.1.5. Sea C un [n, k] cddigo ciclico con polinomio generador, g(x) =
go+gix+---+g.2". Entonces, gy # 0 y {g(x), zg(x),--- , 2" "'g(x)} es una base
para C.

En consecuencia, k = dim(C) =n — grad(g(x)) y G e€s una matriz generadora,

go gl o« .. g'f’ O ) O
I
00 - g9 g -~ 9

Demostracion. Supongamos g, = 0, entonces 2" g(z) = g1 +gox+- - -+g. ta" 1,

lo cual contradice la minimalidad de ¢(z). Por otra parte, como g, # 0, entonces
g(z),zg(x), -+ ,2"""lg(x) son linealmente independitente. Luego, sea c(r) =
cot+cix+--+e,_12" 1 € C, entonces existe q(z) = qo+qr+- - @u_r12" L € A,
tal que c(z) = q(z)g(z) = qog(x) +qrxg(x)+- - -+¢y_r—12" " g(z), obteniendo que
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cada c(x) € C' es combinacion lineal de {g(z), zg(x),--- , 2" "1g(x)}. Por tanto,
k= dim(C) =n — grad(g(z)) y G es una matriz generadora,

g9 g - g 0 -0
G= | e
00 - 9 o - g

]

Ejemplo 16. Consideremos el codigo binario ciclico de longitud 7 con polinomio
generador g(x) = x® + x + 1, entonces aplicando el teorema anterior, una matriz
generadora para este codigo viene dada por

1101000

0110100
G:

0011010

00011O0T1

Es de notar que la matriz generadora G es de tamano 4 x 7 y rango 4, siendo 4
la dimension del cédigo C.

En el siguiente ejemplo, utilizaremos las herramientas de SageMath que hemos
presentado previamente para encontrar el polinomio y la matriz generadora de
un cddigo ciclico, con el objetivo de verificar el Teorema|2.1.5]

Ejemplo 17. Consideremos el siguiente codigo ciclico obtenido en SageMath.

F.(a) = GF(3)[]

n==a

Cc=codes.CyclicCode(length=n, field=F, D=[1,2])
Cc

[8,4] Cyclic Code over GF(3)

Cc.generator_polynomial ()
ot 4 223 + 22 + 2

Cec.generator _matriz()
2202100 0]
(0220210 0]
[00220210]
[00022021]
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Ce.minimum_distance()

Obtenemos el [8,4,4] cddigo ciclico sobre Fs, polinomio generador g(z) = x* +
22° + 2z + 2 y la matriz generadora verifica el Teorema congy = 2,g1 =
2792 :Oag?) = 2}’94 = 1.

El siguiente resultado nos permite definir el polinomio de control de un codigo
ciclico, con el cual se nos facilitara obtener una matriz de control para el codigo
C.

Lema 2.1.6. h(z) = :”g”(’;)l = ho + -+ + hyx* es un polinomio de control de paridad
para C. Es decir:

c(x) € C < h(x)e(r) =04

n

Demostracion. =] Sea c¢(x) € C. Luego, c(x) = f(x)g(x), y asi
hz)e(z) = f(x)(hM(z)g(z)) = f(x)(z" —1) = 0 en A,.

<] Si¢(z) € C estal que h(z)c(x) = 0 en A, entonces h(x)c(x) = f(x)(z" — 2),
con f(x) € F,[z]. Portanto, h(z)c(x) = f(z)(h(z)g(x))y asi, c(x) = f(x)g(z), pues
IF,[z] es dominio entero. De la ultima expresion, sigue que c¢(x) € C.
Por lo tanto, ¢(x) € C < h(x)c(z) =0 € A,.

0

Definicion 2.1.7. (Polinomio de control de C). Sea g(x) el polinomio de grado
r generador del codigo ciclico C. Como g(x) divide a =™ — 1 entonces

g(x)h(z) = 2" =1,

con h(z) polinomio de grado n — r, a este polinomio se le llama polinomio de
control de C.

La funcion en SageMath que nos permite hallar el polinomio de control de un
codigo ciclico C' es

C'.check_polynomial()

Ejemplo 18. Calcularemos el polinomio de control del cddigo ciclico de longitud
5 generado por g(x) = x + 1
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F.(z) = GPE)[]
C'=codes.CyclicCode(x + 1,5)
C
[5,4] Cyclic Code over GF(2)
C'.check_polynomial()
4+l +r+1

y comprobamos que en efecto h(z)g(z) = (z* + 2* + 2 +z + 1)(x + 1) = 2° + 1.

Las caracteristicas de este polinomio se presentan en el siguiente resultado.

Teorema 2.1.8. Sean C un cddigo ciclico y h(z) su polinomio de control, entonces
1. C ={c(z) € A, : c(x)h(z) = 0}.

2. Sih(x) =ho+hix+-- -+ h,_.2"", entonces la matriz de control de C esta

dada por
hp_r -+ hy 0
0 hp_yp -+ hg 0
0 0 hypp -+ hy O
0 hp_r -+ ho

3. El codigo dual C+ es el codigo ciclico de dimension r con polinomio
generador

ht(z) =2""h (x’l) = (hoa:"”” +h T hn,r) .

4. El codigo generado por h(x) corresponde <az_l codigo dual con coordenadas
invertidas, este codigo sera denotado por C+.

Demostracion. 1. Sea c(x) € C. Entonces c(x) = f(z)g(x), para algun f(z) € A,.
Por tanto, c(z)h(z) = f(z)g(z)h(x) = f(z)(z™ — 1) = 0. Reciprocamente, sea
c(x) € A, tal que c¢(x)h(x) = 0. Por el algoritmo de la divisién tenemos c(z) =
f(z)g(z) + r(x), con grad(r(z)) < r o r(z) = 0. Luego,

c(x)h(x) = f(x)g(x)h(x) + r(z)h(z) = r(z)h(z)

como grad(r(z)h(z)) < r+ (n —r) = n se tiene que r(x)h(x) = 0, es decir,
r(z) = 0, y por consiguiente ¢(z) = f(z)g(z), en otras palabras, c¢(x) € C.
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2. Sic(x) € C, entonces c¢(x)h(x) = 0 con grad(c(z)) =r <ny grad(h(z)) =n—r.
Asi, grad(c(z)h(z)) < n+n—r = 2n—r, con lo cual sobre F,[z] se tiene c¢(z)h(z) =
(" = 1)f(z) con grad(f(z)) < n—r.Luego c(z)h(x) = (" — 1)(fo + friz + -+
form12" 7T = for + "t 4 2T (ot fro A farmz™ T,
vemos que los coeficientes de "=, 2"t ... z"~! en el producto c(z)h(x) son

cero, es decir, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

COhn—'r + Clhn—r—l ++ Cn—rhO =0
Clhn—’r‘ + Cth—r—l ++ Cn—’/‘-l—lhO =0
Cr—lhn—r + Crhn—r—l + Cn—lhO = 0.

lo cual es equivalente a (cyc; ...c,—1) HY = 0, es decir, H genera un codigo C’
que es ortogonal a C, o sea, ¢’ C C+. Ademas, como h,_, # 0, se tiene que
dim C" = r y por lo tanto C' = C*.

3. Como h(x)g(x) = 2" — 1 entonces h (z7 1) g (z7 ') = 2™ — 1, asi,
" "h (:C’l) x'g (m’l) =1—-2a",

es decir, el polinomio moénico g(z)* = hy'z""h (') divide a 2™ — 1. Luego, el
cddigo ciclico generado por g+ (z) tiene como matriz generadora a H y a su vez
H es la matriz de control de C, por lo tanto, (g*(z)) = C*.

4. Notemos que de la Definicion [2.1.7] se puede concluir que h(z) genera un
codigo ciclico de longitud n y que ademas este cédigo esta conformado por las
coordenadas invertidas del cédigo dual C, pues el polinomio generador h(z) =
ho+hyz+-- -+ h,_.2" " es el polinomio invertido del polinomio generador de C+
ht(z) = (hox™ ™" + hlx"‘<7‘_‘1 + .-+ h,—,). Al codigo generado por el polinomio de
control le denotaremos C*. O

Ejemplo 19. Consideremos el codigo ciclico C de longitud 7 generado
por el polinomio g(x) = 2* + 22 + x + 1, y usando la funcion
codes.CyclicCode(generator pol = g,length = n) de SageMath obtenemos el
[7,3] cddigo ciclico sobre T}, y con ayuda de la funcion C'.check_polynomial ()
obtenemos el polinomoio de control h(x) = z* + z + 1

F.x)=GF(2)]]
C=codes.CyclicCode(z" + z* + x4+ 1,7)
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C

[7,3] Cyclic Code over GF(2)

C.minimum_distance()

4

2 4+ar+1
H

[1 0 1

[0 1 0

[0 0 1

[0 0 O

C.check_polynomial()

H=Cparity_check_matriz()

= O = =

O ~» ~ O

=, =, O O

0]
0]
0]
1]

Una vez conocido el polinomio de control de C' podemos hallar el polinomio
generador de C+

g (z)

=" "hz ) ="M T ) =@ e ) = 1 2 2t

Ademas, nétese que como h(x) = 1+z+2?, la matriz H de control de C obtenida
en SageMath satisface el teorema anterior,con hy = 1,h; = 1,ho =0y hz =1

h7—4

0
0

h7_s
0 hr—a his
0 hry

0

h7_6

0

0 hs ha hi hg O 0 O
0 | 0 hy ha hi hg 0 0O
ol | 0 0 hy hy hy hy O
o 0 0 0 hy hy hi ho
1011000
lo1o0o1100
“foo10110|’
0001011

siendo r = 4 el grado del polinomio generador de C.

Ejemplo 20. A/ considerar el [8,4,4] codigo ciclico sobre F5 del Ejemplo
obtenemos que su polinomio de control esta dado por:
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Cc.check _polynomial()
ot 3+ 2?4 2r+ 1

El siguiente ejemplo ilustra la obtencion de la matriz de control de un codigo lineal
C' a partir de su polinomio de control.

Ejemplo 21. Consideremos C el codigo binario ciclico de longitud 7 con
polinomio generador g(z) = 2* + x + 1, entonces su polinomio de control es
h(x) = x* + 2% + 2 + 1. Eplicando la Proposicién una matriz de control de
C' viene dada por

1011100
H=10101110
0010111

Verificamos este resultado en SageMath a continuacion

F.(x) =GF(2)[]
n="7
g=x’+x+1
C'=codes.CyclicCode(generator_pol=g, length=n)
C
[7,4] Cyclic Code over GF(2)
C'.check_polynomial()
s+ +1
C.parity_check_matriz()
[1011100]
[0101110]
[0010111]

Nétese que la matriz de control H es de tamarno 3 x 7 y con rango 3, esta
caracteristica se deriva del hecho de que la codificacion C' posee dimension 4.
Ademads, esta matriz genera al cédigo dual C+ de C, que es también ciclico con
polinomio generador h(z) = 1 + 2? + 2 + z*, que es precisamente el polinomio
gs(x) del Ejemplo en el que se calculaban todos los polinomios generadores
de codigos ciclicos binarios de longitud 7. Es importante resaltar con este ejemplo
que el polinomio de control h(x) de un codigo ciclico C' no es necesariamente el
polinomio generador de C*+, aunque tenga el grado adecuado para generar C+,
sea monico y divisor de x" — 1. Verificamos esto en SageMath a continuacion
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Ct=C.dual _code()
Ct
[7,3] Cyclic Code over GF(2)
Ctl=codes.CyclicCode(z" + x° + x + 1,7)
Ctl
[7,3] Cyclic Code over GF(2)
Ct==C"t1
False
list(Ct)
[(0,0,0,0,0,0,0), (1,0,1,1,1,0,0), (0,1,0,1,1,1,0), (1, 1,1,0,0,1,0),
(0,0,1,0,1,1,1),(1,0,0,1,0,1,1),(0,1,1,1,0,0,1), (1,1,0,0,1,0,1)]
list(Ct1)
[(0,0,0,0,0,0,0), (1,1,1,0,1,0,0), (0,1,1,1,0,1,0), (1,0,0,1,1,1,0),
(0,0,1,1,1,0,1),(1,1,0,1,0,0,1), (0,1,0,0,1,1,1),(1,0,1,0,0,1,1)]

Calculando el cédigo dual del codigo C' con la funcion C.dual _code() y el codigo
ciclico Ct1 generado por el polinomio de control g(x) = x* + x? + +1 sobre F,,
obtenemos que Ct # Ctl.

A continuacién se presenta un resultado de codigos ciclicos sobre cuerpos finitos
donde la estructura algebraica del codigo esta vinculada a las raices de la unidad.

2.2. RAICES n-ESIMAS DE LA UNIDAD Y CLASES CICLOTOMICAS

Definicion 2.2.1. Clases ¢-ciclotomicas. Sean n,q € N tales que mcd(n,q) = 1
ei€{0,1,...,n— 1}. Se define la i-ésima clase lateral ciclotomica de ¢ modulo
n como el conjunto

C,(i) = {i¢ méd n : j € No}

siendo el conjunto de las clases ciclotomicas C,(i) una particion de {0,1,...,n —
1}.

Ejemplo 22. Consideremos todas las clases 2-ciclotomicas modulo 7. Como
mcd(2,7) = 1, entonces formaran una particion de Z-.
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Cuadro 2.2: Clases 2-ciclotdbmicas modulo 7.

Clase ciclotémica | Elementos de la clase, Cy(i) | Clases equivalentes
02<0) {0} B
Cs(1) {1,2,4} C5(2), Ca(4)
C2(3) {3,5,6} Cs(5), Cs(6)

Fuente: Elaboracion propia.

Todas las raices de =™ — 1 pueden estudiarse en términos de clases ciclotdmicas.
A continuacion, se detalla el procedimiento []

Para factorizar 2™ — 1 sobre F,, es conveniente encontrar una extension F, de
[F, que contenga todas sus raices, es decir, IF, debe contener una raiz primitiva
n-ésima de la unidad, y para ello es necesario que n | (¢* — 1).

Sean ¢,n € N tales que n | (¢" — 1) con ¢ potencia de un nimero primo, y sea ~
un elemento primitivo de F,. con s = Ord,(q), es decir, ¢ = 1 méd n. Notemos
que L1 eZy

o = ’}/qSTil

g°—1

es una raiz n-ésima de la unidad, esto dado que o = (y » )" =~7 ! = 1. Ahora

S—1
veamos que el orden de o es n, supongamos 0 < r < ntalque o” = (v )" =1,
entonces como 14~ = 1 se tiene que ¢° — 1], Es decir, YU = (¢* — 1)m
para algin m € Z por lo tanto tenemos que -~ = m € Z, lo cual es absurdo. Por
tanto, « es una raiz n-ésima de la unidad.

Las raicesde 2" —1son 1,a,a?, ...,a" . Entonces, paracadai € {0,1,...,n—1}
como o es una raiz se tiene que o', ', o' - .- ai""" son raices del polinomio
monico sobre Flx] que tiene a « como raiz, y siendo d el menor entero positivo
para el cual se tiene o'?" = o'. De este modo tenemos que el polinomio minimo
para las raices anteriores esta dado por

7 Luis Enrique PINEDA RAMIREZ. “Cédigos BCH y de Reed-Solomon”. Trabajo de grado.
Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, 2020, pag. 89.
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donde para el conjunto de exponentes {i,iq, i¢?, ...,i¢" '}, d es el menor entero
positivo tal que i¢? = i(médn). Estos elementos pueden ser considerados
modulo n. En efecto, sii¢/ = kn + r para algin n, k € Z con 0 < r < n, entonces
i — bt — gkngr = (1)(a") = o. Asi, podemos considerar el conjunto de
exponentes como la clase ciclotémica C,(i). Por tanto, tenemos

Mei = H (x —a")

1€Cy(s)

(0%

y por consiguiente tenemos que x" — 1 es el producto de los distintos polinomios
minimos de sus raices

v —1 =[] Ma,

donde s recorre un conjunto de representantes de las clases laterales
g-ciclotomicas médulo n.

Sea T' = U,C, la unién de las clases laterales g-ciclotdmicas. A las raices de
la unidad Z = {a'|i € T} se les llama ceros del cédigo ciclico C. El conjunto
T es llamado conjunto de definicion de C. Nétese que T, y el conjunto de
ceros, determinan completamente un polinomio generador ¢(z), y por tanto la
dimensioén del codigo generado por este polinomio g(z) es n — |T'|, dado que g(x)
tiene grado |T'|.

A continuacion se presenta un ejemplo aplicado en SageMath donde haremos
uso de la funcién codes.CyclicCode(length = n, field = F,D = []), donde el
parametro D = [] corresponde al conjunto de definicion del codigo.

Ejemplo 23. Calculemos el cédigo ciclico C de longitud 21 sobre Fy y D = [1, 3]
donde estamos tomando como conjunto de defincion de C' las clases ciclotomicas
Cy(1) y Cy(3), adicionalmente hallaremos las clases 2-ciclotomicas modulo 21,
para verificar que el conjunto de definicion de C es en efecto la coleccion de
clases 2-ciclotomicas modulo n.

F.a)=GF(2)[]

n=21

Cc=codes.CyclicCode(length=n, field=F, D=[1, 3])
Cc
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[21,12] Cyclic Code over GF(2)
Cc.generator_polynomial ()
4ttt +at o+l

Ce.minimum_distance()

Cy = Zmod(21).cyclotomic_cosets(2); Cy
[[0],[1,2,4,8,11,16], [3,6,12], 5, 10,13, 17, 19, 20], [7, 14], 9, 15, 18]
Ce.defining_set()
[1,2,3,4,6,8,11,12, 16]

donde hemos especificado como conjunto definidor las clases laterares
2-ciclétomicas modulo 21, cuyos representantes son la clase Cy(1) y C(3),
lo cual verificamos con la funcién de SageMath Cec.defining set() que en
efecto el cojunto definidor es Cy(1) U Cy(1) con Cy(1) = {1,2,4,8,11,16}
y C5(3) = {5,10,13,17,19,20}, los cuales optenemos con la funcién
Zmod(21).cyclotomic_cosets(2) que sirve para calcular las clases ciclotémicas.

A continuacion se presentan los codigos BCH, los cuales pertenecen a una
amplia familia de codigos ciclicos disenados para corregir errores. Estos
codigos representan una generalizacion de los cédigos de Hamming, disefada
especificamente para abordar la correccion de mdultiples errores.

2.3. CODIGOS BCH

Los cddigos BCH representan una extension significativa de los cédigos de
Hamming, permitiendo la correccién de multiples errores. Fueron descubiertos
de manera independiente por Bose y Ray-Chaudhuri en 1960, asi como
por Hocquenghem en 1959. La subclase de los codigos BCH binarios es la
subclase mas importante desde el punto de vista tanto de la teoria como de la
implementacion. Una caracteristica importante de los cddigos BCH, conocida
como la cota BCH, establece que la distancia minima d es mayor o igual a
t. Esta propiedad es particularmente Util ya que proporciona una base sélida
para la construccién de cédigos, asegurando que cumplan con los requisitos
de deteccion y correccion de errores. Los cédigos BCH pueden ser binarios y
no binarios, entre los no binarios, los mas importantes son los de Reed-Solomon.

Los parametros de disefio de los codigos BCH se determinan a partir de
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ecuaciones especificas que tienen en cuenta el nimero de errores que se busca
corregir. Estas ecuaciones establecen las condiciones necesarias para definir los
parametros adecuados y, por lo tanto, para seleccionar el polinomio generador
correcto, los parametros de diseno estan determinados por:

= |Longitud de bloque: n = ¢™ — 1
» Dimensién: k =n — mt
» Distancia minima: d > 2t + 1

El polinomio generador de este codigo se especifica en términos de sus raices
sobre F,,.

Definicion 2.3.1. Sea a un elemento primitivo en F ., el codigo BCH de
correccion de t errores de longitud ¢™ — 1 y distancia minima designada 2t + 1
es un codigo ciclico tal que su polinomio generador g(x) es el poliomio de
menor grado sobre F, que tiene a a,a? o, ..., o* como sus raices. Sea ¢;(x)
el polinomio minimal de o para1 < i < 2t, entonces el polinomio generador esta
dado por

g(l’) = mcm{¢a(x), ¢a+1(x)7 SRR ¢a+d*2(l.)}7

para algun a, comunmente se elige a = 1, y estos codigos son conocidos como
codigos BCH en sentido estricto.

Ejemplo 24. Supongamos que trabajamos en el cuerpo finito IF,4, lo que significa
que ¢ = 2 y m = 4. Ademas, consideremos un elemento primitivo o« € Fa .
Construiremos dos cddigos BCH de longitud n = 2* — 1 = 15 y con distancia
minima de disefno d > 2t + 1, cont = 2 y por otro lado cont = 3. En primera
instancia calcularemos los polinomios minimales ¢.,...,¢¢ de cada o' con
0<1i<6.

Haciendo uso de la funcion .minpoly() de SageMath calculamos dichos
polinomios

F.la) =GF(2*,impl = 'ntl")
manpoly(a)

otz +1
minpoly(a?)

41
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minpoly(a®)
3+t +1
minpoly(a?)
i+ r+1
minpoly(a®)
?+z+1
minpoly(a®)
4+t +1

obteniendo que lo polinomios minimos de a1, s, as, ay, as ¥ ag SON:

d2(t) = Palw) = 1+ + 2,
go(z) =1+ +2° +2° + 2,
1+az+a22

¢1(2)
¢3()
5 ()

Una vez obtenido los polinomios minimos de o' podemos calcular los siguientes
codigos:

1. El codigo BCH de doble correccion de errores de longitud n = 16 — 1 = 15,
con dimension satisfaciendo n — k = mt, es decir, 15 — k = 4(2) entonces
k = 7 y distancia minima de disefiod > 2t + 1 = 2(2) + 1 = 5, es generado
por

g(x) = mcm{¢1 ({L’), ¢2(1’), ¢3(IL’), ¢4($)}’

luego, dado que ¢1(z) = ¢o(x) = pa(x) y ¢3(x) son polinomios irreducibles
distintos, entonces:

g(z) = ¢1(x)¢s(x)
= (1 +z+a )1 +2+2°+2° +a%)
=142+ 2%+ 27+ 28

El codigo BCH de doble correccion de errores es el [15, 7] codigo ciclico con
distancia minima d > 5 y como el polinomio generador es un polinomio de
peso 5 entonces la distancia de este codigo es exactamente 5. Verificamos
estos parametros en SageMath a continuacion
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F.(z) ~GF()[]
C = codes.CyclicCode(1 + z* + 2° + 27 + 25, 15)
C

[15,7] Cyclic Code over GF(2)

C.minimum_distance()

2. El cdédigo BCH de longitud 15 para correccion de t = 3 errores, es generado
por

g(z) = mem{¢1(x), 92(x), ¢3(x), Pa(x), P5(x), Po(x) }
=(1+z+2")(1+z+2*+2°+ 21+ 2+ 27)
=1l+az+2"+2"+2°+2°+2"

generando el [15,5] codigo ciclico con distancia minima d = 7 dado que
el polinomio generador tiene peso 7. Verificamos estos parametros en
SageMath a continuacion

F.(z) =GF(2)[]
C = codes.CyclicCode(1 + x + 2% + 2* + 2° + 2% + 219, 15)
C

[15, 5] Cyclic Code over GF(2)

C.minimum_distance()

En SageMath, podemos verificar que el codigo de longitud 15 generado por el
polinomio g(z) = 1 + x + 2% + 2* + 2° + 2® + 2'° corresponde al cédigo BCH con
los parametros establecidos en el ejemplo anterior.

F.(z) = GP)[]
n=15
g=1+z*+25+27+2°
C'l=codes.CyclicCode(generator_pol=g, length=n)
C1

[15,7] Cyclic Code over GF(2)
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sage: C2=codes. BCHCode(GF(2),15,5)

sage: C2

[15,7] BCH Code over GF'(2) with designed distance 5
sage: C1==C2

True
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3. CODIGOS LINEALES COMPLEMENTARIOS DUALES (LCD)

Los codigos LCD fueron introducidos y estudiados por Massey H Estos codigos
desempefan un papel crucial en garantizar la integridad de la informacion
y proteger la seguridad de los datos en diversos entornos de desarrollo. Su
aplicacion abarca areas tan variadas como la transmision de datos en redes
de comunicacion, la proteccion de la integridad de datos en sistemas de
almacenamiento y una de sus aplicaciones mas conocidas: el enmascaramiento
de datos.

En entornos donde la seguridad y la confidencialidad son prioritarias, como
en el enmascaramiento de datos, los codigos LCD son esenciales. Estos
codigos permiten ocultar la informacion mediante técnicas de codificacion,
asegurando que los datos confidenciales no sean vulnerables a accesos
no autorizados o manipulaciones indebidas, mas adelante detallaremos esta
importante aplicacion.

Definicion 3.0.1. Codigo lineal dual complementario (LCD). Un cédigo C es
llamado cédigo LC'D si C'n C+ = {0}, lo que es equivalente a C' & C+ = F7.
Ademads, observe que si C' es un codigo LCD, entonces C+ también lo es, dado
que (CH*+ =C.

Notese que aunque esta propiedad es inmediata para subespacios vectoriales de
caracteristica cero, no es cierto en general para cuerpos de caracteristica prima,
como es el caso de los cuerpos finitos.

Ejemplo 25. Consideremos el cuerpo F, el cual tiene caracteristica 2. Y veamos
el siguiente codigo lineal

codes.random_linear_code(GF(2),5, 3)

C
[5, 3] linear code over GF'(2)

list(C')
[(0,0,0,0,0), (0,1,1,0,1), (0,0,1,0,0), (0,1,0,0,1), (1,0,1,0,0), (1,1,0,0, 1),
(1,0,0,0,0), (1,1,1,0,1)]

ct = C.dual_code()

ct
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[5,2] linear code over GF(2)
list(ct)
[(0,0,0,0,0), (0,1,0,0,1), (0,0,0,1,0), (0, 1,0, 1,1)]
set(C').intersection(set(ct))
{(0,0,0,0,0),(0,1,0,0,1)}

En este ejemplo obtenemos que C' N C+ = {(0,0,0,0,0),(0,1,0,0,1)} # 0.

Mas aun, puede ocurrir que uno este contenido en el otro o incluso que sean
iguales, lo cual se presenta en la siguiente definicion.

Definicion 3.0.2. Sea C un [n, k] cddigo lineal sobre T,

1. Si C C C+, entonces C se denomida auto-ortogonal.

2. Si C = C*, entonces C se denomida auto-dual.

Noétese que C* es un subespacio vectorial de F}!, dim(C*) + dim(C) = n'y
(C+)+ = C. Por lo tanto, si C' es un cddigo con parametros [n, k| entonces su

cddigo dual C* es un cédigo [n,n — k.

A continuacién presentamos un ejemplo de un codigo dual complementario
y mostramos algunas funciones de SageMath para determinar algunas
caracteristicas del codigo.

Ejemplo 26. Consideremos el siguiente codigo generado por la matriz

Q

I
— =
—_ = O
= o O
o O O

caculamos en SageMath el codigo lineal generado por dicha matriz y realizamos
otras cuentas como sigue:

G = Matriz(GF(2),[[1,0,0,0],[1,1,0,0], 1, 1,1,0])
C' = LinearCode(G); C

[4, 3] linear code over GF(2)
Clis_sel f _orthogonal()

False
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Clis_sel f _dual()
False
Ct = C.dual_code(); Ct
[4, 1] linear code over GF(2)
A = set(C); B = set(Ct)
A.intersection(B)
{(0,0,0,0)}
list(C)
[0, 0, 0, 0),
(1, 0, 0, 0),
(1, 1, 0, 0),
(0, 1, 0, 0),
(1, 1, 1, 0,
(0, 1, 1, 0),
(0, 0, 1, 0),
(1, 0, 1, 0]
list(Ct)
[(0,0,0,0),(0,0,0,1)]
dimension(C)
3
dimension(C't)
1

Las funciones de las lineas 3 y 4 nos ayudan a determinar si el codigo es
auto-ortogonal o autodual respectivamente. En este ejemplo, llegamos a la
conclusion de que el codigo no es auto-ortogonal ni autodual. Adicionalmente en
la linea 5 obtenemos el 4, 1] codigo lineal dual de C' seguidamente calculamos la
interseccion de ambos codigos lo que resulta en el conjunto que solo contiene el
elemento (0,0,0,0). Esto nos lleva a la deduccion de que el codigo es, de hecho,
un codigo dual complementario. Finalmente calculamos las dimensiones de C' y
C* y podemos notar que en efecto la suma de sus dimensiones es igual a la
longitud del cdédigo, es decir, dim(Ct) + dim(C) =1+ 3 = 4.

Nétese también que el hecho de que dim(C+) + dim(C) = n no implica que que
los cddigos sean duales complementarios.

Definicion 3.0.3. Dado C C [}, decimos que una aplicacion P : F; —; C es una
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proyeccion ortogonal sobre C' si y solo si

v Si vel
P pr—
(v) { 0 si veCt.

Lema 3.0.4. Sea C' un codigo lineal de longitud n sobre ¥, y sea P : F; — T}
una aplicacion F-lineal. Entonces P es una proyeccion ortogonal con respecto al
producto interno sobre C' siy solo si

v Si vel
P p—
(v) { 0 si veCt.

Demostracion. Supongamos P : F; — C' proyeccion ortogonal con respecto al
producto interno sobre C. Sean v € C'y u € C*, entonces tenemos C' = Im(P).
Por lo tanto, existe una palabra z € F7 tal que P(z) = v, entonces v = P(z) =
P?*(z) = P(P(x)) = P(v), esto es, P(v) = v € C. Por otra parte, como u € C+,
se tiene que (u,v) = 0 para todo v € C' = Im(P). Con lo cual se deduce que
u € Ker(P), y por lo tanto, P(u) = 0. Ahora supongamos que

v si vedl
P —
(v) {o si veCL.

Como P es funcién, tenemos que C'N C*+ = {0}. Para cada w € F}, se puede
escribir de forma Unica w = v + u, donde v € C'y u € C*. Entonces P(v) = vy
P(u) =0.Seav € Im(P) y w € Ker(P). Entonces v € C'y P(w) = 0. Resulta que
w € Cty (w,v) = 0. Por lo tanto, Im(P) y Ker(P) son ortogonales con respecto
al producto interno. O

Lema 3.0.5. ff| Sea C' un cédigo lineal de longitud n sobre T} entonces C' es un
codigo LCD si, y sélo si la proyeccion ortogonal sobre C' existe.

Demostracion. Supongamos P proyeccion ortogonal sobre C'. Entonces

v si vedl
HMO={O si veCt,

Si C' no es LCD entonces existe . € C' N C* con u # 0, con lo cual tendriamos
que Po(u) =0y Po(u) =0, es decir que 0 = u # 0, lo cual es una contradiccion.

8  Cristian David Salina Cassiani. “Cédigos de grupos LCD y LCP”. 2019.
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Ahora, supongamos que C es un codigo LCD. Sea w € F”, entonces existen
u € C'yv € C* lnicos, tales que w = u + v. Consideremos la aplicacion P, :
Fy — [, como FPco(v) = u, no es dificil verificar que P es una aplicacion lineal
bien definida. Luego, por el lema anterior tenemos

z Si zxzeC
Pc(aj):{o si xeCt.

Ahora bien,
1. veamos que Pp € F;. Sean w,w’ € [ tales que w = u + vy
w = u + v, entonces Po(w + w') = Po[(u + v) + (v + )] =

Pollu+ )+ (v+ )] = u+ v = Po(w) + Po(w'). Sea « un escalar,
Po(aw) = Po(a(u+v)) = Polau + av) = au = aPo(w).

2. Sean C,C’" C [y, tales que C' = ', con Po(w) = uy Pi(w) = u, entonces
u = u, Po(w) = P, (w) entonces Po = P/.
Por lo tanto, por el lema anterior, P- es una proyeccion ortogonal sobre C.

]

Proposicion 3.0.6. H Sea C un[n, k] codigo lineal, y sea G una matriz generadora
de C. Entonces C es un cddigo LCD si, y sélo si la matriz (k x k) GGT es no
singular.

Demostracion. Supongamos GG no singular. Entonces si u € C, es decir que

_ ’ k -
u = vG para algun v € Fy, se tiene

uGT (GGG = (vG)GT(GGT) '@
= v(GGT(GGT) Q)
= v(GGT(GT)'G7Q)
=vG

= Uu.
Ademas, nétese que si u € C*, es decir 0 = uG*. Entonces se tiene
uGT(GGTY G = 0.

Con lo cual concluimos que GT(GGT)~'G es la proyeccién ortogonal de C, y por
tanto, C' es un codigo LCD.
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Ahora, supongamos que GGT es singular. Como GG' es una matriz de tamafo
k x k, entonces Rang(GGT) < k. Por otro lado, por el teorema del rango-nulidad
se tiene que k¥ = Rank(GGT) + Null(GGT), donde Rank(GGT) es el rango
de la matriz y Null(GGT) es la dimensién del espacio nulo (el espacio de los
vectores nulos de GGT). Por tanto tenemos & = Rank(GGT) + Null(GGT) <
k + Null(GGT), con lo cual 0 < Null(GGT), lo que implica que Ker(GGT) # {0}.
Por consiguiente, existe un vector v € F; distinto de cero tal que uGG" = 0.
Notese que uG € C, con u diferente de cero. Por otra parte, como todo vector
v € C puede escribirse como v = /G para algin v’ € F; tenemos

(uG!' = (uG)(W'G)*
= uGGT (u)"
— O(U/)T
—0

por tanto, uG también es un vector en C*, es decir, uG € C N C+ # {0}, en otras
palabras C' no es un cédigo LCD. O

A continuacion, se presenta un teorema que proporciona una caracteristica
fundamental de los cédigos LCD ciclicos, estableciendo condiciones bajo las
cuales un codigo ciclico se considera LCD.

3.1. CARACTERIZACION DE LOS CODIGOS CiCLICOS LCD

Antes de presentar el siguiente resultado, es importante comprender el concepto
de un polinomio auto-reciproco y de codigo reversible. El reciproco p*(z) de un
polinomio p(x) de grado n se define por p*(z) = z"p(z~!)p,*. Un polinomio se
llama auto-reciproco si coincide con su reciproco. Por otro lado, un codigo es
reversible si para cada (cg, ci,...,c,—1) € C, lapalabra (¢,—1,¢p—2,...,¢) € C.

Corolario 3.1.1. E/ cddigo ciclico C' generado por el polinomio monico g(X) es
reversible si, y solo si g(X) es auto-reciproco.

Teorema 3.1.2. Sea C un cddigo ciclico de longitud n sobre F, con polinomio
generador g(x), entonces C es un codigo LC D si cumple una de las siguientes
condiciones:

1. g(x) es auto-reciproco.
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2. Elinverso de todo cero de g(x), también es un cero de g(x).
3. ¢ = —1 méd n para algun entero positivo 1.

Demostracion. Supongamos C' N C* # {0}, entonces existe p(x) € F,[z] no nulo,
tal que

Por otra parte, como g(z) es auto-reciproco se tiene g(z) = g*(z) = z"g(z™!)
siendo r < n — 1 el grado de g(z), y por otro lado tenemos que ¢*(z) = &)
con h(z) = £7%. Luego,

p(z) = a(z)g(z) = a(x)z"g(z™") y,
akh(z71) aha —1

pla) = )y (x) = bla) = = ()

entonces, a(z)z"g(x™!) = b(@i—ﬁ%- Ahora, si consideramos « raiz de g(x),

como g(r) es auto-reciproco tenemos que o' también es raiz de g(z), por lo
que tenemos

k —n __ 1
ala)a"g(a™t) = bla) =~
(@a"gla™) = b(a) 3=
0= b(a)ak—m — 11
B ho 0
lo cual es absurdo. Por tanto, C N C+ = {0}. O

Notese que las condiciones anteriores son equivalentes, de la definicidén de p*(x)
se puede notar que p*(z~!) = 2 "p(x), de lo cual se concluye que 3! es una raiz
no nula de p*(x) si, y solo si 5 es una raiz no nula de p(x). Por otra parte, sea C,(a)
la clase g-ciclétoma mddulo n que contiene a, donde 0 < a < n—1, y supongamos
¢ = —1 méd n para algln entero positivo I. Entonces, —a = —ag' méd n. De lo
cual concluimos que —a esta en C,(a). Por lo tanto, cada factor irreducible de
2™ — 1 es auto-reciproco y por tanto reversible.

Ejemplo 27. Consideremos C el codigo binario ciclico de longitud 9 con
polinomio generador g(x) = 2% + 2 + 1, con ayuda de SageMath veremos que
este codigo ademas de ser ciclico, es dual complementario
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F.(z) = GF(2)]]
n=29
g=a15+25+1
C' = codes.CyclicCode(generator_pol = g,length = n)
C
19, 3] Cyclic Code over GF(2)
C.minimum_distance()
3
Ct = C.dual_code()
Ct
9, 6] linear code over GF(2)
set(C').intersection(set(Ct))
{(0,0,0,0,0,0,0,0,0)}
g.reverse()
2%+ a° + 1

Con los resultados obtenidos con cada funcion en SageMath podemos concluir
que el codigo generado por el polinomio g(x) es el [9,3,3] cddigo ciclico
y que el cédigo C+ es el [9,6,2] cédigo ciclico dual, la funcion g.reverse()
se usa para verificar si el polinomio es igual a su forma invertida, lo que
indica que es un polinomio auto-reciproco, obteniendo que en efecto, g(x) es
auto-reciproco, ademas de haberlo comprobado con la interseccion de C N C+ =
{(0,0,0,0,0,0,0,0,0)}, por lo que tenemos que C' es un codigo LCD.

A continuacién se presenta un programa desarrollado en SageMath que tiene
la capacidad de identificar y presentar una lista de polinomios que cumplen dos
propiedades fundamentales: generan cédigos ciclicos y son auto-reciprocos.

def AllCiclicRec(n,q) :
F.(x) = Polynomial Ring(GF(q))
D = divisors(z™ — 1)
[ =len(D)
foriinrange (1) :
if D[i] == Dli].reverse() :
print(‘ Polinomio autor-eciproco:’, D [i])

Ejemplo 28. Haciendo uso del algoritmo anterior obtenemos todos los codigos
ciclidos LCD de longitud 7 sobre F,
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AllCiclicRec(7,2)
Factor auto-reciproco =1
Factor auto-reciproco = x + 1
Factor auto-reciproco = 2° + 25 + 2* + 23 + 22 +x + 1
Factor auto-reciproco = z7 + 1

Podemos comprobar tomando cualquier polinomio que en efecto los polinomios
proporcionados por el programa anterior son auto-reciprocos, por ejemplo, si
consideramos el tercer polinomio g(x) = 2°® + 2> + 2* + 2 + 2> + v + 1 es
auto-reciproco

gl =@+ ot v i e 4 D)
=1l+az+a”+a2°+a2" +2°+2°

Ejemplo 29. Empleando el programa anterior obtenemos que los siguientes
polinomios son generadores de codigos ciclicos LCD de longitud 3 sobre Fy:

AllCiclicRec(3,2)
Factor auto-reciproco = 1
Factor auto-reciproco = x + 1
Factor auto-reciproco = 2% + x + 1
Factor auto-reciproco = z* + 1

ahora, consideremos el polinonio g(x) = = + 1 y aplicando las funciones de
SageMath que ya hemos visto, comprobamos que en efecto el codigo generado
por este polinomio es un cddigo ciclico LCD, verificando que la interseccion del
codigo con su codigo dual unicamente el elemento (0,0,0).

F.z)=GF(2)[]
C=codes.CyclicCode(x+1, 3)
C

[3,2] Cyclic Code over GF(2)
list(C')

[(0,0,0), (1,1,0), (0,1,1), (1,0,1)]
Ct=C"dual_code() #Codigo dual de C
list(Ct)
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[(0,0,0),(1,1,1)]
set(C).intersection(set(Ct)) # Calculo de la interseccion de C y C*+

{(0,0,0)}

A continuacién se presenta una aplicacion de los cddigos lineales duales
complementarios.

3.2. ENMASCARAMIENTO DE DATOS

El enmascaramiento de datos es un proceso que implica la modificacién de
ciertos elementos de los datos almacenados, alterando su contenido mientras se
preserva su estructura basica. El objetivo principal es salvaguardar la informacion
confidencial, asegurando que los datos sensibles de los clientes no estén
accesibles fuera del entorno de produccién. Mediante el enmascaramiento de
datos, creamos una version de los datos que conserva una estructura similar
a la original, pero que no contiene informacion auténtica. Esta técnica resulta
especialmente Util en entornos de desarrollo o pruebas de software. El propdsito
fundamental es proteger la integridad de los datos reales mientras se dispone
de un sustituto funcional para situaciones en las que no se requieren los datos
originales. Es una técnica que consiste en combinar los datos sensibles con
valores aleatorios llamados mascaras, de tal manera que la informacion original
se oculte y sea dificil de obtener sin conocer las mascaras correspondientes.
A continuacion se presenta el esquema de enmascaramiento propuesto por J.
Bringer Bl

Definicion 3.2.1. Complemento de un espacio vectorial. El espacio vectorial
C' se puede completar con algunos vectores para generar F. Estos vectores
definen el complemento D de C' en [}, escribimos ¥} = C & D para decir que F}
es la suma directade C' y D.

Si C' es un cédigo lineal, donde G y H son matices generadoras de C' 'y D
(complemento de C) respectivamente, entonces todo vector » € F; se puede
escribir de forma unica como

z=xG + yH, (3.1)

para dado z € F} y dado y € F~".
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Si C' es un codigo lineal dual complementario (D = C+), entonces F} = C & C+,
y ademas tenemos que GH” = 0 (la matriz de ceros k x (n — k)), donde H es la
matriz de control del codigo lineal C. Entonces, de la ecuacion x 'y y pueden
ser recuperados de la siguente forma:

r=2GT(GGT) ™, (3.2)

y=z:H'(HH")™ (3.3)

Notese que dado que G es una base para C, es decir, estd compuesta
de vectores linealmente independientes de F%, entonces GGT es una matriz
invertible & x k, asi mismo tenemos que HH” es una matriz invertible (n — k) x
(n — k). Por lo que la proyeccion Pcy Pp de z € F§ en C'y en D, esta dada por:

Po:F? — C, z+——c=2G"(GG")7'q,
Pp:Fy —D=C+ z+—d=zH'(HH")'H.

Representacion de datos. Para el esquema de enmascaramiento, elegimos C
y D, como D = C*. Representaremos cualquier vector z € F} como la suma de
dos palabras de cddigo » = ¢ & d. Los datos sensibles codificados son ¢ € C,
mientras que la mascaraes d € D.

Entonces, para proteger datos confidenciales = de k bits, se requieren (n — k)
bits aleatorios. Estos se denotan por y, la mascara es igual a d = yH. La idea es
que la informacion sean palabras en clave y que las mascaras actien como ruido
anadido intencionalmente. Pero, como la informacién y la mascara viven en dos
subespacios suplementarios, siempre es posible recuperar ambos, utilizando las

ecuaciones [3.2]y[3.3

Ejemplo 30. Supongamos que una empresa esta desarrollando un nuevo
sistema de gestion de datos y que para ello se requieren realizar pruebas
de software, durante las cuales es necesario proporcionar ciertos datos,
como el numero de identificacion de los usuarios (numero de cédula). Con
el fin de proteger la confidencialidad y la integridad de este dato durante su
procesamiento, la empresa empleara técnicas de enmascaramiento de datos. El
siguiente programa en SageMath permite llevar a cabo este proceso.

Supongamos que el nimero de cédula de un usuario es 123.456.789. El siguiente
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programa permite enmascarar este dato una vez convertido en su representacion
binaria:

sage: def DataMask(Cédula) :

F.la) = GFQ)[]

z=]

B = bin(Ceédula)|2 ]

P = vector([int(num) for num in BJ)

C = codes.CyclicCode(x + 1,length = 7)

G = C.generator_matriz()

H = C.parity_check_matriz()

k = C.dimension()

S =[Pli:i+ k] foriinrange(0,len(P),k)]

[ = len(S)

v = random_vector(GF(2),len(C[0]) — k)

for i in range(0,I-1):
21=S[i]|«G+vxH
z.append(z1)

print(‘Dimension=",k)

print(‘Cédula en binario=",P)

print(‘S=",S)

print(‘Datos Enmascarados=",2)
sage: DataMask(12345678)
Dimension= 6
Cédula en binario=101111000110000101001110
S=[(1,0,1,1,1,1),(0,0,0,1,1,0), (0,0,0,1,0,1), (0,0, 1,1,1,0)]
Datos Enmascarados = [(0,0,0,1,1,1,0),(1,1,1,0,1,0,1),(1,1,1,0,0,0,0),
(1,1,0,1,1,0,1)]

La asignacion de S lo que permite es dividir el vector inical P que corresponde al
dato cédula= 123.456.789 en binario, es decir

pP=(,0,1,1,1,1,0,0,0,1,1,0,0,0,0,1,0,1,0,0,1,1,1,0)

en vectores cuya longitud es la dimension del codigo, es decir de longitud k = 6
en este caso, esto dado que los datos sensibles son datos en IF’; obteniendo el
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conjunto de datos sensibles
S =1{(1,0,1,1,1,1),(0,0,0,1,1,0),(0,0,0,1,0,1),(0,0,1,1,1,0)}
El programa reasigna nuevos valores a estos datos

101111 000110 000101 001110

| | | |

0001110 1110101 11100000 1101101

y estos datos son los que seran usados en la prueba de software, empleando
como informacion el dato 00011101110101111000001101101 correspondiente al
numero 62.582.893 en el sistema decimal, en lugar de, 101111000110000101001110
correspondiente al dato real 123.456.789, permitiendo que los desarrolladores y
probadores trabajen con datos simulados que son funcionalmente equivalentes
pero no revelan informacion real de los clientes.

De esta manera, las empresas se aseguran de no exponer ni comprometer
datos sensibles de sus usuarios mientras realizan pruebas criticas de software.
El enmascaramiento de datos se convierte en una herramienta esencial para
proteger la privacidad y la confidencialidad de los clientes, al tiempo que permite
pruebas eficientes y seguros.
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4. CODIGOS LINEALES LOCALMENTE RECUPERABLES (LRC)

Los codigos localmente recuperables surgieron en respuesta al creciente uso
de técnicas de codificacion en sistemas de almacenamiento distribuido o
almacenamiento en la nube. En un contexto de sistemas de almacenamiento
fiable y eficiente, se busca la capacidad de recuperar informacion de un nodo en
caso de que falle o no esté disponible, aprovechando la informacion almacenada
en otros nodos. Los codigos localmente recuperables, como su nombre lo indica,
permiten la reparacion de datos codificados que han sido perdidos mediante un
procedimiento local, es decir, usando una pequena cantidad de datos en lugar de
hacer uso de toda la informacién contenida en la palabra codigo. En este sentido
establecemos la siguiente definicion.

4.1. RECUPERACION LOCAL DE COORDENADAS

En un sistema de almacenamiento distribuido, los datos se dividen y almacenan
en multiples servidores, cada uno con su propio procesador y un disco duro de
capacidad limitada. Su estructura presenta dos desafios principales:

1. Fallos en los discos duros. Los discos duros tienen una vida util de
aproximadamente 3 anos, siendo propensos a fallos, o que podria resultar
en una pérdida permanente de datos, lo cual es inaceptable en un entorno
de almacenamiento de datos criticos.

2. La posibilidad de que un servidor deje de responder. Ya sea debido a
la sobrecarga, actualizaciones o reinicios, puede causar retrasos en la
atencion de las solicitudes de los usuarios, lo cual es tolerable hasta cierto
punto, pero indeseable.

A lo largo del tiempo, en desarrollo del almacenamiento distribuido, se han
implementado tres enfoques clave para abordar estos desafios:

1. Replicacion triple: En las etapas iniciales del almacenamiento distribuido,
la estrategia consistia en ftriplicar todos los datos. En términos de
confiabililidad es lo suficientemente bueno ya que aborda los problemas de
fallo de discos duros y servidores. Sin embargo, es altamente ineficiente en
cuanto a términos de costo de almacenamiento, ya que triplica los recursos.
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2. Cadigos correctores de errores: en la siguiente etapa se introdujeron los
codigos correctores de errores como los codigos de Reed-Solomon.

Ejemplo 31. E/ [7,3,5] cddigo Reed-Solomon, el cual utiliza 4 simbolos
originales y agrega 3 simbolos de conttrol. Donde la longitud del cddigo
corresponde al numero de nodos que emplearemos en el almacenamiento.
La distancia minima de este codigo es d = 2(n — k) +1 =4+ 1 =5, por
tanto, este codigo tiene la capacidad de corregir hasta 2 errores.

Figura 4.1: Esquema de recuperacion de un nodo perdido en el [7,3, 5] cédigo
Reed-Solomon.

Datos Datos de control
1 To T3 T4 Ty Tg T
nodo ==+ nodo “en nodo .
! ! T7 Si alguno de los 7 nodos se
T T pierde o se vuelve
r, T2 T3 L4 Is Tg Ty . . ,
inaccesible, aun pueden ser
recuperados los datos
4a| T3 X4 Ts  Te L7 o .
originales accediendo a otros
k = 3 nodos disponibles.
4]

Fuente: Elaboracion propia.

De modo que este cddigo proporciona igual confiabilidad que la triplicacién
de datos pero un costo de almacenamiento menor, ya que con el [7,3, 5]
codigo Reed-Solomon solo se necesita almacenar una cantidad adicional
de datos (3 datos de control) que equivale a 1, 5 veces la cantidad de datos
originales. Esto significa que el costo total de almacenamiento es solo un
1,5 veces mayor en lugar de tres veces, lo que lo hace mas eficiente en
términos de costo.

La razon por la que no se usan cédigos mas largos, como el [14, 10] codigo
de Reed-Solomon es porque aunque se proporcionaria mayor confiabilidad
y menor costo de almacenamiento, también requeriria acceder a un mayor

70



numero de servidores para recuperar los datos originales, lo que llevaria
mas tiempo y recursos.

3. Cadigos localmente recuperables: la tercera generacién busca la
combinacion ideal de confiabilidad, eficiencia y recuperacion rapida. Los
codigos localmente recuperables son la respuesta a esta necesidad. Estos
codigos pueden proteger contra un gran nimero de borrados y, al mismo
tiempo, ofrecen un algoritmo de recuperacion local rapido para abordar
un ndmero limitado de borrados. Ademas, minimizan la redundancia de
almacenamiento, lo que los hace altamente eficientes y efectivos en
entornos de almacenamiento distribuido.

En la teoria de la codificacion, los codigos localmente recuperables (LRC) han
emergido como un tema sumamente atractivo, dada su relevancia en sistemas
de almacenamiento distribuido a gran escala, donde la pérdida de un solo nodo
de almacenamiento se considera un evento de error bastante comun. En un
mundo donde la disponibilidad y la integridad de los datos son importantes y
necesarios, los LRC han demostrado ser una herramienta valiosa. Estos codigos
ofrecen una capacidad uUnica para recuperar datos incluso cuando un nodo de
almacenamiento falla, y lo hacen de manera local, sin necesidad de recurrir a
complejos procesos.

Imagine un inmenso sistema de almacenamiento distribuido, con una red de
servidores interconectados. En este entorno, es casi inevitable que algunos
nodos experimenten fallos o pérdida de datos. Aqui es donde los codigos
LRC brillan con su capacidad para recuperar informacion de manera eficiente,
sin la necesidad de replicar excesivamente los datos o recurrir a operaciones
costosas de recuperacion. En lugar de considerar un solo fallo como un enorme
problema, los LRC permiten que estos sistemas sigan funcionando con relativa
normalidad, minimizando el impacto de las fallas en la experiencia del usuario.
Esta flexibilidad es especialmente valiosa en aplicaciones de almacenamiento
en la nube y otros entornos distribuidos, donde la confiabilidad y la eficiencia son
fundamentales. El siguiente esquema ilustra de cierto modo este proceso.
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Figura 4.2: Esquema general de recuperacion local de un nodo perdido en
sistemas de almacenamiento distribuido.

Toma k bloques

1 X9 ... Tk

Produce n bloques

v Y2 o Yk Yk+1 - Yn

l

Distribucion en los sistemas de almacenamiento

Ny Ny N Ni Npp Np—1 N,
hn Y2 Y3 Ye  Yk+1l wuw Yn—1 Yn

Reparacioén del nodo fallido mediante r otros nodos, con r < k

L % Ys Yk Yk+1 Yn—1 Yn
1 2

Y2

Fuente: Elaboracion propia.

Veamos la siguiente definicion, la cual se refiere a la localidad de un codigo.

Definicion 4.1.1. Un cédigo C C T, es LRC con localidad r, si para cada
coordenada i € [n] de una palabra codigo de C' puede ser recuperada por
a lo sumo r valores de otras coordenadas del codigo. Es decir, si existe un
subconjunto R; C [n] \ i con |R;| < r y una funcion recuperadora ¢ : F,” — T,
tal que para cada palabra codigo ¢ € C tenemos

Ci = ¢(Cj17 T 7er) = ¢({Cj7j S Rl}> (41)

Ci = Qi Gy + Q. Gy

donde jo € Ryji <jo<-+- <.
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Usaremos la notacidén [n,k,r| para hacer referencia a un codigo LRC con
cardinalidad ¢*, localidad r y longitud n, y ademas tenemos que la distancia
minima de C satisface la cota como singleton

dgn—k—{ﬁ—‘+2. (4.2)

r

Para su demostracion recomendamos ver J, pag.6027.

Los cddigos que alcanzan la igualdad en esta cota se conocen como codigos
LRC 6ptimos.

Ejemplo 1. Haremos uso del [7,4] cddigo binario de Hamming para verificar que
la distancia minima del cédigo satisface [4.3

Como ya mostramos anteriormente, este codigo de Hamming esta dado por
palabras de siete simbolos «a,b,c¢,d, e, f,g € {0,1}. Donde a,b,c,d son elegidos
arbitrariamente y e, f, g son los simbolos de paridad. Y se tiene

a+b+d+e=0
a+c+d+f=0
b+c+d+g=0

Ahora, veamos que para cada coordenada de una palabra del codigo puede ser
recuperada por a lo mas 3 otras coordenadas del cddigo.

Supongamos que al momento de transmitir una palabra del cdédigo
(a,b,c,de, f,g) se pierde la informacion de la coordenada 0, es decir, se
pierde o modifica el valor de a. Para poder recuperar ese valor, podemos
hacer uso de las coordenadas 2,4,5 o de 4,5,6. La siguiente tabla muestra
los conjuntos recuperadores para cada coordenada y la cantidad total de otras
coordenadas necesarias para recuperar

9 etal. GOPALAN Parikshit. “On the Locality of Codeword Symbols”. En: IEEE Transactions on
Information Theory 58.11 (2012), pags. 6925-6934. DOI:|{10.1109/TIT.2012.2208937.
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Cuadro 4.1: Conjuntos recuperadores de la i-ésima coordenada.

Coordenada Conjuntos Recuperadores Total coordenas
perdida Coordenadas recuperadoras minimas
necesarias
0 {1,3,4}, {2,3,5}, {1,5,6}, {2,4,6}, {1,2,3,4,5,6} 3
1 {0,3,4}, {2,3,6}, {1,5,6}, {2,4,5}, {0,2,3,4,5,6} 3
2 {0,3,5}, {1,3,6}, {0,4,6}, {1,4,5}, {0,1,3,4,5,6} 3
3 {0,1,4}, {0,2,5}, {1,2,6}, {4,5,6}, {0,1,2,4,5,6} 3
4 {0,1,3}, {3,5,6}, {1,2,5}, {0,2,6}, {0,1,2,3,5,6} 3
5 {0,2,3}, {3,4,6}, {0,1,4}, {1,2,5}, {0,1,2,3,4,6} 3
6 {1,2,3}, {3,4,5}, {0,1,5}, {0,2,4}, {0,1,2,3,4,5} 3

Fuente: Elaboracion propia.

Por lo que tenemos el [7,4,3] cédigo de Hamming con localidad » = 3 y la
distancia minima satisface la cota

d<n-—k-— [ﬂ+239tiene3§7—4— EW+2:4
T

Nota 2. Un cddigo MDS de parametros [n, k, d] verifica que su localidad es k.

Definicion 4.1.2. Cddigos LRC para multiples borrados: se dice que el codigo C
tiene localidad (r,0) ([n, k,r, 0] codigo LRC), § > 1, si para cada coordenada i €
[n] existe un conjunto R; C [n| tal que |R;| <r+d—1,i € R; y la distancia minima
de la restriccion del codigo Cr, = {(c;j,, ..., cjr))|J1,- -, Jir| € Ri yalcr,...,cn) €
C'} es al menos 6.

Enun [n, k,r, 0] cddigo LRC la distancia minima d satisface la siguiente cota

dgn—k—m«s—nw (4.3)

r

Para su demostracion recomendamos ver [9], pag.2777.

Notemos que para § = 2 esta definion se reduce a la definicion anterior.

0 et al. PRAKASH Neetha. “Optimal Linear Codes with a Local-Error-Correction Property”. En:
IEEE International Symposium on Information Theory - Proceedings (feb. de 2012). DOI: 10.
1109/ISIT.2012.6284028.

74


https://doi.org/10.1109/ISIT.2012.6284028
https://doi.org/10.1109/ISIT.2012.6284028

Ejemplo 32. En el ejemplo |1| donde la distancia minima del codigo es d = 3 y
localidad r = 3 tenemos:

d<n—k-— m (6—1)+0
3<T7T—4-— Ew (0—1)+6
3<3—-204+2+6
0<—0+2

0 < 2.

Por lo que la posibilidad para deltaes 6 =1 6 6 = 2, pero como ¢ > 1, entonces
se tiene que § deberia ser 2. Ahora, estudiando cada coordenada que conforma
una palabra del cédigo consideremos el primer conjunto recuperador de cada
coordenada i-ésima del Cuadro y agregando dicha coordenada al conjunto,
tenemos:

Cuadro 4.2: Conjuntos restringidos para la i-ésima coordenada.

Coordenada i-ésima | Conjunto R;
0 Ry ={0,1,3,4}
1 Ry ={0,1,3,4}
2 Ry ={0,2,3,5}
3 Rs={0,1,3,4}
4 Ry ={0,1,3,4}
5 Rs = {0,2,3,5}
6 Rs = {1,2,3,6}

Fuente: Elaboracion propia.

Con lo cual vamos a considerar los codigos restringidos en los conjuntos de
coordenadas: Ry = R, = R3; = R4, Ry = R5 y Rs. A continuacion se presenta
un programa diseniado en SageMath que nos permite obtener estos cddigos
restringidos y su respectiva distancia minima:

def CodRestringido(V) :
F =GF(2)
H = matriz(GF(2),[[1,0,1,1,0,1,0],[1,1,0,1,1,0,0],[0,1,1,1,0,0, 1]])
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C = codes. from_parity_check_matriz(H)
s =len(V))
for k in range(0,s):
CR = [[Cl[o[k][0]], Cla[o[K][1]], Clil[v[K][21], Cli][v[K][3]]] for iin
range(len(C))]
print(‘Codigo restringido:’,CR)
d=DistanciaMin(CR)
print(‘Distancia minima:’,d)

donde H es una matriz de control del [7,4, 3] codigo de Hamming que estamos
empleando, CR es la lista de vectores con cooredenadas em R; y la funcion
DistanciaMin(CR) es la siguiente funcion que permite calcular la distancia
minima de los vectores que conforman cada codigo restringido.

def DistanciaMin(C) :

[=C
L =1[0]
d=1]

for i in range (0, len(l)) :
distancia=sum ([l[i][j]! = Ofor j in range(L)])
i fdistancial = 0 :
d= d.append(d)
d = min(d)

return min(d)

A continuacion, ejecutamos la funcion CodRestringido(V) donde V' es una lista
de vectores que indican las cooredenadas a las cuales se va a restringrir el
codigo,

CodRestringido(|vector([0,1, 3,4]), vector([0,2, 3, 5]), vector([1,2, 3, 6])])
Cédigo restringido: [0, 0,0, 0], [1,0,0, 1], [0, 1,0, 1], [1,1,0,0], [0,0,0,0], [L, 0,0, 1],
0,1,0,1],[1,1,0,0],[0,0,1,1],[1,0,1,0],[0,1,1,0], [L, 1, 1,1],[0,0, 1, 1], [1,0, 1, 0],
[0,1,1,0], [1,1,1,1]]

Distancia minima 2
Cédigo restringido:[[0,0,0,0], [1,0,0, 1], [0,0,0,0], [1,0,0, 1], [0, 1,0, 1], [1, 1,0, 0],
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[0,1,0,1],[1,1,0,0],[0,0,1,1],[1,0,1,0],[0,0,1,1],[1,0,1,0], [0,1,1,0], [1, 1, 1, 1],
(0,1,1,0],[1,1,1,1]]

Distancia minima 2

Cadigo restringido: [0, 0, 0, 0], [0,0,0,0],[1,0,0,1],[1,0,0,1], 0, 1,0, 1], [0, 1,0, 1],
[1,1,0,0],[1,1,0,0],[0,0,1,1],[0,0,1,1],[1,0,1,0],[1,0,1,0],[0, 1, 1,0], [0, 1, 1,0],
[1,1,1,1],[1,1,1,1]]

Distancia minima 2

Donde la distancia de cada codigo restringido en R; es 2, por tanto hemos
comprobado que para cada coordenada i € [7]| existe un conjunto R; C [7] con
IRi| =3 <r+4+0—-1=3+2-1 =4y ladistancia de cada codigo Cr, es
d=2> 0§ =2, yque satisface la Cota

3g7—4—H (2-1)+2=3.

Por tanto, el [7,4] cddigo binario de Hamming es un [7,4,3,2] codigo LRC, con
localidad (3,2).

Definicion 4.1.3. Disponibilidad de un codigo. Se dice que un cdédigo tiene
disponibilidad (r,t) si para coordenada c;,i € [n] de un [n, k,d] codigo, si existen
t subconjuntos R(i) C [n| paral =1,2,...,t, tales que

1. 1€ P(i) y |PG)| <r+1.
2. PB(i)NPu(i)=i,1<1#1 <t
3. ¢; es una funcion de los simbolos indexados por P,(i) \ {i}.

La disponibilidad de un coédigo es de suma importancia en sistemas de
almacenamiento distribuido. Dado que se refiere a la capacidad del cédigo para
recuperar la informacion de un simbolo especifico a partir de otros simbolos,
especialmente en situaciones donde algunos nodos pueden fallar o volverse
inaccesibles.

La disponibilidad se convierte en un componente esencial para garantizar
la integridad de la informacion en entornos distribuidos. Por ejemplo, si un
nodo falla y existen nodos adicionales capaces de recuperar la informacion
del nodo perdido, la disponibilidad se manifiesta al acceder a esos nodos
recuperadores. Es crucial considerar la situacion en la que, aunque uno de los
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nodos recuperadores pueda estar experimentando fallas o inaccesibilidad, la
disponibilidad puede persistir si otros nodos recuperadores aun estan operativos
y pueden ser utilizados para recuperar la informacién del nodo perdido.

Ejemplo 33. Continuando con el ejemplo anterior, dado el cuadro
que contiene los conjuntos de coordenadas necesarios para obtener la
i-ésima coordenada perdida del codigo, se observa que no hay subconjuntos
recuperadores disjuntos dos a dos. Por lo tanto, la disponibilidad del codigo LRC
[7,4,3,2] est = 1.

Esto implica que, en caso de que se pierda el nodo que almacena un simbolo
especifico del cddigo, y si uno de los nodos que almacena los datos de
un conjunto recuperador presenta fallos o simplemente no esta disponible,
no habria forma de recuperar la informacion perdida. La disponibilidad de
t = 1 indica que, al menos, un conjunto recuperador completo debe estar
completamente disponible y funcional para recuperar la informacion perdida en
cualquier circunstancia.

4.2. CARACTERIZACION DE LOS CODIGOS CiCLICOS LRC

A continuacion se presenta un resultado que nos permite asociar los conjuntos
recuperadores de un cddigo C dual comple(mentario con respecto a su cédigo
dual C*, y mas aun, con respecto al codigo C+ el cual fue definido en [2.1.8]

Teorema 4.2.1. Sea C un cédigo lineal dual complementario y C* el cédigo dual
de C, entonces cada a(x) € C* dﬂ)eso r + 1 define un grupo recuperador para
C al igual que el cédigo invertido C+.

Demostracion. Sean ¢ = (cp,c1,...,¢co1) € C Y a = (ag,ay,...,a,_1) € C*,
entonces, por definicion tenemos

n—1
c-a= E c-a; =0
i=0

dado que a tiene r + 1 coordenadas no nulas, es decir w(a) = r + 1, al conjunto
de coordenadas donde « es distinto de cero se le denomina supp(a), es decir
supp(a) = {Jjo, j1, - - -, jrla;,, # 0,m € {0,1,...,r}}, entonces tenemos

c-a= E cj-a; =0

JEsupp

78



luego, para cualquier k € J C {0,...,n — 1} tenemos

o= —ay E NOR

Jj€supp(a)
J#k
dado que > _jcsupp(a) ¢ - @5 = Cjojo + Cinyy + ... +¢j,a5, = 0y por consiguiente
J#k
cjoajo = —leajl — ... — cjrajr = — Z C]' . (lj
j€supp(a)
J7#k
-1
Cjo = _<aj0) Z Cj - ay.
Jj€supp(a)
J#k

Con lo cual, se concluye que las coordenadas no nulas de una palabra cddigo
a € C* constituyen un grupo recuperador para el codigo C, puesto que cualquier
coordenada perdida de ¢ € C puede ser recuperada por r otras coordenadas.
Ademas, note que si a € C* tiene coordenadas con peso w(a) = r + 1, entonces
@ e g también, y por tanto, define un grupo recuperador de C. O

En m se han estudiado los codigos ciclicos LRC con localidad r, y presentan el
siguiente resultado.

Teorema 4.2.2. Sea (r+1)|n, r|k, n|(¢—1). Sea« € F, una raiz primitiva n-ésima
de la unidad, y sea C' un [n, k] cédigo ciclico con ceros o',i € Z = L U D, donde

n
Tr4+1

k
D={l,....n——(r+1)+1}.
T

L={1+1r+1)=0,.. 1}

Entonces C es un [n, k,r| codigo LRC.

Esta construccion puede ser extendida a codigos con localidad (r, ). Para esto,
asumimos que r|k, tomamos m = r + § — 1, y toma los ceros del cédigo como

£:{z’+lmyl:0,1,..., —1,1:1,2,...5—1}gz

n
m

D={1,2,....n—k— ((k/r) — 1)(6 — 1)}.

" CHEN, Zitan y BARG, Alexander. “Cyclic and Convolutional Codes With Locality”. En: IEEE
Transactions on Information Theory 67.2 (2021), pags. 755-769. DOI:[10.1109/TIT. 2020.
3031207.
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El siguiente algoritmo permite obtener un cédigo ciclico que satisface las
condiciones del teorema anterior y tiene como conjunto de definicién Z = LU D.

def LRC,(n,q,k,D1) :
F.(x)=Polynomial Ring(GF(q))
D=divisors(z™ — 1)
[ =len(D)
foriin range (0,1) :
C=codes.CyclicCode(generator_pol=Di|,length=n)
k1=C.dimension()
k1=C.dimension()
D f=C.defining_set()
if k1==Fk andD f==D1:
g=C.generator_polynomial()
print(C)
print(g)
print(Df)

Una vez definidos los parametros del cdédigo, utilizamos el algoritmo
LRC r(n,q,k, D1), donde para D1 ingresamos el conjunto de definicion deseado
para el codigo.

Ejemplo 34. Seanq =29, n =14 yr+1 =7, notese que n|g — 1 y (r + 1)|n.
Por otro lado, elijamos k = 12, con (r = 6)|(12 = k). Luego, hallaremos un [14, 12]
codigo ciclico con conjunto de definicion Z = £ U D, donde

n
Tr+1

L={1+I(r+1)]l=0,.. -1} ={1+7l=0,1} = {1,8}
D:{l,...,n—é(r+1)+1}:{1}.

Calculamos LRC,.(14,29,12,[1, 8]) y obtenemos

LRC,(14,29,12, [1,8])
[14,12] Cyclic Code over GF(29)
2+ 13
[1,8]

Obteniendo de este modo el [14,12, 6] codigo LRC.
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5. CODIGOS CICLICOS LRC-LCD

Como hemos visto a lo largo de este trabajo los codigos LRC y LCD tienen una
cantidad enorme de ventajas sobre problemas de almacenamiento distribuido y
el salvaguardado de datos sensibles. Charul Rajput y Maheshanand Bhaintwal
en [ establecieron una conexion entre los codigos LRC y los codigos LCD,
y mostraron algunas condiciones para la construccion de codigos ciclicos
LRC-LCD con localidad (r,¢), proporcionando cddigos éptimos Uutiles en los
sistemas de almacenamiento de datos distribuidos.

5.1. CARACTERIZACION DE CODIGOS CiCLICOS LRC-LCD CON
LOCALIDAD (r, §)

Sean|(¢—1), m =r+ 4§ — 1tal que m|n, y sea a una raiz enésima de unidad en
[F,. Sea C' un cédigo ciclico de longitud n sobre F, con conjunto de ceros Z. Si

L:{z+lm|1:0,1,...,3—1,¢=1,2,---5—1}gZ
m

entonces C' es un (r, ) codigo LRC.

Teorema 5.1.1. Sea ¢ una potencia prima, n|(q — 1) y a una raiz enésima de
unidad en F,. Sea k,r y 6 numeros enteros positivos tales que 1 < r < k, § es
par, mn y (£ — k) es par, donde m =r + 6 — 1. Sea

-2 -2
L:{i+j|—(6T) <i< (%)JEOmédm}

D={s|s=—-t,—t+1,...,—-1,0,1,--- ,t — 1,1}
donde t se define de la siguiente manera:

1. Sic=3 (2 — %) es un entero, entonces ¢ esté en el rango

0—2 <t < . 6—2
cm 5 <t<ecm 5

2. RAJPUT, Charul y BAINTWAL, Maheshanand. “Cyclic LRC-LCD Codes With Hierarchical
Locality”. En: IEEE Communications Letters 25.3 (2021), pags. 711-715. DOI: [10 . 1109/
LCOMM. 2020.3040170.
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2. Sic=3(2— é) no es un ndmero entero, entonces ¢ satisface

m

5[] 552

m

y se encuentra en el rango cm — $ — &1 <t < em + 52,

Si C es un codigo ciclico de longitud n, con conjuntos de ceros Z = L U D,
entonces C' es un cédigo LRC—LCD de dimensidn k y localidad (r, §). La distancia
minima d de C' satisface el limite inferior

(k+s)(0—1)

dzn—k;—[
-

w —0+2 (5.1)
Ademas, si se cumple el caso 1, C es un codigo LRC' éptimo.

La sigueinte desmostracion de este teorema fue realizada por Charul Rajput y
Maheshanand Bhaintwal en [ pag. 713.

Demostracion. Primero veamos que C es un cédigo LCD. Seauw € Z = LU D;
si u € D entonces es claro que —u € D. Si u € L entonces
u = i+jcon —(52) < i < (52)yj = 0médm. Por lo tanto
n—u=n—(+j) = (—i)+(n—yj) € L, comon —j = 0mod m entonces por

teorema [3.1.2, C' es un codigo LCD.

El conjunto L garantiza que la localidad del codigo C' es (r, d). Ahora la dimension
deCesk=n—|Zl=n—(|L|+|D|-|LNDJ),donde | L |= 2(0—1)y
| D |=2t+1.Seat =t'm+ a,donde t' y a son enteros con 0 < a <m — 1. La
interseccion de los conjuntos L y D depende del valor de ¢t y puede determinarse
en los dos casos siguientes:

1) Suponga ¢ = 1 (£ — £) es un entero. Entonces tenemos los siguientes dos
casos:

" Siem <t < em+ (52) entonces ' = cy 0 < a < %2, Por lo tanto,
ILND|=2(|L](6-1)+a)+1=2(c(6—1)+a)+1,y

|Z]:%(6—1)4—275—!—1—(2(0(5—1)+a)+1)
:%(6—1)+2(0m+a—c((5—1)—a)
= (5 - 1)+ 2r.
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m Siem — (%52) <t <cmentoncest =c—1ym— %52 <a<m-—1. Porlo
tanto, [LND|=2(|Lt|+1)(6—1)—m+a)+1=2(c(6 —1)—m+a)+1,y

1Z| %(5—1)+2t+1
~ (26 =1) ~m+a)+ 1)
=~ (6~ 1) +2(c—Dm+a—cd 1) ~a)
%((5—1)+20r

2) Ahora supongamos ¢ = 1 (Z — %) no es un entero. Entonces tenemos

2 \m r

t — (6 — 1)t' = cr + %2, Sustituyendo ¢’ = =2, obtenemos

( 5—2) (5—1)
t=|c+——|m— a.
2r r

Yaque cm — § — &1 <t < em + %52, de (3), obtenemos

Por lo tanto la dimension de C es n — [Z| = n — (2(0—1)+2cr) =
n(m2t) —or (3 (5 - 5) =k

Ahora, el limite inferior en la distancia minima de C es determinado para los
casos 1y 2, como sigue:

1) Para el caso 1, ¢ toma el valor en el rango cm — (%52) <t < em + (%2). Ahora
para cualquier entero a,
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Por tanto, 7 = L U D contiene

0 —2 . .
2 (cm + T) + 1 raices consecutivas

{i|—(cm+ (5;22)) §¢§cm+(5—;2)} de C.

Por tanto, la distancia minima de C satisface

-2
d22(0m+5T)+2

:2m(%(%—§))+(5—2)+2

L B (T B
T r

Esta distancia alcanza el limite [5.] Por lo tanto C' es 6ptimo.

2) Para el caso 2,0bservamos que D contiene 2t + 1 ceros consecutivos de C.
Asi que la distancia minima de C' satisface

]

Ejemplo 35. Seanq=37,n=36,r=3yd =4. Entonces, n=r+d6—-1=6y
por consiguiente

-2 -2
L:{i+j|—(5T) <i< (6T>,j50médm}:{i+j|—1§i§1,j50médm}

= {-13,-12,—11,-7,-6,—5,—1,0,1,5,6,7,11,12,13,17,18, 19}

Ahora, para calcular el conjunto D, consideremos r < k = 16 entonces ¢ =

1 (38— 1) = 4, lo cual no es un entero, por tanto tenemos que t se define a
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partir del caso 2. Es decir,

t 0 —2 t 1 2 t
J— _1 _ ey _— —_ . — = — bl — . — :2
SRTY Y A SRPHT1 [ POE SReL1

y se encuentra en el rango

0 5_1<t< +5_2:>16 4 5_1<t< 6+2:> 1<t<3
am - amnT Ty 377327 73 2 T3

lo que implica que t debe ser 2 y por tanto

D={s|s=—t,—t+1,...,-1,0,1,--- ,t —1,t} = {-2,-1,0,1,2}
y por tanto, la distancia minima de C' satisface d > 6.
Calculamos en SageMath el codigo ciclico de longitud 36 sobre IF5; cuyo conjunto
de definicion es
Z=LUD=[-13,-12,—11,-7,—-6,-5,—2,—1,0,1,2,5,6,7,11,12,13,17, 18, 19]

verificaremos que en efecto es un codigo ciclico con dimension k = 36 y
comprobaremos que es un codigo LCD.

F=GF(37,'d)
n=36
Z=[-13,-12, 11, -7, —6,—5,—2,—1,0,1,2,5,6,7, 11,12, 13,17, 18, 1]
Cc=codes.CyclicCode(length=n, field=F, D=Z7)
Cc
(36, 16] Cyclic Code over GF(37)
g = Ce.generator_polynomial(); g
220 4+ 521 + 218 4 3521 + 27213 + 35212 4 228 + 1027 + 228 + 3622 + 322 + 36

hemos comprobado que el codigo Cc bajo el conjunto de definicion construido
anteriormente tiene dimension 16, ademas no es dificil verificar que el polinomio
generador g de este cdédigo es auto-reciproco calculando gy'g(z1)z® =
36 1g(z Hz* = 36g(x~1)2*° mdéd 37 y como resultado debemos obtener g(z), lo
cual haremos en el siguiente algoritmo.
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def AuReci(P,q) :
vmport sympy
x=sympy.symbols('x")
c=sympy.Poly(P).all_coef fs()
r=sympy.Poly(P).degree(x)
Q=z""
ev=P.subs(z, Q)
Pl=x"
final=sympy.expand(ev - P1)
co=sympy.Poly( final).all_coef fs()
inv=sympy.mod_inverse(co|0], q)
res=|(inv % i) %q for i in co]
pol=sympy.Poly.from_list(res, x)

return(res==c)

Este programa consiste en comparar los coeficientes del polinomio P(x)
con los coeficientes del polinomio P, 'P(z~!)x" méd ¢ donde r es el grado
del polinomio P. Hemos importado la libreria para matematicas simbolicas
para crear variables y manipular expresiones algebraicas. Por otro lado, la
funcion sympy.Poly(P).all_coef fs() genera la lista de los coeficientes de P,
¢ = sympy.Poly(P).degree(z) es el grado del polinomio, ev = P.subs(z, Q) lo es
la funcién que evalla x~! en P(z), la funcién final = sympy.expand(ev - P1) es
el producto de z" - P(z~') y para concluir, la funcion inv = [(inv x i) %q for i in co
| es utilizada para obtener hacer al polinomio ménico. Finalmente lo que hace el
programa es comparar los coeficientes de ambos polinomios y si coinciden es
porque el polinomio es auto-reciproco.

Haciendo uso de este algoritmo verificamos que el polinomio generador del
codigo obtenido en es auto-reciroco, y por tanto es LCD

AuReci(x® + 5219 + 218 + 352 + 27213 + 35212 + 22% + 1027 + 225 +
3622 + 32z + 36, 37)

True

Concluyendo asi, que hemos construido un [36, 16] cddigo ciclico LRC-LCD con
localidad (3,4).
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A continuacién, se presenta un algoritmo disenado en SageMath, que resulta
altamente 0til al permitirnos evitar calculos manuales y construir codigos
ciclicos LRC-LCD. Este algoritmo computa eficientemente el conjunto de
ceros Z = L U D, tal como se define en el teorema para un codigo
con parametros especificos ¢,n,r, y 6. Estos parametros deben satisfacer las
condiciones establecidas en el mismo teorema.

sage: def Zeros(n,q,k,0) :

F.la) = GF(2)[]
m=r+s—1
a=(s—2)/2
L={]

I=range(—a,a+ 1)
J=range(0,n,m)
foriin:
forjin:J
F=(i+ ) %n
L.append(f)
print('ConjuntoL ', L)
c=(1/2)(n/m —k/r)
if (¢ —int(c))==
t=cm — (s —2)/2
if t==0:
t=cm + (s —2)/2
else:
1=1
si=True
while si:
tl=cr+ (s —2)/2
t=i — (s — 1)int((i/m))
1=1+1
if t==t1:
s1=false
D=range(—t,t+ 1)
print('ConjuntoD ' list(D))
A=set(L)
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B=set(L)
In=A.intersection(B)

Al = list(In)

L1=L +list(D)

Z1=[iforiin L1 ifinotin A1l]
Z=71+ Al

print(’Ceros del cédigo:’, Z)
C'=codes.CyclicCode(length=n, fiel= = F, D=2
g=C.generator_polynomial()
print(C)

print(g)

Ejemplo 36. Con ayuda del algoritmo anterior vamos a construir un codigo LRC
con parametrosn =36, q =37,k =16,r=3 yd =4

def Zeros((36,37,16,3,4) :
Conjunto L: [35,5,11,17,23,29,0,6,12,18,24,30,1,7,13,19, 25, 31]
Conjunto D: [-2,—-1,0,1, 2]
Ceros del cédigo: [35,5,11,17,23,29,6, 12,18, 24, 30, 7,13, 19, 25,31, =2, —1,
2,0,1]
[36, 16] Cyclic Code over GF(37)
220 + 5219 + 218 + 3521 + 2721 + 35212 4 228 + 1027 + 225 + 3622 + 322 + 36

y con ayuda del algoritmo AuReci verificamos que este codigo es LCD

AuReci(xz® + 52 + 28 + 352 + 27213 + 35212 + 22% + 1027 + 22° +
3622 + 32z + 36,37)

True

De este modo concluimos que se trata de un [36, 16] cddigo ciclico LRC-LCD con
localidad (3,4).
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6. CONCLUSIONES

A lo largo de este trabajo, se abordaron con éxito problemas criticos en el ambito
de la teoria de las comunicaciones, tales como el problema almacenamiento
distribuido y la proteccion de la integridad de los datos sensibles. La investigacion
detallada de la familia de cddigos ciclicos desempend un papel crucial en la
solucion de estos desafios. En particular, el esquema de enmascaramiento
definido sobre cédigos LCD es una respuesta al desafio de proteger la integridad
y confidencialidad de los datos sensibles. Ademas, se enfatiz6 la importancia
de los cddigos localmente recuperables (LRC), los cuales emergieron como un
tema de gran atractivo. Su relevancia en sistemas de almacenamiento distribuido
a gran escala radica en la capacidad para abordar la pérdida de nodos de
almacenamiento, un evento de error considerado bastante comun en dichos
sistemas.

El estudio detallado de las propiedades de la familia de codigos ciclicos
permitié la construccion de cédigos ciclicos LRC-LCD. Este enfoque combinado
de codigos ciclicos LRC y LCD demostré ser una estrategia prometedora y
efectiva para resolver problemas fundamentales en almacenamiento distribuido
y proteccion de datos sensibles.

La combinacion de cédigos ciclicos LRC-LCD son una respuesta a dos
de los problemas modernos de la teoria de la informacion, el problema de
confidencialidad de datos sensibles y el problema de almacenamiento distribuido
o almacenamiento en la nube.

Cabe destacar que el empleo de SageMath resulté6 de gran ayuda y utilidad
para verificar resultados relevantes y facilitar la construccion de cédigos con
parametros especificos de interés. La aplicacion de esta herramienta contribuy6
significativamente a la validacién y comprensién de los resultados obtenidos a lo
largo de la investigacion.
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