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DESCRIPCION : En este trabajo se realiza una primera aproximacién al estudio de las ondas
gravitacionales cilindricas, obteniendo una familia general de soluciones de las ecuaciones de Einstein
para un espacio-tiempo con simetria cilindrica.

De acuerdo con lo anterior, se presenta el elemento de linea considerado en coordenadas cilindricas,
se obtienen los simbolos de Christoffel correspondientes y las componentes del tensor de Ricci.
Posteriormente, se obtienen las ecuaciones de Einstein para la métrica considerada y, mediante una
transformacién de coordenadas apropiada, se reducen a las ecuaciones de Einstein-Rosen, una de las
cuales es matematicamente equivalente a la ecuacion de onda clasica tri-dimensional para ondas con
simetria cilindrica.

Se introduce después un sistema de coordenadas que permite obtener soluciones explicitas de la
ecuacién de onda mencionada, las cuales se expresan apropiadamente en términos de funciones
de Legendre de segunda clase. Finalmente, se utilizan las anteriores soluciones para integrar un
sistema sobredeterminado de ecuaciones diferenciales parciales correspondientes a la restante funcién
métrica.

Finalmente, se consideran casos particulares de la solucién general obtenida, considerando diferentes
soluciones. Inicialmente tomamos soluciones simples que depende linealmente de alguna de las dos
coordenadas, la coordenada temporal o la coordenada radial encontramos la forma general de las
funciones métricas para esta familia de soluciones y, terminar, consideramos un ejemplo especifico
sencillo obtenido tomando el primer término de dicha familia. También se consideran una vez mas
las soluciones que depende linealmente de alguna de las dos coordenadas, la coordenada temporal o
la coordenada radial.
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DESCRIPTION : In this work one first approach to the study of the cylindrical gravitational
waves is made, obtaining a general family of solutions of the equations of Einstein for a space-
time with cylindrical symmetry. In agreement with the previous thing, the element of line appears
considered in cylindrical coordinates, the corresponding symbols of Christoffel and the components
of the tension of Ricci are obtained.

Later, the equations of considered Einstein for the metric one are obtained and, by means of an
appropriate transformation of coordinates, they are reduced to the equations of Einstein-Rosen, one
of which is mathematically equivalent to the equation of three-dimensional classic wave for waves
with cylindrical symmetry. A system of coordinates is introduced later that allows to obtain explicit
solutions of the equation of mentioned wave, which are expressed appropriately in terms of functions
of Legendre of second class.

Finally, they are used the before head of cattle solutions to integrate on certain system of equations
partial differentials corresponding to the remaining metric function. Finally, particular cases of the
obtained general solution are considered, considering different solutions. Initially we took simple
solutions that it depends linearly on some of the two coordinates, the temporary coordinate or the
radial coordinate we found the general form of the metric functions for this family of solutions and,
to finish, we considered simple specific an example obtained taking the first term from this family.
Also the solutions that depend linearly on some of the two coordinates, the temporary coordinate
or the radial coordinate are considered once again.
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INTRODUCCION

Un problema importante en la teoria general de la relatividad es el de la obtencién de soluciones
exactas de las ecuaciones de Einstein que correspondan a configuraciones fisicamente aceptables [1];
ahora bien, dentro del estudio de dichas soluciones existen basicamente dos clases de problemas: en
primer lugar, la obtencién de soluciones y, en segundo lugar, la interpretacion fisica de éstas.

Debido a la naturaleza de las ecuaciones de Einstein, un sistema no-lineal de ecuaciones diferenciales
parciales, la obtencién de soluciones exactas es un problema sorprendentemente complicado, el cual
s6lo ha sido resuelto en casos simples altamente simétricos; asi entonces, el trabajo de investigacion
en el problema de la obtencién de soluciones exactas se concentra bésicamente, por un lado, en
encontrar nuevas soluciones de las ecuaciones de Einstein y, por otro lado, en desarrollar técnicas de
generacién de soluciones exactas, las cuales no sélo reproducen importantes resultados ya conocidos,
sino que también generan nuevas soluciones [2].

En los ultimos anos el Grupo de Investigacién en Relatividad y Gravitacién (GIRG) ha enfocado
sus esfuerzos a la obtencion e interpretacion de soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein para
el caso de espacio-tiempos estacionarios axialmente simétricos. La ventaja de considerar esta clase
de soluciones radica en que la simetria del tensor métrico garantiza que las ecuaciones de Einstein
constituyen un sistema completamente integrable de ecuaciones diferenciales parciales [5]. Como
resultado de este programa de investigacién, se han obtenido resultados tanto en la direccién de la
obtencién de soluciones exactas [6 - 14], como en la direccién de su interpretacién en términos de
modelos relativistas de discos [15 - 25].

Como consecuencia del trabajo realizado en el estudio de espacio-tiempos estacionarios axialmente
simétricos, el GIRG ha adquirido una experiencia en el manejo de ciertos métodos necesarios para
resolver el sistema de ecuaciones diferenciales correspondiente. Dichos métodos se basan en la intro-
duccién de algunas funciones auxiliares que permiten llevar el sistema de ecuaciones diferenciales a
una forma tal que es posible integrarlo explicitamente y encontrar soluciones que pueden expresarse
en términos de funciones simples de las coordenadas utilizadas.

De acuerdo con lo anterior, el GIRG pretende actualmente utilizar esta experiencia y aplicar di-
chos métodos a otra clase de espacio-tiempos con otra clase de simetrias que satisfagan un sistema
de ecuaciones diferenciales solucionable de una manera equivalente. Un caso importante de espacio-
tiempos a los cuales pueden aplicarse dichos métodos son los correspondientes a ondas gravitacionales
cilindricas, estudiadas originalmente por Nathan Rosen, Guido Beck y Albert Einstein [26,27]. Es-
tudiando campos gravitacionales estaticos y axialmente simétricos, Beck descubrié que mediante la
transformacién compleja de las coordenadas (z — it,t — iz) se obtienen campos dependientes del
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tiempo con simetria cilindrica, los cuales representan ondas gravitacionales cilindricas, denominadas
ondas de Eisntein-Rosen.

Ahora bien, a pesar de que las ondas gravitacionales cilindricas no pueden describir exactamente la
radiaciéon producida por fuentes acotadas, tanto las ondas de Einstein-Rosen como algunas de sus
generalizaciones han jugado un papel importante en la clarificaciéon de algunos problemas compli-
cados, tales como la perdida de energia debida a ondas gravitacionales [28], la interaccién de ondas
con cuerdas césmicas [29,30], la estructura asintética de espacio-tiempos radiactivos [31], la disper-
sién de ondas [32], el concepto de masa cuasi-local [33], pruebas de cédigos en relatividad nimerica
[34], investigaciones acerca de la conjetura del censor césmico [35] y algunos problemas en gravedad
cudntica [36 - 38].

En el presente trabajo se hace un primer estudio de las ondas gravitacionales cilindricas. En el primer
capitulo se encuentra los simbolos de Christoffel del elemento de linea apropiado, luego se hallan
los términos no nulos del tensor de Ricci, con dichos términos se encuentran las soluciones de las
ecuaciones de Einstein en el vacio fisicamente aceptables mediante transformaciones de coordenadas
que me permiten describir la ecuacién de onda.

En el capitulo 2 se consideran casos particulares de la solucién general obtenida en el capitulo
anterior, especificamente se toman soluciones de la forma W = p y V = t, para encontrar la forma
general de las funciones métricas ¥ y v para esta familia de soluciones y, finalmente, consideramos
un ejemplo especifico sencillo obtenido tomando el primer término de dicha familia. También se
consideran los casos W =ty V = p, W = costcosp y V = —sent senp y, finalmente, W = costsenp
y V = sent cos p.



1 ONDAS GRAVITACIONALES
CILINDRICAS

1.1 INTRODUCCION

Como primer paso para el estudio de soluciones de las ecuaciones de Einstein correspondientes a
ondas gravitacionales cilindricas vamos, en este capitulo, a particularizar las ecuaciones de Einstein
considerando un elemento de linea apropiado con simetria cilindrica. Para tal fin se tomard una
generalizacion del elemento de linea asociado con las soluciones de Einstein-Rosen [1, 2]. La general-
izacién introduce una funcién métrica adicional, la cual satisface la ecuacién de onda uni-dimensional
clésica, y contiene como casos particulares a las soluciones de Einstein-Rosen.

De acuerdo con lo anterior, en la seccién 1.2, se presenta el elemento de linea considerado, se obtienen
los simbolos de Christoffel correspondientes y las componentes del tensor de Ricci. Posteriormente,
en la seccién 1.3, se obtienen las ecuaciones de Einstein para la métrica considerada y, mediante una
transformacién de coordenadas apropiada, se reducen a las ecuaciones de Einstein-Rosen, una de las
cuales es matematicamente equivalente a la ecuacién de onda clésica tri-dimensional para ondas con
simetria cilindrica.

En la seccién 1.4 se introduce un sistema de coordenadas que permite obtener soluciones explicitas
de la ecuacién de onda mencionada, las cuales se expresan apropiadamente en términos de funciones
de Legendre de segunda clase. Finalmente, en la seccién 1.5, se utilizan las anteriores soluciones
para integrar un sistema sobredeterminado de ecuaciones diferenciales parciales correspondientes a
la restante funcién métrica.

1.2 SIMBOLOS DE CHRISTOFFEL Y TENSOR DE
RICCI

Con el fin de obtener soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein correspondientes a ondas
gravitacionales cilindricas, consideraremos el elemento de linea[2]

ds? = 207 (dp? — dt?) 4 €2V d2? + e 2P W2dp?, (1.1)
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en donde z* = (¢, p, , z) son las coordenadas cilindricas usuales, y las funciones métricas ~, ¢, W
dependen solamente de las coordenadas t y p. Este elemento de linea puede considerarse como una
generalizacion del elemento de linea de Einstein-Rosen, en el cual W (t, p) = p.

Los simbolos de Christoffel correspondientes al elemento de linea anterior, definidos como

1
1—\30 = §ga)\(g>\p,o + 9rop — gpa,)\)y (12)

pueden obtenerse facilmente utilizando el método Lagrangiano; esto es, considerando el Lagrangiano

1 dz® dz”

L=- _
29a6 dr dr’

(1.3)
se calculan las ecuaciones de Lagrange correspondientes
d (9oL oL
Il (el RN dadl 1.4
dr (81’0‘) dze’ (1.4)

y, al compararlas con las ecuaciones de las geodésicas

d2ae " dx® dz”
+ [
dr? B dr dr

=0, (1.5)
se pueden determinar los simbolos de Christoffel por simple inspeccién.
Para el caso del elemento de linea (1.1), el Lagrangiano toma la forma

2L = 20V (5% — 2) 4 V2% 4 e WW 22 (1.6)

y asi, utilizando el procedimiento descrito anteriormente, se obtienen las expresiones siguientes para
los simbolos de Christoffel:

T, = (5 — ), rt, =T, =0 -,

T, = (% —1), T, = e 2(WW — W2y),

I, = e 2072, re, =T¢,=(WW- -y,

Ty, =T¢, = (WW='—4), T, =T7, = (¥ — ), (1.7)
o, = (' =), I, =—e 2(W'W — W2),

), = (' =), rz, =Tz%, =4,

2, = —e 20720y, Iy, =Tz, =9/,

donde el punto denota derivada con respecto a t y la prima derivada con respecto a p.

Para obtener las componentes del tensor de Ricci, Ry3, usaremos la definicién

Rop = Fgﬁ,p —(Inv=9)ap + (Inv—=g),u Fgﬁ - Fﬁﬁrﬁav (1.8)
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donde g es el determinante del tensor métrico, g = det gog, de modo que In\/—g = In W + 2(y — ).
Utilizando entonces las expresiones para los simbolos de Christoffel dadas por(1.7), se obtienen las
siguientes componentes no nulas para el tensor de Ricci:

o WE+D) + W' (Y =)

Ry =4 = =" +¢" - 2% + T - WW, (1.9)
. W% — 4 W' (~' n_w"
Rpp:’yllfw/lf’y+w*2w/2+ (,‘y w)+ VI/(:‘Y +,l/}) , (1.10)
Ryp = W[Wep —3W'' + W — W]+ W2 2 4+ 4p — ") + W2, (1.11)
. wW _ w/W/

=Y 1.12
Ree = 99" + —— (1.12)
Ryt = Wo + W'y — 2Wepep) — W', (1.13)

mientras que las restantes componentes son identicamente cero.

1.3 EL SISTEMA DE ECUACIONES DE EINSTEIN
Las ecuaciones de Einstein pueden escribirse en la forma [3]
1

Rag =8m <Ta5 — zgagT> 5 (1.14)

donde T' = gaﬁTaﬁ es la traza del tensor de momentum-energfa. En el vacio 7,3 es cero, asi que la
expresion anterior se reduce a

Rap =0, (1.15)

las cuales constituyen las ecuaciones de Einstein en el vacio.

Igualando entonces a cero las componentes de R,g dadas por las expresiones (1.9) - (1.13), y com-
binandolas apropiadamente, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

Wopp = Wi = 0, (
Wb,y ) = (Wb ) = 0, (1.17
Wi,y + Wy — 2Wibe ), =W, e = 0, (
WY + Warw —W@5 +4,7) — W = 0, (

un sistema de ecuaciones diferenciales parciales no lineales acopladas.

La ecuacién (1.16) es la conocida ecuacién de ondas cldsica uni-dimensional, cuyas soluciones son
ampliamente conocidas en la literatura. Por otro lado, es facil ver que las ecuaciones (1.16) y (1.17)
son las condiciones de integrabilidad del sistema sobredeterminado (1.18) - (1.19) de ecuaciones
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diferenciales parciales de primer orden para la funcién «. De acuerdo con esto, para resolver el
sistema de ecuaciones (1.16) - (1.19) debemos primero encontrar soluciones W (¢, p) y ¢(t, p) para
luego integrar el sistema de ecuaciones para la funcién ~.

Con el fin de realizar el procedimiento de integracién descrito anteriormente, consideremos soluciones
de la ecuacién (1.16) del tipo D’ Alembert
W(p,t) = ®(p+1) + Qp—1), (1.20)

donde @ y (2 son funciones arbitrarias de su argumento. Consideraremos igualmente otra soluciéon
de la ecuacién (1.16), linealmente independiente de la anterior, expresada como

Vipt) = ®(p+t) — Hp—1), (L.21)

donde ® y € son las mismas funciones introducidas en (1.20).

Utilizando entonces las funciones V (¢, p) y W (¢, p) definamos la transformacién de coordenadas
(t,p:0,2) = (V. W, 9, 2), (1.22)
de tal manera que el elemento de linea (1.1) toma la forma
ds? = 2OV AW? —dv?) + 2d2? + e W3dp?, (1.23)
donde A estd dado por
A=y— %m(w’2 -V'?) (1.24)

y, como antes, la prima indica derivada con respecto a p.

Tomando entonces el elemento de linea (1.23), las ecuaciones de Einstein en el vacio toman la forma

(W¢,W )7W - (Wwav )aV = 07 (125)
AaV = 2W¢,V d};W . (127)

Es fécil ver que la ecuacién (1.25) es la condicién de integrabilidad del sistema sobredeterminado
(1.26) - (1.27) de ecuaciones para A. Asi entonces, dada una solucién ¢(V, W) de la ecuacién (1.25),
la funcién A(V, W) puede determinarse por cuadraturas.

Reescribiendo la ecuacién (1.25) en la forma

924 1oy 0%
e + Wow - vz — 0, (1.28)

puede verse que es matematicamente equivalente a la ecuacién de ondas clasica tri-dimensional
para ondas con simetria cilindrica, considerando a W como una coordenada radial y a V' como una
coordenada temporal. Dado que las soluciones de esta ecuacién son ampliamente conocidas en la
literatura, la solucién del sistema de ecuaciones (1.26) - (1.27) estd garantizada.

En el caso particular en que ®(p+t) = (p+1t)/2y QUp—1t) =(p—1t)/2,se tiene que V=t y W =p
y las ecuaciones (1.25) - (1.27) toman la forma
¢,tt = vap +P71¢,p; (129)
Yo = P +17), (1.30)
Yt = 2P¢7p ,(/Jat . (131)



ONDAS GRAVITACIONALES CILINDRICAS

Este sistema de ecuaciones representa las soluciones para ondas gravitacionales de Einstein-Rosen
[27]. De acuerdo con esto, vemos que el elemento de linea (1.1) conduce a un sistema de ecuaciones
que generaliza el sistema de ecuaciones de Einstein-Rosen y lo contiene como un caso particular.

1.4 SOLUCION DE LA ECUACION DE ONDA

Es bien conocido que las soluciones de la ecuacién de onda en coordenadas cilindricas (1.28) pueden
expresarse apropiadamente en términos de funciones de Bessel de la coordenada radial; sin embargo,
esta clase de soluciones no es muy apropiada para resolver el sistema de ecuaciones de Einstein, pues
no permite una integracién explicita de la funcién A en términos de funciones simples. De acuerdo con
esto, vamos a introducir una transformacién de coordenadas que nos permita obtener soluciones,
expresables mediante funciones relativamente simples, apropiadas para integrar explicitamente el
sistema de ecuaciones (1.26) - (1.27).

Consideremos la transformacién de coordenadas (V, W, z, ¢) — (z,y, z, ¢), con

z=\W2-V2, (1.32a)
iv
v= s (1.32D)

Mediante esta transformacién, la ecuacién de onda (1.28) toma la forma

0 0 0 0

la cual es matematicamente equivalente a la ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas para una
funcién v independiente de la coordenada acimutal ¢. Para ver dicha equivalencia explicitamente,
basta con hacer la identificacién x = r, y = cosf. Dicha equivalencia garantiza entonces que las
soluciones ¥ pueden escribirse apropiadamente en términos de potencias de = y funciones de Legendre
de la variable y.

Para solucionar la ecuacién diferencial parcial (1.33), y asf verificar la afirmacién anterior, utilizare-
mos el conocido método de separacién de variables. Supongamos entonces que la solucién se puede
escribir en términos de un producto de funciones de la forma

Y(z,y) = E@)Y(y), (1.34)

la cual al sustituirla en la ecuacién (1.33), y dividiendo por E(z)Y (y), lleva a la expresién

O SN

El primer miembro de esta relaciéon es una funcién que depende solamente de x, mientras que el
segundo miembro es una funciéon que depende sélo de y; por lo tanto, los dos términos deben ser
constantes.

Tomando la constante de separacién como [(I+ 1), se obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales
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ordinarias de segundo orden:

o d*E(z) dE(x) B
s + 2z i E(z)i(l+1) =0, (1.36)
(1-y?)2 ;;gy) - de};;y) FY (@Il +1) =0. (1.37)

La primera de estas ecuaciones es la conocida ecuacién diferencial de Euler-Cauchy, mientras que la
segunda es la ecuacién diferencial de Legendre; por consiguiente, la solucién general para 1) se puede
escribir de la forma

vay) =Y | + ba'| laBly) + Q). (1.38)

donde los P;(y) son los polinomios de Legendre y las Q;(y) las funciones de Legendre de segunda
clase. Las constantes a;, by, ¢; y d; son arbitrarias.

Ahora bien, teniendo en cuenta la transformacién (1.32), vemos que la variable y puede escribirse
como

y = W) W2 > V2, (1.39)

VI= (/W)

1
YT i

de tal manera que, cuando W?2 > V2, podemos escribir y = iy con —oo < § < oo, mientras que,
cuando W?2 < V2, se tiene que 1 < y < oco.

W2 < V2 (1.40)

De acuerdo con esto, teniendo en cuenta que los polinomios de Legendre divergen para valores
grandes del argumento, la solucién que presenta un comportamiento no singular debe contener solo
a las funciones de Legendre de segunda clase, Q;(y), lo que equivale a tomar los ¢; = 0 en la solucién
general (1.38). Asi entonces, la solucién general para la funcién ¢ (z,y) puede expresarse como

vay) =Y [ + be'| Q). (1.41)

=0

donde hemos redefinido apropiadamente las constantes arbitrarias.

Ahora bien, la expresién anterior contiene dos términos cuyo comportamiento es apropiado para
diferentes regiones del rango de valores de la variable x; es decir, cuando el rango de valores de x es
acotado e incluye el valor x = 0, la solucién apropiada esta dada por

Yi(z,y) = Ca'Quy). (1.42)
1=0
Por otro lado, cuando el rango de valores de = no es acotado, la solucién apropiada es
— C1Qu(y)
Yir(z,y) = ; T (1.43)

Notese que en ambos casos hemos redefinido las constantes arbitrarias. La expresién correspondiente
en las variables V' 'y W puede obtenerse facilmente utilizando la transformacién (1.32) y, finalmente,
la expresion en las coordenadas originales ¢, p se obtiene utilizando las soluciones de D’Alembert
(1.20) y (1.21) para W(t,p) y V(¢,p).
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1.5 SOLUCION PARA LA FUNCION METRICA A

Vamos ahora a determinar la funcién A(V, W) integrando el sistema de ecuaciones (1.26) - (1.27).
Ahora bien, para tal fin, es més conveniente reescribir dichas ecuaciones en términos de las variables
(z,y), las cuales son més apropiadas para realizar explicitamente la integracién. Utilizando entonces
la transformacién (1.32), el sistema de ecuaciones (1.25) - (1.27) toma la forma

[x2¢,w]7w + [(1— 92)¢,y],y = 0, (1.44)
Ao = 2(1=y" )% —2y(1 —y*)batry — (1= y*)* (V5 /o), (1.45)
A,y = yxzw?z +22(1 - y2)'¢},xw,y —y(1— y2)2 ?yﬂ (1.46)

donde la ecuacién (1.44) es la ecuacién de onda, cuyas soluciones se obtuvieron en la seccién anterior.
Igualmente, es facil ver que la condicién de integrabilidad del sistema sobredeterminado (1.45) - (1.46)
para la funcién A es equivalente a la ecuacién (1.44).

El sistema de ecuaciones diferenciales (1.45) - (1.46) tiene la forma

Ay(z,y) = Blz,y), (1.48)

de modo que su condicién de integrabilidad,

9A(x,y) _ 9B(z,y)

, 1.49
oy or ( )
estd garantizada mediante la ecuacién (1.44).
La solucién de dicho sistema se puede obtener integrando (1.47) con respecto a z,

Az,y) = /A(%y)dw +9(y), (1.50)

donde ¢(y) es una funcién que se obtiene derivando la expresién anterior con respecto a y e igualando
con (1.48) :

0A(z,
Ayfo) = Blog) = [ 2D+ g, (151
Usando entonces la condicién (1.49) se tiene que
OB (x,
Br) = [ LD ar s () (152
x
es decir,
B(x,y) = B(z,y) +4'(), (1.53)

con lo que g(y) = ¢, siendo ¢ una constante arbitraria.

De acuerdo con lo anterior, la solucién del sistema sobredeterminado (1.47)-(1.48) estd dada por

Az, y) = /A(x,y)d:c—i—c. (1.54)
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Igualmente la solucién puede obtenerse integrando (1.48) con respecto a y. Con un procedimiento
analogo al anterior, la solucién puede entonces expresarse como

Az, y) = /B(az,y)dy—i—c. (1.55)

Evidentemente (1.54) y (1.55) son equivalentes ya que A(z,y) es dnica. Esto significa que, dependi-
endo de la forma de las expresiones A(z,y) y B(x,y), podemos escoger entre (1.54) o (1.55) aquella
que permita realizar la integracion de manera maés simple.

De acuerdo con el comportamiento de la funcién ¢ (z,y), es claro que la expresién (1.54) es la més
apropiada para obtener la solucién A(x, y). Asf entonces, realizando la integracién correspondiente en
(1.54) con ¢r(x,y) vy ¥rr(x,y) dados por (1.42) y (1.43), se obtienen las correspondientes expresiones
para Ar(x,y) y Arr(z,y), dadas por

oo kit
Ar(z,y) = (1 —15?) Z M—Cglnx—i—cl, (1.56)
k+1
k10

donde

Mi(y) = klQr(y)Qi(y) — 2ukQr(y)Q;(y) — (1 — y*)QL(1) Q1 (v), (1.57)
Yy
= CrON,
Arr(w,y) =—(1—9°) D C _'_kl _ﬁ zk;kJr)Hz +crr, (1.58)
k=
donde

Nia(y) = (k + 1)1+ DQr(y)Qu(y) + 2y(k + Qi (1) Qi(y) — (1 = y*)Qk () Qi(y)- (1.59)

Las constantes de integracién c; y ¢;; deben determinarse en cada caso dependiendo del compor-
tamiento fisico de la solucién.

Al igual que con la funcién 1, la expresién correspondiente en las variables V' y W puede obtenerse
facilmente utilizando la transformacién (1.32) y, finalmente, la expresién en las coordenadas origi-
nales ¢, p se obtiene utilizando las soluciones de D’ Alembert (1.20) y (1.21) para W (t,p) y V (¢, p).
La expresion correspondiente a (¢, p) se obtiene entonces utilizando la transformacién (1.24). En
el capitulo siguiente consideraremos algunas soluciones particulares para W(t, p) y V (¢, p) vy encon-
traremos las expresiones correspondientes para ¥ (¢, p) v v(¢, p).



2 FAMILIAS PARTICULARES DE
SOLUCIONES

2.1 INTRODUCCION

Vamos en este capitulo a considerar casos particulares de la solucién general obtenida en el capitulo
anterior, obtenidos considerando diferentes soluciones para (1.20) y (1.21). En la seccién 2.2 tomamos
W = py V =t, encontramos la forma general de las funciones métricas ¢ y v para esta familia
de soluciones y, finalmente, consideramos un ejemplo especifico sencillo obtenido tomando el primer
término de dicha familia.

En las siguientes secciones se consideran otras soluciones para (1.20) y (1.21). En la seccién 2.3
tomamos W =ty V = p, en la seccién 2.4, W = costcosp y V = —sent senp y, en la seccién 2.5,
W = costsenp y V = sent cos p. En todos los casos realizamos el mismo analisis de la seccién 2.2.

2.2 PRIMERA FAMILIA DE SOLUCIONES

Consideremos inicialmente la solucién para (1.20) y (1.21) obtenida tomando

D(p+t) = (p+1)/2, (2.1)
Qp—t) = (p—1)/2,

de modo que W (t,p) = py V(t,p) =t. Para esta solucién particular, se tiene que

z=/p?—12, (2.3)

it
Yy = 7[)2 = (2.4)
Para determinar la forma explicita de la solucién, consideraremos la regién p? — ¢ > 0, correspon-
diente al exterior del cono p? —t2 =0, y la regién p? — t? < 0, correspondiente al interior del cono.
Para el exterior del cono tendremos que 0 < z < oo mientras que y = g, con —oo < § < 0o. Por
otro lado, para el interior del cono tendremos que = = iZ, con 0 < < co, mientras que 1 < y < co.
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De acuerdo con lo anterior, podemos ver que la solucién que presenta un comportamiento no singular
en regiones distintas al cono estd dada, cuando p? > t2, por

— Ciq(]
w(ta p) = Z ;li(l ) ) (253,)
=0
= CLCiN,
V(t,p) = 7> C +kz ji 2’“;k+)l+2 +e (2.5b)
k l:O
con
Nu() = (k+ 1)+ Dar(@)a () + 25(k + Var(@)a(9) + 1+ 5)q (@) 41 (9), (2.6)
mientras que para p? < t2, estd dada por
— C1Qu(y
Y(tp) = > 7;#(1 ), (2.7a)
=0
= CLCiN,
Vtp) = —(1—y*) > @ +kz ji 2’“;k+)l+2 + (2.7b)
k l:O
con

Nu(y) = (k + 1)1+ DQr(y)Qu(y) + 2y(k + QL) Q1(y) — (1 = ¥*) Q1 (y)Q; (1)- (2.8)

En esta expresién ¢ (7) = i'71Q;(iy) son las funciones de Legendre de argumento imaginario [4], y
las constantes ¢ se determinan exigiendo que la solucién sea asintéticamente plana. Igualmente, es
facil ver que la solucién es continua en el cono p? = t2.

Como un ejemplo sencillo de la anterior solucién, consideremos el caso obtenido tomando solamente
el primer término de la expansién general; es decir, tomemos Cy # 0y Cy = 0 para k > 0, de tal
manera que la forma explicita de la solucién es, para p? > t2,

t
t, = cot ™! | —— , 2.9a
W) = [ — 4 (290)
L[ 202t p) — 2tCotb(t, p) + C2
t = - 2.9b
) = -3 | g , (2.90)
donde la constante ¢ se toma igual a cero.
Por otro lado, cuando p? < 2, la solucién estd dada por
C t+ /12 — p?
bt p) = 0 g |tE r | (2.10a)
2./t2 — p? t— /12 — p?
1 [p?2(t, p) — 2Cote(t, p) + C3
Ve = 5 [ (t.) o (t:p) + Co 7 (2.10Db)

donde, nuevamente, tomamos la constante de integracion igual a cero.
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2.3 SEGUNDA FAMILIA DE SOLUCIONES

Consideremos ahora la solucién para (1.20) y (1.21) obtenida tomando

D(p+t) = (p+1)/2, (2.11)
Qp—t) = (t—p)/2, (2.12)

de tal manera que W(t,p) =ty V(t,p) = p. Para esta solucién particular, se tiene que

v = JEZ 2, (2.13)

ip
= —. 2.14
V=T (2.14)
Siguiendo el procedimiento de la seccién anterior, consideraremos la region t? — p? > 0, correspon-
diente al interior del cono t? = p?, y la regién t? — p? < 0, correspondiente al exterior del cono. Para
el interior del cono tendremos que 0 < x < oo mientras que y = iy, con —o0 < § < 0o. Por otro
lado, para el exterior del cono tendremos que = = iZ, con 0 < T < 0o, mientras que 1 < y < co.

De acuerdo con lo anterior, la solucién que presenta un comportamiento no singular en regiones
distintas al cono estd dada, cuando t? > p2, por

— Ciqu(¥))
w(tp) = D i (2.152)
1=0
e CrCi N ()
2
Ytp) = —(1+7%) ). k+l+2xk+l+2+c (2.15b)
k z:o
con
Nu(@) = (k+ 1)+ Dar@a(@) + 25k + Dae(@)a; (5) + 1+ 7°)ax(5)ar (), (2.16)
mientras que para t? < p?, estd dada por
— C1Qu(y)
t = —_— 2.1
Y(t, p) ; I (2.17a)
- CrCiNi(y)
v(t,p) = —(1—vy zl: k+l+2xk+l+2+c’ (2.17D)
k, :o
con

Ni(y) = (k+ D+ DQr()Qu(y) + 2y(k + DQx(1)Q)(y) — (1 — ¥*) Q% (1) Q; (y). (2.18)

Como en el caso anterior, las constantes ¢ se determinan exigiendo que la solucién sea asintoticamente
plana y la solucién es continua en el cono p? = t2.

Como en la seccién anterior, un ejemplo sencillo se obtiene tomando solamente el primer término de
la expansién general; es decir, tomemos Cy # 0 y C, = 0 para k > 0, de tal manera que la forma
explicita de la solucién es, para p? < t2,

U(t,p) = \/tQCO_in arccot [th—pQ] , (2.19a)
[t%z(t p) — 2pCow(t p) +C§ }
12 — p2 ’

v(t,p) = (2.19b)

l\D\H
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donde la constante ¢ se toma igual a cero.

Por otro lado, cuando p? > t2, la solucién est4 dada por

C /n2 _ t2
Y(t,p) = 0 In |2 tVe (2.20a)
2 p2 — 2 p— p2 — 2
1 [t2¢3(t, p) — 2Copy(t, p) + C§
V(. p) = 2{ t.0) . 2( )+ G , (2.20Db)
pe—1
donde, nuevamente, tomamos la constante de integracién igual a cero.
2.4 TERCERA FAMILIA DE SOLUCIONES
Una tercera familia de soluciones se obtiene tomando
cos(p+t
p+t) = %, (2.21)
—t
a1 = L=, (2.22)
lo que implica que W (¢, p) = costcosp y V(t,p) = — sent senp, de tal manera que —1 < W <1y
—1 <V < 1. En este caso se tiene que
z = +/1—sen?t—sen?p, (2.23)
y = — 7 sent senp (2.24)

/1 —sen2t —senZp

Siguiendo entonces el procedimiento de las secciones anteriores, analizaremos la forma explicita de la
solucién cuando W2 > V2 y cuando W2 < V2. Cuando W2 > V2, de modo que 0 < tan®ttan?p < 1,
tendremos que 0 < z < 1 mientras que y = ifj, con —oo < § < 0c. Por otro lado, cuando W2 < V2,
ast que tan® ttan? p > 1, se tiene que x = %, con 0 < Z < 1, mientras que 1 < y < oo.

De acuerdo con esto, la solucién para W?2 > V2 est dada por:

Uit,p) = D Craly) 2, (2.252)
1=0
1
v(t,p) = Alt,p)+ 3 In [sen2p cos® t — sen’t cos? o, (2.25b)
en donde -
o0 M — Jr
At,p) = (1+7%) Z CrCiMiu(g)e™ —C2lnz+c (2.26)
k+1
k170
con
My () = klaw(@)a(F) — 25k (7);(7) + (1 + 7). (7)a1(7) (2.27)

donde la constante ¢ se determina exigiendo que la solucién sea asintoticamente plana
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Ahora bien cuando W2 < V2, la solucién estd dada por

Uitp) = > CiQuly) 2, (2.28a)
1=0
v(t,p) = A(t,p)+ %ln [sen®p cos® t — sen®t cos® p| , (2.28b)
en donde "
— CrCiMy(y)z
Alt,p) = =31 > % —C?ni+c (2.29)
k170
con
My (7) = kIQr(y)Qi(y) — 2ykQr(y)Q1(y) — (1 - ") Q1) Qi (v), (2.30)

donde, nuevamente, la constante ¢ se determina exigiendo que la solucién sea asintdticamente plana.

Tomemos nuevamente el caso sencillo en que Cy # 0 y Cr = 0 para k > 0, de tal manera que la
forma explicita de la solucién serd

— t 3
Y(t,p) = Cocot™! Senisenp (2.31)
/1 —sen2t — sen2p
1. [sen?pcos?t — sen?tcos? p
tp) = -In , 2.32
vt p) 2 [ (1 — sen2t — sen2p)Cs (2:32)

cuando W2 > V2, tomando la constante de integracién igual a cero. Por otro lado, cuando W2 < V2,
la solucién toma la forma

W(tp) — Co In sentsenp + /sen?t + sen2p — 1 7 (2.33)
2 sentsenp — +/sen?t + senZp — 1
1 sen2p cos? t — sen’t cos? p]
t, = —-In , 2.34
7(t:p) 2 { (sen2t + sen2p — 1)< (2:34)
tomando nuevamente la constante de integracion igual a cero.
2.5 CUARTA FAMILIA DE SOLUCIONES
Finalmente, consideraremos una cuarta familia de soluciones obtenida tomando
t
O(p+t) = %, (2.35)
—t
a1 = =0 (2:36)

lo que implica que W(t, p) = cost senp y V(t,p) = sent cosp, de tal manera que -1 < W < 1y
—1 <V <1, tal como en la anterior familia de soluciones. En este caso se tiene que

x = sen?p — sen?t, (2.37)

y = 1 sent cos p (2.38)

/senZp — sen?t
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Siguiendo entonces el procedimiento de las secciones anteriores, analizaremos la forma explicita de
la solucién cuando W2 > V? y cuando W2 < V2. Cuando W2 > V2, de modo que tan? p > tan?t,
tendremos que 0 < < 1 mientras que y = iy, con —oo < § < 0o. Por otro lado, cuando W2 < V2,
asi que tan? p < tan?t, se tiene que x = iz, con 0 < Z < 1, mientras que 1 < y < co.

De acuerdo con esto, la solucién para W?2 > V2 estd dada por:

w(ta p) = Z CVl C]l(ﬂ) xlv (2393‘)
1=0

v(t,p) = Alt,p)+ %ln [cos2 pcos? t —sen?p sen2t] , (2.39b)

en donde ol

o0 =\ kit
Alt,p) = (1+7%) Z CeCiMu(G)e™ Cillnz +c (2.40)

k+1
k,1£0
con

My (5) = Klaw(§)a(5) — 25kar @) a1 (@) + 1+ 5°)a.(@) a1 (@), (2.41)

donde la constante ¢ se determina exigiendo que la solucién sea asintéticamente plana

Ahora bien cuando W?2 < V2, la solucién est4 dada por

Uitp) = Y CQuly) 7, (2.42a)
1=0
v(t,p) = A(t,p)+ %ln [cos? pcos®t — sen?p sen’t] (2.42b)
en donde it
oo C C —
Alt,p) = (1—y*) Y % —C2Inz+c (2.43)
k170
con
Mia(g) = klQr(y)Qu(y) — 2ykQr(y)Q(y) — (1 — y*) QL (1) Qi (v), (2.44)

donde, nuevamente, la constante ¢ se determina exigiendo que la solucién sea asintéticamente plana.

Tomemos nuevamente el caso sencillo en que Cy # 0 y Cx = 0 para k > 0, de tal manera que la
forma explicita de la solucién sera

t
W(tp) = Coeot™! | e P8P (2.45)
sen?p — sen?t
1 cos? p(3052 t — sen’t sen2p}
tp) = -In , 2.46
V(t:p) 2 [ (sen2p — sen2t)Cs (2.46)

cuando W? > V2, tomando la constante de integracién igual a cero. Por otro lado, cuando W2 < V2,
la solucién toma la forma

W(tp) — Co In sent cos p + v/sen?t — sen2p 7 (2.47)
2 sent cos p — y/sen2t — sen2p

(2.48)

1 sen?p cos? t — sen?t cos? p
v(t, p) ,

—In 5
2 (sen2t — sen2p)©o
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donde también tomamos la constante de integracién igual a cero.

El procedimiento que acabamos de realizar para estas cuatro familias de soluciones se puede también
efectuar tomando otras soluciones para W(t, p) y V(t,p), de tal manera que puden obtenerse otras
familias distintas a las aqui estudiadas.



CONCLUSIONES

En este trabajo se presento un método mediante el cual se obtuvieron soluciones exactas simples de
las ecuaciones de Einstein para ondas gravitacionales cilindricas. El método permite escribir las ecua-
ciones de Einstein en forma tal que es posible integrarlo explicitamente y encontrar soluciones que
se pueden expresar en términos de funciones, relativamente simples, de las coordenadas utilizadas.

Mediante una transformacién de coordenadas apropiada, se redujeron las ecuaciones de Einstein a
las ecuaciones de Einstein-Rosen, una de las cuales es matemaéaticamente equivalente a la ecuacién de
onda clasica tri-dimensional para ondas con simetria cilindrica. Se introdujo después otro sistema de
coordenadas que permitio obtener soluciones explicitas de la ecuaciéon de onda mencionada, las cuales
se expresaron apropiadamente en términos de funciones de Legendre de segunda clase. Finalmente,
se utilizaronn las anteriores soluciones para integrar un sistema sobredeterminado de ecuaciones
diferenciales parciales correspondientes a la restante funciéon métrica. Finalmente, se considerarron
cuatro familias particulares de soluciones.

El presente trabajo constituye el primer paso en el estudio de la obtencién de soluciones exactas para
ondas gravitacionales cilindricas. Los resultados obtenidos en este trabajo pueden posteriormente
extenderse considerando soluciones més generales para las funciones W(t, p) y V (¢, p). Igualmente,
los resultados obtenidos en este trabajo deben complementarse con un analisis del comportamiento
de las soluciones obtenidas.
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