DINAMICA DE LA POLARIZACION Y LA COHERENCIA DE FUENTES DE LUZ

Dindmica de la polarizacién y la coherencia de fuentes de luz parcialmente polarizadas sobre la

esfera de Poincaré.

Karol Vianney Salazar Ariza

Tesis para optar al titulo de Doctora en Fisica

Director
Rafael Angel Torres Amaris

Doctorado en Ciencias Naturales-Fisica

Universidad Industrial de Santander
Facultad de Ciencias
Escuela de Fisica
Bucaramanga

2021

1



DINAMICA DE LA POLARIZACION Y LA COHERENCIA DE FUENTES DE LUZ

Tabla de Contenido

(1. Fundamentos de la polarizacion de la luz]

(1.1. Elipse de polarizacion|

(1.1.1. Los parametros & y ¥ de la elipse de polarizacion|

(1.2. Esfera de Poincaré|

(L.3. Calculo matricial de Jones|

(1.4. Representacion cuaternionica de la luz polarizadal

(1.5. Matriz de polarizacion|

(1.6. Grado de polarizacion|

11.7. Algebra de Stokes-Mueller|

[1.8. Parametros de Stokes y la esfera de Poincaré|

(1.8.1.  Funcion de distribucion de densidad de Eliyahu-Brosseaul

[1.8.2. Grado de correlacion de los parametros de Stokes sobre la esfera de Poincaré

[1.9. Conclusiones!

2. Estudio de la luz polarizada y su interaccion con un retardador lineal rotante|

[2.1. Formulacion de las trayectorias sobre la esfera de Poincaré]

[2.2. Interpretacion geométrica: interseccion de la esfera de Poincaré y un cono.

=

4 B 8B B B B BB EREREBEB B

N
oN

!

48

g

9

&



DINAMICA DE LA POLARIZACION Y LA COHERENCIA DE FUENTES DE LUZ 3

[2.3. Retardador cuarto de onda rotantel
2.3.1. Caso I. Lugar geométrico para el estado de polarizacién lineal de entrada con y = 0| [57]
[2.3.2. Caso 2. Lugar geométrico para el estado de entrada con 0 < [2y| < 7 /4| 58]
[2.3.2.1. Estados de polarizacion emergentes en el mismo meridiano que el estado del haz |
L deentradal 58
[2.3.2.2.  Estado de polarizacion cruzado|
[2.3.2.3. Estados de polarizacion superior e inferior]
[2.3.3. Caso 3. Estado de polarizacion de entrada con elipticidad 2y = £7 /4|
2.3.4. Caso 4. Estado de polarizacion de entrada con elipticidad 7/4 < 2| < 7/2|
[2.3.5. Caso 5. Estado de polarizacion circular de entrada 2| = 7 /2|
[2.3.6. Proyeccion sobre el plano de coordenadas (S, 5, )|
2.4. Retar r media onda rotan 69|
[2.5. Simulacion y experimento de un retardador cuarto de onda rotante.|
[2.6. Relacion entre el angulo del cono, el estado de entrada y los estados Sy perior Y Sinferior| 73
2.7. Conclusiones| 74
3. Estadistica de los parametros de Stokes sobre la esfera de Poincaré: distribucion de |
| densidad de probabilidad de von Mises-Fisher| 75
13.1. Distribucion de von Mises-Fisher sobre la estera de Poincarel 76

[3.2. Relacion entre la distribucion de von Mises-Fisher y la distribucion de Eliyahu-Brosseau|

[3.3. Simulacion y experimentol| 38




DINAMICA DE LA POLARIZACION Y LA COHERENCIA DE FUENTES DE LUZ 4

4. Conclusiones 911

4. Estadistica de los parametros de Stokes sobre la esfera de Poincaré: distribucion de |

[ densidad de probabilidad de Kent| 92
4.1, Distribucién de Kent sobre Ja esfera de Poincaré]

4.2. Relacion entre el grado de correlacion sobre la esfera de Poincaré y los parametros k y pI103]

“4.3. Relacion entre el grado de polarizacion definido en la ecuacion [1/9|y el grado de

|
[ coherencia de Wolfl
4.4, Conclusiones| [13]
I5. Estadistica de los parametros de Stokes sobre los ejes de la esfera de Poincaré| 114
[>.1.  Distribucion de densidad de probabilidad de las variables angulares de la esfera de |
[ Poincaré] 113
[5.2. Distribucion de densidad de probabilidad de los parametros de Stokes: variables angu- |
| lares estadisticamente independientes| 17
[5.3. Relacion del vector de Stokes sobre los ejes de la estera de Poincaré con la distribucion |
[ de Kenf 119
[>.4. Caso particular: Distribucion de von Mises-Fisher| 123
2.5, Conclusiones|
6. _Conclusiones|
[6.1. Futuros trabajos de investigacion| 130




DINAMICA DE LA POLARIZACION Y LA COHERENCIA DE FUENTES DE LUZ 5

[Referencias Bibliograficas|




DINAMICA DE LA POLARIZACION Y LA COHERENCIA DE FUENTES DE LUZ

Lista de Figuras

6
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| la elipse de polarizacion de una onda electromagnética plana y armonica que se propaga en

| direccion z. La longitud del semieje mayor y menor de la elipse estd determinada por los

| parametros A y B, respectivamente. El parametro ¢ es el dngulo que hace el semieje mayor

| con el eje positvo E,, y x es el angulo que mide la elipticidad.|
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| la estera el estado de polarizacion de una onda electromagnética plana y armonica. En la

| figura b) se esquematizan algunos estados de polarizacion sobre la estera de Poincaré. Los

| estados de polarizacion sobre el ecuador son lineales. En el polo norte y sur se encuentran las

| polarizaciones circulares a derecha e 1zquierda, respectivamente, y los estados de polarizacion

| eliptica estan representados en todo lo que queda de la esfera.|

Figura|3. Representacion de un retardador lineal, en donde su eje rdpido hace un dngulo 6 con

| respecto a la direccion x positiva del sistema de referencia.|

Figurad.  Esquematizacion del eje rapido del retardador sobre la esfera de Poincare e,,.

| Este eje pasa por un punto del ecuador de la esfera de Poincaré, y hace un angulo

| 260 con el eje ey. La birrefringencia del retardador sobre la esfera se traduce por una

| rotacion de angulo ¢ alrededor de eje e,, que pasa por los puntos representativos de las

| vibraciones propios del retardador.|
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Figura[l0. Esquematizacion del plano meridiano, y de los estados de polarizacion S04 =

S(ZOC,2%), Ssuperior — S(ZOC + 7T, 77:/2 — ZX)a Sinferior = S(Z(X, 2% — 7[/2) y Scruzado —

S(20t, —2y). Los estados Sy, perior Y Sinferior SO diametralmente opuestos.|

63|
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Resumen

Titulo: Dindmica de la polarizacion y la coherencia de fuentes de luz parcialmente polarizadas sobre la esfera de
Poincaré.

Autor: Karol Vianney Salazar Ariza @
Palabras Clave: Coherencia, polarizacion, esfera de Poincaré, fuentes de luz parcialmente polarizadas.

Descripcion: La descripcion matemadtica de la polarizacion de la luz esta basada en el método de la matriz de
coherencia-polarizacién, los pardmetros de Stokes, el vector de Jones, los cuaterniones de Pellat-Finet y el método
gréfico de la esfera de Poincaré. Recientemente, se ha introducido una nueva metodologia para caracterizar la pola-
rizacién, en funcién de las auto-correlaciones de los pardmetros de Stokes, las cuales permiten obtener informacién
adicional respecto a los pardmetros de Stokes o la matriz de polarizacién. Este método puede diferenciar entre dos
fuentes de luz con el mismo grado de polarizacién, pero con dindmica de polarizacién diferente, es decir, con di-
ferentes estadisticas. La esfera de Poincaré es muy util en el caso de fuentes de luz totalmente polarizadas, ya que
permite una representacion grafica de los estados de polarizacion y sus transformaciones como se demuestra en esta
investigacién con la formulacién de la Ley de los birrefringentes lineales. Ademds, tanto el método de Stokes-Mueller
como los cuaterniones de Pellat-Finet constituyen un método algebraico adaptado a esta representacion, lo que incre-
menta el interés de ésta. Por lo tanto, en esta tesis se explora una nueva metodologia basada en el estudio estadistico
de la polarizacién a través de la evolucién temporal de los estados de polarizacion sobre la esfera de Poincaré. Estos
estados son descritos mediante distribuciones de densidad de probabilidad de estados de polarizacidn sobre la esfera
de Poincaré, lo cual permite caracterizar las fuentes de luz parcialmente polarizada por medio de pardmetros que se
acoplan con el método gréfico de la esfera de Poincaré. De ahi, que se implementd la distribucién de von Mises-Fisher
para el estudio de dichas fuentes, permitiendo encontrar una relacion entre el grado de polarizacion y los parametros
de Stokes normalizados con los pardmetros de la distribucién de von Mises-Fisher. Estos resultados se generalizaron a
través de la distribucion de Kent sobre la esfera de Poincaré, logrando estudiar las correlaciones del vector de Stokes,
y asi obteniendo una expresioén general para el grado de correlacién que incluyen tanto las auto-correlaciones como
las correlaciones cruzadas entre las componentes del vector de Stokes sobre la esfera de Poincaré. Todos estos resul-
tados conllevan a demostrar la importancia de implementar el uso de las distribuciones de densidad de probabilidad
sobre la esfera de Poincaré para describir la fluctuacién del estado de polarizacién, asi como la medicién del grado de
correlacion entre las componentes de vector de Stokes logrando una caracterizacién completa de las fluctuaciones del
estado de polarizacion propia de cada fuente de luz.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Fisica. Director: Dr. Rafael Torres, Doctorado en Ciencias Naturales-Fisica.
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Abstract

Title: Dynamics of polarization and coherence of partially polarized light sources on the Poincaré sphere E]
Author: Karol Vianney Salazar Ariza
Keywords: Coherence, polarization, sphere Poincaré, partially polarized light sources.

Description: The mathematical description of light’s polarization is based on the polarization matrix method, the
Stokes parameters, the Jones vector, the Pellat-Finet quaternions, and the graphical method of the Poincaré sphere. A
new methodology has recently been introduced to characterize polarization based on the auto-correlations Stokes para-
meters, which allow obtaining additional information regarding the Stokes parameters or the polarization matrix. This
method can differentiate between two light sources with the same degree of polarization but with different polarization
dynamics. The Poincaré sphere is very useful in the case of fully polarized light sources. It allows a graphical repre-
sentation of the polarization states and their transformations, as demonstrated in this investigation with the formulation
of linear birefringent law. Furthermore, both the Stokes method and the Pellat-Finet quaternions constitute an alge-
braic method adapted to this representation, which increases its interest. Therefore, in this thesis, A new methodology
based on the statistical study of polarization is explored through the temporal evolution of polarization states on the
Poincaré sphere. These states are described by probability density distributions of polarization states on the Poincaré
sphere, which allows characterizing the light sources partially polarized through parameters that are coupled with the
graphical method of the Poincaré sphere. Hence, the von Mises-Fisher distribution was implemented to study these
sources, allowing to find a relationship between the degree of polarization P and the normalized Stokes parameters
with the parameters of the von Mises-Fisher distribution. These results were generalized through the Kent distribution
over the Poincaré sphere, achieving a study of the Stokes vector correlations, thus obtaining a general expression for
the degree of correlation that includes both the auto-correlations and the cross-correlations between the components
of the Stokes vector on the Poincaré sphere. All these results lead to demonstrate the importance of implementing the
use of probability density distributions on the Poincaré sphere to describe the fluctuation of the polarization state, as
well as the measurement of the degree of correlation between the Stokes vector components, achieving a complete
characterization of the fluctuations in the polarization state of each light source.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Fisica. Director: Dr. Rafael Torres, Doctorado en Ciencias Naturales-Fisica.
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Introduccion

La naturaleza vectorial de la luz ha desempefiado un papel fundamental en la 6ptica estadis-
tica, siendo ampliamente estudiada con una estructura matemadtica basada en la teorfa de procesos
aleatorios, y con aplicaciones en diferentes dreas, entre las cuales se encuentra la interaccion luz-
materia, biofisica, nanofotdnica, astronomia, astrofisica, estudios atmosféricos, telecomunicacio-
nes oOpticas, ingenieria quimica, medicina, biologia, ciencias de los materiales, fisica del plasma,
entre otras (Band, 2006; Brosseau, 1998 Rhee et al., 2009; Gomptf et al., 2011; Xue et al., 1992;
Rikken and Raupach, |1997; (Gnauck et al., 2008} [Fu et al., [2008; Dai et al., 2010; |Gaskell et al.,
2010; Koshiishi et al., [1996)).

Las fuentes de luz naturales o de laboratorio exhiben hasta cierto grado fluctuaciones alea-
torias en el vector campo eléctrico, en donde el estudio estadistico de estas fluctuaciones permite
medir y caracterizar la polarizacion de la fuente. Esto conlleva a la extraccién de informacién so-
bre las fuentes y los medios en los que se propaga la luz. Las fluctuaciones de la polarizacion
han sido objeto de una serie de estudios experimentales y tedricos en dreas como: fibras 6pticas
(Gordon and Kogelnik,, 2000; |Dorosz and Romaniuk, 2014), telecomunicaciones (VanWiggeren
and Roy, 2002), imdgenes de radar polarimétricas (Hajnsek et al., | 2003)), dispersion de la radiacién
(Jakeman, |1995}; |Bates et al., 1997), laseres de emision superficial con cavidad vertical (Sonder-
mann et al., 2003), astrofisica (Kovac et al., 2002; Ade et al., 2014)), en biomedicina para estudiar y
caracterizar muestras de tejidos cancerosos y no cancerosos (Macdonald and Meglinski, [201 1;|Wo-

linski, 2000), asi como en la dispersiones multiples en medios densos como en tejidos biolégicos
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(MacKintosh et al., [1989)).

La estructura matemadtica que describe la polarizacion de la luz estd basada en las formula-
ciones del calculo de Jones (Jones, (1941)), el formalismo de Stokes-Muller (Stokes, 1851}, |Golds-
tein, [2017), la matriz de coherencia (Mandel and Wolf] [1995), los cuaterniones de Pellat-Finet
(Pellat-Finet, |1991a,|1990), y el método geométrico de la esfera de Poincaré (Brosseau, |1998)). Las
fuentes de luz parcialmente polarizadas o no polarizadas necesariamente requieren un tratamiento
estadistico, siendo la base tedrica para caracterizar este tipo de fuentes los pardmetros de Stokes y
la matriz de coherencia (Goldstein, 2017; |/Azzam and Bashara, 1987 [Wolf,, 2003)). Una extensién
significativa del formalismo de Stokes mediante distribuciones de densidad de probabilidad de los
parametros de Stokes y de los pardmetros de Stokes normalizados fue dada por Barakat y cola-
boradores(Barakat, |1987a; Brosseau et al., |1991a; Brosseau, 1995a), asi como los primeros dos
momentos asociados a estas distribuciones de probabilidad. Esto con el fin de obtener informacién
estadistica mds detallada de una fuente parcialmente polarizada, en comparacién de los valores
medios que se obtienen mediante los parametros de Stokes.

Por otro lado, el estudio de las correlaciones de los pardmetros de Stokes en (Ellis and Do-
gariu, 2004, 2005), ha permitido distinguir entre diferentes fuentes no polarizadas, demostrando
que hay varios tipos de distribuciones aleatorias que conllevan a caracterizar estas fuentes. Mas re-
cientemente, Friberg y colaboradores estudiaron la evolucion temporal del estado de polarizacién
instantdneo sobre la esfera de Poincaré de fuentes parcialmente polarizadas mediante las auto-
correlaciones del vector de Stokes (Setdld et al., 2008; Shevchenko et al., 2009, 2015, [2017)). Estas

correlaciones permiten obtener informacién estadistica de la dindmica mediante el tiempo de po-
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larizacion, un tiempo en que el estado de polarizacion no cambia (Shevchenko et al., 2009, [2017).
Esta caracteristica representa una medida directa de las fluctuaciones del estado de polarizacion de
fuentes de luz no polarizadas.

La caracterizacion estadistica de campos electromagnéticos aleatorios ha establecido una
herramienta importante fundamentada en la teoria de los procesos estocdsticos (Wolf,, 2007; Ko-
rotkoval, 2017). En esta direccion los parametros de Stokes representan el método mas estudiado
y desarrollado hasta ahora (Brosseau, [1998; [Korotkoval, 2017)). Sin embargo, hasta ahora el uso de
la estadistica direccional aplicada sobre la esfera de Poincaré no se ha formalizado como metodo-
logia alterna para el estudio de la dindmica de polarizaciéon de fuentes de luz aleatorias mediante
distribuciones de densidad de probabilidad de variables angulares, y asi mediante otro enfoque
obtener informacién adicional de las propiedades de la polarizacion, lo cual evidencia la importan-
cia de tratamientos estadisticos (Setdld et al., 2008} [Shevchenko et al., 2009, 2015, [2017). Por lo
tanto, el enfoque de esta tesis estd en estudiar la polarizacién sobre la esfera de Poincaré, la cual
se basa en el hecho de que las distribuciones de probabilidad sobre la esfera incluyen las medias
angulares en el espacio, implicando conceptos estadisticos tridimensionales. De ahi que, en este
trabajo de investigacion consistié en formular, desarrollar y validar un método alterno mediante
distribuciones con y sin simetria rotacional sobre la esfera de Poincaré para estudiar fuentes con
un grado de polarizacién arbitrario. Este resultado permitié unificar el estudio de la polarizacién
con la representacion grafica de la esfera de Poincaré, asi como encontrar una cantidad medible
general del grado de correlacion sobre la esfera de Poincaré, que incluye todas las correlaciones

entre las componentes del vector de Stokes. Esta es una caracteristica de la dindmica de polari-
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zacion propia de una fuente de luz no polarizada o parcialmente polarizada. La medida de todas
las correlaciones entre las componentes del vector de Stokes en tiempo ¢ y ¢ 4+ T permite medir un
tiempo de polarizacion general, proporcionando nueva informacion de interés sobre fuentes de luz
naturales o artificiales y el medio de propagacion.

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera: en el capitulo [I] se revisan los funda-
mentos generales y los métodos algebraicos ya establecidos para estudiar la polarizacién. Por su
parte, en el capitulo[2]se presenta una caracterizacién del comportamiento tedrico-experimental de
la interaccion entre una fuente de luz polarizada y un retardador lineal sobre la esfera de Poinca-
ré. Siendo este estudio el punto de partida para presentar un formalismo estadistico alterno que
describe la polarizacion parcial de haces electromagnéticos estacionarios. Asi, el capitulo [3| con-
tiene la adaptacion de la estadistica direccional al estudio de la polarizacion sobre la esfera de
Poincaré mediante la distribucién de von Mises-Fisher. Estos resultados fueron validados experi-
mentalmente, y ademds son generalizados a través de las distribuciones de Kent en el capitulo ]
Estas distribuciones incluyen las funciones de auto-correlacién y correlacion cruzada del vector
de Stokes a diferencia de las distribuciones de von Mises-Fisher, lo cual permitié formular una
expresion general del grado de correlacién sobre la esfera de Poincaré. En el capitulo [5 se estudia
la estadistica del vector de Stokes sobre los ejes de la esfera de la Poincaré en el caso que las va-
riables angulares sean estadisticamente independientes. Finalmente, en el capitulo [6] se presentan

las principales conclusiones de este trabajo de investigacion.
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1. Fundamentos de la polarizacion de la luz

En este capitulo se presentan las propiedades de la polarizacion de la luz, asi como los prin-
cipios generales y tedricos utilizados para caracterizar haces electromagnéticos estadisticamente
estacionarios en el dominio del tiempo. Posteriormente se presentan los métodos mas utilizados
para describir y estudiar la polarizacion, asi como la definicién de pardmetros como el grado de
polarizacién y el grado de correlacion de Poincaré.
1.1. Elipse de polarizacion

La radiacién producida por los dtomos o moléculas de fuentes de luz natural y de la ma-
yoria de otras fuentes que emiten en el rango del visible es incoherente, en donde cada una de las
ondas polarizadas que contiene la radiacion oscila rdpidamente de manera que su polarizacion es
completamente impredecible. Estas variaciones tipicas de la polarizacién son imposibles de medir,
ya que el tiempo de respuesta de un detector de luz es demasiado largo (alrededor del orden de 10
ps). Por lo tanto, el detector promediard sobre muchas oscilaciones monocromaticas (Wolf, 2007;
Korotkova, 2017)).

Para describir la polarizacion de una oscilacion monocromatica se debe estudiar su amplitud
y su fase de propagacion, cuyo plano de polarizacion estd determinado por el campo eléctrico que
vibra en un plano perpendicular a la direccién de propagacidén, en donde se toma como referencia

el sistema de coordenadas cartesianas (x,y), de manera que el estado de polarizacién, en el punto
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r, se define a partir de las variables

E\(t) = Epycos(kz — ot + 6y), (1)

E,(t) = Egycos(kz— wt + ), 2)

las cuales trazan una seccion conica definida de la forma

2 2
E E E.E
(_x> + (_y) — 227 ¢os$ =sin’§, 3)
Eox E, EoxEoy

en donde E, y Eoy son las amplitudes instantdneas del campo eléctrico y § = 8, — 9, corresponde
a la diferencia de fase entre las componentes del campo (Brosseau, [1998; Mandel and Wolf, |1995).
La ecuacién general de la elipse [3] describe la polarizacién de la luz y se conoce como elipse de
polarizacion. Esta ecuacion estd en el plano fijo (x,y) perpendicular a la direccién de propagacion
de la luz (z), en donde el radio vector campo eléctrico en un punto fijo en el espacio traza una
elipse como se esquematiza en la figura[I] y cuya orientacién (derecha o izquierda) se caracteriza

convencionalmente por el dangulo ¥ dado por (Goldstein, [2017; Kumar and Ghatak, |[2011)

2EEqycos 6

tan2y =
* E(%x _E(%y

“)

Por otra parte, la ecuacion (3| se reduce a la ecuacion de un circulo cuando 0 = £7/2 y E, = Eyy,
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y se conoce como estado de polarizacion circular. En el caso que 6 = nmw, n =0, +1, +2, ---
la ecuacion degenera en una linea recta; E, = 3=(Eq,/Eoy)Ey siendo +Ep,/Eo, la pendiente de la
recta, la cual se conoce como polarizacion lineal, que a su vez puede tomar las siguientes formas

particulares:

Polarizacion lineal vertical, cuando Ep, =0

Polarizacion lineal horizontal, cuando Epy, = 0

Polarizacion lineal a 45, cuando Eo, = Eoy = Ep y 6=0

Polarizacion lineal a —45, cuando Eoy = Egy =Eoy 0 =T

Finalmente, la polarizacién eliptica que corresponde al estado general de polarizacion de
la luz se presenta cuando las componentes del vector campo eléctrico no son iguales, y también
cuando la diferencia de fase 6 # +m/2. Es importante resaltar, que los casos particulares de estados
de polarizacién (circulares y lineales) se tiene el poder de generarlos en laboratorios mediante
polarizadores lineales o circular. Ademas, recientemente se ha presentando una teoria general para
el disefio y fabricacién de polarizadores elipticos (Tu et al.,|2017). Sin embargo, se puede obtener
un estado de polarizacién arbitrario mediante retardadores media y cuarto de onda al interactuar
con una fuente de luz polarizada.

1.1.1. Los parametros ¢ y x de la elipse de polarizacion. Como ya se ha indi-
cado, la figura[I|esquematiza la elipse de polarizacién, la cual se encuentra rotada con respecto al
sistema no primado. El pardmetro o es el dngulo que hace el eje positivo E, con el eje mayor E..

de laelipse y y = arctan(+B/A) es el dngulo elipticidad.
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Figura 1. Representacion grafica sobre un plano (Ey, E,) de los pardmetros que caracterizan la elipse de
polarizacién de una onda electromagnética plana y arménica que se propaga en direccién z. La longitud del
semieje mayor y menor de la elipse estd determinada por los pardmetros A y B, respectivamente. El
parametro ¢ es el dngulo que hace el semieje mayor con el eje positvo E,, y x es el angulo que mide la
elipticidad.

Con respecto al sistema de coordenadas primado, la ecuacion [3] se escribe de manera sim-
plificada como
112 /2
‘Ex‘ IEy|

Syt =1L 5)

La relacion entre las componentes del campo eléctrico en los sistemas de referencia primado y no

primado se define mediante la matriz de rotacién de la forma

E, cosa —sinQ Ey
= : (6)
E, sinQ  cosa Ey
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De acuerdo a las ecuaciones anteriores [5] [6] y 1a ecuacién 3] se obtiene: (Goldstein, 2017)

EZ _E2
cos20cos2y = H, (7N
EOx+EOy
2FE0E
sin2acos2y = %cos 0, )
EOx+EOy
2E0.E
sin2y = — 2 sin§. )
EOx+EOy

Estas dltimas tres ecuaciones determinan la relacion entre los pardmetros de la elipse que describe
el radio vector campo eléctrico en el plano de onda, y las propiedades de la onda: amplitud y fase.
1.2. Esfera de Poincaré

Para caracterizar el estado de polarizacién de una onda electromagnética plana y arménica son
necesarios los pardmetros E,, Egy y O (ver ecuacion , los cuales en seccién anterior son relacio-
nados matemadticamente con los pardmetros de una elipse ¢ y ¥ mediante las ecuaciones [7, [§]y [0
(Brosseau, [1998; (Goldstein, 2017)). Estas tres ecuaciones, constituyen un punto sobre una esfera
de radio unitario llamada la esfera de Poincaré, cuyas coordenadas estdn definidas por los dngulos
2x y 2o como se ilustra en la figura @ (Pellat-Finet, [1990; [Poincar€, 1892} |Collett, 2005}, |Schott
and of Photo-optical Instrumentation Engineers, 2009). Algunas de las propiedades de la esfera de

Poincaré son:

= Los estados con polarizacién lineal se encuentran sobre el ecuador (y = 0).
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= En el polo norte y sur se encuentran los estados de polarizacion circular derecha (y = 7 /4)

e izquierda, respectivamente.

= En el resto de la esfera se encuentran todas las polarizaciones elipticas, en donde los paralelos
tienen la misma elipticidad, pero varian su orientacion, mientras que en los meridianos su

orientacion se mantiene constante y varia su elipticidad.

= En los hemisferios norte y sur estdn los estados de polarizacion a derecha e izquierda, res-

pectivamente.

Figura 2. En la figura a) se representa mediante un punto de longitud 2¢ y de latitud 2 sobre la esfera el
estado de polarizacién de una onda electromagnética plana y armodnica. En la figura b) se esquematizan
algunos estados de polarizacion sobre la esfera de Poincaré. Los estados de polarizacién sobre el ecuador
son lineales. En el polo norte y sur se encuentran las polarizaciones circulares a derecha e izquierda,
respectivamente, y los estados de polarizacion eliptica estdn representados en todo lo que queda de la
esfera.

La esfera de Poincaré es un método gréfico que presenta la informacién de forma visual y

no nuimerica. Ademas, este método no sélo representa el estado de polarizacion de una fuentes de
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luz sino su transformacidn al interaccionar con uno o varios dispositivos opticos lo que lo hace una
herramienta ttil y un complemento de los métodos algebraicos (Goldstein, 2017; Salazar-Ariza
and Torres, 2018; Ortega-Quijano et al., 2017). Los cuaterniones y el dlgebra de Stokes-Mueller se
pueden asociar con la esfera con el fin de obtener cédlculos explicitos en situaciones que involucren
fuentes totalmente polarizadas (Goldstein, [2017; Kliger and Lewis, 2012; Cabrera et al., |1993).
Recientemente, se ha introducido el grado de correlaciéon de Poincaré que mide el tiempo que tarda
la fuente de luz de estar en un estado de polarizacion antes de cambiar a otro estado. Resultado que
representa una medida directa de las fluctuaciones del estado de polarizacion de una fuente de luz
(Shevchenko et al., 2017)). Estos métodos son descritos a continuacion.
1.3. Calculo matricial de Jones

Jones en (Jones, 1941), desarrollé un método util y practico para describir el estado de
polarizacion de la luz y su interaccion a través de sistemas Opticos. De acuerdo con el método, las
componentes del campo eléctrico independiente del tiempo asociado a una onda monocromaética

se puede escribir como un vector bidimensional,

Eoye i
E= (10)

Eoyeiay .

Los valores reales de la fase 8, y O, de las componentes del vector campo eléctrico en si mismas

no determinan el estado de polarizacion, de manera que el vector 10| se puede escribir en funcidén
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de la diferencia de fase como

endonde 6 =8, — &,y

E E
N N s
E0x+E0y EOx+E0y

En el caso que 6 = 0 o médulo de 7, se tienen los estados de polarizacion lineal

cos 0 =

cos O
E= ,
sin O
entre los cuales se destacan
1 0 1|1 |1
Eprn = Epry = Epri45 = NG Epr—45 = NG ;
0 1 1 -1

27

(1)

(12)

(13)

(14)

la polarizacion lineal horizontal (PLH), vertical (PLV), a +45 (PL+45),y a —45 (PL —45) desde

el eje x, respectivamente. Por otra parte, en el caso que las amplitudes del campo eléctrico sean

iguales Eo, = Eo, y la diferencia de fase § = £=7/2, se tienen los estados de polarizacién circular
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a derecha (PCD) e izquierda (PCL) definidos por los vectores

1 1

1
Epcr = NG ;

+i —i

1
Epcp = 7 (15)

respectivamente. De manera general, los estados de polarizacion elipticos a derecha e izquierda
son descritos por la ecuacion [11]

En el cdlculo de Jones los dispositivos opticos lineales se describen mediante matrices 2 X
2 (Goldstein, 2017; Jones, 1948, 1942). De manera que la transformacién se escribe en forma

matricial

E,/C Jin Jiz2| | Ex
= ) (16)

Ey/ i1 Jn| |Ey

en donde las componentes del campo eléctrico primado y no primado corresponden a los estados

Eje lento

Figura 3. Representacion de un retardador lineal, en donde su eje rdpido hace un angulo 6 con respecto a
la direccidn x positiva del sistema de referencia.

de polarizacién emergente e incidente, respectivamente. La matriz 2 x 2 describe el medio 6ptico.

Los retardadores por ejemplo convierten cualquier forma de oscilacion del campo eléctrico en otra;
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ya que al propagarse la onda a través de este medio divide el campo eléctrico en dos componentes

e introduce una diferencia de fase entre ellas que se caracteriza por la matriz de Jones

eti?/2c0s2 @+ 19/25in> @ (7?2 — ¢7?/2)5in O cos O
Jr(Q) = ' a7

(eti®/2 —¢=1%/2)sinBcos @ eTP/2sin> @ + e P/ cos? O

El d4ngulo 0 es el dngulo que hace el eje rapido del retardador con respecto al eje x positivo como se
muestra en la figura[3] y el dngulo ¢ corresponde a la diferencia de fase que introduce el retardador
entre las componentes del campo eléctrico. Entre los retardadores mas comunes se encuentran el
retardador cuarto de onda ¢ = /2 y media onda ¢ = 7 (Goldstein, 2017; Azzam and Bashara,
1987).

1.4. Representacion cuaternionica de la luz polarizada

Los cuaterniones fueron creados por Hamilton como una extension de los niimeros complejos y son
una herramienta matematica que permite representar las orientaciones y rotaciones en el espacio
mediante cédlculos mas cortos y eficaces a diferencia de los dngulos de rotacion de Euler (Shoema-
kel, 1985} |Pletinckx, |[1989; Dam et al., [1998). Esta herramienta fue utilizada por Pierre Pellat-Finet
como método algebraico para describir haces polarizados (método PPF), con la ventaja de poder
representar tanto los estados de polarizacién como los operadores de polarizacién (medios 6pticos)

mediante un cuaternion (Pellat-Finet, (19914, (1990, (1991b;, [Pellat-Finet and Bausset, |1992)).
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Un cuaternién complejo g € C* se define de la manera

q = qoeo +qi1e1 +qrex +qzes, (18)

la cantidad real g( representa la parte escalar, y los otros tres términos son el vector complejo, en
donde ¢, ¢2 y g3 son cantidades complejas. Ademas, el cuaternién complejo puede ser represen-

tado mediante una matriz compleja 2 x 2, de la forma

q0—iq1 —q3—iq
q= . (19)

g3 —1iq2  qo+iq

El determinante de la matrix q es igual a la norma del norma del cuaternién ¢ (ver ecuacion [18)),
debido a que el dlgebra de las matrices complejas 2 x 2 es isomorfa al dlgebra de los cuaterniones
complejos (Hanson, 2005)).

Por otra parte, la matriz compleja q se puede expresar de la forma

q = 4000 —i[q101 +¢202 + q303], (20)

la cual estd en funcidn de las matrices de Pauli (07,02,03) y la matriz identidad (oy). Esta ecuacion
muestra una correspondencia con los pardmetros de Stokes para un haz polarizado (S, S1,S2,53),
a partir de la representacion de la polarizacion obtenida a través de la matriz de coherencia (Wollf,

2007). Tal correspondencia fue lo que llevé a Pellat-Finet a describir haces polarizadas mediante
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el cuaternién complejo definido de la forma

31
q0 = [ExEx + EyEy]7 (21)
q1 = [ExEx — EyEy), (22)
q> = [ExEy + EyEy], (23)
43 = i[ExEy — EyEy], (24)

en donde las componentes del campo eléctrico son deterministas. La parte escalar gg representa

la intensidad total de la onda, y la parte vectorial compleja (q1,g2 y ¢3) caracteriza el estado de

polarizacion de la fuente. Ademds, las componentes del vector complejo estdn relacionadas de la

siguiente manera

@ B G
fy By By (25)
qo 90 95

Representando la ecuaciéon de una esfera con centro en el origen y radio unitario, dando como

resultado la representacion sobre la esfera de Poincaré de la parte vectorial de un cuaternion.
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Por otro lado, la interaccién entre la fuente polarizada y el medio 6ptico se define como

X' =uXu*, (26)

en donde el producto es una multiplicacién cuaterniénica (ver apéndice [I)), y los estados de po-
larizacién representrados por los cuaterniones X’ y X describen el estado de la onda emergente e
incidente, respectivamente. El dispositivo 6ptico también es representado mediante un cuaternion
y se denota por la letra u (Pellat-Finet, 1990). Por ejemplo, en el caso del cuaternién que describe

un retardador (ver apéndice [2) lineal con birrefringencia ¢ y eje ey,

%2 = cos @ /2+e,sing /2, (27)

en donde el dngulo ¢ representa la rotacion alrededor del eje e, el cual se define como

e, = e1¢c0s20 + epsin20. (28)

El eje e, es un vector unitario en la direccién del eje rdpido del retardador (ver figura [3). Este eje
pasa por un punto del ecuador de la esfera de Poincaré, siendo 0 el angulo que hace el eje rapido
del retardador con el eje X, y sobre la esfera de Poincaré 0 es el dngulo que hace el eje de la esfera
ej con el eje e, como se indica en la figura[d]

Pellat-Finet formula para los retardadores el cambio de estado de polarizaciéon de un haz
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€3

20

€1

Figura 4. Esquematizacion del eje rapido del retardador sobre la esfera de Poincaré e,,. Este eje
pasa por un punto del ecuador de la esfera de Poincaré, y hace un dngulo 260 con el eje ¢;. La
birrefringencia del retardador sobre la esfera se traduce por una rotacion de dngulo ¢ alrededor de
eje e, que pasa por los puntos representativos de las vibraciones propios del retardador.

incidente como

U'2a,2x") = e??U (20,2 )e /2, (29)

en donde U’ y U son los estados de polarizacién incidente y emergente, respectivamente. Los
dngulos 2 y 2 son los pardmetros asociados con la esfera de Poincaré (ver seccién|[I.2).
1.5. Matriz de polarizacion

Hasta ahora se ha considerado la descripcion de fuentes de luz totalmente polarizada. Sin
embargo, en la naturaleza las fuentes de luz; por ejemplo como el sol, el estado de polarizacion va-
ria aleatoriamente sin que ningun estado sea mds probable que otro. Esto debido a que los d&tomos
que emiten la fuente no tiene una orientacion definida y por ende no esta correlacionada con los fo-
tones emitidos por otros 4tomos. En el caso que la forma de la elipse de polarizacién cambie, pero

no de manera totalmente aleatoria, es decir algunos estados de polarizacion son mds probables que
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otros, se dice que la fuente de luz estd parcialmente polarizada (Brosseau, |1998; Goldstein, 2017
Korotkova, 2017). Esto conlleva a introducir una descripcidon adecuada para estudiar las propie-
dades de polarizacion de segundo orden de las ondas electromagnéticas basada en el concepto de
matriz de coherencia. Esta describe la auto-correlacion y correlacion cruzada de las componentes
de campo en el espacio y el tiempo (Wiener et al., 1930; Wolf, |1959).

La matriz de coherencia se define como el promedio de ensamble del producto tensorial del

vector Jones por su transpuesta conjugada de la forma

= . (30)

Esta matriz contiene toda la informacion estadistica medible del estado de polarizacion en el ca-
so de fuentes de luz con intensidad y perfil espectral Gaussiano, ya que el valor esperado y los
momentos de segundo orden determinan completamente los momentos de mayor orden. Sin em-
bargo, de manera general la matriz de polarizacion s6lo contiene informacion de segundo orden
(Wolf, [2007; Korotkova, [2013). La traza de la matriz representa la intensidad total de la fuente y el
determinante de la matriz corresponde al estado de polarizacién de la fuente de luz. Los términos

que estdn fuera de la diagonal miden que tanto estdn correlacionadas las componentes del campo
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eléctrico. Esta correlacion se puede describir mediante el coeficiente normalizado definido como

- (Ed(r.0)Ey(r.1)) |
VB (e ) EL(0.0) (Ey (1,0 Ey (1,0)

€19

el cual caracteriza la fuente en funcion de su estado de polarizacién. En el caso de una fuente
totalmente polarizada, el grado de correlacion entre las componentes del campo eléctrico alcance
su valor maximo |%y| = 1, y a su vez detI" = 0. La despolarizacién total de la fuente se caracteriza
por no tener correlacién entre las componentes del campo eléctrico |yy,| = 0. Finalmente, en los
casos que 0 < |74y| < 1 describird fuentes parcialmente polarizadas (Mandel and Wolf, |1995).

1.6. Grado de polarizacién

La matriz de la ecuacién [30|que describe una fuente de luz con un estado de polarizacion arbitrario
puede expresarse mediante la suma de dos matrices, en donde una de ellas no estd polarizada y la

otra estd completamente polarizada, es decir,

INTER AT 10 B D
= — propol 4 ppol — 4 + . (32)

I Iy 0 1 D C

Las cantidades A, B y C son reales y no negativas. La cantidad |D|?> cumple con la condicién
DD = BC, debido a que el detl™! = 0. La intensidad total para la fuente de luz no polarizada

es Tr(IM°P°l) = 24, y para la fuente polarizada es Tr(I'™!) = B+ C. A partir de las relaciones
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obtenidas para la intensidad se define el grado de polarizacién como

el B 4der]/?
P:tr +C [1_ det ] ‘ (33)

«l  2A+B+C | (ul)?
La expresion anterior implica que el grado de polarizacion es independiente de la direccién en que
vibra el campo eléctrico del haz, ya que estd en funcién de dos invariantes de rotacién que son el
determinante y la traza de la matriz. El grado de polarizacion puede tomar valores entre cero y uno
0 < P < 1. Fuentes totalmente polarizadas su grado de polarizacién es P = 1, es decir detl' = 0, en
el otro extremo P = ( describird haces no polarizados, y por ende detl” = 1, respectivamente. Los
demas valores corresponden a una onda parcialmente polarizada (Ellis et al., [2005; |Wolf, 2008).

La relacion entre el grado de coherencia cruzada y el grado de polarizacion estd dada por:

la cual se obtiene a partir de la ecuacién [33] Esta relaciéon muestra que el grado de polarizacién
fija un limite superior al grado de coherencia cruzada, es decir el valor mdximo que puede tomar
el grado de correlacion simpre serd igual al grado de polarizacion de la onda.

1.7. Algebra de Stokes-Mueller

Una representacion matemdtica para estudiar la polarizacion de fuentes de luz con grado de pola-
rizacidn arbitrario en términos de observables fue propuesta por Stokes (Goldstein, 2017; [Collett,

2003)). Estos observables caracterizan el estado de polarizaciéon mediante cuatro pardmetros llama-
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dos los parametros de Stokes, y se describen en un vector de la forma

(s0) (Ex(10)Ex(t0)) + (Ey(t0)Ey(to))
(s1) (Ex(t0)Ex(t0)) — (Ey(t0) Ey(t0))
— ) (35)
(52) (Ex(to)Ey(t0)) + (Ey(t0)Ex(0))
(s3) i((Ey(t0)Ex(to)) — (Ex(t0)Ey(t0)))

Los pardmetros son combinaciones de las amplitudes Eo, y Eo, y la fase relativa 0 de las com-
ponentes del vector campo eléctrico. El primer pardmetro determina la intensidad, y los otros
tres especifican el estado de polarizacion de la fuente (Stokes, |1851}; |Goldstein, 2017; |Korotkova),

2013)). Estos cuatro parametros de Stokes se relacionan satisfaciendo la relacion:

(55) > (s7) + (s3) + (3) - (36)
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En el caso que la ecuacion anterior corresponda a la igualdad, los pardmetros describirdn fuentes

polarizadas. El vector de Stokes de los estados de polarizaciéon més conocidos se definen como

1 1 1
1 —1 0
SPLH = Spry = SPL+45 =
0 0 1
0 0 0
1 1 1
0 0 0
SpL—45 = spcp = SpcL = : (37)
—1 0 0
0 1 —1

La transformacion del estado de polarizacién de una fuente caracterizada por los pardmetros de
Stokes (ver ecuacién [35)) al interactuar con dispositivos dpticos se describe matematicamente me-
diante la relacién matricial

§' = M5, (38)

en donde el vector de Stokes primado y no primado describen el estado de polarizaciéon emergente
e incidente, respectivamente, y M es la matriz de Mueller 4 x 4, que representa el medio 6ptico

(Goldstein, [2017; (Walker, [1954). La matriz de Mueller, por ejemplo de un retardador lineal se
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define de la forma

0 cos?26+sin>20cos¢ (1 —cos¢)sin20cos26  sin20sin¢
; (39)

0 (1—cos¢)sin20cos26 sin’260 +cos’20cos¢p —cos20sin¢

0 —sin20sin ¢ cos20sin ¢ cos ¢

en donde la birrefringencia estd dada por el dngulo ¢ y 6 es el dngulo que hace el eje rapido con el
eje x, como se muestra en la figurad]
Por otra parte, los pardmetros de Stokes estdn relacionados con la matriz de coherencia (ver

seccion[1.5) de la siguiente manera

1 | So+s1 Sy — i3

r=; : (40)

Sy +1is3 S0 — 81
Relacién que se obtiene mediante las matrices de Pauli y la matriz de identidad (Korotkova, [2017;
Perez and Ossikovski, [2016]).
1.8. Parametros de Stokes y la esfera de Poincaré
Los valores instantdneos de los cuatro pardimetros de Stokes contiene toda la informacion
del estado de polarizacion de la fuente. Estos valores se obtienen mediante promedios de ensambles

(ver ecuacién[35)). La definicién de los parametros de Stokes en funcién de las amplitudes y fase de
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las componentes del vector campo eléctrico (ver ecuaciones [I]y [2) de una fuente de luz totalmente
polarizada se obtiene mediante la ecuacién de elipse de polarizacién (ver ecuacién[3) al transformar
en el dominio de la intensidad tomando un promedio de ensamble de las componentes del campo

eléctrico cuadratico,

BN, (B EOE@eoss@)
< Eo. ) +( Eo, ) 2 EoEoy = (sin“ (1)) . 41)
Teniendo que,
EWE D) = | EWE0p(ELENEE; (ij=x), “2)

en donde p(E;,E;) representa la distribucion de densidad de probabilidad conjunta. En el caso
particular en que las amplitudes del vector campo eléctrico sean valores constantes pero fase fluctia
de manera que la diferencia 0 = 0, — y es constante, y mediante las ecuaciones 1|y [2| se obtienen

los valores promedios a través de la ecuacion 42]

E} Eg
AN 2y _ Oy
(Ey) = Tx y (Ey) = > (43)
Reemplazando los resultados de la ecuacion [43]en la ecuacion 1] se llega a:
EoxEgycos 6
(ExEy) = —————. (44)

2
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Finalmente, reemplazando lo obtenido en las ecuaciones 43|y [44]en la ecuacion 36| para una fuente

de luz polarizada, se llega a

so = Eg, + Eg,, (45)
s1 = Eg, — Egy, (46)
s2 = 2EoEpycos 0, 47
s3 = 2Eo,Epysind , (48)

a la relacion entre los cuatro pardmetros de Stokes y las amplitudes de las componentes del vector
campo eléctrico y la diferencia de fase entre ellas (Brosseau, 1998} (Goldstein, |2017). Ademas,

normalizando a uno la intensidad total de la fuente determinada por el pardmetro s, se tiene

E? —E2
Si=—t=—2 (49)
50 E0x+E0y

52 2EoEqycos 0

=== ; (50)
S0 ng +E§y

53  2EocEgysind
e (51)
Ox Oy
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Estas tres ecuaciones representan el vector de Stokes en coordenadas cartesianas (x,y,z), el cual
define el estado de polarizacién normalizado de la fuente. Ademds, comparando estas tres ecuacio-
nes con las ecuaciones |7} 8]y [0] (ver la seccién[I.1) se llega a la relacién con los pardmetros 2y 2y
de la elipse, que a su vez corresponden a las coordenadas de un punto sobre la esfera de Poincaré.
Por lo tanto, la esfera de Poincaré es una representacion gréfica de la parte vectorial del vector de
Stokes como se indica en la figura [5(a). La longitud vector de Stokes sobre la esfera de Poincaré
corresponde al grado de polarizacién de la fuente, y en el caso de una fuente de luz polarizada
la longitud es el radio unitario de la esfera de Poincaré (P = 1) (Walker, |1954; [Theocaris, [1979;
Tedjojuwono et al., [1989; |Collett and Schaeter, 2008alb).

Por otro lado, las fuentes de luz parcialmente polarizadas el estado de polarizacién fluctia
en el tiempo y su representacion sobre la esfera corresponde a una distribucién de puntos, la cual
estd limitada por el grado de polarizacién de la fuente como se muestra en la figura [5[b). Para
este tipo de fuentes el dlgebra de Stokes como método no se puede asociar al método gréfico de la

esfera Poincaré, ya que el grado de polarizacion, definido por

P=/S7+5%+53, (52)

estard entre 0 < P < 1, y cuya representacion es un punto dentro de la esfera de Poincaré, como se
muestra en la figura[5(b)]
Finalmente en el caso de fuentes no polarizadas el grado de polarizacién es cero y por lo

tanto, corresponde a un punto en el centro de coordenadas de la esfera de Poincaré (ver figura[5c))
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Sa

(a) (b) ()

Figura 5. Representacion gréfica sobre la esfera de Poincaré de fuentes de luz: a) polarizadas, b)
parcialmente polarizadas y c) no polarizadas.

(Fujiwara, 2007} Perlicki, [2005).

1.8.1. Funcion de distribucion de densidad de Eliyahu-Brosseau. Las fluctua-
ciones del vector campo eléctrico caracterizadas mediante las variables de los parametros de Stokes
sobre los ejes coordenados de la esfera de Poincaré fueron estudiadas en (Eliyahul (1994} Brosseau,
1995b)). Las distribuciones de densidad de probabilidad de las variables de Stokes se pueden expre-
sar como un conjunto de férmulas analiticas para describir fuentes de luz parcialmente polarizada
con estadistica Gaussiana, cuya fase y amplitud del vector de campo eléctrico son estadisticamente
independientes.

La funcién de distribucioén de probabilidad de Eliyahu-Brosseau del pardmetro de Stokes

normalizado Sy, tiene la siguiente forma

ps, (1) =

_p2 _
(1 P){ 1—-S10 (53)

2 [(1—510’1)2—(1—S%)(Pz—wlz)]m}’
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en donde S es el pardmetro de Stokes (—1 < |S;| < 1), P es el grado de polarizacion y m; repre-
senta el valor esperado de Sy. La funcién de densidad de probabilidad pyg, (S2) y ps,(S3) se evalda
a partir de la expresién de pg, (S1) haciendo uso de la transformacién de simetria (Brosseau et al.,

1991b),

1 1
R 1
S1 — S, con Rzzﬁ , (54)
-1 1
1 i
R; 1
S1— 83 con Ry =— , 55
1 3 3 7 (55)
1 —i

en donde R, y R3 son matrices unitarias. Por otra parte, la relacién de los pardmetros de Stokes

con la matriz de polarizacion (ver la ecuacion [30) se define como

S =tr(To;), con i€ (0,1,2,3). (56)

Los valores de o; son la matriz identidad y las matrices de Pauli

o) = ,01 = ,00 = ,03 = (57)

La operacién con la matriz de polarizacién es una transformacién I' — R jFR;1 con j € (2,3),
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dejando sus valores propios invariantes, es decir la intensidad total del campo y el grado de polari-

zacion. Por ejemplo, si se quiere obtener S; a partir de Sy,

Sy, = tr(Rzl"Rz_lo'l) . (58)

Lo anterior corresponde a un cambio S| — S y de @; — @, en la ecuacion [53] de manera que

(1-P?) 1S
PSZ(SZ) = > { [(1 —Sza)2)2 _ (1 —S%)(Pz _ w22)]3/2} ! (59)

De manera andloga se obtiene la funcién de distribucién de probabilidad pg, (S3)

(1-P%) 11— S303
Ps,(S3) = 5 {[(1_S3w3)2_(1_S%>(p2_w32)]3/2} ’ (60)

del pardmetro de Stokes normalizado S3, lo cual corresponde a un cambio S| — S3 y de @ — @3
en la ecuacién 331

1.8.2. Grado de correlacion de los parametros de Stokes sobre la esfera de Poin-
caré. Recientemente se ha presentado un interés por estudiar la dindmica de las fluctuaciones de
la polarizacidn, la cual permite diferenciar entre dos fuentes de luz con diferentes estadisticas pero
con el mismo grado de polarizacién. En este sentido en (Setdld et al., 2008; Shevchenko et al.,

2009, 2015, 2017), se ha estudiado tanto tedricamente como experimentalmente la dindmica de la
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polarizacién mediante la funcién de la correlacién sobre la esfera de Poincaré definido como

X (Su()Sa(t+ 1))
()= = One+ )

(61)

en donde (S,(7)S,(t + 7)) representa las funciones de correlacién de los pardmetros de Stokes.
Esta funcién permite medir el tiempo de polarizacion, es decir el tiempo en el que se supone que
el estado de polarizacidén no cambia.

En el caso particular que 7 = 0, en (Tervo et al., 2003) obtienen una relacion entre el grado
de correlacion sobre la esfera de Poincaré (ver ecuacién[61)) con el grado de polarizacién mediante

la siguiente la relacion

7%(0) = %(Perl), (62)

en donde el pardmetro P representa el grado de polarizacion de la fuente de luz. De modo que, el
grado de correlacién sobre la esfera de Poincaré 1/v/2 < y(0) < 1, implicando que cuando el haz
es polarizado, es decir P = 1,y y(0) = 1. Sin embargo, en el caso que un haz no este polarizado
P =0, el grado de correlacién de Poincaré es igual y(0) = 1/+/2. Este resultado trae el hecho
de que ¥(0) no sea igual a cero para las fuentes de luz no polarizadas. Implicando que luz no
polarizada no siempre corresponde a una fuente de luz totalmente incoherente incluyendo 7 = 0.
1.9. Conclusiones

Se han presentando los fundamentos tedricos para estudiar la polarizacién . En la Seccién
se presentod el concepto de la esfera de Poincaré, y la caracterizacion de fuentes de luz me-

diante la representacion de los estados de polarizacién. En las Secciones se revisan los



DINAMICA DE LA POLARIZACION Y LA COHERENCIA DE FUENTES DE LUZ 47

métodos algebraico para el estudio de la polarizacién de la luz. Asi como la representacion vec-
torial del vector de Stokes sobre la esfera de Poincaré para el caso de fuentes de luz totalmente
polarizada en la seccién Ademas, se presenta el estudio de fuentes de luz con un grado de
polarizacion arbitrario a partir del comportamiento estadistico de las distribuciones marginales de
Eliyahu-Brosseau, y el grado de correlacion sobre la esfera de Poincaré para medir el tiempo de
polarizacion de la fuente.

En el siguiente capitulo se demostrard la importancia de la esfera de Poincaré como método
grafico, ya que permitid caracterizar las trayectorias que se obtienen sobre la esfera de la interac-
cion entre una fuente de luz polarizada y un retardador lineal rotante. Siendo este resultado la base
de la investigacion de estd tesis de la teoria de distribuciones de densidad de probabilidad sobre la

esfera de Poincaré para estudiar fuentes parcialmente polarizadas.
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2. Estudio de la luz polarizada y su interaccion con un retardador lineal rotante

El estado de polarizacion de una fuente de luz se puede controlar y transformar mediante
elementos de polarizacidn, los cuales se clasifican en funcién del cambio de las amplitudes, de la
fase o coherencia de la luz en: polarizadores, retardadores y despolarizadores (Goldstein, 2017;
Chipman et al., 2018). Por ejemplo, los retardadores se utilizan para transformar un estado de
polarizacién en otro de forma controlada, mediante un cambio de fase entre la componente de
polarizacion proyectado a lo largo del eje rdpido y la componente proyectada a lo largo del eje
lento (Goldstein, [2017; |Shurclift, 2013} [Roberts and Lin, 2012} [Yu et al., 2012), convirtiéndose en
un componente importante para el estudio y desarrollo de aplicaciones en diferentes dreas como en
la optimizacion de polarimetros basados en retardadores rotantes, como se muestra en los trabajos
de Ambirajan y Look (Ambirajan and Look, [1995; Amrit Ambirajan, [1995), en la mejora en la
relacién sefal/ruido mediante un retardador rotante con retardo de 132 (Tyo et al., [2006; Sabatke
et al., [2000). Por otra parte, en medicina y biologia para la caracterizacion de células y tejidos
(Bickel et al., 1976} Yasu1 et al., 2004; Sankaran et al., 2002; Ladd et al., [2009), en procesos
industriales (Browne and Zerban, 194 1; Williams, [1999), asi como en el estudio de las propiedades
Opticas de los materiales (De Feijter et al., [1978}; Xu et al.l |1995; Richter et al., |1995; Sato et al.,
2007; |[Lopez-Téllez et al., 2016).

La esfera de Poincaré representa el estado de polarizacion de un haz de luz y su transfor-
maciones cuando se propaga a través de dispositivos opticos. Las coordenadas de un punto sobre

la esfera de Poincaré son los tres parametros de Stokes normalizados que describen el estado de
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polarizacion (Goldstein, 2017; |Shurcliff, 2013). La evolucién continua del estado de polarizacién
se puede representar como trayectorias sobre la esfera de Poincaré. Las trayectorias que se forman
en la esfera de Poincaré debido a la interaccion de haces monocromadticos polarizados y un retar-
dador cuarto de onda rotante han sido estudiadas por Reddy et al. en (Reddy et al., 2016). Una de
estas trayectorias ha sido caracterizada por Azzam en (Azzam, 2000), correspondiendo al caso de
haces linealmente polarizados que pasan a través de un retardador rotante cuarto de onda, como
la interseccidn de la esfera de Poincaré con un cilindro. La caracterizacion de estas trayectorias es
util, ya que de antemano nos permite conocer todos los estados de polarizacion emergentes para
un haz polarizado que pasa a través de un retardador lineal rotante. Sin embargo, en los casos en
que los estados de polarizacién de entrada sean en general elipticos o circulares, y pasan a través
de un retardador lineal rotante, los estados de polarizacion emergentes producen trayectorias que
no corresponden a la interseccion propuesta por Azzam.

Este capitulo estd dedicado al estudio y caracterizacién de las trayectorias que describen
los estados de polarizacién emergentes sobre la esfera de Poincaré de la interaccion de un haz con
estado de polarizacién arbitrario y un retardador lineal rotante. Se comenzard con darle una nueva
interpretacion geométrica a las trayectorias que se forman sobre la esfera de Poincaré.

2.1. Formulacion de las trayectorias sobre la esfera de Poincaré

El cdlculo de Stokes-Mueller describe matemdticamente la interaccion entre fuentes de luz
representadas por el vector de Stokes con dispositivos 6pticos deterministas, lineales y sin forma-
cién de imdgenes en un sélo punto; tales como: polarizadores, absorbentes y retardadores, utilizan-

do matrices 4 x 4 (Perez and Ossikovski, 2016)). El cambio de estado de polarizacion de la fuente
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cuando se propaga a través de un elemento 6ptico, se define como:

s'=Ms, (63)

en donde M representa la matriz de Mueller, s y s’ son los vectores de Stokes asociados al estado de
polarizacién de la fuente de luz de entrada y salida, respectivamente. En el caso, que el dispositivo

optico sea un retardador lineal, su correspondiente matriz de Mueller se escribe como:

0 cos?20 +sin>20cosd cos20sin260 (1 —cosd) sin20sind
M= ;o (64

0 cos20sin260 (1 —cosd) cos’20cosd +sin’20 —cos20sind

0 —sin20sind c0s20sind cos O

en donde 6 es la diferencia de fase entre los ejes rdpido y lento, y 0 es el dngulo del eje rapi-
do del retardador con respecto a la horizontal de un sistema de referencia. Por lo tanto, el es-
tado de polarizacién emergente que se obtiene de remplazar la matriz de Mueller dada por la
ecuacion |64 y el estado de polarizacion del haz de entrada totalmente polarizado s(2¢,2y) =

(1,cos2acos2y,sin2acos2y,sin2)); determinado por las variables angulares 2y y 2« de la es-
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fera de Poincaré, en la ecuacion [63] se tiene

S0 1
s cos2y cos2a + [cos2y sin(2a —26)(1 —cos &) + sin2) sin 8] sin26
- . (65)
sh cos2y sin2a — [cos2y sin(2a. — 20)(1 — cos §) + sin2y sin 6] cos 260
sh sind cos2y sin(2a —26) +sin2y cos &

Entonces, dependiendo del estado de polarizacién de entrada, el cual se propaga a través del re-
tardador lineal que rota de 0° a 180°, el estado emergente s’ = (s, s} ,55,53), ecuacion 65 forma
diferentes e interesantes trayectorias sobre la esfera de Poincaré. Estas trayectorias, como se mos-
trard en la siguiente seccion, se caracterizan por la interseccion de la esfera Poincaré con un cono.
2.2. Interpretacion geométrica: interseccion de la esfera de Poincaré y un cono.

En (Azzam, 2000), Azzam muestra que la trayectoria que describen los estados de pola-
rizacién emergentes, cuando una fuente de luz con estado de polarizacion lineal pasa a través de
un retardador lineal cuarto de onda rotante, corresponde a la curva de interseccion entre la esfera
de Poincaré y un cilindro. Sin embargo, las curvas de interseccion entre una esfera con un cono,
llamado cono de Monge (Monge, 1798; [Ferréol and Mandonnet, 2016), son de mayor interés para
nuestro estudio, porque como se mostrard mds adelante, esta curva de interseccion caracteriza to-
das las trayectorias sobre la esfera de Poincaré de un haz con un estado de polarizacién arbitrario

que pasa a través de un retardador lineal rotante.

Teorema 1 El lugar geométrico de todos los puntos formados por los estados de polarizacion
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emergentes a partir de la interaccion de un haz polarizado con un retardador lineal rotante, co-

rresponde a la curva de interseccion de la esfera de Poincaré con un cono.

Demostracion 1 La ecuacion de la esfera de Poincaré centrada en el origen es
Py =1, (66)

y la ecuacion de un cono orientado alrededor de un eje paralelo al eje z, con el vértice en (a,b,c),

se escribe

N\ 2
(- -0 —an (T ) (e, 67)

en donde &' es el dngulo del cono. Usando la identidad de la tangente del dngulo medio, se obtiene
1—cos&\?
2 2 2
— by =— —c)”. 68
(x—a)+(y-b) ( s ) (z—0) (68)
Se debe cumplir que a> +b* + ¢* = 1, es decir, el vértice del cono estd sobre la esfera de Poincaré.

La curva de interseccion entre la esfera y el cono se obtiene a partir de la parametrizacion

de la variable x

1 —cosd’ .
XxX=a-+ (W) (z—c)s1n2t, (69)
y la variable y
1 —cosd’
y=b— (—sinS’ ) (z—c)cos2t. (70)

Sustituyendo las ecuaciones anteriores en la ecuacion [66] y mediante cdlculos algebraicos (ver
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apéndice[3)), se encuentra

1—cos&\? 1 —cosé’
2 [(%) — 1] +2c (%) (bcos2t —asin2t)
1 —cosd’ 1 —cosd’
-2z & bcos2t —asin2t +c¢ &
sin &8’ sin &’

1—cosd\?
H—( sin &' )]:O’

una ecuacion cuadrdtica para la variable z. Definiendo

| [1—cosd’ 2_
C=c [( sin 8’ !

+z2

1 —cosd’ .
+2¢ (W) (bcos2t —asin?2t),

_ / _ I
B=-2 <ﬂ) [bcosZt—asinZt—i—c (ﬂ)] ,

sin &’ sin &’

W

A=

14 1 —cosd\?
sin &’ ’

Las soluciones de la variable 7 se definen por la ecuacion

_ —B+VB?2—4AC
- 2A ‘

i+

53

(71)

(72)

(73)

(74)

(75)
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El vértice del cono estd representado por un punto sobre la esfera de Poincaré con coordenadas
{a,b,c) = (cos2a’cos2y’ sin2a’ cos2y’,sin2y’) (76)

endonde0<a<my—-n/4<y<m/4
Reemplazando la ecuacion anterior en la ecuacion|/5|y mediante cdlculos algebraicos (ver

apéndice , se obtiene

2 (1;‘;—065,5/> [0052)(’ sin(2a’ — 2¢) +sin 2y’ (FC—OS‘S/H

sin &’
2
1—cos &’
21+ () )

2 [(1’“’56/) cos2y'sin(2a’ —2¢) — sin2x’]
+

i+ =

sino’

N 2
21+ (59%))

(77)

Una de las soluciones es

7 =sin2y/’, (78)

Reemplazando la solucién anterior en las ecuaciones|69)y[70} se obtienen las siguientes ecuaciones

X_ = CoS 2%' cos2a/ (79)

y_ =cos2y’ sin2a’. (80)
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Estas ultimas tres ecuaciones corresponden al vertice del cono. La otra solucion para la variable
z estd dada por

7+ = sin&’ cos 2y sin(2a’ — 2t) —sin2y’ cos &', (81)

Reemplazando de la solucion anterior en las ecuaciones[69y[70} se obtienen las siguientes ecua-

ciones para las variables

xy = cos2y cos2a’ + [cos2y’sin(2a’ — 2¢)(1 — cos 8’) —sin2y sin §'] sin2¢ (82)

»

y+ =cos2y’ sin2¢’ — [cos 2y sin(2a’ —2¢)(1 —cos §’) — sin2’sin §'] cos 2z . (83)

Las ultimas tres ecuaciones constituyen las ecuaciones paramétricas con 0 <t < 7w, las cuales
se obtienen de la curva de interseccion entre la esfera de Poincaré y un cono. De modo, que
este resultado corresponde con los pardmetros de Stokes del estado de polarizacion emergente
(8,55,8%) de la ecuacion |65 cuando 2o’ = 2o, 2" = =2y, y el dngulo del cono es igual a la
fase entre la componente de polarizacion proyectado a lo largo del eje rdpido y la componente

proyectado a lo largo del eje lento §' = 8. Q.E.D

El vértice del cono estd ubicado en el estado de polarizacién S(20a;, —2y). Este resultado
implica que el vértice del cono tiene la misma elipticidad y orientacién del estado de entrada

pero gira en sentido opuesto, razén por la que se le acuiia el término de estados enantiogiros (del
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griego antiguo évavtiog, enantios—opuesto—y yDpog, gyrus, —giros—), por medio de la siguiente

definicién:

Definicion 1 (Estados de polarizacién enantiégiros) Dos estados de polarizacion se definen co-
mo enantiogiros, si tienen la misma orientacion y elipticidad, pero giran en sentidos opuestos. En-
tonces, para un estado de polarizacion S(2a,2) su estado enantidgiro se define por S’ (2, —2).

Este resultado es esquematizado en la figural6} en donde los estados enantiégiros son representa-

dos porpyp.

Figura 6. Representacion de los estados enantidgiros p y p’, los cuales definen el eje de simetria
del cono, en donde p representa el estado de polarizacion del haz de entrada y su estado
enantidgiro p’ corresponde al estado asociado con el vértice del cono. En el caso particular que
p = p’ el estado de polarizacién de entrada debe ser lineal.

En la practica, los retardadores mas utilizados son 0 = /2y = , los cuales se emplean
para ilustrar los resultados anteriores.
2.3. Retardador cuarto de onda rotante

Para determinar las trayectorias que describen los estados de polarizacion emergentes de un

haz polarizado monocromético que pasa a través de una placa de cuarto de onda que se rota de 0°
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a 180°, el estado de salida se escribe como

(cos2y cos2a + [cos2y sin(2a —260) +sin2y|sin20)
S = (84)

(cos2y sin20 — [cos2y sin(200 — 260) +sin2 )] cos26)

cos2y sin(2a —20)

El estado emergente S’, forma interesantes trayectorias sobre la esfera de Poincaré (Reddy et al.,
2016)). Entre estas trayectorias se encuentran cinco casos que merecen un estudio especial.

2.3.1. Caso 1. Lugar geométrico para el estado de polarizacion lineal de entrada
con ¥ =0. Siel haz de entrada S(2¢,0) estd polarizado linealmente, los estados de polarizacion

emergentes estdn determinados por

cos(200 —26)cos26
S'(2a,0) = . (85)

cos(200 —26)sin26

sin(2o0 —20)

La parte vectorial corresponde a la curva de Viviani (Oprea, 2007};|Abbena et al., 2006)). Esta curva
también se puede obtener a partir de la interseccion de un cilindro con la esfera de Poincaré como

lo muestra Azzam en (Azzam, 2000)).
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En la figura [/| se representa graficamente la ecuacion (85| para 0 < 6 < 7, dando como
resultado una trayectoria en forma de ocho simétrico sobre la esfera de Poincaré. El punto de
interseccion corresponde al estado de polarizacion lineal de la entrada haz, lo que indica que es
un estado propio del retardador lineal. Ademas, para 2a — 26 = +m/2 los estados de polarizacion

emergentes son circulares a derecha e izquierda, respectivamente.

Figura 7. Simulacion computacional de la ecuacion |84} La trayectoria de color rojo describe el
lugar geométrico de los estados de polarizacién emergentes a partir de un haz de entrada
linealmente polarizado que pasa a través de un retardador cuarto de onda.
2.3.2. Caso 2. Lugar geométrico para el estado de entrada con 0 < [2x| < 7/4.

Los estados de polarizacion emergentes determinados por la ecuacién [84] describen trayectorias
en forma de ocho asimétricos, como se muestra en la figura @

A continuacién se estudiard en detalle este caso para entender las caracteristicas de estas
trayectorias, la cual se tomard como estudio de referencia para cualquier birrefringente lineal con
retardo 0 < 6 < T.

2.3.2.1. Estados de polarizacion emergentes en el mismo meridiano que el estado

del haz de entrada. En la curva en forma de ocho asimétrica (ver figura [§)), algunos estados de
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Figura 8. La trayectoria en forma de ocho asimétrico describe el lugar geométrico de los estados
de polarizacién emergentes a partir de un haz de entrada polarizado con 0 < |2x| < /4, el cual
pasa a través de un retardador cuarto de onda. El estado de entrada es representando por el punto
blanco.

polarizacién emergentes S(20a’,2’) estdn en el mismo meridiano que el estado del haz de entrada
Sentrada(200,2%), es decir, 20’ =20 0 20’ =20+ méd (27); se definen estos estados como

Ssuperior(20,2)"), Scruzado(20,2X") ¥ Sinferior(20¢',2%") como se muestra en la figura[9}

Ssuperio‘r A S3
- / \\ Sentrada
\
\
\
\
SR L Sz
a1
K S cruzado
1
Sy, f
S in ferior .

Figura 9. Esquematizacién de la curva en forma de ocho asimétrico, para un estado de entrada
Sentrada» 10s estados de salida en el mismo meridiano son Sy periors Scruzados Y Sinferior-

Para encontrar estos estados de polarizacion, primero calculamos el dngulo 6 usando la
ecuacién[84] que mantiene el meridiano invariante. En donde, el cos(20t+ ) = — cos2¢t, y sin(20 +

7) = —sin2a, se tiene
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+cos2y’cos2a = cos2ycos2a + [cos2y sin(2a —28) +sin2y]sin28,

+cos2y’sin200 = cos2ysin2o

—[cos2y sin(2a —26) +sin2y|cos 26,

Y

sin2y’ = cos2y sin(2a —20).

Resolviendo las ecuaciones 86|y 87| para cos2)’, e igualando se tiene

[cos2y sin(2a —20) +sin2)]cos(260 —2a) = 0.

Entonces, para la variable 0 se obtienen las siguientes cuatro soluciones

20) =20 — arcsin(—tan2y),

260, =2a +arcsin(—tan2y) — 7,

60

(86)

(87)

(88)

(89)

(90)

oD
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20_ =2a—71/2, 92)

20, =2a+7/2. (93)

Estas ecuaciones determinan los cuatro puntos de la trayectoria que cruza el meridiano correspon-

diente al estado de polarizacion del haz de entrada, los cuales se estudiaran a continuacion.
2.3.2.2. Estado de polarizacion cruzado. Reemplazando las ecuaciones 90|y (91|de

las variables 0; y 6 en la ecuacion [84] (ver apéndice[S)), se obtiene como resultado el mismo estado

de polarizacién emergente que resulta en

cos2y cos2x
Scruzado (206, 2%) = . (94)

cos2y sin2a

—sin2y

La ecuacién anterior corresponde al punto de interseccion de la trayectoria sobre la esfera
de Poincaré. Por lo tanto, si €l estado de entrada es S.10q0 = S(202,2)), entonces el estado de
interseccion es S¢yzqa00 = S(20t, —2), lo que significa que el estado en el punto de interseccién y

el estado del haz de entrada son estados de polarizacién enantiégiros (ver figura[9).
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2.3.2.3. Estados de polarizacion superior e inferior. Reemplazando en la ecuacién
las otras dos soluciones 0_ y 6 de las ecuaciones 92|y se obtiene como resultado el valor
minimo y maximo del pardmetro 2y’ para el estado de polarizacién emergente (ver el apéndice |§])
Es importante tener en cuenta, que debido a la simetria de la trayectoria sobre esfera de Poincaré,
se va a discutir aqui solamente el caso en que el estado de polarizacion de entrada se encuentre en

hemisferio norte de la esfera, es decir, ¥ > 0.

El estado de polarizaciéon emergente con el valor minimo de 2/, es decir, para 0_, es

sin2y cos2o

Sinferior<2a/72xl) = 5 (95)

sin2y sin2a

—cos2y

en donde se observa que 2y’ =2x — /2, y 20’ = 2cx. Por otra parte, el estado de polarizacién

emergente con un valor maximo de 2’, es decir, para 0., es

g a2y —sin2y cos2o
superior N4 ) — ) (96)

—sin2y) sin2o

cos2y
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por tanto 2y’ = /2 -2,y 2a’ =20+ 7. Asi que, se escribe

Ssuperior - S(ZOC + T, 77:/2 - 2%) y (97)

y el punto mas bajo esta dado por
Sinferior = S(2a, 2% - 75/2) ) (98)

lo que significa que Sy perior Y Sinferior SON diametralmente opuestos. Por lo tanto, son estados de

polarizacién ortogonales como se muestra en la figura 10}

Ssuperior Meridiano
comun

S entrada

&

—2x

Ecuador

S cruzado

S in ferior

Figura 10. Esquematizacion del plano meridiano, y de los estados de polarizacién
Sentrada - S(2OC,2X), Ssuperior - S(2OC + T, 71'/2 - 2%), Sinferior - 5(20672% - 75/2) y
Scruzado = S(2a,—2y). Los estados Ssuperior Y Sinferior 0N diametralmente opuestos.

De acuerdo a lo anterior, la elipticidad del haz de salida estd limitada por [2'| < /2 — |2/,

en donde ¥ es la elipticidad del haz de entrada.

Observacion 1 Los estados de polarizacion sobre la esfera de Poincaré que estdn por debajo del
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punto mds bajo, o por encima del punto mds alto, son estados a los que no se puede acceder
mediante la combinacion de los retardadores cuarto de onda y media onda a partir de un estado

de entrada eliptico arbitrario.

2.3.3. Caso 3. Estado de polarizacion de entrada con elipticidad 2y = +x/4.
En el caso de que el haz de entrada tenga un estado de polarizacién con elipticidad 2y = +7 /4,

los estados de polarizacion emergente estan determinados por

[cos2a + (sin(2a —26) + 1)sin26)]
S = . (99)

Si-

%[sinZa — (sin(20t —28) + 1) cos 28]
% sin(2a —26)

Esta ecuacion describe una trayectoria que ya no tiene una forma ocho asimétrica sobre la esfera

de Poincaré, como se muestra en la figura

Figura 11. Los estados emergentes; para un haz polarizado de entrada con elipticidad 2y = 7 /4,
describen una trayectoria que ya no tiene una forma ocho asimétrica sobre la esfera de Poincaré.
El estado de entrada es representando por el punto blanco.
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2.3.4. Caso 4. Estado de polarizacién de entrada con elipticidad 7 /4 < |2x| < 7/2.
Cuando el estado de polarizacién del haz de entrada es eliptico 7/4 < 2 < /2, los estados emer-
gentes se obtienen por la ecuacién [84] Estos estados describen una trayectoria en la esfera de

Poincaré sin punto de interseccion, como se muestra en la figura[12]

Figura 12. La trayectoria sobre la esfera de Poincaré describe los estados de polarizacion
emergente cuando el haz polarizado de entrada tiene elipticidad /4 < 2y < m/2. El estado de
entrada es representando por el punto blanco.

En estos casos, el estado enantidgiro del estado del haz de entrada no es un estado de
polarizacion del haz emergente, es decir, no es un punto de la trayectoria en la esfera de Poincaré,
ya que las ecuaciones 90|y 91| no tienen solucién.

2.3.5. Caso 5. Estado de polarizacién circular de entrada [2)| = 7/2. Enel caso

que el haz de entrada estd polarizado circularmente y pasa a través de un retardador cuarto de onda
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rotante, los estados de polarizacion emergentes estin determinados por

sin260
S = , (100)

—co0s206

formando una distribucion de puntos sobre el ecuador de la esfera de Poincaré, es decir, todos los

estados de polarizacion de salida estdn polarizados linealmente.

Figura 13. La trayectoria sobre la esfera de Poincaré describe los estados de polarizacion
emergente cuando el haz de entrada tiene un estado de polarizacion circular 2| = /2.

2.3.6. Proyeccion sobre el plano de coordenadas (S;,S;). Una caracterizacién
de las diferentes trayectorias sobre la esfera de Poincaré estudiadas en las secciones anteriores
es tomar sus proyecciones en el plano ecuatorial (S;,S>), como se muestra en la figura Estas

proyecciones corresponden a los Limacon de Pascal (los caracoles de Pascal) (Lawrence, |1972).

Preposicion 1 La proyeccion en el plano ecuatorial de las trayectorias que describen los estados



DINAMICA DE LA POLARIZACION Y LA COHERENCIA DE FUENTES DE LUZ 67

de polarizacion emergentes, a partir de la interaccion de un retardador cuarto de onda rotante
y un haz de luz polarizado corresponden a Limacon de Pascal orientados segiin el estado de

polarizacion de entrada.

Demostracion 2 A partir de la parte vectorial de la ecuacion general la cual describen las
trayectorias sobre la esfera de Poincaré, las proyecciones sobre el plano (S1,S>) corresponden a

tomar la componente S3 igual a cero, luego

(S1,82) =(cos2y cos20 + cos 2 sin20:cos 20 sin 20 — cos 2 cos 2¢t sin” 26
+sin2y sin26,cos 2y sin 20 + cos 2 sin2a cos> 26

—cos2) cos20sin260cos26 +sin2y cos26). (101)

Definiendo a = cos2) cos2q, b = cos2) sin2a y ¢ = sin2y, se tiene

(S1,82) =(a+bcos265sin26 —asin®26 + csin26

,b—bcos>260 +asin260 cos26 — ccos26), (102)

simplificando

2 2

1 +cos46 in46
,b—b( +cos >+a“n —%mmﬂe). (103)

bsin40 1 —cos40
(51752)=<a+ i —a(&)+csin29

2 2
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Finalmente, se obtienen

bsin46 46
s, = 4 2TY  dCO8TY L sin26, (104)
272 2
b bcos4®  asin46
$ = - COZS +“S“2’ ~ccos26, (105)

las ecuaciones paramétricas generalizadas de Limagon de Pascal, en donde 20/ determina la
orientacion de limagon, y 2) caracteriza las diferentes curvas que surgen como casos especia-

les.

En la figura se muestra la proyeccion de la trayectoria sobre la esfera de Poincaré en
forma de ocho simétrico (ver figura[7)), la curva de Viviani. Desde aqui, se puede observar que esta
trayectoria se puede interpretar como la interseccion de un cilindro y una esfera de didmetro igual
a uno.

Las proyecciones en las figuras [I4(b)], [14(c)| y [T4(d), corresponden a los limagon de Pascal,

tomando o = 7 /4. En la figura el limacon es un trisectriz, en la figura el limacon
se degenera en un cardioide, y en la figura [I4(d)| el limagon es concavo. Es importante tener en
cuenta, que a medida que el estado del haz de entrada se acerca al polo, las proyecciones asociadas
a las trayectorias que forman los estados emergentes, es decir, los limagon de Pascal se vuelven

convexos.

Observacion 2 Se puede observar en las figuras y que estas trayectorias y sus proyec-
ciones (ver la figura no pueden adaptarse a la interseccion entre una esfera de radio unitario

y un cilindro.
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Figura 14. Proyecciones sobre el plano (S1,S,) correspondientes a las trayectorias sobre la esfera
de Poincaré de las figuras a) |Z|, b) |§|, ) EI, y d) @, respectivamente.

2.4. Retardador media onda rotante

En el caso de que un haz polarizado pase a través de un retardador media onda rotante, la
ecuacion del cono (ver ecuacion[68) se degenera en la ecuacién de un plano z = —sin2y. La curva
de interseccion entre el plano y la esfera de Poincaré es un circulo, como se muestra en la figura

[15] que corresponde al paralelo donde se encuentra el estado enantiégiro del estado de entrada.

69
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Circulo de estados S3
emergentes

Estado de
entrada

Figura 15. Representacion grafica de interseccion entre la esfera de Poincaré y un plano, en donde
la curva de interseccion corresponde a la trayectoria que describen los estados emergentes, a
partir de la interaccion de un retardador media onda rotante y un haz polarizado.

2.5. Simulacién y experimento de un retardador cuarto de onda rotante.

En la figura se representa la configuracion utilizada en el laboratorio, la cual permite
generar las diferentes trayectorias que describen los estados de polarizacién emergente a partir de
un haz monocromatico polarizado de entrada que pasa a través de un retardador cuarto de onda
que se rota desde 0 hasta 180. Las medidas experimentales se realizaron utilizando el polarimetro
comercial de Thorlabs (PAX5710VIS, S/N:M00255491). Este es un polarimetro basado en la téc-
nica de retardador cuarto de onda rotante, el polarizador sélo transmite la porcion de luz que es
paralela al eje de transmision, la cual es medida mediante el fotodiodo (Berry et al., [1977). Por lo
tanto, a partir de la corriente directa y las componentes de las amplitudes de los términos coseno y
seno del segundo y cuarto arménicos de la sefial de salida y mediante la transformada discreta de

Fourier se obtienen los parametros de Stokes (ver apéndice [9). Este polarimetro es capaz de medir
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los pardmetros de Stokes después de media rotacion del retardador cuarto de onda a un intervalo

de tiempo de medicién de 3ms, y cuya frecuencia mdxima de rotacién es de 333Hz.

Estado de entrada

W % Polarimetro
He—Ne Laser @ @_@J \ @ ﬁ

p Q H QWP rotante

Figura 16. Representacion del sistema Optico para el registro de datos experimentales.

El haz de entrada se prepara a partir de un ldser He-Ne no polarizado (632.8nm) que se
polariza cuando se hace pasar a través de un polarizador lineal (P), y mediante un retardador
cuarto de onda (RCO) y media onda (RMO), se obtiene un estado arbitrario de polarizacioén para
el haz. Las trayectorias sobre la esfera de Poincaré que se obtienen experimentalmente se ajustan
muy bien a la curva expresada en la ecuacién [84] como se muestra a continuacién. En todos los
casos, el cono tiene su vértice en el estado de enantiégiro del estado de polarizacion del haz de
entrada. El eje del cono estd determinado por la linea recta definida por los puntos del estado de
polarizacion del haz de entrada p y su estado enantidgiro p’ (el vértice del cono), como se muetra
en la figura[6]

En la figura[I7] se superponen los datos simulados mediante la ecuacion [84] puntos rojos,
los datos tomados en la configuracién experimental, los puntos azules, el punto blanco correspon-
den al estado del haz de entrada, y la curva resultante de la interseccion entre la esfera de Poincaré

con el cono.

Observacion 3 El vértice del cono sobre la esfera de Poincaré correspondiente al punto de in-
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il
i
flilh

b
A

(c) Caso 3 (d) Caso 4
Figura 17. Las trayectorias rojas corresponden a los datos calculados a partir de la ecuacién (84} y
las trayectorias azules corresponden a los datos experimentales. Las trayectorias se caracterizan
por la curva de interseccion entra la esfera de Poincaré y un cono. (a) Caso 1. Estado de
polarizacién lineal de entrada S(7/2,0). (b) Caso 2. Estado de polarizacion de entrada

S(m/2,0.13117). (c) Caso 3. Estado de polarizacién de entrada S(7r/2,7/4). (d) Caso 4. Estado
de polarizacién de entrada S(7/2,0.31207).

terseccion (ver ecuacion @), estd relacionado con el estado de polarizacion del haz de entrada

mediante la siguiente ecuacion

V(2a,F2x) =820, +2%), (106)

la cual caracteriza completamente la curva de interseccion que describe los estados de polari-

zacion emergentes que un haz puede tener después de pasar a través de un retardador cuarto de
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onda onda rotante.

2.6. Relacion entre el angulo del cono, el estado de entrada y los estados Sy, perior Y Sinferior

Los estados de polarizacion Syuperior Y Sinferior €stdn relacionados con el dngulo del cono

(ver Apéndice([7), de la siguiente manera

S’ (2d',2y") =

cos2ocos(2y £0)
sin2acos(2y +6)

sin(2y £+ 0)

; 107)

en donde S'y = Sgperior Y S'— = Sinferior- A través del componente S3(+2x’) = S3(2) £ ) del

estado de polarizacién S'1 (20',2), se obtiene la siguiente relacién

§=+02y" -2y).

(108)

Resultado que relaciona el dngulo del cono con los dngulos de elipticidad 2y y 2y’ del estado

de polarizacion de entrada y estados Syuperior(Sinferior), T€spectivamente. Es importante resaltar

la simplicidad que implica el caso si el estado de entrada es lineal, ya que 2y = 0, entonces se

obtiene 6 = +(2)’), es decir, el dngulo del cono corresponde al dngulo de elipticidad del estado

de polarizacion S, perior O Sinferior- Esta €s una de las ventajas de esta Ley ya que solo es necesario

realizar medidas en la elipticidad y la mayor elipticidad corresponde a la determinacion del &ngulo
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que a su vez representa el retardo de fase.
2.7. Conclusiones

Se ha presentado una caracterizacion completa de todas las trayectorias que describen los
estados emergentes como resultado de hacer pasar un haz con polarizacién arbitraria (P = 1) a tra-
vés de un retardador lineal con retardo arbitrario. En la seccién[2.2] se da una nueva interpretacién
geométrica a partir de la curva de interseccion entre la esfera de Poincaré y el cono, implicando una
descripcion completa de las trayectorias sobre la esfera de Poincaré. Estos resultados se estudiaron
e ilustraron en las secciones [2.3]y [2.4) mediante simulaciones en los casos de retardadores cuarto
de onda y media onda, respectivamente. Finalmente, en la seccion [2.5] se muestran los resultados
experimentales con un retardador cuarto de onda, los cuales corroboran los resultados tedricos
que se obtuvieron. Por otra parte, se muestra que la proyeccion de estas trayectorias en el plano
ecuatorial, tienen la forma de limacon de Pascal (los caracoles de Pascal).

Los resultados anteriores también se obtienen en la formulacién cuaternidnica de Pellat-

Finet (ver apéndice [g).
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3. Estadistica de los parametros de Stokes sobre la esfera de Poincaré: distribucion de
densidad de probabilidad de von Mises-Fisher

En el capitulo anterior se formul6 la ley de los retardadores lineales rotantes, la cual des-
cribe el comportamiento sobre la esfera de Poincaré de la interaccién de un haz polarizado y el
retardador. Esta caracterizacion es vélida si la fuente de luz es coherente, ya que si la fuente de
luz es parcialmente coherente su grado de polarizacién disminuye cuando se propaga en medios
birrefringentes. Por ejemplo, un retardador lineal divide el haz de entrada en dos componentes po-
larizados linealmente ortogonales que viajan a diferentes velocidades debido a la birrefringencia
del material, conllevando a un cambio de fase entre las dos componentes del haz, es decir un cam-
bio de estado de polarizacion. Un retardador ideal no deberia cambiar el grado de polarizacién. Sin
embargo, el grado de polarizacién para un haz de luz parcialmente coherente disminuye debido
a la transmision del haz a través de retardadores como se demuestra en (Domanskil, [2005)). Esta
disminucién del grado de polarizacién implica una despolarizacion de la fuente cuyo estado de
polarizacién cambia con el tiempo, de manera que la dindmica de su polarizacién sobre la esfera
de Poincaré constituye un proceso aleatorio propio de la estadistica de la fuente (Brosseau, 1998;
Korotkova, 2017). Este estado de polarizacidn estd definido por los promedios de ensamble de los
parametros instantdneos de Stokes, y su representacion en la esfera de Poincaré corresponde a un
punto en la esfera o una region interna, de acuerdo con el grado de polarizacion de la fuente. Re-
cientemente, se ha introducido un nuevo enfoque para estudiar la dindmica de polarizacién en la

esfera de Poincaré formulando y midiendo el tiempo de polarizacién mediante las correlaciones
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de los parametros de Stokes en un tiempo ¢ y un tiempo posterior ¢ + T (Shevchenko et al., 2009,
2017).

La esfera de Poincaré es una herramienta visual muy practica, tanto los problemas que
involucran fuentes de luz aleatorias como los relacionados con la luz polarizada (Setdld et al.,
2008 Salazar-Ariza and Torres, [2018; Perez and Ossikovski, [2016). Las fuentes de luz naturales
como la luz solar, y artificiales como fuentes halégenas, LED, bombillas incandescentes, entre
otras, producen luz parcialmente polarizada y no polarizada, debido a la naturaleza aleatoria de
los emisores de luz de estas fuentes (Khannal [2014; [(Csele, [2004). Por otro lado, hasta ahora no
se ha adaptado la estadistica direccional para estudiar fuentes de luz estacionaria con grado de
polarizacién arbitrario sobre la esfera de Poincaré(Brosseaul, |1998]; Korotkova, 2017). De ahi que,
en este capitulo se caracteriza la fluctuacion del estado de polarizacion a través de distribuciones
de densidad de probabilidad sobre la esfera de Poincaré, implicando definir nuevos parametros
asociados a observables medibles. Ademads, se estudia el comportamiento de las distribuciones
marginales de los parametros de Stokes sobre los ejes de la esfera de Poincaré. Finalmente, se
realiza la comprobacion experimental de los resultados tedricos.

3.1. Distribucion de von Mises-Fisher sobre la esfera de Poincaré

La distribucién de von Mises-Fisher (vMF) adapta una distribucién normal a la superficie
de una esfera de radio unitario, formulada para un vector aleatorio (ver apéndice @ (Fisher, [1953;
Mardia and Jupp, 2009). Donde se destacan sus aplicaciones en dreas como: astronomia (Mardia
and Edwards, [1982), medicina (Ryali et al.,|2013)), geologia (Heslop et al., 2014), entre otras (Ley

and Verdebout, 2017). Por otra parte, la esfera de Poincaré es un método grafico que mediante pun-



DINAMICA DE LA POLARIZACION Y LA COHERENCIA DE FUENTES DE LUZ 77

tos representa el estado de polarizacion de una fuente de luz (Brosseau, 1998} Goldstein, [2017),
permitiendo asi visualizar como fluctda el estado de polarizacién de fuentes parcialmente polari-
zadas (Ellis and Dogariu, 2004; Collett, 2003)). Por lo tanto, se propone caracterizar la dindmica de
la polarizacion de una fuente de luz aleatoria a través de distribuciones de vMF sobre la esfera de

Poincaré como se muestra en la figura[I§]

— ‘\ _7_,_,,.,-: SQ
51 /"I‘ 7

Figura 18. Esquematizacion de la distribucion de vMF sobre la esfera de Poincaré. El pardmetro
U representa el vector unitario direccion media, y la distribucion de puntos sobre la esfera
delimitada por el pardmetro de concentracidn k representa la dindmica de polarizacién de una
fuente de luz.

La distribucion de densidad de probabilidad de vMF para un vector unitario aleatorio S esta
definida como:

£(S:p,%) KRS k>0, (109)

- 4msinh x

en donde p = (U, Uy, 13) es un vector unitario llamado direcciéon media y k es el parametro de



DINAMICA DE LA POLARIZACION Y LA COHERENCIA DE FUENTES DE LUZ 78

concentracion. Escribiendo S y it en coordenadas esféricas, se tiene

S = (81,5,,53) = (cos2ycos2a,cos2y sin2a,sin2y), (110)

p = (U, o, u3) = (cos2fcos26,cos2fBsin26,sin2f), (111)

siendo —m/4 < (x,B) <m/4y0<(c,60) < m. Mediante una transformacién Jacobiana, la ecua-

cién se escribe en la forma

Kcos2y B . .
200,2%:260.2 K(cos2f cos2y cos(200—28)+sin2f3 sm2x)‘ 112

El primer momento estd dado por (Hillen et al., 2017)

E[S]= (COthK— 1K> u. (113)

El valor esperado corresponde a un promedio de ensamble. Esta relaciéon permite formular una

ecuacion para el grado de polarizacién P en funcion del pardmetro de concentracion K

1
P= (cothK— E) . (114)

Por lo tanto, el pardmetro de concentracion x constituye una medida del grado de correlacion
temporal entre los pardmetros Stokes en un tiempo ¢. Sin embargo, la distribucion de von Mises-

Fisher no contiene las auto-correlaciones y correlaciones cruzadas del vector de Stokes, de ahi
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que no se puede relacionar con el grado de correlacion sobre la esfera de Poincaré propuestos por
Setild et al (Shevchenko et al.l 2017). Por otro lado, es importante apreciar que cuando K — oo
el grado de polarizacion es igual a uno, y la distribucion de vMF de la ecuacion tiende a una
distribucién de Dirac o un estado puro de polarizacién. En el otro extremo, cuando k¥ — 0 el grado
de polarizacion es cero, lo que corresponde a una fuente de luz no polarizada, y la distribucién de
VMF es igual a f(x;u,0) = 1/4m, sefialando que todos los estados de polarizacién de la fuente

sobre la esfera son igualmente probables.

1.04

0.8
0.6
P

0.4

0.2+

0.0
0 25 50 75 100 125 150 175 200

K

Figura 19. En la figura se representa graficamente la relacion entre el grado de polarizacion Py el
parametro de concentracion K.

En la simulacién mostrada en la figura 20] se representan tres diferentes pardmetros de
concentracion y direccién media de la distribucion de vMF para diez mil muestras. Mediante las
relaciones [[14]y [[13] se obtiene que el grado de polarizacion Py los promedios temporales (asu-
miendo la hipdtesis de ergodicidad) de los pardmetros de Stokes normalizados, asociados a las fi-
guras 20((a), 20( ) y20{(c) son: P=0y S = (0,0,0), P=0.95y S = (0.55,0.55,0.54), y P = 0.98

y S = (0.98,0,0), respectivamente.
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Figura 20. Representacion gréfica de la distribucion de vMF con pardmetro de concentracién y
1

direccién media: a) k =0, b) k =20, 4 = (\%,\%,—3) yc) k=50, u = (1,0,0).

3.2. Relacion entre la distribucion de von Mises-Fisher y la distribucién de Eliyahu-Brosseau

La estadistica de los parametros de Stokes asociada a las fluctuaciones aleatorias del estado
de polarizacién de fuentes de luz parcialmente polarizadas ha sido estudiada por Barakat (Barakat,
1987b)), en donde presentd expresiones analiticas de las distribuciones de densidad de probabili-
dad de los cuatro pardmetros de Stokes. Sin embargo, la estadistica de los pardmetros de Stokes
normalizados propuesta por Brosseau (Brosseau, [1995b)) es la de mayor interés para nuestro estu-
dio, dado que estas tienen una significancia sobre la esfera de Poincaré y por lo tanto pueden ser
relacionadas con la distribucién de vMF.

Bajo la hipétesis de independencia estadistica de la fase y amplitud del vector de cam-
po eléctrico de una luz parcialmente polarizada, la funcién de distribucién de probabilidad de
Eliyahu-Brosseau del pardmetro de Stokes normalizado S, correspondiente al campo de onda pla-

na estocdstica gaussiana estd dado por|53| como se demuestra a continuacion

Preposicion 2 Si un vector de campo eléctrico aleatorio estacionario de una onda electromag-
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nética parcialmente polarizada tiene fluctuaciones en amplitud y fase que son estadisticamente
independientes, entonces la distribucion de probabilidad de los pardmetros de Stokes en la esfera

de Poincaré tiene la forma de una distribucion vMF.

Demostracion 3 Los pardmetros instantdneos de Stokes estdn definidos por:

so(r) = E¢ (1) + Ey (r), (115)
s1(1) = E¢(t) — E; (1), (116)
52(1) = 2Ex(t)Ey(r) cos 6(1), (117)
53(1) = 2Ex(t)Ey(1)sin 6 (), (118)

Si la fase y la amplitud son estadisticamente independientes

E[sy(t)] = 2E[Ex(t)E,(t)]E[cos O (t)], (119)

E[s3(t)] = 2E[Ex(t)Ey(1)|E[sin (1)), (120)
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entonces su correlacion se escribe como

E[s2(t)s3(t)] = 4E[EZ(1)E; (1) E[cos 8(t) sin 8 ()], (121)

como E[cos6(t)sind(t)] = 0, entonces s, y s3 son estdticamente independientes.

Por otra parte, la distribucién de von Mises-Fisher para el vector aleatorio S = (S1,52,53)

sobre la esfera de Poincaré, se escribe de la forma

F(Sip.x) = c(K,0)e"H'S. (122)

Las componentes del vector de Stokes normalizados en funcion de las variables amplitud y fase,
se escriben como

(123)

Sy = ; (124)

G 2E,(t)Ey(t)sin¢
YTUEN) v EXr)

(125)
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Remplazando las ecuaciones anteriores, en la ecuacién@, se tiene

E(r) — EJ (1)
M\ EO+E0)
(%%) (Upcos ¢ + u3 sin(p)] } . (126)

FEZ(6),ES (1), 95 18, K) =c(:<,0)exp{:<

Teniendo que Wy cos ¢+ Uz sing = /U2 + u2sin(¢p+a) = |/ U3 + u2 cos(¢ +a), cond = a+ pi/2,

siendo a la fase (a = arctan u3 /1), se llega a

F(EF(),E}(t),¢; 18, K) =c<w<,0>exp{ K

n 2\/N§Tu32 <—E§xt()tf2(; 2¢)> cos(¢ +a)

Integrando la fase, debido a su independencia con la amplitud y teniendo que (so) = E2(t) + Ey2 (1)

(s0)

/Omexp{mq/,uzz—l—,u% (%) cos((lH—d)}d(p, (128)

204\ _ 2
F(Ex(2),Ey(t),9; 1, %) :C(K,O)exp{icul (M) }

y teniendo en cuenta 5 02” exp(acos0)d6 = Iy(a), se obtiene

204\ _ F2
JUELW), Ex (1), : 1, K) ZC(K,O)CXP{KM (W) }

Iy {ka (%ﬂ . (129)
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En el caso en que u, y u3 sean iguales a

Reemplazando la ecuacion anterior en[[30]en las ecuacion [129)] se llega a

f(E)%(t)7Ey2(t)> :C(K,O)exp{—uﬂc (M) }

(s0)
(2D o)
(s0)

84

(130)

(131)

La funcién de distribucién del cociente de las variables E2(t) y Ey2 (t) con funcién de densidad

de probabilidad conjunta f(E2(t),E2(t)), se define mediante la variable aleatoria auxiliar u =

E)%(t)/Ey2 (t), de manera que

FEZ(1), ES () = (filEZ (1), E (1)), f(ES (1), ES (1)) = (E(1) /ES (1), ES (1)),

en donde su transforma inversa estd dada por

8(EZ (1), E5 (1) = (uEy (1), E5 (1)),

(132)

(133)
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y el Jacobiano de la transformacion inversa correspondiente es

dg1 _dgi EZ( ) u
du  IE(7) y
2 2 2
J(E; (1),E5 (1) = = = E; (1)
Jg Jg
8»:2 aE)%%t) 0 !

Por lo tanto, se define la funcién de distribucién de la variable aleatoria U como:

W= [ E0SWEN0).EX0)EX0)

Sustituyendo la ecuacién [I3T] dentro de la ecuacion anterior, y empleando la integral

—~ p
pX
/0 xe I(ax)dx——( 2 )i

se obtiene,

(sg) [t (u—=1)]
[icuy (u— 1)]2 — 4u(P2 — u2)]3/2

Py(u) = c(x,0)

Si K cumple con la condicién

de manera que si la variable aleatoria auxiliar toma el valor de u = ﬁ‘ 1

85

(134)

(135)

(136)

(137)

(138)

K serd igual a cero, y si

u =1 entonces k = c. Imponiendo la condicién de la ecuacién anterior y la condicién ¢(k, 0) (s%) =

1 — P2, se llega

(1=P)[1 +u+ g (1)
(1wt (= D = 4u(P? = )72

PU (u) =

(139)
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De acuerdo a la ecuacién y la relacién u = Ey2 (t)/E2(t),se tiene

1—u

S = .
! 14+u

(140)

Si U es una variable aleatoria real absolutamente continua cuya funcién de densidad de probabi-
lidad definida por y su vez fs (S1) es una funcién estrictamente monétona y diferenciable,
entonces la variable S; se puede expresar mediante la ecuacion

~Py(f(S))

J5,(81) = T 1dSy Jdu] (141)

en donde f~! corresponde con la inversa f y |dS;/du| debe estar expresada en términos de la

variable S, de manera

2 1-81
S1) = 142
fsi (1) (1+S1)2PU(1+SI)’ (142)
Sustituyendo la ecuacion en la ecuacion anterior,
1-— P2 1— Sl.ul

P(S)) = (143)

2 [(1+S1m)2—(1—=S3)(P2—pud)3/2’

se llega a la distribucién de Eliyahu-Brosseau. Este resultado indica que las distribucién marginales
de la distribucién de von Mises-Fisher toman la forma de las distribuciones de Eliyahu-Brosseau,
siempre y cuando se cumplan las condiciones [138]y [130]

La curva continua en la figura [21] describe la funcién de densidad de probabilidad de los
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Figura 21. El histogroma de las figuras 21(a){21(c), R1(d)H21(f)|y 21(2)H21(i)| representan las
proyecciones sobre los ejes de la distribucion de puntos sobre la esfera de Poincaré asociada a la
distribucién de vMF de las gréficas 20(a)|, 20(b)| y 20(c)} respectivamente. La curva continua
representa las distribuciones de Brosseau.

pardmetros de Stokes normalizados derivados por Eliyahu-Brosseau, donde el grado de polariza-
cién Py valor esperado ,m; y @3 son los mismos que los obtenidos en la seccién anterior para
los tres casos estudiados anteriormente (ver seccion m[) Entonces, los histogramas muestran el
mismo comportamiento estadistico de las distribuciones de Eliyahu-Brosseau para los tres casos.
La independencia estadistica de la fase y la amplitud del vector de campo eléctrico de una fuente
de luz parcialmente polarizada implica que las variables aleatorias S, y $3 del vector de Stokes son
estadisticamente independientes, y si se cumplen las condiciones dadas por las ecuaciones [I38]y

1130 se formara sobre la esfera de Poincaré distribuciones con contornos circulares.
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3.3. Simulacién y experimento

La configuracion utilizada en el laboratorio se esquematiza en la figura Las distribu-
ciones de Eliyahu-Brosseau corresponden a una fuente de luz con amplitudes y fases no correla-
cionadas, y dado que estas correlaciones se dan para los componentes del campo eléctrico E,(t;)
y Ey(t2) con T = t, —t; menor que el tiempo de coherencia, para fuentes parcialmente coheren-
tes y de acuerdo con los resultados de la referencia (Domanski, 2005), cada placa birrefringente
introduce retrasos que despolarizan, y si estas placas se disponen con sus ejes rapidos orientados
arbitrariamente, finalmente podemos retrasar las amplitudes y las fases hasta romper la coherencia

entre ellas y alcanzar una distribucién de vMF cuyas distribuciones marginales corresponden a los

ﬂ m Polarimetro
LED

P n—-WP

de Eliyahu-Brosseau.

Figura 22. Esquematizacion del sistema 6ptico para el registro de datos experimentales.

Las medidas experimentales se llevaron a cabo utilizando un polarimetro comercial Thor-
labs (PANS5710VIS), que se basa en una placa de onda giratoria y un polarizador (Flueraru et al.,
2008). El haz de entrada se prepar6 a partir de un diodo parcialmente coherente y no polarizado
con una longitud de onda central de 625nm, que se polariz6 para un polarizador lineal dicroico (P).
Posteriormente, el haz pas6 a través de n-retardadores adecuadamente dispuestos; estos introduje-
ron una disminucién en el grado de polarizacién de la fuente y permitieron la generacion de una

fuente de luz cuyos estados de polarizacién de salida formaron en la esfera de Poincaré una dis-
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tribucidn con contornos circulares, es decir, los n-retardadores introdujeron decorelaciones entre
amplitudes y fases. Por lo tanto, para una fuente incoherente, el estado de polarizacién de salida
no corresponde a una rotacion en la esfera de Poincaré sino a la despolarizacion.

El tiempo 7 de captura del polarimetro (333 estados de polarizacién por segundo) es mucho
mayor que el llamado tiempo de polarizacién (algunas decenas de femtosegundos) (Shevchenko
et al., 2017), lo que significa que el rango del estado registrado en una captura estd constituido
en un muestra representativa del proceso aleatorio, que se supone estacionario y ergddico. Por lo
tanto, en cada periodo de deteccion de polarimetro, esto divide la sefial aleatoria en segmentos
largos en comparacién con el tiempo de polarizacién, y bajo la hipétesis de ergodicidad, cada
segmento es un conjunto representativo de la sefial aleatoria completa, por lo que la informacién
estadistica estd contenida en una sefial de muestra tnica de la sefial aleatoria. Se ha demostrado
que la independencia estadistica de cada parte de la sefial segmentada es suficiente para garantizar
que un proceso pueda estimarse a partir de una tnica seial de muestra (Torres et al., 2018)). Esto es
lo que permite que las predicciones tedricas basadas en una hipdtesis ergddica coincidan con los
resultados experimentales (Wolf, [2007).

Se midieron por medio del polarimetro diez mil valores correspondiente a los tres pardme-
tros de Stokes normalizados, es decir, correspondiente al promedio sobre el tiempo de integracion
del detector. En nuestro caso, este tiempo de integracion fue suficiente para poder muestrear la
dindmica de la polarizacion y asi estimar la distribucion de vMF. Luego, se obtuvo el grado de po-
larizacion 0.994 y el valor esperado de los parametros de Stokes E[S] = (—0.019,—0.045,0.993).

Los datos experimentales que se obtuvieron se representan en la esfera de Poincaré como se mues-
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tra en la figura[23(a)] Por otro lado, la figura [23(b)| representa los datos simulados de una distribu-
cién vMEF. Usando las ecuaciones [I13]y [[14] a partir de los datos experimentales, calculamos la
direccién media g = (—0.020,—0.045,0.999) y el pardmetro de concentracién k = 166.667, que

se utilizan como pardmetros de entrada para la simulacion.

(a) b)

Figura 23. En La figura[23(a)|se representa los datos experimentales. La figura [23(b)|corresponde
a los datos simulados de la dsitribucién de vMFE.

Los histogramas en las figuras 24(a){24(c)| y 24(d)H24(f)| representan las proyecciones so-

bre los ejes de distribucion de los datos experimentales en la figura y los datos simulados
[23(b)l respectivamente, que muestran el mismo comportamiento estadistico que las distribucio-
nes de Eliyahu-Brosseau. Este resultado implica que las fuentes de luz parcialmente polarizadas
con amplitud y fase estadisticamente independientes corresponden sobre la esfera de Poincaré a
distribuciones de vMF. Por lo tanto, la distribucién vMF de pardmetros de Stokes normalizados
aleatorios estadisticamente independientes estd bien adaptada al estudio de la dindmica de polari-

zacion en la esfera de Poincaré.
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Figura 24. El histogroma de las figuras 24(a){24(c)|y [24(d)H24(f)| representan las proyecciones
sobre los ejes de la distribucidn de puntos sobre la esfera de Poincaré asociada a la distribucion de
vMF de las figuras [23(a)|y 23(b)} respectivamente. La curva continua representa la distribucion de
Brosseau.

3.4. Conclusiones

En resumen, se logré mediante los pardmetros (i,k) estudiar fuentes de luz parcialmente
polarizadas cuyo estado de polarizacién fluctia describiendo una distribucidon simétrica sobre la
esfera de Poincaré. Por consiguiente, los pardmetros de la distribucién de von Mises-Fisher permi-
ten acoplarse con el método grafico de Poincaré. Ademas, se estudiaron las proyecciones sobre las
coordenadas de la esfera de Poincaré mediante la distribucién de Eliyahu-Brosseau. En el préximo
capitulo se generalizaran los resultados anterior mediante distribuciones asimétricas sobre la esfera

de Poincaré.
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4. Estadistica de los parametros de Stokes sobre la esfera de Poincaré: distribucién de
densidad de probabilidad de Kent

En el capitulo anterior se estudiaron las propiedades estadisticas de la polarizacion de fuen-
tes de luz estacionarias; cuya fase y amplitud del campo eléctrico son estadisticamente indepen-
dientes, mediante distribucion densidad de probabilidad de von Mises-Fisher sobre la esfera de
Poincaré (Salazar-Ariza and Torres, [2019). Estas distribuciones marginales presentan el mismo
comportamiento estadistico de las distribuciones de Eliyahu-Brosseau (Eliyahu, |1994; Brosseau,
1995b), siempre y cuando se cumplan las condiciones [I38]y [[30] Sin embargo, la distribucién
de von Mises-Fisher no incluye correlaciones de cuarto orden implicando que s6lo puede descri-
bir fuentes cuya dindmica de polarizacion tenga simetria rotacional sobre la esfera de Poincaré.
Ademads, en muchos fendmenos de des-polarizacién la fluctuacion del estado de polarizacion de
la fuente no necesariamente es simétrico, lo que conlleva sobre la esfera de Poincaré a tener dis-
tribuciones con contornos no circulares (Ghabbach et al., 2014), y por lo tanto, sus distribuciones
marginales ya no correspondan con las distribuciones de Brosseau-Eliyahu.

En este capitulo, se presente una generalizacion de los resultados anteriores mediante la
distribucién Kent, siendo la distribucién de von Mises-Fisher un caso particular. Este resultado
permite tener distribuciones sobre la esfera de Poincaré que incluye correlaciones de cuarto or-
den de los pardmetros de Stokes, asi como obtener una relacién entre el grado de polarizacién y
valor esperado de Stokes con los pardmetros de concentracién y elipticidad de la distribucién de

Kent (P,S) — (x,B). Ademds, se presenta una caracterizacion de las fuentes de luz parcialmente
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polarizadas mediante una expresion general del grado de correlacion sobre la esfera de Poincaré.
4.1. Distribucion de Kent sobre la esfera de Poincaré

La estadistica direccional describe las observaciones que son de naturaleza angular (ver
apéndice [I0), mediante vectores en el espacio bidimensional y tridimensional, implicando el estu-
dio de distribuciones de densidad de probabilidad (Mardia and Jupp, |2009). En el caso de super-
ficies esféricas una de las mds utilizadas es la distribucion de Kent (ver apéndice [12)), la cual es
andloga a una distribucion bivariada general, y tiene como caso particular la distribucién de von
Mises-Fisher (Kent, [1982). La distribucion de Kent a diferencia de la distribucién de von Mises-
Fisher es anisotropa, es decir no es rotacionalmente simétrica con respecto a la direccién media,
siendo los contornos sobre la esfera elipses centrados en la direcciéon media. Recientemente, Paine
et al. en (Paine et al., 2018)) proponen la distribucién gaussiana angular sobre una esfera como alter-
nativa, siendo una analogia de la distribucién de Kent. Sin embargo, en la direccion de este estudio
se estd mds interesado en adaptar la distribucién de Kent al estudio de fuentes de luz parcialmente
polarizadas, como se mostrard a continuacion.

La distribucién de densidad de probabilidad de Kent de un vector aleatorio sobre la esfera

de Poincaré S(¢) = s;/so con i € (1,2,3), estd dada por:

f(S:x.B) = c(x,B) " exp {ky, - S+B|(12-8) = (15-8)] } . (144)
en donde
- S 1 . 2j+3
c(x,B) = an%ﬁ% (%) IZH%(K) (145)
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es la constante de normalizacion, el pardmetro k mide la concentraccién y B determina la eliptici-
dad (0 <2 < k). El vector unitario ¥, representa la direccién media, y los vectores unitarios ¥, y
¥ los ejes mayor y menor de los contornos elipticos de igual probabilidad, respectivamente. Estos
tres vectores unitarios forman una matriz 3 x 3 ortogonal (Kasarapu, 2015).

Los primeros dos momentos en el caso de una distribucién general de Kent (Kasarapu,
2015), se definen para cuando la distribucion cuyos ejes vector direccion media, mayor y menor

no estédn alineados con los ejes de coordenadas esféricas de la siguiente manera

E[S] = Q(ck/cx 5,0,0)" =cx/cep?y, (146)

en donde cx = dc(k,B)/dK, y

M 0 0
ESS'|=Q|g 2, o|Q (147)
0 0 A

La letra E representa el valor esperado, y Q = (¥;,%,.Y3), ¥

A Cxx . c(k,B) —crx+cp A — c(k,B) —crx—cp

Tk BT T 2k p) T k) (148)

y cxx = 0%c(k,B) /K2, cg = dc(k,B)/IB, y cpp = d%c(x,B)/dB? (Kent, [1982; Kasarapu,

2015). Ademads, La traza correspondiente al producto matricial de la ecuacién representan
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las auto-correlaciones de los pardmetros de Stokes sobre la esfera de Poincaré. Es importante
sefalar que si los ejes vector direccion media, mayor y menor de la distribucién de Kent estan
alineados de manera arbitraria sobre la esfera de Poincaré, esta distribucion no sélo incluye las tres
auto-correlaciones sino también las correlaciones cruzadas del vector de Stokes sobre la esfera de
Poincaré, es decir se tiene informacién de las correlaciones de campo eléctrico de cuarto orden
(ver ecuacion [I47). Estos resultados implican una caracterizacién completa de la estadistica de
la fuentes sobre la esfera de Poincaré, y son fundamentales para diferenciar entre fuentes de luz
parcialmente polarizadas a diferencia de los pardmetros de Stokes (Shevchenko et al., 2009).

En el caso particular que la distribucién de Kent cuyos ejes medio, mayor y menor estdn
alineados con los ejes de coordenadas (S;,S2,53), indica que dada la simetria las correlaciones
cruzadas E[S1S;] = E[S1S3] = E[S253] = 0. De manera que, la distribucién de densidad de proba-
bilidad (ver ecuacion [I44)) incluye solamente las auto-correlaciones del vector de Stokes sobre la
esfera de Poincaré, el cual corresponde al grado de correlacidon de Poincaré propuesto por Setild et
al en (Shevchenko et al., 2017)). Finalmente, si el eje mayor y menor de distribucion de Kent son
iguales, ya no se tienen las correlaciones de cuarto orden del vector de Stokes, correspondiendo a
la distribucién de von Mises-Fisher.

Por otra parte, la ecuacién [I46] que corresponde a el valor esperado del vector de Stokes
permite obtener una nueva medida del grado de polarizacion sobre la esfera de Poincaré, el cual se

define en funcidn de los pardametros k' y 8 de la distribucién de Kent de la forma:

ek 1 de(k,B)
e Y L 4
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Figura 25. En la figura se muestra el comportamiento de la relacién entre el pardmetro K y el
grado de polarizacién P para un 3 constante. La relacion entre estas variables descritas por las
ecuaciones [149]y [[55]se muestra mediante la curva roja y azul, respectivamente. Estas curvas
tendrdn aproximadamente el mismo comportamiento para grados de polarizacién mayores o igual
a 0.96.

En los casos que Kk es grande, la constante de normalizacién de la distribucién de Kent se

puede definir de forma analitica como:

c(x,B) =2me"/\/ K> —4B2, (150)

la cual permite escribir el valor esperado de la distribucion de Kent de la siguiente manera

K
E[S] = <1_’<2——4l32) 7 (151)
y los parametros (A1, A3, A3) como:

(K2 —4B%)7 +4B%(1+2K) +2K%(1 — K)
= g , (152)
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1 (3k[(x—1)k—4B%] 4B(1 — k(1 -1
w3 (R SR e

ol (31('[(1(‘— Dx—4B% 4B(B—1)—x(l+K)—1 1) , (154)

T2\ e T (P —apY)

Estas ultimas tres ecuaciones corresponden a las auto-correlaciones del vector de Stokes, siempre
y cuando cumpla con la condicién impuesta en el pardmetro K ya mencionada.
La expresion explicita del grado de polarizacién P en funcién de los pardmetros k' y B se

obtiene mediante la ecuacion [[51] y se define como:

K

P(x,B) :1_—;@—4[32' (155)

Esta ecuacién sélo es valida para valores del grado de polarizacién aproximadamente mayores o
iguales a 0.96, como se observa en la figura 25| En esta figura se puede observar la relacion entre
el pardmetro de concentracién K y el grado de polarizacién P para un 3 constante. La curva roja
representa la ecuacion y la azul la ecuacién en donde se puede apreciar que cuando P
es mayor a 0.96 ambas curvas presentan el mismo comportamiento. Por lo tanto, aunque Kent en
(Kent, [1982) formula la expresién dada por la ecuacién [I55| para valores grandes de k no estima
a partir de que valores de K esta ecuacion deja de ser valida. Sin embargo, dada la relacion que
se obtuvo mediante el grado de polarizacién se pude decir con certeza que para valores de K y

B tal que el grado de polarizacién sea mayor o igual a 0.96 la expresion dada por la ecuacion
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es valida. Ademds, de esta ecuacién se puede inferir, que cuanto mayor sea K y f3; es decir
mds concentrada y eliptica es la distribucién sobre la esfera Poincaré, mayor serd el grado de

polarizacion.

-
05 i 0

(a) (b)
Figura 26. Simulacién computacional para diez mil valores la distribucion de Kent sobre la esfera
con pardmetros a) kK = 150, B = 15v7, y1 = (l/\/§, 1/\/§, 1/\/5), b) k¥ =200, B = 120,
Por otro lado, dos fuentes con diferente dindmica de polarizacién sobre la esfera de Poinca-
ré, es decir, diferentes distribuciones de densidad de probabilidad, y por ende diferentes pardmetros

de concentracién y elipticidad, tendrdn el mismo grado de polarizacién (ver ecuacién [I55) si se

cumple la siguiente condicion

x/(k* —4B%) = ' /(K> — 4B*) = constante (156)

y ademads, si el vector direccion media de las dos fuentes es el mismo; es decir, ¥ = 7/1 entonces
las dos fuentes tienen los mismos parametros de Stokes (ver ecuacién[I5T)). Este resultado permite

inferir que los pardmetros de Stokes es una formulacién incompleto para la caracterizacion de
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fuentes parcialmente polarizadas. En la imagen [26] se puede observar dos distribuciones de Kent
con diferentes parametros K y 3, pero con el mismo grado de polarizacién P = 0.991 (ver ecuacién
[155), y direccién media ¥;.

En la figura se representa la simulacion computacional mediante R (computacién
estadistica) para diez mil valores de la distribucién de Kent (k = 150, B = 50) sobre la esfera de
Poincaré con ejes vector direccion media, mayor y menor alineados con los ejes de coordenadas
(S1, $2, S3). Esto implica que las correlaciones cruzadas del vector de Stokes son iguales a cero,
por ende mediante las ecuaciones [I51]y [I55] se obtiene que el grado de polarizacién P es igual a
0.988, y el promedio temporal del vector de Stokes como: E[S]=(0.0, 0.988, 0.0). Los ejes vector

direccién media 7y, mayor ¥, y menor Y3 arrojados por la simulacién son:

Y. Y2 Y
0.0 —1.0 0.0
Q= . (157)
1.0 0.0 0.0
00 00 1.0

Mediante la ecuacién la anterior y la ecuacion teniendo en cuenta que: A; = 0.9760, A, =

0.0196 y A3 = 0.00388 (ver ecuaciones [152} [153| y |154) se obtienen las auto-correlaciones del
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vector de Stokes

E[Sl(t)Sl(t+’c)] E[Sl(t)Sz(l‘—l-T)] E[Sl(l‘)S3(t+T)]

E[S;0)S1(t+1)] E[$2(0)2(1+7)] E[S2(1)S3(t1+7)] | ~

E[S3()Si1(r+ 7)) E[S3(1)S1(t+7)] E[S3(2)S3(r + 7)]

0.9760 0.0 0.0

0.0. 0.0196 00 |- (158)

0.0 0.0 0.0038

Este resultado demuestra que dada la orientacién de la distribucién de Kent sobre la esfera de
Poincaré, las correlaciones cruzadas del vector de Stokes son igual a cero.

Por su parte, las figuras y representan las distribuciones de Kent sobre la esfera
con orientacién arbitraria, en donde el grado de polarizacién y el valor esperado del vector de
Stokes son: P = 0.987, E[S]=(0.571, 0.571, 0.571), y P = 0.963, E[S]=(—0.312, 0.467, 0.782),
respectivamente. Los ejes del vector direccion media, mayor y menor de la elipse de polarizacion

sobre la esfera de Poincaré son:
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Figura 27. Simulacion computacional para diez mil valores la distribucion de Kent sobre la esfera

con pardmetros k, By ¥1: a) k = 150, B =50, 11 = (0,1,0), b) k = 100, B = 25,
v = (1/v/3,1/3/3,1/3/3) y ¢) k =200, B =93, 71 = (—0.526,0.784,0.331) .

Y 14 Ys

1/v/3 0.548 —0.607
Q2: 9
1/v/3 —0.791 —0.171

1/v/3 0253  0.776

(159)
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141 Y Y3
—0.526 —0.529 —-0.666
Q3 — ’
0.784 —0.606 —0.138
0.331 0.595. —-0.733

102

(160)

respectivamente. Ademads, las correlaciones de los pardmetros de Stokes correspondientes a las

figuras y son:

E[S(t)ST(t+ 1)) =

E[S()ST(r+1)] =

0.333 0.317 0.324

0.317 0.337 0.320

0.324 0.320 0.330

0.276  —0.362 —0.183
—-0.362 0.596 0.217
—0.183 0.217 0.126

; (161)

; (162)

respectivamente. Las dos matrices anteriores contienen las auto-correlaciones como las correlacio-

nes cruzadas del vector de Stokes. En resumen, las auto-correlaciones del vector de Stokes siempre
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estaran presente en la distribucion de Kent sobre la esfera de Poincaré. Sin embargo, dependiendo
de la orientacion de la distribucion de Kent se tendrdn o no las correlaciones cruzadas del vector
de Stokes.
4.2. Relacion entre el grado de correlacion sobre la esfera de Poincaré y los parametros x y
B

La nueva caracterizacion de la polarizacion presentada en la seccion anterior y en capitulo
permite definir nuevos pardmetros (U, k, ) que describen la polarizacion de la luz sobre la esfera
de Poincaré. Sin embargo, ain falta relacionar los parametros (k, ) con el grado de correlacién
del vector de Stokes sobre la esfera de Poincaré propuesto en (Shevchenko et al., 2017)). Para esto,
primero se estudio las correlaciones del vector de Stokes S en el tiempo ¢ y un tiempo posterior
t+ 7, las cuales se pueden cuantificar mediante la funcion de correlacion general sobre la esfera de
Poincaré:

Yor(t) = S(t+T)RS(1)" (163)

en donde R representa la matriz de rotacién de dngulo 0, definida como:

co+ 1y (1=co) Ny, (1=co) =g 50 N N, (1=co)+7ig,50

Tis Vs, (L=co) +Ngse  cot+¥ (1=co)  1ig,y, (1—co) = 7ig 5o (164)

yls3ylsl (l _09> - 715256 7153 7/152 (1 _CO) "’715136 Co +}/1253 (1 _C0>
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Se denota cg como cos 0 y sp como sin 6. Haciendo la operacion matricial (ver apéndice [[3)) y

tomando el promedio de ensamble sobre las componentes del vector de Stokes se llega a:

Yor(1)? = ce+y2 (1—co)](S1(6)S1(t+ 7))+ ce+}/2 (1—c)](S$2(t)S2(t + 7))
+ [co+ 71253 (1—co)[(S3(1)S3(r + 7)) + 2115, N, (1 — ) (S2(1)S1 (1 + 7))
+ 2715, Ny, (1 c0)(S3(1)S1 (e + 7))

+ 2715, 1, (1= co)(S3(1)S2(t + 7)) - (165)

Siendo O el dangulo que hace el eje mayor de la elipse de polarizacion con respecto al meridiano

como se muestra en la figura 28]

-

53

o

g
R -

Sy

o e ——

%

---------------------------

51

Figura 28. Esquematizacion de la distribucion de Kent sobre la esfera de Poincaré. El dngulo 0
representa el dngulo que hace el eje mayor con el meridiano, por el cual que pasan los vectores
unitarios direccién media y; y 7, y el vector ¥, corresponden al eje mayor de la elipse.

Para hallar el angulo 6, se necesitan tres vectores, el vector direccién media y;, el vector eje
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mayor , y el vector ;. Los dos primeros vectores se conocen, sin embargo, para hallar el vector
¥, primero se debe encontrar el dngulo azimutal 2¢ y el dngulo polar 2« del estado de polarizacién

que representa el vector direcciéon media y; (2, 2y ), mediante las siguientes relaciones

2) = arcsin Vs, » (166)
y
1
20 = arctan & . (167)
N,

Expresiones que se obtienen de la relacion entre las coordenadas de la esfera de Poincaré y el
vector de Stokes (ver seccion|[1.8). De acuerdo con esto, se define el vector estado de polarizacién
Y, (2a’ =2a,2)' > 2), es decir tiene la misma orientacién pero diferente elipticidad del vector

¥Y;- De manera que la distancia entre estos dos vectores (longitud de arco), se define como:

a=Rp =arccos (¥, -7,), (168)

De la misma forma se define la distancia entre el vector que representa el eje mayor 7 y el el vector

direccion media 7, asi como la distancia entre el vector J» y el vector ¥, como:

b=Rp’' = arccos(y,-7,), (169)
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c=RB" =arccos(¥,-Y)), (170)

Respectivamente. Con esta informaciéon y mediante la ley esférica de los cosenos se obtiene el

angulo 6, definido como:

cosc—cosacosh )

9 — arCCOS( 2sinasinb . (171)

De acuerdo a la relacion anterior, se obtiene el dngulo de rotacion de las simulaciones de la dis-
tribucion de Kent sobre la esfera y son O = 36.1° y 6 = 25.5°, respectivamente. Por
otra parte, reemplazando los valores obtenidos de 6 para cada distribucion de Kent sobre la esfera
en la matriz de rotacién (ver ecuacién[I64)), y con las matrices de correlacion de los pardmetros de

Stokes (ver ecuaciones [[61]y [I62), en la ecuacion

ES{)S’ (1 + )] = RE[S(1)S” ( + )R, (172)

se obtienen las correlaciones del vector de Stokes de las distribuciones y en el sistema

primado,

0.337 0.317 0.320

U
U

E[

T
S (t+7)= 10317 0333 0324 ] (173)

0.320 0.324 0.330
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0.260 —-0.377 —0.172

T
OS (t+7))=1|_0377 0587 0213 |- (174)

U

E[

—-0.172 0.213  0.151

las cuales corresponden a las correlacion del vector de Stokes en el caso que el eje mayor y menor
de la elipse se orienten a lo largo del meridiano y paralelo, respectivamente. Reemplazando los
valores de correlacion y auto-correlacion del vector de Stokes contenidos en la matrices y
174] y los dngulos de rotacién 6 previamente hallados en la ecuacién se obtiene el grado
de correlacion. Por lo tanto, el grado de correlacion de la distribucién de Kent sobre la esfera de
Poincaré de las figuras27(b)|y[27(c)|es Yop = 0.934 y yp = 0.972, respectivamente. Este resultado
de demuestra, que entre mayor sea el grado de polarizacion de la fuente mayor serd el grado de
correlacion entre el vector de Stokes.

Por otro lado, en el caso que cuyos ejes medio, mayor y menor de la distribucién de Kent
estdn alineados con los ejes de coordenadas (S7,S»,S3), por ejemplo como se muestra en la figura

27(a)l En ese caso particular, las correlaciones cruzadas son cero, y 6 = 0°, llegando a:

3
YGP(T)Z = Zgi(l)gi(l + ‘L') . (175)
i=1

La ecuacion anterior del grado de correlacion corresponde a la traza de la matriz de correlaciones
del vector de Stokes [158] cuyo resultado es: Y5p(7)? = 0.999. Es importante resaltar que en los

casos en donde las correlaciones cruzadas del vector de Stokes sea igual a cero, se debe cumplir
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la siguiente condicién sobre el dngulo 0 < 6 < 7. Estos resultados permiten resaltar que en los
casos en donde las correlaciones cruzadas del vector de Stokes sea igual a cero, necesariamente
se debe cumplir la siguiente condicién sobre el dngulo 0 < 6 < 7. Por otro lado, si la distribucién
de Kent presenta una orientacion arbitraria sobre la esfera de Poincaré y ademds el vector unitario
direccién media y los ejes mayor y menor de la elipse (¥;,¥,, ¥3) no esté alineados con los ejes
S1, 82y S5 el angulo 6 debe cumplir con la condicion 0 < 6 < 7, ya que en esos casos siempre se
tienen las correlaciones cruzadas del vector de Stokes.

Finalmente, cuando 7 = 0, y ademds los ejes medio, mayor y menor de la distribucion de
Kent estdn alineados con los ejes de coordenadas, es decir el vector direcciéon media coincide con
uno de los ejes de coordenadas, se obtiene una relacion entre el grado de correlacion de Poincaré

y de polarizacién, de manera que:

Rp(0) = P2. (176)

Es importante sefialar, que si T = 0 el grado de correlacién sobre la esfera de Poincaré coincide con
el grado de polarizacién que se obtiene mediante el valor esperado de los pardmetros de Stokes.
Ademads, hay una directa entre el grado de polarizacién sobre la esfera de Poincaré con los para-
metros Ky 3 (ver ecuacion obtenida en la seccion anterior. Es importante resaltar, que en el
caso que K — oo, el grado de correlacion sobre la esfera de Poincaré es igual a uno, lo cual describe
una fuente de luz polarizada. En el otro extremo, cuando el parametro 3 es igual a cero, implica

que la distribucién de Kent llega a ser la distribucion de von Mises Fisher, en donde el grado de
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polarizacién se define como se muestra en la ecuacion [[14] Esta distribucién de von Mises Fisher
describe fuentes de luz no polarizadas si P = 0, y por ende el grado de correlacion de Poincaré
1p(0) igual a 0.

Por otro lado, la ecuacion [I65]se puede escribir en el sistema no primada como:

Yor(e)? = YN (Si(0)Sj(t+7)) (177)

en donde el resultado representa la funcidon de correlacion general, la cual puede cuantificar el
estado de polarizacién dentro de un tiempo 7T antes que cambie a otro estado de polarizacion. Este
grado de correlacion temporal sobre la esfera de Poincaré definido en la ecuacion |17/ mide el

tiempo de coherencia 7, (Shevchenko et al., 2017), mediante la ecuacién

2= S Y5p(7)

c = e (178)
I~ 7(2;P(T)

la cual permite conocer el tiempo en donde las componentes del vector campo eléctrico de la
fuente de luz estdn lo suficientemente correlacionados para interferir y producir las franjas de
interferencial. Ademas, este tiempo de polarizacién puede proporcionar nueva informacion sobre
fuentes aleatorias y medios de propagacion.

Por otro lado, cuando 7 = 0, la relacion corresponde a una nueva definicién del grado
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de polarizacion generalizado,

P = (S1(1)) 4 (S2(1)}) + (S3(1)%)

+ (S1(1)S2(2)) + (S1(2)S3(2)) + (S2(2)S5(1)) (179)

el cual no sdlo contiene las auto-correlaciones sino las correlaciones cruzadas del vector de Stokes

sobre la esfera de Poincaré.

4.3. Relacion entre el grado de polarizacion definido en la ecuacion [179|y el grado de cohe-

rencia de Wolf

De la definicion del nuevo grado de polarizacién dado por la ecuacion [I79se deduce:

(180)
en donde, 0 < P < 1. Por lo tanto, si P = 0 indica que la luz no esta polarizada, P = 1 la luz estd
completamente polarizada, y 0 < P < 1 la luz estd parcialmente polarizada. Por otra parte, los

pardmetros de Stokes definidos a partir de la matriz coherencia estdn dados por:

(s0) = (Ex(t) Ex(t + 7)) + (Ey (1) Ey (1 + T) = Tax(7) + T (1), (181)

(s1) = (Ex(0)Ex(t + 7)) = (Ey (1) Ey (1 + 7)) = Tux(7) = Ty (7),, (182)
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(s2) = (Ex(1) Ey(1 + 7)) + (Ey(1) Ex(1 + 7)) = Ty (7) + Tu(7),, (183)

(83) = i((Ey(1) Ex(1 + 7)) — (Ex(1)Ey (1 + 7)) = i(y () = D (7)) - (184)

Las funciones de auto-correlacion y correlacion cruzada de los parametros de Stokes en 7 = 0 se

pueden expresar como

(s0(1)s0(1)) = (Tex+Ty)?, (185)
(s1()s1(t)) = (Tx —Tyy)?, (186)
(s2(1)s2(1)) = (Cay + Ty)?, (187)
(s3(1)s3(1)) = —(Toy = Tw)?, (188)
(51(£)52(1)) = 2Ty |ty | Re{ e} [T — Ty (189)

(s1()3(1)) = —2T Dy |ty [Re{e 072N — T ] (190)
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(52(1)s3(t)) = — 2T Dy Re{ P00 0=1/2)y (191)

en donde el dngulo @y, (1) = oty (t) — A@, el cual relaciona el dngulo de fase del grado de coherencia
complejo 04y (2) y el dngulo de fase entre las componentes del campo eléctrico A¢. Remplazando

las ecuaciones anteriores en la ecuacion [I80] se llega a:

41, I 1 ;
_p2 oy 2 1 i(20(1)—1/2)
P e R xy<1 pRete™ })
— [y Re {000 _ (00 ()=7/2y (T — r,). (192)

De la relacion anterior, el nuevo grado de polarizacién debe estar acotado y de la misma manera
originalmente sugerida por Wolf, en donde introduce el grado de polarizaciones como el médulo
maximo de (i, (Wolf, 1959). Por lo tanto, dado que la media geométrica de cualquier nimero

positivo no puede exceder su media aritmética, se llega a la relacion

1 .
2 i(2¢()—7m/2
0 < [uy, (1 — ERe{e( 9uy (1) =1/ >})
— |ty Re{e 01 — O/ (T T, )]1/2

< P? (193)

En el caso de tener una fuente de luz no polarizada || = 0, lo cual representa una completa au-
sencia de correlaciones entre las componentes x y y del vector campo eléctrico. En el otro extremo

|lxy| = 1, representa fuentes de luz cuasi-monocromadtico cuyo desfase entre las componentes del



DINAMICA DE LA POLARIZACION Y LA COHERENCIA DE FUENTES DE LUZ 113

vector campo eléctrico se puede describir como un sinusoide, en donde el promedio temporal es
cero sobre un periodo de la onda. Por lo tanto, P = 1.
4.4. Conclusiones

Se adapt6 e ilustré mediante ejemplos numéricos la distribucién de Kent al estudio de fuen-
tes parcialmente polarizadas sobre la esfera de Poincaré en la seccién {.1] hallando una relacién
entre el grado de polarizacion y los parametros k' y 8 de la distribucién de Kent. Finalmente, en la
seccion {.2] se obtuvo el grado de correlacién de Poincaré general y ademds una nueva definicién
del grado de polarizacion, la cual permitié encontrar una nueva relacion con el grado de coheren-
cia. Ademads, se obtuvo las condiciones en que el grado de correlacién sobre la esfera de Poincaré

es igual al grado de polarizacién convencional.
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5. Estadistica de los parametros de Stokes sobre los ejes de la esfera de Poincaré

La descripcion de fuentes de luz parcialmente polarizadas mediante las distribuciones mar-
ginales de los pardmetros de Stokes normalizados, ha sido estudiada por Eliyahu (Eliyahu, |1994),
las cuales se obtienen a partir de una distribucién Gaussiana compleja bivariada tipo Goodman
(Goodman, [1963)). En esta direccion, Brosseau también obtiene las mismas distribuciones margi-
nales de los pardmetros de Stokes, pero mediante el estudio estadistico de la fase y amplitud para
un campo de onda plano aleatorio con distribucion Gaussiana. Estas variables son considerados
estadisticamente independientes (Brosseau, 1995b). Las distribuciones marginales de Brosseau-
Eliyahu, permiten obtener informacién adicional de la estadistica de los pardmetros de Stokes en
funcién del valor esperado de la variable de Stokes y el grado de polarizacion de la fuente. Sin
embargo no diferencia entre fuentes parcialmente polarizadas con diferente dindmica de polariza-
cién pero igual grado de polarizacién y valor esperado de Stokes. A continuacién, se presentarda
una nueva expresion analitica de las distribuciones marginales de los pardmetros de Stokes norma-
lizados en funcién de su varianza y valor esperado para una onda parcialmente polarizada, a partir
de la estadistica de las variables angulares 2o y 2. Ademads, se mostrard en que casos estas dis-
tribuciones marginales presentan el mismo comportamiento estadistico de las proyecciones sobre

los ejes de la esfera de Poincaré de la distribucion de Kent.
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5.1. Distribucion de densidad de probabilidad de las variables angulares de la esfera de Poin-
caré

Las propiedades estadisticas de una fuente de luz permiten estudiar la polarizacién del vec-
tor campo eléctrico que fluctda aleatoriamente (Brosseau, |1998)). Estas fluctuaciones del estado de
polarizacion corresponden sobre la esfera de Poincaré a una distribucion de estados puros, la cual
caracteriza la dindmica de polarizacion propia de la fuente como se vio en las secciones 3|y @] Esta
distribucién contiene toda la informacion estadistica del vector de Stokes sobre los ejes de la esfera
de Poincaré, asi como de sus auto-correlaciones, correlaciones cruzadas y el grado de polarizacion
(Ellis and Dogariul, 2005}, Luis, [2002). En la seccién [4.2] se estudié cémo estdn relacionadas estas
cantidades con el grado de correlacion sobre la esfera de Poincaré. Por otro lado, ademds de es-
tudiar la estadistica del vector sobre la esfera de Poincaré es importante conocer las propiedades
estadisticas del vector de Stokes sobre los ejes de la esfera. De ahi, que se estudiard mediante la

relacion entre el vector de Stokes y las variables angulares dadas por las ecuaciones

S| =cos2acos2y, (194)

S> =sin2acos2y, (195)

S3 =sin2y, (196)
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la estadistica de las variables angulares; es decir, orientacion y elipticidad sobre la esfera de Poin-
caré (ver apéndice [I0). Explorando el caso mds sencillo, el cual corresponde a variables angulares
(2a,2y) estadisticamente independientes, y ademds imponiendo que la distribucion de densidad

de probabilidad de estas variables es una distribucién normal definida como:

1 —(-p)?
fX(X):We 262, (197)

en donde, x representa las variables angulares 2a o 2y, u el valor esperado y o2 la varianza.
Por otra parte, dada la relacién entre el vector de Stokes y las variables angulares (ver ecuaciones

194] [193] y [196), se hace necesario mediante la transformacién de la variable aleatoria obtener la

distribucién de densidad de probabilidad de la variable coseno o seno de 2 y 2 con estadistica

Gaussiana, mediante la ecuacion

)

fr) = fx (A1 (y)) a—yh*(y) : (198)

en donde y representa ya sea el sinx o el cosx. A partir de la ecuacién anterior se obtiene la

distribucién de densidad de probabilidad de la variable y definida como

1 —(arcsiny—p)2
fr(y) = e 2072 . (199)

V2mo2 (1 —y?)
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1 7(arccosy7u)2

= T w2 200
fr(y) 2ol _yz)e (200)

Estas relaciones permitird encontrar una relacion analitica de la distribucion de probabilidad de las
componentes del vector Stokes sobre los ejes de coordenadas sobre la esfera de Poincaré, como se
mostrard a continuacion.
5.2. Distribucion de densidad de probabilidad de los parametros de Stokes: variables angu-
lares estadisticamente independientes

Los parametros de Stokes S; y S> son funcién de las variables angulares 2o y 2, como
se puede ver en las ecuaciones [I94] y [[95] mientras que la variable de Stokes S3 es solamente
funcién de la variable angular 2y mediante la ecuacién|[I99] Por lo tanto, el pardmetro normalizado
de Stokes S3 tiene la misma distribucion de densidad de probabilidad de la variable sin2y (ver
ecuacion [196). Haciendo un cambio de variable y — S3, se define la distribucion marginal del

vector de Stokes S3 normalizado como:

1 7(arcsinS%fp.3)2
f(83) = e 5 (201)

2wo3(1—83)

en donde, us y 632 es el valor esperado y la varianza del arccos de la variable S3, respectivamente.
Es importante analizar que conforme 6> — 0 la altura de la curva de la distribucién se va ha-
ciendo mds y mds pronunciado, acercandose a una funcién delta de Dirac, aunque la altura de la

distribucién marginal del vector de Stokes es finita la altura de la funcién delta de Dirac es infinita.
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Por otra parte, cuando la fuente no estd polarizada, las variables angulares de la esfera de
Poincaré tienen la misma probabilidad de ocurrencia, por consiguiente la distribucién de proba-
bilidad del vector de Stokes (ver ecuacién 201)), deberfa tender a una constante f(S;) = 1/2 con
i € (1,2,3). Sin embargo, no corresponde a una distribucién de densidad de probabilidad cons-
tante. Por lo tanto, no estd distribuida uniformemente, es decir, no corresponde a la distribucién
uniforme de los pardmetros de Stokes normalizados en el intervalo [—1, 1] de una fuente de luz no
polarizada. Ademds, se tiene una indeterminacién en la ecuacién [201] si la variable aleatoria S; es
igual a uno o menos uno. De acuerdo a lo mencionado anteriormente, la ecuacion describe la
distribucién de densidad de probabilidad de una fuente de luz con grado de polarizaciéon 0 < P < 1.
Finalmente, las distribuciones de densidad de probabilidad de las variables S, y S3 se obtienen a
partir de la la expresion haciendo uso de la simetria de transformacion pero ahora con las

siguientes matrices Ry y R3 unitarias

11
R 1
S3 —» S| con R| = 7 , (202)
i —i
S5 —= 8, con Ry = — , (203)

V2

—
~

y de manera andloga a lo presentado en la seccion[I.8|para obtener las funciones de distribucién de
probabilidad de Eliyahu-Brosseau pg,.(S;) con i € (1,2,3), se halla mediante la matriz de polariza-

cion, la cual corresponde a una transformacién I' — R jl"RJTl con j € (1,2), y mediante la relacién
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[56] 1o cual corresponde a un cambio por ejemplo: S3 — S; y de w3 — o, en la ecuacién 201] se
obtienen la funcién de distribucion de probabilidad pg, (S1).

A continuacién se mostrard como estd relacionada la distribuciéon de densidad de las com-
ponentes del vector de Stokes con la proyeccidn sobre los ejes de la distribucién de Kent sobre la
esfera de Poincaré.

5.3. Relacion del vector de Stokes sobre los ejes de la esfera de Poincaré con la distribucion
de Kent

En la figura el eje mayor y menor de las distribucién de Kent sobre la esfera de
Poincaré estin alienadas con respecto al ecuador y meridiano de la esfera, respectivamente. Este
resultado implica, que sus variables aleatorias angulares son estadisticamente independientes y con

distribucién normal de densidad de probabilidad como se muestra en la figura

Figura 29. En la imagen se representa mediante puntos la distribucién de probabilidad de las
variables angulares 20 y 2 correspondiente a la distribucion de Kent sobre la esfera de Poincaré
de la figura 27(b)] junto con las distribuciones marginales, las cuales se representan por los
histogramas y las curvas contindas en rojo y azul descritas por la ecuacién

La transformacion de las variables aleatorias angulares 2 y 2y permite obtener la distri-



DINAMICA DE LA POLARIZACION Y LA COHERENCIA DE FUENTES DE LUZ 120

bucién de densidad de probabilidad de las variables del vector de Stokes como se mostr6 en la
seccion [5.2] En las figuras la linea continua muestra el comportamiento de la distri-
bucién de densidad de probabilidad de las componentes del vector de Stokes normalizados. Este
comportamiento estadistico es el mismo que presentan las proyecciones sobre los ejes de la distri-
bucién de Kent sobre la esfera de Poincaré de la grafica[21] las cuales son representadas mediante

los histogramas.

u
5

(a) (b)

Figura 30. La imagen corresponde a la distribucidon de Kent ya rotada sobre la esfera de
Poincaré de la figura[27(b)| es decir ahora los ejes de la elipse mayor y menor se alinean con
respecto al meridiano y paralelo de la esfera. Por su parte, en la figura[30(b)| se describe mediante
puntos las variables angulares 2 y 2y de esta distribucién, cuyas proyecciones sobre los ejes 2a
y 2 estan descritas por los histogramas. La distribucién normal dada por la ecuacién se
describe por las curvas contindas en rojo y azul.

Por otro lado, en la grafica [30] se observa la misma distribucién de Kent sobre la esfera de
Poincaré de la figura[27(a)]) pero rotada, es decir su eje mayor y menor de la distribucion descansa

sobre un meridiano y un paralelo, respectivamente, en otras palabras con la rotacion las variables ya

no estdn correlacionadas. Al igual que el caso anterior en las figuras la linea continua
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S o

(a) (b)

Figura 31. La imagen corresponde a la distribucion de Kent ya rotada sobre la esfera de
Poincaré de la figura27(c)| es decir ahora los ejes de la elipse mayor y menor se alinean con
respecto al meridiano y paralelo de la esfera. Por su parte, en la figura[31(b)| se describe mediante
puntos las variables angulares 2a y 2 de esta distribucion, cuyas proyecciones sobre los ejes 20
y 2 estdn descritas por los histogramas. La distribucién normal dada por la ecuaciéon se
describe por las curvas contintias en rojo y azul

muestra el comportamiento de la distribucion de densidad de probabilidad del vector de Stokes, el
cual presenta el mismo comportamiento que las proyecciones sobre los ejes de la distribucién de
Kent sobre la esfera de Poincaré de la gréfica 21| representadas mediante los histogramas.

En la figura [31] se observa la distribucién de Kent coincidiendo sus ejes mayor y menor
con el meridiano y paralelo de la esfera de Poincaré. Esta distribucion se obtuvo de la rotacién
de la distribucion hallando el angulo 6 estudiado en la seccién El comportamiento
estadistico de las variables angulares corresponden a una distribucién normal. Sin embargo, el
comportamiento de la distribucién de densidad de probabilidad del vector de Stokes no presenta
el mismo comportamiento que las proyecciones sobre los ejes de la distribucion de Kent sobre la

esfera de Poincaré de la grafica[31(a)| representadas mediante los histogramas.
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Figura 32. Los histogramas de las figuras [32(a)132(c), 32(d)H32(f)| y [32(2)H32(i)| corresponden a la
proyeccion sobre los ejes de la esfera de Poincaré de la distribucion de puntos asociada a la
distribucién de Kent de las figuras[27(a), 30(a)| y [31(a)], respectivamente. La curva continua
representa la distribucién de densidad de la ecuacién @

En resumen, las variables angulares (2¢, 2x) de la distribucion de Kent sobre de la esfera de
Poincaré presentan el mismo comportamiento estadistico de la distribuciéon normal, en el caso en
que no halla correlaciones entre estas. La transformacion de variable angular 2y con distribucién
normal permite hallar la distribucién de densidad de probabilidad de la variable S3 definida por
la ecuacién [201] La distribucion de densidad de probabilidad de las variables Sy y S, se pueden
derivar a partir de f(S3) mediante la transformacién de las matrices unitarias dejando invariantes
la intensidad total de la fuente de luz y el grado de polarizacion P, implicando que la esfera de

Poincaré es isétropa. Este resultado sélo es valido si los ejes unitarios direccién media, mayor y
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menor de la distribucion de Kent estdn alineados con los ejes de coordenadas (S1,52,53) (ver las

figuras 27(a)] 29y B2(d)H32(F)), es decir las correlaciones cruzadas de las variables del vector de

Stokes son cero.

Finalmente, si los ejes mayor y menor de la distribucion de Kent sobre la esfera de Poincaré
coinciden con el meridiano y un paralelo o viceversa, las variables angulares son estadisticamente
independientes, como se muestra en la figura Sin embargo, las proyecciones de esta distribu-
cion sobre los ejes de la esfera de Poincaré ya no describen el mismo comportamiento estadistico
de la distribucién de densidad de probabilidad de la ecuacién [201] lo que conlleva a que las trans-
formaciones sobre las variables S1, S2 y S3 ya no correspondan con la distribucién de densidad
de probabilidad descrita por la ecuacién [201] En otras palabras son las correlaciones cruzadas del
vector de Stokes las que hacen que no se cumpla la isotropia de la esfera de Poincaré. Si el valor
del parametro elipticidad B no es grande comparado con el pardmetro kx las proyecciones de la

distribucién de Kent sobre la esfera tenderan a presentar el mismo comportamiento estadistica de

la ecuacién (ver las figuras 27(b)l B1]y B2(a)l32(c)).

5.4. Caso particular: Distribucion de von Mises-Fisher
La distribucion de von Mises-Fisher en coordenadas esféricas sobre la esfera de Poincaré,

se escribe de la forma

f(206,2%) _ C(K‘, O)e(Kcos2/3cos2xcos(2a—29)+1€sin2ﬁ sin2y) cos2y, (204)
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en donde 20 y 23 corresponden a la direccion media. Integrando con respecto a la variable angular

20, debido a su independencia con la variable angular 2, se obtiene

f(2x) =c(x,0)exp(ksin2fsin2y)lp(xcos2f cos2y)cos2y. (205)
Teniendo que kcos2f = (u—ugp) % S:ZCX y Ksin2f3 = —%2, siendo uy = cte, se llega
—o2cos2y
sin2f = —— =%, (206)
cos2f = (u—ugp)+/sin2y, (207)
y
e (208)
©cos2y
Reemplazando las ecuaciones y en la ecuacion 203] se llega
2 o 2
£(2%) =c(x,0) / exp (—%”) Io[(u — uo)/sin2y | cos 2xd2 , (209)

Haciendo un cambio de variable sin 2y = x, y empleando la integral [;” e~ *'Iy(f/x)dx = ée*ﬁ /4o

(Gradshteyn and Ryzhik, 2014), se tiene

p(u) = c(K,O)e_(”_”O)Z/ZG2 : (210)
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De acuerdo a la ecuacién [196] la distribucion de densidad de probabilidad de variable S5 se puede

expresar mediante la férmula[198]

1

Ps;(S3) = ﬁp(

Sustituyendo la ecuacién [210]en la ecuacién anterior,

arcsinS3). (211)

.0 7(arcsinS37u0)2
P(S3) — Mé’ 202 7 (212)

se llega a la distribucion de la ecuacion 201} en donde u es el valor esperado del arcoseno de la
variable S3.
5.5. Conclusiones

En la seccién [5.1] se estudi6 las variables angulares gaussianas con independencia estadis-
tica, resultado que permitid hallar una expresion de la distribucién de densidad de probabilidad
del vector de Stokes aleatorio como se demostré en la seccién [5.2] Ademas, se demostré en que
casos las proyecciones de la distribucion de Kent sobre la esfera de Poincaré coincide con la ex-
presion matematica del vector de Stokes [5.3] Resultado que muestra la importancia tanto de las
auto-correlaciones como de las correlaciones cruzadas de las variables del vector de Stokes. Fi-

nalmente, en la seccién se demostré que si se cumplen las condiciones [206] 207] y 208] las

distribuciones marginales sobre los ejes de la esfera de Poincaré de la distribucion de von Mises-

Fisher tendran el mismo comportamiento de la distribucién de analitica descrita por la ecuacién
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6. Conclusiones
En esta tesis, se ha investigado tedricamente y experimental la dindmica de la polarizacién
mediante distribuciones de densidad de probabilidad sobre la esfera de Poincaré. Para esto, primero
se estudio la interaccion entre un haz polarizado y un retardador lineal. Estos resultados obtenidos

se resumen por medio de la siguiente ley:

Ley 1 Las trayectorias formadas sobre la esfera de Poincaré como resultado de pasar un haz po-
larizado a través de un retardador lineal rotante se caracterizan por la curva de interseccion entre
la esfera de Poincaré y el cono. El eje de simetria del cono se define por el estado de polarizacion
del haz de entrada y su estado de enantiogiro, en donde se encuentra el vértice del cono (ver figura
[6). Las proyecciones sobre el plano del ecuador de estas trayectorias corresponden a los limagon

de Pascal.

El concepto de una fuente de luz polarizada es una idealizacién, ya que al pasar una fuente
parcialmente coherente polarizada mediante un polarizador, y posteriormente por un retardador
introduciendo un retardo entre las componentes del campo eléctrico por lo menos del orden del
tiempo de coherencia, el haz emergente se transforma y ademas se despolariza y sobre la esfera
de Poincaré corresponderd a una distribucion de estados de polarizacién puros. A partir de ahi, se
analiz6 la distribucién de vMF adaptadando al estudio de la dindmica de polarizacién de fuentes de
luz aleatorias parcialmente polarizadas. Encontrando una relacion entre el grado de polarizacion

P y los pardmetros de Stokes normalizados S con el pardmetro de concentracion K y la direccion
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media M, respectivamente. Este resultado permitid caracterizar el estado de polarizacién de la
fuente de luz parcialmente polarizada a través de los parametros (P,S) — (k, i) y acoplarlo con
el método gréifico de Poincaré. Ademas, debido a las amplitudes y fases no correlacionadas, se
mostrd que las distribuciones marginales de las distribuciones de vMF en los ejes de la esfera de
Poincaré tienen el mismo comportamiento estadistico que las distribuciones de Eliyahu-Brosseau.

La distribucion de von Mises-Fisher permite describir fuentes parcialmente polarizada, cuya
distribucién con contornos circulares sobre la esfera de Poincaré describe los estados de polariza-
cion de una fuente en donde la correlacién del vector de Stokes es igual a cero. De ahi, que se
halla adaptado la distribucion de Kent para el estudio de las propiedades dindmicas de las fluctua-
ciones de polarizacioén de haces estacionarios sobre la esfera de Poincaré. Esta adaptacion permite
caracterizar el estado de polarizacion de la fuente de luz parcialmente polarizada a través de los
pardmetros k, f, ¥;, Yo ¥ Y3 de la distribucién de Kent, y acoplarlo con el método grifico de
Poincaré. Esta distribucién incluye las auto-correlaciones y correlaciones cruzadas del vector de
Stokes, lo cual permiti6 encontrar una expresion general del grado de correlacion sobre la esfera
de Poincaré, y de una nueva expresion del grado de polarizaciéon. Ademds, se obtuvo el caso parti-
cular que permite relacionar el grado de correlacion de Poincaré con los pardmetros K y 3. Estos
resultados permiten no sélo caracterizar la dindmica de la polarizacion propia de la fuente de luz
sobre la esfera de Poincaré, sino también visualizar sobre esta dependiendo donde se encuentre la
distribucién de Kent y la orientacion del eje mayor y menor de la distribucion, si la distribucion
incluye o no las correlaciones cruzadas del vector de Stokes sobre la esfera.

Finalmente, se estudio la estadistica de las variables angulares (2¢, 2), en donde se asu-
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mid que estas variables son estadisticamente independientes. Resultado que permitié obtener una
expresion analitica de las distribuciones de densidad de probabilidad (ver la ecuacion 201)) de las
variables de Stokes sobre los ejes de la esfera de Poincaré. Ademas, se mostré en que casos las
distribuciones marginales de la distribucion de Kent sobre la esfera tiene el mismo comportamien-
to estadistico que la expresion de la distribucion de densidad de probabilidad de los parametros de
Stokes (ver la ecuacion [201)) propuesta en este trabajo de investigacion.

Los resultados reportados en el presente trabajo de investigacién han sido aceptados y pu-

blicados en las siguientes revistas indexadas y homologadas por Colciencias.

= K. Salazar-Ariza and R. Torres, Trajectories on the Poincaré sphere of polarization states of

a beam passing through a rotating linear retarder, JOSA A 35(1), 65-72 (2018).

= K. Salazar-Ariza and R. Torres, Statistical theory of the polarization on the Poincaré sphere,

Optics Letters 44(13), 3318-3321 (2019).

= Jhon Paboén, Karol Salazar and Rafael Torres, Characterization method of the effective phase

retardation in linear birefringent thin sheets. Accepted for publication in Applied Optics.

Asi mismo, varios de los resultados obtenidos fueron presentados a través de las siguientes

ponencias internacionales:

= Ponencia. 2nd Joensuu Conference on Coherence and Random Polarization, University of
Eastern Finland. Titulo: Trajectories on the Poincaré sphere of polarization states of a beam

passing through a rotating linear retarder. Junio 12-15 del 2018, Joensuu-Finlandia.
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= Ponencia. IX Iberoamerican Optics meeting - XII Lationamerican meeting on Optics and
applications IX RIAO - XII OPTILAS. Titulo: Caracterizacién de los estados de polarizacion
sobre la esfera de Poincaré de un haz polarizado y un retardador cuarto de onda. Noviembre

21-25 del 2016, Pucén-Chile.

= Ponencia. X Iberoamerican Optics meeting - XII Lationamerican meeting on Optics, La-
sers and applications Mexican optics and photonics meeting. Titulo: Statistics of the Stokes
parameters from the angular variables ellipticity and orientation of the Poincaré sphere. Sep-

tiembre 23-27 del 2019, Cancin-México.

6.1. Futuros trabajos de investigacion
A continuacion se describen algunos de los futuros trabajos que se pueden ampliar de esta

tesis

= Un drea interesante de investigacion futura mediante la geometria que describen la ley de
los retardadores seria estudiar la distribucién de la birrefringencia espacial en materiales de
interés. Esto podria tener aplicaciones por ejemplo en fibras multi-nicleo, ya que ademds de
caracterizar la distribucién de la birrefringencia espacial se puede obtener una informacién
completa sobre la polarizacién en cada punto del material, asi se podria tener una precision

alta y control en el estado de polarizacién emergente de cada nicleo de la fibra.

= Seria igualmente interesante probar el modelo estadistico propuesto en un analisis de la

dispersion de polarizacién de speckle sobre la esfera de Poincaré.
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» El grado de correlacién propuesto sobre la esfera de Poincaré en el capitulo ] podria ser
medido experimentalmente y asi poder tener una caracterizaciéon completa de una fuentes de

luz ya sea coherentes o no mediante el tiempo de polarizacion.

= Finalmente, seria interesante poder estudiar las variables angulares estadisticamente depen-
dientes con el fin de proponer un modelo estadisticos de los vectores de Stokes mds general

sobre los ejes de la esfera de Poincaré.
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Apéndice A. Producto cuaternionico

Dado dos cuaterniones ¢ = s +mv y ¢’ = ' +my/, su producto cuaterniénico se define

COmo:

/!

!
9 = 49,

= s —v-V+svV+sv+vxV, (213)
en donde la componente escalar del cuaternion resultante se escribe de la forma
3
s"=ss' =) viv, (214)
i=1

y la parte vectorial como

/! / / / /
Vi =SV, +SVi+ Vv, — v

. 215)

Estos elementos pueden asociarse con los siguientes esquemas graficos de la figura[33]

s | —— | s >< s
/ /
vi| =—— | Vv % %
§ = 1 ,1 v/l/ _ 1 ,1
Vol = |V 1%) >< Vs
V3| =—— | V4 V3 v,
s s s s
/ /
n__ |1 V1 n_ |1 V1
\ %) V2 V2 V2
V3 V4 V3 Vi

Figura 33. La esquematizacion del producto cuaterniénico, donde la direccién de la flecha
representa el signo del producto, de izquierda a derecha es positiva y negativa en la direccion
opuesta.
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Apéndice B. Propagacion de la luz en un medio birrefringente

La propagacion de un rayo incidente de luz natural en un cristal de calcita, fue estudiado
por Bartholinus en 1670 (Goldstein, |2017; Perez and Ossikovski, 2016), quien observé como la
luz se refractaba a través del cristal dando lugar a dos rayos, conocidos como rayo ordinario y
extraordinario. Bartholinus sélo pudo describir lo que observé en el cristal, pero fue Huygens que
explicé por primera vez el fendmeno de la doble refraccion del cristal al interactuar con la luz
en términos de polarizacion, ya que demostré que al girar un segundo cristal la intensidad del
primer rayo desaparecia mientras que el segundo rayo alcanzaba su valor maximo en intensidad,
y si lo rotaba 90 respecto a la primera rotacion desaparecia el segundo rayo mientras el primero
alcanzaba el valor médximo en intensidad. Esto lo llevo a concluir que el rayo de luz natural, es decir
no polarizado al refractar en el cristal se descompone en dos rayos independientes y polarizados
ortogonalmente, conocidas como estados de polarizacién S'y polarizacién P (ver la figura [34).

En los materiales birrefringentes, el indice de refraccién que experimenta la luz varia con
la direccion del campo eléctrico de la luz, a diferencia de los materiales isotrépos, en donde la
longitud de onda A presenta el mismo indice de refraccién independiente de la direccién de propa-
gacion del haz de luz. El estudio de la propagacion de un haz polarizado o no polarizado a través
de materiales birrefringente, incluidos materiales biaxiales, uniaxiales y Opticamente activo se ha-
ce mediante un tensor dieléctrico €, mientras que para medios isétropos, por ejemplo los vidrios
opticos el tensor dieléctrico se convierte en cantidades escalares que varian de un punto del medio
a otro. Ademads, si se considera que el medio es homogéneo, el tensor se reduce a una cantidad

constante, ya que tiene el mismo valor en cualquier punto del medio material. La relacion entre el
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vector desplazamiento D y el vector campo eléctrico E cuando no estdn en la misma direccién estd

dada por:
D X g.xx Sxy 8XZ EX
_ 216
D, Ex &y &y Ey (216)
D, Ex &y &g E;

Haciendo la eleccién apropiada de ejes para que el tensor dialéctrico esté diagonalizado. Con esta
eleccion de ejes, denominados ejes principales del material, la ecuacion en forma de matriz se

escribe como:

D, e 0 O E,
D,|=|0 & 0||E |- @17)
D, 0 0 g E,

Los materiales biaxiales como la mica por ejemplo (Perez and Ossikovski, 2016)), tiene tres indices
de refraccion diferentes asociados con tres ejes principales ortogonales o ejes de cristal n, = /€y,
ny = /€y y n; = \/€;, como se muestra en la figura ). Estos indices se denotan como ng para
el valor del indice de refraccion mas grande, ny para el valor del indice mds pequefio, y n,, para el
valor del indice que cumple con: ny < n,, < ny. Por su parte, en los medios uniaxiles n, = n, # n.,
en donde n, = n, se denota como n, y n, como n,, y se conocen como indice ordinario principal e
indice extraordinario principal, respectivamente. El eje principal esta relacionado con el eje dptico,
el cual especifica la orientacion del cristal. Si n, > n, por definicion es un cristal uniaxial negativo

(por ejemplo la calcita), ver figura 34k, pero si n, < n, se tiene un cristal uniaxial positivo (por
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b) c) d)
T4 4z
nZ
- n Mm ‘
Ng = Ny =Ny Ng =Ny < Ny Ng = Ny > Ny nw#ny#nz

Figura 34. Un material biaxial tiene tres indices de refraccion principales. Sus ejes principales
asociados estan orientados ortogonalmente. El material uniaxial tiene dos indices de refraccion
principales, el indice de refraccion ordinario n, y el indice extraordinario n.. El material
isotrépico tiene un indice de refraccién n.

ejemplo el cuarzo), ver figura[34p. Un caso particular de materiales anistropos se tiene cuando el
material es is6tropo con n, = ny = n; = n, como se muestra en la figura [34d.

La diferencia maxima An en los indices de refraccion del material entre los rayos extraor-
dinarios y ordinarios que viajan a través de un material birrefringente es una cantidad medible y se
conoce como birrefringencia. En los materiales biaxiales y uniaxiales (ver figura [35) la birrefrin-
gencia se puede expresar como valor absoluto de |ng —n¢| y |n. —n,|, respectivamente.

Las placas de ondas birrefringentes mas comunes y usadas son los retardadores cuarto de
onda y media onda, cuyas propiedades varian con la longitud de onda y el dngulo de incidencia
del haz, modificando el estado de polarizacion del haz de entrada sin modificar la intensidad del
haz de entrada. Al propagarse el haz en el retardadar se descompone en dos estados mutuamente
ortogonales que viajan a diferentes velocidades introduciendo un desplazamiento de fase entre los
dos rayos polarizados lo que da como resultado un estado de polarizacion, siempre y cuando el

grosor del retardador sea lo suficientemente pequeiilo como para no destruir la coherencia entre los
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Figura 35. Representacion de un cristal birrefringente. El haz de luz de entrada polarizado o no al
interactuar con el cristal se divide en dos haces con estados de polarizacidn ortogonales, los
cuales viajan a diferente velocidad dado que el cristal exhibe diferentes indices de refraccién n, y
n.. Esto resulta en una diferencia de fase entre las dos estados de polarizacion.

dos componentes. El estado de salida es una composicién coherente de los componentes rapidos y
lentos de salida, lo que da como resultado un estado de polarizacién

El retardador se caracteriza por la cantidad de fase relativa I" que introduce a los dos compo-
nentes del haz polarizadas ortogonalmente y al recombinarse estas dos componentes para formar

un solo haz emergente con estado de polarizacion diferente. Este retardo se define como:

B 2nAnL

r T

(218)

en donde L representa el grosor del cristal uniaxial y A es la longitud de onda de vacio de la luz.
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Apéndice C. Derivacion de la ecuacion
Remplazando las ecuaciones paramétricas [69]y [70| de las variables x y y respectivamente,

en la ecuacion[66] se tiene

1 —cosd’ . 2
[a—l— <W) (Z—C) Sln2f:|

[ <1—cos5’) ]2 )
Flo— (2% ) (2 —c)cos2t| +2=1. (219)

sin o’

Esta expresion matemadtica es igual a

1—cosd’\? 1 —cos&"\> 1—cosd\?
232 2 2

44— 4 —= Qe | — 27

. ( sin &' ) ¢ ( sin &' ) ¢ ZC( sin &' )

1— o’ 1— &' 1— &'
+2za (&) sin2t — 2ca (&) sin2t — 2zb (&) cos 2t

sin &/ sin &/ sin &/

1~ cosd’
+2ch (&
S

— >c0s2z+z2 =1, (220)
1

en donde si se le suma y se resta ¢> a la ecuacién anterior, y ademds se saca como factor comtn

cada variable, se llega a

1—cosd\?
RN Rl L R
sin o’

1 —cosd’ 1 —cos &’
—2z _C—OSS bcos2t —asin2t +c .C—085
sind’ sin &'

N\ 2
1+<1—cos§> ]:1- 221)

1 —cosd’ .
+2¢ (W) (bcos2t —asin2t)

+zz

sin &’
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Apéndice D. Derivacion de la ecuacién

153

Sustituyendo la ecuacidn [75] del vertice del cono en las ecuaciones y [74] se obtiene

para el radical de la ecuacion

(B> —4AC)'/? =

1 1 —cosd"\?
. 4( R ) cos22y' sin (20 — 21)
2<1+<1—c055’> ) sin &

sin o’

1/2
1 —cosd’
~8sin(2a —2t)sin2y cos 2y’ |~ ) 1 45in22y/
sin o’

1 —cosd’ Al
— {4 {(—) cos2y’sin(2a’ —2t) — sinZX’} }

sin &’

o /
=2 [(ﬂ> cos2y’ sin(2a’ —2t) — sin2x’1 :

sin &’

Reemplazando el resultado anterior y la ecuacion [/3|en se llega a la expresion

(222)
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Apéndice E. Derivacién de la ecuacién

A partir de 26; = 2a — arcsin(—tan2y ), ecuacién 90} se tiene

sin(2a0 —26;) = —tan2y, (223)

y para 26, = 20 + arcsin(—tan2y) — 7, ecuacién[91] se obtiene

sin(20 —26,) = —tan2y . (224)

Remplazando la ecuacién 223] o la ecuacién 224] en la ecuacién [84] se llega a

1
cos2y cos2a
/cruzado = ’ (225)
cos2)sin2a
—sin2y

la cual corresponde a la ecuacién [94]
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Apéndice F. Demostracién de las ecuaciones 95y

Definiendo 20+ =2 + /2, y remplazando en la ecuacion se llega a

SL. =(1,cos2ycos2a+ [cos2ysin(2a — 2 F 7 /2)

:F
+sin2y]sin(2a £ w/2)
,co82x sin2¢ — [cos2y sin(2a —2a F 1 /2)
+sin2y]cos(2oc + 1 /2)
,co82y sin(2o —2a F w/2)),
simplificando
S =(1,cos2ycos2a — (cos2y Fsin2y)cos2a

,cos2y sin20 — (cos2y Fsin2y)sin2a

,Fcos2y).
Finalmente se obtiene
1

+sin2y cos2a

S, =
ZF )
+sin2ysin2o
Fcos2y

155

(226)

(227)

(228)
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entonces Sy ferior = S— Y Ssuperior = S+, las cuales se obtuvieron en las ecuaciones 93]y [06] res-

pectivamente.
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Apéndice G. Generalizacién de las ecuaciones[95]y
El estado de entrada en funcién de los dngulos de elipticidad y orientacién estd definido

COmo:

cos2y cos2a
Sentrada (206, 2%) = . (229)

cos2y sin2a

sin2y
La interaccién del estado S,,;44. con cualquier retardador rotante genera la trayectoria sobre la
esfera de Poincaré descrita por los estados emergentes, entre estos estados se tiene un maximo
llamado Sgyperior, un minimo llamado S, ferior» y un estado donde la trayectoria se cruza llamado
Scruzado- 1as relaciones de estos estados con S, 44, S€ determinan para una placa de cuarto de
onda (ver seccién [2.3). Ahora, repetimos el procedimiento para cualquier retardador 8, para eso,

encontramos el dngulo que mantiene invariante el meridiano, en la forma

+cos2y’ cos200 = cos2y cos20+

[cos2y sin(2a —26)(1 —cos§) +sin2y sind]sin20, (230)

+cos2y’sin2a = cos 2y sin2a—

[cos2y sin(2a —26)(1 —cos8) +sin2y sind]cos28, (231)
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sin2y’ = sin§ cos 2y sin(2a — 26) +sin2y cos § . (232)

Resolviendo cos2)’ en la ecuacién 230]y ecuacién 231} se tiene

[cos2y sin(2a —20)(1 —cos 8) + sin2y sin d] cos(260 —2a) = 0. (233)

Para 26 se obtienen cuatro soluciones: 260+ obtenidas en la seccién 2.3y las siguientes dos nuevas

soluciones:
) sin &
20, =2 —arcsin | —tan2y | ——= , (234)
1 —coso
. sin &
20, =2a +arcsin | —tan2y | ———= — T, (235)
1 —cosd

Reemplazando la ecuacion m y ecuacion en la ecuacién para estados emergentes S’ (ver
ecuacién [84), se obtiene S;uzqd0(20t,2%) de la misma forma expresada en estado que estd
determinada por el estado de entrada independiente al valor del retardo 8. Para las otras dos solu-

ciones 204 =20+ /2, se reemplazan en la ecuacién para estados emergentes S', entonces se
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llega a

cos2acos(2y +9)
S’ (2d/,2x') = : (236)

sin2acos(2y £ 9)

sin(2y £ 6)

Donde se obtienen las siguientes relaciones: o = o y 2y’ = 2 £ 6. Los vectores Ssuperior ¥

Sinferior S€ Obtienen a través de la ecuacion para los signos (+) y (-), respectivamente.
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Apéndice H. Formulacién cuaterniénica: Ley de los retardadores lineales

Escribiendo la ecuacién 29 en la forma

cos0/2 1 coso/2
c0s20sind /2| |icos2ycos2a | | —cos260sind/2
U= . (237)
sin20sind /2 | |icos2ysin20 | | —sin20sind /2

0 isin2y 0

Teniendo en cuenta que la primera y tercera matriz se obtiene mediante las ecuaciones 27]y 28] y
en donde la matriz del medio Us . representa el estado de polarizacion de entrada en coordenadas
polarescon0 < a <rmy-m/4 <y <m/4

Por otra parte, se define U; como:

cosd/2 1

cos20sind /2| |icos2y cos2a
Ui = ; (238)

sin20sind/2 | |icos2ysin2a

0 isin2y
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luego, usando las reglas de la figura [33|se obtiene

cosd /2 —icos20sind/2cos2) cos2a —isin260sind/2cos2y sin2o

icos0/2cos2y cos20+cos260sind/2+isind/2sin20sin2y
U =

icosd/2cos2ysin20 +sin20sind /2 —isin§/2cos26sin2y

icos0/2sin2) +isind/2c0s20 cos2y sin20 —isin§/2sin26 cos2) cos20

De manera que la ecuacion [27]se escribe como:

cos /2
—c0s205sind/2

—sin26sind/2

161

(239)

(240)
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y multiplicando el dltimo término se llega a

U' =[(cos?8/2 —isin§/2cos 8 /2cos260 cos 2y cos20 — isin§ /2cos & /2sin26 cos 2y sin20;

162

+isin§/2cos 8 /2¢c0s260 cos2y cos 20+ sin> 8 /2cos? 20 + isin® § /2cos 20 sin 20 sin 2

+isin&/2cos 8 /2sin26 cos 2y sin20 4 sin> § /2sin? 20 — isin® § /2cos 26 sin20 sin 2 )eg

+ (—cos8/2sin§ /20826 +isin® § /2cos> 26 cos 2 cos 20

+isin® §/25in26 cos 26 cos 2 sin 20 + icos® § /2 cos 2 cos 20 + cos § /2sin 8 /2 cos 260

+icosd/2sind/2sin20sin2) +icosd/2sind/2sin26sin2y

+isin® 8 /2sin26 cos 26 cos 2 sin 20t

—isin® 8 /25in%26 cos 2y cos20t)e;

+ (—cos 8 /2sin 8 /25in26 + isin® § /2 5in 26 cos 20 cos 2 cos 20!

+isin® §/2sin®26 cos 2y sin20 4 icos® § /2cos 2 sin2¢ + cos § /2sin § /2 5in 20
—ic0sd/2sind/2cos260sin2y —icosd/2sind/2cos20sin2y

—isin® §/2cos? 26 cos 2 sin20t + isin® 8 /2 cos 26 sin 260 cos 2 cos 20t e,
+ (icos? 8 /2sin2y +isin 8 /2cos & /2cos 26 cos 2 sin 20
—isind/2cosd/2sin26 cos2y cos20 —sin§ /2cos b /2sin26 cos2y cos2a
—sin® §/25sin260 cos26 — isin® § /2sin> 20 sin 2y

+isin&/2cos 8 /2¢c0s20 cos2y sin2a + sin® § /2¢cos 26 sin26

—isind/2cos 8 /2cos>20sin2y)es] .

(241)
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Finalmente se obtiene

i{cos2y cos2a+ [cos2ysin(2a —20)(1 —cos &) +sin2y sind]sin26 }
U = . e

i{cos2y sin2a — [cos2) sin(2a —20)(1 —cos §) +sin2y sin 6] cos 26 }

i[sin & cos 2y sin(2a —26) + sin2y cos §]

Este resultado matematico de la interaccion entre un haz polarizado y un retardador rotante me-

diante el método de los cuaterniones, corresponde al obtenido en el seccién [2.2] (ver ecuaciones

BTI82]y B3).
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Eje rapido

Medidor de potencia

L

QwP P

Figura 36. Medicion de los parametros de Stokes utilizando un retardador rotante cuarto de onda
(QWP) y un polarizador lineal (P).

Apéndice I. Medicion de polarizacion: técnica cuarto de onda rotante

La técnica cuarto de onda permite medir los pardmetros de Stokes mediante el anélisis de
Fourier y un retardador cuarto de onda rotante que gira a una frecuencia angular @ seguido por un
polarizador horizontal lineal (ver figura @, como se muestra a continuacion.

Los parametros de Stokes del haz emergente de la combinacion de un retardador cuarto de

onda rotante (ver ecuacion [64) y un polarizador horizontal,

1 100

1 100
(243)

00O0O0

0 00O

corresponde a el pardmetro de Stokes Sy, el cual representa la intensidad total de la luz transmitida
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definida como:

1
1(0) = E(SO + 8108220 + S, sin20 cos260 — S5 sin26), (244)
La ecuacion anterior se puede reescribir utilizando las férmulas trigonométricas de dngulo medio
y reemplazando 8 = wt se obtiene

1
1(0) = E(A—Bsin2a)t+Ccos4a)t-|—Dsin4a)t), (245)

endonde A =Sy+S/2,B=_S3,C=_S1/2y D =S,/2. La ecuacién anterior describe una serie de
Fourier truncada, el primer término es constante, el segundo término de frecuencia doble y los dos

ultimos términos son de frecuencia cuddruple, lo que permite facilmente hallar los pardmetros de

Stokes
So=A-C, (246)
S1=2C, (247)
S»=2D, (248)
S3=B. (249)

Los coeficientes se encuentran realizando un anélisis de Fourier integrando los valores de inten-
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sidad observados en el rango del dngulo de rotacién del retardador, el cual rota de 0 a 360 en

incrementos determinados (Goldstein, [2017; |Azzam), [2016)).
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Apéndice J. Variables circulares

Una variable aleatoria circular se define mediante su funcién de distribucién (Ley and
Verdebout, 2017; Jammalamadaka and Sengupta, 2001), la cual depende de la eleccion de la
orientacion y direccion inicial del circulo unitario. Ademads, para dos dngulos 6 y 6 + 2k7 con
Kk =0,£1,£2,---, dan lugar al mismo punto en el circulo unitario, implicando que la funcién de
la distribucién circular debe ser periddica. Por lo tanto, la funcién de distribucién circular F se
define como:

F(O)=Pr(0<®<86), 0<06<2nm, (250)

F(0+2m)—F(0)=1, —00 < 0 < oo, (251)

En la ecuacion la direccion escogida es cero y 6 solo puede tomar valores entre 0 y 27.
Por su parte, la ecuacién 251 es una condicién adicional impuesta para reflejar la periodicidad de
una distribucioén circular, la cual indica la probabilidad de obtener un punto en el circulo unitario
dentro de cualquier arco de longitud 27. La funcién de distribucion F' es una funcién continua a la
derecha, a diferencia con la funciones de distribucion en la linea real, a diferencia de las funciones
de distribucion en la linea real, lo cual implica

lim F(6)=—c,  lfm F(8)=os. (252)

0——c 0—o0

Una diferencia importante con respecto a la funcién de distribucién de una variable aleatoria lineal
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es que los valores que toma la funcion de distribucion F no son probabilidades (Mardia and Jupp,

2009; Jammalamadaka and Senguptal, 2001). Sin embargo, para o« < 8 < ot + 27
Pr(oc<®§[3):F(ﬂ)—F(a):/aﬁdF(Q). (253)
La integral 253] es una integral de Lebesgue-Stieltjes. Por definicion,
F(—m) =0, F(m)=1. (254)

Si la funcién de distribucién F' es continua, entonces tiene una funcion de densidad de probabilidad
f tal que

/Bf(e)dezF(m—F(a), <A< < . (255)

Una funcidn f es la funcién de densidad de probabilidad de una distribucién circular absolutamente

continua si y s6lo si cumple con las siguientes propiedades
= f(6) >0 casisiempre sobre [—7,T),
= 2T £(0)d6 =1,
» f(0+27m)=f(0) casisiempre sobre [—7,T).

La primera propiedad también se cumple para la densidad de una variable aleatoria observada en
la linea real. Los otros dos propiedades son consecuencia de la periodicidad de una distribucion

circular.
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Apéndice K. Distribucion de von Mises-Fisher

La distribucién de von Mises Fisher es un modelo unimodal y con simetria rotacional (Mar-

dia and Jupp, 2009). Esta distribucion es una generalizacion de la distribucién de von Mises a

dimensiones superiores, la cual parte de las variables aleatorias independientes x; y x, cuya distri-

bucién de densidad de probabilidad conjunta esta definida como:

fx) = flxa)f(x) (256)
1 [ 1 ( K)z] 1 . [ 1 2]
= exp | —=(x; — Xp | —=x
o pPi—5W™ o P|=5%
1 L2 2 2
= ooXP ( 1+x2—2x11<—|—1<)].
Re-escribiendo la ecuacién anterior en coordenadas polares (7, 0), se tiene
Xy =rcos@, y Xy =rsin@, (257)
en donde x7 +x3 = r* y 6 = arctan <%> El Jacobiano de esta transformacion esta dada por
% % cosO rsinf
J= =r. (258)
% % sin@ rcos0

Por lo tanto, se define la en funcién de densidad de probabilidad en funcién de las variables polares



DINAMICA DE LA POLARIZACION Y LA COHERENCIA DE FUENTES DE LUZ 170

(r,0) como:

f(r,0) = éexp [—1/2(* —2Kkrcos 6+ k7)] | (259)

en donde 0 < 0 <27y 0 < r < c. Dada la independencia estadistica entre la variable r y 6 se

puede obtener la distribucién de densidad de probabilidad de la variable aleatoria r

flr) = Ozﬂf(r, 6)do (260)
= rexp {—%(FZ + Kz)] {% /Ozﬂ exp(rkcos 6)} de

~ rexp [—%(# + Kz)] Io(kr).

La distribucién condicional de 6 para un r dado esta dado por:

_ f(r9)
f(r|@) = 0 (261)

s=rexp [—3(r? — 2rkcos 6 + k?)]

rexp [—%(rz + KZ)} Ip(rK)

1
= — 0).
27l (rK) exp(rkcos )

Si r =1 la distribucion de densidad de probabilidad condicional de 6 llega a ser

felr=1)= exp(kcosB). (262)

1
21l (x)

La expresion anterior corresponde a la distribucion de von Mises, en donde /y denota la funcién de

Bessel modificada de primera clase y orden cero, y K representa el pardmetro de concentracion de
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la distribucion (Mardia and Jupp), 2009; Ley and Verdebout, 201°7)). Por otro lado, teniendo que:

x = (cosH,sin0) (263)

p = (cosa,sina).

El producto u”x con r = 1 esta dado por

U 'x = cosacosO+sinasinf (264)

= cos(6—a).

Comparando el resultado anterior con la ecuacion [262]se llega a la expresion de la distribucién de

densidad de probabilidad de la distribucién de von Mises

1 T
f(X’ Ka”’) - me’(“ X7 (265)

en donde x representa un vector aleatorio sobre un circulo de radio unitario en %. En Fisher
extendiendo este resultado a un vector unitario p-dimensional aleatorio x (Mardia and Jupp, [2009;

Ley and Verdebout, |2017)

1
flap ) = o™ k> 0 x| = 1 Jul = 1, (266)

en donde 1 y k corresponden a la direcciéon media y concentracion de la distribucion, respectiva-
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mente. Por su parte, la constante de normalizacion se obtiene a partir de

SR Y A NS B 1) L (/) Y L N
= g _cz(mr(%)F(l/z)/_l (=) = dr.

La funcién de Bessel modificada de primera clase y orden v esté definida por

. (x/2)Y ! Kt (1 _ 2\v—1
IV(K)_F(V+%)F(%)/_16 (1—12)"%dr.

Reemplazando en la ecuacién anterior v =d/2 — 1,

la ecuacién queda definida de la forma

N\&.

1 47rF(d/2>('</2) ! TN~
CZ(K)(K/2 (d 1)1“1/2 /16’ (1—¢7) 7 dt
_ 1 Anl(d/2)L, 1 (K)

c2(x) (k/2)%~1

1=

Por lo tanto, la constante de normalizacidn se escribe como:

er(K) = 47rF(d/2)Ip/2,1(1<) ‘

(k/2)%"!

172

(267)

(268)

(269)

(270)

(271)
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En el caso que corresponde a una esfera, es decir p =3

2/@sinh
4n 2\(/;;1)1/2’( 47 sinh(x)

Remplazando lo anterior en la ecuacion [266|se encuentra

K kulx
UK =— &
i pK) 47 sinh(K) ¢
Escribiendo x y u en coordenadas polares esféricas
X = (x1,x,x3) = (sin@cosB,sin@sinO,cos@),

Ho= (i, p2,p3) = (sin B cos o, sin B sint,cos ).

173

(272)

(273)

(274)

en donde ¢ es el dngulo colatitud 0 < ¢ < &, 0 es el dngulo azimut 0 < 6 < 27, (B,a) es la

direccién media y kK es medida de la concentracion sobre la direccion media. El Jacobiano de esta

transformacion
dx;  dx dx i e
ar Jo 08 singcos@ cos¢pcos® —sin@dsinb
— 8 a 3 s . . . . — .
/ ar aiq)z 56 sin@sin@ sinBcos¢ cosOsing sing .
dx3  dx3  dx3 o
| or 99 90 | I cos ¢ sin @ 0 _

(275)
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El producto u”x (asumiendo que » = 1) esta dado por

sin¢ cos 0

X = (sin[)’cosa sin B sino cosﬁ) sin¢ sin 6 (276)

cos ¢

= sinfcosasing cosB + sin B sinasin ¢ sin 6 + cos B cos @
= sinfsin@(cosacosO +sinasin6) + cos 3 cos ¢

= sinfsin@cos(a—0)+cosfcosd.

Remplazando el resultado anterior en la ecuacién[273| de la distribucién de von Mises Fisher (¢, 6)
queda de la forma

Ksin @

_ K (sin B sin @ cos(a—0)+cos B cos ) 277
471 sinh K’ 77)

f(6,¢:0,B,x)
El pardmetro de concentracion k., el cual indica el grado de dispersion direccional o en otras pala-
bras controla en ancho de la distribucion sobre la esfera. Por lo tanto, en el caso de que Kk — oo, la
dispersion llegue a ser no isotrépica, es decir tienda a una distribucion delta de Dirac, y en el otro
extremo cuando K = 0 se produce una dispersion isotrépica, es decir los valores del vector x tienen

la misma probabilidad de ocurrencia.
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Apéndice L. Distribucién de densidad de probabilidad de Kent
La generalizacion de von Mises-Fisher se conoce como distribucion de Fisher-Bingham

(Mardia and Jupp, 2009)) que toma la forma:

fxx,1,x) = c(i,A) Lexp{kp”x+ Bo (V3 x)* + B3 (Y3 %)} - (278)

Los pardmetros 71, 7, y 73 son vectores unitarios, en donde % y 73 son vectores ortogonales entre
si. Por su parte, los pardmetros con valores reales 3, y B3 con B, < B3. El uso de esta distribucién
en estadisticas direccional presenta inconvenientes dada la cantidad y comprension de pardmetros
De ahi que Kent en (Kent, 1982) propuso una distribuciéon cuyos parametros tiene una in-

terpretacion simple, ya que ¥;, 7, ¥ 13 que son vectores forman un sistema ortogonal. Ademads,

Po=-ByB:s=p

flxxe p,x) = a(i, A)~lexp{kp”x+B((13%)* — (%)%}, (279)

en donde B y k son los parametros de elipticidad y concentracion, respectivamente. Estos para-
metros cumple con la condicién (0 <28 < k). Los vectores unitarios ¥;, ¥, y ¥3 representan los
ejes mayor, menor y direccién media de la elipse de probabilidad sobre la esfera de Poincaré. En
el caso B = 0 la distribucién corresponde a la distribucién de von Mises-Fisher (Mardia and

Juppl 2009; Ley and Verdebout, 2017)).
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Apéndice M. Demostracion del grado de correlacion definido por la ecuacion {165

Dada la rotacién en un dngulo 0 alrededor de un eje arbitrario definido por el vector unitario

direccién media ¥; = (% 519 V2sy }/353) , se define mediante la matriz de rotacion definida por:

co+43(1—cp)
faity (1 —cg) + 359

31 (1 —cq) — 259

ﬁlﬁz(l —Cg) —12389
n2
Co —l—uz(l —Cg)

i3l (1 — Cg) —|—121S9

i3 (1 — Cg) + il sg
122123 (1 — Cg) — ﬁ1S9

co+105 (1 —cp)

(280)

Reemplazando la matriz de rotaciéon R en la ecuacidn [163] se obtiene el grado de correlacion

general sobre la esfera de Poincaré dado por:

R=S(t+7)

co+i3(1—cp)
>y (1 —CQ) + 1359

31 (1 —cg) — 259

iy (1 —cg) —i3sg
2
Co —l—uz(l —Cg)

3 (1 —co) + 1150

i3 (1 — Cg) + il sg

loitz (1 —cg) — 159

co+i3(1—cp)

S()", (81

en donde S(r) = (S;(2),82(¢),S3(¢)) y S(t+7) = (S1(t + 7),82(t + 7),S3(¢ + 7)). De acuerdo con
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esto se llega a:

TG = leo+ii(1—ce)lSi(1)S1(1+1)+ (@12 (1~ co) —l350]S2(1)S1 (1 +7)
+ [adis (1 —cg) +256)S3(1)S1 (1 4 7) + [ty (1 — cq) + it359)S1 (£)S2 (7 + 1)
+ Jeg+ @3 (1—cp)]S2(t)Sa(t + ) + i3 (1 — cg) — f1156]S3(¢)Sa(t +T)
+ (301 (1—cq) — 0256]S1(£)S3(t +T) + 382 (1 — cg) + 15652 (£)S3( + 7)

+ [eo+a3(1—cq)]S3(r)S3(t + 1), (282)

Simplificado, finalmente se llaga a la ecuacién

o6 = [co+03(1—cg)]S1(t)S1(t+ 1)+ [co+ a3 (1 —cg)]S2(1)S2(t +7)
+ [C@-}-ﬁ%(l—Ce)]S3(I)S3(I+T)—|-[ﬁlﬁz(l—C@)]Sz(l)Sl(t+T)

+  [fiit3 (1 —c)]S3(1)S1(r + ) + [d2dz (1 — o)) S3(1)S2(1 + 7) (283)

la cual representa el grado de correlacion general sobre la esfera de Poincaré.
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