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RESUMEN

TITULO: MODELOS AUTOCONSISTENTES DE SISTEMAS ESTELARES AXIALMENTE SIMETRI-
COS EN CONDICIONES DE EQUILIBRIOD

AUTOR: PEDRAZA AVELLA, Juan Felipem

PALABRAS CLAVE: Dindmica de sistemas estelares, mecdnica estadistica, ecuacién de Boltzmann
sin colisiones, funcién de distribucién.

DESCRIPCION:

El problema de encontrar modelos autoconsistentes de sistemas estelares es de gran interés en as-
trofisica. Usualmente, una vez se formula un modelo del par potencial-densidad, el siguiente paso es
encontrar la funcién de distribucion, la cual describe el comportamiento estadistico del sistema y es
de vital importancia para establecer la conexién entre los modelos tedricos y la observacion.

Para sistemas en estado de equilibrio, la funcién de distribucion depende tnicamente de sus integrales
de movimiento. De esta manera, sistemas con simetria axial en estado de equilibrio presentan funciones
de distribuciéon dependientes de la energia y del momento angular respecto al eje de simetria. La parte
par de la funcién de distribucién, respecto al momento angular, depende del par potencial-densidad
a través de una ecuacién integral de primer orden. La parte impar depende del estado rotacional del
sistema y no puede ser determinada directamente; en este caso, lo tinico que se puede determinar es
la funcién que representa el estado mas probable, utilizando el principio de maxima entropia.

En este trabajo se introduce un nuevo formalismo para encontrar funciones de distribucién corres-
pondientes a sistemas axialmente simétricos, el cual generaliza varios resultados existentes y tiene la
ventaja adicional de que puede ser empleado en una variedad més amplia de modelos. El método es
utilizado para encontrar las funciones de distribucién correspondientes a algunos modelos existentes: el
modelo logaritmico de Binney, el disco de Mestel y los cuatro primeros discos generalizados de Kalnajs.
Finalmente, se formula una nueva familia de modelos autoconsistentes, como combinacién lineal de los
discos de Kalnajs, de tal forma que las funciones de distribucién respectivas se puedan calcular de una
manera simple. Ademads, los nuevos modelos presentan la ventaja de mejorar las curvas de rotacion,

haciéndolas mas consistentes con los datos observacionales.

*Trabajo de Grado.
TEscuela de Fisica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. Director: Guillermo A. Gonzélez V.,
Ph.D. Codirector: Javier F. Ramos C., M.Sc.



ABSTRACT

TITLE: SELF-CONSISTENT MODELS OF AXISYMMETRIC STELLAR SYSTEMS IN EQUILI-
BRIUM CONDITIONS/]
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DESCRIPTION:

The problem of finding self-consistent stelar models of galaxies is of wide interest in astrophysics.
Usually, once the density-potential pair is formulated, the next step is to find the corresponding
distribution function, which describes the statistical behavior of the system and is essential to establish
the connection between theoretical models and observation.

For systems in equilibrium states, the distribution function depends only on its integrals of motion.
Therefore, systems with axial symmetry in equilibrium, present distribution functions depending on
the energy and the angular momentum with respect to the axis of symmetry. The even part of the
distribution function, with respect to the angular momentum, depends on the potential-density pair
trough an integral equation of first order. The odd part depends on the rotational state of the system
and cannot be determined directly; in this case, the only thing that can be determined is the function
that represents the most probable state, by using the maximum entropy principle.

This work introduces a new formalism of finding distribution functions of axisymmetric systems which
generalizes some of the previous results and it also has the advantage that can be used for a wider
variety of models. The method is used to derive the distribution function of some known models: the
Binney’s logarithmic model, the Mestel disc, and the first four members of the generalized Kalnajs discs.
Finally, a new family of models is proposed, as linear combination of Kalnajs discs, in such a way that
the corresponding distribution function can be obtained in a simple way. Moreover, the new models
have the advantage of having better rotational curves, which can be compared with observational

curves.

: Degree work.
TEscuela de Fisica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. Director: Guillermo A. Gonzélez V.,
Ph.D. Codirector: Javier F. Ramos C., M.Sc.



INTRODUCCION

Un sistema estelar es un ensamble de estrellas y otros cuerpos celestes, los cuales estan
ligados mediante la interaccion gravitatoria. Estos pueden variar hasta en 14 ordenes
de magnitud en tamano y masa, comenzando por estrellas binarias, clusters de estrellas
que contienen entre 10% y 10° estrellas, galaxias formadas por hasta 10'? estrellas e
inmensos clusters de galaxias que pueden contener miles de ellas. El objetivo principal
de la dindmica de sistemas estelares consiste en estudiar el comportamiento y evolucién
de estos sistemas a partir de las leyes fundamentales de la mecanica y de la gravitacién.
Ademas, estd ampliamente relacionada con otras ramas de la fisica tedrica y en parti-
cular con la mecanica estadistica, pues el nimero de estrellas en un sistema es por lo
general tan grande que es necesario realizar un tratamiento estadistico.

Se ha demostrado que, en muy buena aproximacion, es posible modelar dichos sistemas
asumiendo una distribucién de masa continua, sin tener que trabajar con los billo-
nes de masas puntuales que representan cada una de las estrellas. Por esta razén, la
busqueda de modelos que cumplen con esta caracteristica ha sido un tema ampliamente
estudiado a través de los anos. Una vez se conoce la densidad de masa, el potencial gra-
vitacional queda automaticamente determinado por medio de la ecuaciéon de Poisson.
De esta forma se obtiene lo que se conoce como el par potencial-densidad, el cual es
la caracteristica principal de un modelo estelar. En la mayoria de los casos, la mayor
contribucion al potencial es causada por un disco, por lo cual la formulaciéon de dichos
modelos es de gran interés [6]. Otras contribuciones a la dindmica global del sistema
son el halo (conformado por polvo, material interestelar y posiblemente materia oscura)
y los agujeros negros (encontrados por lo general en los nicleos de galaxias), pero sus
efectos son menos relevantes.

Por otra parte, al modelar los sistemas estelares mediante las técnicas de la mecanica
estadistica resulta conveniente definir la funcion de distribucion, que define la proba-
bilidad de encontrar una estrella en un lugar y con una velocidad particulares [21].
Dicha funcién esta relacionada con el par potencial-densidad a través de la ecuacion
de Boltzmann sin colisiones, la cual representa una condiciéon para la evolucién del sis-
tema y puede ser interpretada como una ecuaciéon de movimiento para la funcion de
distribucién. Con esto, se obtiene lo que se conoce como un modelo autoconsistente,
que esta conformado por la densidad de masa, el potencial gravitacional y la funcién
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de distribucion, conectadas entre si por medio de la ecuacién de Poisson y la ecuacion
de Boltzmann sin colisiones.

La funcién de distribucion describe completamente el estado fisico de un sistema. La
importancia de encontrar esta funcién es que, una vez hallada, se pueden determinar
facilmente valores esperados, los cuales estan estrechamente ligados con los observables
y, por lo tanto, constituye una herramienta de vital importancia para establecer la cone-
xi6n entre los modelos tedricos y la observacién [6]. Ademads, la funcién de distribucion
también es requerida en estudios que tienen que ver con la dindmica de los sistemas
estelares. Un ejemplo claro es la estabilidad de los modelos, que estudia sistemas en
equilibrio sometidos a perturbaciones del campo gravitacional [17, 45, 52]; si el sistema
permanece en el mismo estado entonces el sistema es estable, pero si evoluciona en algu-
na configuracion diferente entonces el sistema es inestable. Otro ejemplo ampliamente
estudiado es la formacion de estructuras como consecuencia de la interaccién entre sis-
temas estelares [16, 29, 54]. Se ha demostrado, por ejemplo, que galaxias axialmente
simétricas pueden evolucionar en galaxias espirales bajo cierto tipo de condiciones. Por
otra parte, los métodos empleados bajo el formalismo de la gravitacion Newtoniana,
asi como las funciones de distribuciéon en si mismas, podrian ser de gran utilidad en
la formulacion de modelos autoconsistentes tanto relativistas como post-Newtonianos,
que en la actualidad es un problema de gran interés [48] [50].

La forma mas facil de construir sistemas estelares autoconsistentes es partiendo del par
potencial-densidad. En la literatura se encuentran varios modelos de sistemas estelares
bajo diferentes tipos de configuraciones, siendo particularmente estudiados aquellos
con simetria axial. Los de mayor relevancia son: Kuzmin-Kutuzov [36], Mestel [41],
Miyamoto [42], Bagin [2], Kalnajs [30], Miyamoto & Nagai [43], Nagai & Miyamoto
[44], Satoh [51], Kutuzov & Ossipkov [33], Binney [5], Kutuzov & Ossipkov [34] [35],
Evans [12], 13], Kutuzov [32], Jiang [24], Jiang & Moss [26], Jiang et. al [25], Gonzalez
& Reina [19, 47], Jiang & Ossipkov [27]. Una vez se tiene el par potencial-densidad, el
siguiente paso es resolver la ecuacion de Boltzmann sin colisiones. En general, la funcién
de distribucion depende de las coordenadas espaciales, de las velocidades y del tiempo,
pero para sistemas axialmente simétricos y en condiciones de equilibrio, la dependencia
se reduce a sus dos integrales de movimiento clésicas; es decir, la energia y el momento
angular respecto al eje de simetria.

Se han desarrollado una gran variedad de métodos para encontrar la funcién de dis-
tribucion de dichos sistemas, dado el par potencial-densidad. El ejemplo méas sencillo
consiste en encontrar una funcién de distribucién que dependa solo de la energia, in-
dependiente del momento angular. Eddington [II] mostré que esto se puede hacer si
se expresa la densidad como funcién del potencial y luego resolviendo una ecuacion
integral de Abel. El problema analogo de encontrar una funcién de distribucion que de-
penda de dos integrales de movimiento, para el caso de sistemas axialmente simétricos,
ha resultado un poco mas complicado.



III

Fricke [I5] realizé el primer gran paso en la obtencién de funciones de distribucién
dependientes de dos integrales de movimiento. El demostré que funciones de distribu-
cién que son producto de las integrales en la forma e’ L?® corresponden a densidades
proporcionales al producto entre el potencial ¥ y la coordenada radial R en la forma
Yh+tetd/2 R2e  Estas soluciones elementales pueden ser combinadas, para diferentes va-
lores de 3 y . La mayoria de las funciones de distribuciéon que han sido obtenidas son
sumas finitas (Lynden-Bell [39]; Lake [37]), sumas infinitas (Hunter [22]; Dejonghe [9])
6 sumas infinitas de sumas infinitas (Nagai & Miyamoto [44]; Dejonghe [9]; Dejonghe
& de Zeeuw [10]; Evans, de Zeeuw & Lynden-Bell [14]) de estas soluciones. Estas son
obtenidas expresando la densidad como funcién de ¥ y R? y luego expandiéndola en
series de potencias.

El segundo gran paso en la solucion de sistemas axialmente simétricos fue realizado por
Lynden-Bell [39], quien introdujo técnicas de transformaciones integrales. Utilizando
transformada de Laplace, demostré que f puede ser obtenida realizando 2 transformadas
inversas a una funcién que contiene la transformada de Laplace de la densidad p. Este
trabajo condujo a la imposicién de algunas restricciones para p si se quiere encontrar
la funcién de distribucién a partir de ésta, debido a que sélo es posible realizar dicho
procedimiento para un tipo restringido de densidades. Por otra parte, esta técnica
requeria de informacién sobre la densidad para valores complejos de los argumentos lo
cual, por supuesto, no era provisto por las observaciones [6].

Hunter [22] mostré que la doble transformada inversa de Laplace propuesta por Lynden-
Bell es equivalente a la inversién de una transformada Stieltjes, la cual también requie-
re una continuacion analitica de la densidad en argumentos complejos. Otros autores
afrontaron el problema bajo diferentes tipos de transformadas. Kalnajs [31] utiliz6 una
doble transformada de Mellin para la densidad. Dejonghe [9] emple6 una transformada
combinada de Laplace-Mellin (Laplace en ¢ y ¥, y Mellin en L, y R). En ambos casos
se encontro la misma dificultad al requerir una continuacion analitica de la densidad en
argumentos complejos.

Recientemente, Jiang & Ossipkov [28] desarrollaron un método novedoso, el cual con-
tiene los resultados de Eddington y Fricke como casos especificos[l| Este procedimiento
requiere que la densidad del sistema sea expresada como una suma de productos entre el
potencial y la coordenada radial. La solucién correspondiente a este tipo de sistemas es,
en consecuencia, una suma de productos entre funciones de la energia y la componente
del momento angular respecto al eje de simetria. Este método presenta la ventaja de
que no requiere una continuaciéon analitica para valores complejos de la densidad pero,
a pesar de que reproduce los resultados de varios métodos anteriores, solo puede ser
aplicado a una limitada variedad de modelos.

Con base en todo lo mencionado anteriormente, resulta conveniente la formulacién de un

!Estrictamente, el método de Jiang & Ossipkov reproduce los resultados de Fricke para potencias
enteras de L.
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método mas general, que pueda ser empleado como una herramienta en la construccion
de modelos autoconsistentes de sistemas estelares axialmente simétricos. El presente
trabajo resume los resultados obtenidos en el desarrollo de dicho método y para esto, se
ha organizado su contenido en tres capitulos fundamentales. En el capitulo [T} se estudia
la teoria basica que describe apropiadamente sistemas estelares de muchas particulas
asi como las ecuaciones fundamentales que relacionan a la funcion de distribucién con
las demds caracteristicas de los modelos. En el capitulo [2] se introduce el formalismo
necesario para encontrar funciones de distribucién, dado el par potencial-densidad, y se
analizan tanto las implicaciones fisicas como la interpretaciéon del método desarrollado.
Finalmente en el capitulo |3, se muestran las aplicaciones a varios modelos existentes, y
se formula una nueva familia de discos cuya funcién de distribucion puede ser calculada
facilmente mediante el nuevo formalismo.



CAPITULO 1

EQUILIBRIO DE SISTEMAS SIN
COLISIONES

1.1 Introduccion

El estudio de los sistemas estelares de muchas particulas ha sido un tema de gran
relevancia fisica debido a que proporciona un punto de comparacién entre teoria y
observacion, al analizar las consecuencias directas de la gravitacion. Un resultado de
interés concierne a las caracteristicas evolutivas de los sistemas estelares, en donde se
diferencian dos etapas principales: el agitado periodo de formacién en el cual la dinamica
esta regida por abundantes colisiones y el periodo de relajacién, en el cual la galaxia
alcanza un estado de equilibrio y su dinamica pasa a depender de su estructura global.

Un parametro mediante el cual se puede realizar una estimacion cualitativa acerca del
estado del sistema es el tiempo libre medio, definido en mecéanica estadistica como el
tiempo promedio entre dos colisiones sucesivas [46]. Para estimar su orden de magnitud,
se modela el sistema como un gas ideal, caso en el cual el camino libre medio esta dado
por A = 1/(no), donde n es la densidad del nimero de estrellas y o es la seccién eficaz.
Haciendo la suposicion de que todas las estrellas son como el Sol, la seccién eficaz
para colisiones serfa o = 7(2Ry)?, donde Ry = 6,96 x 10°m = 2,26 x 10~%pc es el
radio solar [l] Si ubicamos 10! estrellas uniformemente sobre un disco de 10kpc y grosor
0,5kpc (valores tipicos de una galaxia), entonces la densidad del nimero de estrellas en
el disco serfa 0,6pc= y el camino libre medio serfa A ~ 2 x 10'pc. El tiempo libre medio
es 7 = A/v, donde v es la velocidad media de una estrella. Cerca al Sol, las velocidades

'En este calculo se desprecia el aumento de la seccién eficaz debida a la atraccién gravitacional
entre las estrellas, lo cual solo incrementaria la taza de collisiones en un factor no mayor a 100 y la
conclusién seguirfa siendo valida [6].
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de las estrellas estan tipicamente alrededor de 50kms~!. Con esta velocidad, el tiempo
libre medio serfa 5 x 10*®yr, alrededor de 10® veces mayor que la edad de la Galaxia.
Evidentemente, las colisiones entre estrellas son tan raras en estos sistemas que éstas
son irrelevantes.

Este resultado marca una diferencia fundamental entre los sistemas estelares y aquellos
sistemas normalmente tratados por la mecanica estadistica, como los gases confinados.
La interaccion entre 2 moléculas es de corto alcance y por lo tanto la fuerza es pequena,
a menos que las moléculas estén cercanas una a la otra, donde se vuelve fuertemente
repulsiva. Como consecuencia, las moléculas en un gas difuso estdn sujetas a violentas
aceleraciones en intervalos de tiempo cortos mientras suceden las colisiones, separadas
por intervalos mucho mds largos donde se mueven a velocidad casi constante [21].

En contraste, la fuerza gravitacional que actia entre las estrellas es de largo alcance.
Como ejemplo, consideremos la fuerza ejercida por un grupo de estrellas distribuidas
uniformemente sobre una estrella de prueba. La fuerza ejercida por una estrella cual-
quiera disminuye con la distancia como r~2, pero si la densidad es uniforme, el nimero
de estrellas y por lo tanto la masa que se encuentra a una distancia r de la estrella de
prueba se incrementa con 72. Es por esto que para el caso de la interaccién gravitatoria,
todas las contribuciones son igualmente importantes y la fuerza total ejercida sobre
una estrella se debe no sélo a la interaccién con las estrellas mas cercanas sino a la
estructura del sistema a gran escala.

)
s Figura 1.1: Si la densidad de estrellas fuera uniforme, las
estrellas en cada una de las regiones sombreadas ejercerian
< una fuerza igual sobre una estrella situada en el centro. Por
2 lo tanto, la aceleracién de esta estrella esta determinada prin-
my =1,°dré() cipalmente por la distribucién de estrellas a gran escala, no
m, = r,%dréf solo por las estrellas mas cercanas.

Debido a lo anterior, la aceleracién de una estrella no varia rapidamente como en el
caso de una molécula en un gas, sino que varia suavemente como producto del campo de
fuerza producido por el sistema como un todo. En otras palabras, es posible determinar
la fuerza sobre una estrella si se modela el sistema con una densidad de masa suave en
lugar de un conjunto de masas puntuales [6]. Las colisiones pasan a un segundo plano
y ya no son vitales en el estudio de la dinamica global. Los sistemas que presentan esta
propiedad han superado su etapa de formacién y, por lo general, pueden ser descritos
por modelos estacionarios, cuya caracteristica fundamental es que la densidad en cada
punto es independiente del tiempo debido a que las tazas de entrada y salida de estrellas,
en cada elemento de volumen, se balancean exactamente.

Otro parametro importante es el llamado tiempo de relajacién, que al igual que el
tiempo libre medio, puede ser estimado facilmente mediante datos astronémicos. Este
define una escala de tiempo caracteristica, durante la cual la trayectoria de una estrella
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se puede calcular mediante la aproximacién de campo medio y permite determinar la
relevancia de los encuentros en la evolucién del sistema [6]. Para una galaxia tipica ,ejqz
es muy grande, incluso mayor que la edad del universo, justificando asi el modelamiento
de galaxias como sistemas sin colisiones.

En este capitulo se estudiaran sistemas sin colisiones y en equilibrio, asumiendo que el
tiempo libre medio y el tiempo de relajacién son arbitrariamente grandes. Los modelos
que describen este tipo de sistemas constituyen la principal herramienta para hacer
comparaciones entre la observacion y la teoria relacionada con dindmica de galaxias.
Inclusive, es posible aplicarlos a clusters de estrellas, que por lo general tienen un tiempo
de relajacién menor a su tiempo de vida, debido a que éstos evolucionan lentamente en
comparacion con los tiempos de observacion.

En la seccion se analizard mas a fondo la validez de la aproximacién de campo medio
y se determinaran las condiciones necesarias para modelar un sistema sin colisiones.
En la seccion se definird la funcién de distribucién y se deducira la ecuacién de
Boltzmann sin colisiones, que es la ecuacion fundamental que describe la evolucién del
sistema. En la seccion se mostrara que las soluciones de la ecuacién de Boltzmann
sin colisiones, para sistemas en estado de equilibrio, pueden ser halladas facilmente
si se conocen las integrales de movimiento propias del sistema. En la seccion [1.5] se
utilizaran estas soluciones para estudiar modelos con simetria axial y se hallaran las
relaciones de la funcion de distribucion con los principales observables. En la seccion
se planteard la ecuacion integral que relaciona a la funcién de distribucion con
el par potencial-densidad, y por ultimo, en la seccién se encontrard la funcién de
distribucién mas probable, correspondiente a diferentes estados de rotacion.

1.2 El tiempo de relajacion

Para analizar cuantitativamente los hechos mencionados anteriormente, estudiamos
qué tan buena es la aproximacion de una galaxia compuesta de N estrellas idénticas
de masa m modelada como un sistema con densidad y potencial gravitacional suaves.
Para esto, seguimos el movimiento de una estrella individual A (usualmente denotada
como subject star) cuya Orbita cruza la galaxia, y estimamos un orden de magnitud de
la diferencia entre la velocidad real de la estrella después de un intervalo y la velocidad
que tendria si la masa del resto se modelara mediante una distribuciéon suave. Supo-
nemos que la estrella A pasa a una distancia b de otra estrella B (usualmente llamada
field star). Queremos estimar la defleccién de la velocidad dv generada durante el en-
cuentro, donde v es la velocidad de la estrella A. Para hacer esta estimacion, asumimos
que |dv|/v < 1y que la estrella B es estacionaria durante el encuentro. En este caso,
ov es perpendicular a v, puesto que las aceleraciones paralelas a v se promedian a cero.
Podemos calcular la magnitud del cambio en la velocidad, jv = |dv|, asumiendo que la
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estrella A lleva una trayectoria rectilinea, e integrando la fuerza perpendicular F; a lo
largo de esta trayectoria.

A x
F, Figura 1.2: Una estrella A se acerca a la estrella B a una
r b velocidad v y con parametro de impacto b. Se estima el
2] cambio en la velocidad de A aproximando su trayectoria
B como una linea recta.

Se toma el origen del tiempo en el instante de mayor cercania entre las estrellas, y de
acuerdo con la notacion de la figura (1.2

—3/2
Gm? Gm?2b G'm? vt
FJ_: ZJQ—F—ZEQCOSGZ (b2—|—x2)3/2 = )2 14 (z) (11)
Ahora, por la segunda ley de Newton,
. L[
mv=F luego v = —/ dtF, (1.2)
m —0oQ
y por lo tanto
o dt o d 2
So— Gm _ Gm s _ Gm. (1.3)

2 [+ (/0P (14232 b

— 00

Pero, si v ~ v, no seria posible hacer la suposicién de trayectoria rectilinea y por lo
tanto ([1.3) estarfa incorrecto; esto ocurre si el pardmetro de impacto b < b = 2Gm /v?
(el subindice L se refiere a una defleccién de 90°).

La densidad superficial de estrellas en la galaxia es del orden de N/7R?, donde N es el

numero de estrellas y R es el radio de la galaxia; entonces, una vez cruzada la galaxia,
la estrella de estudio ha sufrido

N 2N

on = —=2wbdb = —-bdd 1.4

mR? R? (14)

encuentros con parametros de impacto en el rango entre b y b + db. Cada uno de

esos encuentros produce una perturbaciéon év a la velocidad de la estrella de estudio,

pero como estas pequenas perturbaciones estan orientadas aleatoriamente en el plano

perpendicular a v, su valor promedio se anulaﬂ A pesar de que el cambio medio en la

2Estrictamente, el cambio medio en la velocidad es cero solo si la distribucién de las estrellas es la
misma en todas las direcciones. Un cédlculo mas preciso revela que el cambio medio en la velocidad se
debe justamente a una distribuciéon de masa suave lo cual se ignora porque el objetivo de este calculo
es determinar la diferencia entre la aceleracién debida a la distribuciéon de masa suave y la distribucién
real debida a las estrellas.
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velocidad es cero, el cambio medio cuadratico no lo es: después de haber cruzado una
vez la galaxia éste suma

2Gm\* 2N
E 2 2 _

Integrando la ecuacién ((1.5)) sobre todos los pardmetros de impacto desde by, hasta
bmaz, €ncontramos el cambio en la velocidad media cuadratica por cruce

bmaz am\’
Av? = 2~8N | ——) InA 1.
v / Z dv* ~8 ( o ) nA, (1.6)

bmin

= (722 (17)

bmin

donde el factor

es llamado el logaritmo de Coulomb [6]. La suposicién de trayectoria rectilinea no se
cumple para parametros de impacto menores que b, entonces fijamos b,,;, = fib.,
donde f; es un factor del orden de la unidad. Por otra parte, la suposicién de una
distribucién homogénea de estrellas deja de ser valida para parametros de impacto de
orden R, entonces fijamos b,,,, = foR. Por tanto

A = In (%) Fin(f/fy). (1.8)

En la mayorfa de sistemas de interés R >> b, (por ejemplo, en una galaxia tipica
R/b; Z 10'%), por lo que la incertidumbre de In A debida a los valores de f1 y fo es
muy pequena y podemos suponer fo/f; = 1, sin perder mucha precisién.

La velocidad tipica v de una estrella en la galaxia puede ser tomada como la velocidad
de una particula que describe una érbita circular en el borde de dicha galaxia,

GNm
2 1.9
v (19)

Ahora, si eliminamos R de la ecuacién ((1.6) usando la ecuacién (|1.9)), obtenemos

Av?  8lnA
v? N
Si la estrella en cuestién cruza varias veces la galaxia, la velocidad v cambiaria por

aproximadamente Av? en cada cruce, y el ntimero de cruces n,¢q, requeridos para que
el cambio en la velocidad sea del orden de v, esta dado por

N N
Nrelaz = 81nA

El tiempo de relajacién se define como e = Nyejazteross, donde teoss = R/v es el
tiempo de cruce [6]; es decir, el tiempo requerido por una estrella tipica para cruzar la

(1.10)

(1.11)
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galaxia. Ademds, A = R/b, ~ Rv?/(Gm), que es & N por la ecuacién (1.9). Entonces,

finalmente se obtiene 01N
tre axr ~ - tC’I"OSS . 1 . 12
: In N (1.12)

Después de un tiempo de relajacion, como consecuencia de los encuentros estelares, la
orbita real de una estrella resultaria significativamente diferente a la trayectoria calcu-
lada mediante la aproximacion de campo medio. En efecto, después de un tiempo de
relajacion una estrella ha perdido la memoria de sus condiciones iniciales. Las galaxias
tipicas tienen N =~ 10!! estrellas y tienen una edad de unos cientos tiempos de cruce, en-
tonces para estos sistemas los encuentros son irrelevantes, excepto en regiones cercanas
al centro. Por otra parte, en un cluster de estrellas con tiempo de vida tipico de 10Gyr,
N 2~ 10° ¥ teross = 1Myr, luego los encuentros en este caso juegan un papel importan-
te. En todos estos sistemas, la dindmica durante escalas de tiempo < t,¢4, puede ser
modelada como la de un sistema sin colisiones, donde las particulas constituyentes
se mueven bajo la influencia del campo gravitacional generado por una distribucién de
masa suave, en lugar que un conjunto de masas puntuales.

1.3 La ecuacion de Boltzmann sin colisiones

Cuando se modela una galaxia como un sistema sin colisiones, no es practico seguir
cada una de las érbitas de los billones de estrellas que la componen. La mayoria de las
predicciones medibles dependen de la probabilidad de encontrar una estrella con una
posicién en el elemento d3x alrededor de x y con una velocidad en el elemento d3v alre-
dedor de v. Por esto, se define la funcién de distribucién (DF) f tal que f(x, v, t)d3xd3v
representa la probabilidad de encontrar una estrella en el rango dado en un tiempo ¢
[21]. Para hacer una definicién mas precisa de f(x,v,t), consideramos el espacio de
fase 6-dimensional conformado por las coordenadas (x,v) de una estrellaﬁ Un punto
en este espacio representa el estado de una estrella. Asi mismo, en cualquier instante de
tiempo, el estado de un sistema entero conformado por N estrellas esta representado
por N puntos en el espacio de fase. En cada punto del espacio de fase se construye
un elemento de volumen d*xd3v, tal como se muestra en la figura [1.3] Si medimos la
probabilidad de encontrar una estrella en este volumen, el resultado es por definiciéon
f(x, v, t)d3xd3v.

Como consecuencia de su definiciéon probabilista, f debe satisfacer la condicién de nor-
malizacion:

/d3xd3vf(x,v,t) =1, (1.13)

donde la integral se extiende sobre todo el volumen del espacio de fase. Si modelaramos

3Nos referimos a la coleccién de coordenadas espaciales y de velocidades (x, v) como las coordenadas
de la estrella.
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d3v

(xv)

d3x

Figura 1.3: El espacio de fase 6-dimensional.

un sistema estelar como un gas sin interacciones, f seria independiente de x y por lo
tanto,

/d3vf(v,t) = % (1.14)

Esto funciona bien para un gas confinado que estd uniformemente distribuido en el
espacio, pero no para sistemas estelares debido a que, en este caso, la interaccién debida
a la fuerza gravitacional no se puede despreciar. El objetivo es entonces, encontrar la
funcién de distribucién f(x,v,t), dada la forma de la interaccién. Para hacer esto,
el primer paso consiste en encontrar una ecuacién que describa la evolucion de dicha
funcién de distribucion.

Debido a la interaccion gravitatoria, una estrella dada se va desplazando y va cambiando
su momentum y, por lo tanto, la probabilidad de encontrarla en algiin punto del espacio
de fase también varia con el tiempo. Suponiendo que no hay colisiones, una estrella con
coordenadas (x,Vv) en el tiempo ¢ tendria coordenadas (x + xdt, v + vdt) en el instante
t+0t, donde v = F/m, siendo F la fuerza externa que actiia sobre la estrella. Entonces,
todas las estrellas contenidas en un elemento de volumen d*xd3v en (x,v), en el instante
t, se encontrarfan en un elemento d3x’'d®v’, en (x + xdt, v + vdt) en el instante ¢ + dt.
Debido a esto, en ausencia de colisiones se cumple la igualdad

f(x +%x0t, v + vét)d*x'd*v' = f(x,%)d*xd%v, (1.15)

la cual se reduce a
f(x + %dt, v + vot) = f(x,V), (1.16)

porque d3xd*v = d*x’d3v’. Este tiltimo hecho se deduce facilmente, teniendo en cuenta
que la fuerza F depende solamente de la posicion. En cualquier instante de tiempo ¢
podemos escoger d3xd3v como un cubo 6-dimensional. Es suficiente mostrar que el drea
de cualquier proyeccién de este cubo no cambia, digamos por ejemplo, que dxdwv, no
cambia. Un célculo simple muestra que esta proyeccién, originalmente un cuadrado,
se vuelve un paralelogramo de la misma area en el tiempo t + dt, como se ilustra en
la figura Esta invariancia es valida mientras (x,v) sean un sistema arbitrario de
coordenadas candnicas [21].
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vX
t+ 6t
1 AE
Avx 1 7 # ;A—xé‘tAx
t
Av, |
Figura 1.4: La invariancia del elemento de volumen en
- - x el espacio de fase bajo la evolucién dinamica de la funcién
Ax Ax de distribucion.

Expandiendo la parte izquierda de ([1.16)) a primer orden con respecto a §t y tomando
el limite cuando 6t — 0, se obtiene una ecuacién de movimiento para la funcién de
distribucién, llamada la ecuacién de Boltzmann sin colisiones]]

O L 0, 0F

0. (1.17)

Esta es una ecuacién en derivadas parciales de f como funcién de las 6 coordenadas del
espacio de fase y del tiempo, describiendo la evolucién de la funcién de distribucion.

Es posible obtener una interpretacion mas clara de la ecuaciéon de Boltzmann sin colisio-
nes si se emplean las ecuaciones de Hamilton para transformar ((1.17)) en una ecuacién
de continuidad []

of . Oof OH Of OH Of

k'a_erV'a_v_%_v'&_a_x'g_v’ a (1.18a)
022 (),
= ) () (1.180)

Con esto, queda
g—{ + (9% L (fW) =0, (1.19)

donde w = (x,Vv) son las coordenadas del espacio de fase. En analogia con la dindmica
de fluidos, ésta ultima establece que mientras f evoluciona en el tiempo, fw puede
ser interpretada como una corriente de probabilidad sobre el espacio de fase. De igual
forma, la condicién de normalizacién puede ser interpretada como la conservacion
de probabilidad.

La ecuacién (|1.17) puede ser escrita en diferentes formas, cada una de las cuales siendo

4También es llamada la ecuacién de Vlasov, a pesar de que ésta es una versién simplificada de la
ecuacién original obtenida por L. Boltzmann [20].
5Sin perder generalidad, normalizamos la masa a 1 por comodidad.
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util en diferentes contextos [6]. La ecuacién ((1.18a)) nos permite escribir

_Of _OM Of OM 0f

0 ot ov Ox Ox Ov’ (1.20a)
af
=L 4 H 1.2

donde el corchete cuadrado representa un corchete de Poisson [18].

Otra forma alternativa de la ecuaciéon de Boltzmann sin colisiones puede ser obtenida
considerando la derivada total de f con respecto a t,

df _of of
- == — 1.21
3 = 5t T 2 g (1.21)
df/dt representa la tasa de cambio de la densidad de probabilidad local vista por un
observador que se mueve en el espacio de fase con una estrella. De acuerdo con (|1.19)),
la ecuacién de Boltzmann sin colisiones se reduce a

df _

= 0. 1.22
i (1.22)

En palabras, el flujo de probabilidad a través del espacio de fase es incompresible; es
decir, a pesar de que la densidad f varie de punto a punto, ésta es constante en el
sistema de referencia de una estrella particular.

1.3.1. Limitaciones de la ecuacion de Boltzmann sin colisiones

(a) Estrellas con tiempos de vida finitos

Una de las bases fisicas en las cuales se sustenta la ecuacion de Boltzmann sin colisiones
es la conservacién del nimero de particulas descritas por la DF. En realidad, la cantidad
de estrellas no se conserva debido a que ellas nacen y mueren, entonces su flujo a través
del espacio de fase serfa descrito mas acertadamente por una ecuacién del tipo [6]

O y5. 0y 90

5t % v B—-D, (1.23)

donde B(x,v,t) y D(x,v,t) son las tasas por unidad de volumen del espacio de fase
a las cuales las estrellas nacen y mueren. En la ecuacién de Boltzmann sin colisiones,
B — D es igual a 0, lo cual es una aproximacién ttil si y sélo si B — D es menor en
magnitud que los términos a la izquierda de la ecuacion . El término x - 0f/0x
es del orden de vf/R, donde v y R son la velocidad caracteristica y el radio de la
galaxia. La razén R/v es simplemente el tiempo de cruce t..,ss. De manera similar, el
término v - 9f /0v es del orden de af /v, donde a es la aceleracion caracteristica. Como
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a4 & U/teross, los dos ultimos términos del lado derecho de la ecuacién ((1.23) son del
orden de f/t..oss- Entonces, consideremos el parametro

B—-D
f/tC’f’OSS '
La ecuacion de Boltzmann sin colisiones es valida si v < 1, lo cual se cumple para la
mayoria de sistemas estelares, incluso cuando los objetos descritos son de vida corta

como en el caso de las nebulosas planetarias, pues se tiene que B ~ D garantizando
ésta condicién [6].

= (1.24)

(b) Correlaciones entre estrellas

La densidad de estrellas en un elemento de volumen infinitesimal del espacio de fase es
N f, donde N es el nimero total de estrellas en la galaxia. Sin embargo, en la préactica
lo inico que podemos medir es la densidad promedio en un volumen lo suficientemente
grande para contener varias estrellas. La suposicion que usualmente se hace es que
la densidad en dicho volumen es N f, donde f es el promedio de f (sobre el mismo
volumen). No obstante, ésto solo seria correcto si las posiciones de las estrellas en el
espacio de fase no estuvieran correlacionadas; es decir, cuando el hecho de que una
estrella se encuentre en un determinado punto del espacio de fase no influye en la
probabilidad de que otra estrella tenga una localizaciéon dada. Mateméaticamente, si no
existe tal correlacion, decimos que la probabilidad de que una estrella se encuentre en un
punto A y otra estrella en el punto B es el producto de las probabilidades individualesE]
Cuando esta suposicién se mantiene, la probabilidad Py (k) de encontrar k estrellas en
un volumen dado V del espacio de fase estda dada por la distribucién de Poisson [6]

k
Po(k) = %e*ﬂ, donde = NfV. (1.25)

Es facil ver que el nimero medio de estrellas predichas por esta distribucién de pro-
babilidad es (k) = N fV. Entonces, Nf es de hecho el valor esperado de la densidad
de estrellas en el volumen V, si la DF es separable. Podemos sacar dos conclusiones
directas: (i) el valor esperado de la masa en el volumen V es

(m) = MF(w)V, (1.26)

donde M es la masa total del sistema, y (ii) el valor esperado de luminosidad emitida
en el volumen V es

(I) = Lf(w)V, (1.27)

donde L es la luminosidad total del sistema.

En realidad, la presencia de una estrella en A siempre incrementa la probabilidad de
que otra estrella se encuentre en un B cercano, debido a la naturaleza atractiva de

5DFs que presentan este tipo de comportamiento son llamadas “separables”.
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la interacciéon gravitacional. Por lo tanto, la suposicién de que las distribuciones de
probabilidad de estrellas individuales sean separables no es estrictamente valida. Sin
embargo, la fuerza ejercida sobre una estrella por sus vecinas es mucho menor a la que
le ejerce el resto del sistema, razén por la cual las correlaciones no juegan un papel muy
relevante en escalas de tiempo menores al tiempo de relajacion [6].

1.4 El teorema de Jeans

El teorema de Noether es un resultado fundamental en fisica tedrica que expresa que la
existencia de ciertas simetrias en un sistema fisico conlleva a la existencia de leyes de
conservacion [I§]. Constituye, por tanto, una explicacién de porqué ciertas cantidades
fisicas no cambian a lo largo de la evolucién temporal de un sistema y esto permite la
simplificacion de una gran variedad de problemas.

En la formulacién del teorema se deriva una expresion que relaciona alguna cantidad
fisica que se conserva, llamada integral de movimiento, con su correspondiente condicion
de invariancia o transformacién. Los ejemplos méas comunes enmarcados en la mecanica
clasica son:

» La invariancia de translacion en el espacio trae como consecuencia la conservacion
del momento lineal.

» La invariancia de rotacion en el espacio trae como consecuencia la conservacion
del momento angular.

» La invariancia de translacion en el tiempo trae como consecuencia la conservacion
de la energia.

En general, es sencillo determinar cuales cantidades permanecen constantes en el tiem-
po para un sistema determinado. Si el Hamiltoniano no depende explicitamente de una
coordenada generalizada, entonces su momento conjugado sera una integral de movi-
miento [I8]. Ademés, una funcién de las coordenadas del espacio de fase I(x,Vv), es una
integral de movimiento, si y solo si

d
S I[x(8),v(8)] = 0: (1.28)

es decir,
dI oI ox 0l Ov _o (1.29)

& " ox ot Tov ot
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En particular, estamos interesados en estudiar sistemas que se encuentren en estados
de equilibrio o estados estacionarios; es decir, estados cuya funciéon de distribucién es
independiente del tiempo. Teniendo en cuenta este hecho, df /0t = 0 y, por tanto, la
ecuacion de Boltzmann sin colisiones se puede expresar como

of . of _

Ko s =0, (1.30)

La mecéanica estadistica demuestra que, con el paso del tiempo, todo sistema finalmente
alcanzara un estado de equilibrio y, ademas, un sistema que se encuentre en equilibrio
permanecera en dicho estado mientras no interactiie con otros[] Debido a esto, un
sistema estelar cuya edad sea arbitrariamente grande podra ser modelado como un
sistema en estado de equilibrioff

Un hecho de gran relevancia es que la condicién para que una cantidad [ sea
una integral de movimiento es exactamente idéntica a la condicion de que I sea
una solucién en estado de equilibrio de la ecuacién de Boltzmann sin colisiones. Esto
conlleva a un poderoso teorema, formulado originalmente por Jeans [6].

Teorema de Jeans: Cualquier solucion en estado estable de la ecuacion de Boltzmann
sin colisiones depende de las coordenadas del espacio de fase solo a través de las integra-
les de movimiento del sistema. Ademds, cualquier funcion de las integrales constituye
una solucion en estado estable de la ecuacion de Boltzmann sin colisiones.

Para demostrar este teorema, suponemos que f es una solucion en estado de equilibrio
de la ecuacion de Boltzmann sin colisiones. Entonces, como se ha mostrado, f es una
integral de movimiento y por tanto se verifica la primera parte del teorema. Ahora, si
I, I, ..., I, son integrales de movimiento y f es una funcién arbitraria de n variables
que depende de las integrales,

d - Ofdl
SV, 1 V)] _;M 5 =0 (1.31)

Este teorema constituye una herramienta muy fuerte en la construccién de modelos
autoconsistentes, especialmente para aquellos que presentan algin tipo de simetria, al
reducir el nimero de variables de las cuales pueda depender la funcion de distribucion.
De esta forma, el problema de encontrar una DF que satisfaga la ecuacién de Boltzmann
sin colisiones, para un sistema dado, queda solucionado al considerar cualquier funcién
que dependa sélo de sus integrales de movimiento.

"Esto es consecuencia directa de la segunda ley de la termodindmica [46].
8Especificamente, la edad debe ser suficientemente grande para haber terminado el periodo de
formacion.
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1.5 DPFs para sistemas axialmente simétricos

La simetria axial implica la invariancia de un sistema al someterse a una rotacion
espacial alrededor de un eje. El sistema de coordenadas usualmente utilizado este caso
es el cilindrico; no obstante, existen otros sistemas que también presentan un eje de
rotacién y son usados dependiendo del contexto. Ejemplos de estos sistemas son las
coordenadas esféricas, biesféricas, esferoidales prolatas, esferoidales oblatas, parabdlicas
y toroidales [I].

En coordenadas cilindricas, un sistema es axialmente simétrico si todas sus propiedades
son independientes del dngulo azimutal ¢. El momento conjugado de ¢ es L, = Ruy
el cual permanece constante a medida que el sistema evoluciona y es por tanto una
integral de movimiento [18]. Por otra parte, para sistemas aislados cuyas propiedades no
dependen del tiempo, la energia total £ constituye una segunda integral de movimiento.
De modo que centraremos nuestra atencién en la bisqueda de DFs de la forma f(F, L.).

En general, f(F, L,) se puede descomponer en una parte que es par respecto a L, y
otra parte impar [0]
(B, L) = f+(E, L) + f-(E, L), (1.32)
donde
fe(B, L) = 3[f(E, L) + f(E,—L.)]. (1.33)

Consideremos ahora la integral

v(x) = /d3vf(E, L.). (1.34)

Para una posicién dada x, da la probabilidad por unidad de volumen de encontrar
una estrella particular en x, independientemente de su velocidad. Dado que f_(F, L,) es
impar respecto a L., ésta no contribuye a la integral. Esta cantidad esta profundamente
relacionada con los observables mas inmediatos, pues al multiplicar por el nimero total
de estrellas N, la masa total M o la luminosidad L de una galaxia, se obtiene la
densidad de estrellas n(x), la densidad de masa p(x) y la densidad de luminosidad
j(x), respectivamente [0]. Estos observables son cantidades escalares y, por tanto, no
dependen del sistema de referencia. Ademas, son de gran importancia pues pueden ser
medidos experimentalmente mediante técnicas fotométricas.

En algunas ocasiones, es conveniente modificar la definicién de la DF de tal modo que
fd%w no represente la probabilidad de encontrar una estrella dada en el volumen del
espacio de fase d%w, sino quizés, el valor esperado, masa total, o luminosidad total de
las estrellas en d®w. Estas modificaciones corresponden a multiplicar f por N, M, o L,
respectivamente. Idealmente, estas diferentes definiciones deberian estar reflejadas en
diferentes notaciones para la DF. En la practica la definicién usualmente es clara segiun
el contexto, y f es usada para denotar todas estas cantidades.
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Otro tipo de observables son aquellos relacionados con las velocidades, los cuales se
pueden determinar en la practica mediante experimentos que involucran el efecto Dop-
pler. En nuestro sistema de referencia, las cantidades medibles estan determinadas por
la velocidad media a lo largo de la linea de visién 7)(x) y la dispersion de velocidades
estelares en cada punto de la galaxia alrededor de ¥(x), la cual estd caracterizada por
el tensor de dispersion de velocidades. Este tensor es diagonal en el marco de referencia
de la galaxia y sus componenetes son [6]
1
2 _
aij <X> - I/(X)

/d3v(vi 5 (v — 5)f(x, V) = 770 — B, (1.35)

Dado que vj(x) = §-v (donde § es un vector unitario que va desde el observador hasta
el centro de la galaxia), para determinar 7j(x) primero es necesario calcular la velocidad
media de una estrella en el sistema de referencia de la galaxia, cuyas componentes son

[6]

1
Up = —/dvRvR/dvz/dv(ﬁf[%(vé—l—vg+U§)) + @, Ruy| = 0, (1.36a)
v, = /dvzvz/dvR/d%f% v+ v 4 v3) + P, Rug] =0, (1.36b)
/dv¢v¢/dv3/dvzf% v 4 V2 +v3) + @, Rug). (1.36¢)

Las integrales para v y v, se anulan porque los integrandos son funciones impares de
VR Y U, respectivamente. La integral de v, se anularia si el integrando fuera impar y
debido a esto, solamente contribuye f_(FE, Lz)ﬂ

Como se puede observar, las partes par e impar de la funcién de distribucién desem-
penan papeles independientes. En realidad, si se parte del par potencial-densidad solo
es posible determinar f, (e, L,), existiendo un ndmero infinito de posibilidades para
f-(e,L,), de las cuales cada una representa un estado de rotacién diferente.

1.6 La ecuacion fundamental

Sean ¢ el potencial gravitacional y E' la energia de una particula en un sistema estelar.
Resulta conveniente definir un potencial relativo ¥ y una energia relativa ¢ de una
estrella como [6]

=-0+0, y =-—E+ 0y =0-— 12 (1.37)

en donde P, es una constante. En la practica, generalmente se elige ®, tal que f > 0
parae > 0y f =0 para ¢ < 0. Obviamente, € = 0 corresponde a la energia relativa de

9El producto vgsf—(E, L) es par respecto a vg.
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escape del sistema. El potencial relativo de un sistema aislado satisface la ecuacién de
Poisson
V2 = —4nGp, (1.38)

sujeto a la condicién de contorno ¥ — &4 cuando |x| — co.

Dado un sistema estelar con potencial relativo U = W(x) y densidad de masa p = p(x)
consistente con la ecuacién de Poisson, su funcién de distribucién f = f(e, L,) satisface
la siguiente ecuacién integral™|

pix) = [ dvhieio) (1.39)

Los sistemas que satisfacen esta relacion son llamados sistemas autoconsistentes porque
la densidad determina al potencial a través de la ecuacion de Poisson y, al mismo tiempo,
el potencial determina la densidad de tal forma que sea consistente con la ecuacion
de Boltzmann sin colisiones. Ahora, pasaremos a estudiar detenidamente (|1.39)) para
sistemas tridimensionales y para sistemas planos, caso en el que las dimensiones del
espacio de fase se reducen y, por esta razén, la relacién entre el par potencial-densidad
y la funcién de distribucién sufre un cambio sustancial.

1.6.1. Sistemas tridimensionales

De acuerdo con la definicién de la energia relativa y el potencial relativo, es posible
reescribir la ecuacion de tal forma que las variables de integracién sean € y L.
Utilizando coordenadas cilindricas (v,,, £, vs) para el espacio de velocidades, con el eje
de simetria en direccién azimutal, se obtiene vg = v,, cos&, v, = v, sin&. En la figura
se muestra un esquema que representa este cambio de coordenadas.

En este nuevo sistema, el diferencial de volumen queda d*v = v,,dv,,dv,dé. Ademas,
dado que el integrando es par respecto a vy, ((1.3Y)) puede ser reescrita de la forma

2m Vgmax Ummax
p(x) = 2/ / / fi(e, L) vpmdu,dugdE. (1.40)
0 0 V.

'mmin

Para pasar a las variables € y L, se calcula el jacobiano

a<87LZ> 88_6 88_8 —v —v
J=g =10 ot |=| g o |= Bom (1.41)
0(vg, vm) ‘% oo R0

19De aqui en adelante, se utiliza la definicién de la DF tal que fdSw representa la masa total en el
elemento dSw.
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Ve

_______________/
\\
N

Ur

Figura 1.5: Espacio de las velocidades en coordenadas cilindricas.

Entonces, dv,dvgd{ = J'dedL,d¢ y por lo tanto, al integrar sobre £, la ecuacién

(1.40) se reduce a:
4 E€max L2max
p=—= { / File, Lz)sz} de. (1.42)
R 0
Los limites de 1) se escogen de acuerdo con relacién € = ¥ — %(v; +L?/R?). Cuando
Um = 0, se obtiene L . = Ry/2(¥ — ¢). El valor minimo de ¢ es 0 por definicién,

mientras que el maximo resulta ser ¥, cuando L, = v,, = 0. Con esto, la ecuacién

queda
An Y Ry/2(¥—¢)
=5\

€min

p I (e, Lz)dLZ] de. (1.43)

0

Esta ecuacién es la llamada ecuacion fundamental, pues relaciona a f,, W'y p, y al
solucionarla se conforma automaticamente el modelo autoconsistente. Como en el caso
resuelto por Eddington [11], (1.43) es una ecuacién integral de primera clase en donde
la funciéon desconocida f solo estda presente dentro de la integral. Una caracteristica
usual de estas ecuaciones es que la funcién desconocida por lo general no es tan bien
comportada como la funcién conocida fuera de la integral [§], en este caso p. Dejonghe
[9] mostré varios ejemplos en los cuales una funcién de distribucién discontinua puede
generar una densidad suavemente distribuida. Hunter & Qian [23] dieron ejemplos en
los cuales funciones de distribucion con singularidades pueden producir densidades bien
comportadas. Este comportamiento esta presente en la solucion de Eddington, en la cual
son requeridas dos derivadas de la densidad para obtener f [I1]. Ademads, existen fuertes
evidencias de que los requerimientos necesarios para solucionar la ecuacién son
mas exigentes, o al menos eso es lo que reflejan los casos en los cuales se ha logrado
obtener una solucién analitica.
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1.6.2. Sistemas planos

En el caso de sistemas planos, las estrellas estan restringidas al plano z = 0, razén por
la cual las dimensiones del espacio de fase se reducen a 4. De esta manera, la ecuacion
(11.39) tiene que ser modificada de la siguiente manera

Y(x) = /d2vf+(5,Lz), (1.44)

donde 3(x) es la densidad superficial de masa y d*v = duv,dv,. Ahora, dado que el
integrando es par tanto en v, como en vy, podemos escribir

Vgpmax Urmax
X) = 4/ / fi(e, Ly)dv,duy. (1.45)
0 0

Para pasar a las variables € y L, se calcula el jacobiano

8(5a LZ) 68_6 86_5 —Vy —U
J=—""-= ¢ o= " | = Ruv,. 1.46
(v ) ‘ oo | =l g oo [T (1:40)

Dado que e = ¥ — 1(v? + vz) =V — 12+ LE/RQ) despejando v, podemos escribir

= /2R2(¥ — 12 (1.47)

Entonces, como d?v = J ’lddeZ, escogiendo los limites de igual forma que en el caso
tridimensional finalmente se llega a

_ v fry2(¥=e) f-i- (g, Lz)
s [ [T e ] * a9

La ecuacion es llamada la ecuacién fundamental, para el caso de sistemas planos.
Al igual que 7 una vez solucionada esta ecuacion queda construido automatica-
mente el modelo autoconsistente. Los estudios de la ecuacién han sido compa-
rativamente menores que en el caso de sistemas tridimensionales; los resultados mas
relevantes fueron hechos por Kalnajs [31], quien solucioné la ecuacién asumiendo una
forma particular para la funcién de distribucién. Por tdltimo, cabe mencionar que Hunter
& Qian [23] encontraron que es posible utilizar los métodos desarrollados para sistemas
tridimensionales en el caso de sistemas planos, si se construye una pseudo-densidad
volumétrica de masa de la forma

U, R) =2 / d\If’, 1.49

4 g (1.49)
la cual tomaria el lugar de p en la ecuacion m ). Aunque este hecho es un resulta-
do 1til, el calculo analitico de ((1.49) puede resultar bastante complicado para ciertas
(¥, R).

Obviamente, en este caso ¥ representa el potencial relativo evaluado en z = 0.
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1.7 El principio de maxima entropia

Una de las mas importantes conclusiones de las secciones precedentes es que el niimero
de configuraciones accesibles a un sistema sin colisiones es elevado, cada una caracteri-
zada por una f_ y un estado de rotaciéon diferente. La pregunta inmediata es jcudl es
la causa que determina la preferencia por una configuraciéon particular en un sistema
dado? En principio, existen dos posibles explicaciones a ese hecho. (i) La configuracién
adoptada es consecuencia de un principio fisico fundamental, de la misma forma que
la distribucién de velocidades de todo gas ideal finalmente adquiere la forma de la dis-
tribucién de Maxwell-Boltzmann [46]. (ii) La configuracion presente es el reflejo de las
condiciones iniciales particulares que dieron inicio a la formacion del sistema. Aunque
estos dos argumentos en principio corresponden a diferentes argumentos, no son mutua-
mente excluyentes en el sentido que una vez se ha alcanzado la etapa de relajacion, el
sistema pierde la memoria de las condiciones iniciales [6]. Entonces, la pregunta funda-
mental puede ser formulada como ;cudl de los estados accesibles representa un estado
mas probable que cualquier otra configuracién?

Alrededor de 1890, J. W. Gibbs descubrié que las relaciones fundamentales entre las
variables termodinamicas pueden ser obtenidas bajo la hipdtesis de que la probabilidad
de encontrar un sistema en cualquier elemento de volumen d7 de su espacio de fase
es proporcional a e #7dr, donde 3 es un parametro que él identificé como el inverso
de la temperatura del sistema, y H es su Hamiltoniano [2I]. Desde los tiempos de
Gibbs ha habido innumerables intentos de explicar porqué funciona esta hipdtesis, y
después de anos de debate, los cientificos ain estan lejos de ofrecer una respuesta
satisfactoria. Sin embargo, es generalmente aceptado que la hipdtesis de Gibbs puede ser
derivada de un principio alternativo, el principio de maxima entropia: las relaciones
termodindmicas de un sistema fisico pueden ser obtenidas buscando la densidad de
probabilidad en el espacio de fase, p, que maximize la entropialT_Z]

S = —/dTplnp+C’, (1.50)

sujeto a todas las ligaduras relevantes. ;Serd posible aplicar este principio a los sistemas
estelares en consideracion?

El espacio de fase de una galaxia de N estrellas es 6 /N-dimensional, y el d7 en la ecuacién
(1.50) se refiere a un elemento de este espacio de fase, en lugar de un elemento del
espacio de fase de una sola estrella. Sin embargo, como fue discutido en la secciéon
es posible despreciar las correlaciones entre particulas de un sistema sin colisiones, de
modo que la probabilidad pdr asociada con un rango de configuraciones en el espacio
de fase 6/N-dimensional de toda la galaxia es justamente el producto de los factores
fd%w asociados con estrellas individuales. En estas circunstancias, la ecuacién ((1.50))

12La constante C' debe escogerse de tal forma que se cumpla la tercera ley de la termodindmica.
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se convierte en

S = —N/dGWflanrC. (1.51)

El siguiente paso consiste en buscar la forma de f, sujeta a las caracteristicas conocidas

del sistema. Por comodidad reescribimos (1.51)) como

S =N [ dwhln(/5) - 1) (1.52)

donde f, es una constante que resulta de hacer C'= N(1+1n f,) en la ecuacién (1.51)).
Ahora, la parte par de la funcién de distribucién esta relacionada con la densidad a
través de

1
p= [avery = [avut e r), (1.53)
siendo f* = f(e,£L.). Entonces, tomando la variacién de (1.53)) se obtiene que
6ft=—6f", (1.54)

debido a que dp = 0. La integral de (1.52)) respecto a v4 se puede dividir en 2 partes y
reescribir como:

0 2v/U—¢
[ vty -0 [ dufin(/g) -0
—2/U—¢ 0

= (1.55)
:/0 dvg { FHI(fFH/f,) — 1+ Fn(f~/f,) — 1]}

Tomando la variacién de la entropia, se obtiene

88 =N / ASw{of n(f/f,) +of In(f~/f,) — fHon(f*/f,) (1.56a)
+ f8I(f/f) — 8FF — 8F°)

= —N/dﬁw {5f+ W(f*/f,) +6f In(f~/f) _;%%_w (1.56b)
_ [ 07
ot

_ _N/d6w5f+ In(f+/ ), (1.56¢)

donde la integral respecto a v, va desde 0 hasta 2v/¥ — . Entonces, como buscamos
un extremal para la entropia, la ecuacién que se debe solucionar es

/d6w5f+ In(f*/f7) =0. (1.57)
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Por otra parte, para un sistema con momento angular total L.y, por la ecuacion

(1.36¢]) se cumple que

thotal = %/d6w(f+ - f_)Lz (158)

Tomando la variacién de ([1.58)) se llega a la relacién
/d6w6f+Lz =0, (1.59)

debido a que 0L.ita1 = 0. Las ecuaciones ((1.57) y (1.59)) constituyen un problema

variacional con ligaduras. La técnica comunmente utilizado para solucionar este tipo
de problemas es el método de los multiplicadores de Lagrange [I]. En este caso, el
multiplicador de lagrange « se escoge de tal forma que se satisface la ecuacion

£+
In (—) —alL, =0, (1.60)
f
de manera que
fr= et (1.61)

Finalmente, por la ecuacién ([1.33]) se deduce que

f-(e, L) = fo( L)eaLZ_l (1.62)
—€7Z_+€7ZeaLz+17 .
y por lo tanto, la funcién de distribucién total queda
2f+ (67 Lz)
L,)=—"—"—">-—". 1.63
f(€7 ) 1 _|_ e_aLz ( )

Este resultado fue obtenido por primera vez por Dejonghe [9], y representa una herra-
mienta muy util en la construccién de modelos autoconsistentes puesto que, una vez
hallado f, permite encontrar la DF que representa el estado méas probable de rotacién.
Ademas, es aplicable tanto a sistemas tridimensionales como a sistemas planos debido
a que en su formulaciéon no se utiliza la ecuacién fundamental y ninguna integral se
desarrolla explicitamente.

Puede verse que |f_(e,L.)| < fi(e, L,), garantizando que la funcién de distribucién
total sea siempre positiva. El sistema esta en un estado sin rotacién cuando a = 0, y
rotacion maxima cuando o — +00. Para a — 00, la rotacién es en sentido antihorario
y f(e,L,) = [1 +sign(L.)|f+(e,L,). Para @« — —o0, la rotacién se da en sentido
horario y f(e, L,) = [1 —sign(L.)]f+ (e, L.). Como se observa, el pardmetro « define las
caracteristicas rotacionales del sistema.



CAPITULO 2

FORMALISMO

2.1 Introduccion

Se han desarrollado varios métodos analiticos para solucionar la ecuacion fundamental
en el caso de sistemas tridimensionales y en el caso de sistemas planos. Los
mas relevantes son los resultados de Fricke (ver apéndice y los resultados de Jiang
& Ossipkov (ver apéndice , los cuales, a pesar de ser métodos directos, asumen
una dependencia particular entre la densidad y el potencial y, por esto, solo pueden ser
aplicados a una variedad limitada de modelos. Por otra parte, se han utilizado otras
técnicas para solucionar la ecuacién integral mediante el uso de transformadas pero
las dificultades son ain mayores. La motivacion principal de este capitulo consiste en
formular un método mas general que el sugerido por Jiang & Ossipkov y que reproduzca
los resultados obtenidos por Fricke.

El método de Jiang & Ossipkov, a pesar de representar un resultado importante, asume
una dependencia de la DF solamente a través de potencias enteras del momento angular
y, debido a esto, no reproduce estrictamente los resultados de Fricke. Ademas, no puede
ser aplicado directamente al caso de sistemas planos, debido a que en dicho caso la ecua-
cién fundamental no se reduce a la ecuacién integral de Abel. Por esta razon, resulta
necesario la formulacién de un método mucho mas general, que pueda ser aplicado a
una variedad mas amplia de sistemas. En este capitulo se presentara un nuevo formalis-
mo, desarrollado con herramientas de calculo fraccional, que puede ser empleado en la
obtencién de funciones de distribucién, tanto para sistemas tridimensionales como para
sistemas planos, y generaliza muchos de los métodos mencionados anteriormente. En la
seccién [2.2|se desarrollara el andlisis para sistemas tridimensionales; en la seccion [2.3]se
estudiaran sistemas planos, y por ultimo, en la seccion se discutiran los resultados
obtenidos y se planteara una posible interpretacion.
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2.2 Sistemas tridimensionales

Para poder solucionar la ecuacién (1.43)), es necesario encontrar algin tipo de rela-
ciéon funcional entre la densidad de masa y el potencial gravitacional. Debido a esto,
escribimos la ecuacién fundamental como

v Rq/2(T—¢)
p(R, V) = %/0 [/0 fi(e, L,)dL, | de. (2.1)

Ahora, analizaremos el problema detenidamente, suponiendo varios tipos de dependen-
cias de la DF con respecto a la energia relativa € y el momento angular L,.

2.2.1. DFs de la forma _ L?**h,(¢c)

Para generalizar el método de Jiang & Ossipkov, tenemos en cuenta que la DF puede
depender incluso de potencias del momento angular que no sean enteras. De esta forma,
suponemos que la funcién de distribucion puede ser escrita como

fele L) = 3 L2, (o), (2.2)

donde el 2 en el exponente de L, garantiza que la funciéon sea par respecto a L, y
a, € R. Ahora, utilizando (2.2]) en (2.1)) e integrando respecto a L, se obtiene

47T2an+1/2R2an v
plrw) =3 T / h(2)(U — )1 2de. para an > —1/2,  (2.3)
n n 0

mientras que si a,, < —1/2 la integral diverge. Debido a esto, suponemos que la densidad
se puede escribir en la forma

p(R,U) = R*p,(V), para > —1/2. (2.4)

n

Comparando término a término las ecuaciones (2.3) y (2.4) se llega a la relacién

47.(_204,14-1/2 v
(V) = ——— B (£)(0 — g)2nt1/2de. 2.5
¥ = o [ o) = e (25)
En este punto, se introduce el operador de derivada fraccional D, que representa una
derivada de orden j, respecto a x, para cualquier valor real de j (ver apéndice A3)).
Asumiendo que (D pn(¥))w—o = 0 para todo j € (0, a, + 1/2), entonces, aplicando la
derivada fraccional de orden «,, + 1/2 a la ecuacién (2.5)), ésta adquiere la forma

v
D25 () = 720732 (o, + 1/2) / hn(e)de. (2:6)
0
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Esta ecuacion integral es un poco mas sencilla y se puede invertir facilmente si se deriva
una vez mas respecto a W:

1
h () = a5 (b ‘ 2.7
(5) 7T2an+3/21"(an + 1/2) v P ( ) v—e’ ( )
por lo tanto, la funcion de distribucién queda
o Lzan 047L+3/2 e
fele L) => Dy p, ()| (2.8)

w2032 (e, + 1/2) v=c

Cuando «,, € N, utilizando la definiciéon del operador de Riemann-Liouville dada por
(A.10]), la ecuacién ([2.8)) coincide con resultado obtenido por Jiang & Ossipkov [28].

Como caso particular, supongamos que p,(¥) puede expresarse como potencias de ¥
en la forma

pn(T) =) Ay %, (2.9)
k
Entonces:
Al (Br + 1) g
Den+3/2 A TP — A, Do 328, nk Phe—en=3/2 (210

para B > n + 1/2, y la funcién de distribucién queda:

file.L.) = Z Ek: 720 (a4 1/2)T (B — o — 1/2)

Lonheman=3/2 (2.11)

Este resultado es totalmente equivalente la solucién de Fricke, para valores reales de
ay,, y por lo tanto puede ser considerado como una generalizacion.

2.2.2. DFs de la forma > L?*g,(Q)

Se puede obtener una expresion mas general para la funcién de distribucion, si asumimos
que ésta depende de Q = e—L?/(2R?) y L., donde R, es un radio de escala. Suponemos
que el sistema solo tiene estrellas con ) > 0, de forma que f(Q,L,) = 0 para Q < 0.
Obviamente, () — ¢ cuando R, — oo. Haciendo el cambio de variables a dL.dQ, la
ecuacion fundamental se puede escribir como

v [ pR\/20-Q)/ (112 E2)
(R, W) = 2T /0 [ / £(Q, 1)L, | dO. (2.12)

R 0
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donde f,(Q, L.) = [f(Q, L.)+ f(Q, —L,)]/2. Naturalmente, f,(Q, L.) es la parte par de
f(Q, L.). Siguiendo un procedimiento similar al efectuado en la seccién suponemos
que la funcién de distribucion se puede escribir como

=> L*g.(Q), (2.13)

siendo «,, un numero real. Entonces, bajo esta suposicion, se realiza la integral ([2.12])
obteniendo

4 Qan+1/2R2an v
p(R, V) = Z (200, + 173(1 + R?/R2)an+1/2 /0 9 (Q)(¥ — Q)a”+l/2dQ7 (2.14)

cuando «,, > —1/2. Ahora, suponemos que la densidad se puede escribir en la forma

B2 (V)
p(R, V) = Z (15 2 Ryl para ay, > —1/2, (2.15)

y por comparacion de las ecuaciones (2.14) y (2.15]), se obtiene

Ar2en+1/2
200, + 1

pu(W) = / 0 Q)W — Q) 1124Q. (2.16)

Esta ecuacién es equivalente a (2.5) de modo que, realizando el mismo procedimiento,
se llega a

1
n _ Dan+3/2~n U ’ 91
g (Q) 720n+3/2F(an + 1/2) R4 P ( ) \I/:Q’ ( 7)
y la funcién de distribucién queda
f+(Q LZ> _ Z Lzan Dan+3/2ﬁn<\y>) . (218)
’ — 200320 (e, + 1/2) Y =Q

Sumando sobre todos los valores posibles de R,, se obtiene una expresion que generaliza

a ([2.9):

LQan
ponts2s (g ‘ 2.19
Zzﬂ-Qan+3/2F (on +1/2) v pn(P) v=0’ ( )

correspondiente a una densidad de la forma

R 5, (W)
Z Z 1 + R2/R2 an+1/2’ (220)

con Ry >0y a,, > —1/2.
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2.2.3. Modelos con potencial gravitacional divergente

En el caso de un sistema cuyo potencial gravitacional no tiene limite superior, es decir,
cuando el potencial tiende a oo a largas distancias, no es posible definir de manera
correcta el potencial relativo W y la energia relativa e, debido a que la energia de escape
del sistema es co. Entonces, al escribir la ecuacion fundamental en términos de £y &
(en lugar de £ y V), se obtiene

=
p(R,@):% /@ [ /O fo(E, L.)dL. | dE, (2.21)

donde f((F,L,) = [f(E,L,) + f(E,—L,)]/2. Ahora, supongamos que la funcién de
distribucién puede ser escrita como

folB L) =Y L*"h,(E), a,>-1/2, (2.22)

n

y que la densidad se puede expresar como

p(R, @) =) R, (P), a,>—1/2. (2.23)
Entonces, integrando respecto a L. se llega a la relacion
Aomtl/2 oo
on(®) = ———— | ho(E)(E — ®)*/2E. 2.24
i@ = G [ (BB - 0) (2.24)
Asumiendo que '
Jim D}p,(®) = 0 (2.25)
para todo j € (0, a, + 1/2), entonces,
Dy 1 25,(®) = m(—1)2n 12200 432D (o, +1/2) / ha(E)dE, (226)
o
y derivando una vez mas se llega a
(_2)—(an+3/2) ant3/2 -
ha(B) = s Dy (@) 2.7
( ) WP(OZn+1/2) b IO( )<I>:E ( )
Con esto, la funcién de distribucion queda
(_2)7(0171“"’3/2)_[/20471 ant3/2
E. L) = : pon n(I)‘ > —1/2. 2.98

Ahora, si asumimos que la densidad se puede expresar como

R*n (D)
p(R7 (I)) = Z (1 + R2/R2)a”+1/27

a, > —1/2, (2.29)
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entonces, siguiendo un procedimiento analogo a la seccion [2.2.2] la DF correspondiente
seria

-9 —(an+3/2)L2an N B
f+(Q, L) =Z( le(a +1/2)Z D¢n+3/2pn(q>)‘ Lo > —1/2, (2.30)

$=Q

con Q = FE + L?/(2R?) y suponiendo que se satisface (2.25)). Sumando sobre todos los

valores posibles de R,, se obtiene la expresion general

an+3/2)L2an

ZZ M T D) (2.31)

correspondiente a una densidad de la forma

R2anpn q))
ZZ 1 +R2/R2 an+l/2’ (232)

con R, >0y a,, > —1/2.

2.3 Sistemas planos

Este mismo formalismo puede ser empleado directamente en el caso de sistemas planos,
caso que no ocurria con el método de Jiang & Ossipkov, pues la ecuacion fundamental no
podia ser resuelta utilizando la ecuacion integral de Abel. Por comodidad, reescribimos
la ecuacién fundamental como

S(R, 0) = /[/ f+5L ] e, (2.33)

donde b = R\/2(¥ — ). Ahora, se procedera de forma similar al caso tridimensional,
encontrando la forma general de la DF como funcion de € y L,. Asi mismo, el resultado
se generalizard asumiendo que la DF depende de ) y L, y por ultimo, se analizara el
caso en el que el potencial gravitacional no tiene limite superior.

2.3.1. DFs de la forma Y L?*h,(c)

Al igual que en el caso tridimensional, suponemos que la funcién de distribucién puede

ser escrita como
= L2"hy(e), (2.34)



2.3 Sistemas planos 27

donde el 2 en el exponente de L, garantiza que la funciéon sea par respecto a L., y
a,, puede tomar cualquier valor real. Ahora, utilizando (2.34) en (2.33)) e integrando
respecto a L, se obtiene

AR 20D (a0, + 1/2
R(R, W) = Zn: T(a, +1)

Suponemos entonces que la densidad superficial es de la forma

S(R, ) =Y R0, (¥), a,>-1/2, (2.36)

>/W(qf_g)a"hn(€)d57 an > —1/2. (2.35)

y comparando término a término se llega a la siguiente relacion:
V20 (o, + 1/2) /‘1’

= U — ) h,(e)de. 2.37

oo i ), (=) (2:37)

Se asume que (D%,0,(¥))g—o = 0 para todo j € (0, ,). Entonces, aplicando derivada
fraccional de orden «,, a la ecuacién (2.37)), esta se convierte en

on (V)

o
Do, () = /729" T (o, + 1/2)/ hy(g)de. (2.38)
0
Esta ecuacién, similar a ([2.6)), se puede invertir facilmente si se deriva una vez mas:

hu(e) = ﬁzanHPl(% i Do)l (2.39)

con lo que la funcién de distribucién queda

LQOtn
L,)= . Dyto, (W : 2.40
f—‘r(E? ) ; \/7_T2an+1F(Oén + 1/2) )\ o ( )‘\II:g ( )

Este resultado corresponde al método desarrollado por Kalnajs [31] (para «,, = 0),
trabajando en un marco de referencia apropiado.

Ahora, si suponemos que o, (V) puede expresarse como una suma de potencias de ¥ en
la forma

on(U) =) Ay U, (2.41)
k
Entonces:
Aul(Be+1) 5 o
DY ST A0 = N7 A Dt = N7 I AR T DA an 2.42
R D Y e

y la funcién de distribucién, en este caso, queda:

Al (B +1)

f+(€> Lz) = ; ; ﬁQO‘"'HF(Oén + 1/2)F(ﬁk _ an)Lzangﬁkianil. (243)

Este resultado corresponde al caso analogo de la expansion de Fricke, cuando los sis-
temas en estudio son planos, y puede ser verificado calculando la pseudo-densidad vo-
lumétrica de la componente R**"WUP y tomando la componente de Fricke, del caso
tridimensional.
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2.3.2. DFs de la forma > L%g,(Q)

Asumiendo que la funcién de distribucién depende de Q = ¢ — L?/(2R?), en lugar de &,
es posible llegar a una generalizacién. De esta manera, el resultado de la seccién [2.3.1
corresponderia a tomar el limite cuando R, — co. Suponemos que el sistema solo tiene
estrellas con @ > 0, de tal forma que f(Q, L,) = 0 para ) < 0. Haciendo el cambio de
variables a L, y a (), la ecuaciéon fundamental puede ser escrita como

S(R, / [/ f+QL dL]dQ, (2.44)

donde b = R\/2(¥ — Q)/(1 + R?/R?). Entonces, suponemos que la funcién de distri-
bucion puede ser escrita como

(@, L2) =) L2 g.(Q), (2.45)

n

donde «,, puede tomar cualquier valor real. Ahora, reemplazamos ([2.45)) en (2.44) y
haciendo la integral respecto a L, se llega a

TR 2001 D (a4 1/2)
=R, Z o + 1)(1 + R2/R2)on

/0 (U—Q)*g,(Q)dQ, a, > —1/2. (2.46)

Debido a esto, suponemos que la densidad superficial es de la forma

R%*nq, (D)

Y(R, V) = n>—1/2 247

B0 =2 ey Y (247

y comparando término a término con la ecuacién (2.46) se llega a la siguiente relacion:
V20 (o, + 1/2) /‘1’

on (V) = U —Q)"g,(Q)dQ. 2.48

(¥) ot (- @man@ag (2.49)

Asumiendo que (D\I/O'n<‘11))\1;:0 = O para todo j € (0, a,), se aplica la derivada fraccional
de orden «, y la ecuacién (2.48) se convierte en

v
Do, (V) = /729 T (a, + 1/2)/ 9 (Q)dQ. (2.49)
0
Derivamos una vez mas para obtener:
1
o _ Dot lg (W 2.50
g (Q) \/7_T2a"+1F(O[n + 1/2) v O ( )‘\I/:Q’ ( )
y la funcién de distribucién queda
L2a" I

L,) = - Dy o, (U ) 2.51
f+(Q7 ) ; \/7_T20‘n+1f(an + 1/2) U o ( >‘\I’=Q ( )
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Al sumar sobre todos los valores posibles de R,, se obtiene la siguiente expresion general
para la funcion de distribucién:

L2 ! an+1
ZZ NI v R AL (252)

correspondiente a una densidad superficial de la forma

R2an N
=2 s S (25

con R, >0y o, >—1/2.

2.3.3. Modelos con potencial gravitacional divergente

Cuando el potencial gravitacional no tiene un limite superior, la energia de escape del
sistema tiende a oo y por esto, no se pueden definir apropiadamente la energia relativa
e y el potencial relativo . La ecuacion fundamental en este caso se puede escribir en
términos de £y ¢ como

Y(R, ®) = / [/f+EL

donde b = R\/2(E — ®). Si suponemos que la funcién de distribucion tiene la forma

dE, (2.54)

file L) =) L2"h,(E), ay > —1/2, (2.55)

n

y que la densidad se puede expresar como

S(R,®) = R*0,(P), o> -1/2, (2.56)

n

entonces, al integrar respecto a L, se llega a la relacién

R (4 1/2) /°°
(D) = E—®)*h,(F)dE. 2.57
@) = YOV [P gy, () (2.57)
Asumiendo que

(I}Hn D}o,(®) =0 (2.58)

para todo j € (0, a,,), entonces,
Do (®) = /(1) 297+ (a0, + 1/2) / ho(E)dE. (2.59)

®
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Al derivar una vez mas se llega a

(_2)—(an+1) an+1
ho(E) = Jrl(on T1/2) O on(®)] 4 (2.60)
Con esto, la funcion de distribucion queda
(=2)lentL2en .,
felB L) =) N RV Dy oy (@) oy > —1/2. (2.61)

Ahora, es posible generalizar el resultado suponiendo que la DF depende de F a través
de Q = E + L?/(2R?). Realizando un procedimiento similar al planteado en la seccién
2.3.2) se concluye que a una densidad superficial de la forma

R*ng,(®)
Y(R,®) = E 0+ 2 ) (2.62)
le corresponde una DF de la forma
3 (=2) et VLE

con ay, > —1/2 y suponiendo que se satisface la condicién ([2.58)). Sumando sobre todos
los valores posibles de R,, se obtiene la expresién general

an+1)L2an

I+ ZZ \/_F (an + 1/2) Dgn+1 (®)|¢:Q7 (2.64)

correspondiente a una densidad de la forma

R*"g, (D)
ZZ (14 R?/R2)an+1/2’ (2.65)

con R, >0y o, >—1/2.

2.4 Discusion

A diferencia de los métodos que emplean técnicas de transformadas, este método no
requiere que la densidad tenga una continuacién analitica para valores complejos de
los argumentos, lo cual constituye la principal debilidad de tales técnicas, aparte de su
complejidad matematica. Ademas, puede ser considerado como una generalizacién de
varios resultados existentes: la expansion de Fricke, el método de Kalnajs y el método
de Jiang & Ossipkov, y dado que puede ser aplicado a una variedad mas amplia de
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modelos, representa una herramienta fuerte y muy valiosa, en la construccion de modelos
autoconsistentes.

Por otra parte, esta soluciéon muestra un posible vinculo con la rama de las matematicas
conocida como geometria fractal, como consecuencia del uso de derivadas fraccionales en
el calculo de la funcién de distribucién. Se ha demostrado, por ejemplo, que la derivada
fraccional de una funcién ordinaria da como resultado una funcién fractal [55]. Tales
funciones describen objetos geométricos cuya estructura basica, fragmentada o irregular,
se repite a diferentes escalas. Esto no es algo totalmente nuevo, pues muchos sistemas
complejos en la naturaleza obedecen a este comportamiento particular. En efecto, la
distribucién de estrellas en galaxias irregulares ha sido modelada satisfactoriamente
mediante fractales (ver por ejemplo el texto de Mandelbrot, “The fractal geometry of
nature” [40]). Aunque la relacion entre el célculo fraccional y la geometria fractal aiin no
esta del todo clara, en el momento es un area de investigacion activa y existe evidencia
matemética de una conexién a nivel fundamental [38, [56].

En el caso de sistemas estelares axialmente simétricos, la conexién al parecer se da
no solo con la distribucion de estrellas en el espacio, sino con la distribucién de las
mismas en el espacio de fase. jSerd posible modelar sistemas complejos mediante el
uso de geometria fractal, en el espacio de posiciones y velocidades? Esto queda como
una pregunta abierta, pues en el contexto cientifico aiin no se han propuesto este tipo
de modelos en ningun sistema conocido. Seria interesante, por ejemplo, encontrar tales
modelos para estudiar la evolucion de sistemas en el tiempo, bajo diferentes tipos de
interacciones.



CAPITULO 3

APLICACIONES

3.1 Introduccion

En este capitulo se mostraran algunas aplicaciones de interés, utilizando el formalismo
introducido en el capitulo [2l En la seccién se estudiard el caso correspondiente al
modelo logaritmico de Binney, el cual es un modelo tridimensional y por lo tanto se
utilizaran las técnicas desarrolladas en la seccion 2.2 En la seccién B.3] se estudiard el
disco de Mestel, el cual es un modelo plano y se adapta a las técnicas introducidas
en las seccién 2.3 En la seccién se mostrara el caso de los discos generalizados de
Kalnajs, encontrando las DFs correspondientes a los 4 primeros modelos. Finalmente en
la seccién [3.5] se formulard una nueva familia de discos y se estudiardn sus propiedades
bésicas: potencial gravitacional, densidad superficial, curvas de rotacién y funciones de
distribucién respectivas.

3.2 Modelo logaritmico de Binney

El modelo logaritmico de Binney [6] tiene masa infinita y su potencial gravitacional es
de la forma
1, . 22
(R, z) = 5% In|1+R+— ), (3.1)
q
donde vy es una constante que representa la velocidad circular en el plano ecuatorial a
largas distancias, y ¢ es una constante que determina el grado de achatamiento de las
superficies equipotenciales. Podemos observar que el potencial gravitacional no tiene
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limite superior. La densidad de masa, obtenida por medio de la ecuacién de Poisson, es

v (L+2¢° + R*+(2-q¢72)2%)
ArGq? (1+ R? + 22q72)?

PR, 2) = (3.2)

Para escribir la densidad en términos de la coordenada radial y del potencial, resolvemos
el logaritmo en la ecuacién (3.1 con lo cual se obtiene

1+ R? 4 22¢72% = 2% (3.3)

Observamos que (3.3]) tiene precisamente la forma del denominador en (3.2]). Para la
parte del numerador, despejamos 22 de (3.3)):

2 = (% — 1 - R?). (3.4)
Ahora, reemplazando (3.3) y (3.4) en (3.2)), podemos escribir la densidad como

2

(R, ®) = —2_ {2(1 — P)R2e™/E 4 9o/ 4 (92 — 1)6—%/”3} . (35)
4Gy

Entonces, utilizando la ecuacién (2.28)), se obtiene la parte par de la funcién de distri-
bucion: , , ,
fo(E,L,) = AL?e /% 4 Be *F/%0 4 Ce=2E/v, (3.6)

donde A, B y C son las constantes dadas por

AZ(%)"’”M, 32(2)” L oo 2l gy

T Gq*v3 75 Gq?vy’ - 4m5/2G g2y’

que es la misma DF encontrada por Jiang & Ossipkov [28] utilizando la ecuacién integral
de Abel, y también fue calculada por Evans [12] utilizando el método de Lynden-Bell.
La parte impar de la funcion de distribucion se puede hallar por el principio de maxima
entropia, con lo cual se obtiene

Q(AL3674E/US + Be4E/v + Cesz/ug)

E L, =
f( ’ ) 1+ e—al:

. (3.8)

Las figuras[3.1]y B.2l muestran el comportamiento de esta DF. En la figura[3.1]se grafican
los contornos de , para diferentes valores de . Se observa que para o = 0 la DF
es par respecto a L, y por lo tanto la velocidad angular media es cero. A medida que
« se incrementa, la probabilidad de encontrar estrellas con L, positivo va aumentando.
En la figura 3.1 se mantiene fijo el parametro « y se varian q y vg. Se observa que en el
caso oblato, es decir con ¢ < 1, la probabilidad de encontrar estrellas con cierto L, es
mayor a medida que L, crece en magnitud, mientras que en el caso prolato, las estrellas
tienen mayor probabilidad de tener L, pequenos. Por otra parte, el parametro vy define
la taza de variacién de la funcién de distribucién; es decir, cuando vy es grande, la DF
varia lentamente y los contornos son separados, mientras que si vy es pequena, la DF
varia rapidamente y los contornos tienen una separacién menor.
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Figura 3.1: Contornos de f, dados por 1) parag=1,v9 =1y (a) a = 0;
(d) @ = 10. Las zonas claras representan mayor probabilidad.
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Figura 3.2: Contornos de f, dados por (3.8), para a = 1y (a) ¢ = 0,5, vo = 1; (b) ¢ = 1,5, vy = 1;
(¢)g=1,v9=0,5; (d) ¢ =1, vo = 1,5. Las zonas claras representan mayor probabilidad.



3.3 Disco de Mestel 35

3.3 Disco de Mestel

El disco de Mestel es un modelo plano, con masa infinita y potencial gravitacional dado

" B(R) = 2 In (Rﬁ> , (3.9)

0

donde v, corresponde a la velocidad circular, que es constante para este modelo en
particular, y Ry es un radio de escala. Al igual que el modelo logaritmico de Binney,
el potencial del disco de Mestel no tiene un limite superior. La densidad superficial de
masa, que puede ser obtenida por medio de la ley de Gauss, es

Ry
R(R) = Yo, (3.10)

donde Xy = v?/(21GRy).

Entonces necesitamos escribir la densidad superficial en términos del radio y del poten-
cial gravitacional. Como primer paso despejamos R de la ecuacién (3.9):

R = Roe®". (3.11)

Ahora, reescribimos la densidad superficial de la forma

Yol
R2m+1 ?

Y(R) = R*™ (3.12)
donde m puede ser cualquier valor real. Reemplazando (3.11]) en denominador de (3.12)),
se obtiene

5
S(R) = R?WR—;ne—<2m+l>¢/v?. (3.13)
0

Por aplicacién directa de la ecuacién (2.61]), se obtiene la parte par de la funcién de
distribucién:

fo(B, L) = FL*e P/ (3.14)
donde 2 (m+1) 1/2
D2~ (-
l=—t oy =0 ul . (3.15)
2m+1 I'(m + 1/2)Rgm™o2m+2

Aunque esta solucién ya era conocida por Toomre [53], lo sorprendente es que no habia
sido deducida directamente del par potencial-densidad. Toomre realizé lo que se conoce
como el problema inverso; supuso una forma particular para la funcion de distribucion
y encontro que el par potencial-densidad asociados al disco de Mestel eran solucién. La
parte impar de la funcion de distribucion se halla mediante y la DF total queda

QF [2meFlo?

E. L) =
f( ’ ) 1+ e—al:

(3.16)
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Figura 3.3: Contornos de f, dados por (3.16)), param =0, v. = 1,5y (a) a = 0; (b) « =5;

(d) a = 10. Las zonas claras representan mayor probabilidad.
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Figura 3.4: Contornos de f, dados por (3.16), para a = 1y (a) m = 0,5, v, = 1,5; (b) m = 1,

ve =1,5; (¢) m =0, v. =1; (d) m =0, v, = 2. Las zonas claras representan mayor probabilidad.
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Las figuras y muestran el comportamiento de la funcién de distribucién. En la
figura se grafican los contornos de , para diferentes valores de o. Para o = 0
la DF es par respecto a L, y el sistema no tiene rotaciéon neta. A medida que « se
incrementa, la probabilidad de encontrar estrellas con L, positivo va aumentando. En
la figura se mantiene fijo el pardmetro a y se varian m y v.. Se observa que cuando
m # 0 el comportamiento de la DF es similar al caso oblato de Binney, mostrado en la
figura |3.2(a). A medida que m aumenta, la probabilidad de encontrar estrellas con L,
grande (en magnitud) se incrementa, mientras que la probabilidad de encontrar estrellas
con L, pequenos va decreciendo. El pardmetro v, juega un papel similar al pardmetro
vy correspondiente al modelo de Binney; cuando v, es grande, la DF varia lentamente
y los contornos son separados, mientras que si v, es pequena, la DF varia rapidamente
y los contornos tienen una separacién menor.

3.4 Discos generalizados de Kalnajs

Un caso de mayor interés fisico son los modelos correspondientes a los discos gene-
ralizados de Kalnajs, introducidos recientemente por Gonzélez & Reina [19, 47], (ver
apéndice . Estos discos constituyen una familia infinita de sistemas estelares, planos
y con radio finito. Ademas, son importantes porque presentan una densidad superficial
y una velocidad circular comparables con la observacion, por lo que podrian modelar
acertadamente algunas galaxias conocidas. Su potencial gravitacional, en coordenadas
esferoidales oblatas[l] estd dado por

donde m > 1, Po,(n) v q2n(€) = i*"T1Q9,(i€) son los polinomios de Legendre y las
funciones de Legendre de segunda clase, respectivamente, y Cs, son las constantes
dadas por

MG V2(4n 4+ 1)(2m + 1)!
Cop = mUn £ 1)@m+ DI . (3.18)
2a 22m(2n + 1)(m — n)!F(m +n+ §)C]2n+1(0)
La densidad superficial correspondiente a estos modelos es
R2 m—1/2
— yn(m) _
S (R) = 3¢ (1 a2> : (3.19)
donde Y™ est4 dado por
2m 4+ 1)M
nim — (— 3.20
¢ 2ma? ( )

IDichas coordenadas estan relacionadas con las coordenadas cilindricas a través de las expresiones

R=a\/(1—n?)(14¢&2), z=a&n, siendo a el radio del disco.
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Hallar las funciones de distribucion de tales modelos no es tan sencillo como los casos
mencionados anteriormente, debido a que el potencial es una funciéon polinémica de
orden 2m, con coeficientes no triviales, y no es posible encontrar una relacién directa
con la densidad superficial para poder determinar %,,(R? ®,,), mediante funciones
elementales, en el caso generalﬂ Como caso préactico, suponemos que ., puede ser
expresada solamente en términos de ®,,. De esta manera, se procedera analizando caso
por caso, hasta donde sea factible encontrar dicha relacién.

3.4.1. Casom=1

El primer modelo correspondiente a la familia de discos generalizados de Kalnajs co-
rresponde al conocido disco de Kalnajs [19 B0, 47]. El potencial gravitacional en el
disco, dado por (3.17)) cuando m = 1, se puede escribir como

®=0% (3R —d%), (3.21)

donde Qy = [3mG'M/(4a®)]"/? representa la velocidad angular de particulas con érbitas
circulares. De acuerdo a , se definen el potencial relativo ¥ = &, — ® y la energia
relativa ¢ = &y — F de tal forma que en el sistema solo haya estrellas con £ < &
y fi(e, L) esté definida cuando € > 0. Para esto, escogemos ®, como el potencial
maximo que puede tener una estrella dentro de la galaxia. En el caso del potencial
correspondiente a los discos generalizados de Kalnajs, esto se da para una estrella con

R = a (ver figura|A.2)) y por lo tanto
Py = P(a) = —1Q5a”. (3.22)
La energia relativa queda definida como

_ 102 .2 _ 102 ,2 1,2 2 (1 p2 2
8——590 —E——iﬂoa—iv _Qo(ﬁR —CL),

3.23
— 103t - ) - b, 529
mientras que el potencial relativo queda

U =—100a® — @ = 105(a® — R?). (3.24)

La densidad superficial del disco de Kalnajs, dada por (3.19) cuando m =1, es

R2 1/2 3IM R2 1/2
_ 1 _

»=xW (1 — ?> =5 (1 — §> : (3.25)

Ahora, podemos expresar la densidad superficial en términos del potencial relativo de
la siguiente manera:
V25

() = o /2, (3.26)

2En realidad, hay varias formas de hallar ¥,,,(R?, ®,,,), pero como una sumatoria infinita de térmi-
nos. Esto se debe a que el potencial es una funcién polinémica, mientras que la densidad no lo es.




3.4 Discos generalizados de Kalnajs 39

(@)

0O 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0O 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
£ £

©) (d)

0.6

0.6
0.4 0.4

0.2 0.2

L,
o

-0.2

-0.4

© o ©°
o AN

-0.6

0O 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0O 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
£ £

Figura 3.5: Contornos de fl(A), dados por 1' para (a) a = 10; (b) a =1; (¢) « =0,1; (d) a = 0.
Las zonas claras representan mayor probabilidad.

Aplicando la ecuacién (2.40) cuando n = 0, se obtiene la parte par de la funcién de

distribucion:

2(1)

I E) = =
* 2mpan/2e

Cabe mencionar que (3.27) es un caso particular de la DF formulada por Binney &

Tremaine [6], cuando v, = Oﬂ Para obtener la funcién de distribucién total, se utiliza

el principio de maxima entropia, y por medio de la ecuacién ((1.63)) se obtiene:

(3.27)

(4) xd
e, L,)= :
il ) mQoav2e(1 4 e—2L=)

(3.28)

Como se muestra en la figura a determina un estado particular de rotacién del
sistema (para generar las graficas, se normalizan las constantes G = a = M = 1).
Cuando « se incrementa, la probabilidad de encontrar una estrella con L. positivo
también se incrementa. Un resultado similar puede ser obtenido para o < 0; a medida
que « decrece, la probabilidad de encontrar una estrella con L, negativo se incrementa,
y las gréficas correspondientes serfan andlogas a la figura [3.5], después de una reflexién
respecto a L, = 0.

Es posible generalizar este resultado si se realiza el analisis en un marco de referencia en
rotacion, y al final, se retorna al sistema original. Asumimos que el marco de referencia

3La DF introducida por Binney & Tremaine fue formulada suponiendo una dependencia particular
respecto a € y L,, y cuadrando las constantes apropiadas para obtener la densidad al realizar la integral.
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en el cual el potencial ® es estatico rota con una velocidad angular QE] En este marco,
la velocidad de una estrella estd dada por x, y la velocidad correspondiente al sistema
inercial seria x — {2 X x. Entonces, el Lagrangiano en este sistema es

L=1x%—Qxx]*—d(x). (3.29)
El momentum en el sistema inercial queda
oL
p:T:fc—Qxx. (3.30)
b'e
Ahora, se calcula el Hamiltonianoﬁ
H=p-x—-L,
:p-(p—i—Qxx)—%p2—|—<I>, (3.31)

=1+ 024+ Q- (xxp).

Dado que x X p = L es el momento angular en el sistema de referencia inercial, po-
demos escribir el Hamiltoniano del sistema en rotacién H' = %p2 + ® en términos del
Hamiltoniano del sistema de referencia inercial H como

H=H-Q-L. (3.32)

Este resultado es importante para nuestro propédsito debido que una vez encontrada
la funcién de distribucién en el marco de referencia en rotacién, haciendo el cambio
de variable £ — E — QL. se encuentra la DF correspondiente al marco de referencia
originalﬁ

Ahora, podemos reescribir la expresién para el Hamiltoniano en el sistema inercial, si
reemplazamos (3.30)) en (3.31), para dejar todo en términos de x y x:

H=p x—1ip"+ O,
=(x—02xx)-%X—1(x—2xx)*+2,
= %[> — % (QxX) — J%]" + % x) — 1 x x> + @, (3.33)
= 1%+ @ - 1 x x|,
= ;%> + @,
donde se define el potencial efectivo como ®, = ® — 1|2 x x|?, el cual tiene en cuenta los

efectos de las fuerzas ficticias, que surgen como consecuencia de la rotacion del marco
de referenciaﬂ Tomando 2 = Qeé, y x = Ré,, se obtiene:

o, =& — LO?R%. (3.34)

4Estéatico en el sentido que en este sistema de referencia el momento angular total es 0.

SEn el tltimo paso se hace uso de la identidad A - (B x C) = B - (C x A).

6J = E —QL, se conoce como la integral de Jacobi [18].

"Las fuerzas ficticias en un marco de referencia en rotacién, con velocidad angular constante, son:
la fuerza de Coriolis y la fuerza centrifuga [18§].
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Trabajando en un sistema de referencia en rotacion, con velocidad angular €2, se obtiene
el siguiente potencial efectivo para el disco de Kalnajs

d, =0 (3R* — a®) — 3Q°R”. (3.35)

Definimos entonces un potencial relativo-efectivo de la forma ¥, = &, — . donde
d(. es una constante que representa la energia de escape del sistema, en el marco de
referencia en rotacion. Escogiendo apropiadamente ®q, se llega a:

v, = BB (1 - R—Q) | (3.36)

De esta manera, podemos expresar la densidad superficial del disco de la forma

E(‘I}):—\/ﬁzg” yl2
a2 ¢

y aplicando la ecuacién (2.40) con n = 0, se encuentra la parte par de la funcién de
distribucién, medida desde el marco de referencia en rotacién:

(3.37)

Y
 2man/Q2 — (228

Aqui ¢’ representa la energia relativa medida en este sistema de referencia, la cual se
relaciona con la energia relativa ordinaria mediante la expresién:

ADE)

(3.38)

E=FE-QL, = & —¢c=0& —c—0L,

3.39
= 5,:€+QLZ+(¢08—@0). ( )
Entonces, retornando al sistema original obtenemos:
s [2(e + QL) — Q2?2
P, 1) = 2 REF QL) - Ta] 7 (3.40)

2may/Q3 — Q2

Esta funcién de distribucion es equivalente a la DF formulada por Binney & Tremaine
[6]. No obstante, cabe mencionar que ellos no la obtuvieron siguiendo un proceso rigu-
roso. El método que ellos emplearon fue formular una DF con varios parametros y al
hacer la integral respecto a las velocidades, compararon el resultado con la densidad
superficial para ajustar las constantes necesarias. Obviamente, el caso de {2 = 0 coincide
con , encontrada anteriormente.

Las graficas de contornos correspondientes a fl(B)(E,LZ), mostradas en la figura
revelan que la probabilidad de encontrar estrellas con e < Q2%a?/2—QL, es cero, mientras
que es méxima cuando € > Q%a?/2 — QL. (esto define la franja blanca mostrada en la
figura) y decrece a medida que ¢ aumenta. Sin embargo, esta DF es un poco irreal, ya
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Figura 3.6: Contornos de fl(B), dados por 1) para (a) Q = —n/4; (b) Q = —7/16; (c) Q = 7/4;
(d) © = 7/16. Las zonas claras representan mayor probabilidad.

que representa un estado en el cual 74 = QR, es decir, un estado en el cual el sistema
se comporta como un sélido rigido, lo cual esta en desacuerdo con la observacion.

A pesar de este hecho, es posible generar una DF que represente un estado mas probable,
si se toma la parte par de (3.40) y se utiliza el principio de méxima entropia. Como
resultado, se obtiene una DF de la forma

(B)
(B 2f (57 Lz)
AP L) = T (3.41)

Como se muestra en la figura existe una zona de probabilidad cero, justo en la
interseccién de las zonas negras producidas por fl(B) (e,£L,); ademds, se muestran dos
franjas de maxima probabilidad, correspondientes a ¢ > Q2%a?/2+QL.. La variacién del
parametro (2 da como resultado el cambio en la inclinacién de las franjas de maxima
probabilidad y es facil ver que la DF seria invariante respecto al cambio de signo en 2,
por la definicién de la parte par ((1.33)). Por otra parte, a desempena un papel similar
que en la figura (3.5} incrementando la probabilidad de encontrar estrellas con mayor L,
a medida que o aumenta y viceversa.
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Figura 3.7: Contornos de fl(B), dados por 1) para @ = w/4y (a) @« = 1; (b) a = 10. Para
Q= 7/16 se grafican (c) @ = 1; (d) a = 10. Las zonas claras representan mayor probabilidad.

3.4.2. Casom=2

El segundo modelo correspondiente a la familia de discos generalizados de Kalnajs
corresponde al potencial gravitacional dado por (3.17) cuando m = 2. A partir de aqui,
se trabaja en coordenadas oblatas con el fin de obtener una relacién mas directa entre
la densidad y el potencial. De esta manera, el potencial gravitacional se puede expresar

como
45GMnm 15GMnm , 45GMm ,

128a 64a | 128a
El potencial efectivo en un sistema de referencia en rotacion, con velocidad angular €2,

esta dado por

o =— (3.42)

P, =0 — 10%a*(1 —n?). (3.43)
Para calcular el potencial relativo-efectivo, ¥, = &y, — ., se define por conveniencia
®g. = O.(n = 0) obteniendo

_ 45GMn ,  15GMm — 32a°Q°

. = . 3.44
280 1 64a 1 (3.44)
Por otra parte, la densidad superficial del disco, dada por (3.19)) cuando m = 2, es
5M
Y =3®n = 3.45
=5 (3.45)

Evidentemente, el problema de expresar a ¥ como funcion de W, es equivalente a resolver
la ecuacién ([3.44]) para despejar n en funcién de V., que para este caso corresponde a
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una ecuacion cuadratica. Escribimos el potencial como

U, = (k1n® + K2)? + ks, (3.46)
donde las constantes k1, k2 y k3 estan dadas por
A5GM T
=\ — 3.47
" 1280 (3.47)

128a  15G M — 32a°Q2
=/ 4
2 A5GMn 1284 ’ (3:48)

128a¢ [ 15GM7 — 324302\
iy = ——C T ocd . (3.49)
45GMr 128a
Despejando n? de la ecuacién (3.46)), se obtiene
VU — Fs —
p=Y 2" Rl (3.50)
R1
Ahora, de las ecuaciones (3.45)) y (3.50) se llega a la relacion
3/2
5 =5 (”De_’“_”?) . (3.51)
R1

Finalmente, utilizando la ecuacién ([2.40) cuando n = 0, se obtiene la parte par de la
funcién de distribucion, en el sistema de referencia en rotacion:

o 38® T — ke
fol€) = —5 , : (3.52)
87ml/ € — K3
Retornando al sistema de referencia original, se obtiene
1/2
32(2) \/8 + QLz — %QQCLQ — R3 — Rg
e, L, 3.53
f2( ) 87T/€3/2 €+QLZ—%QQG2—/€3 ( )

Al igual que en el caso m = 1, resulta conveniente hallar una DF que represente un
estado mas probable de rotacién. Entonces, por medio de la ecuacién (1.63)), podemos

escribir
2f2+(€ L )

Fale, 1) = S2EE ),

(3.54)

Podemos ver el comportamiento de estas DFs en la figura 3.8/ En (a) y (b) se mues-
tran los contornos de (3.53)) para dos estados rotacionales diferentes. En general, se
observa que la DF es maxima en una diagonal cerca a la zona de probabilidad cero y
la probabilidad decrece a medida que € aumenta, de manera similar al caso mostrado
en la figura 3.6 Ademds, a medida que (2 se incrementa, la inclinacién de las franjas
aumenta y la DF varia mas répidamente originando bandas mas angostas. En (c¢) y (d)
se muestran los contornos de para diferentes valores del parametro «, mostrando

un comportamiento similar a f .
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Figura 3.8: En (a) y (b) se muestran los contornos de f> dados por (3.53), para Q = 7/10y Q = 7 /5,
respectivamente. Las figuras restantes representan los contornos de fo, dados por 1) para ) = 7/10
y (¢) a =0,1; (d) @ = 5. Las zonas claras representan mayor probabilidad.
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3.4.3. Casom =3

El tercer modelo correspondiente a la familia de discos generalizados de Kalnajs co-
rresponde al potencial gravitacional dado por (3.17) cuando m = 3. En este caso,
calculamos el potencial relativo-efectivo de la misma forma que se hizo en la seccion

y el resultado es:
175GMn ¢ 106GM7 , 105GMm — 256a°Q*

v, = )
5120 1 " 5120 1T 512a (3.55)
Asi mismo, la densidad superficial para este modelo dada por (3.19) cuando m = 3, es
™™
Y =20 = 5. 3.56
=g (3.56)

El problema en este caso consiste en solucionar la ecuacion ciibica dada por , para
encontrar 1(¥.) y de esta manera, poder expresar (W, ). La ecuacién ctbica puede ser
solucionada de manera exacta mediante métodos analiticos, aunque sus soluciones son
tan complicadas que en este caso serian de poca utilidad. Afortunadamente, todavia
tenemos el parametro €) libre, de tal forma que al escoger un sistema de referencia
adecuado se simplificaria el problema en consideracion. Entonces, podemos ver que es

posible escribir (3.55) como
We(n) = (k1”4 K2)® + ks, (3.57)
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donde k1, ko y k3 son las constantes

175G M\ V3
“l—(mT) : (3.58)
512 \ 7 105G M~
_ 3.59
"2 (175GM7T) 15360’ (3:59)
TGMm
_ 3.60
"3 2560a ’ (3.60)

y €2 debe ser escogido como
21GM~
Q=% = (3.61)

Ahora, reemplazando (3.56)) en (3.57)) se obtiene

5, =3O <( ) “2) , (3.62)

R1

y utilizando la ecuacién (2.40) cuando n = 0, se obtiene la parte par de la funcién de
distribucion, en el sistema de referencia en rotacion:

() )

127522 (¢! — k3)?/3

f3(€)

(3.63)

Retornando al sistema original, el resultado es:

5x® ((e+ QL. — Q%a?/2 — k)3 — /4;2)3/2

fa(e, Ls) =
s 12762 (e + QL, — 02a2/2 — k3)*?

: (3.64)

mientras que la respectiva DF con méaxima entropia es:

fole, 1) = 2 o) (3.65)

En la figura se muestra el comportamiento de estas DFs. En (a) se grafican los
contornos de f3, mientras que en las figuras (b), (¢) y (d) se muestran los contornos de
fg para diferentes valores de a. Podemos ver que el comportamiento de estas DF's es
contrario a los casos anteriores; la probabilidad de encontrar estrellas con cierta energia
aumenta a medida que la energia relativa se incrementa. Por otra parte, el papel del
pardmetro « es el mismo, pues como se estudié en la seccién [I.7] es una caracteristica
comun de las DFs con maxima entropia.
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(@)

Figura 3.9: En (a) se muestran los contornos de f3 dados por (3.64), tomando el valor positivo de
Q. Las figuras restantes representan los contornos de fs, dados por (3.65), para (b) a = 10; (¢) o = 1;

(d) @ = 0,1. Las zonas claras representan mayor probabilidad.
3.4.4. Casom=4

El cuarto modelo de la familia de discos generalizados de Kalnajs es similar al caso
m = 3. El potencial gravitacional esta dado por (3.17)) cuando m = 4, y el potencial
relativo-efectivo resulta ser

_ 1025GMr o 15T5GMr o 2835GMr 157G M — 40960’
¢~ T 32768q 8192¢ " T 163840 81924

La densidad superficial para este modelo, dada por (3.19) cuando m = 4, es

n*. (3.66)

9M
= n'. (3.67)

2ma?

Entonces, para solucionar el problema debemos invertir , que en este caso es
una ecuacién cudrtica. Esta es la ecuacién polinémica de mas alto orden que tiene
solucion analitica, sin embargo, como en el caso de la ecuacion cubica, la solucion
general resultaria bastante complicada. Podemos utilizar el parametro {2 para simplificar
el problema y obtener una ecuaciéon cuértica cuasi simétrica. En este caso, podemos
escribir el potencial relativo-efectivo de la forma

U, = ((mn? + r2)? + r3)” + K, (3.68)
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donde k1, Ko, K3 V k4 son las constantes

11025G M7\ V4
1_( 32763a ) ’ (369)
([ 32168a \** 1575GMn (3.70)
27\ 11025G M~ 32768a '
[ 32768a \'* 135G M~ (3.71)
>\ 11025G M~ 2048a '
25281G M n
— el 3.72
i 16056320 ° (3.72)

y £ debe ser escogido como
[135G M7

Entonces, de las ecuaciones (3.68)) y (3.67]), se obtiene

7/2
((\Ije _ M)l/z _ /<;3)1/2 B @]

¥, =3 (3.74)

R1

y mediante la ecuacién (2.40) cuando n = 0, obtenemos la parte par de la funcién de
distribucién correspondiente al sistema de referencia en rotacién:

1/2 5/2
| (€= r =)

fa(e) = 7 (3.75)
167&%1/2 [((e’ S Ii3> (¢! — m4)]
Con esto, la funcién de distribucion en el sistema de referencia original resulta
75 g(e, L) — kol
f4(6, Lz) — 7/2 [g( )2 2] , (376)
167k, " g(e, Lz)[g* (e, Lz) + ks]
donde
g(e, L) = \/\/5 + QL, — Q%a%/2 — ky — k3. (3.77)

Ademads, de manera similar a los casos anteriores, resulta conveniente formular otra
DF que represente un estado de rotacién mas probable. Entonces, haciendo uso del
principio de maxima entropia se obtiene

_ 2f 4+ (6’ LZ)

La figura muestra el comportamiento de estas DFs. En la figura (a) se grafican los
contornos de fy, mientras que las figuras (b), (¢) y (d) representan los contornos de f;
para diferentes valores de . Como se puede observar, el comportamiento es similar al
caso m = 3, mostrado en la figura [3.9]
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Figura 3.10: En (a) se muestran los contornos de f4~dados por || tomando el valor positivo de
Q. Las figuras restantes representan los contornos de fy, dados por (3.78), para (b) a=10; (¢c) a = 1;
(d) @ = 0,1. Las zonas claras representan mayor probabilidad.

3.5 Nuevos modelos

En general, para los discos generalizados de Kalnajs observamos que no es posible
encontrar la funcién de distribucion respectiva, para discos con m > 5, debido a la
complejidad asociada a la forma del potencial gravitacional. En ese caso, vimos que el
potencial es un polinomio de n? de grado m, mientras que la densidad superficial es una
potencia de 7, razén por la cual, para hallar () era necesario invertir una ecuacién de
orden m y esto solo es posible en los 4 primeros casos. Pero ;qué pasaria si sucediera lo
contrario? Es decir, ;qué pasaria si el potencial fuera una simple potencia de 77, mientras
que la densidad fuera un polinomio? En este caso, la relacién (W) serfa inmediata y el
calculo de la funcién de distribuciéon muy simple. En esta seccion formularemos nuevos
modelos que cumplan con esta caracteristica, y veremos que esto es posible mediante
combinaciones lineales de los discos generalizados de Kalnajs.

3.5.1. Formulacion de los modelos

La teoria de la gravitacion Newtoniana tiene la caracteristica particular de que todas sus
ecuaciones fundamentales son lineales, de tal forma que si conocemos algunas soluciones,
entonces combinaciones lineales entre ellas también seran soluciones. En particular,
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si combinamos apropiadamente los n primeros discos de Kalnajs, es posible obtener
un potencial gravitacional de la forma Kn?", de tal manera que se anulen las demés
potencias de 7.

Para comenzar, partimos del potencial correspondiente a los discos generalizados de
Kalnajs:

Dy (n) = — Z ConG2n(0) Pan(1). (3.79)
n=0
Expresando los polinomios de Legendre mediante una suma de potencias de n [I], se

tiene que
n

—1)"(4n — 2r)! om—2r
Pay(n) = Zo 22”7”5(27@)—( 2T)!(2n)— T)!n ’ (3.80)

r=
y de esta manera, el potencial queda

m n

U 4TL - 27’)'02nq2n( 2 2 2n—2
n—2r __ m“ n r’ 3.81
nz: — 22"r‘ 2n — 2r)!(2n — nz; — 1 (3:81)

donde A, son las constantes dadas por

(—1)7"(471 — 2T)'02nq2n(0>

App = .
22np1(2n — 2r)1(2n — 1)!

(3.82)

El potencial relativo, ¥ = ®; — &, se calcula tomando a ®; como el maximo valor que
puede tomar ®. Esto se da precisamente en el borde del disco, y por lo tanto

—_

n—

U (n) = Ppu( = 0) + i i Ay = i A2 (3.83)

n=0 r=0 n=1r

Il
o

Ahora, escogemos combinaciones lineales de estos discos, de tal forma que el nuevo
potencial relativo, ¥,,, tenga la forma

= BuU, = Ayon™™. (3.84)

n=1

La densidad superficial correspondiente a estos nuevos modelos seria

ZB n(mpr=t) (3.85)

y mediante el uso de la ecuacién (3.84)), la densidad ([3.85)) se podria reescribir como

ZBZ W,y [ Apg) 2D/ (3.86)
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De esta forma, las funciones de distribucién de los modelos, calculadas mediante la

férmula ([2.8)), serian

1 Z""‘:anc” (2n — 1)A Br-1/em)

—(2n— 1)/(2m) (387)

f m+ 47Tm
n=1

Pasaremos ahora a calcular los coeficientes tales que se satisfaga la relacién (3.84)).

3.5.2. Calculo de B,

El potencial relativo de los discos generalizados de Kalnajs, en términos de los polino-
mios de Legendre es

U () = =Y Contan(0) Pan(0 +§}%%1f% =Y CuPoln), (383
n=0 n=0 n=0
donde las constantes C, estén dadas por
Cr = Conan(0) — Son Z C92:(0) Py;(0), (3.89)

=0

siendo dy, el delta de Kronecker. Mediante la ecuacion (3.84)), el potencial relativo de
los nuevos modelos queda

\ijm = Z Z Bnéipm'(n) = Z DnPZn(n)' (3'90)

Dy, = BpCp, (3.91a)

D1 = ByCoi 4 Br1Crn1, (3.91b)

Dy = BnCrn—z + Bim—1Crs + By oCin s, (3.91c)
~ k

Dy = Cok Y_ B (3.91d)

Entonces, haciendo el cambio de indices n = m — k, se obtiene

=C, Y By (3.92)

1=0
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Ahora, dado que
> Dy Pau(n) = Aon®™, (3.93)
n=0

por medio de las propiedades de ortogonalidad de los polinomios de Legendre [I] se
obtiene

dn+1 [,
A (3.94)

1

Al resolver la integral [4], las constantes quedan

T /2(4n + 1)I(2m + 1)

D, = A,
’ 2201 +m—n)l(m+n+ 32)

. (3.95)

Para recobrar las constantes B,,, procedemos por recurrencia. De esta manera, de la

ecuacion ([3.91al) se obtiene B,,; de (3.91b)) se obtiene B,, 1, y asi sucesivamente. En
general, se observa que

D,
B, =-=22=1, (3.96a)
Cm
Dy
B = =21 — B, (3.96b)
Cm—l
Dy
By = =22 — B, — Bp_1, (3.96¢)
m—2
D k—1
By =—=""%~=> "By paa k>1. (3.96d)
m—k =0

Entonces, haciendo el cambio de indices n = m — k, se obtiene finalmente

m—n—1
D,
B,=—="~ Y Bp. para n<m-—1 (3.97)
n 1=0

En la tabla|3.1|se muestran los coeficientes B,, correspondientes a los 4 primeros modelos
construidos como combinaciones lineales de los discos generalizados de Kalnajs. Para
m = 2 se combinan los dos primeros discos, para m = 3 se combinan los tres primeros
discos, y asi sucesivamente.

En general, se observa que los coeficientes B,, para n < m son negativos, y esto resulta
razonable, ya que los coeficientes se eligen de tal forma que en el potencial relativo se
cancelen las potencias de n?® para n < m. Aunque al parecer, el problema correspon-
diente a la formulacion de los nuevos modelos esta solucionado, la densidad superficial
correspondiente a tales modelos tiene el defecto de tener zonas negativas y por tanto,
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m B, B, Bs B4 Bs
2 _5/8 1

3 —35/192 —7/12 1

4| —105/1024 | —21/128 | —9/16 1

5 | —1155/16384 | —231/2560 | —99/640 | —11/20 | 1

Tabla 3.1: Constantes B,, para los 4 primeros modelos.

no se pueden considerar como modelos reales. En la figura se muestra el compor-
tamiento no deseado de la densidad superficial correspondiente a los nuevos modelos.
Sin embargo, veremos que es posible solucionar este inconveniente modificando algu-
nos coeficientes, y aun asi, siendo factible el cédlculo de las funciones de distribucién
respectivas.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
R

Figura 3.11: Densidad superficial de masa para los 4 primeros discos. Los modelos presentan una
zona de densidad negativa y por lo tanto no describen sistemas reales.

3.5.3. Correccion del coeficiente B;

Una posibilidad simple para corregir los modelos consiste en modificar el coeficiente By,
que corresponde al término relacionado con el primer disco de Kalnajs. Este disco, en
particular, tiene la caracteristica de que el comportamiento de su densidad superficial
cuando R — a es diferente al del resto de los discos. Observamos que

an E((:m) ( R2>m3/2

m = T dm R{1- g

{ —o0 cuando m = 1,

0 cuando m > 2. (3.98)
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Entonces, la densidad superficial de los discos de Kalnajs tiende asintéticamente a 0
cuando m > 2, caso que no se da para el primer disco (este comportamiento se puede
observar claramente en la figura [A.1]).

Asi, resulta evidente que existe una constante Binin, tal que al multiplicar la densidad
del primer disco por dicha constante o un valor superior, se obtiene una funcién que es
mayor que cualquier combinacion lineal de las densidades correspondientes al resto de
los discos, en el rango 0 < R < a. En nuestro caso particular, tenemos que la densidad
superficial puede ser escrita como

2

} R 1/2 m R2 n—1/2
Ym(R, By) = B;xY (1 - —) +Y Bz (1 - ) , (3.99)
n=1

a? a?

donde los B,, para n > 2 estan dados por (3.97)). Entonces, segin la figura [3.11] para
garantizar que la densidad sea siempre positiva debemos solucionar el siguiente sistema
de ecuaciones:

dE(R7£ﬁmm) o
— =0, (3.100)
R=Rnin
> (Rumin, Bimin) = 0. (3.101)

La ecuacién garantiza que la densidad superficial tenga un minimo en By, =
Binin ¥ R = Ry, mientras que la ecuacion (3.101]) garantiza que ese minimo sea cero.
La solucién numérica de este sistema de ecuaciones arroja los valores mostrados en la
tabla (3.2}, para los 4 primeros modelos.

m Bimin B2 B; B4 Bs
2 0 1

3 | 0,101273 —7/12 1

4 10,128014 | —21/128 —9/16 1

5 | 0,143207 | —231/2560 | —99/640 | —1/20 | 1

Tabla 3.2: Constantes B,, corregidas, para los 4 primeros modelos.

En la figura|3.12] se grafican las densidades correspondientes a los 4 primeros modelos,
para diferentes valores de B; mayores que Binin. En general, se observa que la masa se
va concentrando en el centro a medida que m aumenta.

Ademas de esto, resulta interesante analizar otras propiedades importantes de los mo-
delos. Aparte de la densidad, una cantidad cominmente utilizada para caracterizar a
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@ (b)

Figura 3.12: Densidad superficial de los 4 primeros discos: (a) m = 2, (b) m = 3, (c) m = 4, (d)
m = 5. Las graficas corresponden a diferentes valores de By, comenzando por Bipin y con incrementos
de 0,05.

los sistemas estelares es la velocidad circular V.(R), también llamada curva de rotacion,
definida como la velocidad tangencial de las estrellas que describen orbitas circulares.
Para un potencial gravitacional dado, ®, es posible calcular V, a través de la relacion|[6]

oD
2 _
v _R(8R>Z:0' (3.102)

Las curvas de rotacion correspondientes a los cuatro primeros modelos se muestran en la
figura|3.13| Para By = By, las curvas presentan un maximo, y luego decaen a un valor
constante, el cual es un comportamiento similar al presentado por los discos generali-
zados de Kalnajs (ver figura . Ademads, a medida que m se incrementa, el maximo
de la curva se presenta en un radio menor. En el caso que B; se hace arbitrariamente
grande, la curva de rotaciéon tiende a una linea recta, predominando el término que co-
rresponde al primer disco de Kalnajs. Por otra parte, para valores intermedios de B; se
presenta un caso interesante: las curvas de rotacion suben a un maximo y se mantienen
aproximadamente constantes. En este caso, los modelos adquieren un particular interés
fisico, debido a que este es el comportamiento mas comuin obtenido observacionalmente,
en el caso de galaxias. Los primeros modelos tedricos de galaxias no presentaban este
comportamiento particular y esta fue una de las razones para considerar la existencia
de la llamada materia oscura.
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Figura 3.13: Curvas de rotacién para los 4 primeros discos: (a) m = 2, (b) m = 3, (¢) m = 4, (d)
m = 5. Las graficas corresponden a diferentes valores de By, comenzando por Bipin y con incrementos
de 0,05.

3.5.4. Funciones de distribucién

Debido a la correccion del coeficiente By, las funciones de distribucion dadas por (3.87))
dejan de ser validas. No obstante, el calculo de dichas funciones sigue siendo particu-
larmente sencillo al trabajar en un sistema de referencia apropiado.

Habiamos visto que para un B} dado por la formula de recurrencia (3.97)), el potencial
relativo resultaba ser

U, = BiUy + Y By, = Apon™.

(3.103)
n=2
Entonces, al considerar un B; diferente, el potencial relativo queda
U, = BiU 4+ Y B, = A on®™ + (B, — By,
Y ; o (B = Bl (3.104)

= Am(ﬂ]2m + %(Bl — BI)Q%G?T]Q,

donde Qy = [37GM/(4a*)]/?, definido previamente en la seccién [3.4.1]
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Ahora, consideremos un sistema de referencia en rotacion, con velocidad angular €2. En
este sistema, el potencial efectivo estd dado por

D, =P — 1R’ =D+ 1% (n* - 1), (3.105)
de manera que el potencial relativo-efectivo, al escoger las constantes apropiadas, queda
o = Apon®™ + 1 1(B1 — B))Qga’n® — 3%’y (3.106)

Entonces, para cancelar los términos de n?, escogemos €2 tal que
Q = +00/B, — B}, (3.107)

con lo que (3.106|) se reduce a 3
Ve = Apon®™™, (3.108)

y la relacién entre la densidad y el potencial relativo-efectivo queda

ZB S (W ) Apno) 21D/ 2m), (3.109)

Por dltimo, utilizando la férmula (2.8]), cuando m = 0, calculamos las funciones de
distribucién de los modelos, en el marco de referencia en rotacion:

1 i’”‘: B2 (2n — 1) A, Gr D/

g/1—(2n— 1)/(2m)

fm-i— (5,) =

3.110
4dmm ( )

n—

Para pasar al marco de referencia original, hacemos el cambio de variable &/ — ¢ +
QL, — %92(12, obteniendo

m n)
1 (2n —1
fm(e, L
47%% e+ QL. — 102a2)"

)A—(Qn—l)/(2m)

e CTEyierm (3.111)

En la tabla [3.3] se muestran las DFs explicitas para los 4 primeros modelos asi como

las €2 respectivas dadas por (3.107)).

Cabe mencionar que las DF's obtenidas mediante , para los casos m > 3, pueden
resultar negativas en algunas zonas del espacio de fase que se encuentran el dominio
fisico de interés. Para evitar este inconveniente, es necesario imponer una condicion
adicional sobre las constantes B, de tal forma que la funciéon de distribucién quede
bien definida. Entonces, planteamos el siguiente sistema de ecuaciones

dfm<J Blmln)

=0 3.112
-~ 7 (3112)

S (Jins Blin) = 0. (3.113)
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La ecuacién (3.112)) garantiza que la DF tenga un minimo en By = B}, v R = Ruin,
mientras que la ecuacion (3.113)) garantiza que ese minimo sea cero. La solucion numéri-
ca de este sistema de ecuaciones arroja los valores mostrados en la tabla [3.4] para los

modelos correspondientes a m = 3,4, 5.

B/

1min

0,287827
0,381061

m
3 | 0,182292
4
5

Tabla 3.4: Constantes B}, ;, para m = 3,4, 5.

Entonces, tomando estos valores como limite inferior para By, las funciones de distribu-
cion dadas por quedan definidas positivamente en el dominio fisico del espacio
de fase. La figura [3.14] muestra las graficas de las DFs en funcion de la integral de
Jacobi, para diferentes valores de Blﬁ En general, se observa que la probabilidad es
maxima para valores pequenos de J, y tiende a constante a medida que J se incremen-
ta. Ademads, en los casos m > 3 se observa que para valores de B; cercanos a Bj,,;, la
probabilidad tiene un minimo en J & Jy,, v es cero para By = B} ;. en J = Jy, en
concordancia con las ecuaciones (3.112)) y (3.113]).

Por otra parte, resulta conveniente formular nuevas funciones de distribucion que corres-
pondan a estados de rotaciéon mas probable. De igual forma que los casos previamente
estudiados, tomamos la parte par de las DFs dadas por , y mediante el principio
de maxima entropia obtenemos

fmle, L) = % (3.114)

En la figura [3.15] se muestra el comportamiento de las DFs dadas por (8.114). En (a) y
(b) se grafican los contornos correspondientes al caso m = 2, variando el parametro .
En (c) y (d) se grafican los contornos correspondientes al caso m = 3 con By ~ Bj, .,
para los mismos valores de a. El comportamiento de las DFs para los demas casos es
similar al mostrado en estas figuras: cuando By > Bj los contornos son similares

1min>
a (a) y (b), mientras que si By ~ Bj,,,, los contornos son similares a (c¢) y (d), en
concordancia con la figura [3.14]

8En este caso no se grafican los contornos de las DFs ya que al depender de la integral de Jacobi,
el resultado serfa una serie de franjas rectas, similar a las mostradas en la figura
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Figura 3.14: Funciones de distribucién en funcién de la integral de Jacobi, correspondientes a los 4
primeros modelos: (a) m = 2, (b) m = 3, (¢) m =4, (d) m = 5. Las graficas corresponden a diferentes
valores de By, comenzando por B}, ;, v con incrementos de 0,05.

Figura 3.15: Contornos de f,,, dados por (3.114), para m = 2, B; = 0,1 y (a) a = 1; (b) a = 10.
También se muestra el caso m =3 con By = 0,2y (¢) a = 1; (d) a = 10. Las zonas claras representan
mayor probabilidad.



CONCLUSIONES

En este trabajo se estudio el problema referente a la construccion modelos autoconsis-
tentes de sistemas estelares; es decir, modelos con potencial gravitacional, densidad de
masa y funcién de distribucién consistentes entre si por medio de la ecuacién de Pois-
son y la ecuacién de Boltzmann sin colisiones. Para hacer esto, se dividié el contenido
del trabajo en tres capitulos fundamentales, cada uno de los cuales con resultados y
conclusiones independientes.

Como primer paso, se estudié la teoria basica que describe el comportamiento estadistico
de los sistemas estelares de muchas particulas, y en particular, aquellos que presentan
simetria axial. De este estudio se puede concluir lo siguiente:

1. La ecuacién de Boltzmann sin colisiones describe acertadamente la evolucién de
sistemas estelares con tiempo libre medio y tiempo de relajacién arbitrariamente
grandes. Ademads, ésta puede ser interpretada como una ecuacién de continuidad
para la funcién de distribucién, en el espacio de fase 6-dimensional.

2. Para sistemas que se encuentran en estados de equilibrio, la funcién de distribu-
cién depende de las coordenadas del espacio de fase unicamente a través de las
dos integrales de movimiento clésicas; es decir, la energia y el momento angular
respecto al eje de simetria.

3. La parte par de la funcion de distribucién, respecto al momento angular, esta de-
terminada por el par potencial-densidad y para hallarla se debe solucionar la
ecuacion fundamental. En el caso de sistemas tridimensionales dicha ecuacién
esta dada por , mientras que en el caso de sistemas planos la ecuacién equi-

valente es (|1.48]).

4. La parte impar de la funcion de distribucion depende del estado particular de
rotacién en el sistema y por lo tanto, no se puede determinar a partir del par
potencial-densidad. En este caso, utilizando el principio de maxima entropia fue
posible determinar la funcién que representa el estado mas probable, obteniendo

la DF dada por (1.63)).
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En segunda instancia, se elabor6 un desarrollo tedrico, en el cual se introdujo un nuevo
formalismo para solucionar la ecuacion fundamental. Las técnicas utilizadas involucra-
ron el uso del célculo fraccional, rama de las matematicas que trabaja con operadores
derivada de orden no entero. De éste desarrollo podemos concluir:

1. El método puede ser considerado como una generalizacién de la expansion de
Fricke. Esto representa una caracteristica muy importante, ya que la mayoria de
funciones de distribucién obtenidas hasta la fecha habian sido halladas utilizando
dicho método. Ademads, para valores enteros de «,,, el método es equivalente a
los resultados obtenidos por Jiang & Ossipkov, mientras que el caso «, = 0
correspondiente a la ecuacion es equivalente al método desarrollado por
Kalnajs para sistemas planos.

2. El formalismo utilizado es aplicable tanto a sistemas tridimensionales como a
sistemas planos, lo cual es una ventaja sobre los demés métodos desarrollados.
Ademas, en el caso de sistemas planos no es necesario el calculo de la pseudo-
densidad volumétrica de masa, dada por , que en muchos casos presentaba
complicaciones.

3. Las formulas obtenidas pueden ser aplicadas a una gran variedad de sistemas
estelares, dada la forma genérica de la densidad en términos del potencial y de la
coordenada radial.

4. El uso de derivadas fraccionales muestra una posible conexion de la funcién de
distribucién con funciones fractales. En este punto, surge la importante pregunta
.Sera posible modelar sistemas complejos, en el espacio de fase, mediante geo-
metria fractal?

Por 1ltimo, se analizaron varios casos como aplicaciones de los métodos desarrollados en
el capitulo[2] Los modelos considerados fueron: el modelo logaritmico de Binney, el disco
de Mestel y los 4 primeros discos generalizados de Kalnajs. Ademas, se propusieron una
serie de nuevos modelos como combinacién lineal de los discos de Kalnajs, conformando
una familia infinita de modelos autoconsistentes, dado que en este caso fue factible el
calculo de las funciones de distribucién respectivas. De éste capitulo se puede concluir
lo siguiente:

1. En general, el pardmetro « correspondiente a los modelos con entropia maxima,
determina la rotacion del sistema; a medida que se aumenta «, la probabilidad
de encontrar estrellas con un L, grande también se incrementa. Cuando « es
negativo se presenta un caso similar; a medida que « disminuye, la probabilidad
de encontrar estrellas con L, menor se va incrementando.

2. Para el modelo logaritmico de Binney, en el caso oblato, hay una gran probabilidad
de encontrar estrellas con L, grande en valor absoluto. En el caso prolato sucede
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lo contrario, pues la probabilidad es mayor en el caso de que las estrellas tengan
L, de 6rdenes bajos.

. Los parametros vy del modelo de Binney y v, del disco de Mestel juegan papeles
similares. Estos determinan la taza de cambio de la funcién de distribucion, de
manera que los contornos se acercan a medida que vy decrece, o éstos se separan
a medida que vy aumenta. Lo mismo sucede en el caso de v,.

. A medida que se incrementa el parametro m, correspondiente al disco de Mes-
tel, la probabilidad de encontrar estrellas con L, grande en magnitud también
se incrementa, mientras que la probabilidad de encontrar estrellas con L, pe-
queno disminuye. Este comportamiento es similar al presentado en el caso oblato
correspondiente al modelo de Binney.

. En el caso de los discos generalizados de Kalnajs solo es posible encontrar las DF's
respectivas, en funcion de la integral de Jacobi, para los 4 primeros modelos. Esto
se debe a que, para hacer esto, se debe invertir una ecuacién polinémica de orden
m, lo cual es posible iinicamente para los 4 primeros casos.

. Es posible construir nuevos modelos estelares, como combinacion lineal de modelos
existentes. De esta forma, si se combinan apropiadamente ciertos modelos, se
simplifica el calculo de la funcién de distribucién y los modelos construidos quedan
automaticamente autoconsistentes.

. Las densidades obtenidas para los nuevos modelos presentan un comportamiento
que concuerda con los datos observacionales para la mayoria de galaxias: tienen
un maximo en R = 0, decrecen, y se anulan en el borde de la galaxia.

. Las curvas de rotacién de los nuevos modelos, para ciertos valores de By, presentan
un comportamiento mas realista que las curvas correspondientes a los discos gene-
ralizados de Kalnajs. Estas aumentan con el radio hasta cierto punto y finalmente
permanecen en un rango aproximadamente constantes.

Ademas, cabe mencionar que las curvas de rotacion mostradas en la figura |3.13, con-
cuerdan aproximadamente con las curvas obtenidas para las galaxias (a) UGC 6399,
(b) NGC 5585, (c) NGC 4088, (d) NGC 4448 [7]. Para un ajuste preciso, seria necesario
comparar las curvas dadas por la observacion con las curvas tedricas, y minimizar el
error mediante el método de minimos cuadrados para determinar las constantes M y

Los resultados del presente proyecto de investigacion condujeron a la redaccion de tres
articulos distribuidos de la siguiente manera:

s “PFractional derivative approach to the self-gravitation equation” En este articulo
se muestran los desarrollos referentes a la solucién de la ecuaciéon fundamental,
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formalismo introducido en el capitulo 2| y como ejemplos se muestran los casos
correspondientes al potencial logaritmico de Binney y al disco de Mestel.

= “Two-integral distribution function for generalizad Kalnajs discs” En este articulo
se obtienen las funciones de distribucion para los 4 primeros discos generalizados
de Kalnajs, de manera similar al procedimiento efectuado en la seccion (3.4l

s “An infinite family of self-consistent models for axisymmetric flat galazies” En
este articulo se presentan los nuevos modelos, desarrollados en la seccion |3.5| se
calculan las funciones de distribucién y se realiza un anélisis mas detallado de
la cinematica de particulas alrededor de los modelos, caos y estabilidad de las
orbitas circulares.

En el momento, el segundo articulo ha sido sometido a la revista “Monthly Notices
of the Royal Astronomical Society”, mientras que los otros dos atin se encuentran en
proceso de edicién, a fin de ser sometidos a revistas internacionales.



APENDICES

A.1 La expansion de Fricke

Fricke (1951) propuso que la forma de las funciones de distribucién para a sistemas
axialmente simétricos eran productos entre potencias de ¢ y L, [I5]. Se emplea el
término componente de Fricke para denotar la parte de la DF que tiene la forma
eP L% donde el 2 en el exponente de L, garantiza que la componente es par respecto a

L. De acuerdo a la ecuacién (|1.43)) la densidad es

47 )4 Ry/2(V—¢)
p(R,z) = E/ P / L?*dL. | de. (A1)
0 0

Al hacer la integral sobre L, y cambiar la segunda variable de integracién a = = &/,
se obtiene

2a+5/2
p(R,z) =

1
P 17rR2a\I/°‘+’8+3/2/ x’@(l — x)a“/de

«
0 (A.2)

— 204+3/2F(ﬁ + 1)F(C¥ + %)ﬂ_RQOc\I]OH‘ﬂ'Fg/Q

FB+a+2) ’

para « > —1/2y 3 > —1. Entonces, la densidad correspondiente a una componente de
Fricke es una potencia de R multiplicada por una potencia de W. Por comodidad, se

emplea (A.2)) en la forma
2~ (3213 + 1
p=R¥TV & f-= (6+1)

[2az8-a=32 A3
(o + %)F(ﬁ —a— %) (A-3)

para o > —1/2y f>n+1/2.

A.2 El método de Jiang & Ossipkov

Jiang & Ossipkov (2007) propusieron funciones de distribucién para sistemas axialmente
simétricos como productos entre potencias de L? y funciones dependientes de ¢ [28].
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Expandiendo p(¥, R) en series de potencias de R? se puede escribir

p(U.R) = 3 B"5,(0). (A4)

Suponiendo que la funcion de distribucién es de la forma

k
fale L) = L2hy(e), (A.5)
n=0
por la ecuacién fundamental ([1.43) se puede ver que
k k
47T2n+1/2R2n v
R™p, (V) = —/ B (£)(W — &)1/ 2de, A6
>R (0) =3 T [ e ) (A6)
al hacer la integral respecto a L,. Comparando término a término, se llega a
47T2n+1/2 v
(W) = ——— [ h,(e) (¥ — )"/ 2de. AT
) = G [ e v = o (A7)

Se asume que (d7p, (¥)/d¥/)g_y = 0 para todo j € {0,1,...,n} y todon € {0,1,..., k}.
Entonces, derivando n + 1 veces respecto a W y utilizando la ecuacion integral de Abel
[, se llega a

1 d [2d™p,(T) AP
hao(e) = = : A8
(©) (27)322°T(n + 1) de /0 AU -0 (A.8)

paran =0,1,..., k. Por lo tanto, la funcién de distribuciéon queda

k

1 L d (fd"p, () dv
L) — z a A9
fi(e, Ly) (27‘(’)3/2 Z 27T (n + %) de /0 don+l e @ ( )

Paran = 0, la ecuacién (A.9) se reduce al caso de Eddington [11]; ademas, si g, (¥) = WUk
el resultado es equivalente a la componente de Fricke [15], cuando n es entero.

n=0

A.3 La derivada fraccional

En célculo diferencial, se define la primera derivada de una funcién por medio de un
limite apropiado, el cual representa la razén de cambio de dicha funciéon. También
se definen las derivadas sucesivas enteras de una funcién: segunda derivada, tercera
derivada, etc. Sin embargo, es posible concebir tedricamente, en lugar de la primera
derivada de una funcién, una derivada de orden no entero, utilizando para ello técnicas
especiales.
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La historia del concepto referente una derivada de orden no entero se remonta al na-
cimiento mismo del célculo diferencial [49]. A finales del siglo XVII, G. W. Leibniz,
filésofo y creador del calculo moderno, propuso la existencia de la derivada de orden
1/2 y plante6 su posible significado. Sin embargo, la primera investigacién rigurosa
fue realizada por primera vez por Liouville en una serie de articulos entre 1832-1837,
en donde esbozé los primeros avances relacionados con operadores fraccionales. Mas
adelante, nuevas investigaciones y desarrollos efectuados entre otros por Riemann, con-
dujeron a la construccién del operador fraccional de Riemann-Liouville, el cual ha sido
la piedra angular del calculo fraccional desde entonces.

Antes de Liouville and Riemann, Euler realizé el primer paso en el estudio de la inte-
gracion fraccional. El estudié el caso simple correspondiente a integrales fraccionales de
monomios de orden real; se ha dicho que esto lo condujo a la construccién de la funciéon
gamma, la cual generaliza el operador factorial para valores reales. Los resultados obte-
nidos por Liouville fueron retomados mas adelante por el matematico sueco Holmgren,
quien en 1865 realizé importantes contribuciones en el desarrollo del calculo fraccional.
Sin embargo, fue Riemann quien dio la forma final al operador derivada fraccional,
haciéndolo mucho mas 1til que sus predecesores.

En la actualidad, aunque existen diferentes formas y definiciones equivalentes del ope-
rador fraccional, el operador de Riemann-Liouville es atin el mas utilizado al efectuar
derivadas de orden fraccional. Este operador esta dado por

n+o ) = 1 dn+1 v f(y)
D F10) = 5 et |, ] 0

donde 0 < a < 1y n es cualquier nimero natural. En la tabla se muestran las
derivadas fraccionales correspondientes a las funciones mas comunes.

() D3 f(x)

c Clct+l) e—a
x Tc—atD T
ecx Caecx

sin(cx) | c*sin(cr + %)

cos(cx) | ¢* cos(cx + %)

Tabla A.1l: Derivadas fraccionales bésicas.

Por otra parte, la derivada fraccional conserva dos de las propiedades fundamentales
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presentes en las derivadas ordinarias. Estas son, la propiedad de iteracién
Dy f(x) = DI D] f(x), (A.11)
y la propiedad de linealidad
Dg(af(x) +bg(x)) = aDg f(x) + bD7g(x). (A.12)

Para un estudio detallado y riguroso del calculo fraccional ver, por ejemplo, el libro de
Samko, Kilbas & Marichev, “Fractional Integrals and Derivatives: theory and applica-
tions” [49)].

A.4 Los discos generalizados de Kalnajs

El primer paso para obtener modelos planos de sistemas estelares consiste en encontrar
soluciones de la ecuacion de Laplace, que representen el potencial exterior producido
por una fuente, en este caso, caracterizada por la densidad superficial de masa. Para
un potencial con simetria axial, la ecuacién de Laplace se puede escribir como

¢ r
—R L, =0 A13
7 T2 (A.13)

Ademas de esto, se impone la condicién de que el potencial gravitacional tenga simetria
de refleccién con respecto al plano z = 0,

D rr +

O(R,z) = D(R,—2). (A.14)
De esta forma, la derivada 0®/0z satisface la relacion
0P 0P
—(R,—2)=——(R A15
(R, —2) =~ (R.2), (A15)

de acuerdo con la naturaleza atractiva del campo gravitacional. Por otra parte, para
obtener una distribucién superficial de masa, es necesario asumir que 0®/9z no se anula
en el plano z = 0.

Dado un potencial (R, z) con estas caracteristicas, la densidad superficial de masa
Y(R) puede ser obtenida por medio de la ley de Gauss [6]. Entonces, utilizando la

ecuacién (|A.15), se obtiene

S(R) = ﬁ (g—f)zzm | (A.16)

Ahora, para obtener una densidad superficial correspondiente a un disco finito, se im-
ponen las condiciones de contorno
0P

a(R, 0")#£0; R<a, (A.17)
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g—f(R, 07)=0; R>a, (A.18)

de tal forma que la distribuciéon de masa se restrinja al disco z =0, 0 < R < a.

En este punto, se introducen las coordenadas esferoidales oblatas, cuya simetria se adap-
ta de manera natural a la geometria del modelo. Estas coordenadas estan relacionadas
con las coordenadas cilindricas por medio de la relacién [I]:

R=ay/(1+&)(1—1m), (A.19)
z = akn, (A.20)

donde 0 < ¢ <ooy —1<np<1yeneldisco & = 0. En términos de estas coordenadas,
la ecuacién de Laplace se puede escribir como

[(L+&)Pe]  + [(1=n*)2,] =0, (A.21)

y se necesita encontrar soluciones que sean funciones pares de 7, sujetas a las condiciones
de contorno

D ¢(0,m) = F(n), (A.22)
P,(€,0)=0, (A.23)

donde F(n) es una funcién par que puede ser expandida en series de los polinomios de
Legendre en el intervalo —1 <7 <1 [3].

De acuerdo a esto, el potencial gravitacional para el exterior de un disco plano finito
con simetria axial puede ser escrito como [3]:

O(&,m) = =Y Conan(€) Pan(n), (A.24)

n=0

donde Po,, (1) v qon(€) = i2"1Q4,(i€) son los polinomios de Legendre y las funciones de
Legendre de segunda clase, respectivamente, y Cs,, son constantes arbitrarias. Entonces,
la densidad superficial de masa dada por (A.16]) queda

1

n(R) = 2raGn

Z Con(2n + 1)G2n+1(0) Par (1), (A.25)

n=0

mientras que la velocidad circular de los modelos, calculada mediante la ecuacion

(13.102)), satisface la relacion

V) = (= s D Contn( O3 (A.26)

Para que la densidad superficial de masa (A.16|) tenga un comportamiento realista,
se deben satisfacer ciertas condiciones. La densidad superficial debe ser una funcién
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mondtonamente decreciente, con un maximo en el centro del disco, y debe anularse
cuando R = a. Para esto, se imponen las condiciones de contorno

¥(a) =0, (A.27)
E(O) = Ymazs (A28)
y también se requiere que
M = 27r/ Y(R)RAR, (A.29)
0

donde M es la masa total del disco.

Ahora, utilizando la condicién (A.22), la densidad superficial puede ser escrita de la
forma

F(n)
Y(R) = ——F— A.30
(B) = 5t (4.30)
donde F'(n) es una funcién par de 7, creciente en el intervalo 0 <7 < 1, y es tal que
F
lim ﬁ = 0. (A.31)
n—0 7

Por otra parte, se debe imponer la condicion

1
| Fonan ==, (A32)
0
de acuerdo con la ecuacién (|A.29).

Una funcion simple que satisface todos estos requerimientos es

Fln) = @m+ ) > 1 (A.33)

de modo que al escoger esta F'(n) en particular, se obtiene una familia infinita de discos
con densidad superficial de masa dada por

(2m + 1)M (1 R2)m‘1/2

Em(F) = 2mra?

(A.34)

Cuando m = 1, la densidad resultante corresponde al disco de Kalnajs [30], y de esta
manera, esta familia de discos puede ser considerada como una generalizacién del mismo

[19,47). Las figura[A.T muestra la densida superficial dada por (A.34), para los primeros

miembros de la familia.

Ahora, de acuerdo a la ecuacion ([A.25), la funicién F(n) puede ser escrita como

F(n) = Z Koy Pan(n), (A.35)
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Figura A.1: Densidad superficial de masa para los 8 primeros discos generalizados de Kalnajs. La

curva inferior (azul) corresponde a m = 1, mientras que la curva superior (verde) corresponde a m = 8.
La densidad es maxima en R = 0 y decrece monétonamente hasta anularse en R = a.

donde

Los coeficientes Ky, pueden ser obtenidos utilizando la propiedad de ortogonalidad de
los polinomios de Legendre a través de la expresion

dn+1 [1
Ko = — / F(n) Py (n)dn. (A.37)
-1

Al hacer la integral [4], se obtiene

7MG
- 2a

7 2(4n + 1)(2m + D)I(2m + 1)
22mT(1+m — n)(m +n + 2)

Ko , (A.38)

y, utilizando propiedades de la funcién gamma, se obtienen los coeficientes Cs,, de la
ecuacion ((A.36)):

MG /2 (4n +1)(2m + 1)!

Coy,
2 2a [22m(2n + 1)(m — n)!F(m +n+ %)QQn+1(O)

(A.39)

paran < my Csy, =0 para n > m. La figura representa el potencial gravitacional
en el disco, dado por (|A.24) cuando & = 0, mientras que en la figura se muestran
las curvas de rotacién calculadas mediante (A.26]), para los primeros miembros de la
familia.
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Figura A.2: Potencial gravitacional en el disco, para los 8 primeros discos generalizados de Kalnajs.

La curva superior (azul) corresponde a m = 1, mientras que la curva inferior (verde) corresponde a
m = 8. El potencial es minimo en R = 0 y méximo en R = a.
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Figura A.3: Curvas de rotacion correspondientes a los 8 primeros discos generalizados de Kalnajs. La
linea recta (azul) corresponde a m = 1, mientras que la curva superior (verde) corresponde a m = 8.
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