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RESUMEN
TITULO:  f-ESTRUCTURAS EN VARIEDADES BANDERA'

AUTOR: GLADYS PATRICIA ARDILA AMADO™

PALABRAS CLAVES : Variedad bandera, grupos y algebras de Lie, métrica invariante, f-estructura,

digrafos, subalgebra de Cartan.

DESCRIPCION:

El objetivo de este trabajo es hacer una extension de la condicién de variedad (1,2)-simpléctica al
caso en que una f-estructura F es considerada sobre una variedad bandera maximal I, dotada de
una meétrica invariante. Una f-estructura F es un endomorfismo del espacio tangente en un punto de
una variedad, el cual satisface que 72 + F = 0. Este estudio fue motivado por la relacién que existe
entre una f-variedad (1,2)-simpléctica y la existencia de aplicaciones arménicas mediante aplicaciones

holomorfas.

Inicialmente son presentados algunos conceptos preliminares que permiten adentrarse en el lenguaje
de los grupos y algebras de Lie y de las variedades bandera. Se estudia también la relacién entre estruc-
turas casi-complejas y torneos. Posteriormente es considerado el caso especial de la variedad bandera
maximal F(n) asociada al 4lgebra de Lie si(n, C) y se da una descripcion completa de las f-estructuras
invariantes (1,2)-admisibles, analizando los casos F(2), F(3) y F(4), las f-estructuras localmente tran-
sitivas, los digrafos completamente no transitivos y por dltimo se estudia el caso de la variedad bandera
general, para concluir: una f-estructura invariante F sobre F(n) es localmente transitiva si, y solamente

si, ella es (1,2)-admisible, esto es, existe una métrica ds tal que (F(n), A, F) es (1,2)-simpléctica.

Por dltimo se muestran las caracteristicas (subalgebra de Cartan y sistema simple de raices) del algebra
de Lie semisimple de dimension finita B;. También se considera la variedad bandera maximal asociada
a las algebras de Lie de rango menor o igual a tres, con una métrica y una f-estructura invariante, se
demuestra la equivalencia entre localmente transitiva y (1,2)-simpléctica para los casos mencionados

demostrando caso por caso.

“Tesis de Grado
“FACULTAD DE CIENCIAS, ESCUELA DE MATEMATICAS, MAESTRIA EN MATEMATICAS.
Dra. SOFIA PINZON DURAN, Directora.



ABSTRACT

TITLE: f-STRUCTURES ON FLAG MANIFOLD"

AUTHOR: GLADYS PATRICIA ARDILA AMADO™

KEYWORDS: Flag manifolds, Lie groups and algebras, Invariant metric, f-structure, digraphs, Cartan

subalgebra.

DESCRIPTION:

The goal of this work is to make an extent of the condition (1,2)-sympletic to the case in which an f-
structure F is considered on a maximal flag manifold F endowed with an invariant metric. An f-structure
F is an endomorphism of the tangent space at a point of a manifold, which satisfies that 72 + F = 0.
This study was motivated by the relation between an f-manifold (1,2)-sympletic and the existence of
sympletic harmonic applications by holomorphic applications.

Initially, Some preliminary concepts that allow us to get into the language of Lie groups and algebras
and flag manifolds are introduced. Also the relation between almost-complex structures and tournaments
are studied. Then it is considered the special case of the maximal flag manifold F(n) associated with
sl(n,C), endowed with an invariant f-structure F and it is given a complete description of f-structures
F (1,2)-admisibles analyzing cases F(2), F(3) and F(4), the f-structures locally transitives, completely
non-transitive digraphs and the general flag manifold. To conclude: an invariant f-structure F on F(n) is
locally transitive if and only if it is (1,2)-admissible, that is, there is a metric ds3 such that (F(n), A, F) is
(1,2)-symplectic.

Finally the characteristics (Cartan subalgebra and simple system of roots) semisimple Lie algebra of fini-
te dimension B; are shown. Also it is considered the maximal flag manifold associated to Lie algebras of
rank less than or equal to three with a metric and an invariant f-structure, demostrating the equivalence

between locally transitive and (1,2)-symplectic for the above cases showing case by case.

*Graduate dissertation.
"FACULTY OF SCIENCES, MATHEMATICS SCHOOL, MATHEMATICS MASTER

Dra. SOFIA PINZON DURAN, Directora.



Tabla de Contenido

Introduccién

1. Preliminares
1.1. Grupode Lie . . . . . . . . .
1.2. Algebra deLie. . . . . . .
1.3. Representacion Adjunta . . . . . . .. .. ..o
1.4. Algebras de Lie Simples y Nilpotentes . . . . . . .. .. .. ... ... ...
1.5. Raices . . . . . . .
1.6. Algebras Semisimples . . . . . . ..
1.7. Variedades bandera . . . . . . .. ... Lo
1.8. Meétricas Invariantes . . . . . . . .. ..o
1.9. Comexién afin . . . . . . ..
1.10. Conexién RiemannianaenF . . . . . . . . . ... ... ... .. ...
1.11. Estructuras Casi-complejas Invariantes . . . . . . . . .. .. ... .. ...
1.12. Forma de Kahler . . . . . . ... . o

1.13. Torneos y Estructuras Casi-complejas
(1,2)-Admisibles . . . . . . ..

2. f-ESTRUCTURAS

2.1, f-Estructuras . . . . . . . ...



2.2. Aplicaciones armoénicas y aplicaciones

f-holomorfas . . . . . . ...

2.3. f-Estructuras Invariantes e

2.4. Forma de Kéhler extendida a f-Estructuras

3. EL CASO 4,

3.1. Los casos F(2), F(3) y F(4)
3.2.  f-Estructuras Localmente Transitivas

3.3. Digrafos Completamente No Transitivos

n F(n)

3.4. El Caso General . . . . . . . .

4. Algebras de Lie de Rango tres

4.1. Algebra de Lie de tipo B;

4.2. Transitividad Local General

4.3. El Caso (F,F,A) con F asociada al dlgebra Bj

4.4. El Caso (F,F,A) con F asociada al algebra G

Conclusiones

Bibliografia

10

49

52

56

29

60

63

63

69

71

100

106

107



Lista de Figuras

3.1. Condiciones de métrica . . . . . . . . . ... 52
3.2. Clases de isomorfismos paran =2 . . . . . . . . .. .. .. ... ... ... 52
3.3. clases de isomorfismos paran =3 . . . . . . . . ... .. ... ... ... 53
3.4. clases de isomorfismos paran =4 . . . . . . . . ... ... ... 54
3.5. clases de isomorfismos paran=4 . . . . .. ... 55
3.6. clases de isomorfismos paran =4 . . . . . . . . ... ... ... 56

11



Introduccion

En este trabajo estudiaremos la extensién de la condicién de variedad (1,2)-simpléctica
al caso en que una f-estructura F es considerada sobre una variedad bandera maximal
F, dotada de una métrica invariante. Una f-estructura F es un endomorfismo del espacio
tangente en un punto de una variedad, el cual satisface que F? + F = 0. Claramente la
nocion de f-estructura es una extension de la nocién de estructura casi-compleja, esto es,
un endomorfismo J del espacio tangente en un punto de una variedad tal que J?> = —1. En
[8] ¥ [25], se estudié las condiciones necesarias y suficientes para que la variedad bandera
maximal geométrica F(n) dotada de una métrica invariante ds3 y una estructura casi-
compleja invariante J sea (1,2)-simpléctica. Estudiaremos aqui los resultados obtenidos
por Pinzén en su tesis doctoral [28] para las variedades bandera maximales asociadas a

algebras de Lie semisimples de rango menor o igual a tres.

Geométricamente una variedad bandera es un espacio homogéneo G/C(S), donde G es un
grupo de Lie complejo semisimple y C'(.S) es el centralizador de un toro (no necesariamente
maximal). Cuando S es un toro maximal decimos que la variedad bandera es maximal
y la denotamos por F. Aqui consideraremos la variedad bandera maximal F asociada
a las dlgebras de Lie semisimples finitas A,, B; y Gs y siguiendo lo realizado en [28],
estudiaremos las condiciones necesarias y suficientes para que la variedad sea una f-

variedad (1,2)-simpléctica en el sentido definido por Black en [2].

Hemos organizado la presentacion de nuestro estudio en cuatro capitulos asi: En el primer
capitulo presentaremos conceptos preliminares de la teoria de grupos y dlgebras de Lie,
necesarios para trabajar las variedades bandera que vamos a considerar. De la misma for-
ma hacemos un recorrido por lo tratado en [8] con respecto a la relacion entre estructuras
casi-complejas y torneos (grafos dirigidos completos). También en éste capitulo estudia-
remos las variedades bandera, y utilizando la combinatoria proveniente de los sistemas

de raices asociados al algebra de Lie correspondiente, revisamos la expresion, en la base
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de Weyl, de las estructuras casi-complejas invariantes, la métrica invariante considerada

sobre la variedad, la conexiéon riemanniana y la forma de Kahler.

En el segundo capitulo presentaremos la motivacién del estudio de f-estructuras, parti-

cularmente el teorema que aparece en Black [2] el cual se enuncia a continuacion:

Teorema 0.1. Sea ¢ : (M,g,J) — (N, h,F) una aplicacion tal que

1. ¢ es f-holomorfa, esto es, d¢.J = F.do,
2. M es co-simpléctica, esto es, d*(w) = 0,

3. (VF)D =0,

entonces ¢ es armoénica.

Este teorema permite relacionar aplicaciones f-holomorfas con aplicaciones armonicas.
Un tema interesante en la matematica consiste en encontrar ejemplos de aplicaciones

armonicas por su aplicacion en la Fisica, la Geometria, las Ecuaciones Diferenciales, etc.

Lo interesante de encontrar condiciones necesarias y suficientes para que (F, A, F) sea
f-variedad (1,2)-simpléctica, es porque, para encontrar aplicaciones armoénicas se debe
resolver un sistema de ecuaciones diferenciales no lineal de orden dos, en tanto que
encontrar aplicaciones f-holomorfas se reduce a resolver un sistema de ecuaciones lineales

de orden uno.

En el tercer capitulo estudiaremos el caso (F, A, F), cuando F esta asociada al algebra de
Lie A, que corresponde al dlgebra sl(n, C). Aqui particularmente seguiremos lo realizado
en [28], estableciendo las condiciones para que la variedad bandera (F(n), A, F), sea una f-
variedad (1,2)-simpléctica. Para lo anterior analizaremos los casos F(2), F(3) y F(4), las f-
estructuras localmente transitivas, los digrafos completamente no transitivos y por tltimo
se estudia el caso de la variedad bandera general, para concluir el resultado principal de
este capitulo que es: una f-estructura invariante F sobre F(n) es localmente transitiva si,
y solamente si, ella es (1,2)-admisible, esto es, existe una métrica ds3 tal que (F(n), A, F)

es (1,2)-simpléctica.

En el cuarto y tultimo capitulo se hace un estudio del algebra de Lie semisimple finita
de tipo By, en particular una representacién de una subalgebra de Cartan, el sistema de
raices simples y la matriz de Cartan. Se estudian los conceptos de transitividad local

en términos de raices y en las dos tltimas secciones se toma como base el articulo [9]
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y se explicitan las f-estructuras y las métricas invariantes que se pueden definir en las
variedades bandera maximales asociadas a las algebras de lie de rango menor o igual que

tres, de forma que, (F, A, F) sea una f-variedad (1,2)-simpléctica.
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Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo presentamos algunas nociones béasicas que nos permitan adentrarnos en
el lenguaje de las algebras de Lie semisimples complejas de dimensién finita y algunos

resultados existentes sobre la geometria de las variedades bandera.

Hacemos un recuento de los principales trabajos realizados alrededor del estudio de las
estructuras casi-complejas invariantes y su relacion con los torneos. Presentamos ademas
las condiciones establecidas en este contexto para que la variedad bandera maximal clasica
admita métricas invariantes de modo que la variedad bandera considerada sea (1,2)-

simpléctica (ver, por ejemplo [7], [8], [9], [21] ¥ [25]).

1.1. Grupo de Lie

Un grupo de Lie es una variedad diferenciable GG con estructura de grupo, en la cual se

ha definido una estructura diferenciable, esto es, las aplicaciones:

1. Producto: G x G — G, tal que (z,y) — xy, vy

2. Inversa: G — G, tal que z — 7},

son de clase C'°.

Un ejemplo imprescindible de un grupo de Lie es: GL(n,R), el grupo de las transforma-
ciones lineales invertibles de R", o en otras palabras el grupo de las matrices invertibles

n X n. Este grupo es un subconjunto abierto de un espacio vectorial M, (R) de matrices
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n X n, y por tanto es una variedad diferenciable. Las operaciones de grupo son claramente
diferenciables pues: el producto en el grupo GL(n,R) es el producto usual de matrices. Si
X = (z45) y Y = (y;;) son matrices n x n, entonces Z = XY = (z;;), donde (z;;) estd dado

por:
n
Zij = E LikYkj
k=1

que es un polinomio de grado dos en las variables z;;,7;; y por tanto es una aplicacion

diferenciable.

La matriz inversa de A = (a;;) puede ser escrita como

IR
~ detA

donde si denotamos por A;; a la matriz que se obtiene de A eliminando la fila 7 y la

Cof(A)'

columna j, la matriz cofactor (cof) tiene como entradas (Cof(A));; = (—1)"detA;; (v
por tanto un polinomio en los términos de A) y detA es un polinomio de los términos de
A que no se anula. Se concluye que los términos de A~! son funciones racionales sobre
GL(n,R), cuyos denominadores no se anulan, en consecuencia diferenciable. En definitiva

GL(n,R) es un grupo de Lie.

Asociado a un grupo de Lie se tiene la nocion de Algebra de Lie. La importancia del estudio
de las algebras para los grupos de Lie es que: las categorias de dlgebras de Lie de dimension
finita y la de grupos de Lie conexos y simplemente conexos son equivalentes. Mas aun,
todo grupo de Lie conexo y simplemente conexo esta completamente determinado, salvo
isomorfismo, por su algebra de Lie de campos de vectores invariantes a izquierda. El
estudio de los grupos se reduce en gran medida al estudio de sus algebras de Lie. El nexo
entre un grupo y su algebra de Lie estd dado porque el espacio tangente al Grupo de
Lie en la identidad tiene estructura de élgebra de Lie. Los ejemplos més importantes son
grupos y algebras de Lie de matrices, toda algebra de Lie tiene un representante en su

clase de isomorfismo que es un algebra de Lie de matrices.

1.2. Algebra de Lie

Un algebra de Lie es un espacio vectorial g dotado de una operaciéon producto llamada

corchete o conmutador denotado por:
[]rgxg—g
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que satisface las siguientes propiedades:

1. Bilinealidad, es decir, que para todo X,Y,Z € g vy a,b € K se cumple que
[aX +bY, Z] =alX, Z] + b]Y, Z],
[Z,aX +bY] =alZ, X]+b]Z,Y].

2. Antisimétrica: [X,Y] = —[Y, X] para todo X,Y € g.
3. Identidad de Jacobi: [X,[Y, Z]|]| +[Y, [Z, X]] + [Z,[X, Y]] = 0 para todo X,Y, Z € g.
Aqui K es el campo escalar asociado a g como espacio vectorial. Un ejemplo de una algebra

de Lie es el siguiente:

Ejemplo: Sea V = R3, para X,Y € R3 definimos: [X,Y] = X x Y, esto es el Producto

cruz o vectorial de dos vectores en R3.

Demostracion: Utilizando las propiedades del producto vectorial y el producto escalar

tenemos:

i) Sean X,Y € R®ya,b € R

[aX +bY,Z] = (aX +bY) x Z

= (aX x Z) + (bY x Z)
a(X x Z)+bY x Z)
— a[X, Z] + b]Y, 7]

luego [+, -] es bilineal.
i) [X,)Y]=XxY ==Y xX=-[Y,X].
Se cumple la antisimetria.

i) [X, [V, 2] + [V, [2, X]] + [2, [ X, Y]] =
=X XY XZ)+Y X (ZxX)+Zx (X xY)
—Y(X.Z2) - Z(XY)+ Z(Y.X) - X(Y.Z) + X(ZY) - Y (Z.X)
= 0.

Luego cumple la identidad de Jacobi. Por I, II y III, R® con el corchete definido

anteriormente es un algebra de Lie. O

Un dlgebra de Lie se llama abeliana o conmutativa si [X, Y] = 0 para cualquier X,Y € g.
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Definicién 1.1. Sea g un dlgebra de Lie. Una subdlgebra de Lie es un subespacio vectorial

h de g que es cerrado por el corchete; esto es, [X,Y] € b cuando X,Y € b.

Claramente una subdlgebra de Lie es un algebra de Lie con la estructura heredada de la

estructura de g. Veamos unos ejemplos de subdlgebras de Lie.

Ejemplo: Sea gl(n,C) el espacio de todas las transformaciones lineales de un espacio
vectorial de dimensién n en C, es decir, gl(n,C) es el dlgebra de Lie de las matrices de

tamano n x n. El corchete estd dado por:
(X,Y]=XY-YX, XY €gln,C).

Algunas subélgebras de Lie de gl(n, C) son:

1. u(n) ={X € gl(n,C) : X + X' =0}.
2. 5l(n,C) ={X € gl(n,C) : tr X = 0}.
3. s0(n,C) ={X €sl(n,C): X + X" =0}.

4. 5p(l,C) = {X €sl(2[,C) : XJ+ JX" =0}, siendo J la matriz antisimétrica 2/ x 2[

escrita en bloques de tamano [ x [ como:

J_ 0 -1
Lixi O

donde 1 representa la matriz identidad de tamano [ x .

Definicion 1.2. Un subespacio b C g es un ideal siVY € h, X € g, [X,Y] € b esto es,
0.0 ={[X,Y]: X €g, Y eb} Ch.

Es claro que todo ideal automaticamente es subalgebra. Mientras que no toda subalgebra
es ideal. El {0} y toda el dlgebra g son ideales de g, llamados ideales triviales.
Una subdlgebra f que es abeliana e ideal se llama ideal abeliano.

Una herramienta muy importante para el estudio de las dlgebras de Lie, es la represen-
tacion adjunta, para definirla es necesario presentar algunas nociones basicas sobre las

representaciones.
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1.3. Representacion Adjunta

Sea g un algebra de Lie, V un espacio vectorial y gl(V') el dlgebra de Lie de transforma-

ciones lineales de V. Una representacién g en V' es un homomorfismo p : g — gl(V') que
satisface que p([z,y]) = [pz, pyl.

Estaremos particularmente interesados en una representacion, la representacion adjunta
de g (recordemos que g es un espacio vectorial dado que g es élgebra de Lie) denotada
por ad : g — gl(g), donde para cada X € g, se tiene

ad(X):g—g
Y — ad(X)(Y)=[X,Y].

Ejemplo: Dada la aplicacién ad : sl(2,K) — gl(sl(2,K)), utilizando que cualquier

elemento en s[(2,K) es de la forma:

a b
X:( ), a,b,c € R,
c —b

y considerando la base {X, H,Y} de s[(2,K), donde

01 1 0 00
X = JH = Y = )
00 0 —1 10
Las matrices adjuntas en la base son respectivamente,

-2

0 0 20 0
ad(X)=|(0 0 1]|,adH)=]100 0|, ady)=]-1

0 0 0 00 -2 0
de forma que si tomamos cualquier elemento en el algebra, lo podemos escribir como

Z =aH +bX + cY, y aplicando la representacion ad tenemos

ad(Z) =ad(aH +bX +¢cY)=aad(H)+ bad(X) + cad(Y) =

20 0 0 -2 0 0 00 2a —=2b 0
al0O O O |+b|0 0 1|+c|-1 00| =|-c 0 b
0 0 -2 0 0 0 0 20 0 2 —2a

esta ultima matriz es la representacién adjunta de sl(2, K).
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Definicién 1.3. Dada una representacion p de dimension finita del dlgebra de Lie g,

definimos en g una forma bilineal simétrica llamada la forma traza, que estd dada por
Bo(X,Y) = tr(p(X)p(Y)).

En el caso de que la representacion sea la adjunta, esta forma bilineal es llamada forma
de Cartan-Killing.

Por lo anterior la forma de Cartan-Killing de un algebra de Lie g es una forma bilineal

simétrica denotada por (-, -) y dada por
(X,Y) =tr(ad(X)ad(Y)).

Existe una representacion de un grupo de Lie G en su algebra de Lie, es la representacion
Adjunta denotada por: Ad(h). Esta representacién es construida de la siguiente forma: un
elemento g € G define el automorfismo interno C,(z) = gzg~'. Es claro que Cy(1) = 1,

por tanto d(Cy); es una aplicacién lineal g — g. Dados ¢g,h € G.
CyoCu(z) = glhah™")g™" = Cyn(w)

lo que implica que d(Cy); o d(Cp); = d(Gyp(x)). Por esto la aplicacion g — d(Cy); es

una representacién de G en g.

1.4. Algebras de Lie Simples y Nilpotentes

Para hablar de las algebras simples y de las algebras nilpotentes debemos hablar primero

de las series de composicién, ya que seran la base para tratar estos temas.

Definicién 1.4. Dada una dlgebra de Lie g definimos, por induccion, los siquientes sub-

espacios de g:

¥ =g y gl =g

g =99 g° =g, ]

g(k) — [g(k—l)jg(k—l)] gk _ [gjg(k—l)].
Donde [A, B] denota el subespacio generado por {|{X,Y]; X € A,Y € B}, con A y B sub-
conjuntos de g. Decimos que g, g, ..., g"®,...es la serie derivada de g y que g*, ¢°, ..., g*,...

es la serie central descendente de g.
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Tenemos que g*) y g* son ideales de g, g*t1) c g, ghtt c gFy g® c gFtl.

Definicién 1.5. Dada un dlgebra de Lie g, decimos que

1) g es soluble si existe ko > 1, tal que g*0) = {0} y
2) g es nilpotente si existe ko > 1, tal que gt = {0}.

Definicién 1.6. Sea g un dlgebra de Lie. Una subdlgebra de Cartan de g es una subdlgebra
h C g que es nilpotente y cuyo normalizador en g es el propio by, esto es, si [X,h] C b

entonces X € b.

Por la proposicién 1.28 dada en [31] tenemos que existe en g un unico ideal soluble,
llamado radical soluble 7(g) C g que contiene todos los ideales solubles de g. Esto motiva

la siguiente definicién.

Definicién 1.7. Dada un dlgebra de Lie g, decimos que:

1) g es semisimple si el radical soluble de g es nulo.

2) g es simple si dimg # 1 y los tunicos ideales de g son {0} y g.

Tomando las definiciones anteriores tenemos los criterios de Cartan-Killing, cuyas demos-

traciones son encontradas en la seccién 3.2 de [31].

1) Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita. Entonces g es soluble si, y solamente si,
(X,Y)=0para todo X € ¢ yY € g.

2) La forma de Cartan-Killing es no-degenerada, esto es, (X,Y) =0, para todo Y € g,

implica X = 0 si y solamente si g es semisimple.

1.5. Raices

Sean g un algebra de Lie semisimple sobre C y h C g una subélgebra de Cartan de g. Sea
« un funcional lineal sobre el espacio vectorial complejo b, y dendtese por g, el subespacio

lineal de g dado por
9o ={X €g:[H X]|=a(H)X, para todo H € b},
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nétese que para o = 0,89, = h. Si a # 0y g, # {0}, el funcional lineal v es llamado una

raiz (de g con respecto a h). En tal caso g, es llamado un subespacio raiz.

Denotamos por II el conjunto de raices no nulas del par (g, h). El conjunto IT de las raices
genera h* el dual de b, es decir, H = 0 si §(H) = 0 para toda raiz (5. (Ver lema 6.7 en

[31]).

Definimos la correspondiente forma de Cartan-Killing en el dual h* de h. Como (-,-) es

una forma bilineal, ella define una aplicacién h — h* por
H— ay() = (H,).

Como la restriccién de la forma de Cartan-Killing a h es no degenerada, esa aplicacion es
un isomorfismo entre h* y h. Para a € h*, su imagen por la inversa de ese isomorfismo
serd denotada por H,, es decir, H, es definido por la igualdad (H, H,) = «(H) para todo
Heh.

Usando ese isomorfismo, tome (a, ) = (H,, Hg) para toda a, 3 € h*, entonces (-,-) es

una forma bilineal simétrica no degenerada sobre h*.

Las raices a € II definen un numero finito de elementos especiales H, en . Como el
conjunto de las raices genera h*, el conjunto { H, |« es raiz} genera a . Consideremos la

siguiente sucesion de elementos de h*

B =20, 00—, 3,0+ a,+ 2a, ...

que sera denominada una a-sucesion iniciada en (3. Se desea saber cuantos de los elementos

de la sucesion son raices. La respuesta estd dada por la férmula de Killing dada a seguir.

Los elementos de la a-sucesion iniciada en [ que son raices forman un intervalo que

contiene a (3, es decir, existen enteros p,q > 0 tales que

ﬁ_pv"'>ﬁ_aa/67ﬁ+a>"'a/6+qa

son la tnicas raices de la forma G+ ka con k entero, ademas, es valida la siguiente férmula,

llamada férmula de Killing

2(6, )

(o, a)

(1.1)

p—aq=

De lo anterior tenemos las siguientes observaciones:
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1. En la férmula de Killing a y 8 no son simétricos, para la 3-sucesion iniciada en «, son

otros los valores de p y ¢ que definen el intervalo de las raices.

2. El segundo miembro de la igualdad (1.1) es un entero que es llamado niimero de Killing

asociado a las raices o y 3.

Dentro del conjunto de las raices, escogeremos bases especiales de b y h*, de tal manera
que en relacién a ellas, los elementos de II seran escritos con coordenadas enteras, por
eso es conveniente trabajar sobre los subespacios racionales de h y h* generados por las
raices y sus duales (la razén por lo que es posible trabajar sobre subespacios racionales
se debe a que la forma de Cartan-Killing asume valores racionales cuando es evaluada en
las raices). Como el campo de los escalares K es de caracteristica cero, contiene el campo
Q de los racionales. Por ello h puede ser considerada como un espacio vectorial sobre Q.

El subespacio racional de h generado por H,, a € Il serda denotado por

f)@ = {CLlHal + ...+ akHak ‘ a; € Q, o; € H}

Como el conjunto de raices es finito, hg es un espacio vectorial de dimensién finita sobre los
racionales. La restriccion de la forma de Cartan-Killing define en hg una forma bilineal
simétrica, pues (-,-) asume valores racionales en II. Como las dimensiones de b y hg
coinciden, la forma es no degenerada y restringida a hg es un producto interno. (Ver

proposiciones 6.13 y 6.14 en [31]).

El subespacio racional hg, generado por las raices tiene dimension igual a la dimension de
b y se identifica con el dual de hg. De la misma manera, la forma de Cartan-Killing es un

producto interno en bg.

Buscamos construir sistemas simples de raices para esto tenemos que definir primero un
orden lexicografico en espacios vectoriales. Sea V' un espacio vectorial sobre Q y {v, ..., v}

una base ordenada de V. Sean v, w € V escritos en coordenadas como

U =aiv] + -+ qu

w:b1U1+"'+blUl.
El orden lexicografico en V' en relacion a esa base esta definido por v < w si v = w o si
a; < b;, donde 7 es el primer indice en que las coordenadas de v y v son diferentes. Esta

relacién define un orden que es compatible con la estructura de espacio vectorial. (esto

es,v<w=v+tu<wtuyrv<zwsiz>0yv<w).

23



Una raiz no nula a = a1 + asan + ... + a,a,, se llama positiva si su primera componente
no nula a;, para algin ¢ = 1,...,n, es un nimero positivo, donde {a, as, ...,a,,} es una

base de h. El conjunto de raices positivas del par (g, ) es denotado por IT17.
Definicién 1.8. Una raiz a € 11 es simple en relacion a un orden lexicogrifico fijado si
i) a>0.

ii) No existen B,y € 11 tal que B y 7y son positivas y
a=/p+".

El conjunto de raices simples sera denotada por .

Definicién 1.9. Un subconjunto ¥ = {a, ..., } que satisface:

a) ¥ es una base de by y

b) toda raiz 5 que puede ser escrita como

B =mnag+ -+ nay,

con coeficientes enteros y todos ellos del mismo signo se denomina sistema simple de

raices.

Fijando un orden lexicogréfico, dado por una base de hg por las raices simples es un
sistema simple de raices. Reciprocamente partiendo de un sistema simple de raices X, se

puede definir en hg un orden lexicogréfico definido por 3, de forma que I es una base de
ho-
El siguiente teorema nos permitira caracterizar en términos de la subalgebra de Cartan b

y de un sistema de raices II, una base especial para el dlgebra de Lie g.

Teorema 1.10. Sean g un &algebra de Lie semisimple compleja y h una subdlgebra de

Cartan de g.

1. El algebra de Lie g admite una descomposicion en espacios de raices en la siguiente

s=bPs.

a€ell

forma:
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2. Los espacios raiz g,, a € II, son de dimensién compleja uno. Donde II es un sistema

de raices.

3. Si ay [ son dos raices cualesquiera (incluyendo 0) y 3 # —a, entonces g, y gg son

ortogonales con relacién a (-, -).
4. Si a es una raiz no nula, [N Z{a} = {a, —a}.

5. Para cada o € II existe un vector X, € g, de tal forma que para todo «, 3, € Il

tenemos:

» (X, X o] =H,, [H,X,] =a(H)X,, (para todo H € b);
w (X, Xp]=0,sia+F#0y a+ 5 ¢ 1
w (Xo, Xpg)=1sia+8=0y (X, X3) =0 en los otros casos.

v [ Xo, Xp] = mapXaig, sia+pfellcon mypg €R ym_g_5=—mag

m_ava"’_ﬁ = ma"’_ﬁv_ﬁ = m_/Bv_a'

Los elementos {X,, : a € II} que satisfacen el numeral 5 en el teorema anterior seran

llamados una base de Weyl o Cartan- Weyl de g médulo b.

Los nimeros de Killing asociados a las raices simples, determinan todas las raices de b,

estos son colocados en forma de matriz [ X | como

Esta matriz recibe el nombre de matriz de Cartan del sistema simple de raices. Los
elementos de la diagonal de la matriz son todos iguales a 2 y los elementos de fuera
de la diagonal son enteros negativos. En la proposicién 6.23 en [31] se muestra que las

posibilidades para los elementos fuera de la diagonal, son bastante restringidas.

1.6. Algebras Semisimples

Para estudiar las algebras semisimples se realiza el siguiente procedimiento: A través
de la subalgebra de Cartan se analiza la representacién adjunta. Los corchetes entre los

espacios asociados o raices de la representacion adjunta determinan toda la estructura del
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algebra. Tales corchetes, a su vez, dependen de sumas de raices correspondientes y estas
son completamente determinadas por los valores que asume la forma de Cartan-Killing
en las raices. Asi, toda estructura de una algebra semisimple estd dada por las relaciones
mutuas entre un nimero finito de elementos en un espacio vectorial con un producto
interno (sistemas de raices), siendo posible, obtener una clasificacién de esas dlgebras.
Utilizando la teoria de sistemas de raices se puede clasificar las algebras semisimples de

dimensién finita obteniendo asi la siguiente clasificacién:

] Algebras clasicas Las algebras de Lie clasicas son:

1. A;, 1 > 1; corresponde a sl(l + 1) = {A € gl(I,C), tr(A) = 0}.

2. By, 1 > 2; Corresponde al algebra de matrices antisimétricas de dimension impar
so(2l+1)={A€esl(2l+1): A+ A" = 0}.
3. C,1 > 3; Corresponde al dlgebra simpléctica sp(l)= {A € sl(2]) : AJ + JA' =

0}. siendo J la matriz antisimétrica 21 x 2l escrita en bloques de tamano [ x [

J_ 0 -1
Lixg 0

donde 1 representa la matriz identidad de tamano [ x [.

como

4. D, 1 > 4; Corresponde al dlgebra de matrices antisimétricas de dimensién par
s0(2l) = {Aesl(20): A+ A' = 0}.

] Algebras excepcionales:

1. Go es la algebra construida sobre el espacio vectorial s((3) & V @& V*, donde

V = K3 con K un campo cualquiera.

2. Fg, E7, Fg. La construccion de las dlgebras Fg, E7 puede ser realizada a partir
de la construccion de Eg, que es el algebra construida sobre el espacio vectorial
sl(9) @V @ V*, donde V = A’K® con K un campo cualquiera.

1.7. Variedades bandera

En general en matemaética una bandera es una sucesion creciente de subespacios, creciente

en el sentido que cada subespacio es un subespacio del siguiente. Geométricamente una
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variedad bandera es un espacio homogéneo G/C(S), donde G es un grupo de Lie complejo
semisimple y C(S) es el centralizador de un toro (no necesariamente maximal). Cuando
S es un toro maximal decimos que la variedad bandera es maximal y la denotamos por
F. En un grupo de Lie G un toro es un subgrupo de Lie que es isomorfo al producto
St x St x ... x S Un toro T es un toro maximal en G si para cualquier toro S en G,
con T'C S C G, entonces T' = S. El centralizador de un toro es el conjunto de elementos

del grupo que conmutan con el toro.

Lo anterior, en términos de sistemas de raices asociadas al grupo G, se puede escribir
de la siguiente forma: Sea g una &algebra de Lie semisimple compleja, b una subalgebra
de Cartan de g y II el conjunto de raices del par (g,h). Tomamos una base de Weyl
de g fija. Sea II"™ C II una escogencia de raices positivas. Sea Y el sistema simple de
raices correspondiente. Tome © un subconjunto de raices de ¥y (0) el conjunto de raices

generado por ©. Sobre g tenemos la siguiente descomposicion:

g=ho Z%@Zga@ Z gﬁ@ Z s (1.2)

BET\(© BeNT\(©

donde g, a € 11, es el espacio raiz complejo correspondiente a a.

Sea ahora pg la subalgebra parabdlica de g determinada por ©. Esto es, una subdlgebra
parabdlica p de g, es una subdlgebra que contiene alguna subalgebra de Borel y una
subalgebra a de g es una subalgebra de Borel si ella es una subalgebra soluble maximal.

Entonces,

po=hd Z o @ Z 0o ® Z o (1.3)

BeIlt\(0
Asi, la ecuacién (1.2) puede ser reescrita como

s=pee Y o (14
pellt\(e)+

La variedad bandera general Fg asociada al par {g, ©}, corresponde al espacio homogéneo
Fo = G/Pg, donde G es el grupo de Lie complejo cuya algebra de Lie es g y Pg es el

normalizador de pg en G.

Denotamos por u la forma real compacta de g, y por U C G el subgrupo conexo asociado
a u. Tomamos u como el subespacio real generado por ibhg, Ay, iS,, con a € II1\O, donde
Ay = Xo — X 0y Sa = i(Xo + X_o). Sea Kg = PogNU, el cual por construccion, es
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el centralizador de un toro. U actia transitivamente sobre Fg, y asi podemos escribir
Fo = U/Kg. Si © = O,Fg = F = U/T donde T es el toro maximal, corresponde a la
variedad bandera maximal, y en el caso contrario corresponde a una variedad bandera

parcial. En este trabajo solo consideraremos variedades bandera maximales.

La variedad bandera general Fg = U/Kg es un espacio homogéneo reductivo. De hecho
seaug =uN(gs ® g-5), 5 € II\(O), go = Zﬁel‘[\(@) ug y to corresponde a la subdlgebra
de Cartan real. Entonces,

(i) u=to ® qo,te N qo =10,

(ii) Ad(Ke)ge C ge, esto implica [te,qe] C qe,

satisfaciendo asi las condiciones para que Fg sea espacio homogéneo reductivo (ver [18]).

Identificamos q = Ty, (FF). Esta identificacion es dada por X € q — X, € Tp,(F), es

decir, por evaluaciéon de X € q en by como un campo vectorial sobre Ty, (F) (vea [18]).

La variedad bandera geométrica maximal F(n) es la variedad asociada al dlgebra de Lie

sl(n, C) (ver por ejemplo [25]) y estd definida de la siguiente forma:

F(n) = {(L1, ..., L) : L; subespacio de C",dim¢L; =1, L; L L;}. (1.5)

El grupo unitario U(n) = {A € Mat(n,C) : AA® = I} acttia transitivamente sobre F(n)

asi:

U(n) x F(n) — F(n)
(A, (L1, L)) = (ALy, ..., AL,).

Usando esta accién obtenemos la siguiente representacion algebraica

F(n) = . (1.6)

donde T'=U(1) x --- x U(1) es un toro maximal en U(n). Por tal razén, estas varie-

7

'
n—uveces

dades son conocidas como variedades banderas maximales.

Es de amplio conocimiento que, el algebra de Lie del grupo de Lie U(n) es
u(n) ={X € Mat(n,C): X + X' =0}.
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y es tal que
un)=qeu(l)sd--- @u(l)J.

v~
n—veces

Es decir, q es un subespacio vectorial de u(n) y por tanto sus elementos son matrices

complejas n x n (véase [11]).

1.8. Meétricas Invariantes

Una métrica Riemanniana ds® sobre F que cumple que para todo x € F = U/T se tiene

ds*(dg,X,dg,Y) = ds*(X,Y), si X,Y € T,(F), g € U
se dice U-invariante. Aqui estamos considerando g como una aplicacion de F en F.
Proposicién 1.11. Una métrica Riemanniana U-invariante ds? sobre F estd completa-

mente determinada por su valor en el origen esto es, por un producto interno (-,+) en q

que es invariante bajo la accion adjunta de T

Demostracién: Sea (-,-) un producto interno en ¢, que es invariante bajo la accién
adjunta de 7', esto es, ([Z,X],Y)+ (X,[Z2,Y])=0,Z € t, XY € gq,dadosz € Fy
g € U, tal que gby = z, definimos

ds*(X,Y) = ((dge,) ™' X, (dgy,)~'Y) para XY € T,(F).

Tenemos:

a. La definicién de ds? es independiente de la escogencia de g. De hecho, si gby = gby
con g € U, entonces g~'ghy = by vy h = g-'g € T. Notemos que h : F — F
estd dada por [g] — [hg] y [hg] = [hgh™!], pues (hg)~'hgh™ = h™' € T. Luego,
dhy, = d(Ch)y, = Ad(h), donde C}, : G — G esta dada por Ci(g) = hgh™'.
Tenemos que (X,Y) = (Ad(h) X, Ad(h)Y),h € T, X,Y € qy Ad(h) = dhy,.

Queremos mostrar que

((dgbo)_le (dgbo)_ly) = ((dgbo)_le (dgb())_ly)v XY € TI(F)v
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((dgsy) ™' X, (dgne)T'Y) = ((dg™")gbo X, (dg™ ) gy Y)
(dh’g_l)gbo (dhg_1>gboy)

(
(
= (dhuy ((dG7") gy X ), dha (A ) gy Y))
(
= (

(dg~ )gbo ,(dg™ )gbo )
(dgbo) (dgbo) Y),

como queriamos.

b. ds? es U-invariante. De hecho, si g € U, X,Y € T,(F) y gby = gx, entonces

dsz(dngadgx ) ((dgbo) 1d§xX’ (dgbo)_ldgxy)
= (d(97'9). X, d(g7'9).Y)
=ds*(X,Y),

pues (¢7'g)bp = = y por (a) la definicién de ds® es independiente de la escogencia de
g. ]

En [3] se demostré que cualquier producto interno en g, U-invariante tiene la forma:
dsi(X,Y) = (X,Y)r:= (Ao X,Y),

con A : q — q definida positiva con relacion a la forma de Cartan-Killing, esto es,
(Ao X|Y) > 0, para todo X,Y € qy o es el producto de Hadamard o producto de
matrices componente a componente. Podemos extender el producto interno (-, ), para
una forma bilineal simétrica sobre el complejificado q¢ de q, donde (X +iY, Z +iW), =
(X, Z2)a + (X, W)a +i(Y, Z)p — (Y, W)a. Usaremos la misma notacion (-, ) para esta
forma bilineal simétrica, asi como para la correspondiente aplicacion complejificada A,
que es dada por A(X +14Y) = A(X)+iA(Y). La T-invarianza de (X, Y)a es equivalente
a que los elementos de la base canénica A,,iS,, « € II, serdn autovectores de A, para el
mismo autovalor \,. Asi mismo, en el espacio tangente complejo tenemos

Aa—%sa>

AM@zA( -

AM@:;M&+M&)
A(Xa) = JAa(2X.)

A(Xa) = Ao Xa (1.7)
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Ademds de eso, A, > 0, pues 0 < —(A(X,), X o) = —(AaXa, X_0) = —Aa(Xa, X o) =
Ao. También A_, = Ay, pues A_, = X, — X_ (o) = X, — X_o = —A,, 0 sea
AoA_ o =ANA_,) =A—-A,) = =N Aa.

Denotamos por ds% la métrica invariante dada por A. En lo que sigue abusaremos de la

notaciéon y diremos que A es la métrica invariante.

1.9. Conexién afin

Definicién 1.12. Una conexion afin V sobre una variedad diferenciable M es una apli-
cacion
V:X(M)xX(M)— X(M)

donde X(M) es el espacio de los campos diferenciables de M, denotamos la conexion por
V(X,Y) = VxY, verificando las siguientes propiedades:

(1) fo+gyZ = fVXZ + ngZ

(ii). Vx(Y +2)=VxY +VxZ.

(ii). Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

para todo trio de campos X,Y,7Z € X(M) y para todo par de funciones diferenciables f
yg-

El término conexion no tiene un significado especial y hay que interpretarlo justamente
como un operador que actia de una forma similar a la derivada direccional. Para el caso
concreto de variedades riemannianas podemos definir las siguientes propiedades de las

conexiones:

Definicién 1.13. Una conezion afin V en una variedad riemanniana M es compatible

con la métrica si y solo si
XY, 2)=(VxY,Z)+(Y,VxZ), X,Y,Z € X(M).
Definicién 1.14. Una conexion afin V en una variedad M es simétrica si
VxY =Vy X =[X)Y] XY € X(M).
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Proposiciéon 1.15. Sea M una variedad diferenciable con una conexién afin V. Entonces
existe una unica correspondencia que asocia a un campo vectorial V' a lo largo de la curva

diferenciable ¢ : I — M otro campo vectorial 2 d a lo largo de ¢, denominado derivada

L
covariante de V' a lo largo de ¢, tal que:

a) 2(Vv+w) =204 BV

b) D(fV) = V + fEY donde Wes un campo de vectores a lo largo de ¢ y f es una

funcion dzferencmble en 1.

c) Si'V estd mducz’do por un campo de vectores Y € X(M), es decir,V(t) = Y(c(t)),

entonces 2¥ = V. e

Demostracion: Supongamos inicialmente que existe una correspondencia que satisface
(a),(b)y (c).Seax: U C R"™ — M un sistema de coordenadas con c(I) x(U) # ¢y sea
(1(t), z2(t), ..., z,(t)) la expresion local de c(t), t € I. Sea X; = z=. Entonces podemos
expresar el campo V localmente como V = Zj VX, = 1,...,n, donde v/ = vI(t) y
X; = X,elt).

Por a) y b), tenemos que

DV dv? DX-
w2 ﬁX+Z '

Por ¢) y (I) en la definicién 1.12, tenemos

DX;
dt vdc/dt)( v d’iz‘ Xi)Xj
= dt inva 1,] = 17 y
Por lo tanto,
Dv dv? dz;

W % j+ dt 'UjVXZ.Xj. (18)
; —

Z?]

La expresién (1.8) nos muestra que si existe una correspondencia satisfaciendo las condi-

ciones de la proposicion anterior, entonces tal correspondencia es tnica. Para mostrar la

DV

= en x(U) como en (1.8).

existencia, definamos

Es inmediato verificar que (1.8) posee las propiedades deseadas. Si y(W) es otra vecindad

coordenada, con y(W) N x(U) # ¢ y definimos £ en y(W) por (1.8), las definiciones
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concuerdan en y(W) N x(U), por la unicidad de 2 en x(U). Se sigue que la definicién

puede ser extendida para todo M, y esto concluye la demostracion. O

Este resultado prueba que la eleccion de una conexién afin conduce a una buena definicion
de la derivada de campos de vectores a lo largo de curvas. La nocién de conexién pro-
porciona, ademas, una manera de diferenciar vectores a lo largo de curvas, permitiendo

hablar por ejemplo de la aceleraciéon de una curva.

1.10. Conexion Riemanniana en F

En una variedad riemanniana una conexion riemanniana o de Levi-Civita es una conexion
afin que es simétrica y compatible con la métrica definida sobre la variedad. A continuacion

vamos a encontrar una expresion para la conexiéon riemanniana en [F

Como F es un espacio homogéneo reductivo, por el teorema 3.3 en el capitulo X en [18]

podemos definir una aplicacion bilineal simétrica U : q X ¢ — q por
NU(X,Y), Z) = ANX,[Y, Z]y) + A([Z, X]4,Y)
para todo X, Y, Z € q, o sea:
200 o UX,Y),Z) =(A o X,|[Y,Z])) +([Z,X]q, A 0 Y)
utilizando la invarianza de (-, -), esto es:
(X, Y]q, 2) = (X, [Y, Z]0) (1.9)

tenemos

2(A o U(X,Y),Z)=—([A o X,Y]¢.Z) + (X, A o Y]y, Z)

luego
2N o UX)Y)=[X,A o Y];—[A o XY, (1.10)

Como la conexién Riemanniana V en un espacio homogéneo reductivo (ver [18]) esta dada

por:

VY = [X, Y], +2U(X,Y), (1.11)
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en (F,A) tenemos entonces
2VXYZ [Xay]q_l_A;l([XaAY]q_[AX,Y]CI) (112)

Con X,Y € qy A~!lainversa de A con respecto al producto de Hadamard.

1

Es importante notar que los autovalores de (A)~! corresponden a los inversos multiplica-

tivos de los autovalores de A, o sea (A)™t = (A\;1).

La accion concreta de la conexion Riemanniana sobre los elementos de la base de Weyl

se describe a continuacién:

Proposicién 1.16. Para (F,A) sean o, 3, a+ 3 € Iy X,, X3, Xotp € ¢ elementos
en la base de Weyl. Entonces

Xats + Ag — Aa

Xoas. 1.1
s +8 (1.13)

Vx, X5 =mMap

Demostracién: De la ecuacién (1.12) realizando calculo directo, usando el item 5 en el

Teorema 1.10, y la ecuacién (1.7), tenemos:

2VXa Xﬁ: [XOMXB]CI_I_A_l © ([XOHA © Xﬁ]q_ [A © XOMXﬁ]CI)

=Ma,sXarg + A 0 (MapAsXars — Ma,sraXats)
Mot + Ag — Aa
Nt

= Ma,g Xatp-

1.11. Estructuras Casi-complejas Invariantes

Una estructura casi-compleja U-invariante J sobre F (en forma abreviada ecci) es la
asociacion, para cada x € F, de un endomorfismo J, del espacio tangente T, (F) tal que
J2=—-1ydg, o J, = Jy odg,, paratodo g € U, donde 1 denota la aplicacién identidad.
J es casi hermitica, esto es [JX, JY] = —[X, Y] paratodo X,Y € q, de hecho [JX, JY] =
J?[X,Y] = —[X,Y], lo anterior es equivalente J o Ad(h) = Ad(h) o J, para todo h € T.

Recordemos que complejificar un espacio vectorial es extender el conjunto de los escalares
de los R a los C. Denotamos también por J su complejificado q©. La invarianza de J

asegura que J(g,) = g, para todo a € II. De hecho, dado Y € J(g,), entonces
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Y =JX, X € g, por la definicién de g,, debemos mostrar que [H,Y] = «(H)Y, para
todo H € h. Mas, [H,Y] = [H,JX] = JH,X] = J(a(H)X) = a(H)(JX) = a(H)Y,
para todo H € b.

Los autovalores de J son =i, los autovectores en q¢ son X,, a € II. Asf mismo J(X,) =

1€aXa, con g, = +1. Notemos que A, — i(iSy) = Xo — X_o —i(i(Xo + X_0)) = 2X,,
luego X, = %(Aa —i(iS4)) y

1 o 1 o 1 . .
JXa — §J(Aa — z(ZSa)) = i(JAa — ZJ(ZSQ)) - §5az(Aa - Z(ZSQ))

1 1 1
= —igaAn + =€41S, = =(ic, A 154).
2@5a o+ QEQZSQ 2(@5a ot €41S)

Tomando las igualdades de las partes real e imaginaria tenemos JA, = €,(iS,) y J(iS,) =
—€4iAy. como A, = —A_,, entonces J(A,) = J(—A_,) o sea, £,(1S,) = —JA_, =
—e_4(iS_4). Ahora S, = S_, y por tanto g, = —¢_,.

Usualmente, los autovectores asociados a +i son llamados del tipo (1, 0), y los autovectores

asociados a —i son llamados del tipo (0, 1).

Una ecci sobre F estd completamente determinada por un conjunto de signos {e, }aerm,
con €, = —€_,. En lo que sigue del trabajo abusaremos de la notacion y diremos que una

estructura casi-compleja invariante sobre F es J = {e,}.

1.12. Forma de Kahler

Cualquier métrica invariante ds3 es casi hermitica con respecto a cada J, esto es,
dsi(JX,JY) = dsi(X,Y).

De hecho, dsi(J X, JX3) = dsi(icaXa,ie5Xg) = —cacpdsi(Xa, X35).

Si a = —[3, entonces

—€4€8 = —Eaf o = €2 = 1.

Luego ds3 (J X, JX35) = dsi(Xa, Xp).

Si a # —f3, como ds? (Xa, X5) = —(AX,, X5) = —A\o (X4, X5) = 0. Entonces

ds2(J X o, JX3) = ds? (Xa, X5) = 0.
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Sea () = 2, la forma de Kahler correspondiente a J y A o sea
QX,Y) =dsi(X,JY) = —(AX,JY). (1.14)

Esta forma se extiende naturalmente a una 2-forma U-invariante sobre la complejificada
gc de g, la cual denotamos también por €. € es antisimétrica, dado que, su accién sobre

los elementos de la base de Weyl estaba descrita por:
Q(Xa,Xg) = —<AXa, JXg) = —()\aXa,i&?ﬁXﬁ> = —i>\a€ﬁ<Xa,X5> (115)
como (X,, Xg) =0, a menos que a + 5 = 0, en este caso tenemos (X,, Xg) =1y

Q(Xa, Xﬁ) = —i>\a€ﬁ = i)\a&?a =
= —(—i>\ﬁ€a<X5,Xa>) = —Q(Xﬁ,Xa).

entonces (X,, Xg) = 0 siempre que a4+ 3 # 0y Q( Xy, X_o) = —ida_a = iAaéq s
a=—0.

La siguiente férmula es bien conocida (ver [18]).

Lema 1.17. Sea w una K-forma diferencial invariante sobre el espacio homogéneo L/H.

Entonces

dw(X17 [ES) Xk-i—l) = (k + 1) Z(_l)H—Jw([XZv X]]v le ) Xiv BES) va BES) Xk-i—l)’

1<j

para Xi, ..., X1 en el dlgebra de Lie [ de L.

Aplicando este lema para la forma {2 obtenemos

para X,Y, Z € q.

Contextualizando lo anterior en términos de la base de Weyl tenemos la siguiente propo-

sicién.

Proposicién 1.18. Si o, 3,7y € Il y o+ § + v # 0, entonces dQ(X,, Xg, X,) =0 en

caso contrario, si o + (3 + v = 0, entonces

AU Xa, Xg, X)) = =3ima g(€ada + €505 + €4 A,). (1.17)
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Demostracién: Por las ecuaciones (1.15) y (1.16) tenemos que:

Q([Xa, Xg], Xy) = Q[Xa, X5], Xg) + Q([Xp, X5, X))
QmasXats, Xy) = UmayXaty, Xp) + QmpyXpiy, Xo)l
Ma,s U Xar, Xy) = Moy U Xaiy, Xp) +mp Q2 Xpiy, Xo)]
— Mg 31N+ 8E7(Xats, Xy) + MaryidatyEs(Xaty, X5)

— Mg 4iAg 1 Ea(Xpry, Xa)]-

Como (X5, X,) =0sid+n# 0, entonces dQ2(X,, X3, X,) =0si a+ [+ #0.
La identidad oo+ 5 + v = 0 implica que mq g = Mg, = M4, por el Lema 8.6 de [31].

También mg ., = =My o pues —my o Xyia = —[X,, Xo] = [Xo, X,] = maXaqy. Luego,

A Xa, X, Xy) = 3[=ima pA e ( Xy, X3) — ima g pep(X s, X3)
— 1Mo gA—afal{X 0, Xa)]
= —3imq g(Eara + €305 +E4A,).

Lo que corresponde a la ecuacién (1.17 ). O

Considerando la expresion de df), hacemos la siguiente distincién entre las triplas de

raices.

Definicién 1.19. Sea J = {¢,} una ecci. Una tripla de raices «, 3,y tal que a+ G+~ =0

es llamada:

1) Una {0,3}-tripla sic, =g =¢, y
2) Una {1,2}-tripla en los otros casos.

Definicién 1.20. Una wvariedad casi hermitica es llamada (1,2)-simpléctica (o casi-
Kabhler) si
dQ(X,Y,Z) =0

cuando uno de los vectores X,Y, Z es del tipo (1,0) y los otros dos son del tipo (0,1).

Proposicién 1.21. (F, J, A) es una variedad (1,2)-simpléctica si, y solamente si,
Eara T €A+ 4N, =0

para toda {1,2}- tripla {«, 3,7}.
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Demostracién: Supongamos que (F, A, J) es (1,2)-simpléctica. Dada una {1, 2}-tripla
{a, 3,7}, si uno de los vectores es del tipo (1,0) y los otros dos son del tipo (0,1),

entonces, por hipdtesis y por la ecuacién (1.17).
0 =dQUXa, Xg, Xy) = =3imqa g(eada + 35 + 4\,), (1.18)

O sea

Eada T €80 + 4N, = 0.

Si uno de los vectores es del tipo (0, 1) y los otros dos son del tipo (1,0), no podemos usar
la hipdtesis directamente. Mas, en este caso, {—«a, —3, —y} es una {1,2}-tripla con uno

de los vectores del tipo (1,0) y los otros dos son del tipo (0, 1). Luego, por hipdtesis
0= dQ(X_a, X_ﬁ, X_ﬁ/) = —3im_a’_5(€_a)\_a + 6_5)\_5 + 8_7)\_7),
lo que implica
0=c_adaF+epgApgte A y=—cada — A3 — 50y = —(Eara +Es0g +E,A,).

Supongamos ahora e, A\, + €sA3 + €4\, = 0 para toda {1, 2}-tripla {a, 3,v}. Queremos
probar que dQ(X,, Xg, X,) = 0. Si uno de los vectores es del tipo (1,0) y los otros dos
son del tipo (0,1). Si a4+ S+ v # 0, entonces dQ(X,, Xg, X,) = 0, por la proposicién
1.17. Si a4+ B+ v = 0, entonces {«, 3,7} es una {1, 2}-tripla ya que uno de los vectores

es del tipo (1,0) y los otros dos son del tipo (0,1). En este caso por hipétesis y por la

ecuacién (1.17)

dU( X, Xp, Xy) = =3imq g(eada + €30 + e4A,) = 0.

Con lo anterior se completa la demostracién. O

Definicién 1.22. Decimos que A es (1,2)-simpléctica con respecto a J si (F,A,J) es
(1,2)-simpléctica. También, J es (1,2)-admisible , si existe A tal que (F,A,J) es (1,2)-

simpléctica.

Veamos ahora algunos conceptos de la teoria de grafos y especialmente de torneos y su

relacién con estructuras casicomplejas sobre F(n)
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1.13. Torneos y Estructuras Casi-complejas

(1,2)-Admisibles

Definicién 1.23. Un grafo G = (V, A) consta de un conjunto finito no vacio V' de ele-
mentos llamados vértices y A una familia finita de pares no necesariamente ordenados de

elementos de V' llamados aristas.

Definicién 1.24. Un digrafo es un grafo orientado finito. Esto es, un digrafo es un par
G=(V,A). Sixz,y € V, entonces x — y indica que xy € A mientras que x < y indica

xy € Aoyr € A.

Definicién 1.25. Un torneo con n vértices o n-torneo T es un grafo, consistente de un
conjunto finito py,pa, ..., pn de vértices o jugadores distintos, tal que cada par de vértices
estd unido por exactamente un arco orientado p; — p; o p; — p;. S p; — p; decimos que

pi le gana a p;.

Para el lector interesado en torneos vea especificamente, [23] y [25].

Existe una identificacién natural entre estructuras casi-complejas invariantes sobre F(n)
y torneos con n vértices (véase [6] o [21]), la cual es clave en el estudio de la geometria
de las variedades bandera. Después dada una estructura casi-compleja invariante .J, es
posible hacerle corresponder un torneo (grafo dirigido completo) 7 () con n jugadores

{1,...,n} de la siguiente forma: Si J(a;) = (aj;) entonces 7 (j) es tal que para i < j
(i—j <= a;=V-lay) o (i—j <= a;=—V-la;).
Definicién 1.26. Sea 7; un torneo con n jugadores y Ty un torneo con m jugadores
{1,...,m}. un homomorfismo entre Ty y Ty es una funcion ¢ : {1,...,n} — {1,....m} tal

que
T T2
s—t = 9s) = o(t) o ¢(s)=o()

Cuando ¢ es biyectiva decimos que Ty y Ty son isomorfos.

Las clases de isomorfismos de torneos para n = 2 se pueden observar en la Figura 3.2 y
corresponden a la clase (2). Paran = 3 en la Figura 3.3 las clases (6) y (7) y paran = 4 en
las Figuras 3.5 y 3.6 las clases (35)-(38). Es decir, Los digrafos completos de las Figuras
3.2 a 3.6.
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Cada torneo determina un vector, llamado vector resultado o vector marcador,

(S1,..., Sn), tal que Zsi = (%),
i=1

y cuyas entradas corresponden al ntimero de juegos que cada jugador ha ganado. Clara-
mente, torneos isomorfos tienen el mismo vector resultado. Lo contrario no es cierto, pues

para n > 5 existen torneos que tienen el mismo vector resultado y no son isomorfos.

El torneo con n jugadores {1,...,n}, definido por: i — j <= i < j, es llamado torneo

canonico y su vector marcador es (0,1,2,...,n —1).

Definicién 1.27. Un torneo T es transitivo si para cualesquiera tres vértices x, vy, z tales

que x — Yy yy — 2 tenemos r — z.

Definicién 1.28. Dado un torneo T y un vértice v € T definimos los subtorneos

{(T*(w)=2€T:v—zx}y
{T-(v)=2 € T :2— v},
son llamados torneo ganador y perdedor de v, respectivamente.

Definicién 1.29. 7 es llamado localmente transitivo si, y solo si, el subtorneo T (v) y

7" (v) son transitivos para cada vértice (vea [5]).

Definicién 1.30. Dado un torneo T, decimos que un S-ciclo formado por los vértices

i,7,k de T es conado si existe otro vértice x tal que

(x =i, x—=jox—k) 0 (t—z, j—axyk—ux)

Decimos que el torneo 7 es libre de cono si, y solo si, no contiene un 3-ciclo conado, esto

es no contiene un subtorneo isomorfo a las clases (37) y (39) de la figura 3.6.

Proposicion 1.31. Un torneo 7 es localmente transitivo si, y solo si, es libre de cono.

Demostracién: Supongamos que 7 no es libre de cono. Entonces él contiene uno de los
4-torneos (37) o (39) en la Figura 3.6. Si 7 contiene (37) entonces el vértice que gana
a los otros tres vértices es tal que éste es 7 (x) y no es transitivo. Similarmente, si 7°
contiene (39) entonces el vértice que pierde con los otros vértices es tal que 7 (x) no es

transitivo.
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Ahora, supongamos que 7 no es localmente transitivo. Entonces existe un vértice x tal

que 7~ (x) no es transitivo o 7 (x) no es transitivo.

Si 7~ (z) no es transitivo, entonces, él contiene un 3-cicloi — j —k —iyi—x, j —x
y k — z. Por tanto, el torneo formado por los vértices i, j, k, = es como el (39) de la figura
3.6. Asi 7 no es libre de cono. O

Proposicion 1.32. Un torneo 7 es localmente transitivo si, y solo si, todos los 4-

subtorneos de 7 son localmente transitivos.

Demostracion: Si 7 es localmente transitivo entonces todos los subtorneos de 7 son

localmente transitivos; en particular, todo 4-subtorneos son localmente transitivos.

Ahora, suponga que 7 no es localmente transitivo. Entonces existe un vértice v de 7
tal que 7~ (v) y 71 (v) no es transitivo. Si 7 (v) no es transitivo, entonces, él contiene
un 3-ciclo. por lo tanto, el 4-subtorneo determinado por el 3-ciclo y v no es localmente

transitivo. m

Cohen, Paredes y Pinzén en [10] demostraron que la variedad bandera maximal (F(n), J)
admite una métrica invariante (1,2)-simpléctica si, y solo si, el torneo asociado es local-

mente transitivo.
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Capitulo 2

f-ESTRUCTURAS

En este capitulo se estudia la generalizacion de los resultados ya conocidos de la geometria
hermitica de una variedad bandera, al caso de las variedades bandera maximal dotada de
una f-estructura. También presentamos la motivacion para el estudio de las f-estructuras
y las variedades bandera, la que tiene relacién con el teorema de Black [2] el cual permite

relacionar aplicaciones armonicas con aplicaciones f-holomorfas.

2.1. f-Estructuras

K. Yano en 1961 introduce la nociéon de f-estructura para una variedad Riemanniana

cualquiera, de la siguiente forma:

Definicién 2.1. Sea M una variedad Riemanniana n-dimensional y F un campo tensorial

de tipo (1,1) tal que, F> +F = 0. F es llamado una f-estructura sobre T M.

Una variedad Riemanniana con una f-estructura F serd llamada una f-variedad.
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2.2. Aplicaciones armonicas y aplicaciones

f-holomorfas

Sean (M,g) y (N,h) dos variedades Riemannianas. Una aplicacién ¢ : (M, g) — (N, h)

es armonica si ella es un punto critico del funcional de energia

B0) =5 [ 1ot 2.1)

donde do(z) : T,M — TyyM, x € M y la norma de do(z) estd dada por:

n

|do(2)[* =) (d(x)(X,), dp(x)(X))n (2.2)

i=1
para X1, ..., X,, una base ortonormal de T, M.

Esto es, ¢ es armonica si y solamente si satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange

d

OE(¢) = —

=21 By =0 (2.3)

t=0

para toda variacién (¢;),t € (—¢,¢), de ¢. La anterior ecuacién, como se puede ver es no

lineal de orden dos.
Definicién 2.2. Una aplicacion ¢ : (M, g,J) — (N, h,F) es holomorfa si satisface

dé-J = F - do.

La ecuaciéon de holomorfia es lineal de orden uno. El siguiente teorema debido a Black
[2], el cual tiene origen en [19], es determinante para generar la motivacion alrededor del

estudio de f-variedades.

Teorema 2.3. Sea ¢ : (M, q,J) — (N, h,F) una aplicacion tal que

1. ¢ es f-holomorfa
2. M es co-simpléctica, esto es, d*(w) = 0,

3. (VF)BD = 0.

Entonces ¢ es armonica.
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A raiz del teorema anterior nace la siguiente definicion.

Definicién 2.4.

(i) Definimos (VF)ED(X,Y) como VF(X,Y) con X e TNt yY € TN~.

(i) (N, h,F) se dice que es una f-variedad (1,2)-simpléctica si (VF)LD = 0.

El Teorema 2.3 nos permite relacionar aplicaciones arménicas y aplicaciones f-holomorfas
y por lo tanto es interesante encontrar las condiciones para que una variedad bandera do-
tada de una f-estructura y una métrica invariante sea una f-variedad (1,2)- simpléctica.
Recientemente, han sido publicados varios trabajos en fisica en los cuales se usan varie-
dades bandera y aplicaciones armoénicas. Entre dichos trabajos podemos mencionar los de
Fioresi [12] y Karabegov [16].

2.3. f-Estructuras Invariantes en F(n)
Definicién 2.5. Una f-estructura F es llamada U-invariante si para cada x € F el
endomorfismo F, : T,F — T,F satisface que du, o F, = Fup o du, Yu € U.

Proposiciéon 2.6. Una f-estructura invariante F es completamente determinada por
un endomorfismo F : ¢ — q satisfaciendo F3 + F = 0 y F conmuta con una accién
adjunta de K, esto es,

Ad (K)F = FAd (K).

Demostracion: Tomando F con las condiciones de la proposicion, sea x € F. Como la
accién adjunta de U sobre F es transitiva, existe u € U tal que x = uby. Considerando la

multiplicacién a izquierda u : F — F definimos un homomorfismo
Fo T, (F) — T,(F)

de la siguiente forma:
Fo=duy, o F o (dup,) "

Ahora debemos mostrar:

a. La definicion de F, no depende de la escogencia de u € U.
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b. Fo+F.=0

c. duy, o Fp=Fu. o dug.

Demostracién: Para mostrar a) tomamos u, @ € U tales que uby = uby = = de igual

forma, u=tiby = by y h =u"'u € K.

Tenemos las siguientes equivalencias:

dup, © F o (dupy) ™t =dp, o F o (diy,) ' <
F o duy' = (dup,)™t o diy, o F o (diy,) " &,
F o duy' =du;’ o diy, o F o (diy,) ' &
F o du;t o duy, =duy' o diy, o F&

F o duta)y, =du i)y, o F&

F o d(h)y, =dhy, o F &

F o Ad(h) = Ad(h) o F

Luego, la definicion de F, no depende de la escogencia de u.

b)F3 = (duy, o F o (dup,)™t) o (duy, o F o (duy,)™') o (dup, o F o (duy,)™t)
= dup, o (F)? o (dup,) ' = —F,.

c) Por dltimo vamos a mostrar que

du, o F, = Fu o du, que es equivalente a probar que:

du, o diy, o Fo(diy,) ™' =diy, o F o (diy,)™ " o du, donde @by = ux y tp, = .
Como utzy = z, por a) basta probar que:

du, o d(u™'),, o F o (d(u™t)y,) ! =diy, o F o (diiy,)™t o du,

du, o duyl o diy, o F o (duy,)™' o (duyl)™ =diy, o F o (diy)™"' o du,.

Mas, du, o du !l = d(uu'),, =

duy o duzl o dip, o F o (ding) ™ o (duz)™ = din, o F o (digy)" o (dugl)”
=diiy, © F o (dip,) ' o du™h);*
:dﬂbo o F o (dﬂbo)_l o duw

0

Denotamos también por F a su complejificada, esto es, el endomorfismo F : q© — ¢, F
es diagonizable con valores propios 7,0, —¢ y determina los espacios propios correspon-
dientes q7, q°, g~. Tenemos entonces q© = q*+,q° +q~ con g7 = q~. La U-invariancia de

F garantiza que F(go) C go para todo a € II, se cumple la igualdad cuando F es una
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estructura casi-compleja invariante. Asi mismo F es determinado de manera unica por
los valores ¢, € {0,+1}, a € II, definidos por F(X,) = ic,X,. Estos valores satisfacen
E_q = —Eq, por tanto F es definida por sus valores en II™. Abusamos de la notacién e

identificamos la f-estructura invariante F sobre F con ¢ = {¢, : o € II}.

F es una extension de las estructuras casi-complejas dado que toda estructura casi-
compleja es una f-estructura. En analogia con estas estructuras, los vectores propios
asociados a 0 serén del tipo (1,0, 0), los asociados a +i del tipo (0, 1,0) y los asociados a
—1 de tipo (0,0, 1).

Recordemos que (F(n), F,ds?) es (1,2)-simpléctica si (VF)ID = 0, esto es,
(VF)(X,Y) =0 cuando X € q" y Y € q. Cuando F es una estructura casi-compleja,

esta definicién es equivalente a (d2)(? = 0, con Q la forma de Kihler, es por esto que

se dio la definicién de f-variedad (1,2)-simpléctica.

Lema 2.7. La f-variedad (F, A, F) es (1,2)-simpléctica si, y solamente si, para todo «, £3,
a+f3 € ITcon X, € q7y X3 € g tenemos:

Si Xorp € q° entonces N, = Ag; (2.4)

si Xarp € qF entonces Ao = Ag + Aass- (2.5)

Demostracién: Con X, Xz como en el teorema y usando la definiciéon 2.4 y la ecuacién
(1.13) tenemos

, Aats + A — Aa , Aatg + Ao — A
(VF)(Xa, Xp) = — imq 5= ) - Xoyp = 1Mpa +52>\ % Xovst
a+ a+
, Ag — Aa — Eatpra
- f(ma’ﬁXoH_ﬁ) =1Mq3 P h\ +B 7t Xa+5.
a+0
Por eso, si Xo15 € ¢° tenemos
Ag — Ao
0= (Vf)(Xa,Xﬁ) = imaﬂﬁiXoH_ﬁ.
Ao+t
Luego A\g = A,. En forma semejante, si X,13 € q* tenemos
A — Ao — Ao
0= (VF)(Xa, Xp) = imy 522 L X
)\a+ﬁ
y ast Ag = A\g + Aaig. O
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2.4. Forma de Kahler extendida a f-Estructuras

Sea (F,A,F) una f-variedad bandera general, se define la forma de Kéhler extendida

CcOo1mo

QX,Y)=AX,F(Y))=—(Ao X,FoY).

Extendemos esta 2-forma U-invariante a una 2-forma sobre la complejificada q© de g, la
cual denotamos también por €2. €2 es antisimétrica, dado que, su accién sobre los elementos

en la base de Weyl esta descrita por

Q(Xa, Xﬁ) = —i)\a€5<Xa, Xﬁ>

Recordemos que (X,, Xg) = 0 a menos que a + 3 = 0, en este caso tenemos

Q(XOH Xﬁ) = _i>\a€,3 = 7;>\a5a =
—(—i>\ﬁ€a<X5, Xa>) = —Q(Xﬁ, Xa).

Resumiendo: €) no es trivial solamente en los casos « = —f con g, # 0, produciendo el

valor
AU Xa, X_0) =iXaEa- (2.6)
De igual forma que en el primer capitulo hallamos df).

Proposicién 2.8. Sean a, 3,7 € II. Entonces dQ(X,, X, X,) es cero a menos que
a+B+7=0y{X, X5 X,} ¢ q°. En este caso tenemos

3dU X, Xg, Xy) = —ima g(Eada + €805 + E4A,).

Demostracién: Si X,Y,Z € q entonces df2 en el origen estd dada por (ver [18])

BUX,Y, Z) = (Vx)(Y.Z2) — (Ww)(X,2) + (VXY) =
=VAQY,2)  —  QVxY.Z) - QY,VxZ) -
— VyQY, 2) +  AWX.Z) + QX VyvZ)  +
+VQ(X,Y) — QVZX)Y) - QX,VyzY) =
- -X,Y].2) +  QX.Y.Z) - QY.VxZ) -
—Q(V2X,Y).

47



Ahora usando el item 5 en el Teorema 1.10 y 1.12 tenemos

3dUXa, Xg, Xy) = —=ma,gQ(Xasg, Xy) + mp0Xa, Xgpy)—
Aaty T Ay — Ag Aoty T Ao — A

—Mg T X piry X3).
m R 2>\a+7 2)\a+,\{ ( +7 ﬁ)

Q(X,Bv XOH—’Y) — My,a

Si en el lado derecho aplicamos (2.6), vemos que dQ2(X,, X3, X,) se anula a menos que
a+B+v=0y{X, X5 X,} ¢ q°. En este caso

3dQ(Xa, Xﬁ, Xﬁ/) = i(—ma,ﬁaw)\ﬁ, — mﬁﬁao)\a—i—

Aoty + Ay — A >\a+w+>\a—>\75)\)
2)\o¢+'y 2)\a+’y e

TMay = EBAB — Mya

La identidad a + § + v = 0 implica que mq g = mg, = M, (ver [14]). Ademéds de eso,

COmo My g = —Mg tenemos finalmente
3dQ(Xa, Xg, X-y) = —Z'ma,@(Ea)\a + Eﬁ)\g + 87)\7).
U

Definicién 2.9. Sea F = {e,} aen una f-estructura invariante. Una tripla de raices «v, 3,

v € I serd llamada una (p,q,r) — tripla (p+q+1r =3) si

(1) a+B+~v=0;
(i1) El conjunto {€q4,€p,6+} contiene p ceros, ¢ unos y r menos uno.

(7ii) Denotaremos por {p,q,r} = (p,q,7) U (p,7,q).

En esta notacién las {0,3,0}-triplas y {0, 1,2}-triplas corresponden respectivamente a
las {0,3}-triplas y {1,2}-triplas, en el caso casi-complejo (vea, [32], [33]). Ademds de
las anteriores, aparecen las {3,0,0}-triplas, Las {2,1,0}-triplas, las {1,2, 0}-triplas y las
{1,1, 1}-triplas.

Definicién 2.10. Una (I, F) es (1,2)-admisible si existe una métrica A tal que (F, A, F)

es una f-variedad (1,2)-simpléctica.
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Capitulo 3

EL CASO A,

En este capitulo, consideramos la variedad bandera maximal definida en el capitulo uno,
o sea, la variedad bandera maximal F(n) asociada al dlgebra de Lie sl(n,C). y damos
una descripcién completa de las f-estructuras invariantes (1,2)-admisibles. En este caso
el conjunto formado por Ej,j # k 'y Ej; — Ekk, j > k es una base para sl(n,C), h es la
subalgebra de las matrices diagonales y q es generada por las matrices A, = Ej, — Ey; v
Sik = i(Ej, + E;j).

Como enunciamos en el primer capitulo para F(n) y J se puede establecer una correspon-

dencia entre J y un grafo orientado completo (torneo).Vea [8],[22] y [25].

Mo y Negreiros probaron en [20] que las f-estructuras U(n)-invariantes sobre una va-
riedad bandera compleja estan en correspondencia 1:1 con las matrices antisimétri-
cas €(F) = {g;;} donde ¢;; toma valores en el conjunto {—1,0, 1}, lo que sugiere una co-
rrespondencia 1:1 entre f-estructuras invariantes y grafos orientados (digrafos) no necesa-

riamente completos.

Recordemos que la palabra digrafo significa un grafo orientado finito G = (V, E), donde
V es el conjunto de vértices y E el conjunto de arcos de G. Si v,w € V entonces un arco
orientado v — w, significard vw € FE. El simbolo v <+ w indicard que vw o wv estan en

E. Ademas de eso definimos los conjuntos v-perdedor y v-ganador de la siguiente forma:
Gy(v)={w e V: vw e E}, Gy(v)={w e V: wv € E},

tales conjuntos considerados como subdigrafos de G. Decimos que v es un ganador (resp.
perdedor) en G si G,(v) o Gy(v) es igual a V' \ {v}.
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De igual forma que en la definiciéon 1.26 se define un homomorfismo entre digrafos asi:
sean Gy un digrafo con n vértices {1,...,n} y Go un digrafo con m vértices {1, ...,m}. un

homomorfismo entre Gy y Go es una aplicacion

¢:{1,...,n} = {1,...,m} tal que
st = o) o) o ols)= o)
y si

sht = ¢(s) B o)

Cuando ¢ es biyectiva decimos que G1 y Gy son isomorfos.

En este caso, como se muestra en las Figuras (3.2)-(3.6) para n = 2 existen 2 clases de
isomorfismos, para n = 3 aparecen 7 clases de isomorfismos y 42 clases de isomorfismos

para n = 4.

Igual que en el caso de J estructuras, las f-estructura invariantes sobre F(n), estan en co-
rrespondencia 1:1 con digrafos de n vértices a través de la matriz de incidencia del digrafo.
De hecho, en el caso F(n) el sistema de raices II puede ser identificado como el conjunto
{(j,k) : 1 < j,k <n,j # k}, donde pares de raices opuestas {a, —a} corresponden a
pares {(j, k), (k,7)}. Recordemos que una f-estructura invariante F esta determinada por
sus valores en IIT. Estos valores son ordenados, formando una matriz € = (€j3)nxn. La
matriz € se puede identificar como la matriz de incidencia de algin digrafo G = (V| E)

con V ={1,...,n} de la siguiente manera: Si F(E;;) = ic;; L}, entonces G(F) es tal que

para j < k

Jj—k = =1
Yy

je—k <= ¢ep=-1
Yy

jerk <<= £,=0

estableciendo asi una correspondencia biunivoca entre f-estructuras invariantes sobre F(n)

y digrafos de n vértices. Una construccién similar es védlida para métricas invariantes
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A = {)j;} en (F(n),F), de manera que podemos identificar cada Aj; con un autovalor
positivo definido sobre el arco dirigido jk del digrafo E. Note que si €, = 0 el autovalor

Aji no aporta mayor informacién dado que jk ¢ E.

Ejemplo: Consideremos
F(4)=UM4)/(U1)xUQ)xU(1)xU(1))=U4)/T.

En este caso

0 a b c
—a 0 d
=T(F4 = _ _ ,a,bc de feC
q = T(F(4)) o) 5 d o f
—¢ — —f 0
Tomemos la siguiente f-estructura sobre F(4)
0 a b c 0 —ia —ib ic
—a 0 d e —ta 0 0 —te
- — _
b —d 0 f b 00 —if
—¢ — —f 0 ic —ie —if 0

Como el elemento (1,2) de la matriz fue multiplicado por —y/—1, el digrafo correspondiente
tiene un arco orientado de 2 para 1; lo mismo ocurre con el elemento (1,3), entonces el
digrafo tiene un arco orientado de 3 para 1. El elemento (1,4) fue multiplicado por /—1
entonces el digrafo tiene un arco dirigido de 1 a 4. Mientras que el elemento (2,3) fue
multiplicado por 0, entonces el digrafo no tiene un arco ligando 2 con 3. El digrafo (34)

en la Figura 3.5 es el digrafo asociado a ésta f-estructura.

De acuerdo con Black [2], las condiciones para (F(n), A, F) sea (1,2)-simpléctica son de-

terminadas por las siguientes reglas:

Si j—l, k—1l, j»k entonces Nj= \y; (3.1)
Si l—j, l—k jek entonces Nj=N\g; (3.2)
St l—j, j—k l—=k entonces Ng=N;~+ \j. (3.3)

Lo que puede ser resumido en la figura 3.1

El propésito de este capitulo es caracterizar las f-estructuras invariantes que admiten

métricas (1,2)-simplecticas. Es decir, deseamos caracterizar los digrafos G = (V, E) que
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M= Ay T Ak

Figura 3.1: Condiciones de métrica

admiten autovalores positivos A = (\j;) los cuales satisfacen las propiedades (3.1), (3.2)
y (3.3).

3.1. Los casos F(2), F(3) y F(4)

Las figuras (3.2)-(3.6) muestran las clases de isomorfismos de f-estructuras invariantes en

F(n) para n=2,3,4, respectivamente. para n=2,3 todas las clases son (1,2)-admisibles.

® @

(0,0 0,1)

Figura 3.2: Clases de isomorfismos para n = 2

De hecho en el caso F(3) existen 7 clases de isomorfismos de f-estructuras invariantes
(ver Figura 3.3). La métrica Cartan-Killing, A\;; = 1 es (1,2)-simpléctica para todas las
f-estructuras en la Figura 3.4 y las f-estructuras correspondientes a (1) — (6) en la Figura
3.3 la clase (7) que corresponde a la estructura casi-compleja invariante integrable (o sea

Kéhler) y por tanto es (1,2)-admisible (vea [8]).

En F(4) existen 42 clases de isomorfismos de f-estructuras invariantes (ver Figuras 3.4,
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3.5y 3.6). Solo las 36 que aparecen en 3.4 y 3.5 son (1,2)-admisibles. De hecho las siete
clases (1),(2),(3),(6),(7),(15),(25) son trivialmente (1,2)-admisibles, dado que en ellas
no aparecen las configuraciones dadas en la Figura 3.1. Las 29 clases (8)-(14), (16)-(24) y

(26)-(36) junto con las métricas que ellas admiten, aparecen en el apéndice A de [28].

Las seis clases restantes, (37)-(42), aparecen en la Figura 3.6 y las separamos de las anterio-
res precisamente por no ser (1,2)-admisibles. Para estas 6 clases aplicamos las condiciones
dadas (3.1), (3.2) y (3.3) para mostrar la (1,2)-admisibilidad:

En la clase (37) )\23 = )\12 + )\31, )\42 = )\23 + )\34, )\13 = )\43 + )\14 y )\12 = )\24 + )\41 de
lo anterior tendriamos que A2 + A3y = 0, lo que es absurdo dadas las condiciones de la

métrica A.

En la clase (38) Aoz = A1z + A2, Agqs = Aoz + Aoy v A1z = Agq, de lo anterior tendriamos

que A2 + Aoy = 0 lo que es absurdo dadas las condiciones de la métrica A.

(1) %) 3 @)
(0,0,0) ' (0,0,1) ° (0,1,2) (0,1,2)
) (6) 7)
(0,0,2) (1,11 (0,1,2)

Figura 3.3: clases de isomorfismos para n = 3

EII la Clase (39) )\12 = )\23 + )\31, )\32 = )\34 + )\42, )\31 = )\34 + )\41 y )\24 = )\12 + )\41 de 10

anterior tendriamos que A3y = 0 absurdo.

En la clase (40) A3 = Aja + A2z, A3q = A3 = g3, de lo anterior tendriamos que A2 = 0,

absurdo.

En la clase (41) A3 = A2 + A2z, Ao = Aoy + Ass ¥ A1z = A3y, de lo anterior tendriamos
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(1) ©) (3)) LJ
(0,0,0,0) (0,0,0,1) (0,011) (0,0,0,2)
®) (6) (7 8)

N

\

>

-

(0,01,1) (0,0,1,1) (0,1,1,1) (0,1,1,1)
Z\ ) % (12) x
(0,0,1,2) (0,0,1,2) (0,0,0,3) (0,1,1,2)

(13)

AN
ARN

)

(14)

(15)

—~

=

N2
°

(0,0,1,2) (0,1,1,1) (0,1,1,1) (0,0,1,2)
(0,0,2,2) (0,1,1,2) (0,1,1,2) (0,1,1,2)

Figura 3.4: clases de isomorfismos para n =4
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™
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(22)

(23)

(0,1,1,2)

0,1,1,2)

(1,1,12)
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(0,0,2,2)

(25)

>
>
e

(26)

(27)

(1,1,1,1)

0,1,1,2)

01,12
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N
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(1,1,1,2

(29)
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>
)~

(30)

(31)

(0,0,2,3)

0,1,2,2)

0,1,2,2)

(32)

0,1,2,2)

(33)

s
)
>

(34)

(35)

(1,1,1,2

(1,112

(11,22

)
:E )

(0,1,2,3)

Figura 3.5: clases de isomorfismos para n =4
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37 (39) (41)

(11,13 (0,2,2,2) (0,113

(38) (40) (42)

01,22) (0,0,1,3) (0,1,1,2)

Figura 3.6: clases de isomorfismos para n =4

que A2 + Aoy = 0 lo que es absurdo dadas las condiciones de la métrica A .

En la clase (42) Aog = A13 + A2, A3q = A3 = g3, de lo anterior tendriamos que A2 = 0,

absurdo.

3.2.  f-Estructuras Localmente Transitivas

A continuacién daremos esenciales definiciones para obtener nuestro principal resultado

en este capitulo.

Definicién 3.1. Un digrafo G' :== (V', E') es llamado:

1. Trivial si la cardinalidad de el conjunto E’ es cero;

2. transitivo si la relacion “— 7

i—k);

es transitiva (o sea, para i,5,k € V' i — j — k implica

3. relativamente conexo si para todo i,j,k € V', i — j implica i < k o j < k.

Transitividad en digrafos completos también ha sido bastante estudiada y puede ser carac-
terizada por la ausencia de 3-ciclos (esto es, 3-subdigrafo de la forma i — j — k — 1).
La matriz de incidencia es semejante, a menos de permutaciones, a la matriz candnica

g =1 (j < k) [23]. Por ahora, estamos interesados en la siguiente versién local de esta
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propiedad.

Definicién 3.2. Decimos que el digrafo G = (V, E) es localmente transitivo si Yv € V

cada uno de los conjuntos G,(v) y G4(v) es transitivo y relativamente conezo.

Con respecto a las f-estructuras invariantes decimos que F es localmente transitiva si su

digrafo asociado es localmente transitivo.

De la definicién anterior tenemos:

1. Transitividad local significa que el digrafo G,(v),G,(v) omite determinados 4-
subdigrafos, esto es, aquellos que poseen un subconjunto no vacio de arcos dirigidos de

un 3-ciclo, (ver Figura 3.6).

2. En el caso no completo, la definicion 3.2 es mas flexible: esta definicién permite que
alguno de estos subdigrafos, decimos G, (v), puede ser trivial, en cuanto que G,(v) puede

ser transitivo y relativamente conexo.

3. Si max{|G,(v)|, |Gp(v)|} <2Vv € V, entonces G es localmente transitivo.

En F(3), las 7 clases de isomorfismos de f-estructuras invariantes y sus digrafos asociados
se pueden observar en la figura 3.3. Por ejemplo, el digrafo (7) es localmente transitivo
porque es transitivo y relativamente conexo. De igual forma, se puede ver facilmente que
las 6 clases restantes de isomorfismos de f-estructuras invariantes son todas localmente
transitivas, verificando que los digrafos asociados a estas f-estructuras son localmente

transitivos.

En F(4), de las 42 clases de isomorfismos de f-estructuras invariantes, apenas las 36 que

aparecen en las Figuras 3.4 y 3.5 son localmente transitivas.

De acuerdo con la figura 3.6, un 4-digrafo no localmente transitivo tiene un ganador o
un perdedor, pero no ambos. Los arcos dirigidos del 3-digrafo obtenido borrando el
ganador/perdedor forman un subconjunto no vacio de los arcos dirigidos de un 3-ciclo

(ver Figura 3.6).

De aqui en adelante identificaremos las f-estructuras invariantes F con su digrafo asociado

g.
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Lema 3.3. G es localmente transitivo si, y solamente si, cada 4-subdigrafo de G es local-

mente transitivo.

Demostracion: Si G es localmente transitivo entonces cualquier subdigrafo de G, incluso
los 4-subdigrafos, son localmente transitivos. Para la demostracion del lema en el otro
sentido supongamos que G no es localmente transitivo. Entonces tenemos dos casos, que
dejan ver la existencia de un 4-subdigrafo no localmente transitivo, completando asi la

demostracién.

Caso 1: Existe v € V tal que uno de los conjuntos G,(v),G,(v) no es transitivo. Esto
quiere decir que existen 7, k,l € V tal que jk,kl € Ey jl ¢ E. Podemos verificar que
con las condiciones anteriores si [j pertenece o no a F, el 4-subdigrafo de G con vértices
{v, j, k,l} corresponde a uno de los tres primeros digrafos en la Figura 3.6 y, por tanto,

no es localmente transitivo.

Caso 2: Existe v € V tal que uno de los conjuntos G,(v), G4(v) no es relativamente co-
nexo. Esto es, estos conjuntos contienen j, k,l € V tales que jk € Ey jl,kl,lj,lk ¢ E.
Aqui también el 4-subdigrafo con vértices {v, j, k,l} obtenido con las condiciones ante-
riores corresponde a uno de los tres ultimos digrafos en la Figura 3.6. Por tanto, no es

localmente transitivo.

En el importante caso de los digrafos completos, la f-estructura invariante asociada es una
estructura casi-compleja. Exactamente dos de los seis 4-digrafos no localmente transitivos
en la Figura 3.6 son completos, aquellos que contienen un ganador/perdedor y un 3-ciclo.
En [21] estos dos digrafos fueron llamados “conados“ y en [7], [8] un digrafo completo G
que omitia estos dos digrafos fue llamado “libre de cono”. El Lema 3.4 establece por tanto
que G es localmente transitivo si, y solamente si, él es libre de cono. Tenemos entonces
como resultado que los dos conjuntos de digrafos completos estudiados separadamente en
(7], [8], [21],[27] (digrafos libres de cono) y [5] (digrafos localmente transitivos) son iguales.

Brouwer en [5] calcula la cantidad de torneos localmente transitivos de n vértices a ser:

3 Edd Z“ (3.4)

din elg

O

Donde p es la funcién de Mébius y odd(j) es 1 o cero dependiendo si j es impar o par,
respectivamente. Con eso fue respondida la pregunta hecha en [25] sobre la cantidad de

estructuras casi-complejas invariantes (1,2)-admisibles en F(n).
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3.3. Digrafos Completamente No Transitivos

Estudiamos aqui la forma de las métricas (1,2)-simplécticas sobre una clase especial de

digrafos localmente transitivos que llamaremos digrafos completamente no transitivos.

Definicién 3.4.

(i) Un triangulo transitivo es un digrafo completo transitivo G, = (Vi, Ey) con |V;| = 3.
Asumiendo V; = {u,v,w} y E = {uv,vw,uw}, nos referiremos a uv,vw como los

lados y a uw como la base de el digrafo G,.

(i) Un digrafo G' = (V', E') es completamente no transitivo (simbolizaremos CNT) si

G’ no contiene tridngulos transitivos.

Un digrafo CNT es localmente transitivo. De hecho los conjuntos G, (v) y G,(v) son tri-
viales en el sentido de la definicién 3.1 (equivalentemente, el digrafo es también libre de

cono dado que cada 4-digrafo conado contiene un tridngulo transitivo, vea la figura 3.6).

Al mismo tiempo, un digrafo CNT admite métricas (1,2)-simplécticas, esto es, autova-
lores positivos {A. > 0, e € E'} los cuales satisfacen las identidades (3.1)-(3.3). De
hecho debido a ausencia de tridngulos transitivos, el sistema de ecuaciones (3.1)-(3.3)
no posee identidades de el tipo (3.3); luego la métrica de Cartan-Killing A = 1, que
satisface automaticamente (3.1-3.2), es (1,2)-simpléctica (en general G’ admite métricas

(1,2)-simplécticas no-constantes junto con la métrica Cartan-Killing).

Observamos que la métrica Cartan-Killing A = 1 sobre un digrafo G’ es (1,2)-simpléctica
si, y solamente si, G’ es CNT. En particular si G’ es completo, la métrica Cartan-Killing

es (1,2)-simpléctica solamente si |V| < 3, como fue observado en [7].

Ahora definamos la siguiente relacién de equivalencia entre los arcos dirigidos de E' : e ~ ¢’

si para algin v,v’,u € V tenemos e =vuy e =v'u', 0 e =uv y ¢ = u/v'. Una métrica
sobre G’ es (1,2)-simpléctica si, y solamente si, ella es constante sobre cada clase de
equivalencia en E’. Asi mismo, la dimensién del espacio de las métricas (1,2)-simplécticas

es igual a el nimero de clases de equivalencia n en E’.
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3.4. El Caso General

En el estudio de las métricas (1,2)-simplécticas sobre un digrafo localmente transitivo G,
nuestra metodologia serd la de reducir G a un digrafo asociado G CNT con el mismo

conjunto de vértices, basado en el siguiente “Lema de remocion de arcos dirigidos”.

Lema 3.5. Sea G = (V, F) un digrafo localmente transitivo que no es CNT. Entonces E
contiene por lo menos un arco dirigido el cual es una base mas no un lado. Consecuente-

mente, el subdigrafo G := (V, E\{e}) es localmente transitivo.

Demostracién: Sea G, = (Vi, E,) un subdigrafo de G completo maximal transitivo y
|Vi| > 3. La hipdtesis garantiza la existencia de por lo menos uno de esos subdigrafos.
Entonces G, posee una tnica base e € FE, que no es un lado. De hecho G, es isomorfo
al torneo canénico. El vector resultado de G, es (0,1,2,...7 — 1)V, = {1,2,...,r}. G,
posee un arco dirigido uniendo los subdigrafos ganador y perdedor, por ejemplo e, que
es el inico arco que es base en cualquier tridngulo de G, en que él aparece. El arco ey,
es por tanto, una base en G. Afirmamos que e;, no puede ser lado en algin triangulo
transitivo de G. Asumamos al contrario que tal tridngulo G, = (V;, E;) existe. Note que
Vi ¢ V. dado que e no es un lado en G,. Luego, el subdigrafo G* de G soportado sobre
V. U V; contiene estrictamente G,. Transitividad local de G implica que G* es de nuevo
completo y transitivo. De hecho en G, V; = {1,r,t}, t > r. Para cada v € V, considere el
4-subdigrafo de G* soportado sobre los vértices 1, ¢, 7, v. Como G es localmente transitivo,
necesariamente debe existir el arco vt, caso contrario este 4-subdigrafo seria uno de los seis
en la Figura 3.6. Luego el vector resultado en cada vértice de V, aumenta en 1. Por tanto
el vector resultado de G* es (0,1,...,7) el que implica que G* es completo y transitivo,

contradiciendo la maximalidad de G,.

A continuacién mostraremos que G es localmente transitivo. Por el Lema 3.4 es suficiente
mostrar que cada 4-subdigrafo G de G es localmente transitivo. Si e no es un lado en Q,
no hay nada que demostrar, dado que G es subdigrafo de G. En caso contrario, asuma
e = uw con u, w vértices en G. Suponga que G no es localmente transitivo. De acuerdo con
la Figura 3.6 G contiene un ganador o un perdedor, v. Dado que e no esta en G, v # u,w.
En cualquiera de los dos casos, v ganador o perdedor, e es un lado en el tridngulo transitivo

{v,u,w}, lo que es imposible por la primera parte del lema. a

Por el Lema 3.4 y por [8], tenemos que una f-estructura casi-compleja invariante sobre

F(n) es localmente transitiva si, y solamente si, ella es (1,2)-admisible. La extensién del
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resultado anterior, para cualquier f-estructura invariante sobre F(n) es nuestro principal

resultado en este capitulo.

Teorema 3.6. El digrafo G = (V| E) admite métricas (1,2)-simplécticas si, y solamente

si, es localmente transitivo.

Demostracion: Para n < 4, observamos en la seccién 3.2, que G es siempre localmente
transitivo. Para n = 4, la verificacién esta basada en los digrafos de las figuras 3.4 y 3.5

y las métricas admitidas aparecen en el Apéndice A de [28] . Asi mismo, asuma n > 4.

Si G admite métricas (1,2)-simplécticas, entonces por restriccién, cada 4-subdigrafo de G
es (1,2)-admisible, y por la observacién hecha anteriormente, localmente transitivo. Por

el Lema 3.4, G es localmente transitivo.

Reciprocamente, asuma que G es localmente transitivo. Argumentamos por induccion:
Si G es CNT entonces la existencia de métricas (1,2)-simplécticas fue garantizada en la
seccién anterior. En caso contrario por el Lema 3.6 seguimos removiendo secuencialmente
bases ey, k = 1,...,r de G = (V, E), obteniendo una secuencia de digrafos G, = (V, Ej)
localmente transitivos. El proceso acaba cuando no existen maés triangulos transitivos, o
sea, cuando Gy = (V, Ek) es CNT, para algtn k. Por la hipdtesis de induccién, cada Gy,
admite métricas (1,2)-simplécticas. Extendemos, en forma inversa la remocién de bases, la
métrica sobre G|_ definiendo A., = Az + Az, donde €, ¢ son los lados correspondientes a
la base e,. Esta es la tinica extensién para la cual A es (1,2)-simpléctica sobre el tridngulo
en que estan, por tanto la tinica extensién la cual debe ser (1,2)-simpléctica para todo G.

Queremos mostrar que de hecho ésta es (1,2)-simpléctica.

Paso 1. La extensién es bien definida. Esto es, asuma que e = uw es simultaneamente base
para dos tridngulos transitivos, decimos, {uv, vw,uw} y {uz, zw,uw} con {u,v,w,z} C

V. Primero mostraremos que
)\uz + )\zw - )\uv + )\vur (35)

Hay dos casos a considerar. Si v <+ z, podemos asumir por analogia v — z. En este caso,
por (3.3) Az = Az — Auw ¥ Az = Apw — A, implicando (3.5). Caso contrario, por (3.1-3.2)

Aiw = Auz Adpw = Az, de nuevo implicando (3.5).

Paso 2. Mostramos aqui que la métrica extendida es de hecho (1,2)-simpléctica. Cada

conflicto con (3.1-3.3) podria envolver el arco removido e, ya que G por hipGtesis satisface
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estas restricciones. Por el Lema (3.6) e no es un lado en G, por tanto cualquier conflicto

(3.3) es de el tipo ya discutido en el paso 1.

Un conflicto con (3.1) implica que A, # X\, donde, decimos, e = uw y € = tw. Esto puede
ocurrir solamente si t «+» u. Ahora es facil ver independientemente de la relacién entre v y
t que G v G no pueden ser ambos localmente transitivo, dado que uno de los dos contiene
uno de los digrafos no localmente transitivos que aparecen en la Figura 3.6. Esto es una

contradiccion de nuestras hipotesis.

Un conflicto con (3.2) produce una contradiccién semejante, y asi mismo la demostracién

estd completa. O

Asuma que el digrafo localmente transitivo es reducido, via remocién de bases, a un digrafo
CNT, G'. El teorema 3.7 muestra que cada métrica (1,2)-simpléctica sobre G’ se extiende

de forma tnica a una métrica (1,2)-simpléctica sobre G.
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Capitulo 4
Algebras de Lie de Rango tres

En éste capitulo estudiamos las caracteristicas (subdlgebra de Cartan y sistema simple
de raices) del algebra de Lie semisimple de dimensién finita B;. También consideramos
la variedad bandera maximal asociada a las algebras de Lie de rango tres con una métri-
ca y una f-estructura invariante. Demostraremos aqui la equivalencia entre localmente

transitiva y (1,2)-simpléctica para los casos mencionados demostrando caso a caso.

Veamos las caracteristicas del dlgebra de Lie de tipo B;.

4.1. Algebra de Lie de tipo B;

Estas algebras son semi-simples y tienen como representantes las algebras de matrices

antisimétricas de dimension impar

s0(2l+1)={Aesl(2l+1): A"+ A=0}.

Para encontrar una subélgebra de Cartan de so(2] + 1) es conveniente escribir esta
algebra como las matrices de transformaciones lineales antisimétricas en relacion a la

forma cuadratica no degenerada.

Las dlgebras de matrices antisimétricas en relaciéon a formas cuadréaticas no degeneradas
distintas son isomorfas. De hecho, suponga que J; y Jo son matrices simétricas que definen

formas cuadraticas equivalentes. Entonces existe una matriz invertible g tal que
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Ji = gJog' para i = 1,2, defina
gi={Aesl(2l+1): AJ;+ J;,A' = 0}.

Se puede verificar que A € gy si y solo si gAg™! € gy
gAg~t € g1 & (gAg~ )i + Ji(gAg™') =0

& gAg L+ Ji(gTh) Al =0

& gAJygt + g Algt =0

& Adygt + LAYt =0

& Ajy+ LA =0.

Por tanto, existen diferentes maneras de realizar so(2[ + 1) escogiendo diferentes formas
cuadraticas. La forma cuadréatica mas conveniente para describir una subalgebra de Cartan

de s0(2] + 1) esta dada por la matriz .J, escrita en bloques como

1 0 0
J=10 0 1,
01, 0

donde 1; indica la matriz identidad [ x [. Esta matriz es simétrica y no degenerada. Y si

V2 0 0
=—1 0 ; 1
g 2 [/
1, il
donde ¢ = y/—1 entonces gg' = J. Por tanto, el dlgebra de matrices antisimétricas en

relacién a J es isomorfa a so(2] + 1).

Sea A una matriz (20 + 1) x (2l + 1) en bloques del mismo tamano que los bloques de J
y usando la condicién AJ + JA* =0, A € s0(20 + 1) si y s6lo si A es de la forma:

0 B8 v
A=|-" a b
—6t ¢ —dt

con #y v matrices 1 x [ y las demés [ X [ y con b y ¢ antisimétricas. De hecho, al realizar:

x 0 v 1 0 0 x v B
AJ=1|y a b 00 L=y b a
z c q 0 1, O z q c
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20 y+y B+
= AJ+JA' = [ y4++* b+ a+q | =0
2+ 60 qg+a c+

de donde obtenemos las siguientes ecuaciones:

x=0

y=—"

b=V
a=—q¢" = qg=—a
z = —[3

c=—c.

Al solucionar los sistemas de ecuaciones obtenemos la matriz A y comprobamos que
Aeso(2l+1).

Una subdlgebra de Cartan h es una subalgebra de dimensién [ de matrices diagonales en

50(20 + 1), esto es, H € h si y sélo si H es de la forma

con A una matriz [ x [ diagonal arbitraria.

Verifiquemos que H es una subdlgebra de Cartan. De acuerdo a la definiciéon que estudia-

mos en el primer capitulo debe cumplir que [A, H] € H. De hecho,

0 B ~ 0 0 BA —yA
AH=1|-" a b A =10 aA —-DA
-6t ¢ —al —A 0 cA a'A
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0 0 B8 =~ 0 0 0

HA= A -t a b | = -Ay Aa Ab
—-A Bt ¢ —dt ABL —Ac Ad
0 8A A

[A,H)=AH — HA=| Ay* aA—Aa —bA—Ab| € H.
—~ABY A+ Ac adtA — Adl
Analicemos ahora el sistema de raices simples. Si a es una raiz, entonces o(H) es una

diferencia de autovalores de H.
Sean Aj, j =1,2,..,1 los funcionales

A A =diag{a,...,aq;} — a;.

Entonces los autovalores de H son 0y £\;(H), j = 1,...,1. Luego los posibles valores
que una raiz de h asume en H son £M\;(H) y =£N(H)x N\(H) para j,k=1,..,1
+2)\;(H), 5 = 1,...,1 no aparece como autovalor de ad(H), porque las matrices de los
autoespacios correspondientes tendrian sus entradas no nulas a lo largo de las diagonales
de las matrices ¢ y b de A, y estas matrices son antisimétricas y por tanto las diagonales

son nulas, y £2); no es una rafz. Los deméds funcionales lineales son de hecho raices de b.
Las raices con los espacios de raices correspondientes son dadas por:

A, i=1,...1, con un espacio de raices formado por las matrices A en que
a=b=c=003=(0,...,1,...,0) y v = 0.

-, j=1,..,1 con un espacio de raices dado pora =b=c=0~v=(0,...,1,...,0)
y f=0.
Ai — Ajcon i # j con un espacio de raices dado por f=~7=0 b=c=0y

a una matriz [ X [ cuya unica entrada no nula es 7).

Ai +Ajconi # j con un espacio de raices dado por f=7=0 a=c=0y buna
matriz antisimétrica cuyas unicas entradas no nulas estan en las
posiciones 7 y jt.

—(Ai + Aj) con i # j con un espacio de raices dado por la matriz transpuesta de la

anterior.

Cada uno de estos espacios de raices es de dimensiéon uno y H = 0 si «(H) = 0 para toda

raiz a;, como es de esperarse para una algebra semisimple.
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Un sistema simple de raices esta dado por:

Y={A— Ay, o1 — A N T

Esto porque X tiene el mismo nimero de elementos que la dimensién de § y veamos que
toda raiz puede ser escrita como una suma, con repeticiones de elementos de ¥ 6 —>.. De

hecho, para cada j =1, ..., [,
>\j - ()\J - >\j+1> + ...+ ()\1_1 - >\l) + )\l

y por tanto esas raices son positivas y sus opuestas —\; son negativas.

Si ¢ < j entonces:
)\i + )\j = ()\z - )‘H—l) + ...+ ()\j—l - )\]) + 2<)\] - )\j+1> + ...+ 2)\l

y, por tanto, esas raices también son positivas, siendo que sus opuestas son negativos.
Luego,
)\i - >\j — <>\2 —_ )\i—l—l) + + <>\j—1 - )\J)

Para encontrar la forma de Cartan Killing a . Sea H como fue definida anteriormente,

con

A =diag{ay, ..., a;}.

La lista de raices encontrada arriba muestra que

(H,H) = QZQ? - Z(ai —a;)* + Z(ai + a;)?

i#j i#j

(H H)=2) al+> (@) —2aa; + (4;)° + (a:)° + 2a,0; + (a;))
i=1 i3]

!
(H,H) = 22&?—%22(@?—{—@?)
i=1

i#]
I
(H H)y=2> al+4) (al +d).
i=1 i<j
Se puede verificar ¥;;(af + a?) = (I — 1)X;a7,
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l

(H/H)y=2> a’+4(1-1)) a’

i=1 i=j

l l

(H H)y=> al(2+41—4) =220 - 1)) a}.

i=1 =1
Finalmente por la férmula de polarizacién
!
(H H') =202 - 1)) a;al.
i=1
Si H' estéa dado de la misma forma por A’

N = diag{a)...a;}

Denotamos por A, una matriz diagonal [ x [ que define H, un dual de la raiz «. Entonces

Ay diag{0, ..., 1;,...,0},

T 220 1)
Ay = ———— diag{0, ..., 1;, ..., —1;, ..., 0},
)\1 )\J 2(2[- 1) Za’g{ ) ) J }
1
Ayor, = ———— diag{0, ..., 14,..., —1;, ..., 0}.
>\1+>\] 2(2l _ 1) Za’g{ ) ) J }

La raiz de menor longitud es \; porque:

(A = i A = i) = (A Aa) = (A Ag) — (A ) + (A, ) =

1 1 21 1
B <2(2l — 1)E“" 2(21 — 1)E’”> TR@RI-12 2-1
y
1 1 C202-1) 1
o i) = <2(2z B RbTp 1)E”> TR2@RI—-1)2 202 —1)

Por tanto, so(2] 4+ 1) es una representante de algebras Bl, | > 2.
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4.2. Transitividad Local General

Definicién 4.1. Sea F = {e4}aen una f-estructura invariante. Sea la cuddrupla
Q ={a,0,7,0} C II, con a+ B+ v+ =0 un conjunto sin pares de raices opuestas o

tguales.

(1) Decimos que una tripla de raices {(u + v),wi,ws} es extraida de QQ por u y v si
{u, v, w1, w2} = {e, B, 7,9}

(13) Decimos que F es localmente transitiva si el conjunto formado por las {0,3,0}-
triplas, {1,2,0}-triplas y { 2,1,0}-triplas extraidas de Q), tienen cardinalidad diferente
de 1.

Si F es una estructura casi-compleja, esto es, la variedad bandera es maximal, en esa
definicién coincide con la definicién libre de cono dada en [9]. As{ mismo como en [9] la
condicién de que la cuadrupla no contenga pares de raices opuestas o iguales es redundante

y es incluida solo para enfatizarla. De hecho, si

(i) B = —a. Entonces 6 = —v y las triplas extraidas de @ son, {a + v, —a, —7},
{a — v, —a,v}, {—a+ v, a,—}, {—a — v,a,7}. Suponga por ejemplo, que {a +
v, —a, —y} es una (0,0,3)-tripla, o {1,2,0}-tripla o {2, 1,0}-tripla, entonces {—a —
v, a,v} serfa una (0,3,0)-tripla o {2,1,0}-tripla o {1,2,0}-tripla respectivamente.

Es facil ver que en este caso, este tipo de triplas aparece en pares.

(71) Si @ = 3, como 2a es 6 + v = —2a no pueden ser raices, las posibles triplas
extraidas de @ son {a,a + 6,7}, {a, 0, a + v}, {a,a + 6,7} v {a, 0, + v} una vez

més la condicion localmente transitivo estd satisfecha.

La siguiente proposicién refuerza el hecho de que la definicion general de localmente

transitivo esta basada en lo que sucede en el caso A,.

Proposicién 4.2. En la variedad bandera mazimal asociada a A,_1 = sl(n,C), una
f-estructura invariante es localmente transitiva en el sentido de la definicion 4.1 si, y

solamente si, cada 4-subdigrafo del digrafo asociado no es uno de los seis digrafos en la

figura 3.6.
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Demostracién: Sean F una f-estructura invariante y G(F) su digrafo correspondiente,
suponga que F es localmente transitiva en el sentido de la definicion 4.1. Sea {3, j, k, [} un
4-subdigrafo de G(F) y considere el correspondiente conjunto de las raices
p = {j, i, o, oqi b C 11 con oy + ajy, + agy + ag; = 0. Si F|, es una estructura casi-
compleja invariante, en [9] se muestra que {i,j, k,l} no es un cono, entonces {1, j, k, }
no es uno de los seis digrafos en la Figura 3.6. Caso contrario, de ¢ = {;, o, o, i }
extraemos cuatro triplas {a, o, cui b, {ai, cuiy @i by { s g, i} y {auj, g, g . Cada
una de éstas triplas corresponde a un 3-subdigrafo, esto es, {ayg, ax, i} esta asociado a
{i,k,1}. Dado que el nimero de triplas del tipo {1,2,0} y {2,1,0} extraidas de q debe

ser diferente de 1, {i, j, k, [} es diferente de los dltimos cuatro digrafos en 3.6.

Para demostrar lo reciproco, de la misma forma que en [9] un conjunto de cuatro raices
Q =A{«a,B,7,0} con a+ G+ +d =0 que no contiene pares de raices opuestas o iguales,
tienen la forma {a;j, ajk, cug, oy} para 1 <, 5, k,1 < ny como el subdigrafo asociado es
diferente de los seis 4-subdigrafos en la Figura 3.6 entonces la cardinalidad del conjunto
de triplas extraidas de p del tipo {0, 3,0}, {1,2,0},{2,1,0} es diferente de 1. Repitiendo

el argumento, tenemos la condicién de localmente transitivo generalizada.

Teorema 4.3. Una condicion necesaria para (F,F,\) sea (1,2)-simpléctica es que F sea

localmente transitiva en el sentido de la Definicion 4.1.

Demostracion: Recordemos que d* = 0 computando d*Q(X,, X3, X, X;) tenemos que
las tinicas cuddruplas {a, 3,7v,0} C II de interés, son aquellas que satisfacen a+G+y+0 =
0 con {a, 8,7,0} € q°. Asf como en el caso de las estructuras casi-complejas tenemos los

siguientes 6 términos

L. +imea My 5(Eatsats + €4 Ay + E5As),
2. —img s a(Eada + €47 A3+~ + E5A5),
3. Fimy M g(Eata + €825 + €915 M15),
4. —imgsMa(Eata + E5Ay + Ea16A316),
5. —iMa~mas(£aA5 + EatyAaty T+ E5As),

6. +ima,5mgﬁ (55)\5 + E’Y)"Y + €a+5)\a+5).
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Ahorasea @ = {a, 3,7,6} € q° una cuddrupla de raices tal que a+5+~+46 = 0. De los seis
términos a que corresponden las {1,2}-triplas, esto es, los términos correspondientes a las
{0,1,2}-triplas y {1, 1, 1}-triplas extraidas de @, son cero si (F, F, A) es (1,2)-simpléctica.
Asf mismo para que d?() sea cero, no existe una métrica A tal que al extraer exactamente
una tripla de los tipos {1,2,0} o {2,1,0} o {0,3,0} los términos correspondientes en la
numeracién de arriba sean cero. Si R es el conjunto de las raices que aparecen en las triplas
extraidas de () y F|g es una estructura casi-compleja invariante, este caso corresponde al
estudiado en [9] y aqui es imposible extraer exactamente una {0, 3, 0}-tripla. Note que es

posible aparecer dos de las tres o las tres juntas.

4.3. El Caso (F,F,A) con F asociada al algebra Bs

En [9] se muestra que, excepto cuando el sistema de raices corresponde a Gs, la condicién
libre de cono (localmente transitiva) es una condicién de subsistemas de IT de rango tres.
El propésito de esta seccion es extender las f-estructuras invariantes a los resultados obte-
nidos en [9] para estructuras casi-complejas invariantes en sistemas de raices de rango tres
(principalmente los irreductibles Az y Bs ). Tengamos en cuenta que los sistemas de raices
reductibles de rango tres son A; @ A; & Ay, A1 ® Ay y Ay & Bs. Se puede comprobar que
en estos casos las f-estructuras invariantes admiten métricas (1,2)-simplécticas. De hecho,
los casos A; y Ay corresponden a F(2) y F(3) respectivamente y ya fueron analizados en

el capitulo tres.

Para el caso B el sistema de raices positivas es II7(By) = {«, 5, a+ 3, 2a+[}. A menos de
signo existe s6lo una cuddrupla en Bs, {«, a, 3, —(2a+/3)}, v las dos unicas posibles triplas
extraidas de ellas son iguales, por tanto, cualquier f-estructura invariante F definida
sobre la variedad bandera maximal correspondiente es localmente transitiva. Para ver el
reciproco, esto es, que F es (1,2)-admisible, basta definir la métrica en la tinica tripla que
aparece (a, a+ (3, —2a — (). por tanto para los casos mencionados anteriormente tenemos
la equivalencia entre localmente transitivo y (1,2)-admisible. A continuacién analizamos

el caso Bs.

La realizacién standard en R? del sistema positivo de raices de By es L U S donde
L={e;+e;:1<i<j<3}yS=A{e;:1<i<j<3}donde {e;: i=1,2 3} labase
canénica de R? son los conjuntos de raices largas y cortas respectivamente. El Conjunto

L U S es un sistema de raices.
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Un sistema de raices esta definido asf:

Definicién 4.4. Un conjunto Il C E es un sistema de raices que satisface.

(1) II es finito, genera E y no contiene 0.
(73) para todo o € 11 existe una reflexion r, en relacion a « tal que r,(IT1) = II.

(7ii) para todos a, B € I, 14(8) — (B es un maltiplo entero de .

El conjunto L es isomorfo al sistema de raices positivas de As, Ly = {ay; : 1 <i < j <3}

via la biseccién:

Raices simples: aqy <> €3 — €3; (o3 <> €1 — €3] (i34 <> €9 + €3.
Raices de altura 2 : aj3 < e; — e3; aoq <> €1 + €3.

Raices de altura 3 : a4 < e + es.

Proposicion 4.5. Suponga F la variedad bandera maximal asociada a B3 con una f-
estructura invariante . Entonces F es (1,2)-admisible si, y solamente si, F es localmente

transitiva.

Demostracién: Sea F = {e,} una f-estructura invariante en la variedad bandera ma-
ximal asociada a Bj;. Con la restriccién F' las raices largas L es también localmente
transitiva, por esto podemos asumir que ella esta representada por uno de los 34 digrafos
en las Figuras 3.4y 3.5. Asi mismo para que F sea localmente transitiva falta ver lo que
sucede en las raices cortas eq, es, e3. Para esto solo presentamos las cuadruplas que apa-
recen en B3 que no son cuadruplas de raices largas. A menos de cambios de signos, son

las siguientes 18 cuadruplas.

Q1= {—e1,e1 — e, €3 — €3, €3}, Q2 = {e1 — ez, e2 + €3, —e1, —es},
Q3 ={ea —e3,€e1 + €3, —ea, —€1}, Q4= {e2 —e3,e5+ €3, —ea, —€3},
Qs ={e1 —eq, €1 + €2, —€1, —€1}, Q¢ = {e2 + e3,e1 — €3, —ea, —e€1 },
Q7 ={e1 —e3,e1 +e3,—eq, —e1}, Qs = {e2 — e3, —(ea + €3), €3, e3},
Qo = {e2 —e3,—(e1 +€2),e3, €1}, Qio = {e1 — e, —(e1 — e3), €2, —e3},
Qu = {e1 — ea, —(e1 + €3), ea, €3}, Qi2 = {e1 — ez, —(e1 + €2), €2, 2},
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Qi3 = {ea +e3,—(e1 +e3), —ez, €1}, Qe = {ea +e3, —(e1 +e2), —e3, €1},
Q15 = {e1 —e3, —(e1 +e3), €3, €3}, Q6 = {e1 —e3, —(e1 +e2),€3,€2},

Q17 = {e1 +e3,—(e1 +€2), —es, €2}, Q1s = {ea —e3, —(e1 —e3), —ea, €1}

Presentamos a continuacion la triplas extraidas en cada cuadrupla.

Notamos que las cuadruplas Qg4, @5, Q7, Qs, @12, Q15 son excluidas por la definicién 4.1

{—e2,e9 —€3,€3} {e1 + e3, —e1, —e3}
| {-(e1 —es),er — e, 62 — €3} _ {—ea, €2+ €3, —e3}
O = Q2 =
{61 — €3, —€1, 63} {62, €1 — €, —61}
{62,—61,61 —62} {—(€1+€3),61 —62,€2+€3}
{61 _'_627_627_61} {61 +€27_627_61}
{—es,e1 +e3,—er} {es,e1 —e3, —er}
Q3 = Qs =
{es,ea — €3, —€a} {—es,e0 +e3,—€2}
{—(e1 + €2),e2 —e3,€1 + €3} {—(e1 +ea),ea+e3,e1 —e3}
{_(61 +63),63,61} {_(62 _63)762a_63}
{ea, —(e1 + €2), €1} {e1,—(e1 —e3), —es3}
Qo = Qo =
{_627 €9 — €3, 63} {_617 €1 — €9, 62}
{e1+e3,e0 —e3,—(e1 +€2)} {e2 —e3,e1 — ez, —(e1 — €3}
{—(e2+e3),€9,€3} {—(e1 —e2),—e€a,€1}
{e1,—(e1 +e3),e3} {es,—(e1 +e3),e1}
Qu = Qi3 =
{—e1,e1 —e9,69} {—e3,e2+ €3, —€2}
{ea+e3,e1 —ea, —(e1 +€3)} {e1 —eg,e9+ €3, —(e1 +€3)}
{—(61 _63)7_63761} {_(62_'_63)763762}
{e2,—(e1 +€2),e1} {—e1,—(e1 +€2), €2}
Quu = Q6 =
{—e2,e2+ €3, —€3} {—e1,e1 —e3,e3}
{e1 —es,ea+ €3, —(e1 4+ e2)} {ea +es,e1 —e3, —(e1 4+ e2)}
{—(62 —63),—6’3,62} {—(6’1 —62),—6’2,61}
{e1, —(e1 + e2), €2} {—e3,—(e1 —e3),e1}
Qi7 = Qs =
{—e1,e1 +e3,—es} {es, e2 — €3, —€2}

{e2 —e3,e1+ €3, —(e1 +€2)} {e1 —ea,e0 —e3,—(e1 —€3)}
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Cuando F es una estructura casi-compleja invariante, los tinicos casos a considerar seran
(35) y (36) de la figura 3.5. En estos casos se podria asumir ¢., = +1, dado que la
reflexion r3 con respecto a ez deja Ls invariante fijando la raiz mas alta e; + e5. El caso
€e; = —1 se guia por simetria. En nuestro caso, esta invarianza no garantiza la simetria
de los resultados, por esto tenemos que estudiar todas las opciones de £, para a en las
raices cortas. Las f-estructuras localmente transitivas que pueden ser definidas en Bs
son descritas a partir de los Lemas B.1 a B.34. Para mostrar que cualquier f-estructura
localmente transitiva es (1,2)-admisible las (1,2)-triplas en Bs tienen que satisfacer 2.4 y
2.5 en el Lema 2.7.

A menos de signos, las triplas que aparecen en Bs son las siguientes

e1+e3), —(e1 +e2)} {
62+63),—(61 +63)} {

@
[\
|
N
w
—~ ;-\

Al hacer los calculos directos, verificamos que cualquier f-estructura que no es localmente
transitiva también no es (1,2)-admisible. A continuacién presentamos en forma de lemas
las f-estructuras invariantes localmente transitivas definidas en la variedad bandera ma-
ximal asociada a Bs. Es importante notar que las demostraciones son presentadas para
las cuadruplas donde la condicién localmente transitiva no se cumple, en los demas ca-
sos basta verificar que todas las cuadruplas satisfacen esta condicién. Recordemos que
las raices largas de Bs estdn denotadas por F' y las cuddruplas son las 18 mencionadas

anteriormente.

Lema B.1. Si F! corresponde a (1) en la figura 3.4, F es localmente transitiva para

cualquier valor de ey, es, e3.

Lema B.2. Si F! corresponde a (2) en la figura 3.4, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:
(1) €ey = 1,66, = 1,60, = £1.
(17) €ey = —1,60, = —1,6,, = %1.
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Demostracién:

(1) Siee, = —1 en @17 no se cumple la condicion (i) en la definicion 4.1 y si ., = 1 en
(015 no se cumple la condicién (i7) en la definicion 4.1.
(i1) Sie., = —1 en Q5 no se cumple la condicion (ii) en la definicién 4.1 y sie., = 1 en

()17 no se cumple la condicion (ii) en la definicién 4.1. O

Lema B.3. Si F! corresponde a (3) en la figura 3.4, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:

(Z) Eez = 1a562 = 1,551 = =41.

(17) €eg = —1,60, = —1,6,, = —1.
Demostracién:
(1) Siee, =1 en @ no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1 y si ., = —1 en

()3 no se cumple la condicién (iz) en la definicién 4.1.

(77) Si e, = —1 en @2 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1. O

Lema B.4. Si F! corresponde a (4) en la figura 3.4, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:

(1) €ey = 0,60, = 1,6, = £1.
(17) €ey = 1,60, = 1,6, =0, —1.
(181) €y = 1,60, = —1,6¢, = —1.
(10) €ey = —1,60, = 1,6, =0, 1.

(V) €y = —1,6e, = —1,6,, = 1.
Demostracion:

(1) Siee, = %1 en () no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
(73) Si e, =0,—1 en @ no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1.

75



(791) Siee; = —1 en Q2 no se cumple la condicién (i7) en la definicion 4.1.
(iv) Siee, =0,1en @ no se cumple la condicién (iz) en la definicién 4.1.

(v) Siee, =1 en @3 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1. O

Lema B.5. Si F! corresponde a (5) en la figura 3.4, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:

(1) €ey = 0,60, = —1,6,, = £1.

(17) €ey = 1,60y = 1,6, = —1.
(191) €y = 1,6¢, = —1,6., =0, —1.
(10) €y = —1,60, = 1,6, = L.

(V) €ey = —1,6c, = —1,8,, =0, 1.
Demostracién:

(1) Siee, = %1 en @1 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
(77) Si e, = —1 en Q3 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
(173) Siee, =0,—1 en )1 no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

(iv) Sie., =1 en Qs no se cumple la condicién (7i) en la definicién 4.1.

(v) Siee, =0,1en @ no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1. O

Lema B.6. Si F' corresponde a (6) y (7) en la figura 3.4, F no es localmente transitiva

solo en los casos donde las tres raices toman valores no nulos al mismo tiempo, esto es:

(1) €ey = 1,6¢, = 1,60, = £1.
(17) €ey = 1,60, = —1,8,, = %1.
(170) €ey = —1,6¢, = 1,6, = 1.

(10) €ey = —1,60, = —1,6., = £1.
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Demostracién:
(1) Sie., =1 en @ no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1 y si €., = —1 en
()3 no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1.

(17) Siee, = —1 en @2 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si ., = 1 en

()¢ no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.

(7i1) Siee, =1 en @3 no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1 y si ., = —1 en

()¢ no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1.

(v) Sie,, = —1 en @ no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1y sie., = 1 en

()3 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1. O

Lema B.7. Si F' corresponde a (8) en la figura 3.4, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:

(1) €ey = 0,60, = 1,6, = 0.
(i1) €0, = 0,60, = — 1,5, = 1.
(170) €ey = 1,6, = 1,60, = 1.
(10) €ey = 1,60, = —1,6,, =0, 1.
(V) €y = —1,6e, = 1,6, = —1.

(Vi) €ey = —1,8¢, = —1,6,, =0, —1,1 0 sea en este caso ninguna f-estructura invariante

es localmente transitiva.
Demostracién:

(1) Siee, =0 en Q15 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
(1) Sie., = %1 en @ no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.

(7ii) Sie., =1 en @ no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1 y si g., = 1 en

()3 no se cumple la condicién (iz) en la definicién 4.1.

(iv) Siee, = 0,1 en @y no se cumple la condicién (iz) en la definicién 4.1.
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(v) Siee, = —1 en Qg no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.

(vi) Sie., = —1 en @ no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1 y si g, = 0
en () no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si ., = 1 en Q3 no se

cumple la condicién (77) en la definicién 4.1. O

Lema B.8. Si F! corresponde a (9) en la figura 3.4, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:

(1) €ey = 1,66, = 0,6, = £1.
(17) €ey = 1,60, = —1,6,, = £1.
(131) €ey = —1,6¢, = 0,8, = £1.

(1v) €y = —1,6¢, = 1,66, = 0,—1,1, 0 sea en este caso ninguna f-estructura invariante

es localmente transitiva.

(V) €ey = —1,6c, = —1,6,, =0, 1.
Demostracién:

(i) Siee, =1 en @3 no se cumple la condicion (ii) en la definicién 4.1 y si g,, = —1 en

@3 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.

(ii) Sie., = —1 en @2 no se cumple la condicién (i7) en la definicion 4.1 y si e, = 1 en

Qs no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
(iii) Siee, = £1 en @y no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.

(iv) Sie., =0,—1 en @1 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si ., = 1

en () no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

(v) Siee, =0,1en @ no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1. O

Lema B.9. Si F! corresponde a (10) en la figura 3.4, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:

(1) €ey = 0,60, = 1,6, = 1.
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(17) €ey = 1,60y = 1,6, = —1.
(180) €y = 1,60, = —1,6., = —1.
(10) €ey = —1,60, = 0,6, = 1.

(V) €y = —1,6e, = 1,6, = 0, %1, 0 sea en este caso ninguna f-estructura invariante es

localmente transitiva.

(Vi) €ey = —1,6¢, = —1,6,, =0,1,—1, 0 sea en este caso ninguna f-estructura invariante

es localmente transitiva.
Demostracién:

(i) Siee, =1 en Qg no se cumple la condicién (4i) en la definicién 4.1.
(ii) Sie., = —1 en Q9 no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.
(iii) Sie., = —1 en @2 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
(iv) Sie., = £1 en @; no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

(v) Sie., =0,—1 en @ no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1 y si g., =1

en () no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

(vi) Sie,, =0,1en @ no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1 y si g,, = —1

en g no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1. O

Lema B.10. Si F' corresponde a (11) en la figura 3.4, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:

(1) €ey = 0,60, = 1,6, = £1.

(17) €ey = 0,60, = —1,6¢, = 1.
(191) €y = 1,66, = 0,6, = 1.

(10) €ey = 1,60, = 1,6, =0, 1.

(V) €y = —1,6¢, = 1,6, =0, —1.
(Vi) €ey = —1,6¢, = —1,6,, =0, 1.
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Demostracién:

(i) Sie., = =%1 en @3 no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.
(ii) Sie., =1 en Qg no se cumple la condicién (4i) en la definicién 4.1.
(ili) Siee, =1 en Qg no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
(iv) Siee, = 0,1 en Q3 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
(v) Siee, = %1 en (1 no se cumple la condicién (iz) en la definicién 4.1.

(vi) Siee, = 0,1 en @ no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1. O

Lema B.11. Si F' corresponde a (12) en la figura 3.4, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:

(1) €es = 0,60, = 1,60, = £1.
(17) €ey = 0,60, = —1,8,, = 1.
(131) €y = 1,66, = 0,6, = £1.
(10) €ey = 1,60, = 1,6, =0, —1.

(V) €ey = 1,66, = —1,6,, =0, 1.

(Vi) €y = —1,6., = 0,6, = L.
(Vii) €ey = —1,60, = 1,6,, =0, 1.
Demostracién:
(i) Siee, =1 en @3 no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1 y si g,, = —1 en

Qs no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1.
(ii) Si e, =1 en Q3 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
(iii) Siee, = £1 en Q2 no se cumple la condicién (iz) en la definicién 4.1.
(iv) Siee, =0,—1 en Q2 no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.
(v) Siee, =0,1en @ no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1.
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(vi) Sie., =1 en Q3 no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

(vii) Sie., =1 en @3 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si e, = 0 en

Q¢ no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1. O

Lema B.12. Si F' corresponde a (13) en la figura 3.4, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:

(1) €ey = 1,60y = 1,60, = —1.

(17) €ey = 1,60y = —1,6¢, = 1.
(170) €ey = —1,6¢, = 0,6, = 1.
(10) €ey = —1,6¢, = 1,6, =0, —1.

(V) €y = —1,6c, = —1,6,, =0, —1.
Demostracién:

(i) Si e, = —1 en Q3 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
(ii) Si e, =1 en Qg no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
(iii) Siee, = £1 en @1 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
(iv) Sie., =0,—1 en @ no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

(v) Siee, =0,—1 en @3 no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1. O

Lema B.13. Si F' corresponde a (14) en la figura 3.4, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:

(1) €es = 1,66, = 0,6, = £1.

(17) €ey = 1,60, = 1,6, =0, —1.

(131) €y = 1,66, = —1,6,, =0, 1.
(1) €y = —1,6¢, = 1,6, = —1.
(V) €y = —1,6e, = —1,6,, = 1.
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Demostracién:

(i) Si e, = %1 en Q1 no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1.
(ii) Si e, =0,—1 en @ no se cumple la condicién (iz) en la definicién 4.1.
(iii) Siee, = 0,1 en @1 no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.
(iv) Sie., = —1 en Qg no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

(v) Sie, =1 en Qg no se cumple la condicion (i7) en la definicién 4.1. O

Lema B.14. Si F' corresponde a (15) en la figura 3.4, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:

(1) €ey = 1,60y = 1,6, = £1.
(17) €ey = 1,60, = —1,6,, = £1.

(1i1) €y = —1,6¢, = 1,6., = 0, %1, 0 sea ninguna f-estructura invariante es localmente

transitiva.

(10) €y = —1,60, = —1,6,, = £1.
Demostracién:

(i) Siee, =1 en @y no se cumple la condicion (ii) en la definicién 4.1 y si g,, = —1 en

@3 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.

(ii) Sie., = —1 en Q3 no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1 y si e, = 1 en

Qs no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1.

(iii) Siee, = 1 en Q3 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si g,, = —1
en Qg no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1 y si e., = 0 en (16 no se

cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

(iv) Sie., = —1 en @y no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si e, = 1 en

(@3 no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1. O

Lema B.15. Si F' corresponde a (16) en la figura 3.4, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:
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(i) €es
(11) Eey

(141) €y

=0,e., =0,e,, = 1.
=0,6¢, = 1,6, =0, —1.

=0,6¢ = —1,e,, = 1.

(10) €ey = 1,60, = 0,6, = 1.

(V) €y = 1,66, = 1,60, = 1.

(Vi) €ey =

(Vi7) €ey =

1,60, = —1,e,, = £1.

—1,e., = 1,6, = 0,%£1, 0 sea en este caso ninguna f-estructura invariante es

localmente transitiva.

(Viii) ey = —1,6¢, = —1,6., = —1.
Demostracién:
(i) Si e, =1 en Q3 no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1.

(ii) Si e,
(iif) Sie.,
(iv) Si e,
(v) Sie

(vi) Si e,

en (s

(vii) Si e,

en Qg

(viii) Sie., =

=0, —1 en @3 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
= 1 en @3 no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1.
= 1 en @3 no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1.
= 1 en 1 no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1.

= —1 en @3 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si ., = —1

no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

=1 en )2 no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1 y si g,, = —1,0

no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

—1 en @1 no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1. O

Lema B.16. Si F' corresponde a (17) en la figura 3.4, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:

(1) €ey = 0,60, = 0,6, = 1.
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(17) €ey = 0,66, = 1l,e., = 0,£1, 0 sea aqui ninguna f-estructura invariante es local-

mente transitiva.
(131) €y = 0,6¢, = —1,6, = 1.
(10) €ey = 1,60, = 0,6., = 1.

(V) €y = 1,6e, = 1,66, = 1.

(Vi) €ey = 1,60, = —1,6, = 1.
(Vii) €ey = —1,60, = 0,6, = 1.
(Vii1) €ey = —1,60, = 1,6, =0, —1.

(iz) €ey = —1,60, = —1,6,, = £1.
Demostracion:

(i) Si e, =1 en Q3 no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1.

(ii) Siee, =1 en @3 no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1 y si ., =0, —1

en (Y3 no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1.

(iii) Siee, =1 en Q2 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
(iv) Sie., =1 en Q2 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.

(v) Sie, =1 en @ no se cumple la condicion (i7) en la definicién 4.1.
(vi) Siee, =1 en @3 no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.
(vii) Sie., =1 en Q2 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.

(viii) Sie., =0,—1 en @3 no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

(ix) Sie., = —1 en @y no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si e, = 1 en

@2 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1. O

Lema B.17. Si F' corresponde a (18) en la figura 3.4, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:
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(1) €ey = 0,60, = 0,6, = 1.

(17) €ey = 0,66, = 1l,ee, = 0,£1, 0 sea aqui ninguna f-estructura invariante es local-

mente transitiva.
(131) €y = 0,6¢, = —1,6, = 1.
(10) €ey = 1,60, = 0,6, = 1.
(V) €y = 1,6, = 1,6, =0, —1.
(Vi) €ey = 1,60, = —1,6,, = £1.

(Vii) ey = —1,60, = 1,6, =0, £1.
Demostracion:

(i) Si e, =1 en Q3 no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1.

(ii) Siee, = %1 en @1 no se cumple la condicién (i7) en la definicion 4.1 y si ., = 0 en

@3 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
(ili) Siee, =1 en @3 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
(iv) Sie., =1 en Q3 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
(v) Siee, =0,—1 en ; no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

(vi) Sie., = —1 en Q2 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si e, = 1 en

@3 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.

(vii) Siee, = 0,1 en @1 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si e, = —1

en (Y3 no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1. O

Lema B.18. Si F' corresponde a (19) en la figura 3.5, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:

(1) €ey = 0,60, = 0,6, = 1.
(17) €ey = 0,60, = 1,6, = 1.
(191) €y = 0,6, = —1,6, = 1.
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(10) €ey = 1,60, = 0,6, = 1.

(V) €ey = 1,6, = 1,6, = 1.

(Vi) €y = 1,60, = —1,6,, = 1.
(Vii) ey = —1,60, = 0,6, = 0,£1, 0 sea ninguna f-estructura invariante es localmente
transitiva.
(Vii1) €ey = —1,6¢, = 1,6, =0, —1.
(1T) ey = —1,6e, = —1,6,, = 1.
Demostracion:

(i)
(i)
(i)

Si e., = 1 en @1 no se cumple la condicién (4i) en la definicién 4.1.
Si g., = 1 en @2 no se cumple la condicién (4i) en la definicién 4.1.
Si €., = 1 en @ no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
Si €., = 1 en @) no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.

Si g., = 1 en @2 no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1 y si e, = —1 en

(@3 no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1.
Si g., = 1 en @1 no se cumple la condicién (4i) en la definicién 4.1.

Siee, =0,—1 en @1 no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1 y si e, =1

en () no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.
Sie., =0,—1 en @ no se cumple la condicién (iz) en la definicién 4.1.

Si €., = 1 en Q2 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1. O

Lema B.19. Si F! corresponde a (20) y (21) en la figura 3.4, F no es localmente transitiva

solo en los siguientes casos:

(1) €ey = 0,60, = 0,6, = 1.

(17) €ey = 0,60, = 1,6, =0, —1.
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(191) €y = 0,6¢, = —1,6, = 1.
(10) €ey = 1,80, = 0,6¢, = 1.

(V) €ey = 1,6, = 1,60, = 1.
(Vi) €ey = 1,60, = —1,6,, = £1.

(Vii) ey = —1,6c, = 1,6, = 0,%1, 0 sea aqui ninguna f-estructura invariante es local-

mente transitiva.

(Vii1) €ey = —1,60, = —1,6, = —1.
Demostracién:

(i) Siee, =1 en @3 no se cumple la condicién (4i) en la definicién 4.1.

(ii) Sie., =0,—1en Q3 no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.
(iii) Siee, =1 en @3 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
(iv) Siee, =1 en @3 no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

(v) Sie,, =1 en @ no se cumple la condicién i en la definicion 4.1.

(vi) Sie., = —1 en Q2 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si e, = 1 en

@3 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.

(vii) Sie., =1 en @2 no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1 y si €., = 0, —1

en (3 no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

(viii) Sie., = —1 en )1 no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1. O

Lema B.20. Si F' corresponde a (22) en la figura 3.4, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:

(1) €ey = 1,60y = 1,60, = —1.
(17) €ey = 1,60, = —1,6,, = £1.

(1i1) €y = —1,6¢, = 0,6, = £1.
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(10) €ey = —1,6¢, = 1,6, = 0,£1, 0 sea ninguna f-estructura invariante es localmente

transitiva.

(V) €y = —1,6¢, = —1,6,, =0, 1.

Demostracién:
(i) Sie., = —1 en @3 no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.
(ii) Sie., = —1 en Q3 no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1 y si e, = 1 en

Qs no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
(ili) Siee, = £1 en @1 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.

(iv) Siee, =0,—1 en @1 no se cumple la condicién (éi) en la definicién 4.1 y si g,, =1

en (J; no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

(v) Siee, =0,1en @y no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1. O

Lema B.21. Si F! corresponde a (23) en la figura 3.4, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:

(1) €ey = 0,60, = 1,6, = —1.
(17) €ey = 0,60, = —1,6,, = —1.
(171) €ey = 1,6, = 0,60, = —1.

(10) €ey = 1,80, = 1,60, = £1.
(V) €y = 1,6, = —1,6,, = —1.
(Vi) €ey = 1,60, = —1,6,, = 1.

(vi7) €ey = —1,6¢, = 0,6, = —1.

(viii) ey = —1,6¢, = —1,6., = 1.
Demostracién:

(i) Si e, =1 en Q3 no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1.
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(ii) Si e, = 0,—1 en @3 no se cumple la condicién (iz) en la definicién 4.1.
(ili) Siee, =1 en @3 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
(iv) Sie., =1 en Q3 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
(v) Siee, =1en @ no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

(vi) Sie., = —1 en Q9 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si e, =1 en

(@3 no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1.

(vii) Sie., =1 en @3 no se cumple la condicion (ii) en la definicién 4.1 y si g, =0, —1

en (3 no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

(viii) Sie., = —1 en @1 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1. O

Lema B.22. Si F' corresponde a (24) en la figura 3.5, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:

(Z) Eez = 03562 = 1,551 = =41.

(i1) €ey = 1,6¢, = 1,6¢, = 0,%1, 0 sea ninguna f-estructura invariante es localmente

transitiva.

(171) €ey = —1,6c, = 1,2, = 0,£1, 0 sea ninguna f-estructura invariante es localmente

transitiva.
Demostracion:

(i) Sie., = %1 en @y no se cumple la condicién (4i) en la definicién 4.1.

(ii) Siee, = 0,1 en @1 no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1 y si e, = —1

en Qg no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

(ili) Sie., = 0,1 en @ no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si e, = —1

en () no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1. O

Lema B.23. Si F! corresponde a (25) en la figura 3.5, la F no es localmente transitiva

solo en los casos donde las tres raices toman valores no nulos al mismo tiempo, esto es:
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(1) €ey = 1,6¢, = 1,60, = £1.
(17) €ey = 1,60, = —1,8,, = %1.
(171) €ey = —1,6¢, = 1,6, = 1.

(10) €ey = —1,60, = =1, = £1.
Demostracién:

(i) Siee, =1 en @y no se cumple la condicion (ii) en la definicién 4.1 y si g,, = —1 en

(@3 no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1.

(ii) Sie., = —1 en @2 no se cumple la condicién (i7) en la definicion 4.1 y si e, = 1 en

Qs no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1.

(iii) Siee, =1 en Q2 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si €., = —1 en

Qs no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1.

(iv) Siee, = —1 en @ no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si e, =1 en

(@3 no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1. O

Lema B.24. Si F' corresponde a (26) en la figura 3.5, la F no es localmente transitiva

solo en los siguientes casos :

(Z) Eez = 03562 = 1,551 = =41.

(17) €ey = 1,6¢, = 1,6¢, = 0,21, 0 sea ninguna f-estructura invariante es localmente

transitiva.
(191) €y = 1,60, = —1,6¢, = —1.
(1v) €y = —1,6¢, = 1,6, = 0, %1, 0 sea ninguna f-estructura invariante es localmente
transitiva.
(V) €ey = —1,6c, = —1,6,, = —1.
Demostracién:

(i) Siee, = %1 en @3 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.

90



(ii) Sie., =1 en @ no se cumple la condicion (77) en la definicién 4.1 y sie., = 0 en Q3
no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1 y si €., = —1 en Qg no se cumple

la condicién 7 en la definicién 4.1.
(iii) Siee, = —1 en Q2 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.

(iv) Sie., = 1 en @y no se cumple la condicién (iz) en la definicién 4.1 y si ., = 0, —1

en (3 no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

(v) Siee, = —1 en (1 no se cumple la condicién (iz) en la definicién 4.1. O

Lema B.25. Si F' corresponde a (27) en la figura 3.5, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:

(1) €ey = 0,60, = 1,60, = £1.
(i1) ey = 0,0, = —1, 8, = %1,
(131) €ey = 1,6¢, = 1,80, =0, 1.
(10) €ey = 1,60, = —1,6,, =0, 1.
(V) €y = —1,6¢, = 1,6, =0, —1.

(Vi) €y = —1,60, = —1,6,, =0,—1.
Demostracion:

(i) Sie., = %1 en @3 no se cumple la condicién (7i) en la definicién 4.1.
(ii) Siee, = 1 en @2 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.

(iii) Sie,, = 1 en @ no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si g, = 0 en

(@3 no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1.
(iv) Siee, = 0,1 en 2 no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1.
(v) Siee, =0,—1 en Q3 no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

(vi) Sie., = —1en @ no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si €., = 0 en

@2 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1. O

91



Lema B.26. Si F! corresponde a (28) en la figura 3.5, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:

(1) €ey = 0,60, = 0,6, = —1.

(i1) €ey = 0,6, = 1,6., = 0,%1, 0 sea ninguna f-estructura invariante es localmente

transitiva.
(171) €ey = 0,6, = —1,6., = —1.
(10) €ey = 1,80, = 0,60, = —1.
(V) €y = 1,66, = 1,6, = —1.
(Vi) €y = 1,60, = —1,6,, = —1.
(Vii) €ey = —1,60, = 0,6, = —1.
(vidi) €y = —1,6¢, = 1,6, =0, 1.

(1T) €ey = —1,60c, = —1,6,, = £1.
Demostraciéon:

(i) Siee, =1 en @ no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1.

(ii) Siee, = 0,1 en @1 no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1 y si e, = —1

en Qg no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

(iii) Sie., = —1 en @ no se cumple la condicién (iz) en la definicién 4.1.
(iv) Sie., = —1 en @ no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.
(v) Siee, = —1 en @3 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
(vi) Sie., = —1en @ no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.
(vii) Sie., = —1 en Qg no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

(viii) Sie., =0,1 en @ no se cumple la condicién (iz) en la definicién 4.1.

(ix) Siee, =1 en Q3 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si €., = —1 en

Qs no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1. O
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Lema B.27. Si F! corresponde a (29) en la figura 3.5, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:

(1) €ey = 0,60, = 0,6, = 1.

(17) €ey = 0,6¢, = 1,6¢, = 0,%£1, 0 sea ninguna f-estructura invariante es localmente

transitiva.
(131) €y = 0,6, = —1,6, = 1.
(10) €y = 1,60, = 0,6, = 1.

(V) €ey = 1,6, = 1,60, = 1.

(Vi) €ey = 1,60, = —1,6, = 1.
(Vii) ey = —1,60, = 0,6, = 0,£1, 0 sea ninguna f-estructura invariante es localmente
transitiva.
(Vii1) €ey = —1,60, = 1,6, =0, —1.
(i7) €ey = —1,6c, = —1,6,, = 1.
Demostracién:

(i) Siee, =1 en @1 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.

(ii) Siee, =1 en Q2 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si e, = —1 en
(@3 no se cumple la condicién (7i) en la definicién 4.1 y si €., = 0 en Qg no se cumple

la condicién (iz) en la definicién 4.1.
(iii) Siee, =1 en (g no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
(iv) Siee, =1 en @ no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.
(v) Siee, =1 en @y no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.
(vi) Sie., =1 en @ no se cumple la condicién (iz) en la definicién 4.1.
(vii) Siee, = 0,—1 en @1 no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1 y si e, =1

en () no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.
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(viii) Sie., =0,—1 en @ no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.

(ix) Sie., =1 en @2 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1. O

Lema B.28. Si F! corresponde a (30) en la figura 3.5, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:

(1) €ey = 0,60 = 0,6, = £1.

(i1) €ey = 0,6, = 1,6., = 0,%1, 0 sea ninguna f-estructura invariante es localmente

transitiva.
(170) €ey = 0,6, = —1,6., = 1.
(10) €ey = 1,60, = 0,6, = £1.

('U) €ez3 = 1a562 = _1,561 = 41.

(Vi) €ey = —1,8e, = 1,6, = 0,%£1, 0 sea ninguna f-estructura invariante es localmente
transitiva.
Demostracién:

(i) Siee, = —1 en @ no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1 y si e, = 1 en

(@3 no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1.

(ii) Siee, =0,—1 en @y no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si e, =1

en (o no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1.

(ili) Sie., = —1 en @1 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si e., =1 en

(@3 no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1.

(iv) Sie., = —1 en @y no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y sie., = 1 en

(@3 no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1.

(v) Sie, = —1en @ no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si e, = 1 en

(@3 no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1.

(vi) Sie,, =0,1en @ no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1 y si g,, = —1

en (Y3 no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1. O
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Lema B.29. Si F! corresponde a (31) en la figura 3.5, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:

(1) €e5 = 0,60, = 0,6, = 1.

(17) €ey = 0,60, = 1,6, =0, —1.
(131) €y = 0,6¢, = —1,6, = 1.
(10) €ey = 1,60, = 0,6, = £1.

(V) €ey = 1,6, = 1,6, =0, —1.
(Vi) €ey = 1,60, = —1,6,, =0, 1.
(0i7) €ey = —1,6¢, = 0,6, = £1.

(viii) ey = —1,6¢, = 1,6, =0, —1.

(iz) €ey = —1,60, = —1,6,, =0, 1.
Demostracion:

(i) Siee, =1 en @3 no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.
(ii) Sie., =0,—1en Q3 no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.
(ili) Siee, =1 en @3 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
(iv) Sie., = £1 en Q2 no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.
(v) Siee, =0,—1en @y no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.
(vi) Sie., = 0,1 en @2 no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1.
(vii) Siee, = %1 en (1 no se cumple la condicion (ii) en la definicién 4.1.
(viii) Si e, = 0,—1 en Q1 no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1.

(ix) Siee, = 0,1 en Q) no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1. O

Lema B.30. Si F' corresponde a (32) en la figura 3.5, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:
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(iid)
(iv)

€ey = 0,6, = 0,6, = 1.

€es = 0,6, = 1,6, = 0,£1, 0 sea ninguna f-estructura invariante es localmente

transitiva.
€ey = 0,6, = —1,6,, = 1.

Eey = 1,6, = 0,6, =0, 1.

(V) €y = 1,6, = 1,6, =0, —1.

(Vi) €ey = 1,60, = —1,6,, =0, 1.

(Vii) ey = —1,6¢, = 1,6, = 0,£1 , 0 sea ninguna f-estructura invariante es localmente

transitiva.

Demostracién:

Si e., = 1 en @3 no se cumple la condicién (4i) en la definicién 4.1.

Si g., = £1 en @ no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1 y si g., = 0 en

@2 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.

Si e., = 1 en @3 no se cumple la condicién (4i) en la definicién 4.1.
Sie., = 0,1 en 2 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
Sie., =0,—1 en @ no se cumple la condicién (iz) en la definicién 4.1.
Sie., = 0,1 en Q2 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.

Siee, = 0,1 en @1 no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1 y si e, = —1

en ()2 no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1. O

Lema B.31. Si F' corresponde a (33) en la figura 3.5, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:

(1) €ey = 0,60, = 1,6, =0, —1.

(17) €ey = 1,60, = 1,6, =0, —1.

(101) €y = 1,60, = —1,6., = £1.
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(10) €ey = —1,6¢, = 0,6, =0, 1.
(V) €ey = —1,6c, = 1,6, = £1.

(Vi) €ey = —1,6¢, = —1,6,, = 0,£1, 0 sea ninguna f-estructura invariante es localmente

transitiva.
Demostracién:

(i) Siee, =0,—1 en Q15 no se cumple la condicion (ii) en la definicién 4.1.

(ii) Siee, =0,—1 en @y no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si e, =1

en Q¢ no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

(ili) Sie., = —1 en @2 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si e, =1 en

Q¢ no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
(iv) Siee, = 0,1 en @1 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.

(v) Siee, =1 en @2 no se cumple la condicion (i) en la definicién 4.1 y si ., = —1 en

Qs no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1.
(vi) Sie., =0,—1 en @1 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si ., = 1

en (Q17 no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1. O

Lema B.32. Si F! corresponde a (34) en la figura 3.5, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:

(1) €es = 0,60, = 1,60, = £1.
(17) €ey = 0,60, = —1,6,, = 1.
(170) €ey = 1,6, = 0,6, = 1.
(10) €ey = 1,60, = 1,60, = £1.
(V) €y = —1,8c, = 0,6, = £1.

(Vi) €ey = —1,60, = —1,6,, = £1.

Demostracién:
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(i) Siee, =1 en @3 no se cumple la condicion (ii) en la definicién 4.1 y si g,, = —1 en

Qs no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1.

(ii) Siee, =1 en Q2 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si e, = —1 en

Qs no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1.

(iii) Siee, =1 en Q2 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si €., = —1 en

Qs no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1.

(iv) Siee, =1 en @ no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si €., = —1 en

(@3 no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1.

(v) Siee, = —1en @ no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si e, =1 en

(2 no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1.
(vi) Sie., = —1 en @ no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si €., =1 en

(@2 no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1. O

Lema B.33. Si F! corresponde a (35) en la figura 3.5, F no es localmente transitiva sélo

en los siguientes casos:

(1) €ey = 0,60, = 0,6, = 1.
(17) €ey = 0,60, = —1,6¢, = 1.

(171) €ey = 1,6c, = 0,6, = 0,£1, 0 sea ninguna f-estructura invariante es localmente

transitiva.

(10) €ey = 1,60, = 1,6, =0, —1.

(V) €y = 1,6e, = —1,6, = 1.
(Vi) €ey = —1,60, = 0,6, = 0,£1 ;| 0 sea ninguna f-estructura invariante es localmente
transitiva.
(Vii) ey = —1,60, = 1,6, =0, —1.
(Vii1) €ey = —1,60, = —1,6., = 1.
Demostracion:
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(vii)

(viii)

Si €., = 1 en @2 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
Si ., = 1 en @1 no se cumple la condicién (4i) en la definicién 4.1.

Si e, = 0,—1 en Q2 no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1 y si e, =1

en (Q1g no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1.
Si ., = 0,—1 en Q2 no se cumple la condicién (iz) en la definicién 4.1.
Si €., = 1 en @ no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.

Sig., =0,—1 en @1 no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1 y si ., = 1

en () no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.
Si e, =0,—1 en @ no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

Si €., = 1 en @2 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1. O

Lema B.34 si F! corresponde a (36) en la figura 3.5, F no es localmente transitiva si no

en los siguientes casos:

(i)

€eg = 0,6c, = 0,6, = 1.
€ey = 0,60, = 1,6, =0, 1.
€ey = 0,6, = —1,6,, = 1.

€es = 1,6¢, = 0,6, = 0,%£1, 0 sea ninguna f-estructura invariante es localmente

transitiva.

Eez = 1a€ez = 17861 = Oa -1

€eg = 1,60, = —1,6,, = 1.

€ey = —1,8¢, = 0,6, = 0,%10 sea ninguna f-estructura invariante es localmente
transitiva.

€ey = —1,8¢, = 1,6, = 0,%10 sea ninguna f-estructura invariante es localmente
transitiva.

€ey = —1,6¢, = —1,6,, = 1.
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Demostracién:

(i) Siee, =1 en @1 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.

(ii) Sie., =0 en Qg no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1 y si ., =

Q9 no se cumple la condicién (77) en la definicién 4.1.

(ili) Siee, =1 en @1 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.

—1 en

(iv) Sie., =1 en @1 no se cumple la condicién (i) en la definicién 4.1 y si e, =0, —1

en () no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.
(v) Siee, =0,—1 en 3 no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1.
(vi) Sie., =1 en @ no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

(vii) Sie., = 0,—1 en @; no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si g,

en () no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

(viii) Sie., = 0,—1 en @ no se cumple la condicién (i7) en la definicién 4.1 y si g,

en (3 no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

(ix) Siee, =1 en Q3 no se cumple la condicién (ii) en la definicién 4.1.

A continuacién analizamos el caso del algebra de Lie Gj.

4.4. El Caso (F,F,A) con F asociada al algebra G-

=1

(G5 es el Unico sistema de raices de rango dos donde la condicién libre de cono, y por

extension la condicién localmente transitivo, es no vacia. En esta seccion extendemos las

f-estructuras invariantes a los resultados obtenidos en este caso para estructuras casi-

complejas invariantes en [9].

Como se puede ver en las raices positivas de Go son {aq, (e, a1 +aa, a3 +2an, a1 +3as, 204+

3as}. El conjunto de raices cortas {£aq, £(aq + aa), £(a; +2a2) } es un sistema de raices

del tipo As. Sea F una f-estructura invariante sobre la variedad bandera asociada al

algebra de Lie G, su restriccién al conjunto de raices cortas estd denotada por F¢. En

F(3), la variedad bandera maximal asociada con A,, existen siete clases de isomorfismos
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de f-estructuras invariantes correspondientes a los digrafos que aparecen en la Figura 3.3.
Si F es localmente transitiva, F¢ corresponde a uno de esos siete digrafos. A menos del

cambio de signos, en (G5 existen tres cuadruplas:

Ql = {Oél, g, O + 20&2, —(20&1 + 30&2)}.
Q2 = {2, a1 + ag, a1 + g, — (201 + 3a) }.
Qg = {Ozl, o+ 3(12, —(Oél + Oég), —(Oél + 20&2)}.

Notamos que la cuddrupla ()5 es excluida por la definicién 4.1. A continuacién escribimos

las triplas extraidas de las cuadruplas restantes.

{0417042,_(061 —|—042)}
{_(041 + 30&2), Qo, 1 + 2a2}

=
{aq, 01 + 3as, —(201 + 3a2)}
{a1 + a9, a1 + 209, — (201 + 300) }
{20(1 + 30(2 — (Oél + 042), —(Oél + 20&2}
Q o {al +3a27_a27_(a1 +20{2)}
3=

{a27a17_(a1 —|—042)}
{on, a1 + 30, — (201 + 3a) }

Cuando F¢ corresponde a una estructura casi-compleja invariante, los inicos casos a consi-
derar son (6) y (7) en la Figura 3.3. En estos casos se puede asumir ¢,, = +1, dado que
la reflexién 71, con respecto a ay satisface ri(az) = a1 + ag v m (1 + 200) = a1 + 2
implicando que r; deja F¢ invariante, y por tanto los valores admitidos cuando ¢,, = —1
seran determinados por simetria. En nuestro caso, esta invarianza no garantiza la simetria
de los resultados, por esto tenemos que estudiar todas las opciones para las raices largas.

De la misma forma que en Bj tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 4.6. Sea F la variedad bandera mazximal asociada a Gy dotada de una f-
estructura invariante F. Entonces F es (1,2)-admisible si y solamente si F es localmente

transitiva.

Demostracion: Las f-estructuras localmente transitivas que pueden ser definidas en F
son descritas a continuacion a partir de los Lemas G.1 a G.7. Para mostrar que cualquier

f-estructura localmente transitiva es (1,2)-admisible las (1,2)-triplas en G5, tiene que
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satisfacer 2.4 y 2.5 en el Lema 2.7. A menos de signos, las triplas que aparecen en (G5 son

las siguientes:

{ozl,ozg,—(oq +042)} {042,041 +2a2,—(a1 +30&2)}
{Oél, a1 + 30&2, —(20&1 —+ 30&2)} {041 —+ Q9,0 + 20&2, —(20&1 + 30(2)}
{ag, a1 + az, —(a1 + 2a)}.

Al hacer los calculos directos verificamos que cualquier f-estructura que no es localmente

transitiva también no es (1,2)-admisible. O

Presentamos en forma de lemas las f-estructuras invariantes localmente transitivas
definidas en la variedad bandera maximal asociada a G5. Observamos que en las demos-
traciones solo presentaremos las cuadruplas donde la condicién localmente transitiva no
estd satisfecha, en el resto de los casos basta verificar que todas las cuddruplas satisfacen

esta condicion. Recordemos que F¢ corresponde a restriccion de F las raices cortas de
Gs.

Lema G.1. Si F¢ corresponde a (1) en la Figura 3.3, F es localmente transitiva para

cualquier valor de €4, Eay+3025 €201 +3as -

Lema G.2. Si F¢ corresponde a (2) en la Figura 3.3, F no es localmente transitiva en

el caso en que €4, = —1, 0,430, = 1, €20, +30, = 1.

Demostracién: En las condiciones del lema, si €94,13q4, = £1 en (J; no se cumple la

condicién (ii) en la definicién 4.1. O

Lema G.3. Si F¢ corresponde a (3) en la Figura 3.3, F no es localmente transitiva en

los siguientes casos:

(Z) <C:051 = 1? Eal+3oc2 = 0) 52o¢1+3a2 = 1.

(“’) €a; = 17 €aj+3az = _1752a1+3a2 =1.
(Z’LZ) Ea; = —1,€a1+3a2 = 1752a1+3a2 = 0, —1.
Demostracion:

(i) Si €a;, = 1,€014300 = 0,624,430, = 1 en (1 no se cumple la condicién (ii) en la

definicion 4.1.
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(i) Si ey, = 1,€014302 = — 1,820,430, = 1 en @1 no se cumple la condicién (i7) en la

definicion 4.1.

(i) Sien, = —1,014300 = 1, 201430, = 0, —1 en @1 no se cumple la condicién (i7) en la
definicién 4.1. O

Lema G.4. Si F¢ corresponde a (4) en la Figura 3.3, F no es localmente transitiva en

los siguientes casos:

(Z) €a; = 1a50¢1+3a2 = _1752a1+3a2 = -1
(ZZ) Ear = — 1, €an+3a; = 0,201 430, = —1.
(ZZZ) Ea; = _175041—1—3042 = 1752a1+3a2 = 0, 1.
(iv) oy = _175041-1—3042 = _1762041-1—3042 =—L
Demostracién:
(1) Sica;, =1, €a14300 = —1,€20,430 = —1 en @3 no se cumple la condicién (i7) en la

definicion 4.1.

(ii) Sien, = —1,014300 = 0,624,430, = —1 en Q1 no se cumple la condicién (i7) en la

definicién 4.1.

(iii) Siea, = —1,€0143a0 = 1,€2041430, = 0,1 en @1 no se cumple la condicién (i7) en la

definicién 4.1.

(iv) Sien, = —1,8014300 = —1, 201430, = —1 en Q1 no se cumple la condicién (ii) en la
definicion 4.1. O

Lema G.5. Si F¢ corresponde a (5) en la Figura 3.3, F no es localmente transitiva en

los siguientes casos:

(Z) <C:051 = 1? 60114-3&2 = 0) 52o¢1+3a2 = 1.
(ZZ) <C:051 = 1? 60114-3&2 = 1) 52o¢1+3a2 = 1.

(7'/”') €a; = 176011—1—3042 = _17820{1-{-30{2 = 07 —1.
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Demostracién:

(i) Sien, = 1,8a14302 = 0,820,430, = 1 en @1 no se cumple la condicién (ii) en la

definicién 4.1.

(i) Si €a; = 1,€014302 = 1,€2a14300 = 1 en @1 no se cumple la condicién (i7) en la

definicién 4.1.

(i) Sien, =1, 014800 = —1, 201430, = 0, —1 en @1 no se cumple la condicién (i7) en la
definicion 4.1. O

Lema G.6. Si F¢ corresponde a (6) en la Figura 3.3, F no es localmente transitiva en

los siguientes casos:

(Z) Ea; = 0, Ea1+3as — 0, E2a1+3as — +1.

(’LZ) Ea; = 075a1+3a2 = 1752041—1—30:2 = —1,0
(791) €0y = 0,€014300 = —1, 2014300 = 0, 1.
(Z’U) Ea; = 1, Ea1+3as — 0, 1752(11—1—3042 = 0, —1.

(U) gal = _175041—1-3042 = 07 _17520{1-{-30{2 == 07 1
Demostracion:

(i) Siea, = 0,60,4300 = 0,694,430, = £1 en (1 no se cumple la condicién (i) en la

definicién 4.1.

(ii) Si€a; = 0,€0,4300 = 1, 20,4300 = —1,0 en @1 no se cumple la condicién (i7) en la

definicién 4.1.

(iii) Siea, = 0,80;4300 = —1, 2047430, = 0,1 en @1 no se cumple la condicién (i7) en la

definicién 4.1.

(iv) Siea, = 1,€0430, = 0,1, 820,430, = 0, —1 en @1 no se cumple la condicién (77) en

la definicién 4.1.

(V) Sien, = —1,014800 = 0, —1, 894,434, = 0,1 en @ no se cumple la condicién (ii) en
la definicién 4.1. O
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Lema G.7. Si F¢ corresponde a (7) en la Figura 3.3, F no es localmente transitiva en

los siguientes casos:
(Z) <C:051 = 1a5011+3042 = 0) _1a€20c1+3052 = 1.
(ZZ) €a; = _1>5a1+3o¢2 = 1>52a1+3a2 — _1>0-
Demostracion:

(i) Siea, = 1,€0,4302 = 0, —1,824,430, = 1 en @ no se cumple la condicién (i7) en la

definicién 4.1.

(i) Sien, = —1,€0,430s = 1, E201430s = —1,0 en @1 no se cumple la condicion (i7) en la
definicién 4.1. O

105



Conclusiones

= La relevancia del estudio de las f-estructuras definidas sobre una variedad bandera,
F, estd dada por el teorema de Black [2] el cual da una condicién suficiente sobre
la f-estructura F de forma que la aplicacién ¢ : (M, g, J) — (F(n),ds3,F) sea

arménica con respecto a cada métrica invariante ds3.

= En el caso de la variedad bandera geométrica maximal existe una correspondencia
biunivoca entre una f-estructura definida sobre una variedad y un digrafo. Basa-
dos en esta representacion se extiende la nocién de torneo localmente transitivo, a

digrafos no completos.

» Una f-estructura invariante F sobre F(n) es localmente transitiva si, y solamente
si, ella es (1,2)-admisible, esto es, existe una métrica ds3 tal que (F(n),ds%,F) es

(1,2)-simpléctica.
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