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RESUMEN

TITULO: MATEMATIZACION DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO
CON EL USO DE TECNOLOGIAS DIGITALES*

AUTOR: INGRID JANETH JACOME ANAYA™**
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DESCRIPCION:

En este documento presentamos resultados de una investigacién de corte didactico y cognitivo,
la cual tuvo como objetivo especifico disefiar, implementar y evaluar una secuencia de tareas
que permita caracterizar los niveles de matematizacion logrados por estudiantes de un curso de
célculo integral sobre el Teorema Fundamental del Célculo (TFC) con el uso de tecnologias
digitales.

Para lograr el objetivo, se utilizaron elementos de la Teoria de la Educaciéon Matematica
Realista la cual, por medio del Analisis Fenomenoldgico Didactico del TFC nos permitio
disefiar la secuencia de tareas enmarcadas en dos fendmenos, promoviendo los principios de
reinvencion guiada e interaccion, asi como el posterior analisis de la matematizacién del TFC
lograda por los estudiantes en los tres primeros niveles, Situacional, Referencial y General.

En esta investigacion se realizd la caracterizacion a priori de los tres primeros niveles de
matematizacién del TFC, con el fin de que estos descriptores fueran los lentes tedricos para
analizar la matematizacion del objeto matematico de estudio asociado a la secuencia de tareas
disefiadas.

Finalmente, esta investigacion ademas de caracterizar los niveles de matematizacion del TFC,
propone una secuencia de actividades que pueda ser usada por profesores de educacion superior
en las aulas de clase para favorecer la comprension del TFC.
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ABSTRACT
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AUTHOR: INGRID JANETH JACOME ANAYA**
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DESCRIPTION:

In this document we present results of a cognitive and didactic investigation, which has a
specific objective: design, evaluate and implement a sequence of tasks that
allow to characterize the mathematization levels achieved by students of an integral calculus
course about the Fundamental Theorem of Calculus (FTC), with the use of digital technologies.

To achieve the objective, we used elements of the Realistic Mathematics Education Theory,
through the Didactic Phenomenological Analysis of the FTC, we design the sequence of tasks
framed in two phenomena. The purpose of those activities is to promote the principles of guided
reinvention and interaction. as well as the subsequent analysis of the mathematization of the
TFC achieved by the students in the first three levels: situational, referential and general.

In this investigation, the characterization was carried out of the three first levels of TFC
matematization for the purpose of these descriptors were theoretical lenses to analyze the
matematization of the mathematical goal of study associated with the sequence of tasks
designed.

Finally, this investigation not only characterizes the levels of TFC matematization, it
also propose a sequence of activities that can be used by higher education teachers in class to
promote the understanding of TFC.

* Degree work
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Introduccion

De acuerdo con Robles, Tellechea y Font (2014) el Teorema Fundamental del Célculo
establece la articulacion entre las ideas de variacion y acumulacion, donde su uso préctico, esto
es, el célculo de integrales definidas y antiderivadas conlleva a que en los cursos donde se
ensefa la integral haya un énfasis excesivo en el calculo de algoritmos dejando de lado lo

conceptual.

Mufoz (2000) identifica una condicidn tedrica necesaria para promover el enlace entre lo
algoritmico y lo conceptual, la cual hace referencia al uso de situaciones problemas.
Especificamente, Freudenthal (1973) se refiere al uso de situaciones matematicas realistas en
el sentido de representables e imaginables para los estudiantes, concibiendo la matematica
como una actividad humana que conlleva a la organizacion de la matemaética a partir de la
realidad. Dicha actividad, Matematizacion, pasa por distintos niveles los cuales se caracterizan
por el tipo de modelos emergentes (Gravemeijer citado en VVan den Heuvel-Panhuizen, 2003),
entendiendo por modelo todo aquello que hacen los estudiantes para resolver la situacion

problema.

El reto estd en la blasqueda de situaciones que permitan el surgimiento de modelos y la
abstraccion de los mismos. Para ello, Freudenthal (1973) propone la realizacion de un analisis
fenomenoldgico didactico con el fin de encontrar los fendmenos, situaciones y contextos en los

cuales el objeto matematico de estudio es un organizador.

En particular, en la Universidad Industrial de Santander (UIS) el TFC es estudiado en el
curso de Calculo Integral (asignatura del ciclo basico de los programas de ciencias e
ingenierias), contexto desde el cual se desarrolla la investigacion que aqui se presenta cuyo

objetivo es: Caracterizar los niveles de matematizacion logrados por estudiantes de un curso
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de Calculo Integral que estudian el Teorema Fundamental del Calculo con el uso de tecnologias

digitales

El estudio desarrollado es de corte didactico y cognitivo en el cual se disefia una secuencia
de tareas enmarcadas en situaciones problematicas realistas para la matematizacion del TFC,

la cual se implementa y se evalla en el marco de la Educacion Matematica Realista (EMR).

El documento estd organizado de la siguiente manera: en el primer capitulo se presenta la
problematica, el contexto, la pregunta y los objetivos de investigacion. En el segundo capitulo
se presenta la revision de algunas investigaciones referentes a la ensefianza del Teorema
Fundamental del Célculo y algunas investigaciones en el marco de la EMR. En el tercer
capitulo se exponen los aspectos tedricos, conceptuales y metodoldgicos de la teoria de la
EMR, sobre los cuales se sustenta la investigacion en cuanto al disefio y andlisis de la secuencia
de tareas enmarcadas en situaciones problematicas realistas. En el cuarto capitulo se presenta
de forma detallada la metodologia empleada para el disefio y andlisis de la secuencia de tareas;
los instrumentos usados para la recoleccion de los datos; la seleccién de los casos de estudio y
la técnica utilizada para el analisis de los datos. En el quinto capitulo se presentan los resultados
del andlisis de los datos en relacion con la caracterizacion de los niveles de matematizacion
logrados por estudiantes que estudian el TFC con el uso de tecnologias digitales promoviendo
los principios de interaccion y reinvencion guiada. En el sexto capitulo se sintetizan los
hallazgos enmarcados en la caracterizacion a posterior de los niveles de matematizacion del
TFC, la caracterizacion a priori de la secuencia de tareas y algunos aspectos generales en cuanto

a su disefio y aplicacion. Finalmente, se presentan las referencias bibliograficas.
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1. Planteamiento de la investigacion

Para dar a conocer nuestro objeto de estudio presentamos en este capitulo el contexto,
problemaética, pregunta y objetivos de investigacion.
1.1 Contexto y problemética de la investigacion

El calculo en una variable se divide en dos partes denominadas: i) Calculo Diferencial y ii)
Caélculo Integral. EI primero esta relacionado con las ideas de variacion, esto es, con la razon
de cambio instantanea de dos variables relacionadas funcionalmente, cuya representacion
geométrica hace referencia a la recta tangente a una curva en un punto. El segundo esta
relacionado con el problema de la acumulacion infinita de los valores de una funcion, cuya
representacion geométrica es el area de una regidn entre una curva que representa una funcion

y el eje horizontal ligado a la variable independiente.

De acuerdo con Robles, Tellechea y Font (2014), la comprension de los objetos matematicos
asociados a las ideas de variacion y acumulacion son complejos, y mas aun es la articulacion

entre éstos, articulacion que se establece a través del Teorema Fundamental del Calculo (TFC).

Este teorema, desarrollado independientemente por Newton y Leibniz a finales del siglo
XVII proporciona la idea raiz del célculo diferencial e integral (Courant, 1937). La relacion
entre derivada e integral se expresa con frecuencia de forma similar en los libros de texto més

usados en la ensefianza del calculo. Stewart (2008) lo enuncia de la siguiente manera:

Suponga que f es continua sobre un intervalo [a, b]
1.SiG(x) = [ f(t) dt por lo tanto G'(x) = f(x)
2. f(ff(x) dx = F(b) — F(a), donde F es cualquier antiderivada de f, es decir, F' =

f

La parte 1 se puede volver a escribir como
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d * gt =
&) Fode=re

en la cual se afirma que si se integra f y a continuacion, deriva el resultado, regresa a

la funcion original, f. Como F'(x) = f(x), la parte 2 puede reescribirse asi

b
f F'(x) dx = F(b) — F(a)

En esta version se afirma que si se toma una funcién F, la deriva y luego integra el
resultado, vuelve a la funcion original F, pero en la forma F(b) — F(a). Tomadas
juntas, las dos partes del Teorema Fundamental del Calculo expresan que la derivacién

y la integracion son procesos inversos. Cada una deshace lo que hace la otra (p. 387).

En estos mismos textos se presenta la demostracion de las dos partes del teorema de forma
algebraica, la cual, al ser presentada a los estudiantes es considerada como suficiente para
suponer que entienden la articulacion entre derivada e integral (Robles, Tellechea y Font,

2014).

Las representaciones estaticas y limitadas presentadas en estos libros restringen la
naturaleza dinamica de los objetos, lo cual conduce a desarrollar una imagen limitada del
concepto en cuestion (Tall y Sheath, 1983), razon por la cual se sugiere el uso de la tecnologia
en la ensefianza de la matematica puesto que permiten la visualizacion dinamica de conceptos
matematicos que no se visualizan facilmente en el papel. En este sentido, el Ministerio de

Educacion Nacional (MEN, 2004) resalta que

Con la aparicién de las tecnologias computacionales, como calculadoras graficadoras,
sistemas de algebra computacional (CAS), geometria dinamica, programacién, etc. se
ampliaron las posibilidades de representacion de los fendmenos de variacién y de poder

pasar de manera versatil de un sistema de representacién a otro (p.27).
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Lo cual favorece el desarrollo del proceso de representacion en relacion con fenémenos de
variacion y cambio, beneficiando asi el sentido de que las funciones sirven para describir como
cambian las cosas, lo que conlleva a considerar naturalmente los conceptos de tasa de variacion
(diferenciacién) y cambio acumulado (integracion), conceptos que el TFC explica como

procesos inversos (Tall, 1997).

Al respecto, Hitt (1998) menciona la importancia de promover el uso de varios sistemas de
representacion, y el uso reflexivo de las nuevas tecnologias que permitan dar un significado
concreto a las nociones matematicas. Menciona a su vez que el impulso que han tenido las
nuevas tecnologias obliga a la realizacién de un andlisis curricular, puesto que una gran
mayoria de profesores de mateméticas rechazan el uso de calculadoras graficadoras y
computadoras porque tienen la creencia que su uso inhibira las habilidades operatorias de los
estudiantes, siendo las nuevas tecnologias una herramienta atil para promover el proceso de

representacion.

Teniendo en cuenta que los conceptos del calculo admiten diferentes tipos de representacion
(Duval, 1999) surge la necesidad de utilizar diferentes representaciones para la formacion de
un concepto matematico. Al respecto, Hitt y Passaro (2007) realizan una critica a la prioridad
que realiza Duval a las representaciones institucionales puesto que, para ellos, las
representaciones no oficiales, estas son, representaciones espontaneas, juegan un papel
primordial en la construccién de un objeto matematico. Para ellos, la representacion algebraica
no es una prioridad puesto que la resolucion de una situacion problema debe pasar por
diferentes representaciones antes de llegar a la representacion algebraica, estas son,
representacion verbal, pictorica, numéricay grafica, sin representar una jerarquia estrictamente

ordenada.
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En este sentido, la Teoria de la Educacion Matemética Realista, concibe la idea de las
matematicas como una actividad humana que conlleva a la organizacion de la matematica
desde la realidad, refiriendose a esta como actividad de Matematizacion (Freudenthal, 1973).

Esta actividad involucra (Freudenthal, 1991)

e Reconocer caracteristicas esenciales en situaciones, problemas, procedimientos,
algoritmos, formulaciones, simbolizaciones y sistemas axiomaticos.

e Crear espontaneamente nuevos objetos mentales y operaciones.

e Descubrir caracteristicas comunes, similitudes, analogias e isomorfismos.

e Ejemplificar ideas generales y generalizar paradigmas

e Buscar atajos, abreviar estrategias y simbolizaciones iniciales con miras a
esquematizarlas, algoritmizarlas, simbolizarlas y formalizarlas.

o Reflexionar acerca de la actividad matematizadora, considerando los fenébmenos en

cuestion desde diferentes perspectivas.

La matematizacion se puede llevar a cabo pasando por distintos niveles. Segin Van den
Heuvel-Panhuizen (2003) estos se dan, desde concebir situaciones informales conectadas con
el contexto hasta alcanzar un nivel de esquematizacion, y finalmente tener una vision de los

principios generales detras de un problema.

En particular, Gravemeijer (citado en Van den Heuvel-Panhuizen, 2003) muestra que el
cambio en los modelos se puede conectar con el proceso de crecimiento matematico de forma
general. El realiza una distincion entre "modelo de" y "modelo para”, lo cual lo lleva a dividir
el nivel intermedio, entre el Nivel Situacional y el Nivel Formal y la comprension matematica,

en un Nivel Referencial y General.

Haciendo referencia a los ejercicios presentados en los libros de texto en el capitulo del

Teorema Fundamental del Calculo, los cuales son en su mayoria algebraicos, se espera que los
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estudiantes calculen la derivada de una funcion integral y la integral de una funcién derivada,
sin consideracién alguna sobre sus niveles de dificultad, validez y conceptualizacion. Esto
“conlleva a que los docentes limiten su accidn educativa a repetir los conceptos matematicos
tal como aparecen en los libros, reduciendo sus clases a una algoritmizacién de los conceptos

del calculo que los estudiantes contemplan, memorizan y repiten en los examenes” (Moreno y

Rios, 2006, p.28).

En este sentido, Artigue (1995) afirma que:

Numerosas investigaciones realizadas muestran, con convergencia sorprendente, que,
si bien se puede ensefiar a los estudiantes a realizar de forma mas o menos mecanica
algunos calculos de derivadas y primitivas y a resolver algunos problemas estandar, se
encuentran grandes dificultades para hacerlos entrar en verdad en el campo del célculo
y para hacerlos alcanzar una comprension satisfactoria de los conceptos y métodos de

pensamiento que son el centro de este campo de las matematicas (p.97).

Por sus parte, Mufioz (2000) sefiala que una de las problematicas propias de la ensefianza
del Célculo integral consiste en la separacion entre lo conceptual y lo algoritmico, puesto que
en los cursos de calculo integral hay un énfasis excesivo en el célculo de antiderivadas con
poca atencidn a la conceptualizacidn de la integral definida, la cual se reduce a la definicion de
Cauchy o la de Riemann, y al momento de abordar las “aplicaciones” es cuando se estudian
algunos aspectos de las nociones asociadas a este concepto. En los cursos de calculo se logra
que los estudiantes deriven e integren sin tener la capacidad de asignar un sentido mas amplio
a las nociones involucradas en su comprension, lo cual conlleva a que los estudiantes
construyan una imagen conceptual restringida de los objetos matematicos de estudio y su
utilidad, generando la creencia de que el calculo son una serie de formulas, reglas o0 métodos

sin beneficio (Zuiiga,2007).
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Dicha separacion, entre lo algoritmico y lo conceptual, se podria explicar por el hecho de
que tradicionalmente se ha abordado la ensefianza del calculo en los primeros afios de las
carreras de ingenieria y ciencias de forma mecanicista o formalista, lo que hace que los
estudiantes no comprendan de manera satisfactoria los conceptos y métodos de pensamiento
propios del Calculo, por lo que, para propiciar el enlace entre lo algoritmico y lo conceptual,
Mufioz (2000) identifica como condicion necesaria el uso de situaciones problema a partir de
las cuales se forman nociones y procedimientos, asociados, en este caso, a los elementos
propios del Calculo. Freudenthal (1991) define estas situaciones problema como contextos y
situaciones problematicas realistas, en el sentido de representables, razonables e imaginables
para los estudiantes y menciona que dichas situaciones son las generadoras de su actividad
matematizadora.

1.2 Pregunta de Investigacion

Concibiendo la idea de que una finalidad de las matematicas es matematizar y este proceso
implica generalizar y formalizar, donde generalizar conlleva a reflexionar, y la formalizacion
conlleva a modelizar, simbolizar, esquematizar y definir, esta investigacion pretende responder

a la pregunta:

¢Qué niveles de matematizacion alcanzan estudiantes de un curso de célculo integral que

estudian el Teorema Fundamental del Calculo con el uso de tecnologias digitales?

Para ello nos hemos planteado los siguientes objetivos de investigacion:



23
MATEMATIZACION DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

1.3 Objetivos de Investigacion
1.3.1 Objetivo General. Caracterizar los niveles de matematizacion logrados por estudiantes

de un curso de Célculo Integral que estudian el Teorema Fundamental del Célculo con el uso

de tecnologias digitales.

1.3.2 Objetivo Especifico. Disefiar, Implementar y Evaluar una secuencia de tareas para la
ensefianza del Teorema Fundamental del Calculo (TFC) mediante el uso de tecnologias

digitales a la luz de la Teoria de la Educacion Matematica Realista.
2. Antecedentes y revision bibliografica

Orientamos la revision de la literatura a investigaciones en educacion matematica de la
siguiente manera: en el primer apartado describimos aspectos referentes a la ensefianza del
Teorema Fundamental del Calculo con el uso de tecnologias digitales, en el segundo apartado
rescatamos algunos aspectos referentes a la ensefianza del Teorema Fundamental del Célculo
asociadas a la concepcién de demostracion y en el tercer apartado se hace una revision de

algunas investigaciones en el marco de la Educacion Matematica Realista.

2.1 Algunas propuestas didéacticas para la ensefianza del Teorema Fundamental del
Célculo con el uso de tecnologias digitales.

Entre las propuestas didacticas para la ensefianza del TFC se destacan las que incluyen los
procesos de simulacion computacional (Robles et al., 2014; Delgado, 2009; Londofio, 2011;

Tall, 1986).

Robles et al. (2014) sefialan que el hecho de tener una mirada compleja sobre los objetos
matematicos, en este caso, la idea de variacion y acumulacién, derivada e integral
respectivamente, conlleva al problema de la articulacién de dichos componentes. Un elemento
clave de la articulacién entre derivada e integral es el TFC. El problema radica, afiaden los
autores, en que el TFC se aborda desde una perspectiva exclusivamente analitica, lo que

minimiza la experiencia intuitiva del estudiante. La demostracién del TFC por parte del
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profesor con frecuencia se considera suficiente para suponer que el estudiante entiende la
articulacion entre la derivada y la integral, y pareciera ser suficiente que el estudiante
comprenda que la funcion integral es la antiderivada de la funcién que se integra para

considerar logrado el objetivo del curso.

Los autores proponen una secuencia didactica de tareas para la ensefianza del TFC que tenga
en cuenta la complejidad de los objetos matematicos esenciales del Célculo, y el papel esencial
que desempefia este teorema en esa articulacion. La propuesta propicia que el estudiante, con
su intuicion, descubra el rol del TFC en ese proceso de articulacion de la derivada y la integral,
que vaya mas alla de saber que la derivada de la integral es la funcion. Utilizan como
herramienta basica para su disefio el ambiente interactivo que brinda el Applet Descartes ya
que consideran que las representaciones dindmicas promueven la mejor articulacion del
lenguaje numérico con el gréfico y el analitico, asi como la realizacion de conversiones entre

ellos de manera fluida.

Como un primer contacto de los estudiantes con el TFC, plantean el problema de calcular
la distancia recorrida por un movil que se desplaza a velocidad constante durante un tiempo
determinado, y a partir de un movimiento rectilineo uniforme determinar la rapidez con que se

mueve el objeto.

Se proponen cinco actividades. En las tres primeras se presenta la relacion dada en el TFC
basada en la representacion grafica de una funcion (constante, lineal y combinacion de
funciones lineales) y el analisis del area de una regidn entre una curva que representa una
funciony el eje horizontal ligado a la variable independiente (funcidn integral) mediante el uso
de tablas de datos y la gréfica de la misma. El estudiante primero debe realizar dicho proceso
con lapiz y papel y responder algunas preguntas, seguidamente debe verificar sus resultados a

partir de la interaccion con los Applets disefiados para tal fin.
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La idea con estas actividades es que el estudiante llegue a plantear posibles conjeturas tales
como: la integral de una funcion constante es una funcion lineal y la integral de una funcion
lineal es un polinomio de 2° grado. Se espera que el trabajo realizado con papel y lapiz durante
las actividades haya hecho surgir significados que, una vez confirmados o rectificados con la
ayuda de los applets e institucionalizados durante la interaccion grupal, constituyan la base

para avanzar hacia el TFC.

Las dos ultimas actividades se centran en la observacion y medicion de la linealidad local
de la funcidn integral para diversos valores de x, con el objetivo de confirmar visualmente la
relacion entre dichas mediciones y los valores correspondientes de la funcion, lo que constituye

la visualizacién del TFC, cuya institucionalizacién se sugiere en la actividad final.

Londofio (2011) en su trabajo de tesis doctoral titulada “La relacion inversa entre
cuadraturas y tangentes en el marco de la Teoria Piere y Kieran” implementa una entrevista de
caracter socratico a estudiantes de ultimo afio de educacion media y primer afio de universidad,
con el fin de favorecer la comprension de los conceptos de area y pendiente de la recta tangente
a una curva en un punto, conceptos que subyacen en el TFC, para finalmente establecer la
relacion inversa que hay entre éstos haciendo uso del software de geometria dindmica
GeoGebra, en la que conjeturan que el uso de un software dinamico adecuado promueve el
desarrollo y construccién de una imagen mental del objeto matematico de estudio, favoreciendo

la comprension del mismo.

Una idea interesante que rescatamos de este trabajo es el analisis del area entre la curva de
la funcion derivada y el eje horizontal de la variable independiente en un intervalo cerrado
[a, b] para asi encontrar que dicha area es igual a la diferencia de las iméagenes de la funcién

base evaluada en los extremos del intervalo, esto es,
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b
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Por otra parte, Delgado (2009) hace una propuesta de ensefianza del TFC dirigida a
estudiantes en la modalidad de educacion virtual basada en simulaciones con el animo de

presentar la naturaleza dindmica de los fendmenos de variacion y acumulacion.

El objetivo principal es mostrar las representaciones de dichos fendomenos con el fin de que
los estudiantes puedan visualizar la relacion entre derivada e integral de dos formas distintas,

de forma numérica y forma simbolica, promoviendo asi la conexion entre representaciones.

La propuesta estd conformada por cuatro actividades con los objetivos de visualizar la
integral del valor absoluto de una funcion como el area limitada por una curva y el eje de la
variable independiente; realizar e identificar el comportamiento de la grafica de la funcion
integral, asi como la continuidad de la misma y el Teorema del Valor Medio; y finalmente, de
acuerdo con la gréfica y el calculo de la expresion algebraica de la derivada de la funcion

integral, visualizar el TFC.

Para Delgado, los procesos visuales son necesarios en los procesos de aprendizaje, por ello,
el cddigo Maple presentado genera representaciones visuales; graficas, imagenes estaticas; e

imagenes dindmicas o0 animaciones.

Tall (1986) plantea un enfoque gréfico para la integracion y el TFC, en el cual propone, para

el calculo de areas, los siguientes métodos:

e Algebraicos: los cuales consisten en la aproximacion del area por medio del célculo de
la suma de areas, en un intervalo, de rectangulos superiores e inferiores de igual
anchura, siendo un limitante el calculo de las sumas de las potencias k — ésimas para

curvas de la forma y = x*.
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e Numéricos con el uso de la calculadora: los cuales permiten que las aproximaciones se
“computen” numéricamente para la division de intervalos en n tiras, con n cada vez
mas grande (10,100,1000 ...), siendo este trabajo numérico opresivo, a menos de que
haya una computadora disponible.

e Numéricos con el uso de la computadora: permiten el uso de métodos muchos mas

potentes, pero hay mucho mas que el calculo de procesamiento de nimeros.

Los métodos anteriores se concentran en el resultado final de un célculo de area,
descuidando la informacion dada por las sumas intermedias. Cuando se calcula el area, cada
suma parcial de a a x, proporciona el area aproximada como una funcion de x. Si se pudiera
usar esa informacion de alguna forma, tal vez, se podria llegar al area de forma mas directa.

Tall propone el uso del computador para realizar las actividades descritas, ya que su uso:

e Propicia la concentracion en las ideas méas que en los tecnicismos, permitiendo a su vez
que los estudiantes puedan explorar muchas posibilidades en poco tiempo puesto que
la simulacion por medio de ésta es mucho mejor que una imagen estatica. Asi mismo,
al momento de calcular areas, los estudiantes adquieren conciencia de dos ideas
fundamentales:

I.  Cuando se toman tiras mas pequefias, la aproximacion del area se acerca al
area verdadera.
Il.  El céalculo del area tiene en cuenta el signo del recorrido y la ordenada de

forma significativa.

Tall menciona que las experiencias de los enfoques precedentes llevan naturalmente a la
idea de que la funcion area I (x) se deriva para dar la funcion original £ (x), por lo que se puede
conjeturar el “teorema” que si I'(x) = f(x) para todos los valores de x de a a b, entonces el

area debajo de la gréfica y = f(x) y el eje x es I(b) — I(a). Preguntandose a su vez si eso es
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siempre cierto, motivo por el cual sugiere que la escala en el eje x se haga tan pequefia, de
manera que permita ver la seccion de la curva f(x) como una linea recta, de forma tal que el

area entre x y x + h (donde h es muy pequefio) es aproximadamente:
I(x+h)—I(x) = hf(x)
De este modo;

I h)—1
A

Promoviendo la demostracion de forma intuitiva del TFC en la que se discute de forma
natural la necesidad de la continuidad para que el teorema funcione. Asi mismo muestra que el

teorema no requiere que la funcion tenga derivada, dando el ejemplo para la funcion y = |x|.

En conclusion, Tall resalta que un acercamiento grafico al calculo no es solo una “forma
simple de entrar” para los estudiantes principiantes, sino que también proporciona una vision

de los teoremas poderosos que se estudian mas tarde en el analisis matematico formal.

2.2 Ensefianza del Teorema Fundamental del Calculo que incluyen aspectos asociados a
la Demostracion.

Entre otras propuestas didacticas para la ensefianza del TFC también se destacan las que
incluyen aspectos asociados a la concepcion de demostracién y demostracion visual (Ponce,

2006; Kirsch, 2014).

Ponce (2006) investiga la existencia en los profesores de secundaria de los elementos
necesarios para presentar coherentemente el TFC, su significado, su demostracion y sus
implicaciones. En su articulo menciona las diferentes funciones de la demostracion propuestas
por Hanna (citado en Ponce, 2006) puesto que es importante que los profesores de matematicas
tengan un claro manejo del significado de demostracion, pues ésta proporciona pautas para que

puedan construir conocimiento matematico y, ademas, cuando se pide hacer una demostracion
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a los estudiantes, al escribirla pueden mostrar procesos de pensamiento lo cual permite observar
cdémo un estudiante llega a una conclusion en particular. Dichas funciones son (Hanna citado

en Ponce, 2006):

1. Verificacion (que tiene que ver con la verdad de una declaracion)

2. Explicacion (para dar claridad del por qué es verdad)

3. Sistematizacion (la organizacion de varios resultados dentro de un sistema deductivo
de axiomas, conceptos principales y teoremas)

4. Descubrimiento (invencion de nuevos resultados)

5. Comunicacion (de conocimiento matematico)

6. Construccion de una teoria empirica

7. Exploracion del significado de una definicion

8. Incorporacion de un hecho bien conocido dentro de un marco de trabajo y de esta

manera observarlo desde una nueva perspectiva.

Ponce considera que, en la ensefianza del célculo, juega un papel importante la
“demostracion matematica” para la construccion de conocimiento. El papel de la demostracion
en el saldn es diferente que su papel en la investigacion. En la investigacion su papel es

convencer. En el salén, convencer no es un problema, su papel es explicar.

Kirsch (2014) presenta una demostracion visual del TFC. Su objetivo es facilitar una
comprension mas profunda de la relacién entre la integral y la derivada a través de una
percepcion adecuada de la derivada. Plantea que una prueba visual no debe ser considerada
como algo de menor valor que una prueba formal, sino que, al contrario, debe asumirse como
un complemento que revela el significado del teorema y permite un entendimiento mas
profundo de los conceptos. En su trabajo describe los elementos de la demostracion visual,

reconociendo la derivada como la velocidad instantanea (razén de cambio) y no como la
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pendiente de la recta tangente, planteando las siguientes preguntas: ¢qué tan rapido estd
creciendo la zona (area bajo la curva) si se viaja por el eje x a una velocidad constante? Imagine
que el &rea bajo la curva se va a pintar ¢qué tan rapido se tiene que aplicar la pintura? ¢donde
(en la gréfica de la funcion) puede verse esa velocidad en un punto dado x? Con estas preguntas

se espera que los estudiantes planteen las siguientes conjeturas:

e “Uno puede verlo en el borde derecho de la zona, que depende de la altura de la grafica
en el punto x”
e “Cuanto mas grande sea la altura, mas rapido cambia el area”.

e “La velocidad de cambio debe ser proporcional a la altura”.

Siendo esta ultima la idea central de la validez del TFC. Kirsch concluye haciendo hincapié
en lo siguiente: ¢antes de que se pruebe un teorema, tiene que haber ideas basicas apropiadas
de su significado -una demanda excesiva de instruccion de matematicas, tal vez?

2.3 Algunos estudios asociados a la Educacion Matematica Realista.
Entre los trabajos realizados en el marco de la Educacion Matematica Realista (EMR)
destacamos los de Gonzalez (2015), Henao y Vanegas (2012), Gravemeijer y Doorman (1999),

Van den Heuvel-Panhuizen (2003) y Drijvers, Boon, Doorman, Bokhove y Tacoma (2013)

Gonzélez (2015) aborda la problematica asociada al poco uso de situaciones problema que
promuevan la argumentacion matematica en el aula de clase en la educacion basica y media en
contextos de socializacién y construccion de conocimientos (Camargo citado por Gonzales,
2015). El autor identifica la necesidad de mostrar, mediante datos empiricos, que a partir de la
matematizacion de situaciones (Freudenthal, 1983) es posible promover la actividad

argumentativa en el aula en torno a las matematicas.

La investigacion tiene por objetivo analizar los esquemas de argumentacion matematica que

surgen en torno a la interaccion entre estudiantes de grado décimo cuando se involucran en
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procesos de matematizacion de situaciones. Para lograr dicho objetivo disefia tareas especificas
para cada nivel de matematizacion entorno al proceso de argumentacion, con las cuales “intenta
construir el objeto mental de figura geométrica; donde se ponen en juego los elementos del
modelo argumentativo de Toulmin, apoyado fundamentalmente en justificaciones que emergen
de una secuencia argumentativa logica dentro de las matematicas” (Gonzalez, 2015, p.111), lo
cual le permite caracterizar la matematizacion horizontal y vertical, evidenciando que los
procesos de matematizacion dados en la situacion problema, garantizan el surgimiento de una

actividad argumentativa en los estudiantes.

De acuerdo a la caracterizacion de los niveles de matematizacién, el autor sugiere la
reflexion acerca de las formas de llevar a cabo las practicas argumentativas en matematicas
fomentadas por el profesor, donde se beneficie las ideas propias de los estudiantes, las
reflexiones y la construccién de conocimiento de manera tal que se promueva la necesidad de
justificacién, explicacién y/o discusion durante los procesos de resolucion de problemas y su

matematizacion.

Henao y Vanegas (2012) disefian actividades fundamentadas en la EMR para la ensefianza
y aprendizaje de modelos cuadraticos que permita estudiar el proceso de modelacion
matematica en estudiantes de los Ultimos grados de educacion media (10° y 11°). Dicha
investigacion se plantea en términos de los niveles de matematizacion horizontal y vertical para
el analisis del desempefio de los estudiantes y las implicaciones didacticas y cognitivas en
relacion con el proceso de modelacion matematica. EI propdsito de la investigacion es
caracterizar los niveles de matematizacion de los estudiantes cuando se involucran en tareas

disefiadas desde el enfoque de la EMR a partir del trabajo con modelos cuadraticos.

Para la fundamentacion teorica de las tareas realizan un analisis fenomenolégico didactico

de las nociones cuadréticas, de manera tal que les permita reconocer cuales son los fendmenos



32
MATEMATIZACION DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

que se organizan mediante lo cuadratico y cOmo estos organizan la matematica misma. El
analisis permitié ampliar la comprension sobre como las nociones matematicas se pueden

manifestar en los estudiantes y como éstos pueden construirlas.

Los autores concluyen que los estudiantes hacen uso de diferentes conceptos matematicos,
procesos intuitivos y estrategias heuristicas tratando de conectar la matemaética con los
fendmenos cercanos a su realidad, donde las tareas disefiadas a partir del anélisis
fenomenoldgico didactico promueven la creacion de modelos y la abstraccion de los mismos,

permitiéndoles esto avanzar en los niveles de matematizacion.

Gravemeijer y Doorman (1999) disefian un curso de calculo enmarcado en la EMR, teniendo
en cuenta los trabajos de Oresme y Galileo sobre la relacion entre la velocidad y la distancia
recorrida. Con esto pretenden mostrar que la teoria basada en el disefio heuristico que usa los

problemas de contexto y el modelado también se ajusta a un tema avanzado como el calculo.

A la luz de los “modelos de” y los “modelos para” el cambio, argumentan que las funciones
discretas y sus graficos juegan un papel clave como intermediario entre los problemas de
contexto que deben resolverse y el calculo formal que se desarrolla. Presentan algunos modelos
de ensefianza del calculo tradicionales y algunas alternativas que apuntan a disefiar una
secuencia instructiva perspicaz, donde los estudiantes tengan la oportunidad de basar su
comprension en su propio conocimiento informal y donde la instruccion se base en las
contribuciones propias de los estudiantes al proceso de ensefianza-aprendizaje. Dichos
enfoques alternativos conciben que el aprendizaje de las matematicas debe tener las

caracteristicas del crecimiento cognitivo, y no el de un proceso de apilamiento de piezas.

Van den Heuvel-Panhuizen (2003) centra la atencién en cdémo ensefiar conceptos
matematicos asociados el numero racional como el porcentaje, muestra como los estudiantes

pueden aprenderlo y como los modelos se usan didacticamente para llevar a cabo el proceso de
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aprendizaje, precisando en la idea de que son las actividades de modelizacion de los estudiantes
los que hacen posible el crecimiento de su comprension matematica. La autora se centra en el
uso del modelo de barras dentro de una trayectoria longitudinal en porcentaje que ha sido
disefiado para Matematicas en Contexto, un curriculo para la escuela media de los Estados
Unidos, estrategia en la cual a los estudiantes no se les entrega modelos ya hechos, sino que se
les debe plantear problemas en contexto que susciten actividades de modelizacion, lo que a su
vez da lugar al surgimiento de modelos que son usados y manipulados de forma flexible por
los estudiantes, dando lugar al avance de los mismos y el paso del pensamiento informal al

formal.

Concluye que esta estrategia no es una receta, sino una estrategia para ensefiar y aprender

porcentajes, en la que el uso didactico de modelos desempefia un papel fundamental.

Drijvers et al. (2013) investigan como los principios de la EMR se pueden aplicar al disefio
de tareas digitales. Para ello presentan algunos ejemplos de tareas en el campo del é&lgebra,
célculo y geometria disefiadas en el Entorno Matematico Digital (DME) del Instituto
Freudenthal, el cual integra un sistema de gestion de contenidos, un sistema de gestién de
aprendizaje y un entorno de autoria, donde el contenido consiste en médulos en linea en forma

de applets Java.

En las tareas digitales para el algebra, destacan las realizadas por Bokhove y Drijvers (citado
en Drijvers et al. 2013), las cuales se centran en resolver ecuaciones polinomiales donde las
practicas van mas alla de los célculos algebraicos, centrandose en el desarrollo del sentido de
los simbolos y las habilidades estratégicas. En el disefio de las actividades la reinvencion guiada
es uno de los aspectos principales, puesto que permite la matematizacion progresiva. En las
tareas digitales sobre calculo se centran en el desarrollo conceptual de la comprension de las

nociones de funcidn, siendo un factor crucial en el disefio de estas, la basqueda de contextos
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adecuados para que el surgimiento de los modelos sea de forma natural, de manera tal que
vayan aumentado la complejidad y abstraccion. Las tareas digitales para geometria se centran
en explorar, descubrir y probar propiedades de bisectrices, alturas y medianas en triangulos. El
desafio en el disefio de estas tareas es ofrecer apoyo y orientacion para la demostracion que

permitan la reinvencion.

Los autores concluyen que los principios de reinvencion guiada, fenomenologia didactica
y modelos emergentes pueden informar y guiar el disefio digital teniendo en cuenta que algunos
aspectos funcionan de forma diferente en comparacion con el disefio de tareas a lapiz y papel,
asi mismo, las tecnologias digitales ofrecen oportunidades para la exploracion e investigacion,

permitiendo esto la reinvencion.
3. Aspectos Teoricos

En este capitulo describimos los elementos tedricos con los cuales se sustenta la investigacion,
exponemos los elementos esenciales de la Teoria de la Educacion Matematica Realista, la cual
nos permitié disefar las situaciones matematicas realistas y las tareas enmarcadas en dichos
fendmenos teniendo en cuenta los principios de fenomenologia didactica, reinvencion guiada
e interaccion y el andlisis de la matematizacidén progresiva del Teorema Fundamental del
Célculo.

3.1 Educacion Matematica Realista

La corriente conocida internacionalmente como Educacion Mateméatica Realista (EMR), fue
desarrollada en el Instituto para el Desarrollo de la Educacion Matematica de la Universidad
de Ultrech, Holanda (IOWO - Instituut Ontwikkeling Wiskunde Onderwijs), conocido
actualmente como Instituto Freudenthal. Precisamente se reconoce como iniciador de esta
teoria a Hans Freudenthal (1905-1990), matematico y educador aleman (naturalizado

holandés). Su punto de partida es su critica a la educacion matemaética tradicional, se opone
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ferozmente a lo que él Ilama una inversion anti-didactica (Freudenthal, 1973) concibiendo la
idea de las matematicas como actividad y no como un sistema listo para usar. La actividad
central es la matematizacion, que significa organizar las soluciones a problemas propuestos
desde una perspectiva matematica, proceso que conlleva una reinvencion de las matematicas

(Gravemeijer y Doorman, 1999).

La EMR no pretende ser una teoria general de aprendizaje, se trata de una teoria global, que
se fundamenta en ideas centradas en el como y en el qué de la ensefianza de las matematicas
(Alsina, 2009). Asi mismo, busca desarrollar la adquisicion de herramientas matematicas y la
comprension de conceptos en los estudiantes a través de la resolucién de problemas que tengan
sentido para ellos, estas son, situaciones matematicas realistas, como las denomina la misma

teoria, en el sentido de representables e imaginables para ellos.

En este sentido Van den Heuvel-Panhuizen (2003), aclara que:

Por una parte, el adjetivo “realista” concuerda definitivamente con la forma de ver la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas dentro de la EMR, pero por la otra, este
término también puede dar lugar a confusion. En holandés, el verbo “zich realisieren”
significa “imaginar”. En otras palabras, el término “realista” se refiere mas a la
intencion de ofrecer a los estudiantes situaciones problema que ellos puedan imaginar
que a la “realidad” o autenticidad de los problemas. Sin embargo, esto Gltimo no
significa que la relacién con la vida real no sea importante. S6lo implica que los
contextos no estan necesariamente restringidos a situaciones de la vida real. El mundo
de fantasia de los cuentos de hadas, e incluso el mundo formal de las matematicas, son
contextos idoneos para problemas, siempre y cuando sean “reales” en la mente de los

estudiantes (p.10).
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Segun Bressan, Zolkower, y Gallego (2006) la EMR como teoria global se basa en las
siguientes ideas que Freudenthal, llama “herramientas conceptuales para una teoria de la

educacion matematica” (Freudenthal, 1991).

e Pensar en la matematica como una actividad humana (matematizacion), de modo tal
que debe existir una matematica para todos.

e Aceptar que el aprendizaje es un proceso discontinuo de matematizacion progresiva
que pasa por distintos niveles donde los contextos y los modelos poseen un papel
relevante para favorecer el paso de un nivel a otro.

e EIl desarrollo del proceso de aprendizaje se lleva a cabo por el proceso didactico
denominado reinvencion guiada, proceso en el cual los estudiantes reinventan las
matematicas a partir de la organizacién o estructuracion de situaciones problemas en
interaccidn con sus pares y bajo la guia del docente, en un ambiente de heterogeneidad

cognitiva.

Desde el punto de vista curricular, la reinvencion guiada de la matematica en tanto actividad
de matematizacion requiere de la fenomenologia didactica como metodologia de la
investigacion. Es decir, la busqueda de contextos y situaciones que generen la necesidad de ser
organizados matematicamente tomando en consideracion los fendmenos que estén presentes
en el mundo en el que viven los estudiantes a los cuales se les pretende ensefiar (Freudenthal,
1983), siendo las dos fuentes principales de esta busqueda la historia de la matematica y las

invenciones y producciones matematicas espontaneas de los estudiantes.

A partir de lo anterior es importante definir cada uno de los conceptos que, usualmente, son

denominados principios de la EMR:
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3.1.1 Matematizacion. Freudenthal (1971) concibe la idea de las matematicas como una

actividad humana.

Para él, las mateméticas son la actividad de plantear y resolver problemas, maés
explicitamente, la actividad de organizar la matematica desde la realidad. Freudenthal explica
que “no hay matematicas sin matematizacion” (Freudenthal, 1973, p. 134). Segun su punto de
vista, la mejor forma de aprender matematicas es haciendo, y la matematizacion es el sentido

central de la educacion matematica.

“Lo que los seres humanos tienen que aprender no es matematicas como sistema cerrado,
sino como una actividad: el proceso de matematizar la realidad y, de ser posible, el de
matematizar las matematicas” (Freudenthal, 1968, p.7). Matematizar sera la actividad de los

estudiantes que involucra (Freudenthal, 1991):

e Reconocer caracteristicas esenciales en situaciones, problemas, procedimientos,
algoritmos, formulaciones, simbolizaciones y sistemas axiomaticos.

e Crear espontdneamente nuevos objetos mentales y operaciones.

e Descubrir caracteristicas comunes, similitudes, analogias e isomorfismos.

e Ejemplificar ideas generales y generalizar paradigmas

e Buscar atajos, abreviar estrategias y simbolizaciones iniciales con miras a
esquematizarlas, algoritmizarlas, simbolizarlas y formalizarlas.

e Reflexionar acerca de la actividad matematizadora, considerando los fenémenos en

cuestion desde diferentes perspectivas.

Treffers (1987) formul6 la idea de dos formas de matematizacion; i). La matematizacion
horizontal como el proceso en la cual los estudiantes presentan herramientas que pueden ayudar
a organizar y resolver un problema del mundo real, esto es, traducir al mundo matematico una

situacion del “mundo real”, comprendiendo asi las relaciones entre el lenguaje cotidiano y el
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matematico, ii). La matematizacion vertical como el proceso de reorganizacion dentro del
propio sistema matematico, esto es, encontrar atajos, probar regularidades, descubrir
conexiones y estrategias para luego usar dichos descubrimientos, acciones que llevan a
procesos tales como argumentacion y generalizacion, en términos de Freudenthal (1991)

moverse dentro del mundo de los simbolos.

La actividad fundamental de los estudiantes es matematizar, y de forma analoga la de los
profesores es didactizar (Freudenthal, 1991). Segin Bressan, Gallego, Pérez y Zolkower,
(2016) es entendida como una actividad organizadora que se da tanto a nivel horizontal como
a nivel vertical. Horizontalmente, los docentes trabajan en torno a fenémenos de ensefianza-
aprendizaje que surgen en el aula, y verticalmente reflexionan y generalizan a partir de estas
situaciones hasta reinventar su propia “caja de herramientas didacticas” para facilitar la
matematizacién. EIl papel que debe desempefiar el docente es, por tanto, proveer de un

ambiente de aprendizaje, el conjunto de problemas, actividades y contextos.

3.1.2 Niveles de Matematizacién. Otra caracteristica propuesta por la EMR es que los
estudiantes pasan por diferentes niveles en los cuales se puede llevar a cabo la matematizacion.
Segun Van den Heuvel-Panhuizen (2003) estos se dan, desde concebir situaciones informales
conectadas con el contexto hasta alcanzar un nivel de esquematizacion, y finalmente tener una

vision de los principios generales detras de un problema.

Esto se refleja en la “matematizacion progresiva” en la que los modelos, interpretados
ampliamente, son vistos como vehiculo para obtener y apoyar dicho progreso. Asi mismo, es
un puente para el paso entre el conocimiento informal, conectado a la “realidad” e imaginado,

y el conocimiento formal.

Una caracteristica esencial de los niveles de matematizacion (Figura 1), es que la actividad

matematica en un nivel inferior se convierte en un objeto de indagacion en un nivel superior,
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de tal manera que las acciones organizativas llevadas a cabo inicialmente de manera informal
en un nivel inferior, se vuelven acciones mas formales en un nivel superior, en términos de
Freudenthal (1991, p. 98) “en el siguiente nivel esta actividad se hace consciente y puede

convertirse en un tema de reflexion”.
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5 FORMAL Formal
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s g I Reflaxisn
=
c &
2 > “Modelo para”
= =
T 2
% E Reflexién
£ 3
[ ] |
kS 5 | “Modelo de”
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Figura 1. Niveles de Matematizacion. Adaptado de Bressan, Gallego, Pérez, y Zolkower
(2016) La Corriente Realista de Didactica de la Matematica. Experiencias de un Grupo de
Docentes y Capacitadores. Yupana 3 (06), 11-33.

Streefland (1985) aclara cémo los modelos pueden cumplir la funcién de puente entre el

nivel informal y el formal: pasando de un "modelo de™ a un "modelo para”.

Esto significa que, al comienzo de un proceso de aprendizaje, un modelo se constituye
en una conexion muy cercana a la situacion del problema en cuestion, y mas adelante
el modelo especifico del contexto se generaliza sobre las situaciones y se convierte en
un modelo que se puede utilizar para organizar situaciones relacionadas, problemas
nuevos y razonar matematicamente. En esa segunda etapa, las estrategias que se aplican
para resolver un problema ya no estan relacionadas con esa situacion especifica, sino

que reflejan un punto de vista mas general (Van den Heuvel-Panhuizen, 2003, p. 14).
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En particular, Gravemeijer (citado en Van den Heuvel-Panhuizen, 2003) muestra que el
cambio en los modelos se puede conectar con el proceso de crecimiento matematico de forma
general. El realiza una distincién entre "modelo de" y "modelo para™, lo cual lo lleva a dividir
el nivel intermedio entre el Nivel Situacional y el Nivel Formal, y la comprension matematica
en un Nivel Referencial y General. Los estudiantes pasan por los diferentes niveles realizando
dos tipos de matematizacion: Horizontal y Vertical, y es en ese proceso que los estudiantes

construyen nuevas matematicas (Drijvers et. al, 2013).

Dichos niveles, segun Bressan et al. (2016) representan el pasaje de conocimiento informal
al formal, caracterizados por distintos tipos de actividades cognitivas y linguisticas asociadas

al uso de diferentes estrategias y modelos.

En el Nivel Situacional, los estudiantes se enfocan en el conocimiento de la situacion. Esta
asociado a uso de estrategias ligadas totalmente al contexto de la situacién misma y las
estrategias que utilizan para dar respuesta a los problemas y/o descubrir la matematica existente
en el contexto. Se apoyan en los conocimientos informales, el sentido comun y la experiencia.

A este proceso se le denomina matematizacion horizontal.

Los otros niveles estan enmarcados dentro de la matematizacion vertical. Se caracterizan
por la badsqueda de férmulas, prueba de regularidades, formulacion de un concepto nuevo,

generalizacion, evolucion y ajuste de modelos, entre otros.

En el Nivel Referencial aparecen las representaciones o modelos gréaficos, materiales o
notacionales, las descripciones, conceptos y procedimientos que esquematizan el problema;
siempre referidos a la situacion particular. De alli que los modelos se consideren como modelos

de.

El Nivel General se desarrolla a través de la exploracion, reflexion y generalizacion de lo

que aparecio en el nivel anterior. Da lugar al surgimiento de aspectos generalizables que son
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utilizables en un conjunto de problemas, donde las estrategias encontradas superan la referencia

al contexto, permitiendo que surjan modelos para la resolucion.

El Nivel Formal comprende los conceptos, procedimientos, utilizacion de conceptos, y
notaciones convencionales, propias de la rama de la matematica, que hacen parte de la

matematica vinculada al contexto que se venia trabajando.

El ascenso de un nivel a otro nivel de matematizacion mas avanzado se logra a través de la
reflexion de lo obtenido en el nivel anterior, esta reflexion puede darse por la interaccién entre
estudiante-estudiante; estudiante-docente. En este sentido, los modelos son un recurso
importante para cerrar la brecha entre el conocimiento informal, relacionado con los contextos,

y el conocimiento formal, esto es, el paso de un nivel de comprensién a otro.

Los modelos son representaciones de situaciones problema que reflejan aspectos
fundamentales de conceptos y estructuras matematicas relevantes que pueden tener diversas
manifestaciones (Van den Heuvel-Panhuizen, 2003). Materiales de clase, bosquejos,
situaciones, esquemas, diagramas y simbolos son modelos dentro de la teoria (Gravemeijer,

1994).

Freudenthal (1991) aclara “modelo es simplemente un intermedio a menudo indispensable,
a través de la cual una realidad o teoria compleja es idealizada o simplificada con el fin de
volverla susceptible a un tratamiento matematico formal” (p.34). Este término no se refiere a
modelos preconstruidos e impuestos desde la matematica formal sino a modelos emergentes,
son “inventados” por los estudiantes y nunca por los profesores y guardan relacion con los
niveles. Su funcion es salvar la brecha entre la comprension informal conectada con la realidad
“real” e imaginada, por una parte, y la comprension de los sistemas formales por otra

(Gravemeijer, 1994).
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Al principio de un determinado proceso de aprendizaje se constituye un modelo en estrecha
relacion con la situacion problema en cuestion, méas adelante el modelo especifico del contexto
se generaliza sobre las situaciones y se convierte en un modelo que puede utilizarse para
organizar situaciones relacionadas, problemas nuevos y razonar matematicamente (Van den

Heuvel-Panhuizen, 2003).

Segun Drijvers et al. (2013) los modelos emergentes pueden ser una heuristica de disefio
fructifero para el disefio digital. Similar a los disefios de papel y lapiz, dichos modelos deben
prestarse para el desarrollo del aumento de la abstraccion y la complejidad, pero en este caso

deben ser respaldados por las herramientas digitales disponibles.

3.1.3 Reinvencion guiada e interaccion. No se espera que los estudiantes reinventen todo por
si mismos, el énfasis esta en el caracter del proceso de aprendizaje méas que en la invencion
como tal. La idea es permitir que los estudiantes vean el conocimiento que adquieren como su

propio conocimiento, del cual ellos mismos son responsables.

La reinvencion guiada es el papel que desempefia el docente en el aula, conjugando roles y
responsabilidades, como guia del proceso de descubrimiento del estudiante, a través de una
forma de interaccidn, donde se prioriza la iniciativa de los estudiantes para que los modelos y
su evolucion se logre del modo mas natural posible. entendiéndose como “un balance sutil

entre la libertad de inventar y la fuerza de guiar” (Freudenthal, 1991).

En cuanto al uso de las tecnologias digitales, Drijvers et al. (2013) ven la reinvencién en el
sentido de que las tecnologias digitales ofrecen oportunidades para la exploracién e
investigacion, lo que da lugar a ella. Ademas, el presentar ejemplos inesperados puede verse

como una forma de invitar a la reinvencion.
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La interaccion entre los estudiantes, y entre el profesor y los estudiantes, provoca que cada
miembro del proceso de aprendizaje reflexione a partir de las reinvenciones de los demas,

provocando el paso de un nivel inferior a un nivel superior (Alsina, 2009).

3.1.4 Fenomenologia Didéactica. Freudenthal (1973) distingue entre varios tipos de
fenomenologias: fenomenologia pura, fenomenologia didactica, fenomenologia genética y
fenomenologia histérica. No obstante, para un trabajo didactico en el marco de la EMR es
pertinente trabajar en fenomenologia didactica porque, a diferencia de las otras fenomenologias
y como caracteristica fundamental, trata los fendmenos que se proponen e intervienen en el

ambito escolar.

Segun Bressan et al. (2016) la fenomenologia didactica es un método que consiste en
investigar las diversas manifestaciones y usos de un determinado objeto matematico en la
realidad, como fendmenos en la vida real. Por lo que se presupone la realizacion de un analisis
fenomenoldgico, puesto que segin Freudenthal (1983), es primordial buscar e investigar
fendmenos que pueden ser organizados por conceptos matematicos a través de un proceso de
matematizacion. El objetivo del anélisis fenomenoldgico didactico es describir cuéles son los
fenédmenos en donde el concepto matematico o estructura matematica es el medio de
organizacion a través de un proceso de matematizacion, y qué relacion tiene el concepto o la
estructura con dichos fenémenos, asi mismo, Freudenthal (1986) sefiala que en este analisis
intervienen los fendbmenos presentes en el mundo de los estudiantes a los que se les pretende

ensefar.

Gavemeijer y Terwuel (2000) sefalan que “el objetivo de una investigacion fenomenologica
es, por lo tanto, encontrar situaciones problema a partir de las cuales se puedan generalizar
enfoques especificos, y encontrar situaciones que puedan evocar procedimientos

paradigmaticos de solucién como base para la matematizacion vertical” (p. 12).
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Dicho analisis busca establecer cuales son los fendmenos que se organizan con el concepto
0 estructura matematica y como éstos organizan la matematica misma, motivo por el cual, la
realizacion de dicho analisis permite aportar al disefio de situaciones problematicas realistas
que permitan la creacion de modelos y la abstraccion de estos, creando una posibilidad a los

estudiantes de transitar por y hacia niveles mas altos de matematizacion.

Asi mismo, el andlisis fenomenoldgico tiene como propdsito mostrar la vinculacion de
conceptos y estructuras matematicas con ciertos fendmenos que estan en su origen, y que estan
vinculados con los mundos natural, cultural, social y cientifico. Esto con la finalidad de dotar

de sentido el aprendizaje de dichos conceptos y estructuras.

Algo es considerado como un fendmeno, cuando se tiene experiencia de ello incluyendo los
medios de organizacion matematica (estrategias, notaciones, conceptos, entre otros)

considerandose como objetos de experiencia (Bressan citado por Henao y Vanegas, 2012).

Un contexto es un evento, una proposicion o situacion derivada de la realidad, la cual es
significativa para los estudiantes o la pueden imaginar y conduce a usar métodos matematicos
desde su propia experiencia. Provee significado concreto y apoyo para las relaciones y
operaciones relevantes de la matematica. Las situaciones podrian ser tomadas desde
experiencias cotidianas. Ademas de los contextos derivados de la experiencia diaria, los
contextos pueden encontrarse en la matematica misma — por ejemplo, el mundo de problemas
con numeros y las relaciones numeéricas, tales como el contexto de los nimeros primos (Van

den Heuvel- Panhuizen citado por Bressan et al., 2016).

Segun Drijvers et al. (2013) la fenomenologia didactica también es valiosa para el disefio
digital puesto que las tecnologias digitales ya forman un “mundo” significativo para el

estudiante, ademas del mundo de las matematicas.
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4. Proceso Metodologico

En este capitulo describimos el proceso metodoldgico de la investigacion, la cual es de corte
didactico y cognitivo. Para el anélisis de los datos se emple6 una metodologia cualitativa que
nos permitiera reconocer los niveles de matematizacion logrados por estudiantes de un curso

de Calculo Integral que estudian el Teorema Fundamental del Célculo.

Se describen las fases realizadas durante la investigacion, la cual inicia con el Anélisis
Fenomenoldgico Didactico del TFC, continua con el disefio y analisis de la secuencia de tareas
enmarcadas en cada situacion matematica realista y finaliza con la seleccién de los casos de
estudio y el andlisis de datos. A continuacion, se describen las siete fases en las que fue
estructurado el proceso metodolégico de la investigacion, las cuales se resumen en el esquema

presentado a continuacion (Figura 2)

Proceso Metodolégice
]
[ [ [ | [

T |
Fase IV P Fase VI Fase Vil
DESC”D'OFFS a prioeri . Seleccién casos de Andlisis de datos y
de los niveles de Trabajo de campo estudio reporte de resultados|
matematizacion po

Fase | Fase Il Fase lll

Anadlisis Disefio secuencia de Pilotaje de la
Fenomenolégico tareas - situaciones secuencia

Revision acerca del
Producciones de los

estudiantes

origen y evolucion
del TFC

Ensefianza del TFC

Figura 2. Esquema Proceso Metodoldgico

4.1 Fase I: Andlisis Fenomenolégico Didactico
La exploracion fenomenoldgica del Teorema Fundamental del Célculo tiene como propésito

reconocer los fendmenos que dieron origen al descubrimiento de la relacién inversa entre los
problemas de cuadraturas y tangentes, estos son, procesos de integracion y derivacion
respectivamente, estudiar sus desarrollos y variacion de significado, asi como la forma en que

dichos procesos se entrelazan para organizar fenémenos de naturaleza diversa.
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4.1.1 Revision acerca del origen y evolucion del Teorema Fundamental del Célculo. Para
la construccién de este apartado, se tienen en cuenta investigaciones, libros y articulos
cientificos en los cuales resaltamos autores como Boyer (1949), Edwards (1979), Artigue
(1995), Villalba (2002), imaz y Moreno (2010), Fernandez (2011), (Ponce, 2013), Guerrero,

Rodriguez y Hernandez (2014) entre otros.

Con una revision previa acerca del desarrollo epistemoldgico del Célculo pudimos observar
que en los fendmenos fisicos estudiados por Nicolas Oresme y Galileo Galilei y los fendmenos
de area y volumen estudiados principalmente por Bonaventura Cavalieri se evidencia la
relacion inversa entre derivada e integral, donde cientificos tales como Isaac Barrow, Isaac
Newton y Gottfried Leibniz, a partir de la sintesis y aportes considerables a los trabajos
realizados con respecto a los problemas de cuadraturas y tangentes, reconocen con claridad la

reciprocidad que existe entre dichos problemas.

Sin embargo, no son los Unicos ni los primeros en darse cuenta de dicha relacién ni tampoco
los que enuncian ni reconocen el Teorema Fundamental del Célculo (TFC) como lo conocemos

hoy dia (Ponce, 2013).

Por lo anterior, nos centramos en la descripcién de los fendmenos histéricos que dan cuenta,
en términos actuales, de la relacion existente entre derivada e integral, asi como la presentacion

sintética de las versiones del TFC dadas por Barrow, Newton y Leibniz.
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4.1.1.1 Movimiento, areas y volimenes en la historia. De acuerdo con Boyer (1949) para
realizar demostraciones geométricas, Nicolas Oresme utiliza lo que hoy en dia se conoce como
el sistema de coordenadas, considerando una linea recta perpendicular a una segunda linea
recta, donde la linea horizontal o longitud representa el tiempo o duracion de una velocidad y
la altura o latitud vertical, la intensidad de la velocidad, siendo esta consideracion un avance
notable en el analisis matematico puesto que asocia el estudio de la variacion con el uso de un

sistema de coordenadas.

Oresme es el primero en representar la velocidad instantdnea mediante una linea recta,
aclarando la idea de que a mayor velocidad mayor sera la distancia recorrida si el movimiento

continla a esa velocidad.

Galileo Galilei introduce una nocion completamente nueva de aceleracion considerando no

solamente la aceleracion en general sino la aceleracion uniforme:

Si la aceleracidn es uniforme entonces la velocidad es uniformemente deforme; pero si
la aceleracion es deforme, entonces la velocidad es deformemente deforme... Oresme
fue méas alla y aplico la idea de razdn de cambio uniforme y de representacion grafica a
la proposicion de que la distancia recorrida por un cuerpo empezando del reposo y
moviéndose con una aceleracion uniforme es la misma distancia que recorrera el cuerpo
si se moviera en el mismo intervalo de tiempo con velocidad uniforme igual a la mitad

de la velocidad final (Boyer, 1949, p. 83).

Oresme realiza la demostracion geométrica de la equivalencia anterior utilizando semejanza
de triangulos (Figura 3), donde el movimiento con velocidad uniforme es representado por el
rectangulo ABGF en la cual la magnitud de la velocidad es siempre la misma y el movimiento
con aceleracion uniforme donde el cambio entre la latitud (velocidad) y la longitud (tiempo) es

constante, corresponde al triangulo ABC, concluyendo, por medio de la semejanza del triangulo
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CFE con el tridngulo EBG, que las distancias recorridas son equivalentes, sin referirse
explicitamente a que las areas ABGF y ABC representan en cada caso la distancia recorrida.
Sin embargo, se presupone que la distancia recorrida corresponde al area bajo la curva
velocidad-tiempo por el uso de la congruencia de tridngulos a pesar de que Oresme no explica

esta equivalencia (Boyer, 1949).

A D B

Figura 3. Velocidad y aceleracion uniformes Oresme. Adaptado de Boyer (1949). Historia de
la matematica. Madrid: Alianza Editorial.

Segun Boyer (1949) esta es la primera vez que se considera que el area bajo una curva
representa una cantidad fisica y de acuerdo las opiniones dadas acerca de las velocidades
instantaneas, se presupone que Oresme hace referencia al a&rea compuesta por un gran nimero
de lineas verticales o indivisibles donde cada una representa una velocidad que continua

durante un tiempo muy pequefio, ideas que son utilizadas varios siglos mas tarde.

Galileo Galilei presenta un razonamiento similar al presentado por Oresme que relaciona el
area bajo una curva tiempo-velocidad con la distancia (Figura 4). Considera AB el tiempo en
el que un cuerpo atraviesa el espacio CD que inicia del reposo y acelera uniformemente, la
velocidad final es representada por EB y las lineas paralelas a esta representan las velocidades
del cuerpo, siendo interpretadas como los momentos o incrementos infinitesimales en la
distancia recorrida por el cuerpo, por tanto, las lineas en el triangulo AEB corresponden al
movimiento del cuerpo uniformemente acelerado y las lineas en el rectangulo ABFG
corresponden al movimiento de cuerpo que se mueve uniformemente. La suma de los

segmentos contenidos en el rectangulo ABFG es igual a la suma de los segmentos contenidos
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en el triangulo AEB, esto es, el area del triangulo es igual al area del rectangulo, por lo tanto,
las distancias recorridas por los dos cuerpos son iguales. Galileo, a diferencia de Oresme,
considera los momentos o pequefios incrementos de la distancia como las lineas dentro del
triangulo y el rectangulo (indivisibles) sin aclarar la transicion de la interpretacion de las lineas

como velocidades a las lineas como momentos (Boyer, 1949).

/
/

E I3 B

D

Figura 4. Velocidad y aceleracion uniformes Galileo. Adaptado de Boyer (1949). Historia de
la matematica. Madrid: Alianza Editorial.

Bonaventura Cavalieri adopta las ideas de Galileo con respecto a los indivisibles, pero
dandoles un sentido geométrico. Su obra “Geometria Indivisibilibus Continuorum” publicada
en 1635, no explicita con precision lo que entiende por indivisible, sin embargo, se refiere a
estas como lineas paralelas equidistantes dentro de una superficie y planos paralelos
equidistantes dentro de un solido, designandolos como indivisibles de la superficie y el
volumen, respectivamente. Plantea varios teoremas referentes a las lineas de un paralelogramo
y las de sus triangulos constituyentes (Figura 5) y demuestra, a través de la comparacion de los
indivisibles GH y FE y la suma de todas los indivisibles formados en cada tridngulo, que si un
paralelogramo ABCD se divide por la diagonal DB en dos triangulos ABD y BCD entonces el

area del paralelogramo es el doble del area de cualquiera de los triangulos (Boyer, 1949).
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D o

Figura 5. Indivisibles Cavalieri. Adaptado de Boyer (1949). Historia de la matematica. Madrid:
Alianza Editorial.

4.1.1.2 El Teorema Fundamental del Calculo en Barrow, Leibniz y Newton. Isaac Barrow fue
uno de los primeros en dar una demostracion geomeétrica acerca de la relacion que existe entre
los problemas de cuadraturas y tangentes, en la cual establece que, para trazar la recta tangente
a una curva, esta recta tangente debe estar relacionada con la cuadratura de la curva original

(Ponce, 2013).

En términos actuales (Figura 6), dado el segmento AC que representa el eje de abscisas
donde toma valores x, un punto de abscisa C y las curvas f(x) y g(x), donde g(x) representa
el valor del area comprendida por la grafica de f(x) entre A y x, Barrow prueba
geométricamente que la pendiente de la recta tangente a y = g(x) enel punto F = (C, g(C))
esigual a f(C) = CD, equivalentemente, Barrow resuelve el problema de trazar una tangente
a una curva cuando ésta es la cuadratura de otra curva. En términos modernos, lo que Barrow

prueba es que

%onf(t)dtl =f(x), conxel0,a]
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Figura 6. Diagrama Barrow. Adaptado de Ponce (2013). El Teorema Fundamental del Célculo:
un estudio sobre algunos conceptos, formulas y métodos relacionados con su aplicacion. (Tesis
doctoral). Centro de Investigacién y de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional,
México D.C, México.

Gottfried Leibniz en su articulo publicado en 1693 en Acta Eruditorum menciona
“demostraré ahora que el problema general de cuadraturas puede ser reducido al de encontrar
una linea que tiene una ley de tangencia dada” (Leibniz, Citado por Ponce, 2013, p. 12). Esto
es, Leibniz demuestra que si se tiene una funcién f(x) y una curva con una ley de tangencia

dada, entonces la cuadratura de f'(x) corresponderd a dicha curva.

En términos modernos (Figura 7) Leibniz demuestra (Ponce, 2013, p.14):

Si f es una funcion continua, creciente y positiva, definida en el intervalo [0, a] tal que f(0) =
0y F es una funcioén que cumple con la propiedad de que la pendiente de la recta tangente en
cada punto x € [0,a] esigual a f(x), es decir, la derivada F'(x) = f(x) paracadax € [0,a],
entonces el area bajo la funcion f en el intervalo [0, a] estd dada por la diferencia F (a) — F(0) ,

esto es,
f “Fx) dx = F(a) - F(0)
0

donde F'(x) = f(x) Vxel0,a]
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[

Area(AFD) = DG — AK

Figura 7. Diagrama sintético Leibniz. Adaptado de Ponce (2013). El Teorema Fundamental
del Calculo: un estudio sobre algunos conceptos, formulas y métodos relacionados con su

aplicacion. (Tesis doctoral). Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados del Instituto
Politécnico Nacional, México D.C, México.

Isaac Newton aborda el problema de cuadraturas en su trabajo “De analysi per aequationes

m

numero terminorum infinitas” calculando el area bajo curvas de la forma y = ax(n) (Ponce,

2013).

De acuerdo con Ponce (2013) Newton considera una relacion arbitraria entre el &rea ABD =
z'y AB = x con el objetivo de encontrar el valor de BD = y a través del uso de un incremento
o = bB y un valor v = BK de tal forma que el area BbHK sea igual al area BbdD (Figura 8).
Comparando el cambio del area z cuando x tiene un incremento x + o, deduce que la curva
AD debe satisfacer la ecuacion y = ax™/™. En esencia, Newton deriva la funcion area (integral

definida) y establece, de forma inversa:

m n m+n

Siy = axn entonces z = ax n
m+n
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v= BK
y=BD

C = Aflﬂ "
= n=~"bb

Figura 8. Diagrama sintético Newton. Adaptado de Ponce, (2013). EI Teorema Fundamental
del Calculo: un estudio sobre algunos conceptos, férmulas y métodos relacionados con su
aplicacion. (Tesis doctoral). Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados del Instituto
Politécnico Nacional, México D.C, México.

En términos modernos Newton establece si y = ax™/™, entonces el area de la region ABD

es %x(m”‘)/ n esto es

4.1.2 Acerca de la ensefianza del Teorema Fundamental del Calculo. Ponce (2013), resalta
la existencia de una problematica respecto de la comprension del TFC por parte de los
estudiantes, la cual ha sido ampliamente investigada, donde se reportan, entre otros factores, el
conocimiento limitado de los conceptos de funciéon (Carlson, 1998; Oehrtman, Carlson, &
Thompson, 2008), la incomprension de la idea de razon de cambio y razén de acumulacion
(Carlson, Person, & Smith, 2003); Thompson (1994); Thompson & Thompson (1994) y
Thompson & Silverman (2008), la falta de habilidad con respecto al razonamiento
covariacional (Carlson, Jacobs, Coe, Larsen & Hsu, 2002) y el orden en el cual son presentadas

las dos partes que componen el TFC en los cursos elementales de Calculo (Toumasis, 1993).

Asi mismo, muestra que otro factor influyente en la comprension del TFC depende de la

organizacion misma de los conceptos de derivada, integral definida e indefinida. En ese
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sentido, mencionan que la organizacion de los contenidos depende de al menos tres factores,
los planes y programas de estudio, las preferencias de los profesores y el libro de texto que se

adopte (si es que se adopta alguno).

Ponce (2013) considera conveniente ensefiar primero la derivada, después la integral
definida y posteriormente el TFC para finalmente desarrollar métodos de integracion, puesto
que asi el calculo de primitivas toma sentido. Sin embargo, nuestro objeto de estudio no se
enfoca en el célculo de primitivas, puesto que, precisamente, este es un uso practico del TFC,
sino en la esencia del mismo y la relacion entre los procesos de diferenciacion e integracion

dados en este.

En la Universidad Industrial de Santander, la ensefianza del Calculo Diferencial sigue el
orden sugerido por Ponce (2013), en el curso de Célculo Diferencial se estudia las funciones,
limites y derivadas, posteriormente, en el cuso de Calculo Integral se estudia las antiderivadas,
areas y distancias, seguidamente la integral definida y el Teorema Fundamental del Célculo

(Figura 9), al cual se le dedican 2 horas de las 70 horas que componen el curso de Calculo

Integral.
UNIYERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
FACULTAD DE CIENCIAS
ESCUELA DE MATEMATICAS
CALCULO Il (20253): Calculo integral de funciones de una variable
PROGRAMA
Coordinador: Arheldo R. Teheran H (ateh@ran@uis adu.co)
CLASE SECCION TEMA EJERCICIOS
I PRESENTACION GENERAL DEL CURSO
2 49y 5.1 Antiderivadas, Areas y distancias p. 345:6,12,20,22 30,42,46,50,52,67, p. 364: 4,12,16,18,21,22,24
3 52 La integral definida p.377:6,10,12,16,24,26,30,37 50,62
4 53 El Teorema Fundamental del Calculo p- 388: 10,14,28 29 38,42 46,50,60,74
5 54 Integrales indefinidas y ol tacrema del cambio total p-397:12,18,26,34,38,48,50,52,61,66
6 55 La regla de la sustitucién p. 406: 18,22,38,42,50,63,68,74,76,80
7 6.1 Areas entre curvas p. 420:4,1924 31,34, 36,42 45 48 52
8 PRIMER EXAMEN PROGRAMADO POR CADA PROFESOR

Figura 9. Contenido Calculo Integral primer corte - UIS

El libro guia sugerido para el curso de Calculo Integral es “Calculo de varias variables,

trascendente tempranas, 6a Edicion” (Stewart, 2008). En la seccion correspondiente al TFC
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(Figura 9) éste se presenta en dos partes, donde cada parte se enuncia, se demuestray se realizan
a los sumo tres ejercicios algoritmicos que muestran el uso préactico de las dos partes del TFC,

finalizando la seccion con la union de las dos.

Con respecto a los ejercicios propuestos se evidencia que hacen énfasis en procesos
algoritmicos, esto es, en el uso préctico de las dos partes del TFC en el cual se enfatiza en el
calculo algebraico de la derivada de funciones integrales y la integral de funciones derivadas.
A pesar de que antes de estudiar el TFC se realiza un estudio de los problemas de &reas y
distancia, éstos no se utilizan para la introduccién intuitiva de la relacion existente entre los
problemas de cuadraturas y tangentes, puesto que la presentacion del TFC se realiza de forma

aislada a las situaciones problema de encontrar &reas y distancias.

En el libro de texto “El Calculo, 7* Edicion” (Leithold, 1998) las secciones previas al TFC,
ecuaciones diferenciales y movimiento rectilineo y area, evidencian la relacion inversa entre
los procesos de integracion y diferenciacion, siendo situaciones valiosas para la introduccion
del TFC, sin embargo en la presentacion del teorema no se mencionan las situaciones
problemas y/o las generalidades encontradas en los mismos, asi mismo, los ejercicios
propuestos en la seccion de estudio del TFC (seccion 4.5), al igual que el libro de Stewart,
enfatiza en el calculo de derivadas de funciones integrales e integrales de funciones derivadas,
con la salvedad de que agregan dos situaciones problema referidos al Fenémeno de Caida Libre

y Lanzamiento vertical.

A diferencia del Leithold (1998), en Larson, Hostetler y Edwards (2010) no se presentan
problemas de distancias previo al estudio del TFC (seccidn 4.4), sin embargo, en la seccion 4.2
se plantean problemas del calculo de areas sin relacién alguna con el TFC, puesto que hacen
énfasis en el calculo de areas por medio de sumatorias y limites de sumatorias para dar paso a

la seccidn de Sumas de Riemann e integrales definidas.
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En la seccion de estudio del TFC, mencionan algunas estrategias para el uso préactico del
mismo. En estas estrategias se evidencia el énfasis en los procesos algoritmicos dejando de
lado la parte conceptual. Seguidamente, hacen uso del TFC para mostrar su utilidad en el
calculo de areas sin mostrar en las mismas la relacion entre los procesos de integracion y

derivacion.

Con respecto a los ejercicios propuestos, destacamos el hecho de que presentan un problema
de movimiento rectilineo en el que se muestra explicitamente la relacion entre las magnitudes
variables velocidad y distancia con los procesos de integracion y derivacion, sin dejar al
estudiante explorar las relaciones dadas en dicho fendmeno fisico puesto que le dan, en la
informacion del problema, la representacion algebraica de la velocidad como la derivada de la

posicion y la distancia como la integral de la posicion.

4.1.3 Fendbmenos, contextos y situaciones. De acuerdo con la relacién inversa entre los
problemas de tangentes y cuadraturas, los primeros fendmenos donde se observa dicha relacién
son aquellos donde estan involucradas las variables distancia y velocidad, donde la formulacion
incipiente del TFC es que la razén de cambio del &rea bajo una curva es igual a su ordenada
(Edwards, 1979). Con respecto a los problemas de areas a partir de las consideraciones de los
indivisibles de Cavalieri, el cual expone la idea fundamental de que un area esta formada por
segmentos rectilineos o “indivisibles”, se logra desarrollar procesos para el calculo del area de

figuras planas y el area bajo una curva.

La revision de los libros de texto utilizados con frecuencia en la ensefianza del Célculo
Integral muestra que las secciones previas al estudio del TFC o en la seccidn misma se estudian
los problemas de areas y distancias, sin embargo, dichos problemas no son utilizados del todo
en la introduccion del TFC, puesto que se trabajan sin mostrar la relacion entre los procesos de

diferenciacion e integracidn presentes en dichos contextos.
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A partir de lo anterior, consideramos pertinente referirnos a ciertos fendmenos, situaciones
y contextos (Tabla 1) presentes en la historia y en el contenido de estudio del curso de Calculo
Integral, en los cuales el Teorema Fundamental del Calculo es un organizador. A partir de dicho
analisis, los fendmenos que tendremos en cuenta para el disefio de las situaciones matematicas
realistas son Caida Libre (velocidad y distancia) y Descripcion de figuras planas (area y

perimetro).

Tabla 1.

Fenomenos, Contextos y Situaciones — Teorema Fundamental del Calculo

RELACION ENTRE DERIVADA

Fendmenos Situacion Contexto
La derivada como
Recta tangente a una curva. pendiente de la recta
Descripcion de figuras planas y tangente a una curva.
solidas delimitadas por curvas. Encontrar perimetros, areas y
3:' volumenes de figuras. Sumas de Riemann
?Di Integral definida.
L Encontrar la velocidad de un
E Fendmenos Fisicos — Caida libre, objeto en movimiento - La derivada como razén
w  Mmovimiento rectilineo uniforme, direccion del movimiento. de cambio.
movimiento uniformemente
acelerado, lanzamiento vertical, A partir de la velocidad
entre otros. (direccion del movimiento) Integral definida.

encontrar la distancia.

Considerando problemas de movimiento con aceleracion constante, se tienen fendmenos
tales como caida libre, tiro parabdlico, entre otros. Teniendo en cuenta que, para lograr la
creacion de modelos y la abstraccion de éstos en la matematizacion de un concepto matematico
es necesario el uso de situaciones problematicas realistas, en el sentido de representables e
imaginables para los estudiantes, decidimos crear situaciones y tareas enmarcadas en el
Fendmeno de Caida Libre, puesto que este cumple con las caracteristicas de los movimientos
considerados por Oresme y Galileo, en los cuales de acuerdo con Edwards (1979) la relacion
entre las curvas velocidad — tiempo y distancia — tiempo muestra que cada una de las curvas

proviene de la otra, asi mismo “la aplicacion del tiempo y los conceptos de movimiento al
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estudio de curvas condujo a Torricelli y Barrow a una comprension intuitiva de la relacion
inversa entre los problemas de tangentes y cuadraturas, esto es, entre las operaciones de

diferenciacion e integracion” (Edwards, 1979, p.138).

Al comparar la velocidad y la distancia del movimiento de una pelota que se suelta desde
una altura dada, se tiene que el area bajo la curva velocidad hasta un instante de tiempo
corresponde a la distancia recorrida por la pelota desde el momento en que se suelta hasta ese
instante de tiempo (Figura 10) y la velocidad instantanea esti dada por la razon de cambio
instantanea del &rea bajo la curva velocidad (distancia). De acuerdo con Edwards (1979), en
los problemas de movimiento, la idea intuitiva del TFC se refleja en el anélisis de la razon de
cambio del &rea bajo la curva velocidad, razén por la cual, en las tareas disefiadas para cada

situacion matematica realista enmarcada en el fenémeno de caida libre empezamos con esta

idea.
P
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Figura 10. Relacion velocidad distancia con integral

Utilizando la idea de Cavalieri, la cual interpretamos como equivalente a la idea de que la
sumatoria de los indivisibles formados dentro de una superficie es igual al area de dicha
superficie, considerando un circulo y una circunferencia del mismo radio, al comparar el area

y perimetro respectivamente, se evidencia que dichas magnitudes estan relacionadas con la
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integral y la derivada. EI perimetro de una circunferencia de radio x corresponde a la pendiente
de la recta tangente a la funcion area de un circulo de radio x y con el segmento que representa
la magnitud de la pendiente de la recta tangente en x (1) se forma la circunferencia de radio

x (Figura 11).

radio= 0.6 Longifud de arco
a4 . . . R
@ circeun ferencia radio x = 3.77
4
bh=21

71 { . .
Longitud de arco = 2.1

N

m=3.77

Figura 11. Relacion Area perimetro con derivada

El area de un circulo de radio x corresponde al area bajo la funcion perimetro de una
circunferencia de radio x. Considerando el area bajo la funcién perimetro como la sumatoria
de los indivisibles, los cuales tienen por magnitud el perimetro de la circunferencia de radio
x 'y forman una circunferencia del mismo radio, se tiene que la sumatoria de dichos indivisibles

equivalen al area del circulo de radio x (Figura 12).
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Figura 12. Relacion perimetro y area con integral

4.2 Fase 11: Disefno de la secuencia de tareas enmarcadas en situaciones matematicas
realistas.

De acuerdo con el andlisis fenomenoldgico, se disefiaron cuatro situaciones matematicas
realistas. Dos de ellas estan enmarcadas en el fendmeno de Caida Libre y las otras dos en el

Fendmeno de Areay Perimetro.

Para cada situacion se disefidé una secuencia de tareas para cada nivel de matematizacion
(Situacional, Referencial y General), donde los estudiantes resolvieron cada situacién
matematica realista hasta el Nivel General antes de seguir con la siguiente situacion. Para que
el proceso de interaccion y reinvencion guiada se diera de forma natural, se disefid6 una
Entrevista Estructurada y Basada en Tareas (Goldin, 2000), la cual consistio en el
establecimiento de contingencias y el disefio de tareas y/o preguntas heuristicas para cada
contingencia que direccionaran al estudiante en su proceso de reinvencion. Esta entrevista se
evidencia en la seccion 4.2.2 Anélisis a priori de las tareas disefiadas en cada situacion
matematica realista enmarcada en el Fendmeno Caida Libre (FCL) y 4.2.4 Anélisis a priori de
las tareas disefiadas en cada situacion matematica realista enmarcada en el Fendmeno Area y

Perimetro (FAP).
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Para el primer fendmeno, Caida Libre (FCL), teniendo en cuenta el video de la caida de una
pelota de tenis, que se suelta desde 1,817 m de altura (primer piso del edificio Laboratorios

Livianos de la UIS), planteamos dos situaciones matematicas realistas, las cuales consisten en:

e A partir de la velocidad hallar la expresion algebraica que representa la distancia de la
pelota desde el punto de lanzamiento para cualquier instante de tiempo t (Primera
Situacion).

e A partir de la distancia, hallar la expresion algebraica que representa la velocidad de la

pelota para cualquier instante de tiempo t (Segunda Situacion).

Para el segundo fenémeno, Area y Perimetro de una circunferencia (FAP), se disefiaron dos

situaciones matematicas realistas que consisten en:

e A partir del perimetro de una circunferencia de radio x, halle la expresion algebraica
que representa el area del circulo en funcion del radio (x) (Primera Situacion)
e A partir del area de un circulo de radio x, halle la expresion algebraica que representa

el perimetro de la circunferencia en funcién del radio (x) (Segunda Situacién)

A continuacidn, se muestra una descripcion general de las tareas disefiadas en cada situacion
matematica realista enmarcada en cada fendmeno y el andlisis a priori de las mismas.
4.2.1 Fenbmeno Caida Libre (FCL)
4.2.1.1 Nivel Situacional. En este nivel se espera que los estudiantes identifiquen la relacion
entre las magnitudes variables velocidad y distancia con las ideas de acumulacion de cambio y
razon de cambio de la acumulacion en intervalos de tiempo, cuél es esa relacion y cémo

encontrar una magnitud variable conociendo la otra.

Para ello, en la Primera Situacién, se espera que los estudiantes identifiquen el

comportamiento de la velocidad de acuerdo con la informacion suministrada por el video de la
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caida de una pelota, el cual es representado en el software Tracker (Figura 13). Los estudiantes
deben recurrir a sus conocimientos previos, intuicion, experiencia y el analisis de informacion

tabular del comportamiento de dicha magnitud variable.

A través de la discusidn con sus pares y el profesor (investigador), los estudiantes reinventan
la situacidn presentada, a partir de la estructuracion y organizacion de las soluciones dadas por
sus comparieros y las tareas disefiadas para cada nivel de matematizacion. Este momento
(interaccion y reinvencion guiada) estara presente a lo largo de las tareas propuestas en la

Primera y Segunda Situacion.

1. Abra el archivo Situacién 1.1, e [N PSS Y

cual muestra el video de la caida de una

pelota de tenis, que se suelta desde
1,817 m de altura (primer piso del
edificio Laboratorios Livianos de la
universidad). A partir de la velocidad,
halle la expresion algebraica que
representa la distancia desde el punto de
lanzamiento para cualquier instante de
tiempo £.

Discuta los resultados obtenidos con sus

compavieros y el profesor. Escriba sus

conclusiones en la hoja de trabajo.

Figura 13. Primera Situacion - FCL

Después de la discusion dada a partir de la solucion de la Primera Situacion (Figura 13), se
plantea una serie de tareas (Figura 14) donde el principal objetivo es que los estudiantes, a
partir de la informacion suministrada en la tabla, conozcan la velocidad de la pelota de acuerdo
con el fendmeno de estudio y creen los primeros modelos que representen el comportamiento

de la variable velocidad.
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En la hoja de trabajo:

a. Describa el comportamiento de la velocidad de la pelota dezde el punto de
lanzamiento hasta que toca el piso. Explique su respuesta.

b. ;Cuil es Ia velocidad inicial? Explique su respuesta.

¢. ;Cu4l es Ia velocidad final? Explique su respuesta.

d. Ubiguese en la parte superior de la pantalla v en la opcitn Ventana oprima “Vista
Derecha”, describa el comportamiento de la velocidad de la pelota desde el punto
de lanzamiento hasta que toca el piso. Explique su respuesta.

e. Eepresente praficamente el comportamiento de la velocidad del movimiento de
la pelota a traves del tiempo.

Discuta los resulfados obtenidos con sus comparieros y el prafeser. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajs.

Figura 14. Tareas dirigidas al surgimiento de modelos graficos que representen la magnitud
velocidad

Posteriormente (Figura 15), las tareas estan direccionadas a la creacion, por parte de los
estudiantes, de modelos algebraicos que representen el comportamiento de la variacion de la
magnitud velocidad para que sean contrastados con el modelo presentado por el software y los
estudiantes noten los desaciertos y/o aciertos dados en la interpretacion y prediccion del

comportamiento de la velocidad.
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1.1 Halle Ia velocidad de la pelota en los instantes de tiempo dados
Tiempo Velocidad
0s
0,031s
0.05s
0,145s
0.28s
0.34s
0.48=
0.6s
t

a En Tracker, ubiquese en la parte superior de la pantalla v en la opeion
Ventana oprima “Herramienta de Datos... (Analizar )" v maximice la
tweva ventana, oprima el boton Analyre, seleccions Ajustes. ;Cual es la
expresitn algebraica que representa la velocidad de la pelota?

b. Verifique las velocidades encontradas en el ftem 1.1 json iguales los
resultados? ;por que?

Discuta los vesultados obtenidos con sus compatierss y el prafesor. Escviba sus
conclusiones en ln hoja de trabajo.

Figura 15. Tareas dirigidas a la creacion de modelos algebraicos que representen el
comportamiento de la velocidad

El objetivo de las siguientes tareas (Figura 16), es que los estudiantes descubran la
matematica existente en la situacién problema por medio de la exploracion de la idea de
acumulacién de cambio de la velocidad en intervalos de tiempo y la distancia recorrida en los
mismos intervalos. Se espera que conjeturen que el area bajo la curva velocidad (acumulacion
del cambio de la velocidad) en intervalos de tiempo es equivalente a la distancia recorrida por

la pelota en los mismos intervalos.
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1.2 Con ayuda del archivo anterior,

a. Enla grifica de la velocidad contra el tiempo ;dénde se evidencia el cambio de
la variable velocidad con respecto al cambio de tiempo? ;qué representa
geomeétricamente la acumulacion del cambio de la velocidad con respecto al
cambio de tiempo?

b. En la ventana “Herramienta de Datos™, oprima el boton Mesaure v seleccione
Area. Halle la acumulacién del cambio de la velocidad con respecto al cambio
de tiempo dado.

Intervalo de tiempo Area
[0.1; 0,133]

[02;0233]
[0.3:0333]
[0.367:04]
[0.4:0433]

c. Abra el archive Situacion 1.2, sabiendo que r reprezenta la distancia recorrida
por la pelota desde el punto de lanzamiento a traves del tiempo. Halle la
distancia recorrida por la pelota en los siguientes intervalos de tiempo.

Intervalo de iempo Dhstancia
[0.1; 0,133]
[0.2:0.233]
[03:0,333]
[0.367:04]
[0.4:0.433]

d. Compare la tabla del itemn b con la tabla del item ¢, jqué relacitn existe entre
los datos contenidos en ellas? Plantee una conjetura v explique ampliaments.

Discuta los resultados obtenidos con sus comparieros y el profesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.

Figura 16. Tareas dirigidas al descubrimiento de la relacion entre velocidad y distancia con
ideas de acumulacion de cambio en intervalos de tiempo

En la Segunda Situacion (Figura 17), los estudiantes tendran a su disposicion las expresiones
algebraicas de la velocidad y distancia de la pelota con respecto al tiempo, dadas a partir de la
solucion de la Primera Situacion hasta el Nivel General, razén por la cual, el objetivo principal,
es que resuelvan la situacion con ayuda de los presaberes, experiencia e intuicion, dando lugar
a la discusion de las soluciones dadas por sus compafieros, a la estructuracion y organizacion

de estas.
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T [ oe—

2. A partir de la distancia, halle la
expresion  algebraica  que
representa la velocidad de la
pelota para cualquier instante de
tiempo £.

Discuta los resultados obtenidos
con sus comparieros y el profesor.
Escriba sus conclusiones en la hoja
de trabajo.

Figura 17. Segunda Situacion - FCL

Con estas tareas (Figura 18) se espera que los estudiantes identifiquen, a partir de la
comparacion de los datos obtenidos en el item a y ¢, que la rapidez del cambio promedio del
area bajo la curva velocidad (distancia) corresponde a la razon de cambio promedio de la

velocidad con respecto al tiempo.

En la ventana “Herramienta de Datos™ del archivo anterior, oprima la Ctrl O v abra el
archivo Ventana 1.2.
a. Cudl es la magnitud aproximada de la velocidad que leva la pelota en los
intervalos de tiempo:
[0.1:0133]
[0.2:0233]
[0.3:0,333]
[0.367: 0.4]
[0.467 : 0.5]

b. Cuantifique el cambic del érea bajo la curva velocidad cuando el tiempo cambia
de:
01s5a0.133s
0.25 20,2332
0.35 20,3332
0.367s a 0.4z
04675 a 0.5

c. ;Cudl es la rapidez del cambio del drea bajo 1a curva velocidad en los cambios
de iempo anteriores?

d. Compare log resultados obtenidos en el item a con el item ¢ ;Qué puede
concluir? Plantee una conjetura. Explique ampliamente sus respuestas.

Discuta los resultados obtenides con sus compaiieros y el profesor. Eseviba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.

Figura 18. Tareas dirigidas al descubrimiento de la relacién entre distancia y velocidad con
ideas de variacion en intervalos de tiempo
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4.2.1.2 Nivel Referencial. En este nivel, en las dos situaciones, se espera que los estudiantes
identifiquen y representen la distancia recorrida como la acumulacién del cambio de la
velocidad; la velocidad instantanea como la razon de cambio instantanea de la acumulacion del
cambio de la velocidad (razén de cambio instantanea de la distancia) y la relacion existente
entre las magnitudes variables distancia y velocidad, con la acumulaciéon del cambio de la
velocidad (distancia) y la razon de cambio de la acumulacion de la velocidad (velocidad), asi
como el planteamiento de como encontrar una magnitud variable conociendo la otra utilizando

modelos algebraicos.

Uno de los objetivos de las tareas planteadas en la Primera Situacion en este nivel (Figura
19), correspondientes a la continuacion del item 1.2 (Figura 16), es que los estudiantes
identifiquen que la distancia recorrida en un instante de tiempo t corresponde al area bajo la
curva velocidad en el intervalo de tiempo de 0 a t segundos, y conjeturen la relacién entre la
distancia y la velocidad a partir de la exploracion de las ideas de acumulacion del cambio de la

velocidad en cualquier instante de tiempo t.

Basados en los resultados obtenidos en las tareas planteadas en esta situacion para el Nivel

Situacional, se espera que los estudiantes representen lo observado gréfica y algebraicamente.
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e. ;Qué relacion existe entre el area bajo la curva velocidad y la distancia
recorrida en un instante de tiempo? Plantee una conjetura v explique
ampliamente.

f.  De acuerdo con la conjetura planteada halle 1a distancia de l1a pelota a partir de
la velocidad en cualquier instante de tiempo ¢t Justifique amplizmente sus
respuestas.

g. Realice el analisis de regresion de los puntos que representan la distancia de la
pelota con respecto al tiempo, para elle, des-seleccione la opeidn Mesaure -
Area ubiquese en 1y con clic sostenido trasladela al lado derecho de la columna
t v des-zeleccione la opeidn marcas en 1a columna v. Compare los resultados
obtenidos en el item anterior con los dados por el zoftware. ;Qué puede
concluir? Explique ampliamente sus respuestas v repregente graficamente los
sucesos del ftem e y £
Discuta los resultados obtenides con sus comparieros y el profesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabaje.

Figura 19. Tareas dirigidas a la creacion de modelos algebraicos y graficos de la relacion entre
distancia y acumulacion de cambio

En la Segunda Situacion, las tareas disefiadas (Figura 20), correspondientes a la
continuacion de las tareas planteadas en la Figura 18, tienen como objetivo que los estudiantes
identifiquen y representen algebraicamente que la razén de cambio instantanea de la
acumulacioén del cambio de la velocidad en un instante de tiempo t corresponde a la velocidad
en dicho instante de tiempo y conjeturen la relacion entre la distancia y la velocidad a partir de
la exploracion de las ideas de variacion de acumulacién del cambio de la velocidad en cualquier

instante de tiempo.

Se espera que los estudiantes representen graficamente la relacién entre la velocidad
promedio y la razén de cambio promedio de la distancia; y la relacion entre la velocidad

instantanea y la razon de cambio instantanea de la distancia.
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e. 5ilos intervalos de tiempo ze hacen cada vez mas pequefios, jqué suceds con
la razén de cambio del drea con respecto al tiempo (rapidez)? Explique
ampliamente v plantee una conjetura.

f. Halle 1a velocidad de 12 pelota a partir de 1a distancia en cualguier instante de
tiempo t. Compare el resultadoe con la velocidad encontrada en la primera
sitnacion, ; CQué puede concluir?

g. Enla grafica del area bajo la curva velocidad con respecto al tiempo (distancia
con respecto al tiempo) jqué representa geomeétricamente la razdn de cambio
promedio v 1a razon de cambio instantanea?

h. Reprezente praficamente los sucesos del item d v e,
Discuta los resultados obtenidos con sus compaieros v el profesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.

Figura 20. Tareas dirigidas al surgimiento de modelos algebraicos y graficos de la relacién
entre la velocidad y la razon de cambio instantanea de la distancia

4.2.1.3 Nivel General . En este nivel (Figura 21) se espera que los estudiantes generalicen lo
encontrado en el Nivel Referencial, que planteen una conjetura acerca de la relacion existente
de forma general entre distancia-velocidad y velocidad-distancia con los objetos matematicos
pertinentes de acuerdo con la asociacion de las ideas de variacion - derivada y acumulacion -
integral y a partir de esto, encuentren y representen la relacion entre cantidad variable,

acumulacién de cambio (integral) y razon de cambio instantanea de acumulacion (derivada).

a

3. Plantes una conjetura acerca de la relacion, en general entre distancia—
velocidad vy velocidad-distancia  ;edmo hallar una magnitnd  variable
conociendo 13 otra? Plantee una conjetura.

a ;La conjetura es vialida para cvalquier fendmeno que impligue
magnitudes variables con el misme comportamiento? Arguments v
justifique ampliamente sus respuestas.

b. ;Qué relacién hay entre cantidad variable, acumulacion de cambio (drea
bajo la curva) v razon de cambio de acummulacion? Justifique sus respuestas.

c. Represente algebraicamente la relacion encontrada.
Discuta los resultados obtenidos con sus comparieros v el profesor. Escviba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.

Figura 21. Conjeturar la relacion entre cantidad variable, acumulacion de cambio y razon de
cambio de acumulacion
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4.2.2 Andlisis a priori de las tareas disefiadas en cada situacion matematica realista
enmarcada en el Fendmeno Caida Libre (FCL). Primera Situacion: Abra el archivo
Situacion_1.1, el cual muestra el video de la caida de una pelota de tenis, que se suelta desde
1,817 m de altura (primer piso del edificio Laboratorios Livianos de la UIS). A partir de la
velocidad, halle la expresion algebraica que representa la distancia desde el punto de

lanzamiento para cualquier instante de tiempo t.

Tabla 2.

Analisis a priori Nivel Situacional y Referencial Primera Situacion FCL

Tarea Posibles Respuestas Contra Preguntas

NIVEL SITUACIONAL (NS)

R1. Usar la idea de que la velocidad es
igual a la distancia sobre tiempo v = %,
luego despejando se tieneque d = v = t

R2. Usar la formula fisica que representa
la distancia de la pelota al punto de partida
en el fenébmeno de caida libre, esto es,

h(t) = %gt2 donde, t es el tiempo y g es
la aceleracion de la gravedad.

CR1. ¢(En cualquier fenémeno fisico
se tiene que la velocidad es igual a la
distancia sobre el tiempo? ;en qué

.. d
. . condiciones se cumple que v = =?
1. A partir de la velocidad, halle la pieg t

expresion algebraica  que
representa la distancia desde el
punto de lanzamiento para
cualquier instante de tiempo t.

CR2. (Esa expresion algebraica
representa la distancia de la pelota a
partir de la velocidad?

R3. No conozco la velocidad de la pelota
para poder hallar la distancia a partir de la
velocidad.

CR3. Y si conociera la velocidad,
R4. ¢cémo lo haria?

t
d(t) = J v(t)dt = 4,178t?
0 CR4. CR5 ¢Por qué?

R5.
d(t) = Jv(t)dt =4,178t?

Discuta los resultados obtenidos con sus comparieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en la hoja de trabajo.

INTERACCION Y REINVENCION GUIADA NS

R1. Decreciente- Disminuye, porque la
pelota va hacia abajo.

R2. Creciente - Aumenta, porque cuando

va cayendo actGa la aceleracion de la CR. ¢ Qué es la velocidad?

a. Describa el comportamiento de

la velocidad de la pelota desde el
punto de lanzamiento hasta que
toca el piso. Explique su
respuesta.

gravedad y esto hace que la velocidad
aumente cada vez mas.

R3. Constante, es siempre la misma,
porque la pelota se suelta y no lleva una
velocidad inicial.

R4. Se va haciendo mas lenta.

CR. ¢La velocidad estd cambiando?
¢Como cambia?
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R5. Se va haciendo mayor.

R6. No cambia.

R7. Cambia.

R8. Aumenta en forma constante porque

es un fenémeno de caida libre, por lo
tanto, la velocidad es v(t) = gt

b. ¢Cual es la velocidad inicial?
Explique su respuesta

R1. Igual a cero (porque suelta la pelota y
ahi no hay velocidad)

R2. Diferente de cero.

CRL1. ;Por qué igual a cero?

CR2. ;Por qué diferente de cero?

c. ¢Cudl es la velocidad final?
Expligue su respuesta

R1. lgual a cero (porque cuando la pelota
toca el suelo la velocidad es cero)

R2. Diferente de cero (porque la
velocidad de la pelota aumenta cada vez
maés y cuando toca el suelo lleva velocidad
y la pelota rebota)

R3. Con la formula de la velocidad y
conociendo el tiempo que ha transcurrido
desde que se lanza la pelota y toca el suelo

CRL1. ;Por qué igual a cero?
CR2. ;Por qué diferente de cero?
CR4. ;Est4d seguro? ¢Por qué esa

férmula? (Porque me la ensefiaron en
fisica) ¢Por qué funciona?

d. Ubiquese en la parte superior de

la pantalla y en la opcion
Ventana oprima “Vista
Derecha”, describa el

comportamiento de la velocidad
de la pelota desde el punto de
lanzamiento hasta que toca el
piso. Explique su respuesta.

R1. Creciente porque al transcurrir el
tiempo la magnitud de la velocidad es
mayor a la anterior.

R2. Cambia porque la magnitud de la
velocidad es diferente en cada instante de
tiempo.

CR2. ;{Como es el cambio?

e. Represente graficamente el
comportamiento de la velocidad
del movimiento de la pelota a
través del tiempo.

R1.

/

R2. R3.

CR1. (Cuéantas
gréficas hay?

representaciones

CR2. (Cudl es la grafica que mejor
modela la situacion?

CR3. ¢Por que?

1.1 Halle la velocidad de la pelota en
los instantes de tiempo dados

Tiempo Velocidad
Os
0.031s
0,05s
0,145s
0,28s
0,34s
0,48s
0,6s
t

R1. No puedo porque el software no me
da esa informacion.

R2. Como la wvelocidad tiene un
comportamiento lineal, porque la razon de
cambio es constante, entonces podemos
hallar la expresion algebraica de la
velocidad y asi reemplazar los tiempos de
la tabla y encontrar la magnitud de la
velocidad.

R3. v(t) =8,29t+0 reemplazo los
tiempos de la tabla y asi puedo encontrar
la magnitud de la velocidad.

CR1. ¢(No puede trabajar con la
informacion tabular dada por Tracker?
¢ Qué puede encontrar en ellos?

De acuerdo con los siguientes
intervalos, halle las diferencias de los
intervalos de tiempo y las diferencias
de la velocidad. /Cémo son las
diferencias?

[0,1; 0,133]
[0,2;0,233]
[0,3;0,333]
[0,367;0,4]
[0,4;0,433]
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¢Qué significa que las diferencias de

la velocidad y el tiempo sean
constantes?
¢(Como puede interpretar esas

diferencias?

CR2. (Raz6n de cambio? Qué
significa? ;Cémo se interpreta en la
grafica de la magnitud cambiante?
¢Cémo hallar la expresidn algebraica?

CR3. ;Cémo encontrd la expresion
algebraica? ;Qué significa el 8,297

a. En Tracker, ubiquese en la parte
superior de la pantalla y en la
opcién Ventana oprima
“Herramienta de  Datos...
(Analizar...)” y maximice la
nueva ventana, oprima el botén
Analyze, seleccione Ajustes.
¢Cudl es la expresion algebraica
que representa la velocidad de la

R1. v(t) = 8,356t + 0,5885

R2. v(t) = 8,356t

Con la expresion algebraica obtenida
en Tracker, ¢a qué es igual la
velocidad en t = 0s?

¢ Es coherente que cuando el tiempo es
igual a Os la velocidad de la pelota sea
0.5885?

¢ Cudl seria entonces la representacion

pelota? algebraica de la velocidad con
respecto al tiempo?
¢Cémo es la velocidad inicial de
acuerdo con la informacion dada por
: el software?
R1. No son iguales porque hay un margen
b. Verifigue las  velocidades de error debido a que en realidad no se .Como se interpreta la cantidad
encontradas en el item 1.1 ;son pueden controlar todas las variables, en ¢ g P . .
: ) , . : 0,5885? Cdmo es la velocidad inicial
iguales los resultados? ¢por qué? este caso. Aungue no son iguales si son o
. de acuerdo con la expresion
muy parecidas. .
algebraica?
¢(Cémo se interpreta la cantidad
8,356?

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en la hoja de trabajo.

1.2 Con ayuda del archivo anterior

a. En la gréafica de la velocidad
contra el tiempo ;donde se
evidencia el cambio de la
variable velocidad con respecto
al tiempo? ¢qué representa
geométricamente la
acumulacion del cambio de la
velocidad con respecto al
tiempo?

S0F
45}
40

> 30

2.5
2.0 .
-

15
10

4 '3

0 005 010 O ‘5|UZU LZSIE'SU 035 040 045 050 055 080
1

R1. En los valores del tiempo (cambio del

tiempo franja morada)
R2. En

los valores de la velocidad

(cambio de la velocidad — franja verde)
R3. En los puntos de la velocidad contra

el

tiempo (cambio velocidad contra

tiempo — franja roja)

¢ Qué es el cambio?

Calcule el cambio de la magnitud
variable velocidad cuandot cambia
de:

0,15a0,133s

0,2s a 0,233s

0,35 a 0,333s

0,367s a 0,4s

0,467sa 0,5s
En la gréfica de velocidad contra
tiempo represente los cambios de
tiempo y velocidad anteriores.

(Qué  representan los  puntos
mostrados en la vista gréfica? Al
representar el cambio de la velocidad
contra el tiempo ¢esos cambios se dan
forma separada o0 de manera
simultanea?

b. En la ventana “Herramienta de
Datos”, oprima el boton
Mesaure y seleccione Area.
Halle la acumulacién del cambio

Intervalo de tiempo Area
[0,1; 0,133] 0,0506
[0,2;0,233] 0,0818
[0,3;0,333] 0,112

Note que los extremos de la region
sombreada (el area bajo la curva) se
pueden mover.
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de la velocidad con respecto al
cambio de tiempo dado.

Intervalo de tiempo Area
[0,1; 0,133]
[0,2;0,233]
[0,3;0,333]
[0,367 ;0,4]
[0,4;0,433]

[0,367;0,4]
[0,4;0,433]

0,129
0,138

c. Abra el archivo Situacion_1.2,
sabiendo que rrepresenta la
distancia recorrida por la pelota
desde el punto de lanzamiento a
través del tiempo. Halle la
distancia recorrida por la pelota
en los siguientes intervalos de
tiempo.

Intervalo de tiempo

[0,1; 0,133]
[0,2;0,233]
[0,3;0,333]
[0,367;0,4]
[0,4;0,433]

Distancia

R1. No sé como se hallan porque el
software solo da la distancia recorrida en
un instante de tiempo.

R2.
Intervalo de tiempo Distancia
[0,1; 0,133] 0,05
[0,2;0,233] 0,08
[0,3;0,333] 0,113
[0,367;0,4] 0,129
[0,4;0,433] 0,139

Si tiene la distancia recorrida en un
instante t; y en un instante t, ;cdmo
hallar la distancia que recorrié del
instante t;al instante t,?

d. Compare la tabla del item b con
la tabla del item ¢, ¢qué relacién
existe entre los datos contenidos
en ellas? Plantee una conjetura'y
explique ampliamente.

R1. El &rea bajo la curva velocidad en
intervalos de tiempos es igual a la
distancia recorrida en los mismos
intervalos.

R2. La distancia recorrida por la pelota es
igual al area bajo la curva velocidad.

La distancia y el é&rea halladas
jcorresponden  a los  mismos
intervalos?

Comparando la informacién de la
distancia y el area ;qué puede
concluir?

CR2. Si han transcurrido 0,133s
desde el lanzamiento de la pelota,
¢Cuanta distancia ha recorrido la
pelota?

Discuta los resultados obtenidos con sus comparieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en la hoja de trabajo.

NIVEL REFERENCIAL (NF)

INTERACCION Y REINVENCION GUIADA (NF)

e. ¢Qué relacion existe entre el
area bajo la curva velocidad y la
distancia recorrida en un
instante de tiempo? Plantee una
conjetura y explique
ampliamente.

R1. La distancia recorrida por la pelota es
igual al area bajo la curva velocidad.

R2. La distancia recorrida por la pelota en
un instante de tiempo es igual al area bajo
la curva velocidad desde el principio del
movimiento hasta ese instante de tiempo.

¢Qué significa que dos cantidades
estén relacionadas?

CRL1. ¢El area bajo la curva velocidad
de dénde a dénde? ¢en cualquier
intervalo?

f. De acuerdo con la conjetura
planteada, halle la distancia de la
pelota a partir de la velocidad en
cualquier instante de tiempo t.
Justifigue  ampliamente  sus
respuestas.

R1. Como la distancia es igual al area bajo
la curva velocidad:

t
d(t) = J v(t)dt = 4,178t?>
0

R2.

n
d(t) = lim Z v(t;)At = 4,178t2
n—-oo
i=1

R3.

CR3. ¢La integral indefinida
representa el area bajo la curva
velocidad?
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fv(t)dt = 4,178t?

g. Realice el andlisis de regresion
de los puntos que representan la
distancia de la pelota con
respecto al tiempo, para ello,
des-seleccione la  opcion
Mesaure - Area, ubiquese enry
con click sostenido trasladela al
lado derecho de la columna ty
des-seleccione la opcién marcas
en la columna v. Compare los
resultados obtenidos en el item
anterior con los dados por el
software. ¢ Qué puede concluir?
Expligue  ampliamente  sus
respuestas y represente
graficamente los sucesos del
ftemeyf.

d(t) = 4,483t2 + 0,03875¢t
La distancia hasta un instante de tiempo

es igual al area bajo la curva velocidad
desde cero hasta ese instante.

— Distancia recorrida hasta t

¢La distancia en cualquier instante de
tiempo hallada por usted es igual a la
regresion de los puntos que
representan la distancia con respecto
al tiempo?

Segunda Situacion: A partir de la distancia, halle la expresion algebraica que representa la
velocidad de la pelota para cualquier instante de tiempo t.

Tabla 3.

Analisis a priori Nivel Situacional y Referencial Segunda Situacion FCL

Tarea

Posibles Respuestas

Contra Preguntas

NIVEL SITUACIONAL (NS)

2. A partir de la distancia, halle la
expresion  algebraica  que
representa la velocidad de la
pelota para cualquier instante de
tiempo t.

R1. Usar la idea de que la velocidad es

igual a la distancia sobre tiempo v = %.
R2. Usar la formula fisica que representa
la velocidad de la pelota en el fenémeno
de caida libre, esto es, v(t) = gt donde, t
es el tiempo y g es la aceleracion de la
gravedad.

R3. Conozco la distancia desde el punto
de lanzamiento del ejercicio anterior, pero
no sé como hallar la distancia a partir de
la velocidad.

R4. La derivada de la distancia es la
velocidad.

CR1. ¢(En cualquier fendbmeno fisico
se tiene que la velocidad es igual a la
distancia sobre el tiempo? ;en qué

.. d
condiciones se cumple que v = " ?

CR2. (Esa expresion algebraica
representa la velocidad de la pelota a
partir de la distancia?

CR3. (Si sera posible hallar la
velocidad a partir de la distancia?

CR4. ¢Por qué esa relacién? ¢En
cualquier fenémeno se cumple?

Discuta los resultados obtenidos con sus comparieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en la hoja de trabajo.

INTERACCION Y REINVENCION GUIADA (NS)

En la ventana “Herramienta de Datos”
del archivo anterior, oprima Ctrl O y
abra el archivo Ventana 1.2.

a. Cudl es la magnitud aproximada
de la velocidad que lleva la

Intervalo de | Velocidad

tiempo aproximada
[0,1; 0,133] 1,5165
[0,2;0,233] 2,454
[0,3;0,333] 3,3525
[0,367;0,4] 3,873
[0,467; 0,5] 4,599

¢ Qué es el promedio?

Por ejemplo, cuando decimos, los
estudiantes de ingenieria de primer
semestre tienen en promedio 16 afios
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pelota en los intervalos de

tiempo:
[0,1; 0,133]
[0,2; 0,233]
[0,3; 0,333]
[0,367; 0,4]
[0,467; 0,5]

¢{cOmo se puede interpretar dicha
informacion?

b. Cuantifique el cambio del area

¢ Qué es el cambio?

bajo la curva velocidad cuando Intervalo de AA
el tiempo cambia de: tiempo Con ayuda del software:
0,15a0,133s [0,1; 0,133] 0,0506 Halle el area bajo la curva velocidad
0,25 a0,233s [0,2;0,233] 0,0818 ,
0,35a0,333s : en t=01s y en t=0,133s ¢la
0,367s a0, 4s [0,3;0,333] 0,112 . . T
0 16700 [0,367 ;0,4] 0129 magnitud del area cambid? ;cémo
, sav,os 4 e d . .
[0,467 ; 0,5] 0,153 calcular la magnitud de ese cambio?
Intervalo de AA/At
tiempo
c. ¢Cual es la rapidez del cambio [01; 0,133] 1,5333
del 4rea bajo la curva velocidad [0,2;0,233] 2,4787 . ) )
con respecto al tiempo en los [0,3;0,333] 3,3939 ¢Qué es la rapidez del cambio?
cambios de tiempo anteriores? [0,3670,4] 3,909
[0,467; 0,5] 0,153

d. Compare los resultados
obtenidos en el item a con el
item ¢ ¢(Qué puede concluir?
Plantee una conjetura. Explique
ampliamente sus respuestas.

R1. La velocidad promedio en intervalos
de tiempo es aproximadamente igual a la
rapidez del cambio del area bajo la curva
velocidad con respecto al tiempo en los
mismos intervalos de tiempo.

R2. La velocidad promedio en intervalos
de tiempo es aproximadamente igual a la
razén de cambio del area bajo la curva
velocidad en los mismos intervalos.

CR2. ;La razén de cambio es igual a
la rapidez del cambio?

NIVEL REFERENCIAL (NR)

INTERACCION Y REINVENCION GUIADA (NF)

e. Si los intervalos de tiempo se
hacen cada vez méas pequefios,
;qué sucede con la rapidez del
cambio del area en relacion con
la velocidad? Explique
ampliamente y plantee una
conjetura.

R1. Como siguen siendo intervalos, se
sigue cumpliendo que la velocidad
promedio es aproximadamente igual a la
razén de cambio.

R2. La rapidez de cambio instantanea es
aproximadamente igual la velocidad
instantanea.

CRL1. Si los intervalos de tiempo son
muy, muy pequefios, ¢qué sucede con
la velocidad promedio?

¢Qué sucede con la razén de cambio
del area con respecto al tiempo si los
intervalos de tiempo se hacen cada vez
mas y mas pequefios?

CR2. ;Por que?

f. A partir de la conjetura anterior,
halle la velocidad de la pelota a
partir de la distancia en
cualquier instante de tiempo t.
Compare el resultado con la
velocidad encontrada en la
primera situacion, ;Qué puede
concluir?

. AA . , .
R1. lim — La derivada del &rea bajo la
At—0 At
curva velocidad es igual a la velocidad.

R2. lim 22 La derivada de la distancia es
) At—0 At ]
igual a la velocidad.

¢Cbémo calcular la rapidez de cambio
del &rea con respecto al tiempo en
intervalos de tiempo infinitamente
pequefios?
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R3. Derivando la distancia. La derivada
de la distancia es igual a la velocidad.

g. En la representacion grafica de
la distancia con respecto al

tiempo (area bajo la curva
velocidad con respecto al
tiempo) (qué representa

geométricamente la razon de
cambio promedio y la razén de
cambio instantanea?

R1. En la gréfica de la funcion distancia
con respecto al tiempo, la razén de
cambio promedio representa
geométricamente la pendiente de la recta
secante a la curva para un intervalo de
tiempo y la razén de cambio instantanea
representa la pendiente de la recta
tangente a la curva para un instante de
tiempo t.

¢Cémo interpretar graficamente la
razébn de cambio promedio? ;Qué
significado geométrico se le puede
atribuir a una razén?

h. Represente graficamente los

sucesos del item d y e.

| velocidad promedio = Ad/At

/1

De acuerdo con la encontrado en el
item  anterior, ;qué  relacion
geomeétrica pueden establecer?

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en la hoja de trabajo.

Tabla 4.

Analisis a priori Nivel General Primera y Segunda Situacion FCL

Tarea

Posibles Respuestas

Contra Preguntas

NIVEL GENERAL (NG)

INTERACCION Y REINVENCION GUIADA

3. Plantee una conjetura acerca de
la relacién, en general, entre
distancia—velocidad y
velocidad-distancia. ¢como
hallar una magnitud variable
conociendo la otra? Plantee una
conjetura.

R1. La derivada de la distancia es la
velocidad.

La integral de la velocidad desde el inicio
del movimiento hasta un instante de
tiempo es igual a la distancia recorrida por
la pelota hasta ese instante de tiempo.

R2.
dr

E = U(t)

f tv(t)dt = d(t)
0

¢Colmo hallo la distancia a partir de la
velocidad? ¢(Como hallo la velocidad
a partir de la distancia?

¢Estan  entonces relacionados la
distancia y la velocidad? ;Coémo es
esa relacion?

a. ¢La conjetura es valida para
cualquier fenémeno que
implique magnitudes variables
con el mismo comportamiento?
Argumente y justifique
ampliamente sus respuestas.

Si las magnitudes tienen comportamiento
lineal y cuadratico se cumple que la
derivada de la magnitud cuadrética es la
magnitud lineal y la integral de la funcién
lineal es igual a la magnitud cuadrética
haciendo las constantes iguales.

¢Cudl es el comportamiento de la
distancia y la velocidad en las
situaciones anteriores?

b. ¢Qué relacion hay entre cantidad
variable,  acumulacion  de
cambio (area bajo la curva) y
razén de cambio de
acumulacion?  Justifique sus
respuestas.

R1. la derivada de la integral es igual a la
funcion que se integra

R2. Estéan relacionadas de forma inversa,
esto es, la derivada de la integral es igual
a la funcidn que se integra y la integral de

¢Qué relaciéon hay entre derivada e
integral?

CR1. Y, al contrario, la derivada de
la integral?
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la derivada es igual a la funcion que se
derivada. La una deshace lo que hace la
otra.

[ reax=re
c. Represente algebraicamente la
relacion encontrada.

o [ reax] = s

Discuta los resultados obtenidos con sus comparieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en la hoja de trabajo.

4.2.3 Fenémeno Area y Perimetro (FAP)
4.2.3.1 Nivel Situacional. En este nivel se espera que los estudiantes identifiquen la relacion

entre las magnitudes variables area y perimetro con las ideas de la region barrida por el rastro
de los segmentos que se forman bajo la funcion perimetro y la magnitud de la pendiente de la
recta tangente en cualquier punto a la funcién area, cudl es dicha relacion y cémo encontrar

una magnitud variable conociendo la otra.

Para lograr esto, se propone una secuencia de tareas enmarcadas en la Primera Situaciéon del
FAP (Figura 22). A través de la discusion con sus pares y el profesor (investigador), los
estudiantes reinventan la situacion presentada, a partir de la estructuracion y organizacion de
las soluciones dadas por sus comparieros y las tareas disefiadas para cada nivel de
matematizacién. Este momento (interaccidn y reinvencion guiada) estara presente a lo largo de

las tareas propuestas en la primera y segunda situacion.

1. A partir del perimetro de una circunferencia de radio x, halle la expresion
algebraica que representa el drea del circulo en funcién del radio (x).

Discuta los resultados obtenidos con sus compaieros v el prafesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabaja.

Figura 22. Primera Situacion - FAP

Después de la discusién dada en la Primera Situacion, se plantean dos tareas (Figura 23) con
el objetivo principal de que los estudiantes identifiquen el perimetro de una circunferencia de

radio x como una magnitud variable, esto es, una funcion cuya variable independiente es el
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radio xy variable dependiente el perimetro, con el fin de representarlo gréfica y

algebraicamente, identificando a su vez el comportamiento del mismo.

En la hoja de trabajo:

a. Describa el comportamiento del perimetro de una circunferencia cuando varia
el radio x. Explique ampliamente.

b. Bepresente grafica v algebraicamente el perimetro de una circunferencia en
funcion del radio x. Justifique su respuesta.

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el prafesor. Escriba sus
conclusiones en la hajo de trabajo.

Figura 23. Tareas dirigidas al surgimiento de modelos graficos y algebraicos que representen
el comportamiento de la magnitud variable perimetro

Posteriormente (Figura 24), las tareas se disefian con el fin de que los estudiantes relacionen
la magnitud del segmento azul que se forma bajo la funcion perimetro con la magnitud del
segmento que forma la circunferencia en la Vista Grafica 2, asi como el significado de la region
barrida por el rastro de los segmentos que se forman bajo la funcion perimetro y region barrida
por el rastro de las circunferencias que se forman en la Vista Grafica 2. Se espera que los
estudiantes conjeturen, por medio de la interaccién con el software y el cambio en los
incrementos (Figura 25), que las regiones barridas por el rastro corresponden al area bajo la
curva y el area del circulo respectivamente, y como se “llenan” con los mismos segmentos,

dichas areas son iguales.
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1.1 Abra el archive Situacién_2.1, en él ze muestra la interdependencia entre el
perimetro de una circunferencia v su radio (x). En la barra de entrada ezcriba
la representaciom algebraica hallada antericrmente. ;Coinciden las dos
graficas? Explique su respuesta.

a Mueva el deslizador x, jqué representa la magnitnd del segmento azul?

b. En el mend Fista seleccione la opcidn Fista Grgfica 2, oprima los
botones - (inicio), * (activar rastro) y ° {animar) ;qué relacion hay
entre 1a medida del segmento azul y 1a circunferencia que se forma? Plantee
una conjetura v explique amplizmente =1 respussta.

c. Cambie el incremento a 0.1 v oprima los botones inicio v animar
nuevaments, verifique =i se sigue cumpliendo la conjetura planteada.

d. Cambie el incremento a 0,05 v realice el proceso anterior.

2. 5icambia el incremento a 0,01 ;Qué representa la region barrida por el
rastro de los zegmentos que se forman bajo la foncion perimetro? ;Qué
representa la region barrida por el rastro de las circunferencias que se forma
en la Vista Grafica 27 ; Qué relacion hav entre las dos regiones? Justifique
3us respuestas.

Discuta los resultados obtenidos con sus compaiieras y el profesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.

Figura 24. Tareas direccionadas al descubrimiento de la relacion entre el perimetro de una
circunferencia de radio x y el area del circulo del mismo radio con las ideas de la region barrida
por el rastro de segmentos

~ Vista Grafica Al | * Vista Gréfica 2 X
ACY A C
3_
x=1.5
5]
ole
Incremento = Q1

o

9

Figura 25. Cambio de los incrementos

En la Segunda Situacion (Figura 26) los estudiantes tendran a su disposicién las expresiones
algebraicas del perimetro de una circunferencia de radio x y el area de un circulo de radio x

dadas a partir de la solucion de la Primera Situacion matematica realista hasta el Nivel General.
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Por tal razon, el objetivo principal de la Segunda Situacion es que los estudiantes con ayuda de
sus presaberes, intuicion y experiencia resuelvan la situacion, dando lugar a la discusion de las

soluciones dadas por sus comparieros, a la estructuracion y organizacion de estas.

2. A partir del area de un circulo de radio x, halle la expresion algebraica que
reprezenta el perimetro de la circunferencia en funcion del radio (x).

Discuta los resultades obtenidos con sus compafieros y el prafesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabaja.

Figura 26. Segunda Situacion FAP

Posteriormente, las tareas disefiadas para el proceso de reinvencion guiada en la Segunda
Situacion (Figura 27) tienen por objetivo que el estudiante encuentre la relacion entre la
pendiente de la recta tangente a la funcion area del circulo con respecto al radio y el perimetro

de una circunferencia del mismo radio por medio de la interaccion con el software (Figura 28).

2.1 Abra el archive Sitmacién_2.2, en €l 32 muestra la interdependencia entre el drea
de una circunferencia v su radio (x). En la barra de entrada escriba la
representacion algebraica hallada en el item f ;Coinciden laz dos graficas?
Explique su respuesta.

a. Oprima los botones = (imicia) ¥ e (animar) ;qué representa la magnitud
del zegmento color naranja?

b. Oprima el boton Mostrar 1y repita el proceso anterior, jque presenta la recta
muostrada? Explique ampliamente sus respuestas.

c. Halle la pendiente de 1a recta mostrada.

d. En el meni Firio seleccione la opecidn Fista Grafica 2, oprima el botén
Mostrar 2 v ubiguese en un valor especifico en el deslizador x, shora mueva
el deslizador b, ;jqué obzerva? Cambie los valores del radio x vy mueva el
deslizador b jexiste alguna relacion? Plantee una conjetura v explique
amphamente sus respuestas.

e. ;La conjetura anterior se cumple para cualguier valor del radio (x)7

Discuta los resultades obtenidos con sus compafieres y el prafesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabaja.

Figura 27. Tareas dirigidas al descubrimiento de la relacién entre la magnitud de la pendiente
de la recta tangente a la funcion area y el perimetro de la circunferencia del mismo radio
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Figura 28. Relacion entre la pendiente de la recta tangente a la funcion area y el perimetro de
una circunferencia de radio x

4.2.3.2 Nivel Referencial. En este nivel se espera que los estudiantes identifiquen y representen
el &rea de un circulo de radio x como la acumulacion de los segmentos que se forman bajo la
funcién perimetro; el perimetro de una circunferencia de radio x como la pendiente de la recta
tangente a la funcion area en cualquier punto y la relacién existente entre las magnitudes
variables area y perimetro con la acumulacion de segmentos formados bajo la curva que
representa el perimetro y la pendiente de la recta tangente a la funcién area, asi como el
planteamiento de supuestos enriquecidos con objetos matematicos acerca de cdmo encontrar

una magnitud variable conociendo la otra.

En la tarea disefiada para la Primera Situacion en el Nivel Referencial (Figura 29), la cual
corresponde a la continuacion de las tareas planteadas en el item 1.1 (Figura 24), se espera que
los estudiantes creen el modelo algebraico de la relacion entre la region barrida por el rastro de
los segmentos formados bajo la funcion perimetro y la regién barrida por el rastro de las
circunferencias a partir de la reflexion de lo aparecido en el Nivel Situacional, puesto que alli
se espera que conjeturen que dichas regiones corresponden a las areas bajo la funcién perimetro

y el area del circulo del mismo radio respectivamente. El objetivo es que logren representar
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algebraicamente que el area bajo la curva corresponde a la integral de 0 a x de la funcion

perimetro y esta es equivalente al &rea del circulo del mismo radio.

f. De acuerdo con la relacidn encontrada, halle la expresion algebraica que
representa el drea de la circunferencia en funcidn del radio (x) a partir del
perimetro.

Discuta los vesultados obtenidos con sus comparieros y el profeser. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.

Figura 29. Tarea dirigida a la creacion de modelos algebraicos acerca de la relacion entre la
funcién perimetro de una circunferencia de radio x y el area de un circulo del mismo radio

Las tareas disefiadas para la Segunda Situacion en el Nivel Referencial (Figura 30), las
cuales corresponden a la continuacion de las tareas disefiadas en el item 2.1 (Figura 27) tienen
como objetivo que los estudiantes identifiquen y representen la pendiente de la recta tangente
a la funcion area del circulo como la derivada del &rea y que ésta es equivalente al perimetro
de la circunferencia del mismo radio, a través de la interaccion con el software (Figura 31) y el

anélisis de lo obtenido en el Nivel Situacional.

f. Desactive el botdn Mostrar 2 y oprima el botén Mostrar 3, jqué representa
l2 magnitud del segmento AG? [ por qué?

g. Ubigqueze en el punto G (dar clic derecho y seleccionar la opeion Rastro) v
opritma el botdn Mastrar 4 ;qué representa el rastro del punto rojo?

h. ;Queé relacion hay entre la magnitud del segmento AG, la pendiente de larecta
v la circunferencia mostrada en la Fista Grgfica 27 Plantee una conjetura v
explique sus respuestas.

i De azcuerdo con la conjetura anterior, halle 1a expresion algebraica que
representa la interdependencia del perimetro en funeidn del radio x a partis
del area de la circunferencia.

Driscuta los resultades obtenidos con sus comparieres y el prafeser. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.

Figura 30. Tareas dirigidas a la creacion de modelos algebraicos acerca de la relacion entre la
pendiente de la recta tangente a la funcion area y el perimetro de la circunferencia



83
MATEMATIZACION DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

I* Vista Grafica > | » Vista Grafica 2 X
-
4
"/‘Mosuard
x=04 (A
& 7 :
@ | 2
| 1
1 2 1 \\U_J 1
3 P -1
G ==
. ~ -
J Mostrarl
(ol 2l 2
m=2.5
| Mostrar2 1] 3
- -
— -.-_,—,—,_)A === 4
\/ Mostrar3d o 05 1 15

Figura 31. Relacion entre la pendiente de la recta tangente al area y el perimetro

4.2.3.3 Nivel General. En este nivel (Figura 32) se espera que los estudiantes generalicen lo
encontrado en el Nivel Referencial, que planteen una conjetura acerca de la existencia de forma
general entre el &rea y el perimetro de un circulo y una circunferencia del mismo radio con los
objetos matematicos pertinentes de acuerdo con las ideas de pendiente de la recta tangente —
derivada e integral, que encuentren y representen la relacién entre cantidad variable, pendiente

de la recta tangente y acumulacion bajo la curva, esto es, la relacion entre derivada e integral.

3. Plantee una conjetura acerca de la relacion, en general, entre drea-perimetro v
perimetro-drea. ;como hallar una magnitid variable conociendo la otra? Plantee
una conjetura.

a. 34 ze consideran los valores negativos de la variable independiente ;ze sigue
compliendo la conjetura anterior? jpor qué? Explique amgpliamente sus

respuestas.

b. 84 ze tienen magnitndes variables que tengan el mizmo comportamiento, pero
en otros fenomenos, [ la conjetura se sigue cumpliendo? [ por quea?

c. ;Qué relacion hay entre el drea bajo 1a curva v la pendiente de la recta tangente
al drea bajo la curva? Justifique sus respuestas.

d. Eepresente algebraicamente la relacion encontrada.

e. ;Dicha relacion se cumple siempre? 51 no es asi, jen qué condiciones se
cumple?

Discuta los resultados obtenidoes con sus comparieros v el prafesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.

Figura 32. Conjeturar la relacion entre derivada e integral
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4.2.4 Andlisis a priori de las tareas disefiadas en cada situacion matematica realista

enmarcada en el Fenomeno Area y Perimetro (FAP). Primera Situacion: A partir del

perimetro de una circunferencia de radio x, halle la expresion algebraica que representa el area

del circulo en funcion del radio (x).

Tabla 5.

Analisis a priori Nivel Situacional y Referencial Primera Situacion FAP

Tarea

Posibles Respuestas

Contra Preguntas

NIVEL SITUACIONAL (NS)

1. A partir del perimetro de una
circunferencia de radio x, halle
la expresion algebraica que
representa el area del circulo en
funcion del radio (x).

R1. Usar la formula que representa el area

de un circulo de radio r, esto es, A(r) =
2

nr

R2. No conozco el perimetro de la
circunferencia de radio r para poder hallar
el area del circulo a partir del perimetro.

R3. El perimetro de una circunferencia es
p(r) = 2mr, y para hallar el &rea, integro
el perimetro.

ertr dr = nr?

CR1. (Esa expresion algebraica
representa el area de un circulo de
radio r a partir del perimetro de una
circunferencia del mismo radio?

CR2. Y si conociera el perimetro,
¢cémo lo haria?

CR3. ¢Por qué integrar el perimetro
para obtener el area?

Es una integral indefinida ¢y la
constante de integracion?

Discuta los resultados obtenidos con sus comparieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en la hoja de trabajo.

PRINCIPIO DE INTERACCION Y REINVENCION GUIADA (NS)

a. Describa el comportamiento del
perimetro de una circunferencia
cuando  varia el radio
x. Explique ampliamente

R1. El perimetro decrece- disminuye

R2. El perimetro crece - aumenta, porque
cuando aumenta el radio la circunferencia
crece, por lo tanto, el perimetro también
lo hace.

R3. Cambia.

CR1. (Por qué? si el radio de la
circunferencia aumenta ;qué sucede
con el perimetro?

CR2. ;Por qué?

CR3. (El radio estd cambiando?
¢Como cambia? ;Si cambia el radio
cambia el perimetro? ¢(Cémo influye
el cambio del radio en el cambio del
perimetro?

b. Represente grafica y
algebraicamente el perimetro de
una circunferencia en funcion
del radio x. Justifigue su
respuesta.

-

p(r) =2nr

CR.  ¢Cuantas
gréficas hay?

representaciones

CR. (Cual es la grafica que mejor
modela la situacion? ;Por qué?

CR. ¢La Representacion gréafica
corresponde a la representacion
algebraica?

Discuta los resultados obtenidos con sus comparieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en la hoja de trabajo.

1.1 Abra el archivo Situacion 2.1,
en él se muestra la

R1. Si, son iguales.

R2. No son iguales.

CRL1. ;Son exactamente iguales? ¢por
qué?
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interdependencia  entre el
perimetro de una circunferencia
y su radio (x). En la barra de
entrada escriba la representacion

algebraica hallada
anteriormente. ¢;Coinciden las
dos gréficas? Explique su
respuesta.

CR2. ;Cual es la diferencia? ¢por qué?

a. Mueva el deslizador x, ¢qué
representa la magnitud del
segmento azul?

R1. El perimetro de una circunferencia de
radio r.

R2. El perimetro.

R3. Nada, porque no sé cual es la
magnitud.

CR2. (El perimetro de quién? ¢de
cualquier circunferencia?

CR3. (Qué representa la grafica?
¢eudl es la variable independiente y
cudl es la dependiente?

b. En el mend Vista seleccione la
opcidén Vista Gréafica 2, oprima
los botones 2 (inicio), £

(activar rastro) y o (animar)

¢qué relacién hay entre la

medida del segmento azul y la
circunferencia que se forma?

Plantee una conjetura y explique

ampliamente su respuesta.

R1. La magnitud del segmento azul
corresponde al perimetro de la
circunferencia que se va formando porque
yo medi el segmento azul y con esa misma
medida se formaba la circunferencia.

R2. La magnitud del segmento azul
corresponde al perimetro de la
circunferencia que se va formando porque
yo medi la magnitud del segmento y el
perimetro de la circunferencia y son
iguales los resultados.

R3. Son iguales.

R4. Ninguna relacion.

CR1-2. ;Por qué?

CR3. ¢la circunferencia que se forma
es igual a la magnitud del segmento
azul? ¢En qué son iguales?

CR4. Cuando activa la opcién animar,
¢qué sucede con el segmento azul y la
circunferencia correspondiente?

c. Cambie el incremento a 0,1 y
oprima los botones inicio vy
animar nuevamente, verifique si
se sigue cumpliendo la conjetura
planteada.

d. Cambie el incremento a 0,05 y
realice el proceso anterior.

e. Si cambia el incremento a 0,01
;Qué representa la region
barrida por el rastro de los
segmentos que se forman bajo la
funcién  perimetro?  ;/Qué
representa la region barrida por
el rastro de las circunferencias
que se forma en la Vista Gréfica
2? ¢Qué relacion hay entre las
dos regiones? Justifique sus
respuestas.

R1. El rastro de los segmentos que se
forman bajo la funcion perimetro
representa el area bajo la curva, la regién
barrida por el rastro de las circunferencias
que se forma en la Vista Grafica 2
representa el area del circulo y esas dos
regiones son iguales.

R2. Ninguna relacién

CRL1. ;Por que?

CR2. Cuando activa la opcién animar,
;qué sucede con el segmento azul y la
circunferencia correspondiente? ;Qué
sucede con la region barrida por el
segmento y la circunferencia cuando
disminuye el incremento?

Discuta los resultados obtenidos con sus comparieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en la hoja de trabajo.
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NIVEL REFERENCIAL (NF)

PRINCIPIO INTERACCION Y REINVENCION GUIADA

f. De acuerdo con la relacion
encontrada, halle la expresion
algebraica que representa el area

de la circunferencia en funcién
del radio (x) a partir del
perimetro.

R1. El area bajo la curva perimetro de una
circunferencia de radio r es igual al area
del circulo del mismo radio.

R2.
.
Alr) = f 2nr dr = mr?
0
R3.
n
A(r) = lim Z p(r)Ar = nr?
1
R4.

onr dr = nr?

CR4. ¢La integral indefinida
representa el éarea bajo la curva
perimetro?

Discuta los resultados obtenidos con sus comparieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en la hoja de trabajo.

Segunda Situacion: A partir del area de una circunferencia de radio x, halle la expresion
algebraica que representa el perimetro de la circunferencia en funcién del radio (x).

Tabla 6.

Analisis a priori Nivel Situacional y Referencial Segunda Situacion FAP

Tarea Posibles Respuestas Contra Preguntas
NIVEL SITUACIONAL (NS)
R1. Usar la féormula que representa el s .
perimetro de una circunferencia de radio CRl.' "ESFa hallando el perimetro a
partir del &rea?
r,estoes, p(r) = 2nr
2. A partir del éarea de una CR2. Y si conociera el area del circulo

circunferencia de radio x, halle
la expresion algebraica que
representa el perimetro de la
circunferencia en funcion del
radio (x).

R2. No conozco el érea del circulo de
radio r para poder hallar el perimetro de
la circunferencia a partir del area.

R3. El area de una circunferencia es
A(r) = mr?, y para hallar el perimetro,
derivo el area.

—nr? =2nar

dr

¢cémo lo haria?

CR3. ¢Por qué derivar el area para
hallar el perimetro? ¢Si no conociera
la férmula del perimetro cémo
verificar  efectivamente que la
derivada del é&rea corresponde al
perimetro?

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en la hoja de trabajo.

PRINCIPIO DE INTERACCION Y REINVENCION GUIADA (NS)

2.1 Abra el archivo Situacién_2.2,
en €l se muestra la
interdependencia entre el area de
una circunferencia y su radio
(x). En la barra de entrada
escriba  la  representacion
algebraica hallada en el item f
¢Coinciden las dos graficas?
Explique su respuesta.

R1. Si, son iguales.

R2. No son iguales.

CRL1. ;Son exactamente iguales? ¢por
qué?

CR2. ¢ Cuél es la diferencia? ¢por qué?
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a. Oprima los botones 0 (inicio)

y © (animar) ¢qué representa
la magnitud del segmento color
naranja?

R1. El area de un circulo de radio r.
R2. El area.

R3. Nada, porque no sé cual es la
magnitud.

CR2. (El perimetro de quién? ¢de
cualquier circunferencia?

CR3. (Qué representa la grafica?
¢cudl es la variable independiente y
cual es la dependiente?

b. Oprima el boton Mostrar 1y
repita el proceso anterior, ¢qué

presenta la recta mostrada?
Expliqgue  ampliamente  sus
respuestas.

R1. Parece que es tangente a la curva.

CR1. ;Cdmo verificar si es tangente?

c. Halle la pendiente de la recta
mostrada.

R1. Usando la férmula general de
pendiente
_ YVa—01
X2 — X1

R2. Con la opcién pendiente que tiene
GeoGebra.

CR1. Para usar la formula general de
la pendiente necesito dos puntos,
sobre larectay la recta que tenemos es
tangente, y sera siempre una recta
diferente. ;cédmo podemos hallar la
pendiente de la recta tangente a
cualquier punto de la curva? ¢con el
uso del software podemos hallarla?

d. En el men( Vista seleccione la
opcion Vista Gréfica 2, oprima
el boton Mostrar 2 y ubiquese
en un valor especifico en el
deslizador x, ahora mueva el
deslizador b, ¢qué observa?
Cambie los valores del radio x y
mueva el deslizador b (existe
alguna relacion? Plantee una
conjetura y explique
ampliamente sus respuestas.

e. ¢Laconjetura anterior se cumple
para cualquier valor del radio

(x)?

R1. Con el segmento que se forma en la
pendiente de la recta tangente, el cual
tiene la magnitud de la pendiente de la
recta tangente, se forma una
circunferencia.

R2. El segmento rojo con el que se forma
la circunferencia tiene la magnitud de la
pendiente de la recta tangente.

R3. El perimetro de la circunferencia es
igual a la pendiente de la recta tangente a
la funcion area.

R4. No observo ninguna relacion.

CR4. (Qué particularidad tiene el
segmento rojo que se esta formando
en la Vista Gréfica 1?

¢ Qué particularidad tiene el segmento
rojo que se esta formando en la Vista
Gréfica 2?

¢ Esos dos estan
relacionados?

segmentos

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en la hoja de trabajo.

NIVEL REFERENCIAL (NR)

PRINCIPIO DE INTERACCION Y REINVENCION GUIADA (NR)

f. Desactive el boton Mostrar 2
y oprima el botén Mostrar 3,
;qué representa la magnitud del
segmento AG? ;por qué?

R1. Representa la pendiente de la recta
tangente porque es como si trasladaramos
el segmento que representa la pendiente.

R2. Representa la pendiente de la recta
tangente porque AG es paralelo al
segmento de la pendiente.

R3. El perimetro de la circunferencia.

CRL1. ;solo a la pendiente de la recta
tangente?

CR2. ¢Por el hecho de ser paralelos se
tiene que son iguales?

CR3. ;Por qué?

g. Ubiquese en el punto G (dar clic
derecho y seleccionar la opcién

R1. Como el segmento representa la
magnitud de la pendiente de la recta

CR2. (Y la pendiente de la recta
tangente a la funcion area con respecto
al radio es equivalente a...?
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Rastro) y oprima el boton
Mostrar 4 ;qué representa el
rastro del punto rojo?

tangente y ésta es igual al perimetro de la
circunferencia  entonces el  rastro
representa la funcion perimetro.

R2. La funcion de la pendiente de la recta
tangente a la curva area de un circulo de
radio x.

h. ¢Qué relacion hay entre la
magnitud del segmento AG, la
pendiente de la recta y la
circunferencia mostrada en la
Vista Grafica 2? Plantee una
conjetura 'y explique sus
respuestas.

R1. Son iguales.

R2. La pendiente de la recta tangente a la
funcién area de un circulo de radio x es
igual AG e igual al perimetro de la
circunferencia del mismo radio.

i. De acuerdo con la conjetura
anterior, halle la expresion
algebraica que representa la
interdependencia del perimetro
en funcién del radio x a partir
del &rea de la circunferencia.

R1. Lo hallo derivando la funcién area
con respecto al radio del circulo para
obtener el perimetro de la circunferencia
del mismo radio.

R2. Derivando el area.

R3.
d(mr?)

=2
dr nr

CR1. Represente dicho suceso de
forma algebraica.

CR2. ¢Cual
algebraicamente.

area? Represéntelo

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en la hoja de trabajo.

Tabla 7.

Analisis a priori Nivel General Primera y Segunda Situacion FAP

Tarea

Posibles Respuestas

Contra Preguntas

NIVEL GENERAL (NG)

PRINCIPIO DE INTERACCION Y REINVENCION GUIADA (NG)

3. Plantee una conjetura acerca de
la relacion, en general, entre

R1. La derivada del area es igual al
perimetro.

La integral del perimetro es igual al area,
teniendo en cuenta que el perimetro es
siempre positivo.

CR1, CR2. ;Cualquier perimetro y
cualquier &rea?

¢COmo hallo el perimetro a partir de la
circunferencia a partir del area del
circulo? ;Coémo hallo el area del
circulo a partir del perimetro de la
circunferencia?

area-perimetro y perimetro-area. R2. e .
o . ¢Estan entonces relacionados el
¢como  hallar una magnitud dp . .
. . — =A(1) perimetro y el area de una
variable conociendo la otra? dr . : . .
. circunferencia y un circulo del mismo
Plantee una conjetura. : .
radio respectivamente?
[ awyar =p
¢ COmo es esa relaciéon?
R1. Si se sigue cumpliendo porque la .
. . . gu P porg CR1. ;y al contrario?
a. Si se consideran los valores derivada de la integral es la funcién que
negativos de la variable se deriva. , .
neg . , ; CR2. ¢Por qué no se cumple? ;Cudl es
independiente ise sigue ; :
. . la conjetura anterior?
cumpliendo la conjetura  R2. No se cumple




89

MATEMATIZACION DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

anterior? ;por qué? Explique
ampliamente sus respuestas.

b. Si se tienen magnitudes
variables que tengan el mismo
comportamiento, pero en otros
fenémenos, ¢la conjetura se
sigue cumpliendo? ¢por qué?

Si las magnitudes tienen comportamiento
lineal y cuadratico se cumple que la
derivada de la magnitud cuadrética es la
magnitud lineal y la integral de la funcion
lineal es igual a la magnitud cuadratica
haciendo las constantes iguales.

¢Cuédl es el comportamiento del
perimetro y el éarea de la
circunferencia vy el circulo
respectivamente?

c. ¢Qué relacion hay entre el area
bajo la curvay la pendiente de la
recta tangente al &rea bajo la
curva? Justifique sus respuestas.

R1. la derivada de la integral es igual a la
funcion que se integra.

R2. Estan relacionadas de forma inversa,
esto es, la derivada de la integral es igual
a la funcién que se integra y la integral de
la derivada es igual a la funcion que se
derivada. La una deshace lo que hace la
otra.

¢Qué relacidon hay entre derivada e
integral?

CR1. ;Y, al contrario, la derivada de
la integral?

d. Represente algebraicamente la
relacion encontrada.

[ re ax=re

- |[ r@ax]| = reo

e. ¢Dicha relacion se cumple
siempre? Si no es asi, ¢en qué
condiciones se cumple?

R1. Para que la integral de la derivada
exista, la funcion debe ser derivable.
Para que la derivada de la funcion integral
exista la funcién debe ser integrable.

¢ QUE se necesita para que la primera'y
segunda relacion existan?

CRL1. {Cual funcién?
¢Cuando una funcion es derivable?
¢Cuéndo una funcion es integrable?

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en la hoja de trabajo.

4.3 Fase I11: Pilotaje de la secuencia

El pilotaje de la secuencia se realizé con tres estudiantes de ingenieria, los cuales estaban

viendo por primera vez el curso de Calculo Integral. La prueba piloto se llevo a cabo a

principios del primer periodo académico del afio 2018 (2018-1). En ese momento, la secuencia

estaba conformada por dos situaciones matematicas realistas enmarcadas en dos fenémenos,

Caida Libre y Areay Perimetro. La aplicacion se realizo en horario extra-clase durante 8 horas

con una duracién de 4 horas por cada fenémeno.

Con el fin de enriquecer el disefio de las tareas enmarcadas en cada situacién, se tuvieron

en cuenta las producciones libres de los estudiantes y a partir de estas se redisefiaron algunas

tareas con el fin de ser claros y no tan repetitivos.
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4.4 Fase 1V: Descriptores a priori de los Niveles de Matematizacion
En esta fase tuvimos en cuenta el disefio de las tareas enmarcadas en cada situacion matematica

realista, el andlisis a priori de la secuencia (Fase I1), el analisis fenomenoldgico (Fase 1) y los
descriptores para cada nivel de matematizacion planteados por Henao y Vanegas (2012) y
Gonzales (2015). Estos elementos nos permitieron realizar la caracterizacion a priori de los
niveles de matematizacion logrados por estudiantes de un curso de Calculo Integral que
estudian el Teorema Fundamental del Calculo con el uso de tecnologias digitales (Situacional,
Referencial y General), con la finalidad de que estos descriptores sean los lentes tedricos para
analizar la matematizacion del TFC asociada a la secuencia de tareas en cada situacion

matematica realista que aqui se plantea.

La caracterizacion a priori de los niveles de matematizacidn que se presentan a continuacion,
se ajustan al disefio de la secuencia de tareas con el uso de tecnologias digitales disefiada para
efectos de esta investigacion (Fase I1). Motivo por el cual, es necesario resaltar que, para futuras
investigaciones, se debe revisar si lo esbozado en esta caracterizacion tiene en cuenta todos los
elementos tedricos asociados a la matematizacion del objeto matematico de estudio de nuestra

investigacion en los tres primeros niveles.

A continuacién, mostramos la caracterizacion a priori de los niveles Situacional, Referencial
y General en cada uno de los fenémenos, Caida Libre; Area y Perimetro.

4.4.1 Nivel Situacional FCL y FAP
Tabla 8.

Descriptores a priori Nivel Situacional FCL y FAP

Descriptores generales (Henao y

Vanegas, 2012; Gonzales, 2015) Caida Libre Perimetro y Area

Identificar y conocer el comportamiento
Identificar los elementos matematicos  de la distancia y velocidad con respecto
pertinentes al problema situado en la al tiempo en la situacién problema, de
realidad. acuerdo con la informacion
suministrada por el video, el uso de

Identificar y conocer el
comportamiento del &rea del circulo y
el perimetro de una circunferencia de
radio x de acuerdo con el uso de
estrategias intuitivas y conocimientos
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Esquematizar, formular y visualizar
un problema de varias maneras.

Realizar las primeras representaciones
ligadas al contexto.

Representar el problema de acuerdo
con los conceptos matematicos
pertinentes y plantear supuestos,
donde dichas representaciones estan
ligadas al contexto.

estrategias intuitivas y/o conocimientos
previos.

Interpretar  informacion tabular vy
predecir el comportamiento de las
magnitudes  variables (distancia,

velocidad) implicadas en la situacion
problema.

Plantear supuestos acerca de la relacion
entre  las  magnitudes  variables
(distancia-velocidad) con las ideas de
acumulacién del cambio y la razén de
cambio de la acumulacion en intervalos
de tiempo.

previos.

Plantear supuestos acerca de la
relacion entre las  magnitudes
variables  (area circulo-perimetro

circunferencia) con las ideas de la
region barrida por el rastro de los
segmentos que se forman bajo la
funcion perimetro de la circunferencia
de radio x y la magnitud de la
pendiente de la recta tangente en
cualquier punto a la funcién area del
circulo del mismo radio.

4.4.2 Nivel Referencial FCL y FAP

Tabla 9.

Descriptores a priori Nivel Referencial FCL y FAP

Descriptores generales (Henao y
Vanegas, 2012; Gonzales, 2015)

Caida Libre

Perimetro y Area

Comprender las relaciones existentes
entre el lenguaje del problema y el
lenguaje formal y simbolico que se
necesita para comprenderlo en
términos matematicos.

Encontrar regularidades, relaciones y
patrones.

Crear diferentes modelos matematicos
particulares de la situacion-problema,
aunque se visualiza un vinculo con el
contexto.

Enriquecer las representaciones con
objetos matematicos.

Traducir el
matematicos.

problema a términos

Identificar y representar la distancia
recorrida como la acumulacién del
cambio de la velocidad.

Identificar y representar la velocidad de
la pelota como la razén de cambio de la
acumulaciéon  de la  velocidad.

Plantear supuestos enriquecidos con
objetos matematicos acerca de como
encontrar una magnitud variable
(distancia, velocidad) conociendo la
otra.

Identificar y representar la relacion
existente entre las magnitudes variables
(distancia-velocidad), acumulacion del
cambio de la velocidad (distancia) y
razén de cambio de la acumulacion de
la velocidad (velocidad).

Identificar y representar el area de un
circulo de radio x como la region
barrida por el rastro de los segmentos
que se forman bajo la funcién
perimetro.

Identificar y representar el perimetro
de una circunferencia de radio x como
la pendiente de la recta tangente a la
curva area en cualquier punto.

Plantear supuestos enriquecidos con
objetos matematicos acerca de como
encontrar una magnitud variable (&rea
del circulo, perimetro de la
circunferencia) conociendo la otra.

Identificar y representar la relacion
existente entre las  magnitudes
variables (area circulo, perimetro
circunferencia), acumulacion de
segmentos formados bajo la curva
perimetro (area circulo) y pendiente
de la recta tangente a la curva area en
funcion del radio en cualquier punto
(perimetro circunferencia).
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4.4.3 Nivel General FCL y FAP
Tabla 10.

Descriptores a priori Nivel General FCL y FAP

Descriptores generales (Henao y Vanegas, 2012; Gonzales,
2015)

Caida Libre; Perimetroy Area

Construir de expresiones algebraicas.

Trabajar con notaciones y simbolos de la matematica para la
obtencion de modelos generales.

Utilizar operaciones y un lenguaje simbdlico, formal y técnico.

Refinar y ajustar los modelos mateméticos mediante un proceso
de combinacion e integracion de modelos.

Generalizar lo encontrado en el Nivel Referencial, lo cual
implica para Freudenthal conectar varias situaciones
reconociendo caracteristicas similares que permiten que se
clasifiquen dentro de un determinado tipo (Gravemeijer, 1994,
p.104).

Desprendimiento total del contexto.

Verificacion del modelo encontrado.

Representar algebraicamente la relacion existente entre
derivada e integral.

Explicar gréaficamente la relacion encontrada.

Verificar si dicha relacion se cumple para cualquier
fendmeno que impliqgue magnitudes variables que
tengan el mismo comportamiento.

En qué condiciones se cumple la relacién entre derivada
e integral.

4.5 Fase V: Trabajo de campo

La secuencia de tareas disefladas en cada situaciéon matematica realista enmarcada en cada

fendmeno se implemento a principios del segundo periodo académico del afio 2018 (2018 - I1).

La aplicacion de la secuencia se llevd a cabo aproximadamente durante 8 horas equivalentes

a 4 horas semanales, en las cuales se aplicaron las dos situaciones enmarcadas en un fenémeno,

es decir, 4 horas para la secuencia disefiada en cada fendmeno (FCA 'y FAP).

Para la recoleccion de datos se tuvieron en cuenta las hojas de trabajo de los estudiantes y

la videograbacion de las sesiones de la aplicacion simultanea de las situaciones matematicas

realistas (trabajo individual e interaccién grupal).
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4.6 Fase VI: Seleccion Casos de Estudio
Para la seleccion de los casos de estudio se realizd la observacion previa del curso, escogiendo

los estudiantes que estuvieran matriculados por primera vez, que participaran activamente del
mismo y no les diera temor expresar sus ideas ante los demdas compafieros, siendo

seleccionados Juliana, Harold y Arturo (seudnimos).

Al momento de la intervencion los estudiantes no habian estudiado el TFC. Para el
desarrollo de la primera secuencia (Fenomeno Caida Libre) los estudiantes usaron el software
Tracker, el cual les permitio estudiar el fendmeno de caida libre a través del seguimiento
manual y automatizado de objetos, obteniendo de forma inmediata informacion tabular y
gréfica acerca de la posicién y velocidad, asi como la exploracion de ideas de variacion y
acumulacién, donde primero se enfrentaron a la situacion de “hallar la distancia recorrida por
la pelota a partir de la velocidad de movimiento de la misma” y luego a la situacion de “hallar

la velocidad de movimiento de la pelota a partir de la distancia”.

Para el desarrollo de la segunda secuencia (Fenomeno Area y Perimetro) los estudiantes
usaron el software GeoGebra, el cual les permitié la exploracion de las ideas de la region
barrida por el rastro de segmentos, a los cuales Cavalieri llama Indivisibles, asi como la idea
de la pendiente de la recta tangente a una curva, donde primero se enfrentaron a la situacion de
“hallar el area de un circulo de radio x a partir del perimetro de la circunferencia del mismo
radio” y luego a la situacion de “hallar el perimetro de una circunferencia de radio x a partir
del &rea de un circulo del mismo radio”

4.7 Fase VI1I: Analisis de los datos y reporte de resultados
Los datos recolectados se analizaron a la luz de la Teoria de la Educacion Matematica Realista
con el analisis a priori de la secuencia de tareas en cada situacion y la caracterizacion a priori

de los tres primeros niveles de matematizacion, Situacional, Referencial y General, con el fin
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de describir la matematizacion del Teorema Fundamental del Calculo durante Ila

implementacion de la secuencia.
5. Analisis de datos: el caso de Juliana, Harold y Arturo

Juliana, Harold y Arturo son estudiantes de ingenieria de la Universidad Industrial de
Santander. Harold y Arturo tienen 18 y 17 afios respectivamente y cursan segundo semestre de
ingenieria Mecénica. Juliana tiene 17 afios y cursa segundo semestre de Geologia. Los tres
estudiantes, dentro de su programa académico, ven simultaneamente los cursos de Calculo

Integral y Fisica Mecanica.

El analisis de datos se realizdé de forma individual y grupal, basados en el principio de
interaccion y reinvencion guiada. A continuacion, se muestra el analisis de los resultados por
cada nivel de matematizacion destacando lo sucedido en los principios de reinvencion guiada
e interaccion en los cuales se exhiben transcripciones de episodios de interaccion entre
estudiantes-estudiantes, estudiante-investigador, fotografias de las hojas de trabajo que
evidencian el trabajo individual e influencia de las interacciones y fotografias de los videos de
clase. Al principio del analisis de cada nivel de matematizacién se muestra una imagen que
resume lo sucedido en cada nivel.

5.1 Fenomeno Caida Libre Primera Situacion
A partir de la velocidad, halle la expresion algebraica que representa la distancia desde el punto

de lanzamiento para cualquier instante de tiempo t.

5.1.1 Matematizacion Horizontal — Nivel Situacional
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Estudiance Investigadora Julna > Arturo
9 "no se puede usar en este caso [refiriéndose a la idea de que la

velocidad es igual a la distancia sobre el tiempo]
Porque ahi no esta teniendo en cuenta la gravedad"

/4
{la derivada de |a velocidad es |a posicion?

S
I
T o éla integral de la posicidn es |z velocidad? A SITUACIONAL
: / SITUA‘CIONAL PRINCIPIO DE REIN;ENCIDN Identificar y conocer el comportamiento de la velocidad.
N . Juliana E INTERACCION Interpretar informacién tabular y predecir el comportamiento

c ——<es0 se cumple para cualquier fendmeno? e Estudiantes-Estudiantes — P de la velocidad.
1 Harold Estudiantes-Investigadora Conjeturar la relacién entre velocidad y distancia en intervalos
: de tiempo con las ideas de acumulacidn del cambio
A
L

[ MATEMATIZACION HORIZONTAL ]

Figura 33. Resumen Matematizacion Horizontal - Primera Situacion

5.1.1.1 El caso de Juliana (J). Usando las ideas y conocimientos previos acerca del fendmeno
de caida libre, Juliana (J) recurre a las formulas usadas en dicho caso para hallar la distancia y
la velocidad de la pelota en cualquier instante de tiempo ¢, trayendo la idea de que usando

derivada o integral puede encontrar una magnitud conociendo la otra (Figura 34).

4 h-1313m Yo L
§ la ]p@lo{cs se ceelfa Seria caida libre y la 3(0\;@30’1 se dendria en

wl oA% 1 Ve=0
QUIRLE ai*f,:/lq’.-l%*zafz ‘d:; 94

' W s ) :‘n
I = V5o la 1h’r€grd\ de la pOS!c}?
I ;LLG,___ N oblengo lo velodidad

Figura 34. Solucion Juliana SIT1

I: ¢como lo hiciste?

J: estaba buscando hallar la velocidad y ahi si luego hallar la posicion, o sea estaba
buscando la formula de la velocidad, pero con la de caida libre y ahi si cuando tuviera

ese, derivaba eso [refiriéndose a la velocidad] para obtener la de la posicion.

I: ;0 sea que la derivada de la velocidad es la posicion?

J: jsi!

I: pero aca [refiriéndose a la hoja de trabajo de J] tu tienes que si integras la posicion

obtienes la velocidad.

J: es algo asi, es que no me acuerdo si es la derivada o la integral.
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I: ¢por qué?

J: jaja porque en fisica nos lo dijeron.

Sus argumentaciones evidencian que no tiene claridad acerca de dicha relacion y lo utiliza
porque “el profesor de fisica les dijo”, puesto que a pesar de haber encontrado la expresion
algebraica de la velocidad y la distancia utilizando las formulas de caida libre, al momento de
argumentar “uso la integral de la posicion y obtengo la velocidad” (Figura 34) no las utiliza
para validarlo, es decir, no halla la integral de la posicion para verificar si dicho resultado

corresponde precisamente a la velocidad de la pelota encontrada con la formula de caida libre.

Al momento de la interaccion con el investigador, J manifiesta implicitamente la relacién
inversa entre derivada e integral, como se observa en la Linea 2 y en el cuadro resaltado en la
Figura 34, pero, en ambos casos, la forma de usarla resulta errada dado el contexto de la
situacién problema. Al momento de preguntarle el por qué, no manifiesta conciencia de dicha
relacion, puesto que solo resalta que usando derivada o integral puede resolver el problema,

pero no precisamente por la relacion que hay entre ellas.

Esto muestra un primer acercamiento a un modelo asociado con un nivel de matematizacién
horizontal (Nivel Situacional), puesto que identifica el comportamiento de la velocidad y
plantea el supuesto, con el uso de sus conocimientos previos, de que con derivada o integral
puede resolver la situacion, a pesar de que la relacion entre velocidad y distancia no es del todo
clara para ella, puesto que sabe que la velocidad y la distancia estan relacionadas con la

derivada e integral pero no sabe el porqué de esa relacion y cual es exactamente.
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5.1.1.2 El caso de Arturo (A). Arturo no tiene en cuenta que la situacion problema esta
enmarcada en el fendmeno de caida libre (Figura 35), él usa la idea de que la velocidad es igual
a la distancia sobre el tiempo y que la aceleracion es igual a la velocidad sobre el tiempo, sin
cerciorarse de si la situacion problema cumple las condiciones necesarias para usar dichas
ideas, puesto que resultan contradictorias, dado que la primera es valida para fendmenos con

aceleracion nula y la segunda para fendmenos con aceleracion constante.

En primera instancia, en su representacion algebraica iguala a cero la aceleracion de manera
inconsciente, puesto que en sus posteriores acciones ignora dicho suceso, lo que evidencia

dificultades en el proceso de comunicacion.

Posteriormente, considera la aceleracién constante (9.81) y recurre a sus conocimientos
previos para resolver la situacion tratando de ajustarlos sin validar las condiciones necesarias
para poder usarlos, justificando sus procedimientos con el uso de métodos algebraicos. Arturo
tiene presente que la gravedad esta actuando, pero no tiene mas justificaciones que el uso de
las ideas del movimiento rectilineo uniforme y uniformemente acelerado. Lo que refleja el

abuso y la inconciencia de los conceptos en las representaciones algebraicas realizadas.

j. h: fr_ 914“ \'I"N,ZT'Z»O,_
V= 2 = 4ot
Dh:.%: -hl“{:ﬁ

qr

Figura 35. Solucion Arturo SIT1

Asi mismo, para ¢l “a partir” (a partir de la velocidad halle la distancia) significa reemplazar
la velocidad en otra formula (aceleracion) y luego con ello despejar la distancia sin tener

conciencia del fenémeno presentado, lo que muestra su interés por la busqueda de férmulas
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para justificar sus procesos sin tener en cuenta el comportamiento de las magnitudes variables

dentro del contexto presentado.

Al momento de la interaccion con el investigador, a pesar de la pregunta de éste acerca de
. .. . . . h
la validez de su procedimiento, el estudiante tiene claridad acerca de que la v = - se cumple

para fendmenos en los cuales la velocidad sea constante, y en este caso, el estudiante argumenta
que por el hecho de que la pelota caiga en linea recta se tiene que la velocidad es constante,
pero no tiene conciencia de que esto implica que no haya aceleracion contradiciendo su
conocimiento de que la aceleracion es igual a 9.81, segun lo reemplazado en la formula, suceso
que evidencia la confusion de la trayectoria del objeto con la grafica de la funcion velocidad,

asumiendo la velocidad lineal, hecho que implica que sea constante.

I: ¢en cualquier fendmeno fisico se tiene que la velocidad es igual a la distancia sobre el

tiempo?

A: mm, cuando la velocidad es constante se cumple.
I: ¢y en este caso la velocidad es constante?

A: creeria que si

I: ¢por qué?

A: porque la pelota va en linea recta.

La situacion requiere el surgimiento de un modelo que identifique las leyes fundamentales
que rigen el fendmeno de estudio. El estudiante no tiene claridad, acerca de la situacion como
tal, no reconoce las variables enmarcadas en el fenémeno de caida libre ni su comportamiento,
pero trata de justificar el comportamiento de la magnitud variable velocidad con ideas de otros
fendmenos (movimiento rectilineo uniforme y uniformemente acelerado); tampoco trae a

colacion las ideas de integral o derivada como posibles herramientas Utiles para la solucion de
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la situacion, pero a pesar de ello, podemos decir que Arturo se encuentra en el nivel Situacional
realizando matematizacion horizontal, donde los principios de reinvencion e interaccion guiada
juegan un papel importante para ayudarlo a pasar de un nivel a otro y traer las ideas de que con

la integral y la derivada puede resolver la situacion.

5.1.1.3 El caso de Harold (H). Harold tiene en cuenta que se trata de un fendmeno de caida
libre y que para resolver la situacion debe conocer la expresion algebraica de la velocidad en

cualquier instante de tiempo, manifestando:

“esa linea seria la distancia y es como hacer una particion, una sumatoria de Riemann porque
nos piden la distancia en instantes de tiempo y nos dice que debemos hacerla a partir de la

velocidad y en este caso la velocidad inicial seria 0, y la velocidad final seria gt"
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Figura 36. Solucion Harold SIT1

Pero, a pesar de recordar la formula de la velocidad de la pelota en dicho fenémeno (v =
gt), al momento de resolver la situacion no la usa, por el contrario, asume la linea vertical que
representa la trayectoria de la pelota como la funcion distancia y con la idea de particiones de
dicha funcion, argumentado su idea por el hecho de que debe hallar la distancia en cualquier
instante de tiempo, por lo que trata de ajustar la representacion algebraica de la distancia, la

cual representa por y y f(t) (Figura 36), de tal forma que al integrarla le dé una funcion
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cuadratica para poder contar con la representacion algebraica de la distancia para cualquier

instante de tiempo.

Analizando las acciones ejecutadas por Harold, notamos que él tiene la idea de que con la
integral puede solucionar la situacién, pero no tiene claridad de su significado y uso en este
contexto, trata de ajustar las ideas de integral sin tener conciencia de que la variable y ya
representa la distancia recorrida en cualquier instante de tiempo y que esta integrando la
distancia para obtener la distancia (Figura 36). Asi mismo, se evidencia la falta de la constante

de integracion en la integral indefinida.

En el proceso de hallar la distancia en cualquier instante de tiempo dado, Harold representa
la integral anteponiendo un signo negativo que ignora al calcular la integral. Al cuestionarlo
sobre esto argumenta que: “y es la distancia desde el punto de lanzamiento, y entonces ahi si
seria positiva porque va en la misma direccion de la aceleracion de la gravedad”, lo que
evidencia la claridad que posee acerca de la accion de la gravedad en el movimiento de la pelota

y el uso de la formula de la distancia de la pelota en el fendmeno de caida libre, el cual hace
. 1 . . . -, -
referencia a y = i;gtz, donde el signo lo define como la direccion del movimiento con

respecto a la direccion de la gravedad.

A diferencia de Juliana, €l valida sus procedimientos comparando el resultado de la integral
con la formula de caida libre. Con esto cae en la cuenta de que no son iguales, motivo por el
cual abandona la situacion problema manifestando que él sabe que con la integral puede hacerlo

porque el profesor de fisica les dijo, pero no recuerda muy bien como hacerlo.

De acuerdo con los conocimientos previos acerca del fendmeno de caida libre, Harold
identifica el comportamiento de la velocidad y con las ideas de integral trata de relacionar la

distancia recorrida, pero sin tener en cuenta la velocidad.
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5.1.1.4 Principio de Interaccion y Reinvencion Guiada. En el momento de interaccion, todos
llegan a la conclusién que para resolver la situacion problema es necesario conocer la expresion

algebraica de la velocidad.

Debido a las preguntas disefiadas para el nivel situacional y al comentario de Juliana
respecto a la solucion de Arturo, “no se puede usar en este caso porque ahi no estd teniendo
en cuenta la gravedad [refiriéndose a la idea de que la velocidad es igual a la distancia sobre el
tiempo]”, Arturo cae en la cuenta de que la velocidad de la pelota depende de la gravedad y lo
que €l consideraba no se puede usar en este fenémeno porque no cumple las condiciones

necesarias (Figura 37).
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Figura 37. Comportamiento de la velocidad - Arturo

Bajo la exploracion de dicha situacion, con ayuda de los conocimientos previos, la
representacion tabular y grafica de los puntos que representan la velocidad (Figura 38) e
interaccion entre pares, estudiante software y estudiante-investigador, los estudiantes
concluyen que dicha velocidad es afectada por la gravedad (g), esto es, a medida que pasa el
tiempo, la velocidad aumenta por la accion de la gravedad, por tanto, la expresion que

representa la velocidad de la pelota en cualquier instante de tiempo esta dada por v = gt.
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Figura 38. Representacion tabular y gréfica de la velocidad de la pelota en Tracker

Las representaciones graficas (Figura 39) dadas por cada uno de los estudiantes
corresponden a la grafica de una recta. Juliana y Harold tienen en cuenta las unidades de medida
tanto de la velocidad como del tiempo, y Harold tiene presente que el comportamiento de la
velocidad de forma teorica, dadas las condiciones ideales, es lineal y en el real se distorsiona
dicho comportamiento justificando que hay variables que no se pueden controlar, hecho que
muestra la conciencia que posee acerca de la presencia del margen de error en los fenGmenos
reales puesto que las condiciones no son ideales como en lo teérico. Por el contrario, Arturo
realiza la grafica del comportamiento de la velocidad sin tener en cuenta las unidades de medida
y al igual que sus comparieros tiene en cuenta la influencia de la situacion contexto al considerar

solo el dado positivo de la variable independiente, que, en este caso, es la variable tiempo.
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Figura 39. Gréficas Harold y Arturo
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Al hacer la regresion de los puntos que representan la velocidad de la pelota en cualquier
instante de tiempo, seleccionan expresiones cuadraticas, cubicas y sinusoidales como las
funciones que representan el comportamiento de la velocidad (Figura 40) justificandolo por el
hecho de que dichas curvas tocan mas puntos, sin tener en cuenta que en la interaccién anterior
habian concluido que la velocidad aumentaba de forma constante y tenia un comportamiento

lineal.
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Figura 40. Regresion en Tracker

Dado este hecho, la investigadora les sugiere cambiar la escala en el software para observar
queé sucede con la velocidad de la pelota en tiempos posteriores, con ello, los estudiantes

mencionan:
A, J, H: uy ;/qué paso?

A: es que las que hemos dicho se ajustan solamente a ese grupo de puntos, solo ahi en

€se momento.

I: ¢entonces cudl es la expresion algebraica que representa la velocidad de la pelota contra

el tiempo?
H: lineal.

I: ¢una expresion lineal? ;Por qué lineal?
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H: porque es solamente un parametro por el tiempo, como la gravedad por el tiempo.

A: porque la velocidad aumenta de forma constante.

I: ¢la velocidad puede ser cuadratica en este fendmeno?

A: no, no puede ser cuadratica.

I: ¢por qué?

A: porque la velocidad es lineal y siempre va a ser una linea recta, cuando llega el
momento del rebote, la velocidad baja abruptamente hasta llegar a cero y vuelve haber

una velocidad lineal, porque siempre esta actuando la gravedad.

J: jah! claro, y en la cuadratica empieza a disminuir la velocidad y ni siquiera ha tocado

el piso la primera vez.

Esto muestra que la situacion contexto es un aspecto bastante importante a la hora de tomar
decisiones en cuanto al comportamiento de la velocidad de la pelota, puesto que hay diferentes
curvas que no tienen comportamiento lineal que se ajustan localmente a la situacion, pero no
son curvas que sirven para la prediccion del comportamiento de la velocidad en tiempos

posteriores.

Las justificaciones de los estudiantes, al observar de forma global la curva que mejor se
ajusta, estan enmarcadas en el fendmeno de caida libre y la actuacion de la gravedad sobre el

comportamiento de la velocidad de la pelota (Figura 41)



105
MATEMATIZACION DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Mesriwre  Anape Conwmucion 06 Deton..  Medunh Ayt | paensire Po— Cosstrattor 8o Duios... - Rntresh | Ayt
L 7 T B
Inrey - T e 1
sty o .
ol =
rom " -
“ a
| o ER
3 . 4
x 3 e
4 o 4 :
3 4
L |
i / / & 7
' 4 L) [
y '} J 3
” ) ’ 10
F " rd [ 4
2 12
" { A " . - - . 3
4 L i 3 .| =2 .2l [ [ ' 1 i 0 14 |
.. | : 14
- 1 [xr|
[ 1 — —— - - 5 - m—
| Nomtre ot Ajuste Paestols v Cansirucir oo Asies w Nomtee tel Apiste Cubec * | Comtrarior 6e Asivien F - 1
A
| Lowncie et Aguente ¢ = 472 + B+ Ecancion Sef NS ¢ = £ By l B
E C
e T aacaln s 00Ut v Atnaee PesePrETp—. 1 0
Mesiire  Aatyze Constricton de Daten..  Rotndh | Apde  Maasure  Analyas Commacion e Oaton..  Ruliesn - Apata
| marcas v | [marcas r
’ ]
e 1 | P— - - - - — — brosy 1
oy .
- I v
row t Y row !
3 - "
S { j
|
7 A r
. o y
4 1 <ol F 4 "
" 1 d . 1
4 1 ] o ' \
13 =0 ' '
2 ‘ 2 ta 15 1 1} 1] ¢ 1 i*
1 ) nin i ' c
1 Ay 20 | ¥ 3
' R b= ) WL ' '
| Wt o o Apinse Senwniee - SnAtrecior o ANaton - 1 S 1 | momtiro ont Awsta | mew w  Comsarwcior 8¢ Ases. | ,4
A 3 1 a
| Fomaeacn aef Aguster + = 4" em ) l B l_.:li.‘ FOaaciin fef Aprwte v = A% -
3 lasrre
o Adloajests  Bevwackin pns 1 500 2 ¥ Asogeate  Sesvlacidn i b 1IE 2

Figura 41. Curva de mejor ajuste forma global

En este punto, las justificaciones no son traidas de la memoria en cuanto a las formulas que
representan la velocidad en el fenémeno de caida libre sino en el conocimiento de la situacion
misma, el andlisis de las variables que actan al momento de soltar la pelota y las que influyen

en la velocidad de esta.

Después de la verificacion de la expresion algebraica de la velocidad de la pelota con la
regresion lineal, los estudiantes llegan a la conclusion de que ésta es aproximadamente igual a
la predicha inicialmente dado que las condiciones de la situacion no son ideales, pero los datos

suministrados por el software se ajustan a la realidad.

Al momento de interpretar la representacion geomeétrica de la acumulacion del cambio de la
velocidad con respecto al cambio de tiempo, fue un poco dificil para ellos llegar a deducir dicha

interpretacion, por lo que el principio de interaccion fue importante puesto que para ellos era
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claro el significado del cambio, pero gracias a la interaccion entre pares y con el investigador,

construyeron el significado geométrico de la acumulacién del cambio.
I: ¢qué es el cambio?
H: el cambio es lo que no era antes.
I: en este caso, ¢el cambio de la velocidad con respecto al tiempo cual seria?

H: ah, de la velocidad entonces es en el eje y, el segmento de v1 a v, (refiriéndose al
segmento que se forma en el eje y desde el valor v1 hasta v2) seria el cambio de la

velocidad con respecto al intervalo de tiempo.
J: no, el cambio se veria en el punto.
I: ¢cdmo asi en el punto?

J: yo digo que es del origen a un punto para que quede con respecto al tiempo, porque

como dice Harold solo seria el cambio de la velocidad.

A: si, es como dice Juliana un punto tiene velocidad en un tiempo, otro punto tiene otra

velocidad en otro tiempo.

I: ahora bien, ¢cuél seria geométricamente la acumulacion de ese cambio?

H: la linea que une los dos puntos [M].

J: la linea que dice M ese es el cambio de la velocidad con respecto al tiempo.
I: ¢esa es la acumulacion del cambio de la v vs t?

A: en definitiva, la recta.

I: ¢entonces la linea recta que representa la velocidad contra el tiempo seria la

acumulacion del cambio de la velocidad? ;Qué es acumulacion?
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H: la suma, es como tener plata y le sumo mas plata estoy acumulando plata.

J: laacumulacion de ese cambio seria como lo debajo de la linea. Osea lo que queda entre

la linea y la recta del tiempo.
H: Osea el area (bajo la curva)

Con esas ideas, Harold reconoce la necesidad de generar un modelo algebraico que
represente la acumulacion del cambio de la velocidad respecto al cambio de tiempo, dandose

lo siguiente:

H: ¢como puedo representar la acumulacion del cambio de la velocidad con respecto al

cambio de tiempo en una notacion matematica?
I: ¢cudl es la acumulacién del cambio de la velocidad con respecto al cambio de tiempo?

H: todo lo que esta debajo de la linea [refiriendose al segmento que une dos puntos que

representan la velocidad contra el tiempo]
I: ¢como puedes hallar cuél es la magnitud de la acumulacion de ese cambio?

H: toda esa acumulacion es un area, si yo integro la funcion me da toda el area, toda la
acumulacion [sefialando la parte inferior de la curva que representa la velocidad contra

el tiempo] pero yo no quiero hallarla toda.
I: ¢cual quieres hallar?

H: la acumulacion en ese punto.

I: ¢en ese punto?

H: en ese punto no, en ese intervalo perdon.

I: ¢ puedes integrar solo una parte de la funcion?
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H: eso si no sé.

En la transcripcién anterior (resaltado con rojo) se evidencia la falta de conceptualizacién
del significado de la integral definida y la indefinida, puesto que tiene la idea de que con la

integral puede calcular areas, pero no siempre es asi.

En el momento de la interaccidn, él se refiere a la integral de la funcion velocidad definida
en los valores positivos de la variable independiente, pero menciona que al integrar la funcion
velocidad, obtendra solo el area bajo la curva, pero no esta teniendo en cuenta que al mencionar
“integro la funcion” se esta refiriendo a una integral indefinida puesto que no ha dado los
limites de integracidn para obtener asi el area bajo la curva de la funcién velocidad en un

intervalo de tiempo.

El software no es un limitante para el calculo del area bajo la curva velocidad en intervalos
de tiempo, al contrario, hace que este proceso sea mas rapido y sencillo. Teniendo en cuenta
que el dominio de la funcion velocidad son los reales positivos, las areas bajo la curva velocidad
son siempre positivas. Al momento de comparar la tabla area con la tabla distancia recorrida
por la pelota en los mismos intervalos de tiempo, los estudiantes logran conjeturar la relacion
entre la distancia recorrida por la pelota y la velocidad utilizando la idea del area bajo la curva

velocidad.

En el caso de Harold, la conjetura (Figura 42) esta dada a partir de la casi igualdad de los
datos presentados en las dos tablas. En el momento de la comparacién de ellas, se evidencia la
claridad que posee acerca de la interpretacion de la acumulacion del cambio, no de cualquier

curva sino de la que representa la velocidad de la pelota con respecto al tiempo.
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Figura 42. Conjetura Harold

Al momento de conjeturar, aparecen nociones de un modelo algebraico. La distancia

recorrida por la pelota la representa por Ar, puesto que manifiesta que es la diferencia de las

distancias recorridas en los extremos del intervalo. La conjetura, a partir de lo escrito en su

hoja de trabajo, se puede trascribir como “la distancia recorrida en un intervalo equivale al area

bajo la curva en un determinado intervalo”

En la interaccion dada, se cuestiona acerca de si el area bajo cualquier curva en un intervalo

de tiempo es igual a la distancia recorrida teniendo en cuenta la conjetura de Harold. En este

momento, el papel del investigador como guia juega un papel importante, puesto que con

preguntas y acciones los estudiantes caen en la cuenta de que no puede ser cualquier curva, ser

una curva que represente la velocidad a través del tiempo cuyo dominio sen los reales positivos

dado el contexto de la situacion.

I: ¢qué observaron al momento de comparar las tablas?

A son exactas.

H: exactas no, muy muy similares.

A: pues si, y por eso mi conjetura es que el area bajo la curva en un intervalo de tiempo

se puede interpretar como la distancia recorrida por un cuerpo en ese intervalo de tiempo.

I: ¢el &rea bajo cualquier curva se pude interpretar como la distancia recorrida?

J, A: si, yo digo que si.



110
MATEMATIZACION DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

I: [en el tablero hizo la grafica de una curva que representaba el costo total de una llamada
con respecto al tiempo] En este intervalo de tiempo, ¢el area bajo la curva representa la

distancia de...?

J: ah, no, el area bajo la curva velocidad contra tiempo.

H: representaria la distancia, pero si estuviéramos hablando de velocidad, pero estamos
hablando de costo total de una llamada esa area debe representar algo relacionado con

valor que se paga en dinero o algo asi.

Arturo muestra su conjetura en el proceso de interaccidén (resaltada con rojo en la
transcripcion anterior) a pesar de no haberla escrito en su hoja de trabajo, es muy similar a la
conjetura dada por Harold, excepto que Arturo tiene en cuenta que dicha curva esta definida
en el tiempo, considerando asi la parte positiva de la funcion, hecho que Harold no aclara. Por
otro lado, los dos hacen referencia al area bajo la curva, pero no aclaran cual curva, hecho que

se aclara con el proceso de interaccion anterior.

En el caso de Juliana, a pesar de que las tablas representan el area y la distancia en intervalos
de tiempo, ella asume la relacion de forma general (Figura 43), aclarando que el area debe ser
bajo la curva velocidad contra el tiempo, puesto que si se tiene otra curva su significado no se
justaria al contexto presentado en esta situacion. Suceso que muestra la importancia de la

presencia del contexto e interpretacion del area bajo la curva en el mismo.
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Figura 43. Conjetura Juliana

Con las conjeturas realizadas por los estudiantes se muestra que el proceso de reinvencion
guiada e interaccién juega un papel importante en el conocimiento de la situacion y la busqueda
de relaciones entre las magnitudes variables velocidad y distancia con las ideas del area bajo
la curva velocidad contra el tiempo, esto es, la acumulacion del cambio de la velocidad contra
el tiempo, entendiendo que el tiempo esta definido para los nimeros reales positivos. Por lo
que, podemos decir que las preguntas disefiadas para el proceso de reinvencién guiada en el
nivel situacional ayudan a aclarar las dudas presentes al momento de enfrentarse a la situacion

sin ninguna interaccion.

5.1.2 Matematizacién Vertical — Nivel Referencial. A partir de la conjetura y el modelo
realizado en el nivel situacional, se esperaba que los estudiantes generalizaran la conjetura para
instantes de tiempo, pero la pregunta ¢qué relacion existe entre el area bajo la curva velocidad
y la distancia recorrida en un instante de tiempo? les generd confusién puesto que

argumentaron que en un instante de tiempo no se recorre distancia.

Por ello, la interaccion entre investigador estudiante fue indispensable, al generar preguntas
como ¢en el instante t = 0.267s la pelota no ha recorrido nada? ¢ la distancia recorrida es cero?

logro que los estudiantes comprendieran mejor la pregunta, por lo tanto, consideramos que esta
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pregunta debe replantearse asi: ¢qué relacion existe entre el area bajo la curva velocidad y la

distancia recorrida por la pelota hasta un instante de tiempo?

I:écémo hallar entonces la distancia recorrida por
la pelota a partir de la velocidad?
H: integrando, antiderivando perdén.
J: integranda, integranda,
I: ¢es lo mismo antiderivar e integrar?

=
REFERENCIAL
Identificar y representar la distancia recorrida como la
REFERENCIAL PRINCIPIO DE REINXENCION integral de la velocidad desde el inicio del movimiento
Arturo E INTERACCION » hasta un instante t.
Harold Estudiantes-Estudiantes
Juliana Estudiantes-Investigadora Plantear supuestos enriquecidos con objetos

matematicos acerca de cdmo encontrar la distancia
conociendo la velocidad.

PRINCIPIO DE REINVENCION GUIADA
£Qué relacion existe entre el area bajo la curva velocidad
v la distancia recorrida por la pelota hasta un
instante de tiempo?

SITUACIONAL

Juliana
Arturo
Harold

[r)’ﬁ—-l;ﬂm< ZO-—ﬁbN-—-l)Em-IbZ]

[ MATEMATIZACION HORIZONTAL ]

Figura 44. Resumen Nivel Referencial Primera Situacion

5.1.2.1 El caso de Arturo (A). A pesar de que Arturo tiene la confusion anterior, antes de darse
el principio de interaccién, €l relaciona la pregunta con la conjetura creada en el nivel anterior,

planteando un modelo retérico a partir de la reflexion de esta (Figura 45).

Al cuestionarlo acerca de su conjetura, sus argumentos estan soportados por el uso del software
a través de la comparacién entre el area bajo la curva velocidad, desde el inicio del movimiento
hasta el instante de tiempo, con la distancia recorrida por la pelota hasta el mismo instante. La
respuesta que se presenta como evidencia es una transcripcion de lo que el estudiante respondid

en su hoja de trabajo.

“Be sabe que el drea bajo la curva de 1a grafica velocidad con respecto al iempo representa la
distancia recorrida en ese intervalo, entonces, 51 solo estamos tomando en cuenta un mstante de
tiempo, debajo del punto que reprasenta la velocidad con respecto al iempo solo hay una linea,
por tamto, no hay drea lo que sz pusde interpretar como que en un intervalo infinitamente
(pequefio no existe desplazamiento. Si, por el contrario, consideramos el drea bajo la curva desde )
gue el iempo es 0 hasta un mstante determinado del tismpo, el drea bajo esa curva representara
\la distancia que se ha recomido hasta el instante previamente seleccionado™ (Arturo)

A

Figura 45. "Modelo de" A
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5.1.2.2 El caso de Harold (H). Harold crea un modelo algebraico y gréfico (Figura 46) de la
relacion entre el area bajo la curva velocidad y la distancia recorrida por la pelota hasta
cualquier instante de tiempo, siendo este un “modelo de” que muestra el significado del area

bajo la curva velocidad en el contexto de la situacion.

Sin duda alguna, el modelo grafico es bastante claro, “el area bajo la curva velocidad desde
cero hasta un instante de tiempo es igual a la distancia recorrida” y es precisamente lo que
representa de forma algebraica. En los modelos de Harold no se evidencia claridad acerca de
si es la distancia recorrida hasta ese instante o la funcién distancia, puesto que la distancia
recorrida hasta ese instante seria r(I;) y la funcién distancia r(t). Lo anterior da evidencia de
la dificultad que tiene Harold para realizar una representacion algebraica clara de la relacion
encontrada, puesto que en el momento de la interaccion aclara que representa la distancia
recorrida hasta ese instante, pero en su modelo algebraico no logra manifestar esa idea con

claridad.

M T, = Tastantr 1.
Dy
4 = (L) &E - (k)
o

o J Ta eska ws

mMi Con&-{kroc

Figura 46. "Modelo de" H
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5.1.2.3 El caso de Juliana (J). Juliana al igual que Arturo realiza un modelo retorico (Figura
47). Al escribir la relacion encontrada, menciona que hay una equivalencia con la integral de
la funcién velocidad contra el tiempo en un intervalo de tiempo, el area bajo la curva y la
distancia recorrida; pero no explicita que son equivalentes siempre y cuando se den en los
mismos intervalos de tiempo, hecho que aclara al momento de la interaccion entre pares que se

dio de forma posterior.

e lo conjenturd se podria planfear como -

> Al mlrﬂﬂrar [a fanadn de welocidad coty respecio al hompo
€n un ml“wdu de UQI‘P’\LO ?odu‘ﬂ()! encontiar \a d; dandia
(ecornda que ceria 9wl 9 drea bA(o ld qya

Figura 47. "Modelo de™ J

5.1.2.4 Principio de Interaccion y Reinvencion Guiada. Al momento de pedirles hallar la
expresion algebraica que representa la distancia recorrida por la pelota a partir de la velocidad,

el modelo creado por Juliana y Arturo hace referencia a:

t2
x(t) =] v(t)dt

1

Donde x(t) es la distancia recorrida, t;y t, son instantes de tiempo cualquiera y t, >
t;, motivo por el cual se da la siguiente intervencion con el fin de aclarar el significado de la

representacion algebraica dada.
I: supongamos que t; = 0.133 y t, = 0.247 ;esa integral cuanto da?
A: con en el software da 0.307
I: entonces x(t) = 0.307, ¢verdad?

J: no porque x(t) es una funcion y ahi no esta en funcion del tiempo, eso es solo para ese

intervalo. O sea, ahi sera x = 0.307
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I: entonces como hallamos la expresion x(t) que representa la distancia recorrida por la

pelota en cualquier instante de tiempo
J: con una integral indefinida
H: no, porque ahi estariamos diciendo que es posible que el tiempo sea negativo

A: pero el tiempo si pudiera ser negativo, dependiendo del eje de referencia, pues en este

caso vemos que no es negativo
H: a mi me parece que con la que yo hice [refiriéndose a la integral de 0 a t de v(t)dt]
I: ¢por qué?

H: porque ya vimos que la distancia recorrida hasta un instante de tiempo es igual al rea
bajo la curva velocidad desde cero hasta ese instante, y ahi seria de 0 hasta t, donde t es

el instante que varia, en la de Arturo hay dos instantes variando
J: si, estoy de acuerdo con Harold, ese si nos sirve

Con el proceso de interaccion, los estudiantes caen en la cuenta de la importancia de la
interpretacion de las representaciones algebraicas dadas y el significado de la integral definida
e indefinida, mostrando a su vez la importancia de la situacion contexto en la toma de
decisiones al momento de desistir de la integral indefinida, puesto que estarian teniendo en
cuenta tiempos negativos, suceso que resulta bastante significativo en la visién de la integral
definida de forma global y no local, como lo es la definida. Asi mismo, se evidencia que este
proceso de interaccion juega un papel importante puesto que lleva a los tres estudiantes a
argumentar sus procedimientos y conceptualizar las representaciones algebraicas de la integral

definida e indefinida.
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Por ejemplo, Arturo en su modelo algebraico después de la interaccion (Figura 48), llama
al tiempo inicial t, refiriendose al tiempo inicial del movimiento a pesar de que en su modelo
retérico (Figura 45) menciona que debe ser desde cero. Ademas, él tiene en cuenta el margen
de error presente en los fendmenos reales, generando asi el “modelo de” para hallar la distancia
recorrida por la pelota hasta un instante de tiempo, modificando su modelo a partir de la

interaccion dada.

2

\(('t) = l_,_‘/..\ i Y e ol ~ \J(ﬁ) 3(»_

o S ¥ Enwpﬂf‘«'é‘\ )
6 e B 2
_ 8-4 £

Figura 48. "Modelo de" algebraico A

Juliana al momento de la interaccion plantea un modelo algebraico que representa la
distancia recorrida por la pelota hasta cualquier instante de tiempo (Figura 49) como la integral

de la velocidad con respecto al tiempo desde 0 hasta un instante de tiempo t .

— enon lenctonte de fremeo,'de qeiordo d 1o conied o
gearj sendo. el £4=0 la ronge'lurq poderos

P
£ V) dt = Diclandg —> Stendo 4 =0y £ cwalquier
' {\'@.msoo

Figura 49. "Modelo de" algebraico J

Al momento de verificar la conjetura encontrada anteriormente, es decir, comparar la
expresion algebraica obtenida en la regresion de los puntos que representan la distancia, la
encontrada de acuerdo con las formulas del fendmeno de caida libre y la integral de la velocidad
con respecto al tiempo de 0 a t, surgen argumentos referidos totalmente a la situacion ubicada

en el contexto real:

I: ¢qué expresion obtuvieron al realizar la regresion de los puntos que representan la

distancia con respecto al tiempo?
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H: muy parecida, 4.48t%, mas cercano al tedrico y también cercano al que hallamos con

integral, entonces si es verdad

J: si son muy parecidas, pero hay unos valores para B y C [la regresion es de la forma

At? + Bt + C]
A: esos valores hacen parte del error, porque en la realidad no todo es perfecto

J: yo creo que si los despreciamos entonces podemos decir que si es verdad, que la

conjetura se cumple porque todos son muy parecidos
H: si hubiéramos contralado todas las variables ahi si deberia dar igual al teérico

A pesar de las interacciones anteriores, donde se establece el uso de la integral definida para
resolver la situacion, surgieron confusiones acerca de la diferencia entre derivar e integrar. Para
aclarar dichas dudas, el proceso de interaccion entre pares juega un rol importante puesto que
lleva a los estudiantes a argumentar sus ideas y definir el significado de integracion y

antiderivacion.
I: ¢cdmo hallar la distancia recorrida por la pelota a partir de la velocidad?
H: integrando, anti derivando perdon
J: integrando, integrando
I: ¢es lo mismo antiderivar e integrar?
A: no, no es lo mismo

H: no es lo mismo, antiderivar es encontrar una funcion tal que al derivarla de la funcion

que estoy anti derivando

I: ¢entonces que es integrar?
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A: hallar el area debajo una curva

I: ¢siempre debajo de una curva?

H: no, puede ser encima de una curva

A: el area entre una curvay el eje x

I: ;cdmo hallar entonces la distancia recorrida por la pelota a partir de la velocidad?
J: integrando

I: ¢integrando qué?

J: integrando la funcion velocidad contra tiempo

A: hallar el area bajo la curva velocidad desde 0 hasta t

De acuerdo con los modelos creados por Arturo, Harold y Juliana, los cuales estan basados
en ideas matematicas y el uso de vocabulario adecuado, podemos concluir que es un “modelo
de” la situacion puesto que, a partir de la reflexion y organizacion del modelo creado en el nivel
anterior, identifican la distancia recorrida por la pelota en un instante de tiempo como el area

bajo la curva velocidad desde el inicio del movimiento hasta ese instante.

5.2  Fendmeno Caida Libre Segunda Situacién. A partir de la distancia, halle la expresion

algebraica que representa la velocidad de la pelota para cualquier instante de tiempo t.

5.2.1 Matematizacion Horizontal — Nivel Situacional
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[ MATEMATIZACION HORIZONTAL ]

Figura 50. Resumen Matematizacion Horizontal Segunda Situacion

5.2.1.1El caso de Juliana, Harold y Arturo. Al enfrentarse a la segunda situacion

sin

interaccion ni reinvencion guiada, Juliana y Arturo representan de forma algebraica la relacion

entre distancia y velocidad con la derivada (Figura 51, Figura 52).

Dado que en la situacion anterior se habian enfrentado a las ideas de integral de la funcion

velocidad contra el tiempo y traian de sus presaberes la idea de que para resolver este tipo de

situaciones se puede utilizar la derivada o la integral, se esperaba que esta situacion la

resolvieran con la derivada.

z dr (t) . Darivo la Jincidn diclancia con respecto
yr Vi af tempo Y oblendo o funddn velocidad
((U= ‘11‘4{,2‘ ) Denve. () = 4,4’3‘8{"& Do VO
J(k)=98¢ D(?m{a--l@dﬂ(d) NCE)= BEsoT ‘D (pate exparimental

Figura 51. Solucion Juliana SIT2
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Figura 52. Solucion Arturo SIT2
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Los estudiantes recurren a la expresion tedrica (formula de distancia recorrida en el
fendmeno de caida libre) y expresion algebraica experimental (regresion de los puntos que
representan la distancia) de la distancia recorrida por la pelota en cualquier instante de tiempo
y las derivaron. Al cuestionarles el por queé el uso de la derivada, justifican su procedimiento
por el hecho de que al derivar la expresion algebraica de la distancia obtienen la representacion
algebraica de la velocidad hallada anteriormente, por lo tanto, catalogan su procedimiento
como correcto, y concluyen que al derivar la funcién distancia con respecto al tiempo obtienen

la funcion velocidad contra tiempo.

Harold, al igual que sus compafieros, deriva la funcion velocidad para hallar la expresion
algebraica que representa la distancia con respecto al tiempo y en el modelo gréfico sefiala que
la pendiente de la recta es igual a la velocidad, esto es, interpreta la derivada como la pendiente
(Figura 53). Aunque no es explicito, podemos deducir que al sefialar la pendiente hace
referencia a la pendiente de la recta tangente a la curva distancia y que ésta es igual a la
velocidad recorrida por la pelota. Acciones en las cuales trata de justificar la relacién de su
procedimiento con el significado de la derivada, sin conciencia del por qué se cumple dicha
relacion.

3J
2)
(" v V)
oAb & =%
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4 qpead = 0 &
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Figura 53. Solucion Harold SI1T2
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5.2.1.2 Principio de Interaccién y Reinvencion Guiada. Dado que los tres estudiantes, Juliana,
Arturo y Harold derivaron la distancia para obtener la velocidad porque al derivar la expresion
de la velocidad obtenian la expresion de la distancia hallada en la primera situacion, Harold
argumenta dicho procedimiento relacionandolo con el significado de la derivada y de nuevo

aparece la justificacion de que lo utilizado es porque lo han visto en la clase de fisica.

A: nosotros ya tenemos la expresion algebraica para hallar la distancia con respecto al

tiempo, entonces esa tocaba derivarla para hallar la velocidad con respecto al tiempo.
I: ¢y por qué derivarla?

A:no sé.

H: porque al derivarla obtenemos la pendiente en el punto.

I: ¢la pendiente de qué?

A: la pendiente de la recta tangente a la curva

H: en ese instante de tiempo

J: y la velocidad es tangencial a la distancia.

I: ¢por qué?

H: porque lo vimos en fisica

H: o sea no, porque si derivamos algo, usualmente obtenemos la tasa de cambio y esa

tasa de cambio es como lo de la recta tangente.
d .
J: y hallando d—: = v(t), lo hice con las dos y me da las que hallamos antes.

En las preguntas disefiadas para el proceso de reinvencion guiada en el nivel situacional, los

estudiantes, con la informacion tabular dada en el software, hallan la velocidad aproximada
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que lleva la pelota en un intervalo de tiempo determinado relacionandolo con la velocidad

promedio que lleva la pelota en dichos intervalos, como en el caso de Harold, por ejemplo:

I: ;cdmo hallar la velocidad aproximada que llevaba la pelota en cada intervalo?

H: ¢podria tomar las velocidades del tiempo final.... mm o el inicial?

I: ¢qué significa aproximado?

H: mm como més o menos.

I: por ejemplo, si yo te digo, los estudiantes de calculo tienen aproximadamente 16 afios.

H: mm como decir en promedio tiene 16 afios, ah, entonces es una media, suman y

dividen.

H: entonces cojo las velocidades en cada intervalo, final e inicial y hallo el promedio,

sumo y divido en dos.

Al preguntarles por la rapidez del cambio del area bajo la curva velocidad en los cambios
de tiempo correspondientes a los extremos de los intervalos anteriores, la interaccion del
investigador juega un rol importante en el proceso de reinvencion guiada puesto que orienta a
los estudiantes a interpretar la razon de cambio promedio en la situacion contexto. En los tres
estudiantes se da una interaccion similar entre investigador estudiante, la cuales se muestran a

continuacion:

Arturo

I: ¢que es la rapidez del cambio? ¢ Qué significan esos valores que tu hallaste [delta area]?

A: Son la cantidad de area que cambié de un instante de tiempo a otro.

I: ¢qué tan rapido cambig?
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A: eso se puede interpretar como una velocidad.

I: ¢Como hallas qué tan rapido cambia algo? Por ejemplo, pinté una region de esta mesa,

¢qué tan répido lo hice?

A: eh, el tiempo que te demoraste pintando debajo de la distancia que recorriste pintando,

6sea lo que pintaste sobre el tiempo que te demoraste en hacerlo.

I: ¢entonces como hallas que tan rapido cambio el area bajo la curva velocidad?

A: el tiempo serian los intervalos.

I: ¢los intervalos?

A: la distancia de los intervalos, 6sea aqui seria 0.033

I: ¢qué tanto me demoré pintando esa area bajo la curva?

A: ah, pues el valor de esa area sobre el tiempo, 0sea, el area que hay entre este y este

[instantes de tiempo] entre el cambio del tiempo.

Juliana

I: ¢qué es rapidez?

J: ¢la magnitud de la velocidad?

I: ¢qué seria entonces rapidez del cambio de area?

J: ah, con qué velocidad estd cambiando, ésea que tan rapido se mueve el area.

I: listo, el &rea cambid, ;,como calcular que tan rapido estd cambiando?

J: lo que cambi6 sobre el tiempo.

I: ¢sobre el tiempo?
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J: sobre el delta de tiempo, dsea lo que se demoro. Entonces seria delta v sobre delta t.
Harold
I: ¢cual seria la rapidez del cambio del area bajo la curva velocidad?

H: seria que tan rapido cambia esa area, 6sea cual es la velocidad a la que cambia esa

area.

I: ha bueno, ¢y entonces como la hallas?

H: necesito conocer el delta de area y el delta de tiempo.
I: ¢Por qué?

H: porque si divido el &rea entre el tiempo obtengo que tan rapido esta llendndose esa

area.

El darles ejemplos cotidianos a los estudiantes y cuestionarlos acerca del significado de la
rapidez del cambio dio lugar a que hallaran de forma mas sencilla y comprensible la rapidez
del cambio del area bajo la curva velocidad, donde, a través de la comparacion de la tabla que
representa la velocidad aproximada y la rapidez del cambio del area bajo la curva velocidad,
Arturo plantea su conjetura de forma retérica (Figura 54) aclarando que dichas tablas son
equivalentes siempre y cuando dichos sucesos se den en los mismos intervalos de tiempo,

hecho que no considera Juliana (Figura 55).



125
MATEMATIZACION DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

N A R S
| DA s ?.M: 34 la ewiinn ;.a‘m q:‘unfalqj (£ )
o %W%’;‘WWJMM'&%&{N’ITVW. L
- g"’@w&“ S g \\DA(NAS}'\kB W Vs
W@A’" s dishe terrmeS 2 &g o

La rapidez con que cambian las areas debajo de la curva de la gréafica v(t) en segmentos determinados de
tiempo se puede interpretar como la magnitud de la velocidad aproximada en dichos segmentos de tiempo.

Figura 54. Conjetura retérica Arturo
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Figura 55. Conjetura retorica Juliana

Harold plantea una conjetura retorica y algebraica, mostrando dificultades en el proceso de
comunicacion puesto que lo escrito de forma verbal no corresponde con lo escrito de forma
algebraica (Figura 56). En la verbal menciona que la magnitud de la velocidad corresponde a
la rapidez del cambio del area bajo la curvay en el algebraico hace referencia que dicha rapidez

corresponde a la velocidad aproximada, siendo este Ultimo representado por la expresion

. s p . ;. A . ..
encerrada en rojo, asi mismo, a pesar de que alli escribe explicitamente o, Seesta refiriendo al

AA . . . . . , , .
< estoes, la rapidez del cambio del area bajo la curva, entendiendo esta como “qué tan rapido

estd cambiando dicha area”.
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Figura 56. Conjetura retorica y algebraica Harold

Al interactuar y discutir las conjeturas planteadas por cada uno de los estudiantes, se llega a
que la rapidez del cambio del area bajo la curva velocidad corresponde a la rapidez del cambio
de la distancia con respecto al tiempo, puesto que en la primera situacion se llegd a que el area
bajo la curva velocidad contra el tiempo, teniendo en cuenta que el tiempo esta definido en los

reales positivos, corresponde a la distancia recorrida por la pelota.

J: yo llegué a que la velocidad aproximada es igual a la rapidez del cambio del area bajo

la curva velocidad.

I: ¢esa &rea bajo la curva velocidad que representa?

J. la distancia recorrida por la pelota.

I: entonces esa conjetura la puedo reescribir como...

A: la velocidad aproximada es igual a la rapidez del cambio de la distancia.

5.2.2 Matematizacion Vertical- Nivel Referencial
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H: es como si estuviéramos hallando el limite cuando delta de t tiende a O
de eso que hallamos en intervalos de tiempo y es igual a la velocidad en el instante
1: ¢y ese limite qué es?
H: la derivada.

A: |a definicién de derivada.
INICH PV -

REFERENCIAL
Identificar y representar la velocidad de la pelota
como la razén de cambio instantanea de la distancia,
esto es, representar la velocidad como la derivada
de la distancia.

REFERENCIAL PRINCIPO DE REINVENCION
Arturo E INTERACCION
Harold Estudiantes-Estudiantes
Juliana Estudiantes-Investigadora

Plantear supuestos enriquecidos con objetos
matematicos acerca de como encontrar la velocidad
conaciendo la distancia.

PRINCIPIO DE REINVENCION GUIADA
équé pasa cuando los intervalos de tiempo
se hacen cada vez mas, mds pequefios?

SITUACIONAL
Juliana

Arturo
Harold

[ MATEMATIZACION HORIZONTAL J

Figura 57. Resumen Nivel Referencial Segunda Situacion

5.2.2.1 El caso de Juliana, Harold y Arturo. Después de haber encontrado la relacién entre

rapidez del cambio del area bajo la curva velocidad en intervalos de tiempo y la velocidad

promedio que lleva la pelota en los mismos intervalos de tiempo, se les pregunta acerca de qué

sucede con dicha rapidez si los intervalos de tiempo se hicieran cada vez mas pequefios. Los

tres estudiantes, de acuerdo con la reflexion del modelo creado en el Nivel Situacional, logran

identificar que si los intervalos de tiempo se hacen cada vez mas pequefios se acercan a la

velocidad instantanea.

Arturo menciona que dicha rapidez pasaria a ser la velocidad instantanea (Figura 58),

. d . . . .
denotando la rapidez como d—: y la velocidad instantdnea como v, argumentando de la siguiente

forma:

I: ¢qué pasa cuando los intervalos de tiempo se hacen cada vez mas, mas pequefios?

A: se llega a la velocidad instantanea

I: ¢por que?

A: porque en la velocidad media o promedio seria la velocidad que lleva la pelota en
ese pedacito de tiempo, entonces si el pedacito de tiempo se hace cada vez mas, mas

pequefio se pude decir que es la velocidad en ese pedacito, o sea en el instante
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“5i los intervalos ze hacen cada vez mas peguefios, podremos acercarnos a la
velocidad instantanea™
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Figura 58. Conjetura Arturo

Notese que en sus argumentos Arturo no hace mencion alguna acerca de lo que sucede con
la rapidez de cambio como tal, es decir, pasaria de ser una rapidez de cambio en un intervalo
de tiempo a una rapidez de cambio en un instante de tiempo, suceso que si tiene en cuenta
Harold (Figura 59), puesto que en su conjetura denota algebraicamente el significado del hecho
de que los intervalos de tiempo se hagan cada vez mas y mas pequefios, relacionandolo con el
limite cuando la magnitud de dicho intervalo tiende a cero, expresando dicho suceso como el
diferencial de la distancia con respecto al diferencial del tiempo, mostrando asi la claridad de

la diferencia entre el delta y el diferencial.

9. AR vt
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Figura 59. Conjetura Harold

Juliana, al igual que sus compafieros relaciona el suceso de la disminucién de la magnitud
de los intervalos con el limite cuando el delta del tiempo tiende a cero, expresando dicho suceso

de forma retorica y algebraica (Figura 60).

lm Ba Jolocidacl en on
A0 D antante

Figura 60. Conjetura Juliana
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Para los estudiantes el hecho de que los intervalos de tiempo se hicieran cada vez mas
pequefios afecta de forma directa a la velocidad promedio, asumiendo que dicho suceso permite
acercase a la velocidad instantanea, donde también afecta la rapidez del cambio denotandolo

como un limite, pero no explicitando el significado de dicha rapidez.

5.2.2.2 Principio Interaccién Guiada y Reinvencion. Al discutir el significado del limite
expresado en las conjeturas anteriores, llegan a que dicho limite es la definicion de derivada de

acuerdo con lo expresado por Arturo.
I: ¢qué pasa cuando los intervalos de tiempo se hacen cada vez méas pequefios?

H: es como si estuviéramos hallando el limite cuando delta de t tiende a 0 de eso que

hallamos en intervalos de tiempo y es igual a la velocidad en el instante
I: ¢y ese limite qué es?

H: la derivada

A: la definicién de derivada

Por lo que no hubo duda en usar la derivada de la distancia para obtener la velocidad (Figura
61), puesto que al momento de comparar la expresion algebraica obtenida al derivar la distancia
con la expresion de la velocidad hallada en la primera situacion cayeron en la cuenta de que
eran aproximadamente iguales, justificando la existencia de un margen de error por el hecho
de que en la realidad no se controlan todas las variables, ni tampoco se tienen las condiciones

ideales para que lo tedrico se ajuste perfectamente.

“Sea r(t) = 4.178t7 la funcién que representa la posicion de la pelota con respecto

al tiempo, % = v entonces v = 2(4,178t) de esa ecuacidn se puede concluir que la

velocidad aumenta linealmente a medida que pasa el tiempo™ (Arturo)

Figura 61. Justificacion Arturo
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5.3 Fendmeno Caida Libre Primera y Segunda Situacion
5.3.1 Nivel General

£Qué relacidn hay entre cantidad variable,
acumulacion de cambio (4rea bajo la curva)
y razon de cambio de acumulacién?
H: yo dirfa que inversas, inversas,
I: éPor qué inversas?
J: porque, si yo hago una cosa y luego la otra, me devuelvo,
es como devolverse.

GENERAL
GENERAL PRINCIPIO DE REINVENCION Representar algebraicamente la relacidn
Arturo E INTERACCION existente entre derivada e integral.
Harold Estudiantes - Estudiantes »
Juliana Estudiantes - Investigadora Conjeturar la relacién existente

entre derivada e integral.

PRINCIPIO DE REINVENCION
Plantee una conjetura acerca de la relacién, en general,
entre distancia-velocidad y velocidad-distancia.
icémo hallar una magnitud variable conociendo la otra?

REFERENCIAL
Arturo
Harold
Juliana

SITUACIONAL
Juliana

[-—)n-—-mum( ZO-'—(‘V)N'—'-!DZM-G)ZJ

Arturo

Harold

( MATEMATIZACION HORIZONTAL ]

Figura 62. Resumen Nivel General Primera y Segunda Situacion

5.3.1.1 El caso de Juliana, Harold y Arturo. Al momento de pedirles conjeturar la relacion
general entre distancia-velocidad y velocidad-distancia manifiestan las relaciones encontradas
en las dos situaciones anteriores (Figura 63), mencionando que dicha relacion se cumple
siempre por el hecho de ser magnitudes que dependen del tiempo, puesto que como nada
alterara dicha variable, la velocidad y la distancia no cambiaran abruptamente su

comportamiento lineal y parabdlico respectivamente.
H, J: todas dependen del tiempo.

J: y entonces si tengo la distancia la derivo y obtengo la velocidad, y si tengo la

velocidad la integro y encuentro la distancia.

H: y como el tiempo no depende de nada, y es creciente siempre, eso siempre se

cumple.

A: yo también hice esa conjetura.
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Figura 63. Relacion magnitudes Juliana

Las justificaciones anteriores, muestran la influencia del contexto en la toma de decisiones
y justificaciones de acuerdo con las conjeturas realizadas en las dos situaciones. En este
momento no son conscientes de la relacion entre derivada e integral puesto que estan ligados
totalmente a la situacién de codmo encontrar una magnitud variable conociendo la otra sin tener

en cuenta el comportamiento de estas.

Teniendo claras las relaciones entre las magnitudes variables involucradas en el fenbmeno
de caida libre, al momento de preguntarles si dichas relaciones se cumplen en otros fenémenos
con magnitudes variables con el mismo comportamiento, Harold afirma que en otros
fendmenos en los cuales estuviesen involucradas la velocidad y distancia contra el tiempo, la
relacion entre ellas con la derivada y la integral se seguia cumpliendo justificando dicho suceso
por la presencia de la magnitud variable tiempo (Figura 64), ratificando las argumentaciones
dadas anteriormente y sin tener en cuenta si en dichos fendmenos la distancia y la velocidad

tienen comportamientos distintos al cuadréatico y lineal respectivamente.

H, J, A: que implique velocidad, distancia y tiempo, si.

I: ¢por qué?
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H: porque el tiempo al ser una magnitud que nada la va a alterar, teniendo la velocidad

o la distancia podemaos calcular la otra.
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Figura 64. Respuesta Harold

Juliana también afirma que la conjetura es valida en cualquier otro fendmeno, pero siempre
y cuando se refiera a las magnitudes velocidad y distancia (Figura 65), justificandolo por el
hecho de que si deriva la posicién obtiene la velocidad despreciando el comportamiento de las
mismas, esto es, sin importar cuél sea el comportamiento de la distancia, al derivarla, siempre
obtendra la velocidad. A pesar de que en justificaciones verbales manifiesta que la derivada se
puede interpretar como la pendiente de la recta tangente a una curva en cualquier punto, en su
afirmacion retorica afirma que al derivar obtiene una recta tangente y esta corresponde a la
velocidad, suceso que evidencia dificultades en el proceso de comunicacion puesto que
confunde el significado de la derivada con la recta tangente al momento de escribir sus

conjeturas.

a S la conefua seria g
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Figura 65. Respuesta Juliana

A pesar de que en la pregunta se hace referencia a otras magnitudes con comportamiento
lineal y cuadratico en fendmenos no necesariamente fisicos, los estudiantes lo asocian con el
significado ubicado en el mismo contexto, es decir, tienen en cuenta solo fendmenos que

involucren las magnitudes velocidad y distancia. Las argumentaciones de Arturo (Figura 66),
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a diferencia de sus compafieros, estan ligadas al comportamiento cuadratico y lineal de las
magnitudes, afirmando que si la distancia tiene un comportamiento cuadratico, la derivada es
siempre una funcién lineal, lo cual significa que la velocidad esta creciendo uniformemente,
esto es, asocia la relacion entre distancia y velocidad solo con comportamientos cuadraticos y

lineales.

51, ya que, por conocimiente tedrico, sabemos que la velocidad es tangencial a 1z grafica »(t), lo que
sipnifica que la velocidad es la derivada de la fimeidn con respecto al lempo y =171 es una fimeicn
coadratica, que describe uma curva parabélica, su derivada serd una funcion lmeal v la velocidad
crecera uniformemente.

Figura 66. Explicacion Arturo

5.3.1.2 Principio de Interaccion Guiada y Reinvencion. Al momento de preguntarles
explicitamente acerca de la relacion entre cantidad variable, acumulacion del cambio y razon
de cambio de la acumulacion, les fue sencillo relacionar dichas ideas con la integral y derivada.
A partir de las relaciones encontradas en las situaciones matematicas realistas presentadas,
concluyen que la derivada y la integral estan relacionadas de forma inversa, en el sentido de

que lo hecho por una la otra lo deshace.

A pesar de que Harold (Figura 67) realiza la representacion algebraica de dichas relaciones
refiriéndose a la distancia y la velocidad y hace operaciones con ellas, concluye de forma
general que la integral es opuesta a la derivada sin verificar de forma algebraica si se cumple
lo mismo al relacionar la derivada con la integral, es decir, si, utilizando su lenguaje, la derivada
es opuesta a la integral, caso contrario a lo sucedido en la interaccion, puesto que alli manifiesta
que las dos estan relacionadas de forma inversa tanto la integral con la derivada, como la
derivada con la integral, dando el significado de inversa a la idea de que por ejemplo, al integrar
una derivada obtiene la funcion original, argumentado siempre sus conjeturas por el proceso

algebraico realizado, donde se evidencia la falta de conceptualizacion de la integral indefinida,
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ya que no tiene en cuenta la constante de integracion y parece no diferenciar el significado de

la integral definida con el de la integral indefinida.

(k) ak = qONE
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Figura 67. Relacién derivada e integral Harold

En la argumentacion dada por Arturo se evidencia la influencia del contexto al momento de
realizar su conjetura, puesto que, a partir de lo observado en el comportamiento de las
magnitudes variables velocidad y distancia con las ideas de integral y derivada, concluye que
estan relacionadas de forma opuesta, momento en el cual, Juliana le aclara que ella no las
Ilamaria opuestas porque eso esta relacionado con el signo de una magnitud positiva o negativa,

para ella son inversas porque “si hace una cosa y luego la otra, se devuelve”.

H: la acumulacion del cambio es lo opuesto de la razon o tasa de cambio, 6sea el inverso.
Porque yo lo hice con las formulas y me dio que una contrarrestaba la otra. O sea, la
integral de la velocidad es la distancia, y la derivada de la distancia es la velocidad y de

ahi reemplacé la velocidad en la integral y ahi se cancela todo.

I: ¢se cancela, como asi que se cancela?

H: la derivada se estd cancelando con la integral... o sea, al integrar una derivada me da

la funcion original.

I: ¢y lo contrario, si se deriva una funcion integral?

H, A, J: si claro, también.

I: ¢por que?
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H: porque podemos utilizar las mismas formulas y reemplazamos diferente. O sea, la
derivada de la distancia es la velocidad, y la distancia es la integral de la velocidad y ahi

nos da.

A: yo la hice parecida, porque sabemos que el area bajo la curva de la funcién de la
velocidad con respecto al tiempo, es decir, su acumulacién es igual al espacio recorrido
y sabemos también que la pendiente de la recta tangente en un punto en la gréfica de la
distancia con respecto al tiempo es la velocidad, entonces, por esa razén yo puedo

concluir que la derivada y la integral son funciones opuestas, operaciones opuestas.

J: es que opuestas no porgue es como de signo contrario.

A: como decir negativo con positivo.

H: yo diria que inversas, inversas.

I: ¢por qué inversas?

J: porque, si yo hago una cosa y luego la otra, me devuelvo, es como devolverse.

A: porque, si yo hago esto y luego lo otro, entonces borro lo que hice.

Juliana (Figura 68) realiza una conjetura retdrica de acuerdo con las relaciones establecidas
en las situaciones presentadas anteriormente. A pesar de que dichas relaciones hacen referencia
a las funciones velocidad y distancia con respecto al tiempo, su conjetura en general esta
asociada a la idea de que la derivada y la integral son inversas, refiriéndose a que si deriva una
funcion integral o si integra una funcién derivada llega a la funcion que estaba integrando y

derivando respectivamente.
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Figura 68. Relacién derivada e integral Juliana

5.4 Fendmeno Area y Perimetro Primera Situacion

A partir del perimetro de una circunferencia de radio x, halle la expresion algebraica que

representa el area del circulo en funcion del radio (x).

5.4.1 Matematizacion Horizontal — Nivel Situacional

PRINCIPIO REINVENCION E INTERACCION
Arturo- Geogebra

- A través de las preguntas disefiadas y la interaccion

INTERACCION con el software, Arturo cae en la cuenta que la curva
perimetro es una funcidn lineal, resaltando el hecho
de que los valores del radio no pueden ser negativos

puesto que no es ldgico que una circunferencia tenga

un perimetro negativo.
;
SITUACIONAL

¢éLa integral de la funcidn perimetro corresponde Identificar y conocer el comportamiento del perimetro
a la funcion area? . de una circunferencia de radio x de acuerdo al
SITUACIONAL PRINCIPIO DE REINVENCION uso de estrategias intuitivas, conocimientos prevics

<La funcién perimetro es el Juliana E INTERACCION e interaccién con el software.
contorno de la circunferencia? Artura Estudiantes-Estudiantes
Harold Estudiantes-Investigadora Plantear supuestos acerca de la relacién entre
las magnitudes drea y perimetro con las ideas de la

region barrida por el rastro de los segmentos que se forman
bajo la funcién perimetro.

[ MATEMATIZACION HORIZONTAL }

Figura 69. Resumen Matematizacion Horizontal - Primera Situacion

5.4.1.1 El caso de Juliana (J). Usando las ideas y conocimientos previos acerca de las
representaciones algebraicas del perimetro de una circunferencia de radio r y el area de un
circulo del mismo radio, Juliana halla el area despejando el radio de la férmula perimetro
(Figura 70), cayendo en la cuenta de que con estas acciones esta encontrando el area en funcion
del perimetro utilizando las dos expresiones algebraicas y no esta hallando el area a partir del

perimetro en funcion del radio.

Motivo por el cual, decide utilizar otra estrategia integrando el perimetro, obteniendo asi la

expresion del area del circulo en funcion del radio méas una constante, mostrando claridad en
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el significado de la integral indefinida, suceso que no ocurria en el primer fenémeno trabajado,

Caida Libre.

Al momento de justificar si la integral del perimetro corresponde a la funcion area, menciona
que difieren en una constante, pero no interpreta el significado de la misma en la situacion
contexto, por tal razén no realiza una conclusion acerca del modelo creado para la solucion de

la situacién problematica realista.

- 9 A A= 2 Peroqueda_en fpnasn g 2
?;f. A=) del perimetto fﬂ'ﬁf'-dr;/ﬂf /Q, ke
Al

Figura 70. Solucion Juliana

5.4.1.2 El caso de Arturo (A). Arturo se apoya en los conocimientos previos que posee acerca
de las formulas del perimetro y el area de un circulo de radio x (Figura 71), trayendo la idea
que con el uso de la integral puede calcular el area bajo una curva. En este caso, para Arturo,
la curva es el contorno de la circunferencia, donde el &rea bajo dicha curva es la parte interna

del circulo, que, segln él corresponderia a la integral de la funcion perimetro.

El perimetro en funcion del radio es P(x) = 2mx, por teoria, yo sé que el area de la circunferencia en funcién del
radio es A(x) = mx?, pero s6lo ahora, conociendo la definicion de integral, entiendo que el area dentro de un
circulo es la integral de la funcion de ese perimetro.

A
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Figura 71. Solucién Arturo

A: pues por teoria nosotros sabemos que la formula del perimetro en funcién del radio es
p(x) = 2mx donde x es el radio. Y por teoria también sabemos que la férmula para hallar

el area de una circunferencia en funcion del radio es A(x) = m x*.
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A: esto que esta aqui [haciendo referencia a la representacion algebraica del perimetro
en su hoja de trabajo], se puede interpretar como la integral de la funcion porque si la

escribimos se ve que una es la antiderivada de la otra.

I: ¢por queé ta dices que es la integral?, ¢la integral de quién?

A: la funcidn del area es la integral de la funcién del perimetro.

I: ¢por qué?

A: sabemos que la definicion de integral dice que es el area que esta debajo de una curva
y el perimetro de una circunferencia es una curva y lo que esta debajo de eso es lo que
esta debajo de ahi [haciendo referencia a la parte interna de la circunferencia] valga la

redundancia.

Esto muestra la confusion que Arturo posee en cuanto al significado de la funcion perimetro
con respecto al radio, puesto que, si bien es cierto, dicha funcion tiene relacion con el contorno
de la circunferencia, ésta hace referencia a la variacion de la magnitud del contorno de la
circunferencia con respecto a la variacion del radio. Asi mismo, para él, todo lo que se
encuentra dentro de ese contorno es el area del circulo, y como, en el fendmeno anterior,
cayeron en la cuenta de que con la integral definida pueden calcular el area bajo una funcion,
justifica que la integral le sirve para solucionar la situacién puesto que le estan preguntado por

la parte interna del circulo, que, segun él, corresponderia a la integral del perimetro.

Si bien es cierto, con el uso de la integral definida se puede calcular el area bajo una funcion
o0 sobre una funcion y el eje horizontal de la variable independiente, él esta asumiendo el
contorno de la circunferencia como la funcién perimetro sin ser consciente de que dicho
contorno tiene una magnitud que representa el perimetro de una circunferencia de radio x; y

no representa la funcién del perimetro de una circunferencia cuyo radio esta variando.
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5.4.1.3 El caso de Harold (H). Harold, al igual que sus compafrieros, tiene claridad acerca de la
expresion algebraica de la funcion perimetro y area de un circulo con respecto al radio. En su
estrategia de solucién (Figura 72), Harold deriva la funcion area e integra la funcién perimetro,
ratificando el hecho de que al derivar la funcion area obtiene la expresion algebraica del
perimetro y al integrar el perimetro obtiene la funcién area pero no cae en la cuenta de que al
ser una integral indefinida esta olvidando la constante. De su procedimiento algebraico,
podemos deducir la influencia de lo trabajo en el primer fendmeno de Caida Libre, puesto que
en su primera estrategia de solucion utiliza la derivada y la integral, donde implicitamente esta
utilizando la relacion inversa entre los procesos de integracion y derivacion, sin utilizar dicho

suceso para argumentar su estrategia de solucion.
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Figura 72. Solucién Harold

5.4.1.4 Principio de Interaccién y Reinvencion Guiada. En el momento de interaccion, todos
Ilegan a la conclusién de que la integral del perimetro con respecto al radio es igual al area del
circulo del mismo radio justificando ese hecho con los procedimientos algebraicos del calculo

de la integral indefinida de la funcion perimetro.

A pesar de que Harold y Arturo no tuvieron en cuenta la importancia de la constante C,
puesto que la integral indefinida representa el conjunto de todas las primitivas de la funcion,

Juliana, a diferencia de sus comparieros, si la tiene en cuenta y resalta su importancia.
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Cabe resaltar que, aunque en el fendbmeno de Caida Libre se aclaro la importancia de tener
en cuenta el dominio de la funcion y el significado de la integral definida, se evidencia la poca

claridad de las diferencias entre integral definida e integral indefinida.

Al momento de pedirles el porqué de sus procedimientos los justifican por el hecho de que
al resolver algebraicamente la “integral” obtienen la expresion algebraica del area en funcion
del radio y que al preguntarles por el area de la circunferencia lo asocian con el uso de la
integral, asi mismo, ante la confusion de Arturo al referirse de que el contorno de la
circunferencia es la funcién perimetro y por ese motivo el area bajo la curva perimetro
corresponde al &rea de la circulo, sus compafieros no estan de acuerdo puesto que la medida
del contorno de la circunferencia representa el perimetro de la misma para un valor del radio

especifico.
I: ¢ Arturo, tu como lo hiciste?

A: sabemos que la definicidn de integral dice que es el area que esta debajo de una
curvay el perimetro de una circunferencia es una curvay lo que esta debajo de eso es
lo que esté debajo de ahi (refiriéndose a la parte interna de la circunferencia) valga la

redundancia.

I: t0 me dices que tenemos una circunferencia [dibuja una circunferencia en el tablero]
y esta es la funcién perimetro [sefialando el contorno de la circunferencia], ta dices que

la integral de la funcion del perimetro con respecto al radio...
A: yo digo que la integral de la formula perimetro seria la formula del area.
I: ¢entonces el contorno de la circunferencia es la funcién perimetro?

J: no, la funcion perimetro es otra curva, una funcion, no el contorno, ese contorno nos

da la medida del perimetro de una circunferencia de radio 2 Por ejemplo.
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I: ¢qué opinas tu Harold?
H: si es verdad, y a mi me da que la integral del perimetro es el area.

De acuerdo con las tareas disefiadas para el Nivel Situacional, al preguntarles por el
comportamiento de la funcion con respecto al perimetro, todos estan de acuerdo en que si el
radio aumenta el perimetro también lo hace. Harold, Arturo y Juliana realizan la representacion
gréfica de la funcion perimetro con respecto al radio haciendo referencia a un comportamiento
lineal, donde Harold y Arturo (Figura 73) reconocen la influencia de la constante 2w en el
comportamiento grafico de la funcion perimetro. Cabe resaltar que los tres estudiantes
identifican la variable independiente como el radio de la circunferencia y la variable

dependiente como el perimetro de esta.
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Figura 73. Representacion Arturo y Harold

Juliana, a diferencia de sus compafieros, es consciente de la constante 2 pero al momento
de graficar el comportamiento de la funcién, dandole valores al radio, no tiene en cuenta la
constante, es decir, para r = 2 el perimetro es igual a 47t pero en la representacion grafica se

evidencia que para r = 2, el perimetro es igual a 4 (Figura 74).
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=4 r=4
P:-’J-'ﬂi p= 2

Figura 74. Representacion Juliana

Al momento de pedirles abrir el archivo Situacidén_2.1y escribir la expresion algebraica en
la barra de entrada, los tres estudiantes afirman que tanto la gréafica presentada en el archivo
(p = 2mr,r = 0, Figura 75 ) como la encontrada por ellos (p = 2rr) coinciden, donde Arturo
(Figura 76) resalta que no coinciden para los valores del radio negativo puesto que no es logico
que una circunferencia tenga un perimetro negativo, haciendo caer en la cuenta a sus
comparfieros de la restriccion del dominio de la funcion perimetro para que se ajuste a la
situacién contexto, asi mismo, Arturo aclara la confusidon presentada anteriormente, donde

manifiesta que la funcion perimetro correspondia al contorno de la circunferencia.

Incremento = 5
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Figura 75. Situacion 2.1 Representacion grafica de la funcion perimetro - GeoGebra
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Ambas graficas coinciden, para la original no estd definida para r negativa, ya que no es I6gico pensar en un
perimetro negativo.

Figura 76. Coincidencia de las graficas Arturo

Después de aclarado el significado contextual de la representacion grafica de la funcién
presentada en GeoGebra, es importante discutir el significado de la magnitud del segmento
azul para posteriormente establecer la relacion que tiene con la circunferencia que se va
formando (Figura 77), donde los estudiantes mencionan que la magnitud del segmento azul

corresponde a la magnitud del perimetro de la circunferencia que se forma.
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Figura 77. Representacion grafica funcion perimetro y circunferencia

Juliana verifica dicha relacién con el uso de la herramienta medir, puesto que siente la
necesidad de conocer las magnitudes para encontrar una relacion o descartarla, con ello
concluye “con el programa mido el segmento azul y la circunferencia y si son iguales, el
perimetro de la circunferencia es igual a la longitud del segmento azul, porque si aumenta la

longitud del segmento, el perimetro aumenta la misma cantidad y se hacen iguales”
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Harold y Arturo, también sienten la necesidad de conocer la magnitud del segmento y el
contorno de la circunferencia que se forma, pero, al no conocer la herramienta medir en el
software, deciden comparar dichas magnitudes con el cable de los audifonos (Figura 78),
concluyendo “entonces la magnitud de este [segmento] representa la longitud de la

circunferencia”

Figura 78. Comparacién Harold y Arturo

En ese momento, la intervencion del investigador juega un rol importante a la hora de aclarar
las variables que intervienen en dicha relacién, puesto que, aunque mencionan que la magnitud
del segmento corresponde a la magnitud del contorno de la circunferencia que se forma, no
estan teniendo en cuenta si la magnitud de dicho segmento para un radio x corresponde al

perimetro de una circunferencia del mismo radio.
I: ¢qué representa la funcién mostrada en el software?

A: es el perimetro con respecto al radio entonces la medida del segmento azul va a

representar lo que mide el perimetro de una circunferencia.
I: ¢de cualquier circunferencia?

A: si, de cualquier circunferencia
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I: [en el tablero dibuja la funcién perimetro y el segmento correspondiente al perimetro
de una circunferencia de radio x;, en otro plano dibuja una circunferencia sin especificar

el radio y les pregunta si el perimetro de esa circunferencia es igual al segmento]
J, A, H: si, son iguales.

I: [dibuja una circunferencia mas grande en el mismo plano] ¢Por qué no igual a esta? La
magnitud del mismo segmento ¢por qué no igual al perimetro de la circunferencia mas

grande?
H: porque ese de ahi [segmento] representa la magnitud de un perimetro.
J: de un perimetro de un radio especifico.

H: esa magnitud del perimetro de un radio x; solo puede ser igual a la longitud de la

circunferencia de un circulo que tenga un radio x;.
I: entonces seran iguales siempre y cuando el radio de la circunferencia sea
A x;

Al solicitarles que disminuyan el incremento e identifiquen el significado de la region
barrida por el rastro de los segmentos que se forman bajo la funcion perimetro y la region
barrida por el rastro de las circunferencias que se forma en la Vista Gréfica 2 (Figura 79), los
tres estudiantes indican que las regiones barridas por el rastro de los segmentos que se forman
bajo la funcion perimetro y las circunferencias, corresponden al area bajo la funcién perimetro

y el &rea del circulo del mismo radio respectivamente.
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Figura 79. Region barrida por el rastro del segmento y la circunferencia

5.4.2 Matematizacion Vertical — Nivel Referencial

J: ... el barrido representa el rea bajo la recta p(r)
y en la grafica 2 representa el area de la circunferencia
y esas dos regiones son iguales
I: ¢por qué?
J: porgue las dos se llenan con los mismos segmentos
A: ... el barrido es la sumatoria de las infinitas lineas que estdn en esa regién
¥ como esas lineas miden lo mismo que el perimetro de la circunferencia
también lo podemas interpretar como que es la sumatoria de las infinitas
circunferencias que estan dentro de esa circunferencia grande.
6. H: con sumatoria de Riemann, integrar. T

REFERENCIAL
Interpretar y representar el area de una circunferencia
de radio x como la acumulacién de la regién de los segmentos
que se forman bajo la funcidn perimetro.

REFERENCIAL PRINCIPIO DE REINVENCION
Arturo E INTERACCION Plantear supuestos enriquecidos con objetos matematicos acerca
Harold Estudiantes-Estudiantes de como encontrar una magnitud variable (@rea, perimetro)
Juliana Estudiantes-Investigadora conoclendo la otra.

Identificar y representar la relacidn existente entre las variables
PRINCIPIO DE REINVENCION GUIADA (drea, perimetro) y la integral del perimetro de 0 a -
éQué relacion existe entre la region barrida por el rastro ELEREE o
de los segmentos que se forman bajo la funcién
perimetro y la region barrida por el rastro de las
circunferencias que se forma en la Vista Gréfica 2?7
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SITUACIONAL
Juliana
Arture
Harold

[ MATEMATIZACION HORIZONTAL ]

Figura 80. Resumen Nivel Referencial Primera Situacion

5.4.2.1 El caso de Juliana, Harold, Arturo. Principio de Interaccién y Reinvencién Guiada.
Harold realiza una representacion algebraica de la relacion entre las dos regiones mencionadas

anteriormente (Figura 81) donde deja de lado el dominio de la funcion, puesto que, a pesar de
haber mencionado que dicha funcion estéa definida para los nimeros reales positivos incluyendo
el cero, en su representacion no deja clara dicha restriccion. Asi mismo, al momento de explicar
su conjetura, asocia el significado de la integral con el area bajo la funcion perimetro,

mostrando dificultades en la representacion algebraica y el significado de la integral definida,
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puesto que para representar el area bajo la funcion perimetro desde 0 hasta r utiliza la integral
indefinida, mostrando implicitamente que una familia de funciones de la forma mr? + ¢

representan el area de una circunferencia de radio r.

910 rm@) > Hm)

Figura 81. Conjetura Harold

Al preguntarle a Harold el porqué de su conjetura, sus argumentaciones estan ligadas a lo
observado en el software, pero, Juliana interviene justificando que el area bajo la curva
perimetro es igual al area de la circunferencia mostrada en la Vista Gréfica 2 por el hecho de
que las dos regiones se llenan con los mismos segmentos y Arturo, apoyando a Juliana,
menciona que por ese hecho, calcular el area bajo la funcion perimetro se reduce a realizar una
sumatoria de las infinitas circunferencias que se forman dentro del circulo que corresponden a

los segmentos formados bajo la funcion perimetro.

H: cuando hablamos de region barrida por el rastro de los segmentos que se forman bajo
la funcién perimetro, entonces todo esto (Figura 82) seria el area bajo la curva y esto
seria el area de la circunferencia. Entonces el area bajo la curva de la funcion perimetro
es igual al area de la circunferencia por lo tanto la integral del perimetro es igual al area

de la circunferencia.
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Figura 82. Regidn barrida por el rastro

J: en la vista gréfica ese barrido representa el area bajo la recta p(r) y en la gréfica 2

representa el area de la circunferencia y esas dos regiones son iguales.

I: ¢por qué?

J: porque las dos se llenan con los mismos segmentos.

A: porque toda esa region, la region barrida debajo del perimetro, como ya nos habiamos
dado cuenta que la magnitud de ese segmento es igual al perimetro de esa circunferencia
entonces cuando se hace el barrido lo podemos interpretar como que es la sumatoria de
las infinitas lineas que estan en esa region y como esas lineas miden lo mismo que el
perimetro de la circunferencia también lo podemos interpretar como que es la sumatoria

de las infinitas circunferencias que estan dentro de esa circunferencia grande.

H: con sumatoria de Riemann, integrar.

Asi mismo, en las representaciones realizadas por Arturo (Figura 83) y Juliana (Figura 84),
se evidencia la idea del uso de la integral para hallar el area bajo una curva, en este caso, la
funcion perimetro, donde manifiestan implicitamente la relacion entre las sumatorias de
Riemann y la definicion de integral, de igual forma, los tres estudiantes muestran dificultades
entre la representacion algebraica y el significado de la integral definida, puesto que, como se

ha evidenciado anteriormente, presentan confusiones entre la integral definida y la indefinida.
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Figura 83. Conjetura Arturo
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Figura 84. Conjetura Juliana
5.5 Fenomeno Area y Perimetro Segunda Situacion

A partir del area de una circunferencia de radio x, halle la expresion algebraica que representa

el perimetro de la circunferencia en funciéon del radio (x).

5.5.1 Matematizacion Horizontal — Nivel Situacional

INTERACCION
Estudiantes-Investigadora

Harold: si habia integrade el perimetro para hallar el drea
simplemente me devolvi, o sea la anti derivé, como la habia
anti derivado ahora la derivo para dejarla como estaba.

. e
-:::- SITUACIONAL
u ) Identificar y conocer €l comportamiento del @rea de un
A ¢Por qué usaren la SITUACIONAL PRINCIPIO DE REINVENCION circulo de radio x de acuerdo al uso de estrategias intuitivas
¢ dervadapara  —— » Juliana | E INTERACCION y conocimientos previos
I resalver la situacién? Arturo Estudiantes-Estudiantes »
o Harold Estudiantes-Investigadora Conjeturar la relacién entre las variables (area y perimetro)
N con la magnitud de la pendiente de la recta tangente en
A cualquier punto a la funcién drea
L
[ MATEMATIZACION HORIZONTAL ]

Figura 85. Resumen Nivel Situacional Segunda Situacion

5.5.1.1 El caso de Juliana, Harold y Arturo. En este punto, después de haberse enfrentado a las
dos situaciones matematicas realistas enmarcadas en el fendmeno de Caida Libre y las tareas
disefiadas en cada situacion, se evidencia la influencia de las ideas de integracion y derivacion

para la solucion de las situaciones presentadas en este fendmeno, Area y Perimetro.

Al pedirles hallar la expresion algebraica que representa el perimetro de la circunferencia
en funcidn del radio (x) a partir del area de un circulo del mismo radio, derivan la funcion del

area (Figura 86), obteniendo asi la funcidn perimetro.
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Figura 86. Solucion segunda situacion Harold, Juliana y Arturo respectivamente

Al cuestionarlos acerca de sus procedimientos, exponen ideas acerca de la relacion entre
derivada e integral, mostrando esto la influencia positiva de las discusiones generadas en el
nivel General de las situaciones realistas enmarcadas en el fenémeno de Caida Libre disefiadas

para la matematizacion del Teorema Fundamental del Célculo.

Asi mismo, Arturo intenta justificar su procedimiento manifestando que la sumatoria de
rectas tangentes al contorno de la circunferencia corresponden al perimetro de la misma. No
cae en cuenta de que en esta situacion, se le solicita hallar la funcion perimetro a partir del area
del circulo, y en su representacion geométrica no menciona ni tiene en cuenta el
comportamiento del area del mismo, asi mismo, se evidencia la necesidad de ajustar el
significado de la derivada a la situacion problema, puesto que no tiene en cuenta que al hallar
la derivada del area de un circulo de radio variable, esta hallando la razén de cambio de la
funcion area o la pendiente de la recta tangente a la funcién area para cualquier valor del radio,

pero gracias a la intervencion de Harold, Arturo cae en la cuenta de su confusion.

H: pues, si habia integrado el perimetro para hallar el area simplemente me devolvi, dsea

la anti derivé, como la habia anti derivando ahora la derivo para dejarla como estaba.

A: yo lo hice derivando, pero geométricamente me lo imagino [dibuja una circunferencia
en el tablero], teniendo esta circunferencia sabemos que la funcion derivada es la

pendiente de la recta tangente a cada uno de esos puntos, entonces podemos imaginarnos
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que es algo mas o0 menos asi, 0 sea que las rectas tangentes a los infinitos puntos de la

circunferencia son el perimetro.

Figura 87. Argumentos Arturo
H: no, porque la pendiente de la funcion &rea es el perimetro, ahi tiene es la pendiente de

la recta tangente a los puntos que forman una circunferencia.
A: mm si, tienen razon.

5.5.1.2 Principio de Reinvencion e Interaccion Guiada. Al momento de pedirles comparar la
funcidn area de un circulo de radio x para x > 0 presentada graficamente en el archivo de
GeoGebra con la expresion algebraica referenciada por ellos, en la cual, olvidan restringir el

dominio de esta, dada la situacion contexto, manifiestan lo siguiente:
I: ¢coinciden las dos graficas?
J: si coinciden, pero la diferencia es que en la del software no salian los radios negativos
H: si coinciden porque se sobrepone una sobre la otra
A: no totalmente, solo en la parte positiva porque no hay areas negativas.
H: pues si

I: ¢en qué condiciones se tiene que el &rea de un circulo sea negativa?
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A: cuando el radio sea negativo

I: ¢si? ¢qué sucede con el area del circulo cuando el radio es negativo?
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A: el radio es negativo y el area es positiva, entonces lo que no puede ser negativo es el

radio.

Lo anterior da cuenta de la influencia de la situacion contexto puesto que, para ellos, no

puede existir un circulo de area negativa, mostrando confusion acerca de la influencia de la

variable independiente y la variable dependiente de la funcién trabajada, por lo que, en ese

momento, gracias a la interaccion dada, caen en la cuenta de que el area de un circulo no puede

ser negativa asi su radio lo sea, aunque en el contexto real no es posible hablar de radio

negativo.

Al momento de preguntarles el significado de la recta mostrada en la grafica de la funcion

area (Figura 88), todos manifiestan que corresponde a la recta tangente a la curva, porque solo

la toca en un punto, validando dicho suceso con las herramientas de GeoGebra tales como el

Zoom.

|Mostrar2

|Mostrar3

o

J Mostrarl 2]

/ 05

Figura 88. Situacion 2.2 Recta Tangente a la funcion Area
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H: la recta tangente en un punto de la gréfica
I: ¢por qué?
H: porque es una recta que solo toca un punto.

J: la recta tangente a la gréafica del area con respecto al radio en el punto que se le dé al

radio en esa funcion.
I: ¢por qué?

J: porque vi que tocaba en un punto, le di zum varias veces y si tocaba en un punto,

entonces es tangente.

Teniendo claro el significado de la recta mostrada, se les pidié hallar la pendiente. Para ello

los estudiantes utilizan la expresion m = === (Figura 89), se ubican en un punto especifico

Y2~y
X2—X1
y hallan el valor de la pendiente de la recta tangente en ese punto. Al preguntarles si en el
software pueden hallar la pendiente de la recta tangente en cualquier punto a la funcién area,

mencionan el uso de la herramienta Pendiente, donde relacionan la representacion gréafica de

la pendiente con la representacion algebraica de la misma, cayendo en la cuenta de que en el

Y2—Y1
X2—X1

software, la diferencia de abscisas es siempre uno, motivo por el cual, el cociente m =

sera igual a y, — vy, lo que significa que la pendiente de la recta tangente a la funcion area en

cualquier punto corresponde a la magnitud del segmento que representa la diferencia entre y,

Y Y1

M= (Yi-'t) po ;e
A=K ha- K

Figura 89. Pendiente de la recta tangente
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Al dejar claro el significado de la representacion grafica de la pendiente de la recta tangente
a lafuncion del &rea de un circulo de radio x, se les pide seleccionar la opcion Vista Grafica 2,
oprimir el boton Mostrar 2, ubicarse en un valor especifico en el deslizador x y mover el

deslizador b (Figura 90).

~ Vista Grafica | | » vista Gréfica 2 X
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Figura 90. Relacion entre pendiente de la recta tangente a la funcién area y el perimetro

Al realizar estas acciones, los estudiantes analizaron el comportamiento de cada uno de los
objetos variables a partir de la variacion del deslizador b, con esto, Arturo menciona “el radio
depende de lo que pongamos en x y la longitud que tiene el deslizador b es la longitud de esa
parte del perimetro de la circunferencia que se estd formando aca [refiriéndose a la
circunferencia Vista Grafica 2], momento en el cual Harold interviene aclarando que el valor
méaximo del deslizador b corresponde al valor de la pendiente de la recta tangente en ese punto
y que por esta razon la pendiente tiene la misma longitud de la parte del perimetro de la
circunferencia mostrada en la Vista Grafica 2, creando la conjetura “el perimetro de la
circunferencia en un radio especifico es igual a la pendiente de la recta tangente en el mismo

radio” (Juliana).

Esto da cuenta de que las tareas planteadas en el principio de reinvencion guiaday el proceso
de interaccion, en el cual se ponen de manifiesto las relaciones encontradas por cada uno de

los estudiantes, permiten la creacion de modelos planeando conjeturas acerca de la relacién
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entre la pendiente de la recta tangente a la funcion del area de un circulo de radio xy el

perimetro de una circunferencia del mismo radio.

De acuerdo con lo manifestado en la interaccion entre estudiantes — estudiantes, fue
necesario aclarar que la conjetura se tiene siempre y cuando se refiera a la pendiente de la recta
tangente a la funcion area. Motivo por el cual, Juliana y Arturo, en sus modelos retdricos
(Figura 91), lograron manifestar con claridad la relacion entre la pendiente de la recta tangente

y el perimetro.

Cl fofmotio de la cieonferencid en yn wadio especi{ico et wud | a
a la penclionle do la recta '[ﬂ“*{\'ﬂﬁi'f'..:a. 1) gmﬁm del areg €oN
tespecto a| tadio en el mismo tadio especifico
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Figura 91. Modelo retorico Juliana y Arturo

Harold crea un modelo retérico y algebraico (Figura 92), donde, a pesar de que no es
explicito, m representa la pendiente de la recta tangente a la funcion area del circulo y P el
perimetro de la circunferencia formada, mostrando algebraicamente la definicion de la
pendiente de la recta tangente como el limite del delta del area sobre el delta del radio cuando
éste tiende a cero, siendo ese limite igual al diferencial del &rea con respecto al radio, suceso
que evidencia la claridad que posee acerca de la definicion de la pendiente de la recta tangente

y la diferencia entre el delta de una cantidad y el diferencial de la misma.

H: me di cuenta de que si esa magnitud de la pendiente de la recta tangente a la curva
area radio es igual al perimetro entonces esa pendiente la puedo representar como m
bueno la formula de la pendiente, delta de area sobre el delta de radio, entonces eso seria
en dos puntos. Entonces debo hallarla en el instante que me estan pidiendo en un solo

radio, entonces es el limite cuando delta de r tiende a cero, 0 sea la pongo en un instante,
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de delta de A sobre delta r y esa es la derivada, entonces la derivada del area con respecto

al radio es igual al perimetro.

d) ¢~IL 7 magnl‘\ud ae v, l:(m‘t [ P i
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Figura 92. Modelo retorico y algebraico Harold

5.5.2 Matematizacion Vertical- Nivel Referencial

"La magnitud del segmento AG corresponde a la pendiente de la
recta tangente y a su vez a la magnitud del perimetro
de la circunferencia” (Artura)
"Si la magnitud de AG es la magnitud del perimetro respecto a un r cualquiera
entonces el barrido de AG es igual a la funcién del perimetro
respecto al radio” (Harold, Juliana y Arturo)

REFERENCIAL
Plantear supuestos enriquecidos con objetos matematicos
REFERENCIAL PRINCIPO DE REINVENCION acerca de como encontrar una magnitud el perimetro de una
Artura E INTERACCION »| circunferencia conacienda el drea del circulo del mismo radio.
Harold Estudiantes-Estudiantes . .
Juliana Estudiantes-Investigadora Identificar y representar la relacion existente entre el drea y el

perimetro de un circulo y circunferencia con la derivada del area.

PRINCIPIO DE REINVENCION GUIADA
"El perimetro de la circunferencia en un radio especifico
es igual a la pendiente de la recta tangente en el mismo
radio” (Juliana).

SITUACIONAL
Juliana
Arturo
Harold

[l‘)ﬂ'—'—!)ﬂﬂ'\< 20~'—(‘\>N'—'—|>3l’ﬂ—|>3]

[ MATEMATIZACION HORIZONTAL ]

Figura 93. Resumen Nivel Referencial Segunda Situacion

5.5.2.1 El caso de Juliana, Harold y Arturo. En las tareas disefiadas para el nivel referencial,
por medio de la interaccion con el software, se les pide encontrar la magnitud del segmento
AG (Figura 94), la cual corresponde al valor de la pendiente de la recta tangente a la funcion

area.

Para los estudiantes no resulto dificil encontrar dicha magnitud, manifiestan que la magnitud
del segmento AG corresponde a la magnitud de la pendiente de la recta tangente y la relacionan

con el perimetro de la circunferencia mostrada en la Vista Grafica 2 dado que en el modelo
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creado en el nivel anterior (Nivel Situacional) notan que la pendiente de la recta tangente a la

funcidn area corresponde al perimetro de una circunferencia del mismo radio.
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Figura 94. Magnitud Segmento AG

Juliana (Figura 95) menciona el segmento AG es paralelo a la pendiente de la recta tangente,
siendo necesario aclarar que es paralelo al segmento que representa la magnitud de la pendiente
de la recta tangente, puesto que, aunque ella hace referencia a dicho segmento, es importante
que los estudiantes interpreten los objetos matematicos e identifiquen sus propiedades para asi
fomentar el desarrollo del proceso de comunicacion, ya sea verbal, algebraico, grafico, entre

otras.
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Figura 95. Magnitud AG Juliana

Arturo manifiesta que la magnitud del segmento AG corresponde a la pendiente de la recta
tangente y a su vez a la magnitud del perimetro de la circunferencia a partir de lo observado en

la interaccion con el software y el modelo creado en el Nivel Situacional, en el que hace
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referencia la relacion entre la pendiente de la recta tangente y el perimetro de la circunferencia

visto como ndmero y no como funcion.
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“La magnitud del segmento AG es igual a la pendiente de la recta tangente por tanto al perimetro de la
circunferencia”

Figura 96. Magnitud AG Arturo

Harold representa de forma retorica la relacion entre la longitud del perimetro y la pendiente
de la recta tangente a la funcion area (Figura 97), relacionando directamente la medida del
segmento AG con la pendiente de la recta tangente y el perimetro, omitiendo en su

representacion detalles especificos de los objetos matemaéticos involucrados.

Vo= Long bod-dd pei /7o
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Figura 97. Magnitud AG Harold

5.5.2.2 Principio de Interaccion y Reinvencién Guiada . Al solicitarles activar el rastro del
punto Gy preguntarles acerca de su significado manifiestan con seguridad que corresponde a

la funcion perimetro con respecto al radio.

“Si la magnitud de AG es la magnitud del perimetro respecto a un r cualquiera entonces el

barrido de AG es igual a la funcion del perimetro respecto al radio” (Harold, Juliana y Arturo).

Suceso que da cuenta de la importancia de la observacion del rastro del punto G y el
significado de la magnitud del segmento AG puesto que permite la interpretacion del perimetro

de una circunferencia de radio variable como una funcién.
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La importancia de la influencia del rastro se evidencia en el modelo creado por Harold,
puesto que al interpretar el significado de la magnitud del segmento AG (Figura 97) su modelo
hace referencia al valor del perimetro, mientras que cuando interpreta el significado del rastro

menciona que este corresponde a la funcidn perimetro con respecto al radio (Figura 98).

el barndp o @
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Figura 98. Vision del perimetro como funcion Harold

Después de interpretar el perimetro como una funcion a partir del rastro del punto G, se les
solicita hallar la expresion algebraica que representa la interdependencia del perimetro en
funcidn del radio x a partir del area de la circunferencia. Juliana reconoce la interdependencia
entre el perimetro de la circunferencia y el &rea del circulo a través de la pendiente de la recta
tangente (Figura 99), esto es, el perimetro de la circunferencia es igual a la derivada de la
funcidn éarea, la cual representa algebraicamente como el diferencial del &rea sobre el
diferencial de radio, misma representacién que realiza Arturo. Asi mismo, asocia el significado

de la pendiente de la recta tangente a la funcion area con el significado de derivada.
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Figura 99. "Modelo de" Juliana

Harold (Figura 100) crea un modelo algebraico en el que se evidencia la relacion entre la
funcion perimetro y la pendiente de la recta tangente, la cual interpreta como el limite de la

diferencia del area con respecto a la diferencia del radio cuando esta tiende a cero, mostrando
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nuevamente claridad acerca de la diferencia entre el delta y el diferencial, puesto que es claro
que el limite de la diferencia es igual al diferencial que corresponde precisamente a la diferencia

instantanea, esto es, la derivada.
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Figura 100. "Modelo de" Harold

Los estudiantes, al momento de interactuar y poner de manifiesto los modelos creados
manifiestan que para hallar la expresion algebraica que representa la interdependencia del
perimetro en funcion del radio x, basta con derivar la funcion area de la circunferencia de radio

X.
I: ¢como hallar la funcion perimetro de una circunferencia a partir de la funcion éarea?
H, A: derivando
H: o sea la derivada del area con respecto al radio
J: si derivo el area obtengo el perimetro
I: ¢por qué?

J: porque estoy usando la recta tangente en ese punto y si derivo el area obtengo la

pendiente de la recta tangente
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5.6 Fendmeno Area y Perimetro Primera y Segunda Situacion
5.6.1 Nivel General

I: éQué relacidn hay entre derivada e integral?
J: Son funciones inversas que cuando tengo una funcién
cualquiera y la integro obtengo otra funcién nueva y al
derivar esa funcién nueva vuelvo a obtener la misma inicial.

Harold representa algebraicamente que la derivada de la integral
de una funcion f(x) corresponde a la funcién gue se esta integrando.

™

GENERAL
Representar algebraicamente la relacién
existente entre derivada e integral

PRINCIPIO DE REINVENCION
E INTERACCION

GENERAL Estudiantes - Estudiantes
Arturo Estudiantes - Investigadora —p|  Conjeturar la relacién existente entre
Harold N N derivada e integral.
Juliana Para derivar una integral e integrar una

derivada, es necesario que la funcion se

N N " Conjeturar bajo qué condiciones se cumple
pueda integrar o derivar respectivamente.

P la relacion entre derivada e integral.
PRINCIPIO DE REINVENCION

Plantee una conjetura acerca de la relacién, en general,
entre drea-perimetro y perimetro-drea de una circunferencia
y un circulo del mismo radic ¢como hallar una magnitud
variable conociendo la otra?

REFERENCIAL
Arturo
Harold
Juliana

SITUACIONAL
Juliana

[I—ZDO'-'—':UH'\< 20-—O>N'-'-l>3m—lh2]

Arture
Harold

[ MATEMATIZACION HORIZONTAL ]

Figura 101. Resumen Nivel General Primera y Segunda Situacion

5.6.1.1 El caso de Juliana, Harold y Arturo. Principio de Interaccién y Reinvencion Guiada.
Al momento de pedirles conjeturar la relacién, en general, entre area-perimetro y perimetro-
area, los estudiantes manifiestan las relaciones encontradas en las dos situaciones anteriores.
Arturo (Figura 102) crea un modelo retérico en el que menciona las relaciones entre las
magnitudes variables, area y perimetro, con los procesos de integracion y diferenciacion

respectivamente.
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La derivada de la funcién area con respecto al radio es la funcién perimetro con respecto al radio. La integral de
la funcién perimetro con respecto al radio es la funcién area con respecto al radio.

Figura 102. Modelo retérico Arturo

Juliana (Figura 103) y Harold (Figura 104), a diferencia de Arturo, crean un modelo
algebraico en el que, al representar la relacion entre la integral con las magnitudes variables

area y perimetro, dejan de lado la constante de integracién, aclarando, en el proceso de
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interaccion, que dicha constante en este caso es igual a cero, puesto que cuando el radio es

igual a cero el area también lo es.

Harold, al reconocer en forma simultanea las relaciones encontradas en las dos situaciones
matematicas realistas, representa de forma algebraica la relacion entre derivada e integral
manifestando que la integral de la derivada de la funcion area con respecto al radio es igual a

la funcidn que se esta derivando.

Por su parte, Juliana, menciona que una consecuencia de la relacion inversa entre la derivada
y la integral es que la derivada de la funcion area del circulo con respecto al radio corresponde
a la funcion perimetro de la circunferencia del mismo radio, interpretando la derivada como la
pendiente de la recta tangente a partir de la reflexién de los modelos creados en el nivel anterior
y al proceso de reinvencion guiada e interaccion, en el que manifiestan la necesidad de conocer
alguna magnitud variable area o perimetro para encontrar la otra con el uso de la derivada o la

integral.
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Figura 103. Modelo algebraico Juliana
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Figura 104. Modelo algebraico Harold

J: integrando, derivando, dependiendo la que tenga, la integral del perimetro es el area 'y

la derivada del area es el perimetro.
H, A: si, estamos de acuerdo.

Al cuestionarlos acerca de si la relacion entre las magnitudes variables y la derivada e
integral se sigue cumpliendo para valores negativos de la variable independiente, manifiestan
que se cumple a pesar de que no se cumpliria en el contexto real puesto que al considerar
valores negativos de x, el perimetro y el area serian negativos, y la integral del perimetro seria

negativa.

A: si se sigue cumpliendo solo que se sale del contexto real, porque en la realidad nunca
vamos a tener perimetros o areas negativas, pero si se sigue cumpliendo para cualquier

caso.
I: ¢que se sigue cumpliendo?

A: 0 sea 2mx es una recta, cuando los valores de x sean negativos entonces daran los

valores de la recta debajo del eje y y la integral sera el area negativa.

Por otra parte, al preguntarles acerca de la validez de la relacion entre magnitudes

enmarcadas en otros fendmenos con funciones que tengan el mismo comportamiento y la
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derivada e integral, los estudiantes lograron desprenderse del contexto, identificando que el
comportamiento de la funcién perimetro y area de un circulo es lineal y cuadratica
respectivamente, refiriéndose ahora a funciones lineales y cuadraticas y no al perimetro y area
del circulo.

Al verificar la relacion, Harold (Figura 105) representa algebraicamente que la integral de
larecta y = x es una funcion cuadratica % y la derivada de la funcién cuadratica es la funcion
lineal omitiendo el diferencial y la constante de integracion.

Juliana aclara que deben verificar la conjetura para cualquier funcién lineal, puesto que
Harold solo la verifica para la recta y = x, poniendo de manifiesto su modelo (Figura 106), en
el cual, al igual que Harold, omite la constante de integracion. Con los modelos de Harold y

Juliana, concluyen que la conjetura es valida puesto “se sigue cumpliendo que el uno sea la

derivada del otro y el otro la integral del otro” (Arturo).

I si se tienen magnitudes variables que tengan el mismo comportamiento, pero en otros

fendmenos, ¢la conjetura se sigue cumpliendo?
H, A, J: si, se sigue cumpliendo.
I: ¢por qué?

H: porque la integral de una ecuacion lineal va a ser una parabola y la derivada de una

parabola va a ser una ecuacion lineal.

A: porque se sigue cumpliendo que el uno sea la derivada del otro y el otro la integral del

otro.

J: si, tienen razén, yo opino lo mismo.

2
I: de acuerdo con la conjetura de Harold, ¢la integral de x es entonces x??
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A: mm no, falta la constante de integracion, o sea, siempre que uno integra debe poner la

constante.
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Figura 105. Relacion fuera del contexto Harold
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Figura 106. Relacion fuera del contexto Juliana

Arturo pone de manifiesto su conjetura, en la cual tiene en cuenta la constante de integracién
y recalca la relacion entre derivada e integral (Figura 107). Menciona que la integral y la
derivada son operaciones opuestas teniendo en cuenta el significado de la integral indefinida,
puesto que menciona que al integrar una funcion derivada obtiene la funcién que se deriva mas

una constante. Asi mismo, no menciona condicion alguna para la funcion que se deriva.
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Son operaciones opuestas, al integrar una derivada da como resultado la funcion que se derivé més una constante,
lo mismo, al contrario, pero sin la constante.

Figura 107. Relacion fuera del contexto Arturo

De acuerdo con el modelo retorico creado por Arturo, es necesario representar
algebraicamente dicha relacion. Sea f(x) una funcidn continua, al integrar la derivada de f se

tiene que
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d
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Con la representacion algebraica, los estudiantes caen en la cuenta de que, al integrar
indefinidamente la funcién derivada, no obtienen la funcidn que se esta derivando puesto que

se diferencian en la constante de integracion.
I: ¢f (x) esigual a f(x) + c?
H: no, no son iguales
A: no son iguales porque una tiene una constante y la otra no.
I: ¢y entonces, la relacion no se cumple?

A: pues debe ser una integral definida porque en la definida no hay constante de

integracion.

I: ¢qué representa la integral definida?
J: el area bajo una curva

I: ¢el &rea bajo una curva?

H: bueno, con la integral definida se puede calcular el area bajo una curva o el area

negativa sobre una curva.

I: ¢y a qué conclusion llegaron acerca de la relacion entre las magnitudes variables y la

derivada e integral para valores negativos de la variable independiente?

A: como tener un perimetro negativo, o sea 2mx una recta, cuando los valores de x sean
negativos entonces daran los valores de la recta debajo del eje y sera el area negativa
sobre la curva, o sea el area negativa del circulo de mismo radio. Entonces debe ser la

integral de un valor a otro cualquiera x
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H: y ahi ya no hay constante de integracion porque es una integral definida.

Al aclarar el significado de la influencia de la constante en la integral indefinida, y
solicitarles enunciar y representar de forma algebraica la relacion entre derivada e integral,
manifiestan que son operaciones inversas 0 contrarias, puesto que al derivar una funcién
integral se obtiene la funcién que se esta integrando y al integrar definidamente una funcién
derivada se obtiene la funcion que se esta derivando. Arturo expresa claramente su conjetura

de forma retorica (

Figura 108) resaltando la relacion entre la integral de una derivada en la cual no especifica
si debe integrar definida o indefinidamente la curva inicial o la curva que modela la pendiente
de la recta tangente a la curva inicial, a pesar de que €l cayo en la cuenta de la diferencia e
influencia en la relacion con el uso de la integral definida o indefinida de acuerdo con lo

expuesto en el proceso de interaccion.
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La integral de la funcion da una curva, la pendiente de la recta tangente a esa curva es su derivada, al integrar la
funcion que modela la pendiente de la recta tangente a la curva, da como resultado la misma curva.

Figura 108. Conjetura Arturo

Juliana, por su parte, menciona la relacion entre derivada e integral en un sentido (Figura
109), esto es, resalta la idea de que al derivar una funcién integral obtiene la funcion que esta

integrando, y, al igual que Arturo, no explicita si dicha integracion es indefinida o definida.
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Figura 109. Conjetura Juliana
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Harold representa algebraicamente la relacion entre derivada de integral (Figura 110), en la
cual menciona que la derivada de la integral de una funcién f (x) corresponde a la funcién que
se esta integrando, mostrando de forma explicita la relacion entre la derivada de una integral
evidenciando dificultades en la interpretacion de la integral indefinida, donde Arturo
complementa la conjetura de Harold y Juliana mostrando la relacion entre la integral de una

derivada.
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Figura 110. Conjetura Harold

Al cuestionarlos acerca de la validez de la relacion encontrada entre derivada e integral
manifiestan que no siempre se cumple, puesto que como la relacién es: derivar una integral e
integrar una derivada, necesitan que la funcion se pueda integrar o derivar respectivamente,

atribuyéndole condiciones a la funcion que se derive o se integre.
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Figura 111. Cuestionamiento del modelo Juliana

H, A, J: se cumple siempre, siempre.

A: la cosa es que pocas funciones pueden ser integrables, pero practicamente todas

pueden ser derivables.

I: ¢entonces?
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H: hay funciones que se pueden derivar, pero no integrar, y hay funciones que se pueden

integrar, pero no derivar.

I: ¢en qué condiciones se cumpliria la conjetura?
J: pues la funcidn debe ser derivable o integrable.
I: ¢cual funcién?

H: pues si es la derivada de la integral, la funcién que se integra debe ser integrable, si

no, no va a existir la integral.
A: y si es la integral de la derivada, la funcion que se deriva debe ser derivable.
I: ¢y cuando una funcion es derivable o integrable?

J: para que sea integrable la funcion puede tener un nimero finito de discontinuidades y

debe ser acotada y para que sea derivable debe ser continua.

I: (dibuja la funcion valor absoluto) esta funcion es continua ¢es derivable en todos los

puntos?

J: ah no, debe ser continua y no tener picos.
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6. Conclusiones

De acuerdo con Gravemeijer (citado en Van den Heuvel-Panhuizen, 2003), el cual destaca la
conexion entre el uso de modelos y el principio de reinvencion guiada, hemos notado que, para
lograr el paso de un nivel inferior a un nivel superior, los modelos, la reinvencion guiada y la
interaccion entre estudiantes - estudiantes, profesor - estudiantes y software - estudiante, juegan
un rol importante, puesto que uno de los objetivos de la educacion matematica realista es que

el estudiante reinvente las matematicas por si mismo, pero que no lo haga de forma individual.

El papel del docente debe ser de mediador y guia en el proceso de interaccion, por lo que el
disefio de tareas debe ser planificado y controlado por el docente de forma tal que permita que
el proceso de reinvencion sea de forma natural y no forzada, permitiéndole al estudiante la

construccion del conocimiento.

Se pudo observar que gracias al proceso de interaccion (estudiante-estudiante, estudiante-
investigador, estudiante-software) y a las tareas disefiadas para el principio de reinvencién
guiada, los estudiantes identifican y representan la distancia recorrida como la acumulacién del
cambio de la velocidad (integral definida de la velocidad) y la velocidad como la razon de
cambio de la acumulacién de la velocidad (razon de cambio de la distancia), asi como el area
de un circulo como el area bajo la funcion perimetro, y el perimetro como la pendiente de la
recta tangente a la funcion area, planteando implicitamente supuestos acerca de como encontrar

una magnitud variable conociendo la otra con el uso de integral y derivada.

Las tecnologias digitales fueron fundamentales en el trabajo y el logro de los objetivos de
aprendizaje, porque ofrecieron la posibilidad de poder grabar fendmenos, haciéndolos mas
accesibles e imaginables para el estudiante y ofreciéndole la posibilidad de visualizar,
manipular, explorar, conjeturar, crear y comparar diferentes representaciones de los modelos

“de” y “para” la solucion de la situacion.



171
MATEMATIZACION DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Asi mismo, notamos que la tecnologia no fue un limitante para el paso de un nivel a otro, al
contrario, el disefio planificado y el uso de esta, les permitié a los estudiantes encontrar
regularidades, patrones y/o caracteristicas propias del concepto en cuestion que no se
encontrarian facilmente a lapiz y papel, conduciendo asi a la creacién de conjeturas y

justificaciones de los modelos creados, promoviendo el proceso de reinvencion.

Por otra parte, pudimos observar que se presentan dificultades en la conceptualizacion de la
integral definida y la integral indefinida, puesto que los estudiantes no tienen claridad entre las

diferencias y el significado de cada una de ellas.

A continuacidn, presentamos dos secciones: i) caracterizacion a posterior de los niveles de
matematizacién Situacional, Referencial y General; ii) Caracterizacién a posteriori y algunas
modificaciones de la secuencia de tareas disefiadas en cada una de las situaciones matematicas

realistas enmarcadas en el fenémeno de Caida Libre y Area y Perimetro.

6.1 Caracterizacion a posteriori de los niveles de matematizacion del Teorema
Fundamental del Célculo

La caracterizacion de los niveles de matematizacion se hizo mediante la comparacion de la
caracterizacion a priori realizada en la Fase 111 (apartado 4.4 Fase IV: Descriptores a priori de
los Niveles de Matematizacidn) con los modelos emergentes y producciones libres de los
estudiantes al momento de realizar la secuencia de tareas enmarcadas en las situaciones

matematicas realistas para la matematizacion del TFC.
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6.1.1 Nivel Situacional FCL y FAP. De acuerdo con las hojas de trabajo, las evidencias
obtenidas a partir de las videograbaciones de la aplicacion de cada secuencia y el analisis
realizado a cada una de ellas, se pudieron ratificar los modelos emergentes previstos en el
analisis a priori del Nivel Situacional (apartado 4.2.2 Analisis a priori de las tareas disefiadas
en cada situacion matematica realista enmarcada en el Fendmeno Caida Libre (FCL)), salvo
que, a pesar de introducir las términos como acumulacion del cambio, razén de cambio de
acumulacién y region barrida por el rastro de segmentos, en los modelos creados no utilizaron
dichas expresiones pero si las asociaron de forma inmediata con las nociones de area bajo
curvas y razon de cambio, del significado dado en el contexto, al area bajo la curva. Sin
embargo, aunque no usaron dichos términos en la creacion. de las conjeturas, fue la exploracion
de estas ideas las que los llevaron a utilizar explicitamente la derivada y la integral para la

solucién de las situaciones matematicas realistas.

Se pudo evidenciar que al momento de enfrentarse a la Primera y Segunda Situacién del
FCL sin ningun proceso de interaccién y reinvencion guiada, los estudiantes trabajaron con los
conocimientos previos acerca del uso de la derivada o la integral para resolver dichas
situaciones, pero no tenian claro el por qué su uso y como usarlas adecuadamente. Sin embargo,
de acuerdo con los modelos creados en este nivel a partir de las tareas disefiadas para el proceso
de interaccion y reinvencion guiada se pudo constatar que dichas tareas permitieron el
descubrimiento de la relacion, en intervalos de tiempo, de las variables distancia y velocidad

con las ideas del area bajo la curvay la razon de cambio promedio del area bajo la curva.

En el FAP, en la Primera y Segunda Situacion los estudiantes utilizaron la derivada y la
integral con un poco mas de seguridad puesto que al enfrentarse a dichas situaciones ya habian
realizado las tareas del FCL, sin embargo, al momento de justificar sus estrategias de solucion,
las argumentaciones estuvieron ligadas al procedimiento algebraico realizado sin mencionar

en el hecho de que la integral y la derivada estan relacionadas de forma inversa.
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De acuerdo con los modelos creados en este nivel para el FAP a partir de la solucion de las

tareas disefiadas para el proceso de interaccion y reinvencion guiada se pudo evidenciar que

éstas permitieron a los estudiantes aclarar el comportamiento de las funciones perimetro de una

circunferencia y area de un circulo del mismo radio, asi como el porqué del uso de la integral

y la derivada para la solucion de las situaciones, puesto que estas permitieron el descubrimiento

de la relacion entre las variables area y perimetro con el area bajo la funcion perimetro y la

pendiente de la recta tangente a la funcion area.

Tabla 11.

Descriptores a posteriori Nivel Situacional FCL y FAP

Descriptores generales (Henao y
Vanegas, 2012; Gonzales, 2015)

Caida Libre

Perimetro y Area

Identificar los elementos matematicos
pertinentes al problema situado en la
realidad.

Esquematizar, formular y visualizar
un problema de varias maneras.

Realizar las primeras representaciones
ligadas al contexto.

Representar el problema de acuerdo
con los conceptos matematicos
pertinentes y plantear supuestos,
donde dichas representaciones estan
ligadas al contexto.

Identificar y conocer el comportamiento
de la distancia y velocidad con respecto
al tiempo en la situacién problema, de
acuerdo con la informacion
suministrada por el video, el uso de
estrategias intuitivas y/o conocimientos
previos.

Interpretar informacion tabular vy
predecir el comportamiento de las
magnitudes variables (distancia,

velocidad) implicadas en la situacion
problema.

Plantear supuestos acerca de la relacién
entre las  magnitudes variables
(distancia-velocidad) con las ideas de
acumulacién del cambio (&rea bajo la
curva velocidad) y la razén de cambio
de la acumulacién (razén de cambio de
la distancia) en intervalos de tiempo.

Identificar y conocer el
comportamiento del &rea del circulo y
el perimetro de una circunferencia de
radio x de acuerdo con el uso de
estrategias intuitivas y conocimientos
previos.

Plantear supuestos acerca de la
relacion entre las  magnitudes
variables (4rea  circulo-perimetro

circunferencia) con las ideas de la
region barrida por el rastro de los
segmentos que se forman bajo la
funcion perimetro de la circunferencia
de radio (area bajo la funcion
perimetro) y la magnitud de la
pendiente de la recta tangente en
cualquier punto a la funcion area del
circulo del mismo radio.
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6.1.2 Nivel Referencial FCL y FAP. Se pudo observar en la Primera Situacién del FCL que
el proceso de interaccion, la reflexion de los modelos creados en el Nivel Situacional y las
tareas disefiadas para el principio de reinvencion guiada en el Nivel Referencial, lograron que
los estudiantes identificaran y representaran retorica y algebraicamente la distancia recorrida
por la pelota hasta un instante de tiempo t, como la integral de la velocidad desde el inicio del
movimiento hasta ese instante, presentando en un principio confusiones acerca del significado
y las diferencias entre la integral definida e indefinida, las cuales se aclararon debido a la
influencia del contexto fisico y el andlisis del efecto de la integral definida e indefinida en la
situacion matematica realista. Aunque en las tareas se les pedia graficar la relacion entre la
distancia recorrida por la pelota y el area bajo la curva velocidad, solamente un estudiante logré

hacerlo.

En la Segunda Situacion del FCL, los estudiantes lograron identificar y representar
algebraicamente la velocidad instantanea como la razon de cambio instantdnea de la
acumulacion de la velocidad, teniendo en cuenta que dicha acumulacion representa la distancia
recorrida por la pelota, plantearon implicitamente supuestos acerca de como encontrar una
magnitud variable conociendo la otra, mostraron claridad acerca del significado de la razon de
cambio instantanea, interpretandola como el limite de la razén de cambio promedio de la
velocidad cuando el intervalo de tiempo tiende a cero, y soportaron sus argumentos en la
representacion algebraica de la relacion entre la razén de cambio y la velocidad. Asi mismo
crearon modelos algebraicos y retéricos para representar la relacion de la distancia recorrida
en un intervalo de tiempo como la razén de cambio promedio, y la distancia recorrida en un

instante de tiempo como la razon de cambio instantanea.

Enel FAP, en la Primeray Segunda Situacion, a partir de la reflexion de los modelos creados
en el Nivel Situacional, los estudiantes lograron crear modelos retéricos y algebraicos acerca

de la relacion entre las magnitudes variables area y perimetro con los procesos de derivacién e
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integracion, asociando la region barrida por el rastro de los segmentos formados bajo la funcién

perimetro con la integral del perimetro, teniendo en cuenta que este solo es valido para valores

positivos del radio y la pendiente de la recta tangente a la funcién area con la derivada de esta.

De acuerdo con lo anteriormente expuesto, consideramos conveniente ajustar los

descriptores planteados para el Nivel Referencial (Tabla 12) en los dos fenémenos, puesto que

aqui los estudiantes utilizan explicitamente la integral y la derivada para representar las

relaciones entre las variables a partir de la reflexion de las ideas acumulacion del cambio, razon

de cambio de acumulacion, region barrida por el rastro de segmentos y pendiente de la recta

tangente dadas en el Nivel Situacional.

Tabla 12.

Caracterizacion a posteriori Nivel Referencial FCL y FAP

Descriptores generales (Henao y
Vanegas, 2012; Gonzales, 2015)

Caida Libre

Perimetro y Area

Comprender las relaciones existentes
entre el lenguaje del problema y el
lenguaje formal y simbdlico que se
necesita para comprenderlo en
términos matematicos.

Encontrar regularidades, relaciones y
patrones.

Crear diferentes modelos matematicos
particulares de la situacién-problema,
aunqgue se visualiza un vinculo con el
contexto.

Enriquecer las representaciones con
objetos matematicos.

Traducir el
matematicos.

problema a términos

Identificar y representar la distancia
recorrida como la integral de la
velocidad desde el inicio del
movimiento hasta un instante t.

Identificar y representar la velocidad de
la pelota como la razén de cambio de la

distancia, esto es, representar la
velocidad como la derivada de la
distancia.

Plantear supuestos enriquecidos con
objetos matematicos acerca de como
encontrar una magnitud variable
(distancia, velocidad) conociendo la
otra.

Identificar y representar la relacion
existente entre las magnitudes variables
(distancia-velocidad), la integral de la
velocidad (distancia) y la derivada de la
distancia (velocidad).

Identificar y representar el area de un
circulo de radio x como la integral de
la funcién perimetro teniendo en
cuenta que este es valido solo para
radios positivos.

Identificar y representar el perimetro
de una circunferencia de radio x como
la pendiente de la recta tangente a la
curva area en cualquier punto, esto es,
como la derivada de la funcién area.

Plantear supuestos enriquecidos con
objetos matematicos acerca de como
encontrar una magnitud variable (area
del circulo, perimetro de la
circunferencia) conociendo la otra.

Identificar y representar la relacion
existente entre las variables (&rea
circulo, perimetro circunferencia), la
integral del perimetro de 0 a r (area
circulo) y la derivada del é&rea
(perimetro circunferencia).
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6.1.3 Nivel General FCL y FAP. A partir de la reflexion de los modelos retoricos y algebraicos
creados en el Nivel Referencial en los dos fenémenos, los estudiantes lograron identificar y
representar la relacion existente entre las magnitudes distancia y velocidad, area y perimetro
con la integral y la derivada. En el Nivel General identificaron la relacién entre la integral de
una funcién derivada y la derivada de una funcién integral, manifestando que se obtiene
siempre la funcion que deriva y la que se integra respetivamente, razén por la cual la derivada
y la integral estan relacionadas de forma inversa, puesto que cada una deshace lo que hace la
otra, relacion que se evidencia en el TFC, sin referirse a las situaciones contexto de los

fendmenos trabajados.

Asi mismo, manifestaron el hecho de que estas relaciones se cumplen siempre y cuando la

funcion que se integre sea integrable y la que se derive sea derivable.

Sin embargo, a pesar de representar retorica y algebraicamente de forma intuitiva la relacién
existente entre derivada e integral, consideramos que, para el Nivel Formal, debe hacerse
énfasis en si la relacion se da tanto para integrales definidas como para integrales indefinidas
puesto que durante el proceso de matematizacién se presentaron varias confusiones con
respecto al significado de cada una de ellas y en el Nivel General solo manifestaron la relacion

refiriéndose a la integral sin especificar a cual se hace referencia.

Tabla 13.

Caracterizacion a posteriori Nivel General FCL y FAP

Descriptores generales (Henao y Vanegas, 2012; Gonzales, Caida Libre; Perimetro y Area
2015)

) ) ) Representar algebraicamente la relacion existente entre
Construir de expresiones algebraicas. derivada e integral.

Trabajar con notaciones y simbolos de la matematica para la

obtencién de modelos generales. ) » ] ) )
Conjeturar larelacion existente entre derivada e integral.

Utilizar operaciones y un lenguaje simbdélico, formal y técnico.
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Explicar graficamente la relacidn encontrada.

Refinar y ajustar los modelos matematicos mediante un proceso
de combinacion e integracion de modelos.

Generalizar

1994, p.104).

implica para Freudenthal
situaciones reconociendo caracteristicas similares que permiten
que se clasifiquen dentro de un determinado tipo (Gravemeijer,

conectar varias

Desprendimiento total del contexto.

Verificacion del modelo encontrado.

e integral.

Verificar si dicha relacién se cumple para cualquier
fendmeno que impliqgue magnitudes variables que
tengan el mismo comportamiento.

En qué condiciones se cumple la relacién entre derivada

6.2 Caracterizacion a posteriori y algunas modificaciones de la secuencia de tareas

disefiadas en el FCL

De acuerdo con las producciones libres de los estudiantes y los modelos creados en cada tarea,

realizamos en andlisis a posteriori de la secuencia y realizamos algunas modificaciones del

disefio de las mismas.

Primera Situacion: Abra el archivo Situacion_1.1, el cual muestra el video de la caida de

una pelota de tenis, que se suelta desde 1,817 m de altura (primer piso del edificio Laboratorios

Livianos de la UIS). A partir de la velocidad, halle la expresién algebraica que representa la

distancia desde el punto de lanzamiento para cualquier instante de tiempo t.

Tabla 14.

Analisis a posteriori Nivel Situacional y Referencial Primera Situacion FCL

Tarea

Posibles Respuestas

Contra Preguntas

NIVEL SITUACIONAL (NS)

1. A partir de la velocidad, halle la
expresion  algebraica  que
representa la distancia desde el
punto de lanzamiento para
cualquier instante de tiempo t.

R1. Usar la idea de que la velocidad es
igual a la distancia sobre tiempo v = %,
luego despejando se tienequed = v * t

R2. Usar la formula fisica que representa
la distancia de la pelota al punto de partida
en el fendbmeno de caida libre, esto es,

h(t) = igt2 donde, ¢t es el tiempo y g es
la aceleracidn de la gravedad.
R3. No conozco la velocidad de la pelota

para poder hallar la distancia a partir de la
velocidad.

R4.
t
d(t) = J v(t)dt = 4,178t?
0

CR1. ¢En cualquier fenémeno fisico
se tiene que la velocidad es igual a la
distancia sobre el tiempo? ;en qué

.. d
condiciones se cumple que v = " ?

CR2. (Esa expresion algebraica
representa la distancia de la pelota a
partir de la velocidad?

CR3. Y si conociera la velocidad,
¢cémo lo haria?

CRA4. CR5. CR6. ¢Por qué?

CR7. ¢(Qué
problema?

le estd pidiendo el
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R5.
d(t) = fv(t)dt =4,178t>

R6. Integro la velocidad y obtengo la
distancia.

R7. Integro la distancia y obtengo la
velocidad.

Discuta los resultados obtenidos con sus comparieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en la hoja de trabajo.

INTERACCION Y REINVENCION GUIADA NS

a. Describa el comportamiento de
la velocidad de la pelota desde el
punto de lanzamiento hasta que
toca el piso. Explique su
respuesta.

R1. Decreciente- Disminuye, porque la
pelota va hacia abajo.

R2. Creciente - Aumenta, porque cuando
va cayendo actla la aceleracion de la
gravedad y esto hace que la velocidad
aumente cada vez mas.

R3. Constante, es siempre la misma,
porque la pelota se suelta y no lleva una
velocidad inicial.

R4. Se va haciendo mas lenta.

R5. Se va haciendo mayor.

R6. No cambia.

R7. Cambia.

R8. Aumenta en forma constante porque

es un fenébmeno de caida libre, por lo
tanto, la velocidad es v(t) = gt

CR. (Qué es la velocidad?

CR. ¢La velocidad estd cambiando?
¢Como cambia?

b. ¢Cudl es la velocidad inicial?
Explique su respuesta

R1. Igual a cero (porgue suelta la pelota y
ahi no hay velocidad)

R2. Diferente de cero.
R3. La velocidad inicial seria cero, ya que

en el problema dice que se deja caer, se
suelta sin ninguna aceleracion.

CR1-3. ;Por qué igual a cero?

CR2. ;Por qué diferente de cero?

c. ¢Cudl es la velocidad final?
Explique su respuesta

R1. Igual a cero (porque cuando la pelota
toca el suelo la velocidad es cero)

R2. Diferente de cero (porque la
velocidad de la pelota aumenta cada vez
mas y cuando toca el suelo lleva velocidad
y la pelota rebota)

R3. Con la férmula de la velocidad y
conociendo el tiempo que ha transcurrido
desde que se lanza la pelota y toca el suelo

CR1. ¢Por qué igual a cero?
CR2. ¢Por qué diferente de cero?
CR4. (Esta seguro? ¢Por qué esa

férmula? (Porque me la ensefiaron en
fisica) ¢Por qué funciona?
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d. Ubiquese en la parte superior de
la pantalla y en la opcion
Ventana oprima “Vista
Derecha”, describa el
comportamiento de la velocidad
de la pelota desde el punto de
lanzamiento hasta que toca el
piso. Explique su respuesta.

R1. Creciente porque al transcurrir el
tiempo la magnitud de la velocidad es
mayor a la anterior.

R2. Cambia porque la magnitud de la
velocidad es diferente en cada instante de
tiempo.

CR2. {Como es el cambio?

e. Represente gréaficamente el
comportamiento de la velocidad
del movimiento de la pelota a
través del tiempo.

R1.

/

R2. R3.

CR1. ;Cuéntas
graficas hay?

representaciones

CR2. ¢Cudl es la grafica que mejor
modela la situacion?

CR3. (Por qué?

1.1 Halle la velocidad de la pelota en
los instantes de tiempo dados

Tiempo Velocidad

Os
0,031s
0,05s
0,145s
0,28s
0,34s
0,48s
0,6s
t

R1. No puedo porque el software no me
da esa informacion.

R2. Como la velocidad tiene wun
comportamiento lineal, porque larazén de
cambio es constante, entonces podemos
hallar la expresion algebraica de la
velocidad y asi reemplazar los tiempos de
la tabla y encontrar la magnitud de la
velocidad.

R3. v(t) =829t +0 reemplazo los
tiempos de la tabla y asi puedo encontrar
la magnitud de la velocidad.

CR1. (No puede trabajar con la
informacion tabular dada por Tracker?
¢ Qué puede encontrar en ellos?

De acuerdo con los siguientes
intervalos, halle las diferencias de los
intervalos de tiempo y las diferencias
de la velocidad. ;Cémo son las
diferencias?

[0,1; 0,133]
[0,2;0,233]
[0,3;0,333]
[0,367;0,4]
[0,4;0,433]

¢Qué significa que las diferencias de

la velocidad y el tiempo sean
constantes?
¢Coémo  puede interpretar esas

diferencias?

CR2. (Razon de cambio? ;Qué
significa? ;Cémo se interpreta en la
grafica de la magnitud cambiante?
¢Coémo hallar expresion algebraica?

CR3. ;Cémo encontrd la expresion
algebraica? ;Qué significa el 8,29?

¢. En Tracker, ubiquese en la parte
superior de la pantalla y en la
opcion Ventana oprima
“Herramienta  de  Datos...
(Analizar...)” y maximice la
nueva ventana, oprima el botén
Analyze, seleccione Ajustes.
¢ Cudl es la expresion algebraica
que representa la velocidad de la
pelota?

R1. v(t) = 8,356t + 0,5885

R2. v(t) = 8,356t

Con la expresion algebraica obtenida
en Tracker, ¢a qué es igual la
velocidad en t = 0s?

¢ ESs coherente que cuando el tiempo es
igual a Os la velocidad de la pelota sea
0.5885?

¢Cual seria entonces la representacion
algebraica de la wvelocidad con
respecto al tiempo?

d. Verifique las  velocidades
encontradas en el item 1.1 ;son
iguales los resultados? ¢por qué?

R1. No son iguales porque hay un margen
de error debido a que en realidad no se
pueden controlar todas las variables, en
este caso. Aunque no son iguales si son
muy parecidas.

¢Como es la velocidad inicial de
acuerdo con la informacion dada por
el software?
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R2. Son similares, pero con margen de

error.

¢Cémo se interpreta la cantidad
0,5885? ;,Cémo es la velocidad inicial
de acuerdo con la expresion
algebraica?

¢Cémo se interpreta la cantidad
8,3567?

Discuta los resultados obtenidos con sus comparieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en la hoja de trabajo.

1.2 Con ayuda del archivo anterior

a. En la gréfica de la velocidad
contra el tiempo ;donde se
evidencia el cambio de la
variable velocidad con respecto
al tiempo? ¢qué representa
geométricamente la
acumulacion del cambio de la
velocidad con respecto al
tiempo?

S0F
451
40
35+

.30t -
1.5 &
2.0
15

1,00 e 1

0 005 010 O 5|D_QD ,_QSIE‘ED 035 040 045 050 055 060
t

R1. En los valores del tiempo (cambio del
tiempo franja morada)

R2. En los valores de
(cambio de la velocidad — franja verde)
R3. En los puntos de la velocidad contra
el tiempo (cambio velocidad contra

tiempo — franja roja)

R4. El cambio es que a mayor tiempo la
velocidad se hace mayor, la acumulacién
del cambio de velocidad con el tiempo
geométricamente representa el area que

queda bajo la recta.

la velocidad

¢ Qué es el cambio?

Calcule el cambio de la magnitud
variable velocidad cuandot cambia
de:

0,15a0,133s

0,25 a 0,233s

0,3sa 0,333s

0,367sa 0,4s

0,467s a 0,5s
En la gréfica de velocidad contra
tiempo represente los cambios de
tiempo y velocidad anteriores.

¢Qué representan los puntos en la
mostrados en la vista grafica? Al
representar el cambio de la velocidad
contra el tiempo ¢esos cambios se dan
forma separada 0 de manera
simultanea?

b. En la ventana “Herramienta de
Datos”, oprima el boton
Mesaure y seleccione Area.
Halle la acumulacion del cambio
de la velocidad con respecto al
cambio de tiempo dado.

Intervalo de tiempo Area
[0,1; 0,133]
[0,2;0,233]
[0,3;0,333]
[0,367 ; 0,4]
[0,4 ;0,433]

Intervalo de tiempo Area
[0,1; 0,133] 0,0506
[0,2;0,233] 0,0818
[0,3;0,333] 0,112
[0,367;0,4] 0,129
[0,4;0,433] 0,138

Note que los extremos de la region
sombreada (el area bajo la curva) se
pueden mover.

c. Abra el archivo Situacion_1.2,
sabiendo que rrepresenta la
distancia recorrida por la pelota
desde el punto de lanzamiento a
través del tiempo. Halle la
distancia recorrida por la pelota
en los siguientes intervalos de
tiempo.

Intervalo de tiempo

[0,1; 0,133]
[0,2;0,233]
[0,3;0,333]
[0,367;0,4]
[0,4;0,433]

Distancia

R1. No sé como se hallan porque el
software solo da la distancia recorrida en

un instante de tiempo.

R2.
Intervalo de tiempo Distancia
[0,1; 0,133] 0,05
[0,2;0,233] 0,08
[0,3;0,333] 0,113
[0,367 ;0,4] 0,129
[0,4;0,433] 0,139

Si tiene la distancia recorrida en un
instante t; y en un instante t, ;cdmo
hallar la distancia que recorrio del
instante t,al instante t,?

d. Compare la tabla del item b con
la tabla del item ¢, ¢qué relacién
existe entre los datos contenidos

R1. El area bajo la curva velocidad en
intervalos de tiempos es igual a la
distancia recorrida en

intervalos.

los mismos

La distancia y el é&rea halladas
jcorresponden a los  mismos
intervalos?
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en ellas? Plantee una conjetura y
explique ampliamente.

R2. La distancia recorrida por la pelota es

igual al &rea bajo la curva velocidad.

R3. El area bajo la curva se puede
interpretar como la distancia, pero cuando
las otras variables son tiempo y velocidad.

Comparando la informacion de la
distancia y el area ;qué puede
concluir?

CR2. Si han transcurrido 0,133s
desde el lanzamiento de la pelota,
¢Cuanta distancia ha recorrido la
pelota?

Discuta los resultados obtenidos con sus comparieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en la hoja de trabajo.

NIVEL REFERENCIAL (NF)

INTERACCION Y REINVENCION GUIADA (NF)

e. ¢Qué relacion existe entre el
area bajo la curva velocidad y la

distancia recorrida hasta un
instante de tiempo? Plantee una
conjetura y explique
ampliamente.

R1. La distancia recorrida por la pelota es

igual al &rea bajo la curva velocidad.

R2. La distancia recorrida por la pelota
hasta un instante de tiempo es igual al area
bajo la curva velocidad desde el principio
del movimiento hasta ese instante de

tiempo.

¢Qué significa que dos cantidades
estén relacionadas?

CR1. ¢El &rea bajo la curva velocidad
de dénde a dénde? ¢en cualquier
intervalo?

f. De acuerdo con la conjetura
planteada, halle la distancia de la
pelota a partir de la velocidad en
cualquier instante de tiempo t.
Justifigue  ampliamente  sus
respuestas.

R1. Como ladistancia es igual al area bajo

la curva velocidad:

t
d(t) = f v(t)dt = 4,178t2
0

R2.

n
d(t) = lim ) v(t;)At = 4,178t>
n—-oo
i=1

R3.
Jv(t)dt = 4,178t?

CR3. ¢La integral indefinida
representa el area bajo la curva
velocidad?

g. Realice el andlisis de regresion
de los puntos que representan la
distancia de la pelota con
respecto al tiempo, para ello,
des-seleccione la opcion
Mesaure - Area, ubiquese enry
con click sostenido trasladela al
lado derecho de la columna ty
des-seleccione la opcién marcas
en la columna v. Compare los
resultados obtenidos en el item
anterior con los dados por el
software. ;Qué puede concluir?
Expligue  ampliamente  sus
respuestas y represente
graficamente los sucesos del
ftemeyf.

d(t) = 4,483t2 + 0,03875¢

La distancia hasta un instante de tiempo
es igual al area bajo la curva velocidad

desde cero hasta ese instante.

— Distancia recorrida hasta t

¢La distancia en cualquier instante de
tiempo hallada por usted es igual a la
regresion de los puntos que
representan la distancia con respecto
al tiempo?

Segunda Situacion: A partir de la distancia, halle la expresion algebraica que representa la
velocidad de la pelota para cualquier instante de tiempo t.
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Tabla 15.

Analisis a posteriori Nivel Situacional y General Segunda Situacién FCL

Tarea

Posibles Respuestas

Contra Preguntas

NIVEL SITUACIONAL (NS)

2. A partir de la distancia, halle la
expresion  algebraica  que
representa la velocidad de la
pelota para cualquier instante de
tiempo t.

R1. Usar la idea de que la velocidad es

igual a la distancia sobre tiempo v = %
R2. Usar la formula fisica que representa
la velocidad de la pelota en el fenémeno
de caida libre, esto es, v(t) = gt donde, t
es el tiempo y g es la aceleracion de la
gravedad.

R3. Conozco la distancia desde el punto
de lanzamiento del ejercicio anterior, pero
no sé cdmo hallar la distancia a partir de
la velocidad.

R4. La derivada de la distancia es la
velocidad.

R5.
dr = ot

CR1. ¢(En cualquier fendmeno fisico
se tiene que la velocidad es igual a la
distancia sobre el tiempo? ¢en qué

.. da
condiciones se cumple que v = < ?

CR2. (Esa expresion algebraica
representa la velocidad de la pelota a
partir de la distancia?

CR3. (Si sera posible hallar la
velocidad a partir de la distancia?

CR4. ¢(Por quée esa relacién? ¢En
cualquier fenémeno se cumple?

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en la hoja de trabajo.

INTERACCION Y REINVENCION GUIADA (NS)

En la ventana “Herramienta de Datos”
del archivo anterior, oprima Ctrl O y
abra el archivo Ventana 1.2.

¢ Qué es el promedio?

Intervalo de | Velocidad
a. Cudl es la magnitud aproximada tiempo aproximada ) _
de la velocidad que lleva la [0,1; 0,133] 1,5165 Por ejemplo, cuando decimos, los
pelota en los intervalos de [0,2;0,233] 2,454 estudiantes de ingenieria de primer
tiempo: [0,3;0,333] 33525 semestre tienen en promedio 16 afios
{g';f ggg} {8'3{2;‘8';‘} i'igg ¢cOmo se puede interpretar dicha
[0,3; 0,333] — - informacion?
[0,367; 0,4]
[0,467; 0,5]
b. Cuantifique el cambio del area ¢Qué es el cambio?
bajo la curva velocidad cuando Intervalo de AA
el tiempo cambia de: tiempo Con ayuda del software:
0,15a0,133s [01; 0,133] 0,0506 Halle el area bajo la curva velocidad
0,25a0,233s .
[0,2;0,233] 0,0818 ,
0,35a0,333s en t=01s y en t=0,133s ¢la
. 1 [0,3;0,333] 0,112 ) . . )
0,367sa 0,4s 0367 .04 0129 magnitud del area cambi6? ¢como
0,467sa0,5s [0,367;0,4] . . :
[0,467 ;0,5] 0,153 calcular la magnitud de ese cambio?
Intervalo de AA/At
c. ¢Cual es la rapidez del cambio tiempo
del area bajo la curva velocidad [0,1; 0,133] 1,5333 . Qué es la rapidez del cambio?
con respecto al tiempo en los [0,2;0,233] 2,4787 ¢ P '
cambios de tiempo anteriores? [0,3;0,333] 3,3939
[0,367 ;0,4] 3,909
[0,467;0,5] 0,153
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d. Compare los resultados
obtenidos en el item a con el
item ¢ ¢Qué puede concluir?
Plantee una conjetura. Explique
ampliamente sus respuestas.

R1. La velocidad promedio en intervalos
de tiempo es aproximadamente igual a la
rapidez del cambio del area bajo la curva
velocidad con respecto al tiempo en los
mismos intervalos de tiempo.

R2. La velocidad promedio en intervalos
de tiempo es aproximadamente igual a la
razén de cambio del area bajo la curva
velocidad en los mismos intervalos.

CR2. ;La razén de cambio es igual a
la rapidez del cambio?

NIVEL REFERENCIAL (NR)

INTERACCION Y REINVENCION GUIADA (NF)

e. Si los intervalos de tiempo se
hacen cada vez més pequefios,
¢qué sucede con la rapidez del
cambio del area en relacion con
la velocidad? Explique
ampliamente y plantee una
conjetura.

R1. Como siguen siendo intervalos, se
sigue cumpliendo que la velocidad
promedio es aproximadamente igual a la
razén de cambio.

R2. La rapidez de cambio instantanea es
aproximadamente igual la velocidad
instantanea.

CRL1. Si los intervalos de tiempo son
muy, muy pequefios, ;qué sucede con
la velocidad promedio?

¢Qué sucede con la razén de cambio
del area con respecto al tiempo si los
intervalos de tiempo se hacen cada vez
mas y mas pequefios?

CR2. ;Por que?

f. A partir de la conjetura anterior,
halle la velocidad de la pelota a
partir de la distancia en
cualquier instante de tiempo t.
Compare el resultado con la
velocidad encontrada en la
primera situacion, ;Qué puede
concluir?

. AA . , .
R1. lim — La derivada de del &rea bajo
At—0 At
la curva velocidad es igual a la velocidad.

R2. En}) AA—'f La derivada de la distancia es
igual a la velocidad.

R3. Derivando la distancia. La derivada
de la distancia es igual a la velocidad.

¢Coémo calcular la rapidez de cambio
del area con respecto al tiempo en
intervalos de tiempo infinitamente
pequefios?

g. En la representacion gréfica de
la distancia con respecto al

tiempo (area bajo la curva
velocidad con respecto al
tiempo) ;queé representa

geométricamente la razon de
cambio promedio y la razén de
cambio instantanea?

R1. En la grafica de la funcion distancia
con respecto al tiempo, la razon de
cambio promedio representa
geométricamente la pendiente de la recta
secante a la curva para un intervalo de
tiempo y la razon de cambio instantdnea
representa la pendiente de la recta
tangente a la curva para un instante de
tiempo t.

¢COmo interpretar graficamente la
razén de cambio promedio? ¢Qué
significado geométrico se le puede
atribuir a una razon?

h. Represente gréaficamente los
sucesos del itemd y e.

| velocidad promedio = Ad/At

/1

De acuerdo con la encontrado en el
item  anterior, ¢qué  relacion
geomeétrica pueden establecer?

Discuta los resultados obtenidos con sus comparieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en la hoja de trabajo.
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Tabla 16.

Analisis a priori Nivel General Primera y Segunda Situacion FCL

Tarea

Posibles Respuestas

Contra Preguntas

NIVEL GENERAL (NG)

INTERACCION Y REINVENCION GUIADA

3. Plantee una conjetura acerca de
la relacion, en general, entre
distancia—velocidad y
velocidad-distancia. ¢cémo
hallar una magnitud variable
conociendo la otra? Plantee una
conjetura.

R1. La derivada de la distancia es la
velocidad.

La integral de la velocidad desde el inicio
del movimiento hasta un instante de
tiempo es igual a la distancia recorrida por
la pelota hasta ese instante de tiempo.

R2.
dr

E = U(t)

f tv(t)dt = d(t)
0

¢Coémo hallo la distancia a partir de la
velocidad? ¢Coémo hallo la velocidad
a partir de la distancia?

¢Estan entonces relacionados la
distancia y la velocidad? ;Como es
esa relacion?

d. ¢La conjetura es valida para
cualquier fenébmeno que
implique magnitudes variables
con el mismo comportamiento?
Argumente y justifique
ampliamente sus respuestas.

Si las magnitudes tienen comportamiento
lineal y cuadratico se cumple que la
derivada de la magnitud cuadratica es la
magnitud lineal y la integral de la funcion
lineal es igual a la magnitud cuadrética
haciendo las constantes iguales.

¢Cudl es el comportamiento de la
distancia y la velocidad en las
situaciones anteriores?

e. ¢Quérelacion hay entre cantidad
variable,  acumulacién  de
cambio (area bajo la curva) y

razon de cambio de
acumulacién?  Justifique sus
respuestas.

R1. la derivada de la integral es igual a la
funcion que se integra

R2. Estan relacionadas de forma inversa,
esto es, la derivada de la integral es igual
a la funcion que se integra y la integral de
la derivada es igual a la funcion que se
derivada. La una deshace lo que hace la
otra.

¢Qué relacion hay entre derivada e
integral?

CR1. Y, al contrario, la derivada de
la integral?

f. Represente algebraicamente la
relacion encontrada.

f @) dx = f(x)

[ reax] = s

6.3 Caracterizacion a posteriori y algunas modificaciones de la secuencia de tareas

disefadas en el FAP

De acuerdo con las producciones libres de los estudiantes y los modelos creados en cada tarea,

realizamos en analisis a posteriori de la secuencia y realizamos algunas modificaciones del

disefio de las mismas.
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Primera Situacién: A partir del perimetro de una circunferencia de radio x, halle la expresion

algebraica que representa el area del circulo en funcion del radio (x).

Tabla 17.

Analisis a posteriori Nivel Situacional y Referencial Primera Situacion FAP

Tarea

Posibles Respuestas

Contra Preguntas

NIVEL SITUACIONAL (NS)

1. A partir del perimetro de una
circunferencia de radio x, halle
la expresién algebraica que
representa el area del circulo en
funcién del radio (x).

R1. Usar la férmula que representa el area

de un circulo de radio r, esto es, A(r) =
2

nr

R2. No conozco el perimetro de la
circunferencia de radio r para poder hallar
el area del circulo a partir del perimetro.

R3. El perimetro de una circunferencia es
p(r) = 2mr, y para hallar el &rea, integro
el perimetro.

onrdr =nari+c
R4.
me" dr = wr?

CR1. (Esa expresion algebraica
representa el area de un circulo de
radio r a partir del perimetro de una
circunferencia del mismo radio?

CR2. Y si conociera el perimetro,
¢cémo lo haria?

CR3. ¢Por qué integrar el perimetro
para obtener el area? ¢y la constante
de integracion?

CR4. Es una integral indefinida ¢y la
constante de integracion?

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en la hoja de trabajo.

PRINCIPIO DE INTERACCION Y REINVENCION GUIADA (NS)

a. Describa el comportamiento del
perimetro de una circunferencia
cuando  varia el radio
x. Expligue ampliamente

R1. El perimetro decrece- disminuye

R2. El perimetro crece - aumenta, porque
cuando aumenta el radio la circunferencia
crece, por lo tanto, el perimetro también
lo hace.

R3. Cambia.
R4. A mayor radio mayor perimetro

CR1. ;Por qué? si el radio de la
circunferencia aumenta ;qué sucede
con el perimetro?

CR2. ;Por que?

CR3. (El radio estd cambiando?
¢COmo cambia? ¢Si cambia el radio
cambia el perimetro? ¢Como influye
el cambio del radio en el cambio del
perimetro?

b. Represente gréfica y
algebraicamente el perimetro de
una circunferencia en funcion
del radio x. Justifique su
respuesta.

T

p(r) =2nr

CR.  ¢Cuantas
graficas hay?

representaciones

CR. ¢(Cual es la grafica que mejor
modela la situacion? ;Por qué?

CR. ¢La Representacion gréfica
corresponde a la representacion
algebraica?

Discuta los resultados obtenidos con sus comparieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en la hoja de trabajo.

1.1 Abra el archivo Situacion 2.1,
en €l se  muestra la
interdependencia  entre el

perimetro de una circunferencia

R1. Si, son iguales, porque si el radio
aumenta el perimetro también

R2. No son iguales.

CRL1. ;Son exactamente iguales? ¢por
qué?

CR2. ;Cuél es la diferencia? ¢por qué?
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y su radio (x). En la barra de
entrada escriba la representacion

algebraica hallada
anteriormente. ¢Coinciden las
dos graficas? Explique su
respuesta.

R3. Ambas graficas coinciden, pero la del
software no esta definida para r negativo,
ya que no es logico pensar en un
perimetro negativo.

Mueva el deslizador x, ¢qué
representa la magnitud del
segmento azul?

R1. El perimetro de una circunferencia de
radio r.

R2. La magnitud del perimetro.

R3. Nada, porque no sé cual es la
magnitud.

CR2. (El perimetro de quién? ¢de
cualquier circunferencia?

CR3. (Qué representa la grafica?
¢eudl es la variable independiente y
cudl es la dependiente?

En el mend Vista seleccione la
opcidén Vista Gréafica 2, oprima
los botones 2 (inicio), £
(activar rastro) y ° (animar)
¢qué relacién hay entre la
medida del segmento azul y la
circunferencia que se forma?
Plantee una conjetura y explique
ampliamente su respuesta.

R1. La magnitud del segmento azul
corresponde al perimetro de la
circunferencia que se va formando porque
yo lo medi el segmento azul y con esa
misma medida se formaba la
circunferencia.

R2. La magnitud del segmento azul
corresponde al perimetro de la
circunferencia que se va formando porque
yo medi la magnitud del segmento y el
perimetro de la circunferencia y son
iguales los resultados.

R3. Son iguales.
R4. Ninguna relacion.

R5. El perimetro de la circunferencia es
igual a la longitud del segmento azul
porque con el segmento azul formo una
circunferencia que tiene por perimetro la
magnitud de dicho segmento.

CR1-2. ;Por qué?

CR3. ¢la circunferencia que se forma
es igual a la magnitud del segmento
azul? ¢En qué son iguales?

CR4. Cuando activa la opcién animar,
¢ qué sucede con el segmento azul y la
circunferencia correspondiente?

Cambie el incremento a 0,1 y
oprima los botones inicio vy
animar nuevamente, verifique si
se sigue cumpliendo la conjetura
planteada.

. Cambie el incremento a 0,05 y
realice el proceso anterior.

Si cambia el incremento a 0,01
;Qué representa la region
barrida por el rastro de los
segmentos que se forman bajo la
funcion perimetro? ¢Qué
representa la region barrida por
el rastro de las circunferencias
que se forma en la Vista Gréfica

R1. El rastro de los segmentos que se
forman bajo la funcién perimetro
representa el area bajo la curva, la regién
barrida por el rastro de las circunferencias
que se forma en la Vista Grafica 2
representa el area del circulo y esas dos
regiones son iguales.

R2. Ninguna relacién

R3. El area barrida bajo la funcion
perimetro es el &rea de la circunferencia,
la region barrida por la circunferencia
también es su area, porque sabiendo que
la longitud del segmento azul es igual a la
longitud del perimetro de la
circunferencia, el barrido se puede
interpretar como la sumatoria de las
infinitas lineas debajo de la funcién

CRL1. ;Por que?

CR2. Cuando activa la opcién animar,
¢qué sucede con el segmento azul y la
circunferencia correspondiente? ; Qué
sucede con la region barrida por el
segmento y la circunferencia cuando
disminuye el incremento?
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2? ¢Qué relacion hay entre las
dos regiones? Justifique sus
respuestas.

perimetro que, por medir lo mismo, seria
la  sumatoria de las infinitas
circunferencias dentro del circulo.

Discuta los resultados obtenidos con sus comparieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en la hoja de trabajo.

NIVEL REFERENCIAL (NF)

PRINCIPIO INTERACCION Y REINVENCION GUIADA

f. De acuerdo con la relacién
encontrada, halle la expresion
algebraica que representa el area
de la circunferencia en funcion
del radio (x) a partir del
perimetro.

R1. El area bajo la curva perimetro de una
circunferencia de radio r es igual al area
del circulo del mismo radio.

R2.
.
Alr) = f 2nr dr = mr?
0
R3.
n
A(r) = lim Z p(r)Ar = nr?
=1
RA4.

onr dr = nr?

R5. Integrando el perimetro obtengo el
area.

CR4. ;La integral indefinida
representa el éarea bajo la curva
perimetro?

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en la hoja de trabajo.

Segunda Situacion: A partir del area de una circunferencia de radio x, halle la expresion
algebraica que representa el perimetro de la circunferencia en funcion del radio (x).

Tabla 18.

Analisis a posteriori Nivel Situacional y Referencial Segunda Situacion FAP

Tarea Posibles Respuestas Contra Preguntas
NIVEL SITUACIONAL (NS)
R1. Usar la férmula que representa el e .
perimetro de una circunferencia de radio Cellqrtli.r é,éEIs;?e:fllando el perimetro a
r,estoes, p(r) = 2nr P ’
2. A partir del éarea de una CR2.Y si conociera el area del circulo

circunferencia de radio x, halle
la expresion algebraica que
representa el perimetro de la
circunferencia en funcién del
radio (x).

R2. No conozco el érea del circulo de
radio r para poder hallar el perimetro de
la circunferencia a partir del area.

R3. El &rea de una circunferencia es
A(r) = nr?, y para hallar el perimetro,
derivo el area.

—nr? =2nr

dr

¢como lo haria?

CR3. ;Por qué derivar el area para
hallar el perimetro? ;Si no conociera
la férmula del perimetro cémo
verificar  efectivamente que la
derivada del area corresponde al
perimetro?

Discuta los resultados obtenidos con sus comparieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en la hoja de trabajo.

PRINCIPIO DE INTERACCION Y REINVENCION GUIADA (NS)

R1. Si, son iguales porque se sobreponen.

CRL1. ;Son exactamente iguales? ¢por
quée?
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2.1 Abra el archivo Situacién_2.2,
en él se muestra la
interdependencia entre el area de
una circunferencia y su radio
(x). En la barra de entrada
escriba la  representacion
algebraica hallada en el item f
¢Coinciden las dos graficas?
Explique su respuesta.

R2. No son iguales.

R3. Si coinciden en la parte positiva
porque no hay areas negativas.

R4. Coinciden en la parte positiva porque
no hay radios negativos.

CR2. ;Cuél es la diferencia? ;por qué?

CR3. (Es posible tener un valor de
area negativa? ;Como es la expresion
algebraica del area? ;en algin
momento puede ser negativa?
Supongamos un radio negativo cel
area es negativa?

a. Oprima los botones 2 (inicio)

y o (animar) ¢qué representa
la magnitud del segmento color
naranja?

R1. El area de un circulo de radio r.
R2. El area.

R3. Nada, porque no sé cual es la
magnitud.
drea de

R4. Representa el una

circunferencia.

CR2. (El perimetro de quién? ¢de
cualquier circunferencia?

CR3. (Qué representa la grafica?
¢eudl es la variable independiente y
cual es la dependiente?

CRA4. ;una circunferencia tiene area?

b. Oprima el botén Mostrar 1y
repita el proceso anterior, ¢qué

presenta la recta mostrada?
Expligue  ampliamente  sus
respuestas.

R1. Parece que es tangente a la curva.

R2. Representa una recta tangente a un
punto de la grafica.

R3. Representa la recta tangente a la curva
area en cualquier punto.

CR1. ;Cbémo verificar si es tangente?

c. Halle la pendiente de la recta
mostrada.

R1. Usando la fdérmula general de
pendiente

V2N

- Xyp — Xq

R2. Con la opcién pendiente que tiene
GeoGebra.

R3.

e B4
m= o Ar

CRL1. Para usar la férmula general de
la pendiente necesito dos puntos,
sobre larectay la recta que tenemos es
tangente, y sera siempre una recta
diferente. ;cdmo podemos hallar la
pendiente de la recta tangente a
cualquier punto de la curva? ;con el
uso del software podemos hallarla?

d. En el menl Vista seleccione la
opcioén Vista Gréafica 2, oprima
el boton Mostrar 2 y ubiquese
en un valor especifico en el
deslizador x, ahora mueva el
deslizador b, ¢qué observa?
Cambie los valores del radio x y
mueva el deslizador b (existe
alguna relacion? Plantee una
conjetura y explique
ampliamente sus respuestas.

e. ¢Laconjetura anterior se cumple
para cualquier valor del radio

(x)?

R1. Con el segmento que se forma en la
pendiente de la recta tangente, el cual
tiene la magnitud de la pendiente de la
recta tangente, se forma una
circunferencia.

R2. El segmento rojo con el que se forma
la circunferencia tiene la magnitud de la
pendiente de la recta tangente.

R3. EIl perimetro de la circunferencia es
igual a la pendiente de la recta tangente a
la funcion area.

R4. No observo ninguna relacion.

CR4. ;Qué nparticularidad tiene el
segmento rojo que se esta formando
en la Vista Gréfica 1?

¢Qué particularidad tiene el segmento
rojo que se esta formando en la Vista
Gréfica 2?
¢(Esos  dos estan
relacionados?

segmentos

Discuta los resultados obtenidos con sus comparieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en la hoja de trabajo.

NIVEL REFERENCIAL (NR)
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PRINCIPIO DE INTERACCION Y REINVENCION GUIADA (NR)

f. Desactive el botén Mostrar 2
y oprima el botén Mostrar 3,
¢qué representa la magnitud del
segmento AG? ¢por qué?

R1. Representa la pendiente de la recta
tangente porque es como si trasladaramos
el segmento que representa la pendiente.

R2. Representa la pendiente de la recta
tangente porque AG es paralelo al
segmento de la pendiente.

R3. El perimetro de la circunferencia.

CRL1. ;solo a la pendiente de la recta
tangente?

CR2. ¢Por el hecho de ser paralelos se
tiene que son iguales?

CR3. (Por qué?

g. Ubiquese en el punto G (dar clic
derecho y seleccionar la opcién
Rastro) y oprima el boton
Mostrar 4 ;qué representa el
rastro del punto rojo?

R1. Como el segmento representa la
magnitud de la pendiente de la recta
tangente y ésta es igual al perimetro de la
circunferencia  entonces el  rastro
representa la funcion perimetro.

R2. La funcion de la pendiente de la recta
tangente a la curva area de un circulo de
radio x.

CR2. (Y la pendiente de la recta
tangente a la funcién area con respecto
al radio es equivalente a...?

h. ¢(Qué relacion hay entre la
magnitud del segmento AG, la
pendiente de la recta y la
circunferencia mostrada en la
Vista Grafica 2? Plantee una
conjetura 'y explique sus
respuestas.

R1. Son iguales.

R2. La pendiente de la recta tangente a la
funcién area de un circulo de radio x es
igual AG e igual al perimetro de la
circunferencia del mismo radio.

CR1. ¢Son todas iguales? ¢todas
representan lo mismo?

i. De acuerdo con la conjetura
anterior, halle la expresion
algebraica que representa la
interdependencia del perimetro
en funcién del radio x a partir
del &rea de la circunferencia.

R1. Lo hallo derivando la funcién éarea
con respecto al radio del circulo para
obtener el perimetro de la circunferencia
del mismo radio.

R2. Derivando el area.

R3.
d(mr?)
dr

= 2nr

CR1. Represente dicho suceso de
forma algebraica.

CR2. ;Cudal area?
algebraicamente.

Represéntelo

Discuta los resultados obtenidos con sus comparieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en la hoja de trabajo.

Tabla 19.

Analisis a posteriori Nivel General Primera y Segunda Situacién FAP

Tarea

Posibles Respuestas

Contra Preguntas

NIVEL GENERAL (NG)

PRINCIPIO DE INTERACCION Y REINVENCION GUIADA (NG)

3. Plantee una conjetura acerca de
la relacion, en general, entre

R1. La derivada del area es igual al
perimetro.

CR1, CR2. (Cualquier perimetro y
cualquier area?

¢Colmo hallo el perimetro a partir de la
circunferencia a partir del area del
circulo? ;Cémo hallo el area del
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area-perimetro y perimetro-area.
¢como hallar una magnitud

La integral del perimetro es igual al area,
teniendo en cuenta que el perimetro es

circulo a partir del perimetro de la
circunferencia?

variable conociendo la otra? siempre positivo.
Plantee una conjetura. ¢Estan entonces relacionados el
R2. perimetro y el area de una
dp 4 circunferencia y un circulo del mismo
dr — Q) radio respectivamente?
_ ¢COmo es esa relacion?
A(r)dr =p(r)
f. Si se consideran los valores . . .
. . R1. Si se sigue cumpliendo porque la , .
negativos de la variable . . L CR1. ;y al contrario?
. . . . derivada de la integral es la funcion que
independiente ise sigue .
. . se deriva. , 4 L~ 14
cumpliendo la conjetura CR2. ¢Por qué no se cumple? ;Cudl es

anterior? ;por qué? Explique
ampliamente sus respuestas.

R2. No se cumple

la conjetura anterior?

g. Si se tienen  magnitudes
variables que tengan el mismo
comportamiento, pero en otros
fenémenos, ¢la conjetura se
sigue cumpliendo? ¢por qué?

Si las magnitudes tienen comportamiento
lineal y cuadratico se cumple que la
derivada de la magnitud cuadratica es la
magnitud lineal y la integral de la funcion
lineal es igual a la magnitud cuadratica
haciendo las constantes iguales.

¢(Cuél es el comportamiento del
perimetro 'y el éarea de la
circunferencia y el circulo
respectivamente?

h. ¢Qué relacién hay entre el &rea
bajo la curvay la pendiente de la
recta tangente al area bajo la
curva? Justifique sus respuestas.

R1. la derivada de la integral es igual a la
funcion que se integra.

R2. Estan relacionadas de forma inversa,
esto es, la derivada de la integral es igual
a la funcion que se integra y la integral de
la derivada es igual a la funcion que se
derivada. La una deshace lo que hace la
otra.

¢Qué relacion hay entre derivada e
integral?

CR1. ;Y, al contrario, la derivada de
la integral?

i. Represente algebraicamente la
relacion encontrada.

f @) dx = f(x)

[ reax] = 5o

j. ¢Dicha relacion se cumple
siempre? Si no es asi, ¢en qué
condiciones se cumple?

R1. Para que la integral de la derivada
exista, la funcion debe ser derivable.
Para que la derivada de la funcion integral
exista la funcién debe ser integrable.

¢ QUE se necesita para que la primeray
segunda relacion existan?

CR1. ;Cual funcion?
¢Cuando una funcion es derivable?
¢Cuéndo una funcion es integrable?

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en la hoja de trabajo.
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Apéndice A. Secuencia de Tareas: Fenomeno de Caida Libre
PRIMER FENOMENO

1. Abra el archivo Situacion_1.1, el cual muestra el video de la caida de una pelota
de tenis, que se suelta desde 1,817 m de altura (primer piso del edificio Laboratorios
Livianos de la UIS). A partir de la velocidad, halle la expresion algebraica que
representa la distancia desde el punto de lanzamiento para cualquier instante de tiempo
t.

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.

En la hoja de trabajo:

a. Describa el comportamiento de la velocidad de la pelota desde el punto de
lanzamiento hasta que toca el piso. Explique su respuesta.

b. ¢Cual es la velocidad inicial? Explique su respuesta.

c. ¢Cual es la velocidad final? Explique su respuesta.

d. Ubiquese en la parte superior de la pantalla y en la opcion Ventana oprima
“Vista Derecha”, describa el comportamiento de la velocidad de la pelota desde el

punto de lanzamiento hasta que toca el piso. Explique su respuesta.

e. Represente graficamente el comportamiento de la velocidad del movimiento de
la pelota a traves del tiempo.

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.

1.1 Halle la velocidad de la pelota en los instantes de tiempo dados

Tiempo Velocidad

Os
0,031s
0,05s
0,145s
0,28s
0,34s
0,48s

0,6s
t

a. En Tracker, ubiquese en la parte superior de la pantalla y en la opcion Ventana
oprima “Herramienta de Datos... (Analizar...)” y maximice la nueva ventana,
oprima el boton Analyze, seleccione Ajustes. ;Cual es la expresion algebraica que
representa la velocidad de la pelota?
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b. Verifique las velocidades encontradas en el item 1.1 ¢son iguales los resultados?
(por qué?

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.

1.2 Con ayuda del archivo anterior,

a. Enlagrafica de la velocidad contra el tiempo ¢donde se evidencia el cambio de
la variable velocidad con respecto al tiempo? ;qué representa geométricamente la
acumulacion del cambio de la velocidad con respecto al cambio de tiempo?

b. En la ventana “Herramienta de Datos”, oprima el botén Mesaure y seleccione
Area. Halle la acumulacion del cambio de la velocidad con respecto al cambio de
tiempo dado.

Intervalo de tiempo Area
[0,1; 0,133]
[0,2;0,233]
[0,3;0,333]

[0,367 ;0,4]

[0,4 ;0,433]

c. Abrael archivo Situacién_1.2, sabiendo que r representa la distancia recorrida
por la pelota desde el punto de lanzamiento a través del tiempo. Halle la distancia
recorrida por la pelota en los siguientes intervalos de tiempo.

Intervalo de tiempo Distancia
[0,1; 0,133]
[0,2;0,233]
[0,3;0,333]
[0,367 ;0,4]
[0,4;0,433]

d. Compare la tabla del item b con la tabla del item ¢, ¢qué relacion existe entre
los datos contenidos en ellas? Plantee una conjetura y explique ampliamente.

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.

e. ¢Qué relacidn existe entre el area bajo la curva velocidad y la distancia recorrida
hasta un instante de tiempo? Plantee una conjetura y explique ampliamente.

f. De acuerdo con la conjetura planteada, halle la distancia de la pelota a partir de
la velocidad en cualquier instante de tiempo t. Justifique ampliamente sus
respuestas.
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g. Realice el andlisis de regresion de los puntos que representan la distancia de la
pelota con respecto al tiempo, para ello, des-seleccione la opcion Mesaure - Area,
ubiquese en ry con click sostenido trasladela al lado derecho de la columna t y des-
seleccione la opcion marcas en la columna v. Compare los resultados obtenidos en
el item anterior con los dados por el software. ;Qué puede concluir? Explique
ampliamente sus respuestas y represente graficamente los sucesos del item e y f.

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.

2. A partir de la distancia, halle la expresion algebraica que representa la velocidad
de la pelota para cualquier instante de tiempo t.

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.

En la ventana “Herramienta de Datos” del archivo anterior, oprima Ctrl O y abra el
archivo Ventana 1.2.

a. Cudl es la magnitud aproximada de la velocidad que lleva la pelota en los
intervalos de tiempo:

[0,1; 0,133]
[0,2; 0,233]
[0,3; 0,333]
[0,367 ; 0,4]
[0,467 ; 0,5]

b. Cuantifique el cambio del area bajo la curva velocidad cuando el tiempo cambia

0,1sa0,133s
0,25 a 0,233s
0,3sa 0,333s
0,367s a 0,4s
0,467s a 0,5s

c. ¢Cudl es la rapidez del cambio del area bajo la curva velocidad en los cambios
de tiempo anteriores?

d. Compare los resultados obtenidos en el item a con el item ¢ ¢(Qué puede
concluir? Plantee una conjetura. Explique ampliamente sus respuestas.

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.
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e. Silos intervalos de tiempo se hacen cada vez mas pequefios, ¢qué sucede con la
rapidez del cambio del &rea en relacion con la velocidad? Explique ampliamente y
plantee una conjetura.

f. A partir de la conjetura anterior, halle la velocidad de la pelota a partir de la
distancia en cualquier instante de tiempo t. Compare el resultado con la velocidad
encontrada en la primera situacion, ¢Qué puede concluir?

g. En larepresentacion grafica de la distancia con respecto al tiempo (&rea bajo la
curva velocidad con respecto al tiempo) ¢qué representa geométricamente la razén
de cambio promedio y la razon de cambio instantanea?

h. Represente graficamente los sucesos del item d y e.

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.

3. Plantee una conjetura acerca de la relacion, en general, entre distancia—velocidad y
velocidad-distancia. ¢,como hallar una magnitud variable conociendo la otra? Plantee
una conjetura.

a. ¢La conjetura es valida para cualquier fendbmeno que implique magnitudes
variables con el mismo comportamiento? Argumente y justifique ampliamente sus
respuestas.

b. ¢Qué relacion hay entre cantidad variable, acumulacion de cambio (area bajo la
curva) y razon de cambio de acumulacion? Justifique sus respuestas.

c. Represente algebraicamente la relacidén encontrada.

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.
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Apéndice B. Secuencia de Tareas: fenémeno de Area y Perimetro
SEGUNDO FENOMENO
1. A partir del perimetro de una circunferencia de radio x, halle la expresion algebraica

que representa el area del circulo en funcién del radio (x).

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.

En la hoja de trabajo:

f. Describa el comportamiento del perimetro de una circunferencia cuando varia
el radio x. Explique ampliamente.

g. Represente gréafica y algebraicamente el perimetro de una circunferencia en
funcidn del radio x. Justifique su respuesta.

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.

1.1 Abra el archivo Situacion_2.1, en él se muestra la interdependencia entre el perimetro
de una circunferencia y su radio (x). En la barra de entrada escriba la representacion
algebraica hallada anteriormente. ¢ Coinciden las dos graficas? Explique su respuesta.

a. Mueva el deslizador x, ¢qué representa la magnitud del segmento azul?

b. En el mend Vista seleccione la opcion Vista Grafica 2, oprima los botones 2

(inicio), # (activar rastro) y ° (animar) ¢qué relacion hay entre la medida del
segmento azul y la circunferencia que se forma? Plantee una conjetura y explique
ampliamente su respuesta.

c. Cambie el incremento a 0,1 y oprima los botones inicio y animar nuevamente,
verifique si se sigue cumpliendo la conjetura planteada.

d. Cambie el incremento a 0,05 y realice el proceso anterior.

e. Si cambia el incremento a 0,01 ¢ Qué representa la region barrida por el rastro
de los segmentos que se forman bajo la funcién perimetro? ;Qué representa la
regién barrida por el rastro de las circunferencias que se forma en la Vista Grafica
2? ¢Qué relacién hay entre las dos regiones? Justifique sus respuestas.

Discuta los resultados obtenidos con sus comparieros y el profesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.
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f. De acuerdo con la relacion encontrada, halle la expresion algebraica que
representa el area de la circunferencia en funcion del radio (x)a partir del
perimetro.

Discuta los resultados obtenidos con sus comparieros y el profesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.

2. A partir del area de una circunferencia de radio x, halle la expresion algebraica que
representa el perimetro de la circunferencia en funcion del radio (x).

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.

2.1 Abra el archivo Situacion_2.2, en él se muestra la interdependencia entre el area de
una circunferencia y su radio (x). En la barra de entrada escriba la representacion
algebraica hallada en el item f ¢Coinciden las dos graficas? Explique su respuesta.

a. Oprima los botones 2 (inicio) y ° (animar) ¢qué representa la magnitud del
segmento color naranja?

b. Oprima el boton Mostrar 1y repita el proceso anterior, ¢qué presenta la recta
mostrada? Explique ampliamente sus respuestas.

c. Halle la pendiente de la recta mostrada.

d. En el mena Vista seleccione la opcién Vista Grafica 2, oprima el boton
Mostrar 2 y ubiquese en un valor especifico en el deslizador x, ahora mueva el
deslizador b, ¢qué observa? Cambie los valores del radio x y mueva el deslizador
b ¢existe alguna relacién? Plantee una conjetura y explique ampliamente sus
respuestas.

e. ¢La conjetura anterior se cumple para cualquier valor del radio (x)?

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.

f. Desactive el boton Mostrar 2y oprima el botén Mostrar 3, ;qué representa la
magnitud del segmento AG? ¢;por que?

g. Ubiquese en el punto G (dar clic derecho y seleccionar la opcién Rastro) y
oprima el boton Mostrar 4 ;qué representa el rastro del punto rojo?

h. ¢Que relacion hay entre la magnitud del segmento AG, la pendiente de la recta
y la circunferencia mostrada en la Vista Grafica 2? Plantee una conjetura y explique
Sus respuestas.
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i. De acuerdo con la conjetura anterior, halle la expresion algebraica que
representa la interdependencia del perimetro en funcion del radio x a partir del area
de la circunferencia.

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.

3. Plantee una conjetura acerca de la relacion, en general, entre area-perimetro y
perimetro-area. ¢como hallar una magnitud variable conociendo la otra? Plantee una
conjetura.

a. Si se consideran los valores negativos de la variable independiente ;se sigue
cumpliendo la conjetura anterior? ¢por qué? Explique ampliamente sus respuestas.

b. Si se tienen magnitudes variables que tengan el mismo comportamiento, pero
en otros fendmenos, ¢la conjetura se sigue cumpliendo? ¢por qué?

c. ¢Qué relacién hay entre el area bajo la curva y la pendiente de la recta tangente
al &rea bajo la curva? Justifique sus respuestas.

d. Represente algebraicamente la relacion encontrada.

e. ¢Dicha relacién se cumple siempre? Si no es asi, en qué condiciones se
cumple?

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.



