SOLUCIONES EXACTAS DE LAS ECUACIONES DE
EINSTEIN PARA COSMOLOGIAS INHOMOGENEAS
CON FLUIDOS ISOTROPOS Y ANISOTROPOS

FABIO DUVAN LORA CLAVIJO

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
FACULTAD DE CIENCIAS
ESCUELA DE FISICA
BUCARAMANGA
2008



SOLUCIONES EXACTAS DE LAS ECUACIONES DE
EINSTEIN PARA COSMOLOGIAS INHOMOGENEAS
CON FLUIDOS ISOTROPOS Y ANISOTROPOS

FABIO DUVAN LORA CLAVIJO

Trabajo de investigacion para optar al titulo de Magister en Fisica

Director:

GUILLERMO A. GONZALEZ V., Ph. D.

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
FACULTAD DE CIENCIAS
ESCUELA DE FISICA
BUCARAMANGA
2008



A mi Madre

Eugenia

a mi Hermana

Dunia Judith

Yy a mi tio

Orlando



Agradecimientos

Al profesor Guillermo Gonzalez.

Al profesor José David Sanabria.

Al profesor Yeinzon Rodriguez.

A mis AMIGOS incondicionales Erickson, Gustavo, German, Henrry, Pilar,
Jorge, Ramiro (Mi Parche).



TITULO : SOLUCIONES EXACTAS DE LAS ECUACIONES DE EINS-
TEIN PARA COSMOLOGIAS INHOMOGENEAS CON FLUIDOS ISOTRO-
POS Y ANISOTROPOS!

AUTOR : LORA CLAVIJO, Fabio Duvan?

PALABRAS CLAVE : Relatividad General, Cosmologia.

En el presente trabajo se obtienen soluciones exactas de las ecuaciones de
Einstein para cosmologias inhomogéneas. El contenido de materia del universo se
describe mediante un fluido perfecto, con ecuacién de estado p = p, o mediante
un fluido anisétropo con ecuacion de estado o = p, donde o es la presién en la di-
reccion de la anisotropia. El tensor de momentum-energia del fluido anisétropo se
construye utilizando el modelo de superposicién de dos fluidos perfectos. El méto-
do general utilizado para la obtencion de las soluciones consiste en la introduccién
de funciones auxiliares de tal forma que las ecuaciones de campo de Einstein sean
explicitamente integrables. Se presentan tres familias de soluciones exactas. Las
dos primeras familias corresponden al caso en que el fluido es isétropo y, en la
clasificacién algebraica del tensor de Riemann, las soluciones son Petrov tipo [.
La primera solucién es regular en toda parte, mientras que la segunda tiene una
singularidad inicial correspondiente a un big-bang y, para un valor particular de
los parametros, se reduce a la soluciéon de vacio de Kasner. La tercera familia co-
rresponde al caso general en que la distribucién de materia es un fluido anisétropo,
construido a partir de la superposicion de dos fluidos perfectos con velocidades
diferentes. En este tltimo caso, debido a la complejidad de la solucién, solo se
presenta la familia de soluciones y un ejemplo correspondiente al primer miembro

de la familia.
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TITULO : EXACT SOLUTIONS OF THE EINSTEIN EQUATIONS FOR
INHOMOGENEOUS COSMOLIGIES WITH ISOTROPIC AND ANISOTRO-
PIC FLUIDS!

AUTOR : LORA CLAVIJO, Fabio Duvan?

PALABRAS CLAVE : General Relativity, Cosmology.

In this work, we obtain exact solutions of the Einstein’s equations for inhomo-
geneous cosmologies. The matter content of the universe is described by a perfect
fluid, with equation of state p = p, or by an anisotropic fluid with equation of
state p = o in the direction of the anisotropy. The energy momentum tensor for
the anisotropic fluid is constructed from the sum of two perfect fluids. The ge-
neral method used to obtain solutions for this matter distributions is based on
the introduction of auxiliary functions, in order to cast the Einstein equations in
such a way that can be explicitly integrated. Now, in this manuscript we present
three families of exact solutions. The first two families of solutions correspond
to the case in which the fluid is isotropic and, in the Riemann tensor algebraic
classification, the solutions are Petrov type I. In addition, the first solution is
regular everywhere, whereas the second one presents a big bang singularity and,
for a particular value of one of the parameters, it reduces to the Kasner vacuum
solution. The third family of solutions correspond to the general case, in which the
matter distribution is an anisotropic fluid constructed from the sum of two perfect
fluids with different velocities. In this latter case, due to the complexity of the
solution, we only present one family of solutions and an example corresponding

to the first family member.
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Introduccion

Un problema importante en la teoria general de la relatividad es el de la
obtencién de soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein que correspondan a
configuraciones de materia fisicamente realistas. Ahora bien, las soluciones exactas
han jugado un papel crucial en el desarrollo de muchas dreas de la fisica y la
astrofisica, y no solo en relatividad general. En realidad, al estudiar soluciones
exactas particulares se adquiere cierta intuicién la cual, a su vez, estimula nuevas
preguntas pertinentes a situaciones mas generales. En el caso particular de las
teorias no lineales, las soluciones exactas juegan un papel aun mas importante,
dado que en este caso es mucho mas complicado adquirir la intuicion necesaria
para analizar el comportamiento de los fendmenos correspondientes [1].

Por otro lado, incluso en teorias lineales, la obtenciéon de soluciones exactas
simples ha sido de fundamental importancia para adquirir intuicion fisica y alcan-
zar un mayor entendimiento de la teoria. Un ejemplo claro de esto lo proporciona
la electrodinamica, una teoria clasica lineal en la cual se cuenta con una buena
coleccion de soluciones exactas, tales como el campo homogéneo, los campos de
Coulomb y el campo dipolar, entre otras, las cuales han sido de gran utilidad en la
comprension conceptual de dicha tedria. De igual manera, en la mecanica cuantica
estandar, de nuevo una teoria lineal, se ha adquirido una visién transparente de
los fendmenos cuanticos estudiando problemas explicitamente solubles, tales como

el oscilador armoénico lineal o particulas en pozos de potencial de diversas formas.



Una situacion similar se presenta con la teoria de la relatividad. Las soluciones
exactas explicitas permiten discriminar con mayor facilidad entre una caracteristi-
ca fisica y una patolégica. Analizando soluciones exactas se puede determinar en
donde se encuentran las singularidades y ctial es su caracter. De igual manera, se
puede analizar el comportamiento de las particulas de prueba y los campos en un
espacio-tiempo de fondo. Con dichas soluciones se puede también estudiar su es-
tructura global y determinar si la solucién es estable y, en cierto sentido, general.
Incluso, después de la formulacién de conjeturas acerca de situaciones generales
inspiradas en soluciones exactas particulares, el descubrimiento de nuevas solucio-
nes exactas puede desempenar un papel importante en la verificacion, aclaracion,
modificacién o descarte de dichas conjeturas. Asi mismo, soluciones exactas ya
conocidas pueden llegar a actuar como estados asintoticos de clases generales de
modelos, llegando a ser asf atin mds significativas [1].

Ahora bien, debido a la naturaleza de las ecuaciones de Einstein, un sistema
no-lineal de ecuaciones diferenciales parciales, la obtencién de soluciones exactas
es un problema enormemente complicado, el cual s6lo ha sido resuelto en casos
simples altamente simétricos [2]. Dentro de este contexto, en los tltimos anos el
Grupo de Investigacién en Relatividad y Gravitacién (GIRG) ha enfocado sus
esfuerzos a la obtencion e interpretacién de soluciones exactas de las ecuaciones
de Einstein para el caso de espacio-tiempos estacionarios axialmente simétricos.
La ventaja de considerar esta clase de soluciones radica en que la simetria del
tensor métrico garantiza que las ecuaciones de Einstein constituyen un sistema
completamente integrable de ecuaciones diferenciales parciales [3].

Como consecuencia del trabajo realizado en el estudio de espacio-tiempos
estacionarios axialmente simétricos, el GIRG ha adquirido una experiencia en el
manejo de ciertos métodos necesarios para resolver el sistema de ecuaciones dife-
renciales correspondiente. Dichos métodos se basan en la introduccion de algunas

funciones auxiliares que permiten llevar el sistema de ecuaciones diferenciales a



una forma tal que es posible integrarlo explicitamente y encontrar soluciones que
pueden expresarse en términos de funciones simples de las coordenadas utilizadas.
De acuerdo con lo anterior, el GIRG pretende actualmente utilizar esta experien-
cia y aplicar dichos métodos a otra clase de espacio-tiempos con otra clase de
simetrias que satisfagan un sistema de ecuaciones diferenciales soluble de una
manera equivalente.

Un caso importante de espacio-tiempos a los cuales pueden aplicarse tales
métodos son aquellos que admiten un grupo Abeliano bi-paramétrico de iso-
metrias, G2, y fueron inicialmente tratados por Gowdy en el estudio de modelos
cosmoldgicos espacialmente compactos [25, 26]. Ahora bien, si la métrica admite
un grupo ortogonal transitivo bi-paramétrico de isometrias, entonces ésta se pue-
de escribir en una forma diagonal por bloques [2]. Este tipo de métricas admiten
dos campos vectoriales espaciales de Killing que conmutan. Las correspondien-
tes ecuaciones de Einstein en el vacio conducen a que el sistema de ecuaciones
diferenciales parciales sea completamente integrable [37].

Por otro lado, la principal motivacién para la formulacién de la Cosmologia
moderna, en la que el universo se describe como isétropo y homogéneo en toda su
evolucién [4, 5, 6, 7], ha sido el hecho de observar que el actual universo presenta
dichas caracteristicas. Sin embargo, como se muestra en una serie de recientes ob-
servaciones [8, 9, 10], el universo no es ni exactamente homogéneo ni exactamente
isotropo; ademas no hay motivo suficiente para creer que el comportamiento de
su expansion fue regular en sus origenes. Por lo tanto, para entender la evolucién
y la estructura a gran escala del universo, es necesario considerar una clase mas
general de cosmologias obtenidas mediante la eliminacion de la exigencia de que
el universo es homogéneo e isétropo.

En consecuencia con las anteriores consideraciones, en las ultimas dos décadas
ha existido un creciente interés por el estudio de cosmologias anisétropas y no

homogéneas, como se puede ver en las referencias [11, 12, 13, 14, 15, 16]. (Ver



también los articulos [17, 18, 19, 20, 21, 22] para un resumen de los principales
trabajos). Ahora bien, entre los diferentes métodos que se usan para estudiar las
cosmologias espacialmente no homogéneas, la busqueda de soluciones exactas de
las ecuaciones de Einstein desempenan un papel importante.

De hecho, debido al caracter altamente no lineal de las ecuaciones de campo, el
conocimiento de algunas soluciones exactas es crucial para la comprension de de-
terminados aspectos cualitativos que se pueden utilizar como guia para el estudio
de modelos mas generales. Ahora bien, las propiedades de las soluciones exactas
deben ser relacionadas y comparadas con los resultados obtenidos por otros méto-
dos diferentes, tales como los métodos de los sistemas dindmicos [23], los métodos
de la teoria de perturbaciones [2] o el estudio de la estructura y formacion de
singularidades [24].

Sin embargo, debido a la complejidad matematica de los modelos no ho-
mogéneos generales, el estudio de cosmologias inhomogéneas exactas se ha limi-
tado principalmente al caso de espacio-tiempos del tipo tratado por Gowdy en su
estudio de modelos espacialmente compactos [25, 26]. Por otra parte, si tenemos
en cuenta las ecuaciones de Einstein con una fuente de materia, la complejidad
matematica hace que sea muy dificil encontrar soluciones con fluidos razonable-
mente realistas. Entonces, en casi todos los trabajos sobre cosmologias exactas
inhomogéneas, las soluciones se obtienen tomando fluidos cuya ecuacion de esta-
do es de la forma p = yp y, en particular, con v = 1. Este ultimo caso, en el cual
la ecuacién de estado “rigida” (stiff fluid) permite que el sistema de ecuaciones
diferenciales parciales sea completamente integrable, fue considerado por Zeldo-
vich [27] como un buen candidato con el fin de describir el contenido de materia
del universo en su etapa mas temprana.

De acuerdo con las anteriores consideraciones, en el presente trabajo se mues-
tran tres familias de soluciones de las ecuaciones de Einstein para estudiar cosmo-

logias inhomogéneas. Dos de las soluciones corresponden a materia inhomogénea



e isGtropa [28] y la dltima corresponde a un caso més general en el cual el material
contenido en el universo se supone como la superposicion de dos fluidos perfectos
con cuadrivelocidades diferentes u® # v® y con ecuacion de estado py;+ps = p1+po.
Es bueno mencionar que en este tultimo caso la materia es inhomogénea y anisétro-
pa v las soluciones anteriores estan contenidas en ésta.

El método que se uséd para obtener las soluciones se basa en la introduccién de
funciones auxiliares, con el fin de llevar el sistema de ecuaciones de Einstein a una
forma tal que pueda ser integrado de manera explicita y las soluciones puedan ser
expresadas en términos de funciones simples de las coordenadas utilizadas. Ahora
bien, vale la pena mencionar que las ecuaciones se escriben de tal manera que
son matematicamente equivalentes a las ecuaciones obtenidas cuando la fuente
de la materia es un campo escalar. Sin embargo, a pesar de esta equivalencia
matematica, las fuentes consideradas en este trabajo son fluidos con ecuacién de
estado rigidas y no son campos escalares.

El Presente trabajo estd organizado de la siguiente forma. En el capitulo 1 se
presenta el modelo de superposicién de dos fluidos perfectos para la construccién
de un fluido anisétropo. En el capitulo 2 se obtienen las ecuaciones de campo
de Einstein, las ecuaciones de evolucién de la materia y se presenta el proceso
de integracion para obtener la soluciéon general explicita. En el capitulo 3 se pre-
sentan tres familias de soluciones para cosmologias inhomogéneas exactas. En las
dos primeras familias de soluciones, en las cuales la materia que llena el universo
corresponde al caso particular de un solo fluido perfecto, se analizan algunas pro-
piedades cinemaéticas y geométricas de la solucién. La tercera familia de soluciones
corresponde al caso general en que el universo se supone como la superposicién
de dos fluidos perfectos. Por ultimo, en el capitulo 4 se resumen los principales

resultados.



Capitulo 1

El modelo de dos fluidos

perfectos para fluidos anisétropos

1.1. Introducciéon

En este capitulo se estudian algunas propiedades algebraicas del tensor mo-
mentum energia de un fluido anisétropo formado a partir de la superposicién de
dos fluidos perfectos. Las cuadrivelocidades correspondientes a cada fluido perfec-
to son diferentes para garantizar la anisotropia del fluido resultante. Ademas, se
considera una ecuacion de estado rigida dada por la expresién p; +ps = p1+po. La
escogencia de dicha ecuacion de estado se hace con el fin de poder desacoplar, en
las ecuaciones de campo correspondientes, el campo gravitacional de la presion.
Por otra parte, se encuentran las ecuaciones de evolucién de la materia corres-
pondientes a la distribucién de materia, considerando que los dos fluidos que se
superponen son irrotacionales. En la seccion 1.2 se muestra el formalismo para
la obtencién de un fluido anisétropo a partir de la superposicién de dos fluidos

perfectos. En la seccion 1.3 se obtienen las ecuaciones de evolucién de la materia.



1.2. Tensor de momentum energia

El contenido de materia del universo se describe a través de un fluido anisétro-
po, cuyo tensor momentum energia (7'M E) puede escribirse como la superposicién

de dos fluidos perfectos [29, 30, 31]

T (u,v) = t*(u) + t**(v), (1.1a)
t°(u) = (p1 + pr)uv’ + prg®, (1.1b)
t(v) = (p2 + p2)v 0" + p2g™, (1.1c)

donde, p1, ps son las presiones de cada fluido, py, ps son las respectivas densidades
de energia y u®, v® representan las cuadri-velocidades asociadas a los fluidos, las

cuales son distintas (u® # v?®) y su condicién de normalizacién estd dada por

uu, = —1, (1.2a)

v, = —1. (1.2b)

Para entender el significado fisico del contenido de materia (1.1a), se escoge la

forma general del tensor momentum energfa para un solo fluido [32],

T = pUU® + S, (1.3)
con
Sy, =0, (1.4a)
U, =—1, (1.4b)
p >0, (1.4c)
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donde p representa la densidad de enegia del fluido, pU®U® la parte cinética de el
tensor momentum energia y S es el tensor de esfuerzos.

Entonces, observando la parte cuadrética de (1.1a) dada por

(p1 4 pr)uu’ + (pa + pa)v™0”, (1.5)

se tiene que ésta es invariante bajo la transformacion de rotacién

u® — ' =y cos a+ v%y |2 i sin a, (1.6a)
P+ p1
v — v = —u?, e ald sin v + v® cos a, (1.6b)
D2 + p2
de manera que
T (u,v) = T(u*, v*). (1.7)

La transformacion de rotacién de las cuadri-velocidades u® y v® se escoge de tal
forma que una de éstas se convierte en un cuadri-vector tipo tiempo w*u’ < 0
y la otra en un cuadri-vector tipo espacio v*“v} > 0. Esta ultima condicién se
implementa imponiendo que

u*v; = 0. (1.8)

Tomando encuenta esta tltima condicion y la transformacion de rotacion arriba

mencionada se encuentra la siguiente relacion para el dngulo de rotacién

\/(Pl + p1)(p2 + p2)

tan(2a) = 2uv, . 1.9
(2) (p1+p1) — (p2 + p2) (19)
Ahora bien, definiendo
wre
Ut = —— 1.10
m? ( a‘)
Xo = ——— (1.10D)

oo



p= TabUan = —(p1 + p1)u"u; — (p1 + p2), (1.11a)

o =T Xaxp = (p2 + p2)v™ v} + (p1 + p2), (1.11b)

T=T",Y, =T"Z,7Z, = p1 + ps, (1.11c)

donde las cantidades U*, x*, p, 0 y 7 son respectivamente la velocidad del fluido
anisotropo, la direccion de la anisotropia, la densidad del energia, la presiéon a lo
largo de la direccion de la anisotropia y la presion en las direcciones perpendicu-

lares a y, se obtiene que el tensor momentum energia (1.3) toma la siguiente

forma
T = (p+m)U U’ + (0 — 7)x*X" + 7g™, (1.12a)
T = pUU" + S, (1.12Db)
con
S = (0 —7)x*X* + 7(g™® + UUP). (1.13)

Realizando un céalculo directo se obtiene que la densidad de energia p y las presio-

nes del fluido o, 7, estan relacionadas con las componentes de los fluidos perfectos

P1, P2, P1, P2 POr

1
p= §(P1+Pz—p1—p2>+ (1.14a)

1
5\/(,01 + p2 + p1 +p2)? +4(p1 + p1) (P2 + p2)[(ucve)? — 1],

1
o= —5(/)1—1—/)2—]91—]?2)—#- (1.14b)

1
5\/@1 — pa+ D1 — p2)? 4+ 4p1 + p1) (P2 + p2)(ucv©)?,

7T:p1+p2- (114(3)



Como se puede ver de las ecuaciones (1.14a, 1.14b), cuando se toma la ecuacién
de estado p; + pa = p1 + p2 se tiene que p = o. Entonces, esta condicion muestra
que el fluido tiene una ecuacién de estado “rigida” (stiff fluid) en la direccién de

la anisotropia

1.3. Ecuaciones de evolucion de la materia

Las ecuaciones de evolucion de la materia se obtienen de la ley de conservacion

de la energia
T, =0, (1.15)
proyectando ésta a lo largo de las direcciones de u®, v* y de las direcciones or-
togonales a dichas cuadrivelocidades. Para el calculo de la tltima proyeccion se

introduce el tensor proyeccién espacial [30]

HY =60 4+ [1 — (uve)?] ulug + vP0, — uve(uPv, + ugv®)], (1.16)

a

el cual satisface las siguientes propiedades:

upyH® = v, H? = 0, (1.17a)
H'HS = H?, (1.17b)
H' = Oy, (1.17c)
H¢=2. (1.17d)

Proyectando (1.15) con u®, v® y H?, se obtienen las ecuaciones de evolucién de la

materia

—(p1 4 p1) s’ — (p1 + pr)ty + (P2 + p2) p0"uav® +

b

(P2 + p2)viv "t + (P2 + p2)uev®vy, + (p1 + p2)pu” =0, (1.18a)

10



—(p2 + p2) 50° — (p2 + p2)vl, + (p1 + p1) puvau® +

(p1 + pl)u;abubva + (p1 + pl)vauau?b + (p2 + p1) 0" = 0,

(1.18Db)

(p1 + pr)uu’HE + (p2 + p2)v50" HE + (1 + p2) p9*" Hy = 0. (1.18c)

Para el estudio de dichas ecuaciones de evolucién se supone que el fluido es

irrotacional, lo cual quiere decir que cada componente de los cuadri-vectores u®,v®

se pueden escribir en términos de unos potenciales escalares ¢, 1 [33, 34]

Ug = —¢’a
¢ (_¢,C¢’C)1/2 7
L ta
a (_w’cw,c)lﬂ'

De (1.17a-1.17d), (1.18¢) y (1.19a-1.19b) se obtiene que

P11+ p1 D2 + P2
(¢,c¢’c) (¢,c¢’6)

Esta tltima ecuacion se satisface idénticamente si se escoge [30]:

(0.a0)p +

pr+p1r=—Fo.0°,
P2+ p2 = —Hy 4",

1
P1 +p2 = _§<F¢,c¢7c + Hw,&/”c - G)7

(Va0*)p H: =2(p, +P2),bH5-

(1.19a)

(1.19Db)

(1.20)

(1.21a)

(1.21b)

(1.21c)

donde F'; H y GG son funciones arbitrarias de los potenciales auxiliares ¢ y 1.

Ahora bien, suponiendo que la ecuacién de estado que relaciona los dos fluidos

es p1 + p2 = p1 + p2 , se puede ver que la funcién G = 0. En este caso especial

en el que G = 0 se tiene una ecuacién rigida de estado (p = o) a lo largo de la

direccién de la anisotropia como se puede ver de las ecuaciones (1.14a) y (1.14b);

11



ademas, se observa que las ondas sonoras viajan a una velocidad igual a la de la
luz en direccién de la anisotropia.
De otro lado se tiene que las ecuaciones de evoluciéon para ¢ y ¥ se obtienen

en forma directa de las ecuaciones (1.18a)y (1.18b)

;C 1 C 1 C C
Fo'o= §H¢w,cw’ - §F¢¢,c¢’ — Fypo, (1.22a)

i 1 c 1 c c
Hye = 5Fp 0" — SHyp " — Hy¢ e, (1.22Db)

donde Hy = %—g y Iy = %—g. Usando el sistema de ecuaciones (1.21a-1.21c) se

escribe el tensor momentum energia de la siguiente forma

Ty = Fé atn + Hibgtly — 5 (F6 u6" + HY o0 g (1.23

De igual manera, el sistema de ecuaciones de campo de Einstein esta dado por

Rab = F¢,a¢,b + Hw,aw,lr (124)

12



Capitulo 2

Ecuaciones de campo de Einstein

y evolucion de la materia

2.1. Introducciéon

En el presente capitulo se estudian las ecuaciones de campo de Einstein y evo-
lucién de la materia para obtener soluciones exactas en cosmologias inhomogéneas.
El método utilizado se basa en la introduccién de funciones auxiliares que per-
miten llevar el sistema de ecuaciones a una forma que sea facilmente integrado.
Las soluciones obtenidas en estos casos estan expresadas en términos de funciones
simples de las coordenadas utilizadas. Es bueno aclarar que las ecuaciones obte-
nidas matematicamente son equivalentes a las ecuaciones cuando uno supone que
la fuente de materia es un campo escalar. Sin embargo, teniendo en cuenta esta
equivalencia, la fuente que se considera para este caso no son campos escalares.

En la Seccion 2.2 se presenta el método y la soluciéon general del modelo.
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2.2. Solucién general

En esta seccién se estudian las ecuaciones de Einstein acopladas con el tensor
energia momento (1.1a). El elemento de linea méas apropiado para el estudio de
cosmologias espacialmente no homogéneas en coordenadas =% = (¢, r, x, y) esta da-
do por [2]

ds? = 207U (—dt? + dr?) + w?e Vda® + eV dy?, (2.1)
donde las funciones métricas v, U y w dependen de t y r solamente. Calculando
las componentes no nulas del tensor de Ricci, se tiene que el sistema de ecuaciones

de Einstein toma la siguiente forma
VWt + VoW = W(U,% + U,%) +
1
5 W (F@+8) + HWL+42) + (@a +wpr)], (22)
Vawr +Vewe = 200U, +w [F(ded,) + HWpuhr)| +wer,  (2.2b)

(WU,) s — (WU, =0, (2.2¢)

Wep — Wyt = 0, (22d)

donde se observa que la ecuacién (2.2d) es la ecuacién de onda clésica en una
dimensién.
Entonces, considerando dos soluciones linealmente independientes de dicha

ecuacion de la forma

w(r,t) = ®(r +1t) +Qr — 1), (2.3a)
V(r,t)=®(r+1t) —Q(r —t), (2.3b)
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y realizando la siguiente transformacion de coordenadas
(t7 /r" x?y) A (V:w7 $7 y)7 (2'4)

se obtiene que el elemento de linea (2.1) y las ecuaciones de Einstein se reducen a

ds? = AU (—dV? 4 dw?) + w?e Y da® + eV dy?, (2.5)
1

Mw=w(Uy +UL) + 5w [F(oy +0%) + HWL +90)], (268)

Ay =2wUyU,+w[F(ovo.)+HWv,), (2.6b)

(WUyv)v — (WU,) =0, (2.6¢)

donde A es
1
A=~— 5 ln(wi - th) (2.7)

De otro lado las ecuaciones de evolucién de la materia se reescriben suponiendo
que las funciones F'y H sélo dependen de los potenciales ¢ y 1 respectivamente.
Entonces, separando de esta forma dicho sistema acoplado de ecuaciones se obtiene

que

;C 1 c
Foit = =2 Fy.00", (2.80)

HY = S ot . (2.8b)
Ahora bien, para la obtencién de la solucién de las ecuaciones de evolucion de la
materia se considera que los potenciales ¢ y 1 dependen funcionalmente de dos
nuevos potenciales,  y ¥, respectivamente ¢ = ¢((), ¥ = ¥ (1), de tal forma que
(2.8a) y (2.8b) toman la siguiente forma

// F/ /
Cor— Con 0™ W — wiCa) + [¢—, LB } @ -3 =0, (200
& oF
1 H/ !
’19’,@ — 797“ + Wﬁl(wm”l?,r — w,ﬂit) -+ [% + %1 (19,27‘ - 19’21‘/) =0. (29b)
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Dicha escogencia funcional se hace con el fin de linealizar las ecuaciones de evolu-
cion. Para esto se toman, de éstas ultimas ecuaciones, las expresiones adentro de

los corchetes iguales a cero

(bl/ F/¢l

z = 2.1
g "o =Y (2.10a)
77Z)Il H/T/}/

— = 2.10b
Ry el (2.10b)

de tal forma que

a1 = /x/ﬁdgzs, (2.11a)

ayt) = /Vﬁd¢, (2.11b)

donde a1y ay son constantes arbitrarias.
Teniendo en cuenta la transformacién de coordenadas (2.4) y las condiciones
de linealizacién anteriormente mencionadas, las ecuaciones correspondientes para

¢ y 9 respectivamente toman la siguiente forma

(Wlv) v = (wCw)w =0, (2.12a)

(Wly)y — (wiy,)w =0, (2.12b)

donde, F'y H son funciones arbitrarias de sus argumentos. Ademas, es facil ver
que para cualquier escogencia de las funciones F'(¢) y H (1)), las ecuaciones (1.21a,

1.21b) y las cuadrivelocidades u,, v, se expresan de la siguiente manera

p1+p1 = —ai(C" (2.13a)

pa + p2 = —azd A, (2.13b)
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Ca

Ug = W, (213C)
Va

Usando las componentes no nulas del tensor de Ricci para la métrica (2.5), el
sistema de ecuaciones de Einstein y evolucion de la materia se reducen al siguiente

sistema de ecuaciones diferenciales parciales

1
Ao=w(U3 +U2) + sw [ai(Cy + ) + a3 (03 + 9], (2.14a)

2
Ay = 20Uy U, +w [alCyCo + 30 vd.] | (2.14b)
(WUy)y — (WU,) =0, (2.14c¢)
(WCv) v — (WCw)w =0, (2.14d)
(Wiv)y — (wie)w =0, (2.14e)

donde las ecuaciones (2.14c, 2.14d, 2.14e) tienen la forma de la ecuacién de onda
unidimensional en coordenadas cilindricas, considerando a w como una coordenada
radial y V' como coordenada temporal.

Ahora bien, como es bien conocido, las soluciones de la ecuacién de onda
en coordenadas cilindricas se pueden expresar en términos de las funciones de
Bessel; sin embargo, ésta clase de soluciones no es muy apropiada para resolver el
sistema de ecuaciones de Einstein, pues no permiten una integracion explicita de
la funciéon A en términos de funciones simples. De acuerdo con esto se introduce
una transformaciéon de coordenadas que permita obtener soluciones, expresables
mediante funciones relativamente simples, apropiadas para integrar explicitamente

el sistema de ecuaciones (2.14a, 2.14b).

17



Considerando la transformacién de coordenadas (V,w, z,y) — (X,Y, x,y), con

X =V - V2 (2.15a)

1%
Y =——. 2.15b
— (2.15D)
las ecuaciones de onda (2.14c, 2.14d, 2.14e), toman la forma

) o¢ %) x| _
o {Xza_x} + 5y {(1 - YZ)a_Y] = 0. (2.16)

donde £ puede ser U, ( y 9. Esta ecuacién es matematicamente equivalente a la
ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas para una funcién . Para ver dicha
equivalencia explicitamente, basta con hacer la identificacion X = r, Y = cos#.
Dicha equivalencia garantiza entonces que las soluciones para £ puedan escribirse
apropiadamente en terminos de potencias de X y funciones de Legendre de la
variable Y.

La solucién para la ecuacién (2.16) queda escrita de la siguiente forma

§XY) =Y [ + DX [aB(Y) + dii(Y)) (2.17)

l=0
donde a;, b; y ¢; son constantes arbitrarias. Esta tltima expresionn tiene dos
términos, cuyo comportamiento es apropiado para diferentes regiones del rango
de valores de la variable X. En la primera regién la solucién estda dada por el

siguiente término

GX,Y) =) ax'Q(y), (2.18)

donde X es acotado e incluye el valor cero, y en la segunda regién la solucion

toma la forma

Eix.y) =y Gel) (2.19)

l=o0

donde X no es acotado.
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Dado a que & puede ser U, ( o 9, las expresiones correspondientes a éstas

ultimas toman la siguiente forma

Ur(X,Y) = i O X'Qu(Y), (2.20a)
=

Un(X,Y) = 3 % (2.20b)
=

G(X,)Y) = g:OOQmX%QQm(Y), (2.20c)

C(X,Y) = i %jﬁﬁ” (2.20d)

I1(X,Y) = g: Coni1 X" Qo1 (Y), (2.20e)

Irr(X,Y) = i_o: CQ”*}(%fggl(Y>7 (2.20f)

donde se ha escogido las funciones pares de Legendre para la funcion ¢ y las
funciones impares de Legendre para la funcién 9, dado a que estas dos funciones
deben ser linealmente independientes a fin de que las cuadrivelocidades no sean
paralelas, u® # v®.

Para determinar la funcién A se integra el sistema de ecuaciones (2.14a, 2.14b),

cuya solucién puede expresarse como

at . a3
A=Ay + A+ Z Ay, (2.21)
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donde, Ay, A¢ y Ay son solucién de los sistemas de ecuaciones

Ave =w(U3 +U2), (2.22a)
Apy = 20Uy U, (2.22D)
Ao =w(Cy +E2), (2.22¢)
Aev = 2wCy o, (2.224)
Apo = w(9% +9%), (2.22e)
Agy = 2w 0. (2.22f)

Como la ecuaciones anteriores tienen matematicamente la misma forma, en-
tonces, realizando la transformacién de coordenadas (2.15a, 2.15b), tenemos que
la solucion general para cada una de las dos regiones, en forma genérica, toma la
siguiente forma

- -
~ CrC My (V) XFH
A(X,)Y)=(1-Y?

I+k£0

—C3In X + ¢, (2.23)

donde

My(Y) = KQu(Y)Qu(Y) = 2ykQi(Y)Q)(Y) = (1 = Y?)Qu(Y)Q)(Y),  (2.24)

y
< =~ CONR(Y)
Ap(X,Y)=—(1-Y?) ) ——— +cpy, (2.25)
oy (bt 14 2) Xkt
donde

Nu(Y) = (k+ 1)+ 1)Qk(YV)Qu(Y) +2y(k+ 1) Qr(Y)Q(Y) — (1-Y*)QL(Y)Q)(Y).
(2.26)
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Para nuestro caso tenemos que A = Ay para cualquier valor de [ y k, A= A¢ para
valores pares de [ y k, o sea [ = 2m,k =2m’ y A = Ay para valores impares de [

yk,oseal=2n+1k=2n"+1.
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Capitulo 3

Soluciones particulares del

modelo

3.1. Introduccion

En el presente capitulo se muestran tres soluciones exactas de las ecuaciones de
Einstein que son interpretadas como cosmologias inhomogéneas. Las dos primeras
soluciones obtenidas corresponden al caso de un solo fluido con ecuacién de estado
p = p. Estas dos soluciones son Petrov tipo /. La primera de estas soluciones es
regular en toda parte mientras que la segunda presenta una singularidad inicial
correspondiente a un big-bang. Ademas ésta ultima se reduce a la solucién de
vacio de Kasner para un valor especial de uno de los parametros. La tercera
solucion corresponde al caso mas general en el cual intervienen los dos fluidos
que dan origen al fluido anisétropo. Para este caso sélo se presenta la familia
de soluciones y no se hace ninguna interpretacién fisica debido a la complejidad
de dicha solucién. En la seccién (3.2) se presentan dos soluciones con un fluido
perfecto. En la seccién (3.3) se muestra una familia de soluciones para fluidos

anisotropos.
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3.2. Soluciones inhomogéneas con un solo fluido
perfecto

Como un primer modelo, se presenta un caso muy sencillo en el cual el con-
tenido de materia que llena el Universo se supone como un solo fluido perfecto.
En dicho caso la distribucién de materia que se tiene es inhomogénea e isétropa.
Ademas la ecuacion de estado que relaciona las variables fisicas de dicha distribu-
cién de materia es una ecuacion de estado rigida, dada por la siguiente expresion
p = p. Esta ultima escogencia de la ecuacién de estado se hace con el fin de poder
integrar de manera sencilla el sistema de ecuaciones de Einstein y evolucién de la
materia, debido a que la densidad p se desacopla de la presién p [36]. De otro lado
en este tipo de ecuaciones de estado, la velocidad de las ondas sonoras corresponde
a la velocidad de la luz.

Las Ecuaciones de Einstein y evolucién de la materia para un solo fluido quedan

escritas del sistema de ecuaciones (2.14a - 2.14¢) de la siguiente forma

A= qw(Cy +¢2), (3.1a)
AaV = quC,VC,w7 (31b)
(wgv)7v - (wg,w),w = O, (31C)

donde se ha escogido la funcion métrica U igual al potencial escalar ( de tal
forma que la constante ¢ toma el valor ¢ = 1 + a?/2. Ademés se observa que
la ecuacién (3.1c) es la condicién de integrabilidad del sistema sobredeterminado
(3.1a)-(3.1b).

Para la obtencién de soluciones simples a las ecuaciones arriba presentadas,
se consideran soluciones de la ecuacién (3.1c) utilizando el método de separacién

de variables de la forma ((w, V) = A(w) + B(V), de tal manera que el potencial
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escalar ( esta dado de la siguiente forma
by 2 2
C:Z(w +2V?) + by lnw + b5V, (3.2)

donde by, by y bg son constantes reales imaginarias arbitrarias. De acuerdo con

esto, la solucion del sistema sobredeterminado (3.1a)-(3.1b) estd dada por

A = (b%VQ —|— b% + 2b1b3V —|— blbg) w2

b2
ql—61w4 + qb3Inw + gbybo V' + 2¢bybsV. (3.3)

4
2
+
Ahora, se observa que escogiendo diferentes soluciones de las ecuaciones (2.3a) y
(2.3b), se pueden obtener diferentes familias de soluciones del sistema de ecuacio-

nes de Einstein y evolucién de la materia.

3.2.1. Primera familia de soluciones

La primera familia de soluciones que se considera en el modelo de un solo
fluido se obtiene escogiendo una solucién explicita de las ecuaciones (2.3a - 2.3b)
de la forma ®(r +¢) = (r +1¢)/2, Q(r —t) = (r — t)/2, de modo que w(t,r) =r

y V(t,r) = t. Para dicho caso la funciones métricas ¢ y =, estdn dadas por las

expresiones
i (2 o0
¢ = n (r* + 2t%) + by Inr + bst, (3-42)
N = g (bT¢% + b5 + 2b1bst + bybs) 17
b2
+q767" + abInr + abibot” + 2bobst, (3.4b)

mientras que la densidad y las componentes de la cuadrivelocidad toman la forma

aj 2 . birt b 2U
p=g b1 (it +2bst) + b5 — = — = 2 —biba| e =), (3.5)
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3]

V2

aq blT bg
Lo (22 3.6b
" V2p ( 2 * r) ( )

Ahora bien, para obtener distribuciones de materia fisicamente aceptables, se

(bit + b3), (3.6a)

U =

necesita que p > 0 para cualquier valor de r y ¢. Entonces, de la expresion (3.5), se
puede ver que la densidad de materia p es positiva en cualquier parte solamente
cuando se toma b; = by, = 0. De otra parte, también se requiere que el vector
velocidad esté orientado hacia el futuro para cualquier valor de r y t, lo cual
implica que b3 < 0. Con estas tltimas condiciones el elemento de linea (2.1) toma

la siguiente forma
ds® = e_2b3t[eqb§7"2(—dt2 + dr?) 4 rda?] 4 e®tdy?. (3.7)
De igual manera la densidad viene dada por la expresion

27,2
_ a12b3 €b3(2t—b3qr2), (3.8)

mientras que la cuadrivelocidad toma la forma
u® = Ps@=bsa)/2(1 0 0, 0), (3.9)

garantizando asi la naturaleza coomovil del marco de referencia.
Ahora bien, para ver si la solucién tiene alguna singularidad en la curvatura,
se calculan las componentes de el tensor de Weyl en la tétrada nula natural de la

métrica [38, 37]. Entonces, dichas componentes estén dadas por

1 2

Wo(t,r) = Sb5(2bsgr — g — 2)ebs (2 bsart) (3.10a)
1

Uy(t,r) = —§b§eb3<2t—bw2>, (3.10b)
1 2

Uy (t,r) = —§b§(2b3qr + g + 2)ebstbaar?) (3.10¢)
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los cuales son regulares en todo lugar. Ademads, segtn la clasificacién algebraica
del tensor de Riemman, la métrica es Petrov tipo I.
De otra parte, las cantidades cinematicas correspondientes a la aceleracion,

expansion y el tensor de deformacion del fluido, tienen la siguiente forma

aq = b3qr(0,1,0,0), (3.11)
0 = |bs|e (slt+b507/2), (3.12)
oy = @e?(bwi’—?t% (3.13a)
O99 = @T%_?(b”ru%), (3.13b)

4|b b 2
| 3|T26—73(b3qr —6t)

3 , (3.13¢)

033 = —

donde todas las componentes se calcularon en la tétrada ortonormal natural de la
métrica. Como se observa las cantidades cineméticas son regulares en todo lugar.
Ademas, como b3 < 0, las componentes 017 y 029 son positivas, mientras que oss

es negativa.

3.2.2. Segunda familia de soluciones

La segunda familia de soluciones que se considera en el modelo de un solo
fluido se obtiene escogiendo una solucién explicita de las ecuaciones (2.3a - 2.3b)
de la forma ®(r +t) = (r +t)/2, Q(r —t) = (t —r)/2, de modo que w(t,r) =t

y V(t,r) = r. Para dicho caso la funciones métricas ¢ y =, estdn dadas por las
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expresiones
b
¢ = Zl (t* +2r°) + by Int + bsr, (3.14a)

t2
Y =4q (b%?“2 + bg + 2b1b37" + blbg) 5

b2
—l—q%t4 + qb3Int + gbiasr® + 2qbsas, (3.14b)

mientras que la densidad y las componentes de la cuadrivelocidad toman la forma

aj [Bit* | b3 2 2| 2w
2|2+ 2 biby — by (bir® + 2b37) — bg} 2=, (3.15)

P=%5 |4 T g

ai

V2

aq blt bQ
=—— ([=+=). 1

Ahora bien, para obtener distribuciones de materia fisicamente aceptables, se

Uy =

(byr +bs) (3.16a)

necesita que p > 0 para cualquier valor de r y t. Entonces, de la expresién (3.15),
se puede ver que la densidad de materia p es positiva en cualquier parte solamente
cuando se toma b; = b3 = 0. Con estas ultimas condiciones la densidad reduce a
_ b2 o), (3.17)

2
Ademds, como (by — 1)/(b3) < 1 < g, se observa que la densidad tiene una sin-
gularidad inicial y entonces ésta tiende a cero cuando ¢ — oo. De otra parte, el

vector velocidad esta dado por
u® = t2(1=12)(1,0,0,0), (3.18)

donde se ha tomado by < 0 para garantizar que dicho vector esté orientado hacia
el futuro. También, como se observa la velocidad espacial es cero y de esta forma

se obtiene de nuevo un marco de referencia comovil al fluido.
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El elemento de linea correspondiente al campo gravitacional generado por esta

distribucion de materia esta dado por
ds? = t7202 (2 (—dt® + dr?) + 2dz?] + 22 dy?. (3.19)

Cuando la constante ¢ = 1 (a; = 0) se obtiene una solucién de vacio tipo Bianchi

I que se reduce a la solucién de Kasner [39, 40], dada por [41, 2]
ds? = tF=D2(—di® + dr?) + " da? + 1 dy?, (3.20)

donde el parametro de Kasner toma la forma d = 1 — 2b,. Vale la pena mencionar
que otra clase de cosmologias inhomogéneas rigidas obtenidas por Patel y Dadich
[42], también se reducen a la solucién de Kasner. Sin embargo, a diferencia de la
solucion aqui encontrada, la solucién de Patel y Dadich es libre de singularidades.

Ahora bien, con el fin de mirar si la solucién tiene una singularidad real, se

calcula el tensor de Weyl en la tétrada nula natural de la métrica [38, 37]

1
Wo(t, 1) = 5ba(2b2 — 1)(baq - 1) 2ab5+202=2, (3.21a)
1
Wy (t,r) = —5 (b - 1)yt~ 2ab5+202=2, (3.21b)
1 2
Uy(t,r) = 562(2b2 — 1)(byq — 1)t 2ab2 20272 (3.21c)

Los escalares construidos a partir de el tensor de Ricci y el tensor de Weyl divergen
cuando ¢ — 0, esto tltimo corresponde a una singularidad inicial (big-bang).
También, se ve que en la clasificacién algebraica del tensor de Riemann, la métrica
es de clase Petrov I.

Las cantidades cinematicas para este modelo se calculan tomando by < 0.

Entonces, las componentes no nulas de la aceleracion, expansién y tensor de de-
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formacion del fluido toman la siguientes expresiones

aq = (0,0,0,0), (3.22)

(b3g —bo + 1)

0= = iy (3.23)

oo (2b2q — 2b, —3 1)t<b%q—bz—1>7 (3.242)
oy — {20+ 202 _j)t(bgmﬂ), (3.24b)
o — (b2q — 4by + 1)t‘(b5‘1‘3”2+1)7 (3.240)

3

donde todas las componentes se calculan en la tétrada natural ortonormal de la
métrica. Es interesante ver que como el gradiente de presion es cero, la aceleracién
es igual cero y de esta forma el fluido es geodésico. De otra parte, como by < 0,

todas las componentes no nulas del tensor de deformacién son negativas.

3.3. Soluciones para fluidos anisétropos

La primera familia de soluciones para fluidos anisétropos que se considera en
este trabajo se obtiene escogiendo una solucién explicita de las ecuaciones (2.3a -

2.3b) de la forma

P(r+1t) = : (3.25a)

Or—t) =", (3.25b)
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de modo que w(t,r) =ry V(t,r) = t. La transformacién de coordenadas (2.15a

- 2.15b) para este caso particular viene dada por

X =V -1, (3.26a)

y = \/% (3.26b)
de tal manera que para determinar la forma explicita de la solucién, se consideran
las regiones 2 — 2 > 0 y 72 — t? < 0 correspondientes respectivamente al exterior
e interior del cono r? —t? = 0. El rango de valores que pueden tomar las variables
X, Y para la region exterior del cono son: 0 < X < oo, mientras que Y =Y, con
intervalo para Y, —oo < Y < oo. Por otro lado, para el caso correspondiente al
interior del cono, el rango de valores es el siguiente: 1 < Y < oo, mientras que
X =X, con intervalo para X, 0 < X < oo. De acuerdo con lo anterior, se puede

ver que la solucion que representa un comportamiento no singular en regiones

distintas al cono viene dada por:

1. Solucién en el exterior del cono, 7> — ¢ > 0

- Y
Ut,r)y=Y_ Cgiil ). (3.27a)
l=o0
 ComGom (Y
=Y 2XZ++(1) (3.27b)
itr) = 3 Coatona (1) (3270

A(t,r)=A, + %QAC + “;—QAg, con
= CLONL(Y)

Altr)=—(1+Y%) > Ty GE +c, (3.28a)
k,1=0

Nu(¥Y) = (k+ 1)+ Da(YV)a((Y) +
25(k + Dae(Y)q(Y) + (1 + Y?)q,(Y)q (V), (3.28b)
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donde Ay = A para cualquier valor de [ y k, Ae = A para valores pares
de ly k, (I = 2m,k = 2m/) y Ay = A para valores impares de [ y k,
(I=2n+1,k =2n'+1). La expresion q(Y) = i*1Q;(iY") son las funciones

de Legendre de argumento imaginario [35].

2. Solucién en el interior del cono, 72 —t? < 0

Ultr)=> %, (3.29a)
l=o0
1 ComQom (Y
(tr)=>" }%—jﬁg) (3.29D)
I(tr) = CQ"*;(%ZZI(Y), (3.29¢)

A(t,r) =Ny + ‘%QAC + “5—2&9, con

. 2 CLCINR(Y)
5 kC1 Ny
Alt,r) = —(1-Y7) Z (k + 1+ 2) X FHi+2

k,1=0

+c, (3.30a)

Nu(Y) = (k+ 1)1+ 1D)Qx(Y)Qu(Y) +
2y(k +1)Qr(Y)Q)(Y) — (1 = Y*)Q,(Y)Qi(Y), (3.30b)
donde Ay = A para cualquier valor de [ y k, Ay = A para valores pares

de Iy k, (I = 2m,k = 2m/) y Ay = A para valores impares de [ y k,
(l=2n+1,k=2n"+1).

Como un ejemplo sencillo de la anterior solucion, se considera el caso corres-
pondiente al primer término de cada una de las sumatorias, de tal manera que la

forma explicita de la solucién viene dada por:
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1. Solucién en el exterior del cono, 72 —t? > (

U(t,r) = %, (3.31a)

¢(t,r) = C’oq+(§7)7 (3.31b)

W(t,r) = C&z{;gY), (3.31c)
(1+Y2)C'Noo(Y) (a2 (1 + V2)C2Noo(Y)

A(t,r) = — X — (5) e _
<%> (1 +Yi§ZNH(Y)7 (331d)

donde

Noo(Y) = g5(Y) + 2V qo(Y) gy (V) + (1 + ¥ ?)gg*(V),
]\711(}7) = 493(?) + 4YQ1 (}7)9/1(17) +(1+ YQ)Q?(Y%

w(Y) = cot™ 1Y,

a(Y)=1-Ycot 'Y,

Y =t/Vr?— ¢
X =vr?z -t
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2. Solucién en el interior del cono, 2 —t2 < 0

Ult,r) = %{)(Y) (3.32)

C(t,r) = %O(Y) (3.33)

I(t,r) = %{f” (3.34)
(=Y Ne(Y) (a2 (1—Y?)C2Ny(Y)

A(t,r) = — e — (?) %2 _

donde

Noo(Y) = Q5(Y) +2Y Qo(Y)Qp(Y) — (1 = YH)QF(Y),

Ny (Y) =4Q3(Y) +4Y Qi (V)@ (Y) — (1 = Y*)QE(Y),

La anterior solucion es un ejemplo de soluciones al sistema de ecuaciones de
Einstein acopladas a fluidos anisétropos. Sin embargo, el método presentado per-

mite encontrar infinitas familias de soluciones, cada una de éstas con infinitos
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miembros. Las diferentes familias de soluciones pueden ser obtenidas tomando
diferentes soluciones de la ecuacion de onda clasica. Ademas, dichas familias de
soluciones pueden ser interpretadas como cosmologias inhomogéneas con distribu-
ciones de materia anisétropa; sin embargo, debido a la compleja forma de éstas,
hacer una interpretacién fisica detallada y luego compararla con los resultados

observacionales es altamente complicado.
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Capitulo 4

Discusion de resultados

En el presente trabajo de investigacion se desarrollé un método para la ob-
tencién de soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein acopladas a fluidos
perfectos y a fluidos anisétropos. La construccion de los fluidos anisétropos se
realizo haciendo la superposicion de dos fluido perfectos con velocidades diferen-
tes, Uy # Vo El método que se utilizé para la construccion de dichas soluciones se
basé en la introduccion de funciones auxiliares, de tal forma que las ecuaciones de
campo de Einstein y la ecuaciones de evoluciéon de la materia se pudieron integrar
explicitamente. Se presentaron tres familias de soluciones para dicho sistema. Las
dos primeras familias de soluciones corresponden al caso en que el contenido de
materia del universo es un fluido perfecto con ecuacion de estado p = p, mientras
que la tercera familia de soluciones corresponde al caso de un fluido anisétropo
con ecuacién de estado o = p en la direccién de la anisotropia.

Para las dos primeras familias de soluciones se calcularon algunas propiedades
geométricas y cinematicas restringiendo el valor de los parametros, de tal manera
que éstas tuvieran un comportamiento fisicamente aceptable. Las dos soluciones
son Petrov tipo I, la primera solucién es regular en todo lugar mientras que la
segunda presenta un singularidad inicial tipo “big-bang”. Ahora bien, para una

valor particular de uno de los parametros, la segunda solucién se reduce a la solu-
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cién de Kasner. En la tercera familias de soluciones el contenido de materia es un
fluido anisétropo. Para este ultimo caso, solo se presenté la familia de soluciones
y un ejemplo correspondiente al primer miembro de la familia. Ahora bien, en el
presente trabajo de investigacion también quedan algunas tareas pendientes por
realizar, tales como hacer un analisis fisico detallado para las soluciones anisotro-
pas y calcular parametros fisicos en las soluciones que puedan ser comparados con
los arrojados con los datos observacionales, entre otras.

Con parte de los resultados del presente trabajo de investigacion se elaboré un
articulo, el cual fue publicado en la revista Brazilian Journal of Physics, [28].
De igual manera, algunos resultados fueron presentados en diferentes eventos In-
ternacionales: se presenté una ponencia en el I Encuentro Bi-Nacional Colombo-
Venezolano de Relatividad y Gravitacién, realizado en Cartagena en octubre de
2005 [43], una ponencia en el ITT Encuentro Venezolano de Gravitacion y Astrofisi-
ca Relativista: Homenaje al “Gaucho” Herrera en su 60 aniversario, realizado en
Isla de Coche, Venezuela, en noviembre de 2006 [44] y una ponencia en el II En-
cuentro Bi-Nacional Colombo-Venezolano de Relatividad y Gravitacion, realizado
en Armenia en Octubre de 2007 [45].

Finalmente, cabe mencionar que los métodos utilizados en este trabajo sirven
también para encontrar soluciones de las ecuaciones de Einstein para ondas gra-
vitacionales cilindricas, en cuyo caso la forma de la métrica permite que las ecua-
ciones de Einstein puedan escribirse de una manera equivalente a las ecuaciones
obtenidas en el presente trabajo de investigacion. En esta direccion se realizé un
trabajo, en el cual se obtuvierén dos familias de soluciones exactas para ondas gra-
vitacionales cilindricas, el cual fue presentado como una ponencia en el XI Marcel
Grossman Meeting, realizado en berlin en julio de 2006 [46], y se estéd elaborando
un articulo, el cual esperamos someter lo mas pronto posible a la revista Classical

and Quantum Gravity [47].
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