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DESCRIPCION

La nocién de espacio por puntos de corte se introduce como un espacio topolégico conexo
con la propiedad que al “quitar” cualquiera de sus puntos se transforma en un espacio topoldgico
disconexo. En este trabajo (el cual consta de cuatro capitulos), se revisan algunas propiedades de

estos espacios.

En el primer capitulo se da una lista de conceptos béasicos de topologia que son de gran importancia
para el entendimiento de esta monografia. En el segundo capitulo se da la definicién de conexidad
y se presentan algunas propiedades de los espacios topoldgicos conexos y conexos por caminos, al
igual que varios ejemplos. Posteriormente, en el tercer capitulo se da la definiciéon de espacio por
puntos de corte, se muestra que dichos espacios en general, no son 77 y se presenta de manera
formal algunos ejemplos, entre los cuales se destaca un espacio al cual por su importancia, se le
dedica gran parte de este capitulo, pues (salvo homeomorfismos) es tinico en su clase; “la recta de
Khalimsky”.

Por ultimo, en el cuarto capitulo se presenta en forma detallada algunas caracteristicas de los
espacios por puntos de corte entre las cuales se destaca que en dichos espacios la coleccion de
“puntos cerrados” es infinita, y la no compacidad de los mismos. También, se define una nocién
de irreducibilidad y se muestra que un espacio por puntos de corte irreducible es necesariamente
homeomorfo a la recta de Khalimsky. Esta caracterizacién se mostrara como una consecuencia de

las propiedades topoldgicas de los espacios por puntos de corte.

* 3
Monografia

kK . . Yo . . . ’
Facultad de Ciencias. Escuela de mateméticas. Director: Javier Enrique Camargo Garcia.



TITLE: CUT-POINTS SPACE.”

AUTHOR: PAEZ DIAZ Félix Antonio.”

KEY WORDS: Connected, cut-points, cut-point space, the Khalimsky line.

DESCRIPTION

The notion of a cut-point space is introduced as a connected topological space, along with the
property that if in this space is “removed” any point it will be disconnected topological space. In

this paper (which has four chapter), some properties of these space has been revised.

In the first chapter it is given a list of basic concepts about topology that are of great importance
for understanding this monograph. In the second chapter it is given a definition of connected an
pathwise connected topological space, and also several examples. Subsequently, in the third chapter
it is introduced the concept of cut-point space, it is showed that generally these are not Ti-space
and some examples are presented in a formal way, among which is outstanding a space and a great
part of this chapter talks about it because of its great importance, since (except homomorphisms)

is unique in its class; “the Khalimsky line”.

Finally, in the fourth chapter is presented in a detailed way some characteristics of the cut-points
spaces among is outstanding that in these spaces the collection of closed points”is infinity, and
the no compactness of them. Also, it is defined a notion of irreducibility and it is showed that a
irreducible cut-point space is necessarily homomorphic to the Khalimsky line. This description is

showed as a consequence of topological properties of cut-point space.
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INTRODUCCION

Al igual que en diversas areas de las matematicas, en topologia, la recta real juega un
papel muy importante, ya que en cierta forma R es la fuente de intuicién en el estudio
de la topologia pues muchas otras familias de espacios topoldgicos pueden ser obtenidos
a partir de la recta real mediante construcciones topologicas manteniendo algunas de sus
propiedades. Entre las propiedades mas destacadas de R podemos mencionar que: es un
espacio metrizable; su topologia puede ser generada por un orden lineal; es un espacio
topoldgico conexo con la propiedad que al “quitar” cualquiera de sus puntos se transforma
en un espacio topoldgico disconexo. Siendo esta ultima propiedad el motivo de desarrollo

de esta monografia.

A los puntos que hacen que el espacio topolédgico se desconecte, se le conocen como puntos
de corte y, suelen resultar de gran interés debido a que muchos teoremas importantes donde
la conexidad es la principal propiedad, requieren de esta nocién (nocién que usualmente no
se alcanza a estudiar en un primer curso de topologia), un ejemplo preciso donde la nocién
de puntos de corte es imprescindible, lo proporcionan los siguientes enunciados los cuales,
son teoremas bien conocidos de topologia general que caracterizan al intervalo unitario [0, 1],

y a la circunferencia unitaria S?.

“Todo continuo' metrizable con exactamente dos puntos

que no son de corte, es homeomorfo a [0, 1]”.

“ Todo continuo metrizable K tal que, para cada par de puntos distintos
a,b € K se tiene que K — {a, b} es disconexo,

es homeomorfo a S”.

1Un continuo es un espacio topolégico conexo y compacto.



Introduccién

En este trabajo (basados en [2]), nos centramos, tal y como lo mencionamos anteriormente,
en los espacios topoldgicos para los cuales todos sus puntos son de corte, estudiando algunas

propiedades de dichos espacios los cuales se denominan espacios por puntos de corte.

En el capitulo 1 se da una lista de nociones basicas de topologia tales como, los conceptos
de base, subespacios topoldgicos, funciones continuas y homeomorfismos entre otros. En
el capitulo 2 se da la definicién de conexidad y se presentan algunas propiedades de los
espacios topolégicos conexos y conexos por caminos, ademéas se muestran algunos ejemplos
de como construir espacios conexos. Posteriormente, en el capitulo 3 se da la definicion
de espacio por puntos de corte, se muestra que dichos espacios en general, no son 7} y se
presenta de manera formal algunos ejemplos, entre los cuales se destaca un espacio al cual,
por su importancia, se le dedica gran parte de este capitulo, pues (salvo homeomorfismos)
es unico en su clase; “la recta de Khalimsky”.

Por ultimo, en el capitulo 4 se presenta en forma detallada algunas caracteristicas de los
espacios por puntos de corte entre las cuales se destaca que en dichos espacios la coleccion
de “puntos cerrados” es infinita, y la no compacidad de los mismos. También, se define
una nocién de irreducibilidad y se muestra que un espacio por puntos de corte irreducible
es necesariamente homeomorfo a la recta de Khalimsky. Esta caracterizacion se mostrara

como una consecuencia de las propiedades topoldgicas de los espacios por puntos de corte.

El lector interesado en conocer mas sobre este tema, puede remitirse al articulo Cut points
in general topological space, de Whybur, Gordon. y al texto The Khalimsky line in digital

topology, de Kopperman, R. Los cuales se encuentran referenciados en [2].



| ]
CAPITULO 1

PRELIMINARES

En este capitulo damos una lista de conceptos o nociones basicas que usaremos a lo largo de
esta monografia. Aunque no entraremos en detalles, pues asumimos que el lector esta fami-
liarizado con estos conceptos, queremos recordar que una topologia sobre un conjunto no
vacio X, es una coleccién 7 de subconjuntos de X (7 C P(X)) llamados conjuntos abier-
tos, donde la unién de cualquier coleccién de elementos de 7, es nuevamente un elemento
de 7 al igual que las intersecciones finitas, el conjunto vacio y el propio conjunto X. Al par
(X, 7) se le da el nombre de espacio topoldgico, y se acostumbra a decir simplemente “X
es un espacio topologico” siempre que no hay lugar a confusién con respecto a la coleccién .
Ademas, recordemos que un subconjunto del espacio topolégico X es un conjunto cerra-
do si su complemento es un conjunto abierto en X. Cabe recordar también, que si se tiene
un subconjunto A de X, un punto x € X es un punto adherente de A, si cada conjunto
abierto que contiene a x interseca A, y es un punto limite o punto de acumulacion
de A, si cualquier conjunto abierto que contenga a x interseca a A en puntos distintos de x.
Por otra parte, x es un punto interior de A, si existe un subconjunto abierto que contiene
a r y esta contenido en A. También, se dice que A es una vecindad del punto x, si = es
un punto interior de A. Al conjunto de todos los puntos adherentes de A se le conoce como
la adherencia o clausura de A y se denota por A, al conjunto de todos los puntos de
acumulacion de A se le conoce como el derivado de Ay se nota mediante A, y al conjunto
de todos los puntos interiores de A se le conoce como el interior de A y se nota mediante
A°.

En la siguiente proposicion veremos algunas propiedades de la adherencia de un conjunto, las
cuales usaremos ampliamente en los capitulos posteriores de este trabajo (La demostracién

se puede consultar en [5]).
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Proposiciéon 1.1. Sean X un espacio topolégico y A, B C X. Entonces:

1. Si A C B entonces A C B.

2. AUB=AUB.
3. A=A
4. A es cerrado si, y sélo si A = A.

5 A=AUA"

Ahora, empezaremos con nuestra lista de conceptos previos.
Definicién 1.1. Si X es un conjunto no vacio, una base para alguna topologia sobre X es

una coleccién ( de subconjuntos de X (llamados elementos bdsicos) tales que:

1. Para cada x € X, existe al menos un elemento B € (3 que lo contiene, o lo que es
igual X = Jp.

2. Si By y By son dos elementos de la coleccion f y x € B; N By entonces existe un

elemento Bs € 3 tal que x € B3 C By N Bs.

Definicién 1.2. Si X es un conjunto no vacio y 3 es base para alguna topologia sobre X, se
define el generado por la base 3 como la familia de subconjuntos de X que son uniones

de elementos de 3 y se nota (). Es decir;
(By={ACX|(VreAE@Bep)(reBCA)}

Proposiciéon 1.2. Si X es un conjunto no vacio y [ es base para alguna topologia sobre

X, entonces ((3) es una topologia sobre X llamada la topologia generada por la base (3.

Ejemplo 1.1. Si X es un conjunto no vacio y < es un orden total sobre X (es decir < es
una relacién reflexiva, antisimétrica, transitiva y ademds para cada x,y € X se tiene que

x =y 6 y=u),lacolecciéon 3 de todos los intervalos de los siguientes tipos:

1. Todos los intervalos de la forma (a,b)(={x € X | a < x < b}) en X.

2. Todos los intervalos de la forma [ag,b)(= {z € X | ap = = < b},) donde ag es el
minimo (si lo hay) de X.
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3. Todos los intervalos de la forma (a,by)(= {z € X | a < © < by}) donde by es el

méximo (si lo hay) de X.

es base para una topologia sobre X. La topologia generada por la base (3 se denomina
topologia del orden.

En particular, la coleccién 8 = {(a,b) | a,b € R, a < b} de todos los intervalos abiertos en
la recta real R, es base para una topologia sobre R. La topologia generada por la base (3
se denomina topologia usual debido a que, es la topologia que se deriva del orden usual
sobre la recta real. En adelante, siempre que estudiemos R supondremos que viene con esta
topologia, a menos que digamos otra cosa.

La coleccién ' = {[a,b) | a,b € R, a < b} de todos los intervalos semiabiertos en la recta
real es también base para una topologia sobre R. La topologia generada por la base (3’ se
denomina topologia de Sorgenfrey.

Igualmente, la coleccién C = {[a,0) | a € R} de todos los rayos semiabiertos a la derecha
en la recta real es una base para una topologia sobre R. La topologia generada por la base

C se denomina topologia de colas a la derecha o simplemente topologia de colas.

La proposicién (1.2) nos muestra como obtener una topologia sobre un conjunto a partir
de una base. Debido a que, es mas sencillo trabajar con una coleccién més pequena que
la topologia, también es 1til tener un criterio para, a partir de una topologia obtener una

base.

Lema 1.1. Sea X un espacio topoldgico. C es una base para la topologia de X, si C es una
coleccién de conjuntos abiertos de X tal que, para cada conjunto abierto U de X y cada

xr € U, existe un elemento C de C tal que x € C' C U.

Definicién 1.3. Sea X un espacio topolégico con topologia 7. Si Y es un subconjunto de

X, la coleccién
v ={UNY |Uer}

es una topologia sobre Y, denominada topologia de subespacio o topologia relativa.
Con esta topologia, Y se denomina subespacio de X; sus conjuntos abiertos son todas las

intersecciones de conjuntos abiertos de X con Y.

En adelante, siempre que nos refiramos a un subconjunto Y de un espacio topoldgico X

como un espacio, lo haremos con la topologia que hereda como subespacio de X.

Teorema 1.1. Sean X un espacio topologico, Y un subespacio de X, y A C Y, entonces:
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1. A es cerrado en Y si, y sélosi A = FNY, donde F' es un cerrado en X.
2. La adherencia de A enY es ANY. Donde A denota la adherencia de A en X.

3. Si A es abierto en Y e Y es abierto en X, entonces A es abierto en X. Y si A es

cerrado en Y e Y es cerrado en X, entonces A es cerrado en X.

4. Si 3 es una base para la topologia de X, la coleccién By = {BNY | B € 5} es una

base para la topologia de subespacio sobre Y.

Afirmacion 1.1. Sean X1, X,,...,X,, n espacios topolédgicos. La coleccién 3 de todos los
conjuntos de la forma [, U; donde Uj es abierto en X; para cada i € {1,2,...,n}, es base

para una topologia sobre [/, X;.

Las demostraciones de la proposicién (1.2), el lema (1.1) y la afirmacién (1.1) se encuentran

en [5] la prueba del teorema (1.1) puede consultarse en [5] o [§]

Definicién 1.4. La topologia generada por la base 3 de la afirmacion anterior se denomina

topologia por cajas.

Siempre que estudiemos el producto de un nimero finito de espacios topoldgicos, supondre-

mos que esta dotado de la topologia por cajas.

Definicién 1.5. Sean X y Y espacios topolégicos y f : X — Y una funcién. Diremos que
f es continua si para cada subconjunto abierto U de Y, el conjunto f~(U)(= {x € X |

f(z) € U}) es un subconjunto abierto de X.

Es de importancia notar que si la topologia del espacio de llegada esta dada por una base,
para probar la continuidad de f basta con probar que la imagen inversa de un elemento

basico es abierta; si U es un conjunto abierto de Y, U se puede expresar como la unién de

U:UBa

aEA

elementos béasicos

entonces

) =1 Ba) = U £ (B

aEA a€cA
por lo que f~}(U) es abierto en X si cada conjunto f~*(B,) es abierto en X.

Definicién 1.6. Sean X y Y espacios topoldgicos, se definen II; : X x Y — X por
I ((z,y) =xyll: X XY — Y por Ily((z,y)) =: .
Las aplicaciones II; y Il se denominan proyecciones de X x Y sobre su primer y segundo

factor respectivamente.
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Es claro que las proyecciones son aplicaciones sobreyectivas. Ademas son continuas, ya que
;Y U)=UxY yII; (V) = X x V, y estos conjuntos son abiertos en X x Y si U y V son
abiertos en X e Y respectivamente.

A continuacién se muestran algunas maneras alternativas de formular la definicién de con-

tinuidad.

Teorema 1.2. Sean X e Y espacios topoldgicos; sea f : X — Y. Entonces los siguientes

enunciados son equivalentes:

1. f es continua.

2. Para cada A C X se tiene que f(A) C f(A).

3. Para todo subconjunto cerrado F de Y se tiene que f~!(F) es un subconjunto cerrado
en X.

En el siguiente teorema se muestran algunas reglas para construir funciones continuas.

Teorema 1.3. Sean X, Y y Z espacios topolégicos.

1. (Funcion constante.) Si f : X — Y envia todo punto de X a un mismo punto y, de

Y, entonces f es continua.

2. (Inclusion.) Si A es un subespacio de X, la funcién inclusién j : A — X definida por

j(a) = a para cada a € A, es continua.

3. (Composicion.) Si f : X — Y y g : Y — Z son continuas, entonces la aplicacién

go f: X — Z es continua.

4. (Restriccion del dominio.) Si f : X — Y es continua y A es un subespacio de X,
entonces la funcién restringida f, : A — Y definida por f|,(a) = f(a) para cada

a € A, es continua.

5. (Restriccion o extension del recorrido.) Sea f : X — Y continua. Si Z es un subespa-
cio de Y que contiene al conjunto imagen f(X), entonces la funcién
g : X — Z, obtenida al restringir el recorrido de f, es continua. Si Z es un espacio
con Y como subespacio, entonces la aplicaciéon h : X — Z, obtenida al extender el

recorrido de f, es continua.
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6. (Aplicaciones en productos.) Sea f : Z — X x Y dada por la ecuacién
f(z) = (fi(z2), fa(z)). Entonces f es continua si, y sélo si, las funciones

fi: Z— X y fo:Z — Y son continuas.

El siguiente teorema nos proporciona otra forma de construir funciones continuas.

Teorema 1.4. (Lema del pegamiento). Sea X = AU B, donde A y B son cerrados
en X.Sean f: A— Y yg: B — Y continuas. Si f(x) = g(x) para cada x € AN B,
entonces f y ¢ se combinan para dar una nueva funciéon continua h : X — Y definida
mediante

f(x) st z €A,

h(z) =: .
g(x) si x € B.

Este teorema también se cumple si A y B son conjuntos abiertos en X.

Las demostraciones de los teoremas (1.2), (1.3) y (1.4) se encuentran en [5] y [§]

Definicién 1.7. Sean X e Y espacios topoldgicos; sea f : X — Y una aplicacién biyectiva.
Si la funcién f y la funcién inversa f~! : Y — X son ambas continuas, entonces se dice
que f es un homeomorfismo. En tal caso X e Y se dicen homeomorfos o topolégicamente

equivalentes y se nota X =Y.

Note que si X, Y y Z son espacios topoldgicos, la aplicacién identidad define un homeo-
morfismo de X en si mismo. Ademas si la aplicacién f : X — Y define un homeomorfismo
de X en Y, la aplicacién f~! : Y — X define un homeomorfismo de Y en X. Y si la
aplicacion g : Y — Z define un homeomorfismo de Y en Z, la aplicaciéon go f : X — Z

define un homeomorfismo de X en Z. Asi, & (ser “homeomorfo” a) es una relacién de

equivalencia en la familia de todos los espacios topoldgicos.

Definicién 1.8. Un znvariante topolégico o propiedad topoldgica, es una propiedad
que se preserva bajo homeomorfismos. Es decir; si un espacio topolégico X cumple cierta
propiedad P, entonces P es un invariante topoldgico si cualquier espacio Y que sea homeo-

morfo a X cumple la propiedad P.

Proposicién 1.3. Sean X e Y espacios topoldgicos. Si f : X — Y es un homeomorfismo,
entonces para cada A C X, f(A) = f(A).
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Demostracion.

Sea A C X, puesto que f es continua, por la parte (2) del teorema (1.2) se tiene que

f(A) € f(A).

Ahora, como A es cerrado en X, X — A es abierto en X, asf (f71)"1(X — A) es un

subconjunto abierto de Y (pues (f™!) es continua), pero por ser f biyectiva se tiene que
()X = A) = f(X - A) = f(X) - f(A) =Y — f(A)

y por tanto f(A) es cerrado en Y, asi f(A) = ﬁ

Por otra parte, A C A de donde se sigue que f(A) C f(A) y f(A) C f(A) = f(A) y por

consiguiente f(A) C f(A). [

Afirmacion 1.2. Sean X e Y espacios topologicos, A C X y f: X — Y un homeomor-

fismo. Entonces la aplicaciéon f |4: A — Z = f(A) es un homeomorfismo.

La prueba de la afirmacién anterior se sigue facilmente de los numerales 4) y 5) del teorema
(1.3)

Ejemplo 1.2. La aplicacién f : R — R definida por f(x) = (gg:a) (con a < b) es una

a

aplicacién biyectiva y bicontinua (toda recta en R con pendiente no nula es biyectiva y
bicontinua.) Asi, de la afirmacién (1.2) se sigue que la aplicacion f | 4: [a,b] — [0,1] =

f([a,b]) (la cual se ilustra en la figura 1) es un homeomorfismo.

e — — — — —

Figura 1

Del ejemplo (1.2) y del hecho que, “ser homeomorfo a” es una relacién de equivalencia, se

sigue que cualquier par de intervalos cerrados y acotados en R son homeomorfos.

Ejemplo 1.3. Si X e Y son espacios topolégicos y 3o € Y, entonces la aplicacion
f X x{y} — X definida por f((x,y0)) =: z es claramente una aplicacién biyecti-

va, ademas si U es un subconjunto abierto de X,

FHU) ={(z,m) € X x{yo} |z € U} =U x {yo}
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el cual es un subconjunto abierto de X x {yo} y asi f es continua.
Por otra parte, si V es un subconjunto abierto no vacio de X X {yo}, entonces

V =U X {yo} donde U es un subconjunto abierto de X y asi

V) ={zeX|(f @) eVi={zeX|(z,m) eUx{p}}=U

y por tanto f~! también es continua. Luego X = X x {y}.

Ejemplo 1.4. Si X, X,,..., X, son n espacios topoldgicos entonces la aplicacién
n—1 n
fF]x <X, —J[x
i=1 i=1
definida por f(((ai,as,...,an_1),a,)) =: (a1,as,...,a,_1,a,) es una aplicacién biyectiva.

Ademsds si O es abierto bdsico en [, X;, O =[], O} donde O} es abierto en X; para
cada i € {1,2,...,n}. Asi

n—1 n

F0) ={((a1,a2,...,an-1),a,) € HXi X X | (a1,a9,...,an0_1,0,) € HO;}
i=1 =1
n—1

={((a1,a9,...,a,_1),a,) € HXi X X, | a; € O}, paracada i€ {1,2,...,n}}
i=1

n—1

n—1
= {((ahaQa s 7an—1)7an) € HXZ X Xn | (a17a27' - 7an—1) € HO;7 Y, Gn € 0;1}
=1

i=1
n—1
. ! /
=[] o x o,
=1

el cual es abierto en H?;ll X, x X, vy asi f es continua.
Por otra parte si U es un subconjunto abierto basico de H;:ll XixX,, U= H;.:ll Ul x U,
donde U] es abierto en X; para cada i € {1,2,...,n}. Asi

n—1

(f)7NU) = {(ar, a2, .. an1,an) € [[ X | (a1, 02, .- anr), a0) € [J UL x UL

i=1 =1

n n—1
= {(alaa'27' .- 7an—17an) € HXZ | ((a17a2a s 7an—1) € HUzla y, an € U’yll}
=1

=1

={(a,as,...,a,_1,a,) € HXi | a; € U!, para cada i€ {1,2,...,n}}

=1

el cual es abierto en [[!,X; y por ende f~! también es continua. Luego

T2 X x X, =2 [T, X,

=1



Preliminares

Definicién 1.9. Sea X un espacio topoldgico.

1. Diremos que X es Ty si para cada par de puntos distintos x,y € X, existe un subcon-
junto U abiertos en X tal que (ye U y ¢ U) o (y¢U y xel).

2. Diremos que X es T) si para cada par de puntos distintos x,y € X, existen dos

subconjuntos U y V abiertos en X talesque (z €U y y¢U)y (x ¢V yyeV).

De la definiciéon anterior se sigue que todo espacio topolégico T es Ty. A continuacion se

muestra una util caracterizacién de los espacios T} .

Proposiciéon 1.4. Un espacio topoldgico X es T} si, y sélo si, los conjuntos unipuntuales

son cerrados.

Definicién 1.10. Sea X un espacio topoldgico. Una coleccion A = {A,}aca de subcon-
juntos de X se dice que recubre a X o que es un recubrimiento de X, si la union de los

elementos de 2 coincide con X; es decir, si X = |J_ -1 Aq- Se dice que 2 es un recubri-

acA
mziento abierto de X si es un recubrimiento de X formado por subconjuntos abiertos de

X.

Definicién 1.11. Un espacio topolégico X se dice que es compacto si de cada recubri-

miento abierto 2 de X se puede extraer una subcoleccion finita
A = {AanAazv e wAan}

que también recubre a X.

A continuacién, enunciamos un teorema que nos sera de gran utilidad para probar (en el

capitulo 4), que un espacio por puntos de corte es no compacto.

Teorema 1.5. (Principio maximal de Hausdorff). Si £ es una coleccién de conjuntos,
entonces cualquier cadena! 2 en £ esta contenida en una cadena maximal € de £. ( La

cadena € es maximal si no existe una cadena en £ que contenga propiamente a €.)

En [6] se prueba que el principio maximal de Hausdorff, es una equivalencia del lema de
Zorn para una coleccién de conjuntos. En [3] se da otra demostracién de este teorema, la

cual depende del axioma de eleccion.

1'Una cadena es una coleccién de conjuntos 2 tal que para cada A;, A; € A, A; C Ay 0 Ay C A;.
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CAPITULO 2

CONEXIDAD

Intuitivamente, un espacio topolégico es conexo si esta formado por una sola “pieza”, si
esta conectado, no separado. Ha habido varias definiciones matematicas de este concepto
(G. Cantor en 1883, C. Jordan en 1893, A. Schoenfliesz en 1904), pero el lenguaje introducido
hasta ahora nos lleva a la universalmente aceptada en la actualidad (S. Mazurkiewicz en
1920).

En este capitulo definiremos de manera formal esta nociéon de conexidad, y analizaremos
algunas propiedades de los espacios topoldgicos conexos. También, mostraremos como una
aplicacion en un contexto mas general, uno de los teoremas bésicos del andlisis acerca de
funciones continuas en donde la conexidad es imprescindible: “El teorema del valor inter-

medio”.

2.1. Conexidad: definiciéon y ejemplos

Comenzaremos definiendo formalmente la nocién de conexidad y probando algunas propie-

dades de los espacios topoldgicos conexos al igual que algunos ejemplos.

Definicién 2.1.1. Sea X un espacio topologico. Una separacion o disconexién de X es un

par U,V de abiertos disyuntos no triviales de X cuya unién es X.
Definicién 2.1.2. Diremos que un espacio topologico X es conexo, si no existe una sepa-

racion o disconexién de X.

Enunciaremos una caracterizacion de los espacios topoldgicos conexos en el siguiente teore-

ma.
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Teorema 2.1.1. Un espacio topologico X es conexo si, y solo si, los unicos subconjuntos

que son abiertos y cerrados en X son el conjunto vacio y el propio X.

Demostracion.

Supongamos que U es un subconjunto propio no vacio de X que es a la vez abierto y cerrado,
entonces su complemento V = X — U es también un subconjunto propio no vacio y abierto
de X, ademas UUV = X luego U y V constituyen una separacion de X, contradiciendo el
hecho de que X es conexo.

Reciprocamente si U y V forman una disconexiéon de X, entonces U y V = X — U son
abiertos, luego X — V es cerrado, pero X —V = U y por tanto U es un subconjunto propio

de X que es a la vez abierto y cerrado en X. [ |

Para un subconjunto Y de X existe otra manera alternativa de formular la definicién de

conexidad, la enunciaremos en el siguiente lema.

Lema 2.1.1. 51 Y es un subespacio de X, una separacion de'Y es un par A, B de conjuntos
no vacios y disyuntos cuya union es Y de modo que ninguno de ellos contiene puntos limite

del otro. El espacio Y es conexo si no existe una separacion de Y.

Demostracion.

Supongamos primero que, A, B es una separacién de Y. Entonces A es abierto y cerrado
en Y. La adherencia de A en Y es el conjunto ANY (donde A denota la adherencia de A
en X). Como A es cerradoen Y, A= ANY, olo que es igual, AN B = ). Como A es la
unién de A con sus puntos limite, B no contiene puntos limite de A. Un argumento anélogo
demuestra que A no contiene puntos limite de B.

Reciprocamente, supongamos que A y B son conjuntos disyuntos no vacios cuya union es
Y, ninguno de los cuales contiene puntos limite del otro. Entonces se satisface que ANB = ()
y AN B = (); de esta forma, concluimos que ANY = Ay BNY = B. Asi, Ay B son
cerrados en Y y, como A=Y — By B=Y — A, también son abiertos en Y. [ |

Ejemplo 2.1.1. R con la topologia de sorgenfrey no es conexo, basta escribir la
separacion R=U UV con U = (—00,0) y V = [0, 00).

Ejemplo 2.1.2. Sea Y el subespacio [0,1) U (1,2] de la recta real R, los conjuntos [0, 1)

y (1,2] son no vacios y abiertos en Y (aunque no en R) y, ademds ninguno de estos dos
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conjuntos contiene puntos limite del otro, de esta forma constituyen una separacion de Y y

por tanto Y no es conexo.

Ejemplo 2.1.3. El conjunto de los nimeros racionales Q no es conexo. Es més los tinicos
subespacios conexos de Q son los conjuntos unipuntuales: si Y es un subespacio de Q
conteniendo dos puntos p y ¢, es posible elegir un ntimero irracional a entre p y ¢ y escribir
a Y como la unién de los conjuntos abiertos Y N (—oo,a) y Y N (a,00) los cuales forman

una separacion de Y.

Ejemplo 2.1.4. Sea X el siguiente subconjunto del plano R2.

X={(z,y) eR* |y =0} U{(z,y) eR*| 2> 0,y = 1/x}

entonces X no es conexo. De hecho, los dos conjuntos forman una separacién de X pues

ninguno contiene puntos limite del otro (ver la figura 2).

Figura 2

Ejemplo 2.1.5. En cualquier espacio topolégico los conjuntos unipuntuales son

conexos.

Ejemplo 2.1.6. R con la topologia de los complementos finitos! es conexo. Esto es una

sencilla consecuencia de que en esta topologia no existen abiertos disyuntos no vacios.

Hemos mostrado varios ejemplos de espacios que no son conexos, pues por la propia defini-
cién, es mas facil proporcionar dichos ejemplos que construir ejemplos de espacios topoldgi-
cos conexos. Por esta razon los ultimos dos ejemplos son un poco triviales. Pero ;Cémo
podemos construir espacios que sean conexos? Demostraremos algunos resultados que nos
seran de gran utilidad para construir espacios conexos a partir de espacios conexos que
estan fijados de antemano. En la préxima seccién aplicaremos estos teoremas para probar

que algunos espacios son conexos. Para empezar, veamos el siguiente lema.

lrecordemos que la topologia de los complementos finitos sobre R es la topologia generada por

{ACR|R— A es finito 6 todo R}.
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Lema 2.1.2. Si los conjuntos U y V' forman una separacion de X y ademds Y es un

subespacio conexo de X, entonces Y esta contenido bien en U o6 bien en V.

Demostracion.

Como U y V son abiertos en X, los conjuntos U NY y V NY son abiertos en Y. Estos
dos conjuntos son disyuntos y su union es Y; si fueran ambos no vacios formarian una
separacién de Y, contradiciendo el hecho de que Y es conexo. De esta forma alguno de ellos

es vacio y por tanto Y esta contenido en U 6 bien en V. [

Teorema 2.1.2. La union de una coleccion de subespacios conexos de un espacio X que

tiene un punto en comun es conexa.

Demostracion.
Sea {Ay}aea una coleccién de subespacios conexos de un espacio X y sea p un punto de

MNaca Aa- Veamos que el espacio Y = (J A, es conexo. Supongamos que Y = C'U D

aEA
es una separacion de Y. El punto p estd, bien en C' é bien D; supongamos que p € C.
Como A, es conexo para cada a € A, entonces por el lema ( 2.1.2) se tiene que para cada
ace A A,CC 6 A, C D, aunque esta ultima posibilidad se descarta pues p € A, para

cada «, y p € C por tanto A, C C para cada ainA, y asi |J_ ., Aa C C contradiciendo el

aEA
hecho de que D era no vacio. [ |

Corolario 2.1.1. Si (A,)nen €s una sucesion de subespacios conezxos de un espacio X, tales

que A, N Anyy # 0 para cada n € N, entonces la union | J, .y An €s conexo.

Demostracion.
Sea B, = |J_, A;, con n € N. Por induccién, aplicando el teorema (2.1.2), se demues-
tra que B, es conexo. Como (),.yBn = A1 # 0, entonces |J, .y Bn es conexo. Como

Unen Bn = U,,en An se deduce que oy An es conexo. [

Corolario 2.1.2. Sea {A,}aea una coleccion de subespacios conexos de un espacio topoldgi-
co X y sea U un subespacio conexo de X, tal que U N A, # 0 para cada o € A, entonces
U U (U,en Aa) es conexo.

Demostracion.
Dado que U N A, # 0, entonces por el teorema (2.1.2) se sigue que U U A, es conexo para
cada a € A. Sea B, = U U A, para cada a € A. Entonces {B,}aca €s una coleccién de

subespacios conexos de X, ademas (),.n Ba 7# 0 (pues U C (,cp Ba)- Asi, por el teorema
(2.1.2) U,en Ba = U U (U en Aa) es conexo. |

aeA T aEA ‘o
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Es natural preguntarse jqué ocurre con la interseccion de espacios conexos? ;Es conexa?
En la figura 3 mostramos un ejemplo un poco intuitivo en el cual podemos ver que la

interseccién de conexos no es necesariamente conexa.

Al AQB< _ B

Figura 3

En la siguiente seccién mostraremos un ejemplo méas formal sobre este hecho. Por ahora

sigamos con el siguiente teorema.

Teorema 2.1.3. Sea A un subespacio conexo de X. Si A C B C A, entonces B es conezxo.

En particular A es conexo.

Demostracion.

Sea A conexo y sea A C B C A, y supongamos que B = C U D es una separacién de B.
Por el lema(2.1.2) se tiene que A C C' 6 A C D; supongamos que A C C, entonces A C C.
Como C'y D son disyuntos (lema (2.1.1)), B no puede intersecar a D, contradiciendo asf el

hecho de que D es un subconjunto no vacio de B. [

En el siguiente teorema probaremos que la conexidad es una propiedad topoldgica (o inva-

riante topolégico).

Teorema 2.1.4. La imagen de un espacio conexo bajo una aplicacion continua es un espacio

conexo.

Demostracion.

Sea f : X — Y una aplicacién continua y supongamos que X es conexo. (Queremos probar
que el espacio imagen Z = f(X) es conexo. Como la aplicacién f es continua, la aplicacién
obtenida de f al restringir su rango al espacio Z también es continua. Es suficiente considerar

el caso de una aplicacién continua y sobreyectiva g : X — Z.
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Supongamos que Z = AU B es una separacion de Z en dos conjuntos disyuntos no vacios y
abiertos en Z. Entonces g7'(A) y g~*(B) son conjuntos abiertos en X pues g es continua, y
por ser g sobreyectiva, son no vacios. Ademés g~ (A)Ug 1 (B) = g ' (AUB) =g ' (Z) =X
vg (A NgY(B)=g (AN B) = g '(0) = 0. De esta forma constituyen una separaciéon

de X, contradiciendo asi la conexidad de X. [ |

Teorema 2.1.5. X y Y son conexos si, y solo si, X XY es conexo.

Demostracion.

Supongamos que X y Y son conexos y veamos que el producto X x Y es conexo. Elijamos
un “punto base” (zg,yo) en el producto X x Y. Obsérvese que la “rebanada horizontal”
X x {yo} es conexa, ya que es homeomorfa a X (ejemplo 1.3) y que también lo es cada

“rebanada vertical” ya que estas son homeomorfas a Y. Como consecuencia, cada espacio

Ty = (X x{yo}) U ({a} xY)
es conexo ya que es la unién de dos espacios conexos que tienen el punto (z,yg) en comun
(véase la Figura 4). Ahora, consideremos la unién | J, .y 7% de todos estos espacios. Como
todos tienen al punto (xg,y) en comun, esta unién es conexa (teorema 2.1.2). Finalmente,

al coincidir esta union con el propio espacio X x Y, se concluye que X X Y es conexo.

Yy A{z}xY
<I07y0>
Yo X x{yo}
x4 X
Figura 4

Reciprocamente, si X X Y es conexo sean [[; : X XY — X y [[, : X xY — Y,
la primera y segunda proyeccién sobre X y Y respectivamente. [, y [[, son aplicaciones

continuas y sobreyectiva. Luego por el teorema (2.1.4) concluimos que X e Y son conexos.
|

Como una consecuencia del teorema anterior, utilizando induccién matematica y el hecho

que [[7 X; x X, es homeomorfo a [/, X; (ejemplo 1.4) se tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.1.3. El producto de cualquier coleccion finita de espacios topologicos conezos,

€S CONexo.
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En particular R™ es conexo.

2.2. Construccion de espacios conexos

En esta seccion, utilizando los teoremas de la seccion precedente, presentaremos algunos
ejemplos de espacios topoldgicos conexos que seran de utilidad en el siguiente capitulo.
Ademas, en adelante asumiremos, por encontrarse en cualquier texto de analisis o topologia,
que la recta real R es conexa y también lo son los intervalos y los rayos en R. Para empezar

veamos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.2.1. Sean

X, ={(z,y) eR* |2 <0, y, [y =1}

Xo={(z,y) eR*|2>0, y, y =sen(l/z)}

Entonces la unién X = X; U X, la cual se muestra en la figura 5, es un espacio topoldgico
conexo.

El conjunto X, es conexo pues es la imagen bajo una aplicacién continua (g(t) = (¢, sen(1/t)))
del subespacio conexo (0,00) de R. Ahora por el teorema (2.1.3), el conjunto Z = X, U
{(0,1), (0, —1)} es conexo pues Xo C Z C Xo. Ademds U = {(z,y) € R? |2 <0, y,y =1}
también lo es, pues es la imagen del subespacio conexo (—oo,0] de R bajo una aplicacién
continua (f(t) = (¢,1)). De manera andloga V = {(z,y) € R? | 2 < 0, y ,y = —1} es
conexo.

Luego Z U U es la unién de conexos con un punto en comun (el punto (0,1) ), por tanto es
conexo. Andlogamente ZUV es conexo. Como (ZUU)N(ZUV') # ), entonces (ZUU )J(ZUV)
también es conexo (teorema 2.1.2). Pero (ZUU)U(ZUV) = X;U X, = X y por tanto X

€S Cconexo.
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/

Figura 5

Ejemplo 2.2.2. Sean

X, ={(x,y) eR? |2 >0, y y=asen(l/z)}

Xy = {(x,0) € R* | z < 0}.

Entonces la uniéon X = X; U X, (la cual se ilustra en la figura 6) es un espacio topolégico
conexo.

La prueba es un argumento similar al realizado en el ejemplo (2.2.1).

Figura 6

Ejemplo 2.2.3. Sea
Xo={(z,0) e R* | z <0} U {(a,1) € R* | x > 0}
y dejando para cada entero positivo n.
Y,={(1/ny) eR*|0<y<1}.

Entonces la unién X = Xo U (U,—, Y») es un espacio topoldgico conexo (véase la figura

7). Para cada n € Z" el conjunto Y, es conexo (pues es homeomorfo a (0, 1]). El conjunto
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U= {(z,1) € R? | # > 0} es conexo pues es la imagen bajo una aplicacién continua del
subconjunto conexo (0,00) de R. Andlogamente V = {(z,0) € R? | x < 0} es conexo.
Ademads para cada n € Z*, UNY,, # 0, luego si se hace A, = U UY,, entonces {A, } cz+
es una sucesién de subespacios conexos de R? con A, N A, 1 # (), por consiguiente por el

corolario (2.1.1), su unién

U A=0un)uUuv)u...u(UUuY,)U(UUY,)u...=UU(|Ya)
nezt n=1

es conexa. Ahora, por el teorema (2.1.3), el conjunto Z = UU({J,~, ¥,,)U{(0,0)} es conexo,
pues UL (U2, Ya) € Z € 0O U, Vo).

Por dltimo Z NV # (), luego Z UV es conexo (teorema 2.1.2). Pero ZUV = X y por tanto
X =XoU (U, Y,) es conexo.

-O—O0—<

‘ Fz:gura 7

En el siguiente ejemplo mostramos que la interseccién de espacios conexos no es necesaria-

mente conexa, aun cuando los conjuntos son anidados.

Ejemplo 2.2.4. Para cada n € N, sea

X, = [~1,1] {%%} - {(‘71%) < {0}}.

Con un argumento similar al de los ejemplos anteriores, es inmediato probar que X, es
conexo, para cada n € N.

Ahora observe que

ﬂ X, = H esno conexo, con H = ([—1, _71] x {0}) U ([%, 1] x {0}).

n=1

De hecho los conjuntos [—1, 5] x {0} y [4,1] x {0} forman una disconexién de H, tal y

como podemos observar en la figura 8.
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(-1,1) (1,1

(-1,1/n) 1L1/n) T
X2 (_170) = (1’0) Xn Xl
(-1,-1/n) (-1/m) L

(-1-1) (1,-1)

Figura 8

Ahora, tal y como lo mencionamos anteriormente, como una aplicacion, probamos el teorema

del valor intermedio del andlisis en un contexto mas general.

Teorema 2.2.1. (Teorema del valor intermedio). Sea f : X — Y wuna aplicacion
continua, donde X es un espacio conexo e Y es un conjunto totalmente ordenado con la
topologia del orden. Si a y b son dos puntos de X y r es un punto de Y que se encuentra

entre f(a) y f(b), entonces existe un punto ¢ en X tal que f(c) =r.

El teorema del valor intermedio del andlisis es un caso particular de este teorema cuando

X es un intervalo de R y el espacio Y es la propia recta real R.

Demostracion.

Supongamos las hipotesis del teorema.

Los conjuntos

A= F(X) N (=00,) ¥ B = f(X) 1 (r,00)

son disyuntos, y ademds son no vacios pues A contiene a f(a) y B contiene a f(b) ya que
f(a) <r < f(b), cada uno es abierto en f(X) ya que son la interseccién de un rayo abierto
en Y con f(X). Si no existiera un punto ¢ de X tal que f(c) = r entonces f(X) seria la
unién de A y B. Entonces A y B constituirian una separacién de f(X) lo cual contradice
el hecho de que la imagen de un conjunto conexo bajo una aplicacién continua sigue siendo

conexo. [ |

La conexién de los intervalos en R nos llevan a enunciar un criterio muy 1til para demostrar

que un espacio X es conexo; precisamente, nos referimos a la condicion de que cualquier
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par de puntos de X puedan unirse mediante un camino en X.

Definicién 2.2.1. Dados dos puntos z e y del espacio X, un camino en X que une a x con
y es una aplicacién continua f : [a,b] — X de algun intervalo cerrado [a, b] de la recta real
R en X, de modo que f(a) =z y f(b) =v.

Definicién 2.2.2. Un espacio topologico X se dice que es conexo por caminos si cada

par de puntos de X se pueden unir mediante un camino en X.

Dado que dos intervalos cerrados y acotados cualesquiera en R son homeomorfos, en ade-
lante para facilitar un poco las cosas tomaremos caminos definidos del intervalo [0,1] o de

cualquier intervalo cerrado y acotado segiin sea conveniente.

A continuacion probaremos algunas propiedades de los espacios conexos por caminos, que
al igual que las de los espacios conexos nos seran de gran utilidad para seguir construyendo

espacios de una sola “pieza”.

Proposicion 2.2.1. 5@ X es un espacio topologico conexo por caminos, entonces X es

conexo.

Demostracion.

Supongamos que X = AU B es una separacién de X. Sea f : [a,b] — X un camino en X.
Como |a,b] es conexo, entonces f([a,b]) es un subespacio conexo de X luego por el lema
(2.1.2) f([a,b]) debe estar contenido ya en A, 6 en B. Por tanto no existen caminos en X
que unan puntos de A con puntos de B lo cual es contrario al hecho de que X sea conexo

por caminos. [ |

El reciproco de la proposicién anterior no es cierto; un espacio conexo no es necesariamente
conexo por caminos. Mas adelante en el ejemplo 2.2.8 se ilustra esta situaciéon. Por ahora

continuemos con la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2.2. La imagen bajo una aplicacion continua de un espacio conexro por

caminos, es CONnero por caminos.

Demostracion.
Sea k : X — Y una aplicaciéon continua y supongamos que X es un espacio conexo

por caminos. Queremos probar que el espacio imagen Z = k(X ) es conexo por caminos. Al
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igual que en la prueba del teorema (2.1.4), es suficiente considerar una aplicacién continua y
sobreyectiva g : X — Z.

Sean p y ¢g dos puntos de Z, entonces como g es sobreyectiva existen x,y € X tal que
g(x) = qy g(y) = p. Como X es conexo por caminos existe una aplicacién continua
f:la,b] — X tal que f(a) =z y f(b) =y, entonces la aplicacién h =: go f : [a,b] — Z
es una aplicacién continua (pues f y ¢ lo son) de un intervalo cerrado de la recta real R en
Z tal que h(a) = g(f(a)) = qy h(b) = g(f(b)) = p y por tanto Z = k(X) es conexo por

caminos. ]

Proposicion 2.2.3. La union de una coleccion de subespacios conexos por caminos de un

espacio X que tienen por lo menos un punto en comun, es conexa por caminos.

Demostracion.
Sea {Aq}aca una coleccién de subespacios conexos por caminos de X y sea p un punto de
Naca Aa- Veamos que J
Sean z,y € |J

a€A Aa €S Conexo por caminos.

aca Aa, entonces existen a; y a; en A tal que v € A, y y € Ay, entonces:
Caso 1. Si i = j la conclusién es inmediata pues cada A, con a en A es un subespacio
conexo por caminos.

Caso 2. Sii # j, para cada a € A, A, es conexo por caminos y p € A,, luego existen
s o [0,1] — A, .y k : [1,2] — A, aplicaciones continuas con s(0) = =,
s(1)=py k(1) =p, k(2) =y. Como A,, y Ay, estdn contenidos en la unién (J,cp Aa , las

funciones s y k se pueden extender mediante aplicaciones continuas f : [0,1] — (J,ca Aa;

con f(0) ==, f(1)=py g:[1,2] — Uyea Aa, con g(1) = p, g(2) =y. Ahora, podemos

“pegar” los caminos f y g para obtener un nuevo camino b : [0,2] — |J A, que une a

acA
x con y; el camino h sera una aplicacién continua por el “lema del pegamiento”. (teorema

1.4), luego (J,ca Aa €s un espacio conexo por caminos. [ |

Corolario 2.2.1.

1). Si (Ap)nen €s una sucesion de subespacios conexos por caminos de un espacio X, tales
que A, N Apyy # 0 para cada n € N, entonces la union |, An €s conexo por caminos.
2). Sea { Ay }aen una coleccion de subespacios conexos por caminos de un espacio topoldgico
X y sea U un subespacio conezo por caminos de X. St UNA, # 0 para cada o € A, entonces

U U (U,en Aa) es coneso por caminos.

La prueba de 1) y 2) es el mismo argumento hecho en los corolarios (2.1.1), y (2.1.2) res-

pectivamente.
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Note que si {A;}icz es una coleccién de subespacios conexos por caminos de un espacio X,
con A;NA; # 0 si |i — j| =1, entonces la unién |J,., A; es conexo por caminos. Pues si
i € Z~, podemos tomar A; = Bj con j = —i y asi por la parte 1) del corolario anterior,
Cr = Ujez- Ai = UjeZ"' Bj, 'y Cy = J;ez+ Ai son conexos por caminos. Finalmente como
Ay interseca tanto a C como a Cy, de la parte 2) se sigue que (Ag) U (Cy)U(Cy) = .., A

es conexo por caminos. En el siguiente capitulo usaremos este hecho para probar que la

€L

recta de Khalimsky (que definiremos més adelante), es un espacio conexo por caminos.

Ahora veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 2.2.5. Se define la bola unidad B™ en R" como
B"={xeR"||x]| < 1}.
donde

1
1l = (21, 22, . @)l = (2] + 25+ +27)2.

La bola unidad es conexa por caminos; dados dos puntos cualesquiera x e y de B", el

segmento de linea recta f : [0, 1] — B"™ definido por

ft) =1 —-t)x+ty
esta totalmente contenido en B™ ya que ||f(¢)|| < (1 —t)||x]|| + ¢t||y] < 1.

Ejemplo 2.2.6. Se define el espacio euclideo agujereado como el espacio R® — {0} donde
0 es el origen en R™. Sin > 1 este espacio es conexo por caminos: dados x e y en R" — {0},
podemos unir a x con y por el segmento de linea recta que ambos determinan si este
no pasa por el origen. En caso de que asi ocurriera, podemos elegir otro punto z que no
este contenido en la recta que determinan x e y y a continuacion considerar la linea recta

quebrada que determinan x,z y finalmente y.

Ejemplo 2.2.7. Se define la esfera unidad S™! en R™ como el conjunto
S ={xeR"| x|l =1}

sin > 1, 5" ! es conexo por caminos ya que la aplicacién g : R — {0} — S™~! definida

por

es continua y sobreyectiva. Luego la conclusién se sigue de la proposicion (2.2.2).
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Ejemplo 2.2.8. Sea S el siguiente subconjunto del plano.

S={(z,9) eR* |0 <z <1, y,y=sen(l/x)}

Como S es la imagen del conjunto conexo (0, 1] bajo una aplicacién continua , S es conexo.
De esta forma, su adherencia S en R? también es conexa. El conjunto S es un ejemplo clasico
en topologia que se conoce como curva seno del topologo. Esta ilustrada en la figura 9 y
es simplemente la unién del conjunto inicial S con el intervalo vertical {0} x [—1,1]. Vamos a
demostrar que S mno es conexo por caminos. Supongamos que existiera un camino
f : la,b] — S empezando en el origen y terminando en un punto cualquiera de S. El
conjunto de los nimeros ¢ para los cuales f(t) € {0} x [—1, 1] es cerrado y, por tanto, tiene
un méaximo que denotaremos por b. Entonces f : [b,c] — S es un camino que aplica b en el
intervalo vertical {0} x [—1, 1] mientras que el resto de puntos de [b, ¢| se aplican en puntos
de S.

Sustituyamos [b, ¢] por [0, 1] para simplificar la prueba; sea f(t) = (x(t),y(t)). Entonces
x(0) = 0, mientras que z(t) > 0y y(t) = sen(1/x(t)) para t > 0. Vamos a demostrar que
existe una sucesién de puntos ¢, — 0 tales que y(¢,) = (—1)". Entonces tendremos que la
sucesién y(t,) no es convergente, contradiciendo la continuidad?® de f. Para encontrar los
nimeros t,, procedemos del siguiente modo: dado n, elegimos u con 0 < u < x(1/n) tal que
sen(1/u) = (—1)". Usando entonces el teorema del valor intermedio podemos encontrar t,,
con 0 < t, < 1/n tal que x(t,) = u. Asi, existe una sucesion (t,)ney en [0, 1] que converge
a cero pero la sucesién de las imagenes (f(t,))nen no converge. Por tanto f no puede ser

continua.

/

Figura 9

2Véase criterio de sucesiones para continuidad en [1].
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2.3. Componentes conexas

La conexion, tal y como hemos visto, es una propiedad de gran interés en un espacio
topoldgico. Si bien es cierto que, no todo espacio X es conexo, existe una manera natural
de dividirlo en varios “trozos” que son conexos (o conexos por caminos). Vamos a considerar
este proceso a continuacion.

Definicién 2.3.1. Dado un espacio topoldgico X, se define en X la siguiente relacion que

«

notaremos “~": x ~ y si existe un subespacio conexo de X que contiene a ambos puntos.

Afirmacién 2.3.1. La relacion “~” definida anteriormente en (2.3.1) es de equivalencia.

Demostracion.

Las propiedades Reflexiva y Simétrica son inmediatas de la definicién de “~”. La propiedad
transitiva se sigue del siguiente hecho: si A es un subespacio conexo de X que contiene a
xyay,y B esun subespacio conexo de X que contiene a y y a z, entonces AU B es un
subespacio de X que contiene a x y a z, ademas A y B tienen el punto y en comtn y por

el teorema (2.1.2), AU B es conexo. |

« 2

Definicién 2.3.2. Las clases de equivalencia segin la relacion “~” se denominan

Componentes o Componentes Conexas de X.

Las componentes de X también se pueden describir como sigue:

Teorema 2.3.1. Las componentes de X son subespacios disyuntos y conexos de X cuya
union es X de forma que cada subespacio conexo de X no trivial interseca sélo a una de

ellas.

Demostracion.

Por tratarse de una relacién de equivalencia y ser cada componente una clase, es claro que
son disyuntas y que su union es el espacio X. Ademas, cada subespacio conexo no trivial
A de X interseca s6lo a una de ellas. Pues si A interseca a las componentes C7 y Cy de X
con C # Cy, se tiene que si xt; € ANCL y o € ANCy, entonces 1 € Ay xy € A. Luego
por definiciéon z; ~ x5 lo cual contradice el hecho de que C y C5 son disyuntas.

Para demostrar que cada componente C' de X es conexa, elijamos un punto xy de C. Para
cada x € C, se tiene que = ~ xy luego existe un subespacio conexo A, de X que contiene a
ambos puntos. Tal y como acabamos de probar, A, C C'y asi

c=J 4.

zeC
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Como los subespacios A, son conexos y tienen el punto o en comun, por el teorema (2.1.2)

se sigue que (J, . A, es conexo, es decir C' es conexo. [

Ejemplo 2.3.1. X = (2,3)U[5,6) tiene dos componentes conexas: C; = (2,3) y Cy = [5,6)
por que cada par de puntos z,y € C} o x,y € (s estan dentro del conexo C; o Cy, y si

x € C1,y € Cy no existe A C X conexo, conteniendo a ambos.
Notacién 1. A la componente conexa C de X que contiene a x € X, la notaremos C(x)
Proposicion 2.3.1.

C(z) = U{A C X | A es conezo, y, x € A}

Es decir: la componente conexa de X a la que pertenece x € X es el mayor (en el sentido

de la inclusion) subconjunto conexo A de X que contiene a .

Demostracion.

Es claro que C(x) C |J{A € X | A es conexo, y x € A} (pues C(z) es un subconjunto
conexo de X que contiene a ).

Ahora si y € [J{A C X | Aesconexo,yx € A}, entonces y € Ay para algin
Ay € {A C X | Aesconexo,yx € A}. Luego Ap es un subconjunto conexo de X que
contiene a x e y, y por tanto y ~ x. Luego y € C(x). Asi,

U{A C X | Aesconexo, y x € A} C C(x).

Si uno se inventa muchos ejemplos, parece que las componentes conexas son siempre abier-

tas, pero esto no es cierto.

Ejemplo 2.3.2. En X = Q (con la topologia usual) las componentes conexas son los
conjuntos unipuntuales (los cuales son cerrados). La razén es simplemente que los tinicos
subconjuntos conexos no vacios de QQ son los conjuntos unipuntuales. Tal y como se probo

en el ejemplo (2.1.3).

Proposiciéon 2.3.2. Las componentes conexas de un espacio topoldgico X son conjuntos

cerrados.

Demostracion.
Si C' es una componente conexa de X, por el teorema (2.3.1) se sigue que C' es conexa y,
por el teorema (2.1.3), C' también es conexo. Pero esto implica que C C C (ya que z ~ y

para todo x,y € U) y en consecuencia C' = C. [ |
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Un espacio topoldgico conexo X también se puede caracterizarse en términos de sus com-

ponentes como sigue:

Proposicion 2.3.3. Un espacio topologico X es conexo, si y solo si, tiene una sola com-

ponente.

Demostracion.

Como X es conexo, por la proposicién ( 2.3.1) X C C(z) para cada z € X. Luego X = C(z)
para cada r € X.

Reciprocamente, si X tiene una sola componente, entonces por el teorema (2.3.1)

X = C(z) es conexo, para cada z € X. |



| ]
CAPITULO 3

ESPACIOS POR PUNTOS DE CORTE

La nocién de espacio por puntos de corte se introduce como un espacio topolégico conexo (no
necesariamente 77) con la propiedad que al “quitar” cualquiera de sus puntos se transforma
en un espacio topoldgico disconexo. En este capitulo daremos una definicién formal de
espacio por puntos de corte y mostraremos algunos ejemplos, entre ellos destacamos un
espacio al cual, por su importancia le dedicaremos una seccion completa; “La recta de
Khalimsky”.

3.1. Definicion y ejemplos

En esta seccién, definimos un espacio por puntos de corte y mostrar de manera formal

algunos ejemplos.

Definicién 3.1.1. Sean X un espacio topoldgico conexo no vacio y z un punto de X.

Diremos que z es punto de corte de X, si X — {z} es un subconjunto disconexo de X.

Ejemplo 3.1.1. En R con la topologia usual, cada punto es un punto de corte; si x € R

los rayos (—o0,x) y (x,00) forman una separaciéon de R — {x}.
Ejemplo 3.1.2. En R con la topologia de colas ningin punto es punto de corte.

Definicién 3.1.2. Un espacio topoldgico conexo no vacio X es un espacio por puntos de

corte, si cada punto x en X es un punto de corte de X.

Ahora veamos algunos ejemplos
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Ejemplo 3.1.3. R con la topologia usual es un espacio por puntos de corte y también
lo son los intervalos y rayos abiertos de R mientras que, con la topologia de colas ningin

subespacio es espacio por puntos de corte.

Ejemplo 3.1.4. El espacio euclideo R" no es un espacio por puntos de corte si n > 1. En

el ejemplo (2.2.6) del capitulo anterior vimos que R™ — {0} es conexo por caminos.

Los ejemplos (3.1.3) y (3.1.4) muestran que el producto de espacios por puntos de corte, no

es necesariamente un espacio por puntos de corte.

Ejemplo 3.1.5. El espacio del ejemplo (2.2.2) X = X; U X5 con

Xi={(z,y) eER* |2 >0, y, y=uazsen(l/z)}

X, = {(x,0) € R* | z < 0}

es un espacio por puntos de corte.
Ya vimos que X es conexo. Veamos que, para cada z en X, X — {z} es no conexo.
1).Siz = (t,tsen(1/t)). Se definen

U={(z,y) eR* |z <t} vy V={(z,y) eR?| x>t}

U y V son conjuntos abiertos disyuntos no vacfos de R? y por tanto
UN(X —{z}) vy VN (X —{z}) son conjuntos abiertos disyuntos de X — {z}. Ademads es

claro que son no vacios y que
UNX = {z)UVN(X—{z})) = OUV)N(X —{2}) = (R*—{(z,y) | = = t})N(X —{2}).
Dado que X — {z} C R? — {(x,y) € R? | z = t} se sigue que

UNX={z})u(Vn(X —{z}) =X —{z}.

Ast, UN (X —{z}) y VN (X —{z}) forman una disconexién de X — {z}.
2).Siz=(2/,0) con 2’ <0. Se definen

U= (-00,2) xR y V=(2,0) xR

U y V son conjuntos abiertos, disyuntos no vacios de R2? y es claro que

UNX ={z})u V(X —{z}) = X —{z}.



Espacios por puntos de corte 29

De esta forma U N (X —{z}) vy VN (X — {z}) constituyen una separacién de X — {z}.

Ejemplo 3.1.6. El espacio del ejemplo (2.2.1) X = X; U X5 con

X ={(z,y) eR*|2<0, y, |y=1}

X, = {(m,y) cER*|z>0, v, y= sen(l/a:)}

es un espacio por puntos de corte.

En el capitulo anterior vimos que X es conexo. Veamos que, para cada z en X, X — {z}
es N0 Conexo.

1). Si z = (t,sen(1/t)). Exactamente el mismo argumento realizado en el caso 1) del
ejemplo anterior, prueba que X — {z} es no conexo.

2).Siz=(2/,1) con 2’ <0. Se definen

U= (—00,2") x (0,00) y V= ((2',;00) x R)U (R X (—00,0))

U y V son conjuntos abiertos, disyuntos no vacios de R? (ver figura 10), y es inmediato

verificar que

UNX—{z})u V(X —{z}) = X —{z}.

L
’ A /
.T/
v
Figura 10

De esta forma U N (X —{z}) vy VN (X — {z}) constituyen una separacién de X — {z}.
3).Siz=(2',—1) con 2’ <0. Se definen

U= (—00,2") x (—00,0) y V= ((2',00) x R) U (R x (0,00)).

De manera andloga a 2) UN(X —{z}) y VN (X —{z}) forman una separacién de X —{z}.
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Ejemplo 3.1.7. Sea S el siguiente subconjunto del plano.

S={(z,y) eR*| x>0, vy, y = sen(1/x)}.

Entonces S = SU ({0} x [~1, 1]) no es un espacio por puntos de corte, es més ningiin punto
de {0} x [~1,1] es un punto de corte; si (x,y) € {0} x [~1, 1] entonces S C S—{(x,y)} C S,
asi S—{(z,y)} es conexo. S es una pequena variacién de la curva seno del topélogo (ejemplo
(2.2.8)). Por otra parte W = S UR™ tampoco es un espacio por puntos de corte, mds aun,

los tinicos puntos de corte de W son los puntos que pertenecen a S NRT.

La parte 1) del ejemplo (3.1.6) y el ejemplo (3.1.7) muestran que ni la adherencia, ni la

uniéon de espacio por puntos de corte, es un espacio por puntos de corte.

Ejemplo 3.1.8. Sea
Xo={(z,0) e R* | z <0} U {(a,1) € R* | x > 0}
y dejando para cada entero positivo n.
Y,={(1/ny) eR*|0<y<1}

Entonces la unién X = X, U (U —,Y,) es un espacio por puntos de corte.
En el ejemplo (2.2.3) vimos que X es conexo. Veamos que todo punto z en X es un punto
de corte.

1).Siz=(2",y) ¢ U,—, Ya. Definimos

U={(z,y) eR* |z <2’} vy V={(z,y) eR*|z>2'}.

Exactamente el mismo argumento realizado en el caso 1) del ejemplo (3.1.5), muestra que
X — {2} es no conexo.

2). Si z € |J,_, Y, Existe una tnica ny € Z%* tal que z € Y, (pues V; NY; = 0
para todo i,j € Z*, i # j). Luego, z = (1/ng,y’) con 0 <y < 1.

Definimos F={1/no,y) €Yo, |y <y}

Afirmamos que F' es un subconjunto propio no vacio de X — {z} que es a la vez abierto y
cerrado en X — {z}.

2.1). Para ver que I es abierto, basta tomar el subconjunto abierto de R? (el cual se ilustra

en la figura 11)

U= ((2no+1)/2n0(no+ 1), (2no — 1)/2ne(ng — 1)) x (0,y'), si ng # 1.
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Figura 11

Y si ng = 1 tomamos
U= (1/(no+1),00) x (0,%).

De cualquier forma, podemos escribir a F' como la interseccién entre U y X —{z}. Asi, F’
es abierto en X — {z}.
2.2). Para ver que F es cerrado, probaremos que su complemento F° = (X — {z}) — F es

abierto. Para esto, basta tomar
U = (=00, 1/no) x R) U ((1/ng,00) x R) si ¢ =1,

y escribir a F° como la interseccién entre U y X — {z}.

Y siy < 1, tomamos V = U U (R x (3/,00)) y escribimos a F° como la interseccién entre
Vy X—{z}

De cualquier forma podemos escribir a F'° como la interseccién entre un subconjunto abierto
de R? y X — {2}, por tanto F es abierto en X — {z}, o lo que es igual; F es cerrado en
X —{z}.

Por consiguiente, de 2.1), 2.2) y el teorema (2.1.1), concluimos que X — {z} es no conexo.

Generalmente, siempre que estudiamos alguna caracteristica de un espacio topoldgico, lo
primero que nos preguntamos es si dicha propiedad es, o no, un invariante topologico. Pues
bien, ser espacio por puntos de corte, es una propiedad que se preserva bajo homeomorfismos

tal y como veremos en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1.1. Sean X y Y espacios topologicos. Si X es un espacio por puntos de

corte y'Y es homeomorfo a X, entonces Y es un espacio por puntos de corte.

Demostracion.
Sea f : X — Y un homeomorfismo, y supongamos que X es un espacio por puntos de

corte. Es claro que Y es conexo, pues X lo es, y f es un homeomorfismo. Veamos que para
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caday € Y, Y — {y} es un subconjunto disconexo de Y. Sea y un punto arbitrario en Y.
Por ser f biyectiva, existe un tnico punto xg € X tal que f(z9) = y. Ademds por ser X
un espacio por puntos de corte, X — {zo} es no conexo. Sea X — {zo} = AU B donde A #
0, B#0, ANB = BNA = (. Luego se tiene que f(X —{x}) = f(AUB) = f(A)U f(B).
Dado que f es biyectiva se sigue que f(X — {zo}) = f(X) — {f(x0)} =Y — {y}. Luego
Y —{y} = f(A) U f(B).
Es claro que f(A) # 0y f(B) # 0, pues A # 0 y B #
= f

demés por ser f

homeomorfismo se tiene que f(A) N f(B) = f(A) N f(B)

F(A) N FTB) = f(A) 0 £(B) = F(ANTB) = £(0) =0.
Asi, f(A) y f(B) constituyen una separacién de Y —{y}, y por tanto Y — {y} es no conexo.
[

0. A
(AnB) = f0) =0y

3.2. La recta de Khalimsky

En esta secciéon mostraremos otro ejemplo de espacios por puntos de corte “la recta de
Khalimsky”, y analizaremos algunas caracteristicas de dicho espacio. En el siguiente capitulo
mostramos una caracterizacion bastante interesante de este espacio. Para comenzar, veamos

la siguiente afirmacién.

Afirmaciéon 3.2.1. Sea Z el conjunto de los nimeros enteros y sea
B={{20—1,2i,2i+ 1} |i € Z}U{{20 + 1} | i € Z}

entonces la coleccion B (la cual se ilustra en la figura 12) es base para alguna topologia sobre

Z.

Demostracion.

La primera condicién para una base es inmediata de la definicién de 3. Pues es claro que
Us=z

La segunda condicion se sigue del siguiente hecho; si By y B, son elementos de la coleccion
(B con By # By, es claro que BiN By =0 6 By N By = {2iy+ 1} para algin i, € Z.

Asi, si By y By son elementos de la coleccién § y x € By N By, se tiene que x = 215 + 1
para algun ig € Z. Como los conjuntos {2i + 1} pertenecen a la coleccién 3 para cada
i € Z, entonces se tiene que existe un elemento By = {2ig + 1} que pertenece a (3 tal que
x € B3 C By N Bs. [ |
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° °
2(ig — 1) 2(ip + 1)

Figura 12

Definicién 3.2.1. El conjunto de los niimeros enteros Z, con la topologia generada por la

base 3 anterior se denomina la recta de Khalimsky y la notaremos Zj.

Note que cada punto en Z con esta topologia tiene una vecindad abierta mas pequena (o

vecindad minima) y la base 3 es la coleccién de todas estas vecindades.

Afirmacién 3.2.2. La recta de Khalimsky (Zy) es un espacio conexo por caminos.

Demostracion.
Definimos para cada i € Z A; = {2i — 1, 2i, 2i + 1}. Veamos que cada A; es conexo por
caminos.

Es claro que la aplicacién f : [0,1] — A; (la cual se ilustra en la figura 13) definida por:

2% —1 si tel0,1/2).
flt) =92 si t=1/2.
2i+1 si te(1/21]

2ig +1 + o—=e

R e e ——

1/2

e ¥

Figura 13

es un camino en A; uniendo a 2 — 1 y 27 + 1.
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Para unir a 2¢ — 1 y 2¢, podemos redefinir f mediante

£ = 2 —1 si te[0,1/2).
2% si tell/2,1].

y ver que nuevamente f es un camino en A; uniendo a 2i — 1 y 2i.

Por ultimo, para unir a 2i y 2i + 1, redefinimos f asi:

2 si tel0,1/2].
ft) =
2 +1 si te(1/21].

Luego cada conjunto A;, con i € Z, es conexo por caminos, y ademas A; N A; # 0 si
li — j| = 1. Asi, por el corolario (2.2.1(1))), la unién (J,., A; es conexo por caminos.
Finalmente al coincidir esta union con el propio espacio Zj, podemos concluir que Z; es

conexo por caminos. [ |

Afirmacién 3.2.3. La recta de Khalimsky (Zy) es un espacio por puntos de corte.

Demostracion.

En la afirmacién anterior probamos que Z; es un espacio topoldgico conexo por caminos y
por tanto es conexo.

Veamos que para cada © € Zy, Zj — {x} es no conexo. Consideremos los siguientes casos:

1). Si x = 2ip + 1 para algin iy € Z. Definimos

W={2>G+1), 26o+1)+1} vy F= [J {2i—1, 2i 2i+1}
i€Z, i>ig+2
Es claro que W es un subconjunto abierto de Zy — {x} pues

W = ({2ip+1, 2(ip + 1), 2(ip + 1) + 1}) N Zy — {z}, igualmente F es abierto en Z; — {z}
pues F' es unién de abiertos en Zj — {z}. Luego U = W U F' es abierto en Z; — {z}.

De la misma forma

P={2—1, 2} vy Q= |J {2i-1, 2, 2i+1}

i€Z, i<ig—1

son abiertos en Zj — {z}, y por tanto V = P U @ es un subconjunto abierto de Z; — {x}.
Ahora, es claro que U y V son disyuntos y que

UUV ={yeZl|y>2ig+2U{yeZ|y<2i} =7 — {z}.
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Por tanto U y V forma una separacién de Z, — {z}.

2). Si x = 2i, para algun ig € Z. Definimos

U= |J {2i-1, 2 2i+1}

i€Z, i>io+1
y
V= |J {2i-1, 2 2i+1}.
i€Z, i<io—1
Nuevamente U y V forma una separacién de Zj — {z}. |

Note que la recta de Khalimsky no es 7T}, pues los conjuntos unipuntuales formados por
los puntos impares son abiertos y Zj es conexo. Asi, un espacio por puntos de corte no es

necesariamente 77 .

Afirmacion 3.2.4. St A es un subconjunto propio no vacié y conexo de la recta de Kha-

limsky Zy,, entonces A esta acotado superior o inferiormente.

Demostracion.

Dado que A es un subconjunto propio de Zj, existe z € Zj tal que z ¢ A. Entonces
A CZr —{z} y puesto que Z;, es un espacio por puntos de corte, existen los subconjuntos
U y V abiertos disyuntos de Z; —{z} tal que Zy—{z} = UUV. Ahora, por ser Z un conjunto
totalmente ordenado y A, U, y V ser subconjuntos de Z, es claro que A, U, y V lo son.
Ademas z es cota superior de U e inferior de V' o viceversa, pues si no, como Zy—{z} = UUV
entonces se tendria que U NV # ().

Por otra parte, como A es conexoy A C Zy — {2} =U UV, sesigueque ACU 6 ACV.

En cualquiera de los dos casos se tiene que z es una cota superior o inferior de A. [ |

Afirmacion 3.2.5. Si A es un subconjunto propio mo wvacio de Zy con mds de un pun-

to,entonces A no es un espacio por puntos de corte.

Demostracion.
Sea A un subconjunto propio no vacio y conexo de Zj, con |A| > 1. Entonces por la
afirmacion (3.2.4), A estd acotado superior o inferiormente.
1). Si A estéd acotado superiormente, existe zg € Z tal que zy = sup(A) y zy € A, pues de
no ser asi, zo— 1 seria cota superior de A, lo cual contradice que zy = sup(A). Por otra parte,
20—1 € A pues si no, como Zy—{z} = UUV con U y V abiertos en Zy— {20} y UNV =0,
donde

{reZ|lz<zn—-1}CcU y {x€Z|z>zn—-1}CV
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entonces ANU # 0 y ANV # 0, ademas (ANU)N(ANV)=ANnUNV) =10,y
A=(ANU)U(ANV), Luego A no seria conexo. Asi, zyp — 1 € A.

Ahora, afirmamos que A — {2y} es conexo.

Supongamos que A — {20} = U UV donde U y V son subconjuntos no vacios de Zj, tales
que UNV=0nV = 0.

Puesto que zp —1 € A y UNV =UNV =), se debe tener que 20 — 1 €U 6 zp—1€ V.
Asumamos sin perdida de generalidad que zg — 1 € V. Ahora por la definicién de Zj se tiene
que {20} € 6 6 {20 — 1, 20, 20+ 1} € .

1.1). Si {2} € 3, entonces

VU{Z()}:VU{Z()}:VU{ZQ—L 20, 20+1}.

Como zp = sup(A), z+1 ¢ Ay como z € V y VNU = () tenemos que
UnN(VU{z}) = 0. Por otro lado UN (VU {z}) =0 (pues zg —1 €V, y 2z — 1 < z),
ademés U U (V U {z}) = A. Por tanto U y V U {2} constituyen una separacién de A,
contradiciendo asi el hecho de que A es conexo.

1.2). Si {z — 1, 29, 2+ 1} € B, entonces VU {z} = VU {2} = VU {2} luego U N
(VU{2}) =0,y comoz—1 €V, z ¢ U puessi z € U entonces {z9—1, 2o, 2o+1}NU #
luego zp—1 € U y por consiguiente UNV # (. Asi, UN(VU{z}) =0 y UU(VU{z}) = 4,
lo cual es nuevamente una contradiccion.

2). Un resultado anédlogo al anterior muestra que si A estd acotado inferiormente, entonces

z' =inf(A) no es un punto de corte de A. |
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CAPITULO 4

PROPIEDADES DE LOS ESPACIOS
POR PUNTOS DE CORTE Y
CARACTERIZACION DE LA RECTA
DE KHALIMSKY

En este capitulo analizaremos algunas caracteristicas de los espacios por puntos de corte
entre las cuales destacamos que la coleccién de puntos cerrados en dichos espacios es infinita,
y la no compacidad de los mismos. También, definiremos una nocién de irreducibilidad, y
veremos que un espacio por puntos de corte irreducible es necesariamente homeomorfo a

la recta de Khalimsky. Esto ultimo se mostrard como una caracterizacion de la recta de
Khalimsky.

4.1. Propiedades de los espacios por puntos de corte

En esta seccién veremos algunos resultados bastante interesantes que nos seran de gran
utilidad para probar que un espacio topolégico finito no puede ser un espacio por puntos
de corte, y la no compacidad de estos espacios. Para comenzar introducimos la siguiente

notacién, la cual es adoptada de [7].

Notacién 2. Sea Y wun espacio topoldgico. Escribimos Y = A | B si A y B son dos
subconjuntos no vacios de'Y tales que ANB=ANB=0yY =AUB.

Ademds diremos que un punto y € Y es abierto (resp. cerrado), si {y} es un subconjunto
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abierto (resp. cerrado) de Y.

Existe muchos espacio topoldgicos en los cuales los puntos no son ni abiertos ni cerrados, un
ejemplo sencillo donde ocurre esta situacion lo proporciona la recta real R con la topologia
de colas. En los espacios por puntos de corte no ocurre esta situacion, pues en estos espacios

los puntos son o abiertos 6 cerrados tal y como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 4.1.1. Sea X un espacio topologico conexo, y sea x un punto de corte de X tales
que X —{x} = A | B. Entonces x es abierto 6 cerrado en X. Si x es abierto, entonces A y

B son cerrados; si x es cerrado, entonces A y B son abiertos.

Demostracion.

Como A es abierto y cerrado en X — {x}, existe un subconjunto V abierto en X
tal que A = VN (X —{z}) = V — {z} y también existe un subconjunto cerrado
Fen X tal que A = FN (X — {z}) = F — {z}, entonces V — {z} = F — {z}.
Si suponemos que V = F', entonces se contradice el hecho de que X es conexo. Luego se
debe tener que V —{z} =F 6 F—{z} =V,o0loqueesigual {z} =V -Fé{a}=F—-V.
Si{z} =V — F entonces {x} es abierto (pues V—F = VN (X — F) los cuales son abiertos),
ademds A = F pues {z} CV y x ¢ A. Luego A es cerrado. Si {z} = F — V entonces {z}
es cerrado y A =V es abierto.

Anélogamente para B. [ |

Corolario 4.1.1. Sea X un espacio topologico conexo, y sea Y el subconjunto de todos los

puntos de corte de X. Entonces:

1. Cada subconjunto conexo mo vacio de Y no degenerado, contiene por lo menos un

punto cerrado.

2. Six €Y es abierto, entonces cada punto limite de {x} en'Y es un punto cerrado.

Demostracion.

1. Sea A un subconjunto conexo no vacio de Y, con |A| > 1.
Por el teorema (4.1.1) cada punto x € A es abierto 6 cerrado. Supongamos que para

cada x € A, = es abierto. Sea ry € A entonces

A-fob= U =}

TEA,xFx0
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luego {zo} U (A — {z0}) = A constituyen una separacién de A. Lo cual contradice el

hecho de que A es conexo.

2. Sea {x} un subconjunto abierto de Y, es claro que {x} # (0 (pues si no {x} seria
abierto y cerrado en X). Sea y un punto limite de {z} en Y, si y no es cerrado,

entonces por el teorema (4.1.1) se tiene que y es abierto. Luego se sigue que

{z}n({y} —{y}) =10

lo cual es una contradiccién, pues y es un punto limite de {z}.
[ |

Como otra consecuencia del teorema (4.1.1) se sigue que un espacio por puntos de corte X
es Ty; dados dos puntos distintos x,y € X se tiene que x es abierto 6 cerrado en X, si x
es abierto la conclusién es inmediata pues € {z} y y ¢ {z}, y si x es cerrado, entonces
X —{z} = A | B donde A y B son abiertos en X, ademés y € A 6 y € B. Asumiendo sin
perdida de generalidad que y € A, se tiene que existe un abierto A que contiene a y y no

contiene a x.

Lema 4.1.1. Sea X un espacio topologico conexo, y sea x un punto de corte de X. Si
X —{z}=A| B, AU{zx} es conexo.

Demostracion.

Supongamos que AU{z} es no conexo, entonces existen los subconjuntos C'y D de AU{x}
tales que AU {z} = C' | D. Podemos asumir sin perdida de generalidad que z € C. Como
CND=CND =0, se tiene que D C A.

Luego (BUC)ND = (BUC)ND = (BN D)U(CN D). Como CND = entonces
m N D = BUD. Dado que D C A, se tiene que BU D C BN A, pero por hipétesis

BNA=0,luego (BUC)ND = ).

De la misma forma

(BUC)ND=(BND)U(CND)=BNDCBNA=0
Luego (BUC)N D = (). Ademés (BUC)UD =BU(CUD)=BU(AU{z}) = X.
Por lo tanto X = (BUC) | D. Lo cual contradice la conexidad de X. [

Lema 4.1.2. Sea X un espacio topologico conexo, y sea x un punto de corte de X. Si
X —{x} = A| B y si cada punto de A es un punto de corte de X, entonces A contiene por

lo menos un punto cerrado.
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Demostracion.

Si cada punto de A es un punto de corte de X, entonces por el teorema (4.1.1), cada punto
de A es abierto 6 cerrado en X.

Supongamos que A consiste exclusivamente en puntos abiertos. Puesto que por el lema
(4.1.1) AU{z} es conexo, entonces x debe ser cerrado, pues si no A y {z} formarian una dis-
conexién de AU{z}. Como z es cerrado, por el teorema (4.1.1) se sigue que B es abierto en X,
luego

X —B = AU{x} es cerrado. Asi, para caday € A, {y} C AU{z} = AU{z}, y por lo tanto
por el corolario (4.1.1 (2)), z es el tnico posible punto limite de {y}. Como {y} = {y}U{y},

entonces {y}’ # (), pues si no, {y} serfa un subconjunto abierto y cerrado de X y asf, con-
tradeciria la conexidad de X. Luego x es el tinico punto limite de {y}. Ahora como {y} es
conexo, se tiene que {y} = {z,y} es conexo para cualquier y € A.

Sea yo € A. Puesto que BU {z} es conexo (lema (4.1.1)), y U,c4{, y} también lo es (pues
es la unién de conexos con el punto z en comin), y ademds {z,y} N (BU{z}) = {z} para

cualquier y € A, entonces

X—{wr= | {zypuBuis)

YEAY#Yo

también es conexo. Esto contradice el hecho de que 39 es un punto de corte de X. [ |

Si se tienen dos puntos de corte distintos en un espacio topoldgico conexo, existe una relacion
natural entre los conjuntos de las separaciones que determinan cada uno de dichos puntos.

Veremos esta relacion en el siguiente lema.

Lema 4.1.3. Sean X un espacio topoldgico conezxo, y x ey con x # y dos puntos de corte
de X tales que
X—{z}=A|B yv X—-{y}=C|D.

SixeC e ye A, entonces D C Ay BcCC.

Demostracion.

Puesto que por el lema (4.1.1) DU{y} es conexo, y como DU{y} C X —{z}, entonces por el
lema (2.1.2) se tiene que DU{y} C Aé DU{y} C B. Puestoquey € Ay ANB = ANB = {),
entonces la segunda inclusién se descarta. Luego D U {y} C Ay por tanto D C A.

Una discusién similar demuestra que B C C. [ |

En el siguiente teorema se demuestra que un espacio topolégico finito no puede ser un

espacio por puntos de corte.
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Teorema 4.1.2. Si X es un espacio por puntos de corte. Entonces la coleccion & de todos

los puntos cerrados de X es infinita.

Demostracion.

Utilizando el principio de induccion matemadatica, construimos una sucesion
(Tn)nen =: (T1,%2,..., Ty, ...) de puntos cerrados distintos en X.

Definimos Cy = X. Como Cj es un subconjunto conexo de X formado por todos los pun-
tos de corte de X, entonces por el corolario (4.1.1(1)) existe un punto cerrado z; en Cy.
Puesto que z1 es un punto de corte de X, existen los subconjuntos Cy y D; abiertos en
X tales que X — {z1} = C; | D;. Luego se tiene que z; ¢ C; y Cyp 2O Cy. Ademads
puesto que X es un espacio por puntos de corte, cada punto de C; es un punto de corte
de X, y por el lema (4.1.2) existe un punto cerrado z5 de X tal que z5 € C, ademads
Ty # 1 pues x; ¢ C. Puesto que xp también es un punto de corte de X, existen los
subconjuntos Cy y Do abiertos en X tales que X — {xs} = Cy | Ds. Luego zo ¢ Cs.
Dado que z; y x5 son dos puntos distintos de corte en X y X — {x;} = C; | D1 y
X —{xo} = Cy | Do, se debe tener que xy € Cy 6 1 € Ds. Intercambiando Cy y D en caso
de ser necesario, podemos asumir que z; € Dy y aplicar el lema (4.1.3) para concluir que
Cy 2 Cs.

Repitiendo este proceso n-veces, tenemos que existen n-puntos distintos cerrados en X.
Ahora supongamos que los n-puntos cerrados distintos xi,29,...,2, en X y los
subconjuntos abiertos Cy,Cs, ..., C, v Dy, Ds, ..., D, estan escogidos como anteriormente,
es decir; estan escogidos de tal forma que X — {x;} = C; | Dy, z; € C;_1 y C;_1 D C; para
cada i€ {1,2,...,n}.

Segun el lema (4.1.2), existe un punto cerrado x,,1 en X tal que x,,1 € C,. Luego
existen los subconjuntos Cy, 11 y D, 41 abiertos en X tales que X — {x,11} = Cpi1 | Dpy1.
Nuevamente intercambiando C,.; y D,4+1 en caso de ser necesario, podemos asumir que
Ty € Dyyq. Asi, por el lema (4.1.3), C,, O Chyq.

Puesto que para cada i € {1,2,...,n} se tiene que
2 ¢ CiyCo2C, D2Cy---2C;12C;2---2C, D Chyy

entonces se tiene que para cualquier ¢ € {1,2,...,n}, x; ¢ C,. Por tanto el hecho de que
Zne1 € C,, implica que x,,1 # z; para todo i € {1,2,...,n}.

Luego la sucesion (z,)nen =: (21,22, ..., Tp,...) construida continuando este proceso inde-
finidamente, es una sucesion de puntos cerrados distintos en X, y por tanto la coleccién &

de todos los puntos cerrados de X es infinita.
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En otras palabras hemos construido una funcion inyectiva x : N — &, del conjunto de los

nimeros naturales en la coleccion & y por cardinalidad esto implica que

N =|N[<]& .

Corolario 4.1.2. Si X es un espacio por puntos de corte, entonces | X |> Ng

Por supuesto, el teorema 4.1.2 es una generalizacion del corolario 4.1.2. A continuacion,
usando el principio maximal de Hausdorff, probamos otra generalizacién del corolario 4.1.2

en el siguiente teorema.

Teorema 4.1.3. Sea X un espacio topoldgico conexo, compacto con mds de un punto.

Entonces X tiene por lo menos dos puntos que no son puntos de corte.

Demostracion.

Supongamos que X tiene a lo mas un punto (z) que no es de corte.

Sea xo un punto de corte de X y sea X — {x¢} = Ao | By. Dado que X tiene a lo sumo un
punto z que no es de corte, entonces Ay 6 By (asumamos sin perdida de generalidad que es
Ap) consiste exclusivamente en puntos de corte de X. Luego por el lema (4.1.2) Ay contiene
por lo menos un punto cerrado y de corte en X. Sea z dicho punto y sea X — {z} = A | B
y sin perdida de generalidad asumamos que zy € B. Entonces por el lema (4.1.3) A C Ag
y By C B.

Definimos
S={UcC X |Uesabiettoen X, UDB, [U-U|=1, y U# X}

Dado que, por el teorema (4.1.1) B es un subconjunto abierto no vacio de X, y
B=BU{x} (puessiy € X — (BU{x}),y € A,y como AN B = ), entonces y ¢ B),
entonces B € S,y asi S # ().

Ahora definimos la siguiente relacion en S:
Uy <Us si Uy,=U;z 6 U,CUs.

Entonces (5, <) es claramente un conjunto parcialmente ordenado, y por el principio mazi-
mal de Hausdorff existe una cadena maximal € en S. Sea U, € S y sea

{2,} = U, — U,. Para cada «, 7, es un punto de corte de X, pues B es el menor conjunto
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en S (en el sentido de la inclusién) y el tinico punto z (si es que existe) que no es de corte
estden By C B,y B— B # {z}.

Sea X — {z,} =U, | (X —U,). Paracada o, o € Ay x € U, pues z, ¢ U, y B C U,,
ademés B U {x} es conexo, luego x € U,. Entonces por el lema (4.1.3), X — U, C A4, luego
por el lema (4.1.2), existe un punto cerrado y € X — Uy, sea X — {y} = C'| D. Puesto que
U, = U, U{z,} es conexo, entonces U, C C 6 U, C D. Es decir U, < C 6 U, < D.

Dado que U, es arbitrario en S, S (y en consecuencia € ) no tiene un elemento maximal,
luego si p € UUGCU’ p € U,, para alglin o, y como € no tiene un elemento maximal, existe

un U,, € € para algin «;, tal que U,, C U,,. Entonces p € U,,, y por tanto p € Uvee U-

Asi
Uv=UT

vee vee
Sea V = |JyeeU. Puesto que U, es conexo para cualquier U, € €, y B C U,
entonces la unién (J;,.o U es conexa, pero V = UpceU = Upee U, luego V es conexo.
Afirmamos que X = V. Supongamos que X # V, entonces X — V # (), ademds X — V es
un subconjunto cerrado de X (pues V es unién de abiertos de X). Puesto que X — U C A
para cada U € €, entonces [\ co(X — U) C A. Es decir

X—UUz(X—UU)QA
Uee Uee

luego X — V C A, y por tanto todo punto de X — V' es un punto de corte de X, y por el
teorema (4.1.1) todo punto de X — V' es abierto 6 cerrado en X. Puesto que X — V no es
abierto, los puntos de X — V' no pueden ser todos abiertos, luego X — V' debe contener un
punto cerrado y de corte 2’ en X.

Sea X — {2/} = G | H. Como V es conexo, V. C G 6 V C H. Asumamos sin perdida de
generalidad que V C G.

Puesto que por el teorema (4.1.1) G es abierto en X, y ademds H # 0 y GNH = (), entonces
G=GU{2'} #X,yBCV CG, asi G € SyU <G para todo U € €. Puesto que €
no tiene un elemento maximal, G ¢ €, lo cual contradice la maximalidad de la cadena €
(pues €U G es una cadena en S que contiene propiamente a €). Luego (Jy o U =V = X,
y por tanto € es un recubrimiento abierto infinito de X. Puesto que € es una cadena sin un
elemento maximal, € no admite un subrecubrimiento finito para X (pues si |J;_, U,, = X,
con U,, € € entonces como € es una cadena, se tiene que X = |J_, U,, = Uay, para algin
K e{1,2,...n}. Luego U,, = X = X y asf U,, ¢ S, lo cual es una contradiccién ). Asf,

X no puede ser compacto. [
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En [4]y [7] se prueba el teorema anterior para el caso particular en el que el espacio es T7.

En algunos textos (por ejemplo [7]) se enuncia el teorema (4.1.3) como el teorema de exis-
tencia de puntos que no son de corte.
Ahora, como una consecuencia del teorema anterior, probamos en el siguiente corolario la

no compacidad de los espacios por puntos de corte.

Corolario 4.1.3. Sv X es un espacio por puntos de corte, entonces X es no compacto.

Demostracion.
Por hipétesis, X es conexo con infinitos puntos, y no es cierto que X tenga por lo menos
dos puntos que no son de corte, luego por el contrarreciproco del teorema (4.1.3), se tiene

que X es no compacto. [ |

4.2. Espacios por puntos de corte irreducibles y

caracterizacion de la recta de Khalimsky

En esta seccién, definimos una nocion de irreducibilidad de los espacios por puntos de
corte y mostramos que un espacio con esta caracteristica es esencialmente unico, salvo

homeomorfismos.

Definicién 4.2.1. Sea X un espacio por puntos de corte. Diremos que X es un espacio
por puntos de corte irreducible, si ningtin subconjunto propio de X (con la topologia de

subespacio) es un espacio por puntos de corte.

Ejemplo 4.2.1. La recta de Khalimsky es un espacio por puntos de corte irreducible. En
la afirmacién (3.2.5) del capitulo anterior vimos que ningin subconjunto propio de la recta

de Khalimsky es un espacio por puntos de corte.

No es sencillo proporcionar ejemplos de espacios por puntos de corte irreducibles, la razén
es que en realidad, tal y como veremos mds adelante, la recta de Khalimsky (salvo homeo-
morfismos), es el unico espacio por puntos de corte que es irreducible. Por ahora veamos

algunos lemas que nos seran de gran utilidad para probar esta ultima afirmacién.

Lema 4.2.1. Sea X un espacio por puntos de corte, v € X y sea X —{x} =A| B. Si A

es no conezo, entonces AU {x} es un espacio por puntos de corte.
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Demostracion.

Sea Y = AU {z}, por el lema (4.1.1) Y = AU {z} es conexo. Ademds Y — {z} = A, y por
hipétesis A es no conexo. Asi x es un punto de corte de Y.

Veamos que para caday € A, Y —{y} es no conexo. Sea y un punto arbitrario en A, puesto
que X —{y} = (Y —{y})U(BU{z}) es no conexo (pues X es espacio por puntos de corte),
y ademds z € (Y —{y}) N (BU{x}), entonces Y —{y} o BU{z} es no conexo. Puesto que
por el lema (4.1.1) BU {z} es conexo, se tiene que Y — {y} es disconexo. |

Corolario 4.2.1. Si X es un espacio por puntos de corte irreducible, entonces para cada

x € X, X —{z} tiene exactamente dos componentes.

Demostracion.

Sean x € X,y X — {x} = A | B. Puesto que por hipé6tesis X es un espacio por puntos de
corte irreducible, AU {z} y B U {z} no son espacios por puntos de corte. Asi, por el lema
(4.2.1) Ay B son conexos. Ademds AU B = X — {z}, y si C' es un subconjunto conexo de
X — {z} no trivial, entonces C C A 6 C' C B, de esta forma CNB =06 CNA=0. Asi,

por el teorema (2.3.1) A y B son las unicas componentes de X — {z}. |

El reciproco del corolario (4.2.1) no es cierto, basta considerar el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.2.2. Para cada z € R, R—{xz} tiene exactamente dos componentes, y cualquier

intervalo o rayo abierto de R es un espacio por puntos de corte.

Lema 4.2.2. Sea X un espacio por puntos de corte irreducible, sea x € X y sea X —{z} =
A | B. Entonces ezisten exactamente dos puntos y y z cony € A, y z € B tales que
{z, y} y {z, z} son conexos. Ademds si x es cerrado entonces y y z son abiertos, y si x

es abierto, entonces y y z son cerrados.

Demostracion.

Dado que, por el corolario (4.2.1), A es conexo y puesto que X es un espacio por puntos
de corte irreducible, A tiene un punto y que no es de corte; es decir existe un punto y € A
tales que A — {y} es conexo.

Afirmamos que y es el inico punto en A tales que {x, y} es conexo. Primero probaremos
que si {x, y'} es conexo para algin y’ € A, entonces y' = y.

Sea y' € A tales que {z,y'} es conexo. Supongamos que y’ # y. Puesto que por el lema
(4.1.1) BU{x} es conexo, y como (A—{y})N{z, v’} #0 v (BU{z})N{z,y'} # 0 entonces,
por el corolario (2.1.2), (A—{y})U({z,y'}) U(BU{z}) = (A—{y}) U(BU{z}) es conexo.
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Pero X — {y} = (A —{y}) U (BU{z}), lo cual es una contradicciéon pues X es un espacio
por puntos de corte. Asi, iy = v.

Para probar que {x,y} es conexo consideramos dos casos:

Caso 1. Si x es cerrado. En este caso A es (abierto y) no cerrado pero AU {z} es cerrado
(ambos del teorema (4.1.1)). Asi, x es un punto limite de A. Por otra parte, z no es un punto
limite de A—{y}, pues de serlo, (A—{y})U{x} seria conexo, y (A—{y})U{z})U(BU{z}) =
(A —{y}) U (BU{x}) también lo serfa. Pero (A — {y}) U (BU{z}) = X — {y} lo cual es
una contradiccién. Asi, x es un punto limite de y, y por tanto {z,y} es conexo. Ademds y
es abierto, pues si no @ = {y}, lo cual contradice que x es un punto limite de y.

Caso 2. Si z es abierto. En este caso A es (cerrado y) no abierto, pero AU {x} es abierto
(ambos del teorema (4.1.1)). Asi, hay un punto 3’ en A que no es punto interior de A. Puesto
que ¥’ es un punto interior de AU{z} y no es punto interior de A, se tiene que todo abierto
que contenga a Yy’ interseca a {z}, ademds lo hace en puntos distintos de y' pues ¢y’ # z.
Asi, y' es un punto limite de {z} y por tanto {x,y'} es conexo. Puesto que, como probamos
anteriormente y = y, se sigue que {x,y} es conexo. Ademads y es cerrado, pues si no {z} y
{y} serfan abiertos disyuntos no vacios en {z,y} cuya unién es {x, y}, contradiciendo asi la
conexidad de {z,y}.

Una discusién similar muestra que existe un tinico punto z € B tal que {x, z} es conexo, y

que ademas si x es abierto, z es cerrado, y si x es cerrado, z es abierto. [ |

En el lema anterior probamos primero (aunque parece ser un poco inusual), la unicidad del
punto y. En realidad, lo que probamos fue que el tinico posible punto en A para el cual
{y/,x} es conexo es el punto y. Note que para esto no utilizamos en ningiin momento la

conexidad de {y,z}. Lo cual hace que la prueba sea valida.

Para concluir, caracterizaremos la recta de Khalimsky en el siguiente teorema.

Teorema 4.2.1. Un espacio topologico X es un espacio por puntos de corte irreducible si,

y solo si, es homeomorfo a la recta de Khalimsky.

Demostracion.

Es claro que la recta de Khalimsky es un espacio por puntos de corte irreducible.
Supongamos que X es un espacio por puntos de corte irreducible. Utilizando el
principio de induccién matemaética, encontraremos un subconjunto Y de X que es ho-
meomorfo a la recta de Khalimsky, y por la irreducibilidad de X, concluimos que X =Y.

Por ser X un espacio por puntos de corte , la coleccién de puntos cerrados en X es infinita.
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Sea xp un punto cerrado en X, y sea X — {zo} = Ay | By. Por el lema (4.2.2), existen
los puntos x_; en Ag y x1 en By tales que {z_1, xo} y {xo, x1} son conexos. Defini-
mos Y; = {x_1, xg, x1}. Como X es un espacio por puntos de corte irreducible para cada
x € X, X —{x} tiene exactamente dos componentes. Supongamos que A; es la componente
de X — {x1} que contiene a zy, y que By es la otra componente de X — {z}. Supongamos
ademds, que B_; es la componente de X — {x_1} que contiene a xg, y que A_; es la otra
componente de X — {z_1}.

Asumamos que para un entero positivo n arbitrario, el subconjunto
Yo=A{x;|i€Z, y —n<i<n}

de X (con 2n + 1 puntos) es escogido de tal forma que para cada i,j € Z que satisfacen
—n<i,j<n y |i—j|=1, {z;, x;} es conexo. Ademds asumamos que para cada entero
i no nulo, con —n < i < n, las componentes A; y B; de X — {x;} estdn escogidas de tal
forma que xg € A;, si i es positiva, y xg € B;, si ¢ es negativa. Puesto que por el corolario
(2.1.1)

Y, —{r_n} = U {xivxj}

—n<i<j<n,j=it+1
es conexo, entonces Y, —{z_,} C A, 6 Y,—{x_,} C B_,, y puesto que g ¢ A_,, se
tiene que Y,, —{z_,} C B_,. Por el lema (4.2.2), hay un tnico punto x_,,_; en A_, tal que
{z_n_1, x_,} es conexo. Puesto que

(Yo U{z—na}) —{zn} = U {@i 2}
—n—1<i<j<n,j=it+1
es conexo (nuevamente por el corolario (2.1.1)), entonces (Y, U{z_,—1}) —{z,} C A, 6
(Y, U{z_n_1}) —{zn} € B,, y como xy ¢ B,, se tiene que (Y, U{z_,_1}) — {z.} C A,.
Nuevamente, por el lema (4.2.2) existe un unico punto x,.; € B, tal que {z,, ©,+1} es

conexo. Asi, obtenemos el subconjunto

de X (con 2n + 3 puntos) tal que para cada i,j € Z que satisfacen
—(n+1)<i,j<(n+1)y|i—j|=1, {z;, z;} es conexo.

Para completar el paso de la induccién, definimos los subconjuntos A_,, 1, B_, 1, Ani1,
Bpyi de X tales que X —{r_, 1} = A1 | Bopor, X —{2nn} = Angr | By,
To€EB_ 1y Ty € Apyr.

Sea

Y=JYa={w]icZ}
n=1
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Luego para cada entero 1,
YNA ={z;|jeZ, yj<i} vy YNB,={z;|j€Z, yj>i}.

Puesto que xq es cerrado (por aplicaciones iteradas del lema (4.2.2)), x,, es cerrado si n es
par, y x, es abierto si n es impar. Luego para cada i € Z, la vecindad abierta més pequena de
Toir1 en Y es {wo;41}. Dado que para cada i € Z, x; es punto limite de {zo;_1} y de {x9;11}
(pues de no serlo, como xg;_1 ¥ 2,41 son abiertos, se tendria que {zg;_1, T2} v {®2i, T2i41}
no son conexos), toda vecindad abierta de z5; en X (y por consiguiente en Y) contiene a los
puntos x9;_1 vV Zo;11. Por otra parte, puesto que x9;_o y x9; 12 son cerrados, por el teorema
(4.1.1) se sigue que By; 5 y Ag;io son abiertos en X.

De esta forma {x9;_1, T2;, T2i11} = (Y N Byi—2) N (Y N Agii2) es la vecindad abierta mas

pequena de x9; en Y. Asi
B = {{z2-1, w2, Toiy1} |7 € Z} U {{x2i41} | i € Z}

es una base para la topologia de Y. Comparando esta base con la base de la recta de
Khalimsky, vemos que Y es homeomorfo a la recta de Khalimsky, y por tanto (proposi-
cién (3.1.1)) Y es un espacio por puntos de corte. Asi, ¥ = X pues X es irreducible.
Reciprocamente. Si existe una aplicaciéon f biyectiva y bicontinua de X en la recta de
Khalimsky, entonces por la proposicién (3.1.1), X es un espacio por puntos de corte. Su-
pongamos que X no es irreducible, es decir; supongamos que existe un subconjunto propio
Y de X, tal que Y es un espacio por puntos de corte.

Como f es biyeccién, f(Y) = A es un subconjunto propio de la recta de Khalimsky. Ademas
la aplicacién f|,, : Y — A es un homeomorfismo (afirmacién 1.2). Luego, de la proposicién
(3.1.1) se sigue que A es un espacio por puntos de corte, contradiciendo asf la irreducibilidad
de la recta de Khalimsky. |
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