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LIKIDCEN FRAMSOL LÓPEZ SUSPES
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caré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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3,52m ≤ ℓ <∞ y 5,23m ≤ ρ <∞. . . . . . . . . . . . . . . 77

3.5 Potencial efectivo dentro y fuera de la fuente (disco) para
part́ıculas sin masa para el segundo miembro de la familia de
discos de Morgan y Morgan, n = 1 y µ = 1. . . . . . . . . . 81



LISTA DE FIGURAS 13

3.6 (a) Potencial efectivo fuera de la fuente del tercer miembro de
la familia de discos de Morgan y Morgan, n = 2, para geodési-
cas temporales. El punto B, corresponde al radio de la órbita
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ciotiempo de Schwarzschild. (b) Potencial efectivo en función
de r/M en el caso de Schwarzschild. En las dos gráficas el
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3.23 Órbitas en el plano meridional, la ĺınea punteada correspon-
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pz(0) ≈ 0,426, y la órbita regular. En (b) z(0) = 0,1, pz(0) ≈
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TÍTULO
DINÁMICA DE PARTÍCULAS EN CAMPOS GRAVITACIONALES AXIAL-
MENTE SIMÉTRICOS. 1.

AUTOR
LÓPEZ SUSPES, Likidcen Framsol 7.

PALABRAS CLAVES
Sistemas dinámicos, geodésicas, axial, simétricos, estabilidad, Rayleigh.

DESCRIPCIÓN

Se presenta un estudio de estabilidad en fuentes gravitacionales estáticas y
axialmentes simétricas mediante la solución de las ecuaciones de movimiento
de part́ıculas de prueba neutras en los campos clásico y relativista. Se hace
énfasis en la trayectoria circular en el plano de la fuente, y en la trayectoria
circular de la part́ıcula marginalmente estable. Se muestra que la estabilidad
en el plano ecuatorial se puede desarrollar a través del análisis el momentum
angular de la part́ıcula. Se prueba que la trayectoria de la part́ıcula se reduce
a un problema en dos dimensiones.

En la teoŕıa clásica, se estudia la familia de Discos de Kalnajs, estas solucio-
nes son más estables con el aumento de términos en la expansión multipolar
de la solución. Se estudia también la influencia del cuadrupolo y octopolo en
la estructura del espacio de fase, y se determina que los dos términos pueden
inducir al movimiento caótico. Por último se investiga la estabilidad en las
galaxias NGC 3817, NGC 3917, encontrándose que los modelos discoidales
de las galaxias son estables ante perturbaciones radiales.

Se presenta en Relatividad General, una nueva familia de Discos Gruesos.
En cada modelo de disco grueso se realiza un análisis de las part́ıculas de
prueba que caen libremente. Se investiga la naturaleza de las soluciones de
Weyl en coordendas ciĺındricas, prolatas, y oblatas. Se encuentra que todas
las soluciones tienen un radio inestable en el caso de fotones. Además se
presenta un análisis de la establidad en campos estáticos y esféricamente
simétricos, encontrándose alĺı que la constante cosmológica no influye en la
dinámica de fotones.

1Tesis Doctoral.
7Facultad de Ciencias, Escuela de F́ısica, Guillermo A. González V. (Director).
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TITLE
Dynamics of test particles in axially symmetric gravitational fields1.

AUTOR LÓPEZ SUSPES, Likidcen Framsol 7.

KEY WORDS Dynamical systems, geodesics, axially, symmetric, Weyl,
stability, marginally, Rayleigh.

DESCRIPTION:
We present a detailed study of the stability of gravitational sources axia-
lly symmetrical static and research through the solution of the equations
of motion of neutral test particles falling freely, the study is conducted in
the fields of Newtonian Gravitation and General Relativity . Emphasis is
placed on the circular path in the plane of the source, plus marginally stable
circular orbit. In the two fields we show that the stability in the equatorial
plane can be developed through the analysis of the angular momentum of
the particle, also we demonstrate that in these fields the study of trajectory
of the particle is reduced to a problem in two dimensions.

In classical theory we study some particular solutions as family Kalnajs discs
for the family is this solutions are more stable as you increase the number of
terms in the multipolar expansion of the solution. Also considers the influen-
ce of quadrupole and octupole terms in the structure of phase space, then
it is determined that any of the terms can lead to chaotic motion. Finally,
research on the stability in the galaxies NGC 3817, NGC 3917, we find that
circular orbits are stables.

It occurs in General Relativity, a new family of thick disks, with particu-
lar solutions Chazy-Curzon type, Zipoy-Voorhees, and Bonnor-Sackfield. In
each thick disk model we consider an analysis of test particles falling freely.
On the other hand, we research the naturel Weyl solutions in Coordinate
cylindrical, prolate, and oblate. In particular we find that all solutions are
unstable radio in the special case of fotones. Additionally, we present a de-
tailed analysis in static spherically symmetric gravitational field, we show
that the cosmological constant doesn’t influence the dynamics treatment of
light rays in the plane of the source.

1Senior thesis project.
7Facultad de Ciencias, Escuela de F́ısica, Guillermo A. González V. (Director).



Caṕıtulo1
INTRODUCCIÓN

SECCIÓN 1.1

Estado General del Tema

La Mecánica Celeste y la Astronomı́a Dinámica son ramas de la Astronomı́a
fundamental que se ocupan de las preguntas más básicas con respecto al
movimiento y a la evolución dinámica de cuerpos celestes. Las preguntas
incluyen teoŕıa de perturbaciones, estabilidad del movimiento, resonancias,
el caos y la difusión, marcos de referencia, los efectos relativistas, la influen-
cia de fuerzas no gravitacionales y de las estructuras f́ısicas interiores sobre
la evolución dinámica de cuerpos, aśı como los métodos numéricos para la
integración de las ecuaciones de movimiento y para el análisis de las pro-
piedades de la evolución resultante. Los principales objetos de la Mecánica
Celeste y Astronomı́a Dinámica son los planetas (del sistema solar y extra-
solar), los cuerpos pequeños, los satélites naturales y artificiales, los anillos
planetarios, estrellas, cúmulos estelares y las galaxias [125].
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La Mecánica Celeste o los sistemas dinámicos clásicos1 se origina a partir
del intento de Henri Poincaré de dar solución al problema de la interacción
gravitacional de N-cuerpos. Poincaré demostró en 1890 que no existe un
número suficiente de constantes de movimiento que pueda reducir el pro-
blema de tres cuerpos a uno de menor dimensión [92], esto es, el problema
no tiene solución por cuadraturas para N ≥ 3. A partir de esa época, estas
ideas de Poincaré dieron a conocer uno de los problemas más estudiados has-
ta hoy, como es, el problema de resolver de forma exacta o numéricamente,
la dinámica de tres cuerpos (totalmente equivalente a determinar lo que se
designa como la tercera integral del movimiento) [17].

Por otro lado, los campos gravitatorios estudiados en este trabajo mediante
la dinámica de part́ıculas, se analizarán desde el punto de vista de la Gra-
vitación newtoniana y de la Relatividad General, no obstante aunque los
campos puedan representar configuraciones de materia similares o solucio-
nes análogas, no se considerará comparaciones entre las soluciones de las
dos teoŕıas. En particular, el campo gravitacional que nos interesa es axial y
estacionario. Este campo es de gran importancia f́ısica, ya que puede propor-
cionar la descripción de campos exteriores alrededor de objetos astrof́ısicos
bien conocidos como galaxias, agujeros negros, estrellas de neutrones, ani-
llos, etc. Un campo gravitacional se dice que es independiente del tiempo, o
estacionario, si podemos escoger un sistema de coordenadas en el que todas
las componentes del tensor métrico2 no dependan de la coordenada tem-
poral, t. Por otra parte, si el campo gravitacional no depende del ángulo
acimutal φ (en el texto cambiaremos a φ→ ϕ, en el caṕıtulo de Relatividad
General), se puede decir que el campo es axialmente simétrico.

Ahora bien, si es posible escoger convenientemente la coordenada temporal
de tal manera que el intervalo (ds2), no cambie al hacer la trasformación
t → −t, el campo gravitacional se denomina estático. Esto quiere decir que
los eventos que ocurren en este campo gravitatorio no son afectados por la
dirección en la que fluye el tiempo. La invariancia con respecto a la inversión
temporal implica que todas las componentes g0i del tensor métrico deben ser
iguales a cero. Si además de ser estático el campo gravitacional es axialmente
simétrico, el elemento ds2, es invariante ante las transformaciones t→ −t y
ϕ→ −ϕ. En Relatividad General, la geometŕıa espacio-temporal que cumple

1Clásicos porque las ecuaciones de movimiento no dependen de la constante de Planck
h̄, en otro caso se denominan cuánticos

2En Gravitación newtoniana las simetŕıas pueden ser estudiadas a través de la depen-
dencia o no de las coordenadas en el lagrangiano o el hamiltoniano.
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con estas caracteŕısticas fue introducida inicialmente por Weyl [68, 137, 138],
por medio del elemento de ĺınea que lleva su nombre

ds2 = −e2ψdt2 + e−2ψ[ρ2dϕ2 + e2γ(dρ2 + dz2)], (1.1)

donde xα = (x0, x1, x2, x3) = (t, ϕ, ρ, z) son conocidas como las coordenadas
ciĺındricas de Weyl y las funciones γ y ψ dependen sólo de las coordenadas
x2 = ρ y x3 = z. Nótese que el elemento de ĺınea (1.1), no depende de t.

Como consecuencia de lo antes expuesto, y como es sugerido por una gran
variedad de evidencias observacionales, muchos objetos astrof́ısicos3 se pue-
den modelar como cuerpos axialmente simétricos, con deformación oblata
(achatada) o prolata (alargada) [16, 22, 29, 84, 87]. A modo de ejemplo, se
sabe que la Tierra tiene momentos cuadrupolar y octopolar distintos de cero,
como consecuencia de su forma achatada [11]. Además, muchas galaxias con
un componente de disco de gran tamaño puede ser modeladas como objetos
axisimétricos achatados con un momento cuadrupolar grande y, en algunos
casos, con una deformación importante octopolar debida a las componen-
tes restantes, como el halo [56]. Del mismo modo, hay cúmulos de galaxias
con forma alargada [16] y muchas galaxias pequeñas se pueden considerar
como objetos axisimétricos con deformación oblata [102] con un momento
octopolar no insignificante. También existen modelos triaxiales de galaxias
que muestran los datos observacionales sobre la esferictidad de los cúmulos
de galaxias y sugieren que los grupos son más consistentes con una dis-
tribución prolata en lugar de un distribución oblata [16]. Otros modelos de
galaxias triaxiales con sólo aproximaciones de cuadrupolo se han construido,
por ejemplo, por Schwarzschild [110] y Aquilano et al [2].

También hay modelos de galaxias oblatas y prolatas construidas a través de
la dinámica de las part́ıculas mediante la simulación numérica de N-cuerpos
(estrellas). Estos modelos de galaxias eĺıpticas son consistentes y se pueden
encontrar a través de las superficies de sección, órbitas tipo tubo, y órbi-
tas caóticas [18]. Los modelos numéricos son variables, pero siempre tienen
como objetivo describir su morfoloǵıa, es decir, el perfil de la superficie de
luminosidad, la relación masa-luz, el perfil de la velocidad de dispersión, los
halos de materia oscura, etc [15, 19, 61, 62, 66, 112, 131, 141]. La simula-
ción numérica de N-cuerpos permite encontrar un perfil de densidad de la
galaxia, análogo a la simulación numérica de la Dinámica Molecular; cabe
resaltar que este estudio dinámico no corresponde al estudio de la dinámica
de part́ıculas de prueba neutras del presente trabajo.

3El presente trabajo también puede ser considero dentro del campo de la Astrof́ısica
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Por otro lado, determinar la estabilidad mediante la cinemática de part́ıculas
de prueba del potencial gravitatorio generado por un disco delgado es un
problema de gran relevancia en Astrof́ısica, ya que un hecho que se asume
en Astrof́ısica es que la mayor parte de la masa de un galaxia espiral t́ıpica se
concentra en un disco delgado [10]. A través de los años, diferentes enfoques
se han utilizado para obtener este tipo de modelos de disco delgado (ver
Kuzmin [69] y Toomre [126, 127], como ejemplos). Un método simple para
obtener la densidad superficial de masa, el potencial gravitacional y la curva
de rotación de discos delgados de radio finito fue desarrollado por Hunter
[58], el más simple ejemplo de disco obtenido con el método es el conocido
disco Kalnajs [65], que también puede ser obtenido por un aplanamiento en
rotación de un esferoide uniforme [13, 14, 139]. En un trabajo posterior [40],
se utilizó el método de Hunter para obtener una familia infinita de discos
delgados de radio finito, esta familia infinita generaliza el disco Kalnajs con
un buen comportamiento de la densidad superficial de masa.

El Grupo de Investigación en Relatividad y Gravitación (GIRG), ha estu-
diado la dinámica de part́ıculas de prueba a través de varios trabajos, el
primero de ellos, en el año 2004, se enfocó en la cinemática de part́ıculas de
prueba neutras, temporales y nulas, dentro y fuera de la solución discoidal
relativista de Bonnor-Sackfield [35, 76], después en 2005, se investigó sobre
las órbitas marginalmente estables, en particular para una solución que re-
presenta un objeto masivo no rotante con deformación cuadrupolar y axial-
mente simétrico [31, 32], la órbita marginalmente estable se puede definir
como la última órbita circular estable. Su gran importancia desde el punto
de vista astrof́ısico es que se relaciona con el radio del borde interior de los
discos de acrecimiento [136]. En ese mismo año, se exploró la dinámica de
agujeros negros estáticos deformados a través de las superficies de sección
de Poincaré y el exponente de Lyapunov [23, 24, 25, 49].

En el contexto general, el rango de trabajos relacionados con la cinemática
de part́ıculas de prueba es muy amplio, y se puede resaltar algunos de ellos
conocidos: en espaciotiempos estacionarios y axialmentes simétricos [6], en
el campo de Schwarzschild, Kerr, y Reissner-Nordström [114]. Además, en
la actualidad el movimiento de part́ıculas que caen libremente sigue siendo
un tema de gran interés y desarrollo en la Astrof́ısica, incluso para las so-
luciones más conocidas y estudiadas, como la solución de un agujero negro
de Schwarzschild [89, 107, 113], la solución de Reissner-Nordström que des-
cribe un agujero negro cargado [43, 93, 94, 95], la solución de un agujero
negro rotante (métrica de Kerr) [51, 96], y la solución de un agujero negro
de Kerr-Newman [26, 75].
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El último trabajo del grupo relacionado con la dinámica de part́ıculas de
prueba fue realizado en 2007 [128], y publicado recientemente [104, 105].
La novedad de este trabajo fue que exploró la cinemática de part́ıculas de
prueba cargadas (además de las neutras) en soluciones estacionarias de elec-
trovaćıo. Cabe resaltar que ellos no utilizaron las superficies de sección de
Poincaré para analizar el equilibrio de los campos gravitatorios. El presente
trabajo analiza la dinámica de part́ıculas de prueba neutras en campos gra-
vitatorios estáticos y axialmente simétricos en configuraciones de materia
conocida, y en el ámbito de la Relatividad General y la Gravitación Clásica.
Aśı, uno de los objetivos del trabajo es crear una base para investigaciones
futuras como: la dinámica de part́ıculas de prueba (neutras o cargadas) in-
mersas en campos estacionarios en Relatividad General 4, la cinemática de
part́ıculas de prueba en el caso de Relatividad Especial y la dinámica de
sistemas desde el punto de vista de la aproximación postnewtoniana, entre
otros. En la siguiente sección se relaciona la estructura de la presente Tesis.

SECCIÓN 1.2

Organización del Trabajo

El corazón de este trabajo, se basa en el examen de la estabilidad de campos
gravitatorios estáticos y axialmente simétricos por medio de la cinemática
de part́ıculas que caen libremente. El caṕıtulo 2, está dedicado al análisis
de la estabilidad de los sistemas en el campo de la Gravitación de Newton.
Después de una introduccción al caṕıtulo 2, en la sección 2.2, se determi-
nan las expresiones que permiten analizar la trayectoria de las part́ıculas
considerando sólo campos estacionarios5 y axialmente simétricos; además se
desarrolla el concepto de las superficies de sección utilizado en gran parte
del trabajo. Luego en la sección 2.3, se investiga en particular la órbita cir-
cular en el plano de la fuente; la importancia del análisis de este concepto
es que, por ejemplo, para el caso especial de la investigación de galaxias,
la trayectoria circular es equivalente al estudio del comportamiento de las
curvas de rotación de la galaxia. La sección 2.4, está enfocada en determi-
nar las identidades que permitirán examinar la región donde podŕıa estar

4En el caso estacionario existe un trabajo famoso [6].
5Los términos estacionario y estático, no tienen diferencia en Gravitación newtoniana.
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ubicado el radio de un disco de acreción [136], éste se encuentra al calcu-
lar el radio de la órbita marginalmente estable (ROME). Para terminar el
caṕıtulo 2, en la sección 2.5, se investigan algunos campos gravitacionales,
el primer campo gravitacional que se consideró (sección 2.5.1), fue uno que
representa fuentes discoidales, como es el caso de los Discos Generalizados
de Kalnajs [40], en śıntesis en está sección se demuestra que cuando las
part́ıculas cruzan el disco, éstas pueden presentar comportamientos caóticos
[98]. La siguiente sección, sección 2.5.2, está dedicada a observar cómo in-
fluye el momento cuadrupolar en la estabilidad de un campo gravitacional
considerando sólo los dos primeros términos de la expansión del potencial
gravitacional [72]. Luego, en la sección 2.5.3, se estudia la repercusión de la
inclusión del siguiente término de la expansión multipolar en la estabilidad
del campo gravitacional [34], es decir, el término denominado octopolar. La
última sección, sección 2.5.4, está dedicada a estudiar un campo que pue-
de representar el potencial gravitacional de las galaxias NGC 3877, y NGC
3917. Aśı, como se esperaba, estas soluciones discoidales son estables [38].

La dinámica de part́ıculas de prueba desde el punto de vista de la Relatividad
General se desarrolla en el caṕıtulo 3, en la segunda sección (sección 3.2), se
muestra cómo los campos gravitacionales estáticos y axialmente simétricos
se puedan tratar a través de la cinemática en un plano equivalente (plano
meridional). El caso del radio de órbitas circulares en el plano ecuatorial se
considera en la sección 3.3, luego en la sección 3.4, se investiga el ROME y
el criterio de la estabilidad de estos campos gravitacionales: como en el caso
clásico se muestra que la estabilidad de trayectorias circulares está relacio-
nada con el momentum angular de la part́ıcula o el criterio de Rayleigh. En
la última parte del caṕıtulo 3, se examina la naturaleza de algunos campos
gravitatorios, por ejemplo, en la sección 3.5.1, se considera una solución de
las ecuaciones de campo de Einstein en el vaćıo en coordenadas ciĺındricas,
mientras que las secciones 3.5.2 y 3.5.3, están dedicadas al análisis de las
soluciones en coordenadas esferiodales oblatas y esferoidales prolatas, respec-
tivamente [36]. Se culmina el caṕıtulo 3 (seciones 3.5.6 y 3.5.7), presentando
la estructura de las ecuaciones para campos gravitatorios esféricos (sección
3.5.6)[39], éstas incluyen soluciones de naturaleza cosmológica. Mientras que
en las sección 3.5.7, se presenta una nueva familia de discos gruesos relati-
vistas, con su respectivo análisis de las órbitas en el plano meridional y en el
espacio de fases para algunos parámetros de las soluciones discoidales [37].



Caṕıtulo2
DINÁMICA DE PARTÍCULAS EN

GRAVEDAD NEWTONIANA

SECCIÓN 2.1

Introducción

En los últimos dos decenios la comunidad Astrof́ısica - estudiantes, profe-
sores y investigadores por igual - se han dado cuenta de un nuevo tipo de
actividad en la F́ısica. Algunos investigadores, historiadores de la ciencia y
los filósofos han ido tan lejos como llamar a una “ciencia nueva” o “nueva
F́ısica”, mientras que otros lo ven como una mera extensión natural de la
Mecánica Clásica y la Dinámica de Fluidos. En cualquier caso, lo que se co-
noce como Teoŕıa de Sistemas Dinámicos, la Dinámica No Lineal o el Caos,
simplemente, ha experimentado un desarrollo importante, causando mucho
entusiasmo en la comunidad cient́ıfica e incluso en el público en general,
como lo muestra el gran número de publicaciones en el área.

La cualidad más notable de la Teoŕıa de Sistemas Dinámicos es su diversa
gama de aplicabilidad. Mecánica, Dinámica de Fluidos, la Cinética Qúımica,
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Circuitos Electrónicos, la Bioloǵıa, la Economı́a, y la Astrof́ısica, son algu-
nos de los temas en los que se produce un comportamiento caótico. En el
corazón de la teoŕıa se encuentra la búsqueda de lo universal y lo genérico,
aśı la comprensión de fenómenos complejos y heterogéneos, aparentemente
pueden surgir. Las ideas de las bifurcaciones, atractores extraños, los con-
juntos fractales y aśı sucesivamente, parecen proporcionar las herramientas
necesarias para tal unificación conceptual. Existe un creciente interés en el
tema general, aśı como su posible repercusión en campos espećıficos de in-
vestigación o estudio de la Astrof́ısica. La literatura sobre el caos ha crecido
enormemente en los últimos años. Libros en todos los niveles abundan, des-
de lo popular a lo rigurosamente matemáticos, algunos de ellos excelentes
[4, 28, 77, 91].

Este caṕıtulo se fundamenta en el principio de Hamilton, análogo al de
Fermat del mı́nimo camino óptico. La utilización de este principio en los
sistemas clásicos conduce a las ecuaciones de movimiento en la formulación
lagrangiana, de ella se pueden deducir las Leyes de Newton, las cuales son
análogas a las ecuaciones de Hamilton. Actualmente, el estudio de la depen-
dencia del comportamiento de los sistemas es muy utilizado por la comuni-
dad cient́ıfica e incluso por el público en general. Los sistemas hamiltonianos
analizados constituyen una subclase muy importante de los sistemas dinámi-
cos (dinámica no lineal o caos). Matemáticamente, un sistema dinámico es
un conjunto de ecuaciones algebraicas, diferenciales, integrales o combinacio-
nes de éstas, cuya solución proporciona la evolución en el tiempo de alguna
variable independiente.

Una de las caracteŕısticas importantes en los sistemas hamiltonianos es que
no tienen atractores [100], la existencia de atractores extraños en sistemas
disipativos es una de las caracteŕısticas principales del caos. La falta de atrac-
tores, sin embargo, no descarta, como veremos, comportamientos caóticos en
los sistemas considerados. Recordemos también que la Mecánica newtonia-
na es determinista, ya que una part́ıcula no puede estar en dos posiciones
diferentes al mismo tiempo, es decir, si el sistema dinámico considerado es
irregular o caótico, éste corresponderá a Caos Determinista. El determinismo
de Newton significa que cada solución de las ecuaciones diferenciales (EDS)
de movimiento permite predecir tanto su futuro como su pasado, pues las
EDS de movimiento de Newton son de segundo orden, y por lo tanto son in-
variantes ante la transformación temporal, t→ −t. Las EDS de movimiento
en todo el texto representan un sistema dinámico autónomo; es decir, en las
ecuaciones el tiempo t no aparece de forma expĺıcita.
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El caṕıtulo se ha distribuido de la siguiente forma: en la sección 2.2. se mues-
tra cómo los sistemas dinámicos considerados se reducen a un movimiento
en un plano, además se presenta la teoŕıa de las superficies de sección de
Poincaré. Después, en la seccción 2.3, se analizan las expresiones relaciona-
das con trayectorias circulares en el plano de la fuente. Luego en las siguiente
sección (sección 2.4), se estudian los criterios de estabilidad de los campos
analizados, además del ROME. Finalmente, en la última sección del caṕıtu-
lo, se examinan algunos campos que representan configuraciones de materia
de interés astrof́ısico, como, los DGK (sección 2.5.1), objetos con deforma-
ción cuadrupolar (sección 2.5.2), objetos con deformación oblata, prolata y
octopolar (sección 2.5.3), estabilidad en las galaxias espirales NGC 3877,
NGC 3917 (sección 2.5.4).

SECCIÓN 2.2

Trayectoria de Part́ıculas de Prueba en Campos
Gravitacionales Axialmente Simétricos

En esta sección se analiza el movimiento de part́ıculas de prueba (como es-
trellas) en campos gravitacionales con simetŕıa axial (por ejemplo galaxias)
desde el punto de vista de la Mecánica Clásica. En estos sistemas, se supone
que el origen del sistema de coordenadas está en el centro de la fuente, esto
equivale a suponer que la fuente tiene simetŕıa respecto al plano z = 0. En
esta teoŕıa, el problema de describir la trayectoria de part́ıculas de prue-
ba en campos gravitatorios axialmente simétricos se reduce a un problema
bidimensional equivalente1 en las coordenadas ciĺındricas, (R, z). Para de-
mostar esto, se define una de las dos cantidades constantes en estos campos
conservativos, la integral primera de movimiento, la enerǵıa espećıfica, dada
por

E =
1

2
(Ṙ2 +R2φ̇2 + ż2) + Φ(R, z), (2.1)

en donde Φ = Φ(R, z) representa el potencial gravitacional de una fuente
con estas caracteŕısticas, mientras el punto se refiere a derivada respecto al

1Recordemos que el problema equivalente en Mecánica Clásica corresponde a el pro-
blema de los dos cuerpos.
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tiempo. La otra cantidad f́ısica invariante a través del tiempo, es el momen-
tum angular espećıfico respecto al eje z, pues, el langrangiano no depende
de la coordenada φ, por lo que esta coordenada se conoce como ignorable o
ćıclica.

De acuerdo con esto, el lagrangiano por unidad de masa para un campo
gravitacional axialmente simétrico se puede escribir en la forma

L =
1

2
(Ṙ2 + ż2) +

ℓ2

2R2
− Φ(R, z), (2.2)

donde se ha utilizado la relación de conservación

d

dt

(
R2φ̇

)
= 0 ⇒ R2φ̇ = ℓ. (2.3)

La identidad anterior se puede determinar a través de las ecuaciones de
movimiento de Euler-Lagrange, siendo ℓ el momentum angular espećıfico
con respecto al eje z. Rećıprocamente, reemplazando la ecuación (2.3), se
puede escribir la enerǵıa espećıfica (o el hamiltoniano espećıfico H) de la
forma

E =
1

2
(Ṙ2 + ż2) +

ℓ2

2R2
+ Φ(R, z) = H. (2.4)

En esta expresión se aprecian dos términos, uno correspondiente a la enerǵıa
cinética y otro que depende de la posición de la part́ıcula denominado
comúnmente potencial efectivo. Suponemos entonces que estudiar el com-
portamiento de las estrellas en presencia de campos gravitatorios axialmen-
te simétricos se reduce a un problema bidimensional equivalente en el plano
(R, z), que se conoce como plano meridional. Nótese que en (2.4), el poten-
cial efectivo es de la forma

Φeff(R, z) =
ℓ2

2R2
+ Φ(R, z). (2.5)

El potencial efectivo permite analizar las posibles órbitas de forma cuali-
tativa antes de resolver las ecuaciones de movimiento de la part́ıcula2, por
ejemplo, como que la enerǵıa (2.4) es una cantidad f́ısica que debe ser positi-
va, se tiene la restricción Φeff (R, z) < 0; además, los contornos del potencial
efectivo definen las regiones del espacio en las que la part́ıcula se puede mo-
ver.

2Como en el caso del problema unidimensional equivalente estudiado en Mecánica
Clásica.
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2.2.1 Superficies de Sección o Superficies de

Sección de Poincaré

Poincaré inventó una técnica matemática muy útil en la investgación de un
sistema dinámico, ella permite reducir el problema a uno más simple con
menos dimensiones. La técnica se describe a continuación. Como se verificó,
la cinemática de part́ıculas de prueba en los campos considerados3 se puede
analizar en el plano meridional (R, z), pues la órbita de la part́ıcula está com-
pletamente determinada por la evolución de las coordenadas, R = R(t) y
z = z(t) (sistema con dos grados de libertad). De manera que el espacio de
fases del movimiento tiene inicialmente cuatro dimensiones, (R, z, Ṙ, ż), el
cual, según la restricción (2.4), se puede reducir al subespacio tridimensional
(R, z, Ṙ); sin embargo, dicho subespacio es complicado de visualizar y por
consiguiente de analizar. Aśı que es usual tener en cuenta4, el caso en que la
part́ıcula cruza el plano z = 0, por lo que el movimiento esta finalmente defi-
nido por el espacio fásico (R, Ṙ). En otras palabras, generalmente se estudia
la regularidad de las trayectorias de las part́ıculas a través de la huella que
dejan en el espacio de fases (R, Ṙ), dichas huellas son conocidas como las
superficies de sección o las superficies de sección de Poincaré, y la teoŕıa apli-
cada es la de Kolmogorov-Arnold-Moser, conocida como la teoŕıa de KAM.
Esta teoŕıa afirma que el movimiento en un sistema integrable está confinado
a una superficie toroidal, cualquier perturbación en el hamiltoniano origina
que los toroides se vean deformados.

En consecuencia, en el espacio de fase (R, Ṙ) se deben apreciar cortes del
toroide, o sea, en las figuras de las superficies de sección de Poincaré se
deben visualizar regiones cerradas bien definidas, que representan regiones
de regularidad del movimiento (algunas veces son rodeadas por un mar de
caos). Dichas regiones en las superficies de sección se conocen como las islas
de estabilidad o curvas de KAM ; en contraste, las regiones que tengan puntos
aislados son regiones de irregularidad o caóticas. Aśı la naturaleza de las
trayectorias se puede definir a través de las superficies de sección, pues en
ellas se puede distinguir zonas de órbitas peŕıodicas, cuasipeŕıodicas y no
peŕıodicas; además de, zonas de trayectorias tipo caja y tipo lazo.

Por ejemplo, si la curva es cerrada (en la superficie de sección de Poincaré),
la solución es periódica, pues el número de cortes es finito y se va repitiendo

3Estáticos y axialmente simétricos.
4Sin perdida de generalidad.
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periódicamente. Cuando la solución no es periódica con frecuencias, como, ω1

y ω2, los cortes se producen a intervalos de tiempos T1 = 2π/ω1 (T2 = 2π/ω2

para ω2) y se sitúan en la intersección del toro con el plano de la sección,
que corresponde a una curva invariante del momento Ṙ. El aspecto de la
sección depende de la razón ω1/ω2, si es inconmensurable o no. Si la razón
entre las frecuencias angulares es racional, esto es, ω1/ω2 = n1/n2, donde
n1, n2 son enteros primos entre śı, la solución es periódica y se cierra sobre
śı misma tras dar n1 y n2 vueltas alrededor de los ejes del toro, Fig.2.1(a).
Por otro lado, si el cociente entre las frecuencias es irracional, la trayectoria
cubre ergódicamente la superficie del toro, de tal forma que los puntos de
corte están densamente poblados a lo largo de la curva invariante, Fig.2.1(b).
Finalmente, si el movimiento es aperiódico, los puntos se presentan de un
modo desordenado, sin seguir ningún patrón y no están sitúados en ninguna
curva, sino que, por el contrario, exploran toda la variedad tridimesional,
propiedad que se denomina llenado del espacio (caos), ver Fig.2.1(c).

(a) (b) (c)

Figura 2.1: Estructura del espacio de fase correspondientes a movimientos periódicos (a), aperiódicos (b)
y caóticos (c), respectivamente.

Consecuentemente, la irregularidad del movimiento es producida por dos
acciones distintas: el espacio fásico se estira, por lo que las trayectorias se
separan (sensibilidad a las condiciones iniciales), y, al mismo tiempo, se plie-
ga sobre śı mismo (mixing), lo que hace que se entremezclen. El resultado
es el movimiento caótico. El primero de estos efectos se puede caracterizar a
través de los Números Caracteŕısticos de Lyapunov (NCL). El concepto de
divergencia exponencial, de sensibilidad a una condición inicial, no es priva-
tivo del caos. Cualquier part́ıcula cercana a un máximo de un potencial se
alejará exponencialmente de éste, y dos part́ıculas en posiciones cercanas se
alejarán exponencialmente entre śı. Después de un tiempo, si el movimiento
es acotado, acabarán acercándose exponencialmente a un mı́nimo, o a una
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solución periódica si la hubiera. Una órbita caótica es una órbita a la que
le ocurre esto siempre. Es decir, se comporta como si estuviera cerca de un
punto de equilibrio inestable siempre, por los siglos de los siglos. Nunca logra
encontrar un sumidero o un ciclo que la atraiga (atractor). En cada punto
de una tal órbita, hay otros puntos arbitrariamente cercanos que se alejarán
exponencialmente de ella. Los NCL están definidos como

NCL = ĺım
∆o → 0
t→ ∞

[
ln(∆/∆o)

t

]
, (2.6)

donde ∆0 y ∆ son las desviaciones de dos órbitas en un instante 0 y t,
respectivamente. Los NCL se pueden encontrar usando el procedimiento
sugerido por [9, 106].

De otra parte, la evolución de las coordenadas se puede determinar al re-
solver el sistema de EDS de movimiento, este sistema autónomo se pueden
obtener de varias formas distintas y sus soluciones son equivalentes: a través
de las Leyes de Newton, por medio de las ecuaciones de Euler-Lagrange o
mediante las ecuaciones de Hamilton. Los dos primeros métodos se carac-
terizan porque el sistema dinámico es de segundo orden, mientras que las
EDS de Hamilton son de primer orden. Este último, permite integrar más
facilmente las ecuaciones; de ah́ı que, las ecuaciones canónicas o de Hamil-
ton sea el método más utilizado para analizar las superficies de sección de
Poincaré, para nuestro caso particular son

Ṙ =
∂H
∂pR

= pR, ż =
∂H
∂pz

= pz, (2.7)

ṗR = −∂H
∂R

= −∂Φeff
∂R

, ṗz = −∂H
∂z

= −∂Φeff
∂z

. (2.8)

Las cuatro condiciones iniciales necesarias para resolver el sistema autónomo
anterior se pueden obtener aśı: se escoje las condiciones para R(t = 0) = R0,
z(t = 0) = z0, según el contorno del potencial efectivo, luego se fija una
condición inicial para la velocidad radial Ṙ(t = 0) = Ṙ0, y finalmente se
determina a partir de la ligadura (2.4), la condición inicial para la velocidad
vertical ż(t = 0) = ż0. Por consiguiente, el único parámetro libre es la
velocidad inicial radial de la part́ıcula. La solución del sistema de EDS puede
representar, por ejemplo, el movimiento de las estrellas en el interior de la
fuente axialmente simétrica o alrededor de galaxia, según sea el caso.
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Para terminar esta sección, en la Fig.2.2, se describe un sistema dinámico
conocido, el correspondiente al sistema hamiltoniano de Hénon-Heilis [52].
Este sistema es utilizado para describir el comportamineto de moléculas
triatómicas y para describir la dinámica estelar. Las expresiones que lo de-
finen son

V (x, y) =
1

2

(
x2 + y2 + 2x2y − 2

3
y3
)
, (2.9)

E = V (x, y) +
1

2

(
ẋ2 + ẏ2

)
, (2.10)

ẍ = −∂V
∂x

, ÿ = −∂V
∂y

. (2.11)

Siendo E la enerǵıa del sistema, y V = V (x, y) el potencial que, como ve-
mos, tiene una parte correspondiente a un oscilador bidimensional isótropo
y, además, otra cúbica. Este problema como se conoce no es integrable 5.
Las condiciones iniciales utilizadas para la Fig.2.2, son variables mantenien-
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Figura 2.2: Superficie de sección de Poincaré para el sistema de Hénon-Helis, (2.9). Las condiciones
iniciales vaŕıan según E = 1/8 y x(t = 0) = 0.

do constante E = 1/8, y el corte en x(t = 0) = 0. En esta figura se pueden
observar regiones acotadas bien definidas rodeadas de un mar de caos, re-
giones estables e inestables del movimiento, respectivamente. Por otro lado,
las figuras 2.3 y 2.3, representan el espacio de fase de sistema Hénon-Heilis,

5Un sistema es integrable o su movimiento es regular si existen tantas constantes de
movimiento como variables independientes.
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en el caso regular y caótico, respectivamente. En ellas se aprecia los cortes
en el eje z = 0, donde se muestra que las regiones regulares corresponden
a toroides cerrrados, y los puntos aleatorios en las superficies de sección de
Poincaré corresponden a comportamiento caótico o irregular. En la sección
siguiente, se estudia las expresiones relacionadas con trayectorias circulares.
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Figura 2.3: (a) Espacio de Fases. (b) Superficie de Poincaré. Sistema Hénon-Heilis. Trayectoria regular.
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Figura 2.4: (a) Espacio de Fases. (b) Superficie de Poincaré. Sistema Hénon-Heilis. Trayectoria caótica.
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SECCIÓN 2.3

Órbita Circular en el Plano Ecuatorial

Una de las trayectorias importantes a analizar en el movimiento de part́ıculas
de prueba en un campo gravitacional es aquella trayectoria en la cual la
part́ıcula describe una órbita circular en el plano de la galaxia (fuente); el
plano es comúnmente denominado plano ecuatorial, para las coordenadas
utilizadas es z = 0. El interés radica en que la trayectoria circular puede
representar la diferencia entre dos regiones del espacio, además en la teoŕıa
newtoniana el estudio de la órbita circular en el plano ecuatorial de la galaxia
es equivalente al análisis de las curvas de rotación de la galaxia. Para este
caso especial la enerǵıa espećıfica de una part́ıcula está representada a través
de la ecuación

E =
1

2
Ṙ2 + V (R), (2.12)

en cuyo caso el análisis del movimiento de las estrellas se reduce a un pro-
blema unidimensional equivalente, donde V = V (R) es el potencial efectivo,
de la forma

V (R) =
ℓ2

2R2
+ Φ(R, 0) . (2.13)

La evolución de la coordenada radial se puede determinar nuevamente a
través de las ecuaciones de Hamilton (2.7) y (2.8). Otra vez, las condiciones
se restringen a las curvas de potencial efectivo, es decir, según una enerǵıa
particular, se puede fijar la condición R(t = 0) = R0, y mediante la expresión

Ṙ(t = 0) = Ṙ0 =

√
E − ℓ2

2R2
0

− Φ(R0, 0), (2.14)

se obtiene la otra condición inicial para resolver el sistema autónomo. Esta
vez no se tiene ningún paramétro libre.

Supongamos ahora que la part́ıcula describe una órbita circular de radio
R = Rc, esto es, se cumple que Ṙc = R̈c = 0. El radio de la trayectoria
circular se puede encontrar al resolver la ecuación de los puntos cŕıticos del
potencial efectivo. Aśı pues, al diferenciar una vez el potencial efectivo (2.13)
respecto a la coordenada radial, e igualarlo a cero resulta

ℓ2c = R3Φ,R , (2.15)
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identidad que representa el valor del momentum angular de todas las órbi-
tas circulares en el plano de la galaxia, que, como veremos en la próxima
sección, es la expresión fundamental para determinar la estabilidad de las
órbitas circulares. La otra cantidad conservada es la enerǵıa espećıfica de la
órbita circular, la cual se obtiene al reemplazar el valor del momentum en
la expresión (2.12), de modo que

Ec =
RΦ,R
2

+ Φ(R, 0) . (2.16)

La anterior ecuación se puede utilizar también para encontrar los dos radios
de las trayectorias confinadas, como es el caso especial de órbitas tipo figura
de rosetta (Figura 2.5(b)), pues en estos radios, se cumple que la velocidad
radial de la part́ıcula es nula, Ṙ = 0, siendo estos radios, los puntos de
retorno del movimiento. En la figura 2.5(a), se puede apreciar los radios R1,
y R2, para un determinado valor de la enerǵıa espećıfica E1, estos son los
puntos de retorno del movimiento, en los que la part́ıcula está confinada
generando algunas veces una figura tipo rosetta. Los radios son conocidos
como el afelio (R2), y el perihelio (R1). También en esta gráfica se señala
el valor de la enerǵıa espećıfica Ec, correspondiente a una órbita circular.
En la siguiente sección se analizan los criterios de estabilidad de las órbitas
circulares.
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Figura 2.5: (a) Potencial efectivo clásico. Los radios R1, R2 son el perihelio y el afelio, respectivamente,
según un determinado valor de la enerǵıa, E1. El valor Ec, es la enerǵıa de una trayectoria circular. (b)
Figura de rosetta.
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SECCIÓN 2.4

Estabilidad y Órbita Marginalmente Estable en el
Plano Ecuatorial

En el caso especial del plano de la galaxia, es importante investigar la es-
tabilidad de las trayectorias circulares, pues ellas representan la estabilidad
de la galaxia. Considerar la órbita circular como se mencionó en la sección
anterior, es equivalente a describir el comportamiento de la galaxia a través
de la velocidad circular. Se conoce que la descripción de la estabilidad de
las órbitas circulares en el plano ecuatorial se puede hacer de varias formas,
una de ellas es estudiar el comportamiento de la trayectoria circular ante
pequeñas perturbaciones de su radio [79], ya que existen puntos en los que
el sistema oscila armónicamente, las regiones alrededor de estos puntos se
llaman pozos de potencial. Otra forma, tal vez más sencilla, es analizar los
puntos cŕıticos a través del criterio de la segunda derivada del potencial
efectivo, en tal caso la órbita circular será estable, si al evaluar el punto
cŕıtico en la segunda derivada, el resultado es mayor que cero (estos puntos
de equilibrio son llamados puntos eĺıpticos o centros), mientras que si el re-
sultado es menor que cero la órbita circular es inestable. Dichos puntos son
denominados puntos hiberbólicos o sillas (porque las trayectorias próximas
son hibérbolas similares a las curvas de nivel de una silla de montar)6. Esta
técnica se conoce como Teorema de Lagrange o Dirichlet.

Espećıficamente, si se utiliza el criterio de la segunda derivada, la segunda
derivada del potencial efectivo es

V, RR =
3ℓ2

R4
+ Φ, RR . (2.17)

Esta última expresión se puede reescribir reemplazando la condición de las
órbitas circulares (2.15), entonces se obtiene

3Φ, R +RΦ, RR > 0, (2.18)

siendo ésta la condición que se debe cumplir para que el potencial tenga un
mı́nimo o la trayectoria circular sea estable.

6Las zonas alrededor de estos máximos se denominan barreras de potencial.
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Del mismo modo, existen otras dos cantidades utilizadas para analizar la
estabilidad de la trayectoria circular, ellas son conocidas como la frecuencia
epićıclica, y la frecuencia vertical, y representan la estabilidad de las tra-
yectorias circulares ante perturbaciones de su radio, radiales y verticales,
respectivamente. Según esto, la frecuencia epićıclica es equivalente a anali-
zar la estabilidad a través del criterio de la segunda derivada del potencial
efectivo. La frecuencia epićıclica se obtiene haciendo una pequeña perturba-
ción, x, al radio de la órbita circular, esto es, R → Rc + x. De esta forma,
se encuentra una expresión para un oscilador armónico con ecuación

ẍ+ x

[
∂2Φeff
∂R2

]

(Rc,0)

= 0, (2.19)

siendo la frecuencia del oscilador la frecuencia epićıclica, dada por

κ2 =

[
∂2Φeff
∂R2

]

(Rc,0)

, (2.20)

cuya expresión se puede mostrar que es equivalente a la ecuación (2.18), por
lo que las trayectorias circulares serán estables ante perturbaciones radiales
si la frecuencia epićıclica es positiva.

Análogamente, para perturbaciones verticales se puede encontrar una ecua-
ción para un oscilador armónico con frecuencia,

ν2 =

[
∂2Φeff
∂z2

]

(Rc,0)

, (2.21)

conocida como la frecuencia vertical. Cuando esta cantidad sea positiva,
la part́ıcula en un moviemiento circular será estable ante perturbaciones
verticales de su radio.

Por otro lado, el ROME, f́ısicamente representa la región de la última órbi-
ta circular estable, por ejemplo, puede representar la ubicación del borde
interior del disco de acreción alrededor de un agujero negro. Los discos de
acrecimiento pueden formar estructuras de forma transitoria en varios es-
cenarios astrof́ısicos, incluyendo el colapso del núcleo de estrellas masivas o
fusión de una estrella de neutrones. Además los modelos de estallidos de ra-
yos gamma se basan en la existencia de grandes discos de acreción alrededor
de un agujero negro [67]. El ROME se encuentra al resolver simultáneamente
el siguiente sistema de ecuaciones para R

dV

dR
= 0,

d2V

dR2
= 0.
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Esto es, restringiendo la expresión de la izquierda a que cumpla la segunda,
lo que se está considerando es que necesariamente el punto cŕıtico sea un
punto de inflexión, siendo ésta la forma de determinar lo que se conoce como
el ROME. Según lo anterior, la fórmula que define el ROME es

3Φ, R +RΦ, RR = 0, (2.22)

siendo ésta la misma expresión que define la estabilidad de una órbita cir-
cular, pero cuando está sea mayor que cero.

Un hecho adicional significativo, sencillo de demostrar, es la equivalencia
entre las siguientes ecuaciones

d2V

dR2
≥ 0, (2.23)

y,

dℓ2c
dR

≥ 0. (2.24)

El signo igual se usa para determinar el ROME, mientras la inecuación se
utiliza para el rango de estabilidad de la trayectoria circular. La expresión
(2.24), representa la pendiente de la curva de momentum angular espećıfico
de una órbita circular, por lo tanto cuando la pendiente de la curva de
momentum angular espećıfico sea negativa, la órbita circular será inestable,
en caso contrario será estable, y en el caso especial que sea igual a cero,
la ecuación permititá encontrar el valor del ROME. Es decir, una gráfica
de la ecuación (2.15), nos basta para determinar la estabilidad y el ROME.
Además, la ecuación (2.24), es semejante a la expresión

ℓc
dℓc
dR

≥ 0, (2.25)

conocida como el criterio de Rayleigh [70, 99], y utilizada por diversos auto-
res para determinar la estabilidad de las trayectorias circulares en modelos
discoidales de galaxias, ver referencias [71, 129, 130].

De los resultados obtenidos hasta ahora, podemos concluir que la estabilidad
de las trayectorias circulares ante perturbaciones radiales se puede analizar
de varias formas f́ısicamente similares: por medio de la frecuencia epićıclica
(2.20), mediante el análisis de los puntos cŕıticos del potencial efectivo (2.18),
a través del bosquejo del momentum angular (2.15) o mediante el criterio de
Rayleigh (2.25)7. Mientras que las perturbaciones verticales se describen sólo

7Recuérdese que todo esto es equivalente al estudio del comportamiento de la velocidad
circular de la galaxia en el caso particular de fuentes discoidales.
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mediante la frecuencia vertical (2.21). Por tanto, el paso a seguir es definir y
analizar algunos campos conservativos, que representen configuraciones de
materia de interés astrof́ısico, como fuentes discoidales. Éste será el estudio
de las últimas secciones del caṕıtulo.

SECCIÓN 2.5

Familias Particulares de Soluciones

2.5.1 Dinámica de Part́ıculas en los Discos
Generalizados de Kalnajs (DGK)

De acuerdo con las consideraciones anteriores, en esta sección nos centra-
remos en la cinemática alrededor de los DGK, introducidos por González
y Reina [40]. Ellos forman una familia infinita de discos finos, cuyo primer
miembro es precisamente el disco Kalnajs [65]. El estudio de las órbitas en
el plano ecuatorial de soluciones discoidales de materia, es de claro interés
astrof́ısico, debido a su relación con la dinámica del movimiento estelar en el
interior del disco o del flujo de part́ıculas en los discos de acreción alrededor
de los agujeros negros. Además, un conocimiento de la cinemática interna
del disco es relevante para su posterior análisis estad́ıstico, y el estudio ex-
terno del movimiento de part́ıculas ayuda a comprender el comportamiento
de las estrellas que pertenecen al resto de componentes de la galaxia como
el halo. Muchas de las part́ıculas cruzan de ida y vuelta a través del disco,
experimentando un cambio muy brusco en el campo de fuerza gravitacional.
Este hecho da lugar a una gran variedad de órbitas caóticas y regulares,
como lo señala Hunter [59], en el caso de los discos tipo Kuzmin [69], en
Martinet y otros [80, 81, 82, 83], y en el caso de los modelos de Schmidt
[108].

En primera instancia vamos a estudiar la estabilidad bajo perturbaciones
radiales y verticales de las órbitas circulares, y a continuación se examinan las
principales caracteŕısticas y las condiciones generales de órbitas ecuatoriales.
Luego se presentan soluciones numéricas descritas mediante los diagramas
de fase. Como se espera, encontraremos con secciones caóticas cuando las
part́ıculas cruzan el disco y regiones regulares para otros casos. Algunas
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órbitas en el plano meridional se realizan y se calcula los NCL.

Los DGK se obtienen a partir de la solución de la ecuación de Laplace en
coordenadas esferoidales oblatas (ver apéndice A), la cual es [7]

Φm(x, y) = −
m∑

n=0

C2nP2n(y)i
2n+1Q2n(ix), (2.26)

donde C2n son constantes conocidas, P2n(y) son los polinomios de Legendre,
Q2n(x) son las funciones de Legendre de segunda clase, y donde cada valor
de m representa un modelo de disco. Las variables x e y son las coordenadas
esferoidales oblatas relacionadas con las coordenadas ciĺındricas por

R2 = a2(1 + x2)(1− y2), (2.27)

z = axy, (2.28)

donde a es una constante que representa el radio del disco. Para el plano
ecuatorial (z = 0), tenemos dos regiones, porque si x = 0 entonces y =√
a2 − ρ2, mientras que si y = 0 implica x =

√
ρ2 − a2; estos dos casos

representan las regiones interior (x = 0) y exterior (y = 0) del disco, respec-
tivamente.

Las constantes C2n que aparecen en (3.42) están dadas por

C2n =
MG

2a

[
π1/2(4n + 1)(2m+ 1)!

22m(2n+ 1)(m− n)!Γ(m+ n+ 3
2
)q2n+1(0)

]
,

en donde q2n(x) = i2n+1Q2n(ix), M es la masa del disco, y G es la constante
gravitacional. La presencia del termino (m−n)! en el denominador restringe
las constantes a la desigualdad n > m, tal como se muestra en [40].

Con los valores de las constantes C2n se pueden calcular las diferentes can-
tidades f́ısicas que caracterizan los diferentes modelos. Aśı, por ejemplo, el
potencial gravitacional para los tres primeros miembros de la familia, están
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dados por

Φ1(x, y) = −MG

a
[cot−1 x+ A(3y2 − 1)], (2.29a)

Φ2(x, y) = −MG

a
[cot−1 x+

10A

7
(3y2 − 1)+

B(35y4 − 30y2 + 3)], (2.29b)

Φ3(x, y) = −MG

a
[cot−1 x+

10A

6
(3y2 − 1)+

21B

11
(35y4 − 30y2 + 3)+

C(231y6 − 315y4 + 105y2 − 5)], (2.29c)

donde

A =
1

4
[(3x2 + 1) cot−1 x− 3x], (2.30a)

B =
3

448
[(35x4 + 30x2 + 3) cot−1 x− 35x3 − 55

3
x], (2.30b)

C =
5

8448
[(231x6 + 315x4 + 105x2 + 5) cot−1 x

− 231x5 − 238x3 − 231

5
x], (2.30c)

con expresiones similares pero más complejas, para valores mayores de m.

A continuación se analizará la dinámica alrededor de los DGK, pero sólo
para los cuatro primeros miembros de la familia, ver [40]. La dinámica de
los demás discos, esto es, m ≥ 5 puede ser analizada a partir del estudio
realizado para m = 1, 2, 3, 4. Para realizar el análisis de los cuatro primeros
discos se puede tomar a = M = G = 1, sin perder generalidad, y se empie-
za describiendo la dinámica a través del comportamiento de la frecuencias
epićıclica y vertical.

Se encuentra que el caso m = 1, presenta estabilidad en el rango de 0 ≤
Rc ≤ 1 (κ2 = 3π), pero es inestable cuando 1 < Rc ≤ 1.198. Para m =
2 y m = 3 se encuentra órbitas circulares radialmente inestables en los
rangos de 2

√
2/3 ≤ Rc ≤ 1.075 y 2/

√
5 ≤ Rc ≤ 1, respectivamente. Por el

contrario, órbitas circulares para m = 4 siempre son estables bajo pequeñas
perturbaciones radiales. Se confirmó que los modelos con m ≥ 5 también son
radialmente estables, como se puede apreciar en la referencia [101]. La figura
2.6(a) muestra el comportamiento de κ2 en función de Rc para m = 1, 2, 3, 4.
La figura 2.6(b), presenta el comportamiento de ν2 y enseña la estabilidad
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ante perturbaciones verticales. Hallamos los siguientes rangos de estabilidad
vertical: 0 ≤ Rc ≤ 1 para m = 1 (κ2 = −3π/2); 0 ≤ Rc ≤ 0,943 para m = 2;
0 ≤ Rc ≤ 0,688 para m = 3; 0 ≤ Rc ≤ 0,604 para m = 4. Se aprecia que el
rango de estabilidad vertical disminuye con m.
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Figura 2.6: (a) Comportamiento de κ2, para m = 1, 2, 3, 4. Valores de Rc para los cuales dicha gráfica
se ubica por encima de la ĺınea a trazos, corresponden a trayectorias circulares que son estables ante
perturbaciones radiales. (b) Comportamiento de ν2, para m = 1, 2, 3, 4. Valores de Rc para los cuales
dicha gráfica se ubica por encima de la ĺınea a trazos, correspondientes a órbitas circulares que son estables
ante perturbaciones verticales.

La dinámica de la part́ıcula está condicionada por E ≥ Φeff (R, 0) y, en
particular, se encuentra movimiento acotado en el rango R1 ≤ R ≤ R2 si
éste contiene al menos un valor cŕıtico donde Φeff es mı́nimo y Φeff (R1, 0) ≤
E ≤ Φeff (R2, 0). La figura 2.7(a) muestra el potencial efectivo para m = 2 y
ℓ = 1,242, cerca del borde del disco. En los contornos (enerǵıas) (b), (c)(d) se
tiene órbitas acotadas, (e) y (f) corresponden a movimiento abierto, mientras
que (a) y (d) corresponden a órbitas circulares. En la figura 2.7(b) están
los diagramas de fase resultantes y se muestran dos regiones de movimiento
acotado y no acotado, divididas por una curva separatriz a trazos (separatriz
porque separa dos regiones del espacio de fases con propiedades distintas).
Curvas de fase similares pueden ser obtenidas param = 1 y m = 3 si usamos
ℓc según (2.15), para 1 < Rc ≤ 1,198 y 2/

√
5 ≤ Rc ≤ 1, respectivamente.

Para m = 4 el potencial efectivo no presenta máximos locales y su diagrama
de fase no tiene curva separatriz.
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Figura 2.7: (a) Potencial efectivo para m = 2 y ℓ = 1,242. Las ĺıneas horizontales corresponden a los
siguientes valores de enerǵıa espećıfica: (a) -0.330975 (mı́nimo de Φeff ), (b) -0.330900, (c) -0.330850,
(d) -0.33079 (máximo de Φeff ), (e) -0.330700 y (f) -0.330600. Mı́nimos y máximos de Φeff ocurren en
Rc = 0,925 y Rc = 0,960. (b) Diagrama de fase para m = 2, correspondiente a los mismos valores de ℓ y
E mostrados en la figura 2.7. (a) y (d) son órbitas circulares estables e inestables, respectivamente. Las
curvas (b) y (c) corresponden a movimiento acotado estable, mientras que (e) y (f) describen movimiento
abierto. La ĺınea a trazos representa una separatriz entre las regiones del movimiento acotado y no
acotado.

Además, para una enerǵıa dada E de una órbita circular, definida por medio
de la ecuación (2.16), es conveniente redefinir el momentum angular espećıfi-
co en unididades adimensionales, como k = ℓ/ℓc, para aśı calcular el rango
de valores de ℓc, tales que Φeff tenga un mı́nimo en el interior del disco,
esto es, en 0 ≤ R ≤ 1 8. De esta forma, se establece los valores ĺımite de
las integrales de movimiento para los que las part́ıculas permanecerán en
el interior de la fuente. De acuerdo con esto, se encuentran los siguientes

8Recuerde que el mı́nimo se obtiene cuando la primera derivada se anula y la región
iterior del disco corresponde a x = 0, e y =

√
1−R2.
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rangos para el momento angular espećıfico: (a) m = 1, 0 ≤ |ℓc| ≤
√
3π/2;

(b) m = 2, 0 ≤ |ℓc| ≤ 2
√
10π/9; (c) m = 3, 0 ≤ |ℓc| ≤

√
21π/50; (d) m = 4,

0 ≤ |ℓc| ≤ 15
√
7π/64.

Órbitas que cruzan el disco

En esta parte, se expone las soluciones numéricas de las ecuaciones de mo-
vimiento correspondientes a las órbitas limitadas fuera del plano ecuatorial,
excepto cuando se cruza el plano z = 0, para ciertos valores de E y ℓ, que
se limitan a las regiones que contienen el disco y se cruzan de ida y vuelta a
través de él. Como mostró Hunter [59], este hecho por lo general da lugar a
diversas órbitas caóticas debido a la discontinuidad en z de las componen-
tes del campo gravitacional, produciendo un cambio bastante brusco en sus
curvaturas.

Ahora bien, el disco de Kuzmin, esta caracterizado por un potencial inte-
grable de la forma Φ = −GM [R2 + (a + |z|)2]−1/2, con a > 0. Sin em-
bargo, los potenciales tipo Kuzmin, que se caracterizan por Φ(ε), donde
ε = [R2 + (a + |z|)2]1/2, no son integrables y presentan el comportamiento
mencionado anteriormente. Los DGK presentan una muy similar estructura
y se puede esperar una dinámica similar. Cada potencial Φ(x, y) se puede
convertir en uno tipo Kuzmin si se tiene en cuenta la transformación inversa,
x = (R+ +R−)/2a y y = (R+ − R−)/2ia, donde R± = [R2 + (z ± ia)2]1/2.
Además, se caracterizan por una discontinuidad en el disco, dada por [40]

(
∂Φ̃m
∂z

)

z=0+

= −
(
∂Φ̃m
∂z

)

z=0−

= 2πG Σm(R). (2.31)

La anterior relación impide la aplicación del teorema KAM (Kolmogorov-
Arnold-Moser)[10], pero se observa algunas órbitas regulares cruzando el
disco.

En la figura 2.8, se exhibe los contornos de nivel de Φeff para m = 1, 2, 3, 4,
con E = −1,245 y ℓ = 0,2, esto es, k = 0,276, 0,266, 0,263 y 0,262, respec-
tivamente. Para estos valores, el movimiento está confinado a una región
que contiene el disco. Las correspondientes superficies de sección z = 0 se
representan en las figuras 2.9, ellas muestran un variedad de trayectorias re-
gulares y caóticas. La figura 2.9(a) tiene los valores tomados en el contorno
(a) de la figura 2.8, en donde se observa una gran curva KAM encerrando
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una cadena de islas resonantes y tres conjuntos de anillos. También hay una
gran zona caótica con dos cadenas de islas cerca del borde. La curva KAM
grande, la cadena de islas y el conjunto central de anillos son producidas por
órbitas tipo caja, mientras que los anillos laterales son como las últimas dos
cadenas de islas, están formadas por órbitas tipo lazo. La curva punteada,
resultante de una órbita periódica tipo caja, separa las regiones estocástica
y regular.

0.2 0.4 0.6 0.8
R
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-0.2
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0.4
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b

c d

Figura 2.8: Contornos de nivel del potencial efectivo (enerǵıas) para (a) m = 1, (b) m = 2, (c) m = 3 y
(d) m = 4, cuando E = −1,245 y ℓ = 0,2.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 2.9: Superficies de sección correspondientes a E = −1,245, para (a) m = 1, k = 0,276, en donde
se muestra una pequeña región caótica con dos cadenas de islas resonantes y un toroide central; (b)
m = 2, k = 0,266. Después la región estocástica es más prominente que en la figura 2.9(a) y la zona
del toroide está enteramente conformada por órbitas tipo caja; (c) m = 3, k = 0,263. Vemos una zona
caótica prominente con cadenas de islas encerrando una región estable de órbitas caja y lazo. Esta última
corresponde a las dos islas resonantes centrales, (d) m = 4, k = 0,262. La región caótica es más grande
que en las figuras anteriores y contiene sólo dos cadenas de islas resonantes; las curvas punteadas en la
isla del extremo son debidas a una órbita periódica. La zona regular central está constituida enteramente
por órbitas tipo caja.

La figura 2.9(b) muestra caracteŕısticas semejantes a las mostradas en 2.9(a).
La superficie de sección corresponde a los valores tomados en el contorno (b)
de la figura 2.8. En este caso se observa una región central definida por órbi-
tas tipo caja (los cuatro anillos centrales) y una región caótica encerrándola
que contiene una variedad de islas resonantes definidas por órbitas tipo lazo.
Entonces las regiones de órbitas tipo caja y lazo están claramente separadas,
en contraste con la figura 2.9(a), en donde ellas se alternan. La superficie
de sección correspondiente a m = 3 (contorno (c) de la figura 2.8) se mues-
tra en Fig. 2.9(c); ésta muestra una región regular compuesta por una zona
central de órbitas tipo caja y dos cadenas de islas resonantes, compuestas
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por órbitas tipo lazo. En la región caótica vemos nuevamente cadenas de
islas y tres densas zonas cerca del borde, conformadas por órbitas tipo lazo.
Por otra parte, se exhiben órbitas en el plano meridional en la figura 2.10.
Finalmente, la figura 2.9(d) muestra las superficies de sección para m = 4,
k = 0,262 y E = −1,245. Se encuentra una región prominente caótica con
solo dos cadenas de islas y una pequeña región regular de órbitas tipo caja.

Las zonas estocásticas en las figuras 2.9 son debidas a la superposición de
muchas resonancias originadas por la presencia del disco[59]. Uno puede ver
este hecho claramente en las tres zonas mas densas cerca del borde de la
sección en la figura 2.9(c), donde las islas resonantes se superponen en E =
−1,245. Por ejemplo, cuando la enerǵıa crece hasta −1,215, la superposición
es completa y la trayectoria resulta ser irregular (Fig. 2.10). En la figura
2.9(d) también se exhibe la huella trazada por la superposición de tres islas
centrales prominentes [98].



DINÁMICA DE PARTÍCULAS EN GRAVEDAD NEWTONIANA 44

0.20.40.60.8 1
R

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

z

HcL

0.20.40.60.8 1
R

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

z
HdL

0.20.40.60.8 1
R

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

z
HaL

0.20.40.60.8 1
R

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

z

HbL

Figura 2.10: Órbitas en el plano meridional para algunas condiciones iniciales de la figura 2.9(c): (a)

Órbita tipo lazo con R = 0,739172, Ṙ = 0,362539 (la cadena de islas dentro de la región estocástica, en la

mitad); (b) Órbita tipo banano en R = 0,421542, Ṙ = 0,362539 (el anillo central más grande); (c) Órbita
tipo lazo en R = 0,405726, Ṙ = 0,573413 (segunda cadena de islas dentro de la región regular); (d) Una
órbita tipo lazo en R = 0,283155, VR = 1,57197 que forma las tres zonas más densas cerca del borde de
la sección. El contorno exterior es la curva de velocidad cero.

Finalmente por completez (del grado de inestabilidad de las órbitas), se
calcula los NCL, definidos como se describe en [98]. Se determinaron los
NCL usando el procedimiento sugerido por Benettin y otros [9]. Entonces,
fijando las integrales de movimiento E = −1,245 y ℓ = 0,2, escogiendo
∆o ≃ 10−9 y t = 107, estimamos N correspondiente a una órbita caótica que
cruza el disco para los casos m = 1, 2, 3, 4 (Cuadro 2.1). Aśı, se encuentra
que la inestabilidad crece con el valor de m.
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m NCL(±0,0001)
1 0,0108
2 0,0110
3 0,0118
4 0,0120

Cuadro 2.1: Cálculo de los NCL para condiciones iniciales z = 10−10, R = 0,681, Ṙ = 0,819 de una órbita
que cruza el disco. Esta corresponde a la región inestable de las figuras 2.9.
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Figura 2.11: Contornos de nivel del potencial efectivo Φeff (a) m = 1, E = −0,335, ℓ = 1,287; (b) m = 2,
E = −0,389, ℓ = 1,196. Ambos casos tienen dos regiones conectadas: una de ellas contiene el disco y la
otra no.

Un hecho interesante se produce cuando el potencial efectivo tiene puntos
de silla fuera de la disco. Esto sucede para los discos m = 1 y m = 2, cuyos
puntos están en los intervalos 1 < Rc ≤ 1,198 y 1 < Rc ≤ 1,075, respectiva-
mente. Los puntos de equilibrio se encuentran fuera del disco, pero cerca de
su borde, para ciertos valores de E, el contorno de Φeff contendrá sólo una
fracción del disco y una región libre en z = 0. Aśı pues, se tendrá órbitas que
cruzan el disco y otras que no lo hacen. Por ejemplo, si se escoje k = 0,673,
es decir, Rc = 1,116 y E = −0,335, se obtiene el contorno (a) de la figura
2.11. La superficie de sección resultante, figura 2.9(a), tiene una gran región
estocástica a la izquierda y una pequeña región regular a la derecha. Ambas
se dividen por el punto de silla, de tal forma que para condiciones iniciales
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cerca de su izquierda la part́ıcula es atrapada en la zona caótica. Mientras
que, para condiciones iniciales cerca de la derecha del punto de silla, el mo-
vimiento está confinado a una región de toroides regulares. En la Fig. 2.9(b)
se exhibe una situación semejante para m = 2. En esa superficie k = 0,991
o Rc = 1,043 y E = −0,389, contorno (b) de la figura 2.11. Se encuentra
una amplia zona de órbitas que cruzan el disco con una pequeña componen-
te caótica encerrando una cadena de islas y anillos KAM conformados por
órbitas tipo caja. A la derecha del punto de silla existe una pequeña región
de regularidad. Para los casos m = 3 y m = 4 no se pudo obtener superficies
de sección con las condiciones anteriores ya que sus potenciales efectivos no
tienen puntos de silla exteriores y el producto κ2ν2 es positivo en R > 1 [98].

2.5.2 Influencia del Parámetro de la Deformación

Cuadrupolar en el Caos

El movimiento de part́ıculas de prueba en campos de fuerza con deformación
oblata ha sido un tema de amplio interés en las diferentes ramas de la F́ısica,
que van desde la Mecánica Cuántica a la Astrof́ısica. Desde hace más de 200
años este problema ha sido analizado en la astronomı́a dinámica, motivado
por la gran variedad de objetos astrof́ısicos que se puede representar como
centros de atracción deformados y con simetŕıa axial. El Sol, los planetas del
sistema solar y las galaxias son ejemplos importantes [10, 11]. En el mundo
cuántico se ha informado de una variedad de núcleos deformados y “meta-
llic clusters” con simetŕıa axial (véase, por ejemplo, Nilson y referencias al
respecto [1, 8, 47, 90]) y el análisis de las órbitas clásicas en el campo medio
de tales estructuras han demostrado ser fruct́ıferas [5, 53, 54, 63].

El caso de los centros de atracción descritos por términos monopolar más
cuadrupolar ha sido ampliamente estudiado por Guerón y Letelier, desde
el punto de vista clásico y relativista; ellos encuentran que la inclusión de
los momentos externos de la expansión multipolar puede inducir el caos
[44, 45, 46]. En la Gravedad de Newton, aśı como en la Relatividad Gene-
ral, el caos se puede encontrar cuando la fuente tiene deformación prolata
y la caoticidad crece al aumentar el momento cuadrupolar. Por otra parte,
parece ser que el caso correspondiente a una deformación oblata no da lugar
a un movimiento caótico, inclusive para una deformación cuadrupolar muy
grande. Este suceso particular se refutará en está sección, primero enfocan-
donos en el plano de la fuente, y luego ampliando el concepto fuera del plano
y en el caso más general (gravitacional, electrotática, etc).
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Considerando exclusivamente los dos primeros términos de la expansión mul-
tipolar del potencial gravitacional en coordenadas ciĺındricas se tiene la ex-
presión

Φ = − α√
R2 + z2

− β(2z2 −R2)

2(R2 + z2)
5

2

, (2.32)

donde se ha tenido en cuenta sólo los términos exteriores y se ha omitido el
término del dipolo. En la anterior ecuación (2.32) α representa el monopolo
de masa, que incluye el término Gm, siendo m la masa de la fuente y G la
constante de Gravitación. En esta última identidad β representa la defor-
mación cuadrupolar, donde si β > 0 la fuente posee deformación prolata y
en caso contrario será oblata. Además, nótese que el potencial (2.32), posee
simetŕıa de reflexión. El momento cuadrupolar β, esta relacionado con la
densidad ρ(R, z) mediante la expresión [10]

β = 2πG

∞∫

0

r′4dr′
π∫

0

dθ′ sin θ′P2(cos θ
′)ρ(r′, θ′) . (2.33)

Ahora bien, los puntos cŕıticos se pueden obtener a través del siguiente
sistema de ecuaciones

∂Φeff
∂R

= 0, y
∂Φeff
∂z

=
∂Φ

∂z
= 0. (2.34)

Pero como se mencionó antes, nuestro potencial gravitacional está caracte-
rizado por tener simetŕıa de reflexión, es decir, se cumple que

Φ(R, z) = Φ(R,−z) ⇒ ∂Φ

∂z
= −∂Φ

∂z
. (2.35)

De acuerdo con (2.35), la ecuación (2.34) se cumple en todo el plano z = 0
[10], por consiguiente la expresión (2.34) puede ser escrita como

ℓ2 = R3 ∂Φ

∂R

∣∣∣∣
(Rc,z=0)

, o Rc =
ℓ2 ±

√
ℓ4 + 6αβ

2α
. (2.36)

Cabe mencionar que esta solución no excluye soluciones al sistema de ecua-
ciones (2.34), fuera del plano z = 0.

Por otro lado, los puntos estacionarios del potencial efectivo son puntos de
silla en el plano z = 0, si

∆(Rc, 0) > 0 (2.37)
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donde ∆(R, z) es el Hessiano9

∆(R, z) =

(
∂2Φeff
∂R∂z

)2

−
(
∂2Φeff
∂z2

)(
∂2Φeff
∂R2

)
. (2.38)

Espećıficamente todas las derivadas y el momentum angular son

∂2Φeff
∂R∂z

=
3Rz

(
5β (3R2 − 4z2)− 2α (R2 + z2)

2
)

2 (R2 + z2)9/2
, (2.39)

∂2Φeff
∂R2

=
6l2 (R2 + z2)

9/2
+R4 (−4R6α− 6R4 (z2α− 2β))

2R4 (R2 + z2)9/2
(2.40)

−R
4 (81R2z2β + 2z4 (z2α+ 6β))

2R4 (R2 + z2)9/2
,

∂2Φeff
∂z2

=
2R6α− 9R4β +R2 (72z2β − 6z4α)− 4 (z6α + 6z4β)

2 (R2 + z2)9/2
(2.41)

ℓ2 =
1

2R
(2R2α− 3β) , (2.42)

las cuales, evaluádas en el punto cŕıtico en el plano ecuatorial (Rc, 0), dan
lugar a

∂2Φeff
∂R∂z

∣∣∣∣
(Rc,0)

= 0, (2.43)

∂2Φeff
∂R2

∣∣∣∣
(Rc,0)

=
16α4

(
l4 + l2

√
l4 + 6αβ + 6αβ

)

(√
l4 + 6αβ + l2

)5 , (2.44)

∂2Φeff
∂z2

∣∣∣∣
(Rc,0)

=

8α4

[(√
l4 + 6αβ + l2

)2
− 18αβ

]

(√
l4 + 6αβ + l2

)5 , (2.45)

y el Hessiano es

∆(Rc, 0) = −
512α8

(
l8 + 3l4αβ + l6

√
l4 + 6αβ − 18α2β2

)

(√
l4 + 6αβ + l2

)10 . (2.46)

9A veces denotado como curvatura gaussiana[64].
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Por lo tanto las inecuaciones

ℓ8 + 3ℓ4αβ + ℓ6
√
l4 + 6αβ − 18α2β2 < 0, y ℓ4 + 6αβ > 0, (2.47)

determinan la existencia de puntos de silla. Si se reescalan todos los paráme-
tros en términos de α: ℓ = αℓ̃, β = α3β̃, se encuentra

ℓ̃8 + 3ℓ̃4β̃ − 18β̃2 + ℓ̃6
√
ℓ̃4 + 6β̃ < 0, y ℓ̃4 + 6β̃ > 0, (2.48)

⇒ ℓ̃4 < 2β̃, y β̃ > 0 . (2.49)

Es decir, sólo existen puntos de silla para el plano z = 0 en el caso β̃ > 0,
que representa la deformación prolata, Fig.2.12. Por lo tanto, no es posible
encontrar regiones caóticas en cuerpos con deformación oblata, de acuerdo
con [44, 45, 46], aunque sólo en el plano ecuatorial.
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Figura 2.12: Estabilidad a través del momentum angular espećıfico para un campo gravitacional con
monopolo α̃ y cuadropolo β̃. Se puede apreciar que la región inestable (región sombreada) corresponde
sólo al caso β̃ > 0, deformación alargada.

Para terminar está sección, vamos a aclarar que la hipótesis acerca de la
integrabilidad (o regularidad) del movimiento en potenciales con deforma-
ción achatada, no es del todo cierto y tiene un rango de validez determinado,
tanto en el contexto de los fenómenos gravitatorios (o electrostáticos), aśı co-
mo de f́ısica nuclear (o atómica) [72]. En el primero, estudios previos de los
fenómenos homocĺınicos (la órbita homoćıclica marca la frontera de compor-
tamientos ćıclicos entre las variables) dan una idea de verificar la existencia
o no, del movimiento caótico. De hecho vamos a mostrar evidencia numéri-
ca que delimita órbitas irregulares en los mencionados casos. En el segundo
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caso, la interacción con una base achatada es modelada por un potencial
que, en coordenadas ciĺındricas, es proporcional a R2 + z2/b2, donde b < 1.
Evidentemente, el movimiento en ese potencial de campo medio es completa-
mente integrable. Sin embargo, otro seŕıa el caso si el potencial del campo se
modela como la contribución de un término esférico proporcional a R2 + z2,
más un cuadrupolo achatado. Aunque ambos modelos describen adecuada-
mente el campo de fuerza, casi con la misma precisión, la segunda presenta
cambios no triviales en el comportamiento de las órbitas. En el segundo
modelo el hamiltoniano se puede dividir en H0 + H′, donde H0 y H′ son
el hamiltoniano integrable y una perturbación (pequeña), respectivamente.
Como H′ no es separable en las coordenadas espaciales, es de suponer que
podŕıa introducir alguna caoticidad en el movimiento de las part́ıculas de
prueba. De hecho, aqúı se muestra que las regiones estocásticas en el espacio
de fase pueden llegar a ser significativas para modestos valores del momento
cuadrupolar.

Un indicador preliminar para el caos es la presencia de puntos de silla en el
potencial que determina el movimiento de la part́ıculas de prueba, es decir,
el potencial efectivo [103]. En los casos estudiados, la contribución cuadru-
polar presenta una silla de montar en el plano ecuatorial. Para gravitación
(electrostática) el potencial efectivo permite hacer el cálculo anaĺıticamente
(contrariamente a la declaración que se presenta en la referencia [45]), en
contraste con el caso correspondiente al potencial con deformación esférica.
En ambos casos nos encontramos con situaciones que se caracterizan por
una estructura predominantemente regular del espacio de fase, con las re-
giones caóticas de tamaño relativamente pequeño. Quizás esto ha dificultado
el hallazgo de evidencias numéricas sobre las órbitas caóticas en el primer
caso [45].

Consideremos nuevamente una part́ıcula de prueba en la acción de un cam-
po de fuerza simétrico descrito por un término esférico y una contribución
cuadrupolar. El caso β < 0, en el que nos centramos aqúı, corresponde a los
objetos con deformación oblata (β > 0 representa la deformación prolata).
Para el término esférico, se consideran dos formas genéricas correspondien-
tes a situaciones de interés f́ısico: (a) Φ0 = −α/

√
R2 + z2, cuando estamos

considerando sistemas gravitatorios (electrostática), y (b) Φ0 = α(R2 + z2)
en el caso del modelo de cascarón esférico asociado a un sistema cuántico de
muchos cuerpos (a veces el término se utiliza también para modelar el campo
gravitacional en la dinámica galáctica). En el primer caso, α es el monopolo,
que es proporcional a la masa (o la carga) del cuerpo central, en el último
caso, α es proporcional a la frecuencia cuadrática de las tres dimensiones del
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oscilador armónico isótropo (OAI). En ambos casos el parámetro α es una
constante real positiva. Por lo tanto, vamos a usar nuevamente α = 1, sin
pérdida de generalidad.

Empezamos por realizar el procedimiento para la situación (a), que designa-
remos como monopolo + cuadripolo oblato (M + OQ). A continuación nos
centraremos en el caso (b), que se denota como OAI + OQ.

(a) M + OQ. En esta ocasión, como se demostró antes (2.36), se puede
encontrar anaĺıticamente:

R± =
ℓ2 ±

√
ℓ4 + 6αβ

2α
. (2.50)

Los valores cŕıticos corresponden a los puntos de silla de montar, si el Hes-
siano, es un número real negativo. El Hessiano (2.46), se puede escribir en
la forma

∆± =
(2αR2

± − 9β)[6β +R±(3ℓ
2 − 2αR±)]

2R10
±

, (2.51)

y podemos observar que, para β < 0 se satisface ∆+ > 0 y ∆− < 0, si y
sólo si, ℓ4 > 6α|β|, que es la condición necesaria que R+ y R− sean números
reales positivos. Esto significa que en cualquier caso, Φeff tiene puntos de
equilibrio en la zona ecuatorial (como se expuso antes), uno de ellos es un
punto de silla. En consecuencia, si la enerǵıa orbital satisface la condición

E > −2α2ℓ2(ℓ2 −
√
ℓ4 + 6αβ) + 8α3β

(ℓ2 −
√
ℓ4 + 6αβ)3

, (2.52)

es probable encontrar órbitas caóticas cerca del punto (R−, 0), es decir, la
órbita circular homociĺınica [73]. En el caso de un campo de fuerza atractiva,
hemos limitado el movimiento si E ≤ 0, además de (2.52). Este hecho lleva
a la condición adicional de ℓ4 < 8α|β| y se obtiene

0,75 <
ℓ4

8α|β| < 1, (2.53)

que puede considerarse como el requisito previo para encontrar el movimien-
to caótico cuando se trata de los potenciales atractivos modelados como un
término monopolar más un deformación achatada.

Las afirmaciones anteriores se ilustran en la figura 2.13, donde se muestra la
superficie de sección de Poincaré generada por las órbitas alrededor de un
cuerpo con momento cuadrupolar β = −0,057, que corresponde aE = −0, 32
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y ℓ = 0, 8. El anterior conjunto de valores, en unidades adimensionales,
cumple con las relaciones (2.52) y (2.53). En este caso nos encontramos con
una órbita caótica con un radio inicial de R = 0,198 (y z = 0), la cual esta
muy cerca de la coordenada radial del punto de silla, R− ≈ 0,19. Podemos
notar que que la región estocástica es muy pequeña, en relación con las
zonas regulares que dominan la estructura de espacio de fase (figura 2.13
(a)). La figura 2.13 (b) muestra un detalle de la región caótica, que contiene
una subestructura de islas regulares. Con el fin de cuantificar el grado de
regularidad de estas órbitas, se estiman los NCL tabla 2.2(a). Encontramos
que la órbita caótica se caracteriza por un NCL≈ 0,02, mientras que para
trayectorias regulares se trata de 10−4.

(a) (b)

Figura 2.13: (a) Superficies de sección para órbitas con E = −0,32, ℓ = 0,8, β = −0,057. (b) Nótese que
(a), muestra una región caótica encerrando islas de regularidad. Siendo la figura (b), una ampliación de
(a), en la aparentemente existia regularidad.

Los parámetros f́ısicos se pueden utilizar a escala tanto macroscópica, como
atómica. Una superficie de sección proporcionaŕıa una descripción de la órbi-
ta clásica de un electrón con enerǵıa de cercana a 5 MeV, que corresponde
aproximadamente a la interacción con un núcleo con número de masa apro-
ximadamente de 200, y momento cuadrupolar eléctrico cercano a -5, para
electrones. En tal caso, el punto de silla estaŕıan en una distancia alrededor
de 2×10−15 m del núcleo. A escalas astronómicas hay algunas restricciones.
En la mecánica celeste el momento cuadrupolar está dado por β = αJ2R

2
0,
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donde J2 y R0 son el factor de distorsión y el radio ecuatorial de la fuente,
respectivamente [11]. De acuerdo a las relaciones (2.50) y (2.53) podemos
determinar una serie de localizaciones de puntos de silla de modo que es posi-
ble encontrar órbitas inestables confinadas: 0,707 < |J2|−1/2R−/Ro < 1,225.
Por ejemplo, en el caso de la Tierra, J2 = −1, 082× 10−3 y Ro = 6,378 Km,
y el valor máximo permitido de R− es de aproximadamente 3,2 Km, que no
pertenecen al dominio f́ısico de la aproximación cuadrupolar. Sin embargo,
la no integrabilidad de las órbitas es f́ısicamente significativo para objetos
con la distorsión achatada más prominente, como las galaxias. De hecho,
podemos encontrar las órbitas caóticas pertenecientes al dominio f́ısico de
potencial, de un cuerpo compacto con el parámetro de distorsión |J2| > 2/3,
y también para un anillo con una masa puntual central (un agujero negro,
por ejemplo), si el radio interior está relativamente lejos del centro.

(b) OAI + OQ. En este caso la ubicación radial de los puntos de equilibrio,
Rc, viene dada por ℓ2c = (4αR5

c − 3β)/2Rc, donde ℓc es el momento angular
de la órbita circular con un radio ecuatorial de Rc. El Hessiano es

∆ = 4α2

(
1− 9β

4αR5
c

)(
4 +

3β

4αR5
c

)
, (2.54)

en donde se puede apreciar que ∆ < 0, sólo si R5
c < 3|β|/16α. El ĺımite

superior es precisamente el valor cŕıtico donde ℓ2c alcanza el mı́nimo y, en
consecuencia, podemos establecer que

χ =
ℓ2

α1/5|β|4/5 > 2,6206, (2.55)

es ahora la relación que establece el requisito previo para la existencia de
movimiento caótico. Por supuesto, tenemos órbitas limitadas si la enerǵıa
de la part́ıcula de prueba es mayor que la enerǵıa de la órbita circular, Ec =
(8αR5

c−β)/4R3
c . En la figura 2.14(a), trazamos la superficie de la sección que

corresponde a β = −0, 1 y ℓ = 0,8, con una enerǵıa E = 3, 2. Encontramos
una órbita caótica con las condiciones iniciales R = 0, 35, z = 0, Ṙ = 0.
Al igual que en el caso (a), la región estocástica es pequeña en relación con
la zona de curvas prominentes KAM. Sin embargo, el movimiento caótico
ahora es perceptible en una escala más grande del espacio de fase. En la figura
2.14(b), se muestra un detalle de la zona estocástica con una estructura muy
similar a la fig. 2.13 (b). Los NCL asociados se muestran en la tabla 2.2(b).
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M+OQ IHO+OQ

R0 NCL×10−4

0.198 213± 12
0.213 3,48± 0,22
0.220 2,31± 0,34
0.230 1,86± 0,13
0.500 1,73± 0,23
0.700 1,32± 0,17
1.000 1,19± 0,25

R0 NCL×10−4

0.35 473± 25
0.60 1,48± 0,22
0.80 2,31± 0,34
0.90 1,45± 0,13
1.00 1,80± 0,23
1.20 1,27± 0,17
1.40 1,05± 0,25

(a) (b)

Cuadro 2.2: Cálculo de los NCL correspondientes a trayectorias con condiciones inicales R = R0, z = 0,
VR = 0, ellos corresponden a las figuras 2.14 (a), y (b), respectivamente.

(a) (a)

Figura 2.14: (a) Superficies de sección con E = 3,2 y ℓ = 0,8 para el potencial de un oscilador armónico
con deformación oblata de β = −0,1. (b) Apreciese que (a), muestra una región estocástica con islas
resonantes en su interior, siendo (b) un aumento de (a).

Los resultados presentados en este caso pueden ser relevantes para un mejor
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análisis de la mecánica cuántica de los sistemas de muchos cuerpos, como
los “clustters” y los “metallic clusters”. Se sabe que los toros invariantes de
las secciones de Poincaré están ı́ntimamente relacionados con los estructu-
ras laminares en el espectro de una part́ıcula [54]. Por consiguiente, si nos
encontramos con el caos en el problema clásico, una desaparición de la es-
tructura de la cáscara se debe esperar en el caso cuántico análogo [55]. Por
lo tanto, de acuerdo con (2.55), esperaŕıamos estructura de cáscara achatada
si 0 ≤ χ ≤ 2,6206. En el caso prolato, β > 0, la condición de tener puntos de
silla es de 0 ≤ χ ≤ 5,1017, lo que significa que podemos esperar estructura
de cáscara prolata por χ > 5, 1017. Tenga en cuenta que hay una gama de
inestabilidad entre los reǵımenes oblato y prolato, 2,6206 < χ < 5, 1017.
Seŕıa interesante investigar si existen cualquier conexión entre dicho rango y
el fenómeno de la transición de deformaciones prolatas a oblatas, en ciertos
valores del momento angular [124].

Los cálculos de las superficies de sección de las figuras. 2.13 y 2.14 y los NCL
(Cuadro 2.2) se realizaron en el Laboratório de Computação Paralela (LCP)
del Instituto de Matemática, Estat́ıstica e Computação Cient́ıfica (IMECC)
de la Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP). Los métodos utili-
zados para resolver las sistemas dinámicos fueron: (i) Runge-Kutta de cuarto
orden con el paso de tiempo variable y la incorporación de Hénon [57], (ii)
algoritmos simpléctico de Runge-Kutta de orden 4, 5 y 6, el tiempo de inte-
gración fue t ∼ 104. Según los resultados obtenidos, no encontramos diferen-
cias significativas entre los métodos, excepto por el error máximo acumulado
en la conservación de la enerǵıa: 10−12 y 10−15 para (i) y (ii), respectivamen-
te. En la próxima sección se investigará la influencia en el comportamiento
de las trayectorias debido a la inclusión del siguiente término en expasión
multipolar del potencial, o sea, el término correspondiente a la deformación
octopolar.

2.5.3 Dinámica de Part́ıculas Alrededor de Cuerpos
con Deformación Oblata, Prolata y Octopolar

Existen evidencias que las agrupaciones de materia oscura y algunos grupos
de galaxias pueden tener una estructura con deformación importante octo-
polar [60], la cual puede ser revelada al estudiar el movimiento de los objetos
que caen libremente. Aunque, por lo general el momento cuadrupolar es con-
sidero en la desviación de la simetŕıa esférica, hay situaciones en las que la
deformación octopolar puede desempeñar un papel comparable, desde el ni-
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vel molecular [48, 30] al contexto astrof́ısico. Hay dos ejemplos importantes
a considerar: las galaxias axisimétricas con un componente importante del
disco rodeado de un halo deformado y un grupo de galaxias prolatas com-
puesta por una cantidad de materia oscura con subestructura [60]. En ambos
casos, el componente oscuro es responsable de la contribución octopolar y,
como veremos, introduce nuevas caracteŕısticas en el comportamiento orbi-
tal de las part́ıculas de prueba. Aśı, la inclusión de la deformación octopolar
también puede inducir el caos, como se demostró por [53] y [74] en el caso
de un oscilador armónico.

La investigación de campos gravitatorios formados por monopolo, dipolo,
cuadrupolo, y el término octopolar o combinaciones de los mismos fue rea-
lizado por [88]. Como se mencionó, la expansión multipolar del potencial
gravitacional en la región exterior a una fuente axialmente simétrica, es

Φ(R, z) = − α√
R2 + z2

− (2z2 −R2)β

2 (R2 + z2)5/2
− (2z3 − 3R2z) γ

2 (R2 + z2)7/2
, (2.56)

donde α, β, y γ son respectivamente, el monopolo, cuadrupolo y octupolo de
masa. En este potencial no aparece el término dipolar debido a la simetŕıa
axial con respecto a z = 0. Los dos primeros términos del potencial ya
fueron analizados en las referencias [44, 45, 46], y en la sección anterior [72].
El término γ, esta relacionado con la densidad ρ(R, z) mediante las ecuación
[10]

γ = 2Gπ

∞∫

0

r′5dr′
∫ π

0

dθ′ sin θ′P3(cos θ
′)ρ(r′, θ′), (2.57)

con r =
√
R2 + z2, cos θ = z/

√
R2 + z2 y donde Pl son los Polinomios

de Legendre de orden l. Tengamos en cuenta que la órbita de la part́ıcu-
la está confinada al plano definido por el potencial efectivo, el plano como se
ha mencionado se conoce como plano meridianal. La integración numérica se
realiza a través el método de Runge-Kutta de cuarto orden y comprobando
que la enerǵıa se conserva con una tolerancia de 10−10.

En la figura 2.15, se traza una superficie de sección para z = 0, corres-
pondiente al movimiento de part́ıculas de prueba en presencia de un campo
gravitatorio considerando los términos monopolar y cuadrupolar (γ = 0).
Se observa una región central y lateral, regular compuesta por anillos de
toros (curvas de KAM). Ellas están envueltas por una región caótica, con
dos pequeñas islas resonantes cerca de sus bordes, superior e inferior.
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Figura 2.15: Superficies de sección de Poincaré para algunas órbitas con ℓ = 0,9, E = −0,4, el potencial
esta caracterizado por α = 1, β = 0,3 y octopolo nulo, γ = 0.

En la figura 2.16 cambiamos el momento octopolar por γ = 0, 02, mante-
niendo los mismos valores para α, y β. La superficie de sección resultante
presenta una región caótica más destacada, ya que en esta ocasión las zonas
exteriores de islas resonantes se superponen. Las regiones regulares ahora
contiene el “eje” del toro. Se pueden ver claramente la región central y la
aparición de inestabilidad en la región lateral anteriormente estable.
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Figura 2.16: Superfcies de sección para las mismas condiciones iniciales de la figura anterior. Se mantienen
los valores ℓ = 0,9, E = −0,4, α = 1 y β = 0,3, pero ahora γ = 0,02.

En la figura. 2.17, como consecuencia de aumentar el momento de octopolar
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γ = 0, 04, la región caótica es más prominente (la zona lateral regular ha
desaparecido), aśı como las curvas centrales de KAM. Por último, las figuras.
2.18 y 2.19 muestran el efecto causado por el aumento progresivo de la
deformación octopolar, a partir de una deformación prolata regular.
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Figura 2.17: Los mismos valores de las gráficas anteriores pero con γ = 0,04, se obtiene una región caótica
rodeando tres curvas de KAM.

Un resultado importante del análisis es que al cambiar el momento octo-
polar aumenta la caoticidad y conduce a la aparición del eje del toro, se
puede ver incluso en el caso correspondiente a la deformación achatada, que
comúnmente presenta movimiento regular, figura 2.18.
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Figura 2.18: Superficies de sección de Poincaré para ℓ = 1,1, E = −0,32, α = 1, β = −0,2 y (a) γ = 0;
(b) γ = 0,02; (c) γ = 0,04; (d) γ = 0,06. En cada caso, fueron generadas por tres órbitas con condiciones
iniciales (i) z = 0, R = 0,91, VR = 0; (ii) z = 0, R = 0,78, VR = 0 y (iii) z = 0, R = 1,16, VR = 0,18.
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Figura 2.19: Una órbita en el plano meridional con condiciones iniciales z = 0, R = 0,78, VR = 0 y
los mismos parámetros considerados anteriormente. De nuevo hemos tomado los casos (a) γ = 0; (b)
γ = 0,02; (c) γ = 0,04; (d) γ = 0,06.

La Fig. 2.20, muestra la transición de la regularidad al caos debido al au-
mento de γ. Con E = −0, 32, ℓ = 1, 1 y β = −0,2, se parte de γ = 0
(Fig.2.18a) que corresponde a un movimiento regular. El caso γ = 0, 02 es
normal, pero las curvas KAM se ha distorsionado por unos anillos. En la fi-
gura 2.18c(γ = 0, 04) la distorsión es más prominentes y, por último, cuando
γ se ha incrementado hasta 0,06 en la Fig.2.18d, observamos la aparición de
una región caótica que incluye los anillos.
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Figura 2.20: Superficies de sección de Poincaré para algunas órbitas caracterizadas por ℓ = 1,1, E = −0,32,
en un potencial con α = 1, β = −0,2 y γ = 0. En cada caso, ellas fueron generadas por tres familas con
(i) z = 0, R = 1,4, VR = 0; (ii) z = 0, R = 0,74, VR = 0 y (iii) z = 0, R = 0,601, VR = 0, nuevamente (a)
γ = 0; (b) γ = 0,02; (c) γ = 0,04; (d) γ = 0,06.

2.5.4 Estabilidad en las Galaxias NGC 3877, NGC
3917

En esta sección se estudia la estabilidad en los modelos de galaxias espirales
(galaxias en forma de disco) NGC 3877, NGC 3917 construidos por [41]. Se
escojen estos dos modelos de galaxia debido a que fueron los que mejores
se ajustaron a los datos observacionales basados en [133]. Antes de analizar
la estabilidad de los modelos mediante el momentum angular y el criterio
de Rayleigh, haremos una breve descripción de la técnica utilizada por los
autores para encontrar un potencial gravitatorio que define las galaxias.

En los modelos discoidales de galaxias, dado un potencial gravitacional,
Φ(R, z), la velocidad circular10 vc(R) se encuentra a través de la relación

v2c (R) = R
∂Φ

∂R

∣∣∣∣
z=0

. (2.58)

También, dado Φ(R, z), la densidad superficial de masa Σ(R) puede ser
obtenida mediante la Ley de Gauss, y teniendo en cuenta la propiedad de

10Velocidad tangencial de las estrellas en órbitas circulares alrededor del centro.
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reflexión (2.35), se obtiene

Σ(R) =

[
1

2πG

]
∂Φ

∂z

∣∣∣∣
z=0+

. (2.59)

Por lo tanto, con el fin de tener una densidad superficial de masa, que co-
rresponda a una distribución finita de materia, se imponen las condiciones
de contorno en forma

∂Φ

∂z

∣∣∣∣
z=0+

6= 0; R ≤ a, (2.60a)

∂Φ

∂z

∣∣∣∣
z=0+

= 0; R > a, (2.60b)

en las cuales se puede verificar que la distribucción de materia está restrin-
gida al disco z = 0, 0 ≤ R ≤ a.

Considerando el potencial gravitacional que se obtiene al solucionar la ecua-
ción de Laplace en coordenadas oblatas (3.42), se encuentra la velocidad
circular, dada por la siguiente expresión

v2c (R̃) =
R̃2

y

∞∑

n=1

C2nq2n(0)P
′
2n(y) =

m∑

n=1

A2nR̃
2n, (2.61)

en donde las constantes A2n están relacionadas con la constante C2n por
medio de la expresión

C2n =
4n+ 1

4n(2n+ 1)

m∑

k=1

A2k

q2n(0)

1∫

−1

y(1− y2)kP ′
2n(y)dy, (2.62)

con n 6= 0.

La densidad superficial de masa toma la forma

Σ(R̃) =
1

2πaGy

∞∑

n=0

C2n(2n+ 1)q2n+1(0)P2n(y), (2.63)

siendo y =
√
1− R̃2 y R̃ = r/a. Aśı, mediante la integración de la superficie

total del disco, encontramos la expresión

MG

a
= C0, (2.64)
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NGC3877 NGC3917
m 6 7
C0 17452.78 11258.92
C2 26564.93 17210.85
C4 13926.79 8998.92
C6 7478.82 4573.34
C8 4053.13 2213.64
C10 1887.23 1063.01
C12 498.29 640.40
C14 264.69

Cuadro 2.3: Constantes C2n para las galaxias NG3C877 y NGC3917 [km2, s−2], además de los corres-
pondientes valores de m.

que permite calcular el valor de la masa total de M.

En consecuencia, todos los cantidades que caracterizan el modelo de disco
delgado se determinan en función del conjunto de las constantes de C2n,
lo que puede determinarse a partir de los datos observacionales correspon-
dientes a las curvas de rotación de una galaxia en particular. Es decir, las
constantes A2n son determinadas por un ajuste de los datos observacionales
de la curva de rotación [133], la relación (2.62) permite encontrar los valores
de las constantes C2n, las cuales definen el modelo de potencial gravitacional
en cada ajuste.

Después de ajustar el modelo anterior a los datos reales observados, y eli-
giendo dos de las galaxias espirales del cúmulo de la Osa Mayor, las galaxias
NGC3877, NGC3917, los datos correspondientes se ajustan según el reciente
trabajo de [133]. En el trabajo se muestran 43 galaxias cercanas al cúmulo
de la Osa Mayor analizadas mediante el Westerbork Synthesis Radio Teles-
cope. En la tabla 2.3 se presentan los valores de C2n para las dos galaxias,
aśı como el valor correspondiente de m utilizado en (2.61). En la tabla 2.4
se indica, para cada galaxia, el tipo morfológico, según la clasificación del
Hubble de galaxias, el radio a en unidades de kiloparsec (kpc) y la masa
total de M en unidades de kilogramos (kg) y masas solares (M⊙).

La figura 2.21 muestra la estabilidad de la galaxia NGC3877 a través de:
(a) un análisis del criterio de Rayleigh, (b) el bosquejo del momentum an-
gular al cuadrado; las dos gráficas exhiben que la galaxia es estable. En la
primera, en el criterio de Rayleigh, la gráfica no tiene una zona negativa. En
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Tipo a [kpc] M [kg] M [M⊙]
NGC3877 Sc 11.74 9.47 × 1040 4.76 × 1010

NGC3917 Scd 15.28 7.95 × 1040 3.95 × 1010

Cuadro 2.4: Clasifcación Morfólogica de las galaxias NG3C877 y NGC3917, radio a y masa total M.

la segunda, en la gráfica del momentum angular al cuadrado, la pendiente
siempre es positiva. Además, en la figura 2.21(a) se observa que no existe
una órbita circular marginalmente estable, pues no existe un punto cŕıtico
para esta gráfica. Igualmente, el análisis se realizó para la galaxia NGC3917,
encontrando el mismo comportamiento, ver figura 2.22. Es decir, las dos ga-
laxias son estables ante perturbaciones radiales, en concordancia con [41], y
ninguna de las dos poseen una órbita circular marginalmente estable.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

5000

10 000

15 000

20 000

25 000

R

{ c
d{

c

dR

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

5000

10 000

15 000

20 000

25 000

R

{ c2

(a) (b)

Figura 2.21: Estabilidad para la galaxia NGC3877 mediante: (a) criterio de Rayleigh, (b) momentum
angular espećıfico.

Las regiones inestables ante perturbaciones verticales que se aprecian en
[41], se pueden analizar mediante el estudio de las trayectorias en plano
meriodional, o por medio del estudio de las superficies de sección, este análisis
está fuera de los alcances del texto.
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Figura 2.22: Estabilidad para la galaxia NGC3917 a través del: (a) momentum angular espećıfico, (b)
criterio de Rayleigh.



Caṕıtulo3
DINÁMICA DE PARTÍCULAS EN

RELATIVIDAD GENERAL

SECCIÓN 3.1

Introducción

Un problema de gran importancia en la Teoŕıa de la Relatividad General
es la obtención de las soluciones de las ecuaciones de Einstein, las cuales
corresponden a la descripción del campo gravitacional. Una vez obtenida
la solución, otro problema igualmente importante es la solución de la ecua-
ciones de las geodésicas, las cuales corresponden al comportamiento de la
part́ıculas en presencia del campo gravitatorio. Las propiedades de los cam-
pos gravitatorios axialmente simétricos han sido estudidas a través de la
cinemática de las part́ıculas de prueba, desde el punto de vista de la Teoŕıa
Clásica [10] y de la Relatividad General. En el caso relativista se ha estudia-
do tanto el caso estático como el estacionario, incluso se encuentran diversos
trabajos relativistas sobre la trayectoria de part́ıculas de prueba en solucio-
nes de naturaleza cosmológica [115, 116, 117, 118, 119, 120, 121, 122, 123].
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El caṕıtulo esta organizado de la siguiente manera: la sección 3.2, está de-
dicada al análisis del movimiento de part́ıculas en campos estáticos y axial-
mente simétricos en forma general, donde se encuentra que el problema de
analizar las geodésicas se reduce a un plano dos dimensional. En la sección
3.3, se restringe el movimiento al plano ecuatorial y se determine el radio
de la órbita circular para fotones y part́ıculas masivas. Luego en las siguien-
te sección (sección 3.4), se encuentra la expresión que permite estudiar la
estabilidad de los espaciotiempos, además de la trayectoria de la part́ıcula
marginalmente estable. Luego en la sección 3.5, se consideran las soluciones
de las ecuaciones de campo de Einstein en coordenadas ciĺındricas, esferoi-
dales oblatas y esferoidales prolatas. Después en la sección posterior (sección
3.6), se investigan todas las expresiones de órbitas circulares en espaciotiem-
pos estáticos y esféricamente simétricos. Por último, se encuentra una nueva
familia de discos gruesos relativistas, sección 3.7; adicionalmente se analizan
algunas trayectorias de part́ıculas de prueba neutras.

SECCIÓN 3.2

Geodésicas para Campos Gravitacionales
Estáticos y Axialmente Simétricos

Con el fin de realizar un análisis de las órbitas de part́ıculas de prueba1 en un
campoobtenemos gravitacional estático axialmente simétrico en Relatividad
General, se define su geometŕıa por medio del elemento de ĺınea de Weyl [68,
137, 138], que en coordenadas ciĺındricas se puede escribir como la expresión
(1.1)

ds2 = −e2ψdt2 + e−2ψ[ρ2dϕ2 + e2γ(dρ2 + dz2)], (3.1)

donde ρ > 0, z ǫ (−∞,∞), ϕ ǫ [0, 2π], y las funciones métricas ψ, γ
dependen solamente de las coordenadas ρ y z. Ahora bien, como el elemento
de ĺınea (3.1), no depende explićıtamente del tiempo, ni de la coordenada
acimutal, existen dos constante de movimiento, otra vez, relacionadas con
la enerǵıa y el momentum angular de la part́ıcula.

1Las part́ıculas de prueban en Relatividad General pueden ser rayos luminosos o
part́ıculas masivas (cargadas o neutras).
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El lagrangiano L, para una métrica con estas caracteŕısticas está dado por2

2L = −e2ψ ṫ2 + e−2ψ[ρ2ϕ̇2 + e2γ(ρ̇2 + ż2)], (3.2)

donde el punto denota derivación con respecto al parámetro af́ın τ , comúnmen-
te relacionado con el tiempo propio. Esta relación se puede expresar en térmi-
nos de las constantes de movimiento E y ℓ, las cuales se pueden determinar
por medio de los momentos canónicos

pa =
∂L
∂ẋa

. (3.3)

Entonces, −E = ∂L/∂ṫ, ℓ = ∂L/∂ϕ̇. En donde E y ℓ son respectivamente, la
enerǵıa y el momento angular por unidad de masa de la part́ıcula, medidas
por un observador en el infinito.

Utilizando las cantidades conservadas anteriores, se puede reescribir la ecua-
ción (3.2), en la forma

E2

2
=

1

2
e−2γ(ρ̇2 + ż2) +

1

2
e2ψ
[
ǫ2 +

ℓ2

ρ2
e2ψ
]
, (3.4)

donde

−ǫ2 = 2L = pνpν = gνµp
νpµ = gνµ

dxν

dτ

dxµ

dτ
=

(
ds

dτ

)2

=

{
−1
0

,(3.5)

siendo ǫ = 1 ó 0, según sean part́ıculas masivas ó no. Del mismo modo, se
puede definir un potencial equivalente al problema clásico3, conocido como
potencial efectivo, de acuerdo con (3.4), el mencionado potencial tiene la
forma

Veff (ρ, z) = e2ψ
[
ǫ2 +

ℓ2

ρ2
e2ψ
]
, (3.6)

donde nuevamente el problema se ha reducido a un movimiento en el plano
(ρ, z). Esta vez el análisis del potencial efectivo por medio de los puntos
estacionarios no es tan simple de hacer pues las funciones métricas dependen
de las coordenadas.

2Se puede demostar que estos espaciotiempos el lagrangiano es idéntico al hamilto-
niano, L = H.

3Se puede apreciar en la ecuación (3.4), la superposición de dos términos iguales a E2,
uno de ellos corresponde al cuadrado de la velocidad de la part́ıcula y el otro es asociado
con el potencial.
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De otra parte, el sistema dinámico autónomo formado por las EDS de mo-
vimiento de la part́ıcula para las dos coordenadas no-ignorables ρ, z pueden
se puede determinar a través de las ecuaciones de Euler-Lagrange

d

dτ

(
∂L
∂ẋν

)
− ∂L
dxν

= 0, (3.7)

de donde

ρ̈ = −(ρ̇2 − ż2)(γ,ρ − ψ,ρ) (3.8)

−2ρ̇ż(γ,z − ψ,z)− e−2γ

[
E2ψ,ρ + (ψ,ρ − 1/ρ)

ℓ2e4ψ

ρ2

]
= 0,

z̈ − (ρ̇2 − ż2)(γ,z − ψ,z) (3.9)

+2ρ̇ż(γ,ρ − ψ,ρ) + e−2γψ,z

[
E2 +

ℓ2e4ψ

ρ2

]
= 0,

El anterior sistema dinámico tiene una solución única cuando las condiciones
iniciales de τ = τ0 están dadas por xi0 = xi0(τ0) y U

i
0 = (dx

i

dτ
)τ0 , con i = ρ, z.

La condición inicial de la velocidad de la part́ıcula se obtiene por medio de
(3.4), la cual es

ż2 = e2γ
[
E2 − Veff(R, z)

]
− ρ̇2, (3.10)

donde ǫ = 1, para geodésicas tipo tiempo y ǫ = 0, para rayos luminosos.
Aśı, el movimiento de las part́ıculas se puede estudiar otra vez mediante
las superficies de sección de Poincaré. En la próxima sección encontraremos
las cantidades relacionadas con las trayectorias circulares en el plano de la
fuente.

SECCIÓN 3.3

Radio de la Órbita Circular en el Plano
Ecuatorial

Por otra parte, si se restringe el movimiento de la part́ıcula de prueba al
plano ecuatorial, z = 0, la órbita estará determinada a través de la solución
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del siguiente sistema autónomo

ρ̈+ ρ̇2 (γ,ρ − ψ,ρ) + e−2γ

[
E2ψ,ρ + (ψ, ρ − 1/ρ)

ℓ2e4ψ

ρ2

]
= 0, (3.11)

ϕ̇− ℓ e2ψρ−2 = 0, (3.12)

ρ̇2 = e−2γ

[
E2 − e2ψǫ2 − ℓ2

ρ2
e4ψ
]
, (3.13)

eliminando el parámetro τ . La primera ecuación diferencial se obtiene de
la expresión (3.8), la segunda se encuentra mediante la ecuación de los mo-
mentos canónicos (3.3) para la coordenada ćıclica ϕ. Mientras que, la última
ecuación es la condición que determina la velocidad inicial de la part́ıcula
respecto a la coordenada radial, ρ.

Espećıficamente, si la trayectoria de la part́ıcula es circular, se tiene que
ρ = ρc = constante, y ρ̇ = ρ̈ = 0. Aśı, en la expresión (3.4), la enerǵıa
espećıfica de la órbita circular será

E2 = Veff(ρc, 0), (3.14)

con, Veff dado por (3.6). Además, como el espaciotiempo de Weyl (3.1),
se debe reducir al elemento de linea de Minkowski (esto debido a que las
funciones métricas ψ y γ son asintóticamente planas), se puede deducir una
condición ĺımite sobre todos los potenciales de la forma (3.57), está es

ĺım
ρ→∞

Veff(ρ, 0) = ǫ2. (3.15)

Del mismo modo, que el caso newtoniano, los puntos cŕıticos del potencial
se determinán cuando la derivada con respecto a ρ, del potencial efectivo se
anula. Dicha expresión es

ℓ2e2ψ(2ρψ, ρ − 1) + ρ3ǫ2ψ, ρ = 0. (3.16)

Para geodésica nulas (ǫ = 0), esta última identidad se convierte en

2ρψ, ρ − 1 = 0. (3.17)

Las ráıces de esta ecuación determinan los radios de las órbitas circulares de
rayos luminosos. Acuérdese que la relevancia del estudio de órbitas circulares,
es que ellas pueden separar dos regiones diferentes del espaciotiempo.
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Para part́ıculas masivas (ǫ = 1), despejando ℓ de (3.16), se obtiene

ℓ2c =
ρ3ψ, ρ e

− 2ψ

1− 2ρψ, ρ
, (3.18)

con la restricción 0 ≤ ρψ, ρ ≤ 1/2, para que el cuadrado del momentum
angular espećıfico sea siempre positivo. Esta ecuación expresa que los radios
de las órbitas circulares para geodésicas tipo tiempo dependen del valor del
momentum angular espećıfico. Además, reemplazando (3.18), en (3.14), se
tiene la otra constante de movimiento, E. Para una part́ıcula moviéndose en
una trayectoria circular la enerǵıa será

E2
c =

e2ψ(1− ρψ, ρ)

(1− 2ρψ, ρ)
, (3.19)

donde otra vez se tiene la condición 0 ≤ ρψ, ρ ≤ 1/2.

Finalmente, para una trayectoria circular se puede encontrar la velocidad
angular asociada por medio de la ecuación

ω =
dϕ

dt
=
ϕ̇

ṫ
, (3.20)

con ṫ = E e−2ψ y ϕ̇ = ℓ e2ψρ−2. La anterior ecuación permite también de-
terminar el peŕıodo de la órbita circular a través de la simple expresión,
ω = 2π/T , siendo T el peŕıodo. Para part́ıculas masivas la velocidad angu-
lar será

ω2
T =

ℓ2e8ψ

E2ρ4c
, (3.21)

aqúı ρc, son las ráıces de la expresión (3.16). Por otro lado, para part́ıculas
sin masa se encuentra la identidad

ωN =
e2ψ

ρc
, (3.22)

donde ρc, son las soluciones de la ecuación (3.17).

Por otra parte, el campo gravitacional que nos interesa se puede encontrar
resolviendo las ecuaciones Einstein en el vaćıo para el elemento de ĺınea
de Weyl. Las ecuaciones de Einstein en el vaćıo, Rµν = 0 en coordenadas
ciĺındricas se reducen al sistema de EDS parciales [68, 137, 138]

ψ,ρρ +
1

ρ
ψ,ρ + ψ,zz = 0, (3.23)
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γ,ρ = ρ(ψ2
,ρ − ψ2

,z), (3.24)

γ,z = 2ρψ,ρψ,z, (3.25)

donde la primera relación es la ecuación de la Laplace. Las otras dos ecua-
ciones son un sistema sobredeterminado que se utiliza para encontrar la otra
función métrica, γ. Ahora queda determinar alguna expresión que defina la
estabilidad de dichos espaciotiempos; éste será el tema de la próxima sección,
pero sólo en el plano ecuatorial.

SECCIÓN 3.4

Estabilidad y Radio de la Órbita Circular
Marginalmente Estable

La estabilidad de las órbitas circulares en el plano ecuatorial, como se
nombró antes, está dada por la desigualdad V ′′(ρc) > 0. Para part́ıculas
con c = 1, se encuentra

ψ, ρ + ρψ, ρρ > 0, (3.26)

para la estabilidad de la trayectoria circular. Mientras que, para geodésicas
tipo tiempo, se encuentra la siguiente condición de estabilidad

ρψ, ρρ + 3ψ, ρ + 2ρψ 2
, ρ(2ρψ, ρ − 3) > 0, (3.27)

donde, 0 ≤ ρψ, ρ ≤ 1/2.

Igual que en el caso newtoniano se puede mostrar que las siguientes expre-
siones

V ′′(ρ) ≥ 0, (3.28)

y,

dℓ2

dρ
≥ 0, (3.29)

son equivalentes para órbitas circulares. Esto significa, que el valor mı́nimo
de la curva de momentum angular espećıfico en función del radio de la órbita
circular (3.18), representa la última órbita circular estable, la cual como se
sabe, se conoce como la órbita circular marginalmente estable. Es decir,
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el ROME se encuentra resolviendo el sistema de ecuaciones V ′(ρ) = 0 y
V ′′(ρ) = 0, o lo que es lo mismo, a través de la ecuación dℓ2/dρ = 0.
Esto sólo si existe dos órbitas circulares, una inestable y otra estable. Para
geodésicas nulas se encuentra la expresión

ψ, ρ + ρψ, ρρ = 0, (3.30)

y para geodésicas temporales se encuentra la identidad

ρψ, ρρ + 3ψ, ρ + 2ρψ 2
, ρ(2ρψ, ρ − 3) = 0, (3.31)

donde nuevamente, 0 ≤ ρψ, ρ ≤ 1/2. Nótese, que se ha encontrado una
correspondencia en la estabilidad de los modelos (3.28), y el denominado
criterio de Rayleigh (3.29).

De las anteriores secciones del caṕıtulo, se puede concluir que la estabilidad
de las trayectorias circulares ante perturbaciones radiales se puede estudiar
a través de un análisis del momentum angular (3.18), o mediante el criterio
de Rayleigh (3.29)4. En la próxima sección se estudiará algunos campos,
según el sistema de EDS (3.23) - (3.25).

SECCIÓN 3.5

Familias Particulares de Soluciones

3.5.1 Movimiento de Part́ıculas en el Plano

Ecuatorial en Coordenadas Cuasi-ciĺındricas

La solución de la ecuación de Laplace (3.23), para la función métrica ψ y su
correspondiente función γ se puede expresar en coordenadas esféricas (r, θ),

4Esta investigación de la estabilidad es semejante al estudio del comportamiento de la
velocidad circular de la galaxia.
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por [68]

ψk = −
k∑

n=0

Cn Pn
rn+1

, (3.32)

γk = −
k∑

l,m=0

ClCm(l + 1)(m+ 1)

(l +m+ 2)rl+m+2
(PlPm − Pl+1Pm+1),

con
ρ = r sin θ, z = r cos θ, r > 0, 0 ≤ θ ≤ π,

y donde r = (ρ2 + z2)1/2, Pn = Pn(cos θ) son los polinomios de Legendre,
Cn son constantes y el rango de las coordenadas (ρ, z) son el rango de las
coordenadas ciĺındricas usuales. En el plano ecuatorial, z = 0, se tiene

ψk = −
k∑

n=0

C2n
P2n(0)

ρ2n+1
, (3.33)

γk = −
k∑

l,m=0

C2lC2m(2l + 1)(2m+ 1)

(2l + 2m+ 2)ρ(l+m)/2+1
(P2lP2m − P2l+1P2m+1).

Se puede obtener el radio de la órbita circular de un fotón (3.17) en estas
coordenadas resolviendo la ecuación

k∑

n=0

2C2nP2n(0)(2n+ 1)ρ−(2n+1) = 1, (3.34)

donde si C2nP2n(0) > 0, se obtiene el polinomio

p (ρ) = ρ2k+1 −
k∑

n=0

a2nρ
2n = 0. (3.35)

Según esto, como el polinomio tiene grado impar siempre tendremos una ráız
real positiva o negativa, además como sólo se tiene un cambio de signo en el
polinomio, esta ráız es positiva. Por lo tanto, siempre existe una solución a
la ecuación anterior (3.35), es decir, siempre se puede determinar un radio
de una órbita circular de un fotón en este tipo de soluciones.

Por otra parte, se puede ver que la relación de estabilidad no se satisface,
aśı

ρψk, ρρ + ψk, ρ = −
k∑

n=0

C2nP2n(0)(2n+ 1)2ρ−(2n+2) < 0. (3.36)
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En conclusión todas las órbitas circulares son inestables. Además, se puede
verificar de la expresión (3.36), que la ecuación ρψ, ρρ + ψ, ρ = 0, no tiene
ráıces reales positivas, debido que el polinomio no tiene cambios de signo.
Por lo tanto, no existen órbitas circulares marginalmente estables, y por lo
tanto tampoco se puede encontrar un ROME.

Ahora, para ilustrar las anteriores conclusiones se analiza una solución par-
ticular. El primer miembro de la familia (3.32), corresponde a la solución
de Chazy-Curzon [20, 21], la cual puede ser obtenida escogiendo k = 0, y
C0 = m > 0 en (3.32). Este campo representa el potencial newtoniano de
una masa puntual m. Las funciones métricas en el plano ecuatorial para esta
solución son

ψ0 =
−m
ρ
, γ0 =

−m2

2ρ2
. (3.37)

En este espaciotiempo el radio de la trayectoria circular inestable, de acuerdo
con (3.34), es ρ = 2m. Ahora con ρ = 2m, la enerǵıa y la frecuencia angular
están dadas por

ωN = (2me)−1, EN = ℓ ωN , (3.38)

en un movimiento circular, donde ℓ, es una constante arbitraria, y e es la
base de los logaŕıtmos neperianos.

En la figura 3.1, se observa el potencial efectivo para rayos de luz en la
solución de Chazy-Curzon. Esta gráfica tiene un máximo en ρ = 2m , y el
valor de ese máximo es (2me)−2ℓ2. Las posibles trayectorias están descritas
a través de ĺıneas horizontales (V = E2) escogiendo diferentes valores de m,
y ℓ. Por ejemplo, cuando 0 < E1 < (2me)−2ℓ2 el movimiento corresponde
a una part́ıcula que viene desde el infinito con enerǵıa E1 hasta un punto
de retorno B y regresa al infinito (la trayectoria es abierta), además no se
encuentra órbita en la región A < ρ/m < B, porque la velocidad es imagi-
naria. Mientras que, en el pozo de potencial 0 < ρ/m < A, la trayectoria
está en el interior de A. En contraste, cuando el valor de la enerǵıa sea mayor
a (2me)−2ℓ2 (E2), se observa que no hay puntos de retorno del movimiento
y la part́ıcula sólo se moverá en una dirección. En general todos los poten-
ciales para diferentes soluciones (diferentes valores de k en (3.33)) tienen la
forma de la figura 3.1, con valores arbitrarios de la constante ℓ, siempre que
se tome la restricción C2nP2n(0) > 0, en esta familia.
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Figura 3.1: Potencial efectivo para part́ıculas sin masa en el campo de Chazy-Curzon. Se ha tomado
ℓ = 4me para realizar está gráfica.

De otro lado, para geodésicas temporales la enerǵıa y el momentum angular
espećıfico de una trayectoria circular son respectivamente

ℓ2 =
ρ2me2m/ρ

ρ− 2m
, E2 = e−2m/ρ, (3.39)

donde ρ > 2m. De acuerdo con esto se tiene

ω2
T =

e−4m/ρm

(ρ− 2m)ρ2
.

Además, se puede obtener el ROME al resolver la ecuación (3.31), y su
correspondiente valor del momentum angular reemplazando esta solución en
(3.18). Para el espaciotiempo de Chazy-Curzon se obtiene

ρ = 5,23m, ℓ = 3,52m, (3.40)

E = 0,826, ω2
T =

0,00525

m2
, (3.41)

para la órbita circular marginalmente estable.

El esquema del potencial efectivo de geodésicas temporales (3.57), de la
solución de Chazy-Curzon, se presenta en las figuras 3.2. En el gráfico 3.2(a),
se puede apreciar que el potencial efectivo vaŕıa según los valores que pueda
tomar ℓ: en éste caso todos los valores de momentum angular definen dos
trayectorias circulares (una estable y otra inestable), excepto para la curva
de color negro. En esta figura la curva oscura tiene el valor ℓ = 3,52m y
representa la órbita circular marginalmente estable.
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Figura 3.2: (a) Potencial efectivo en función de ρ/m para geodésicas temporales con diferentes valores de
ℓ/m en el campo de Chazy-Curzon. De la curva superior a la inferior los valores son ℓ/m = 4,1, 3,8, 3,65 y
ℓ = 3,52m, respectivamente. En la curva oscura el punto tiene un valor de ρ/m = 5,23, el cual corresponde
al ROME con un valor de ℓ/m = 3,52. (b) Potencial efectivo para geodésicas temporales con ℓ = 4,5m
en el espaciotiempo de Chazy-Curzon.

En la figura 3.2(b), se exhibe el potencial efectivo con ℓ = 4, 5m y diversos
valores de la enerǵıa (ĺıneas horizontales con V = E2), que definen las po-
sibles trayectorias de las part́ıculas de prueba. Espećıficamente, para E1, se
tienen tres diferentes radios debido a que la enerǵıa corta tres veces la curva
del potencial, mientras que para radios menores A, la part́ıcula está con-
finada al pozo de potencial 0 < ρ/m < A, como la figura 3.1. Mientras
que para los dos radios C y D, obtenemos una órbita entre estos radios,
por ejemplo, si escogemos E1 = 0,975, la trayectoria está confinada entre
C = ρ/m ≈ 7,66 (perihelio) y D = ρ/m ≈ 67,52 (afelio), ver figura 3.3(a).
Cuando la enerǵıa es igual a E2, tenemos un punto de retorno, entonces para
E2 = 1,02 el punto de retorno es B = ρ/m ≈ 5,45, como se observa en la
figura 3.3(b). Para la ĺınea a trazos F con enerǵıa E2 = 1,02, la part́ıcula
está confinada en un pozo de potencial, igual que en el radio A. Por otro
lado, si la enerǵıa E ≥ E3, la part́ıcula no tiene puntos de retorno, por lo
que se mueve en una sola dirección. Finalmente, en la figura 3.4, se exhibe
el rango de estabilidad de geodésicas temporales por medio del momentum
angular (3.39). En esta solución el intervalo de estabilidad se encuentra en
3,52m ≤ ℓ <∞ y 5,23m ≤ ρ <∞. En esta gráfica el punto tiene coordena-
das (ℓ/m, ρ/m) = (3,52, 5,23) y corresponde al ROME.
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Figura 3.3: (a) Trayectoria de una part́ıcula de prueba correspondiente al potencial efectivo de la figura
3.2(b) con E1 = 0,975. La órbita esta confinada entre C ≈ 7,66 y D ≈ 67,52. Las condiciones iniciales

usadas son ρ̇(t = 0) ≈ 0,17, ϕ(t = 0) = π/6 y ρ(t = 0) = 20. (b) Órbita de una part́ıcula de prueba
correspondiente al potencial efectivo de la figura 3.2(b) con E2 = 1,02. Las condiciones iniciales utilizadas
son ρ̇(t = 0) ≈ 0,17, ϕ = π/6 y ρ = 20.
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Figura 3.4: Relación entre el momentum angular espećıfico, ℓ/m, y el radio de una trayectoria circular,
ρ/m, para geodésicas temporales en el caso de Chazy-Curzon. El punto tiene coordenadas (ℓ/m, ρ/m) =
(3,52, 5,23). El rango de estabilidad está en 3,52m ≤ ℓ <∞ y 5,23m ≤ ρ <∞.
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3.5.2 Órbitas en el Plano Ecuatorial en
Coordenadas Oblatas

En coordenadas oblatas la solución de la ecuación de Laplace (3.23), es

ψn = −
n∑

k=0

C2kP2k(y)i
2k+1Q2k(ix), (3.42)

donde C2k son constantes, Pk son los polinomios de Legendre y Qk son las
funciones de Legendre de segunda clase. El primer término de esta solución
(n = 0), fue obtenido de forma independiente por Zipoy [140] y Vorhees [135],
y fue interpretado por Bonnor and Sackfield [12], como el campo gravitacio-
nal que produce un disco delgado estático sin presión, el cual se caracteriza
por tener una singularidad en el borde.

Las constantes C2k, que aparecen en (3.42), están dadas por

C2k =
Gm

2a

[
π1/2(4k + 1)(2n+ 1)!

22n(2k + 1)(n− k)!Γ(n + k + 3
2
)q2k+1(0)

]
,

donde q2k(x) = i2k+1Q2k(ix),m es la masa del disco yG ≈ 6,67×10−11Nm2/kg2.
Las variables x e y son las coordenadas ciĺındricas relacionadas por medio
de las expresiones

ρ2 = a2(1 + x2)(1− y2), z = axy, (3.43)

siendo a una constante asociada con el radio del disco delgado, −1 ≤ y ≤ 1
y 0 ≤ x <∞. Se escogerá de ahora adelante a = 1, sin perder generalidad.

Ahora, desarrollaremos las diferentes expresiones en estas coordenadas en
plano de la fuente, empezando con las relacionadas con geodésicas nulas.
Por ejemplo, el radio de órbita (3.17), en el interior de la fuente se encuentra
a través de

n∑

k=1

4kC2kq2k(0) [P2k−1(y)− yP2k(y)] = y, (3.44)

siendo y =
√
1− ρ2. La relación para la estabilidad de la fuente toma la

forma
y(1− y2)ψn, yy − (1 + y2)ψn, y ≤ 0. (3.45)

La anterior ecuación y considerando (3.42), se reescribe de la forma

m∑

k=1

2kq2k(0) [2kyP2k(y) + P2k−1(y)] > 0. (3.46)



DINÁMICA DE PARTÍCULAS EN RELATIVIDAD GENERAL 79

donde q2k(x) = i2k+1Q2k(ix). Mientras que, para geodésicas nulas el radio
de la órbita circular se encuentra mediante la expresión

n∑

k=0

2C2kP2k(0) [xq2k(x) + q2k+1(x)] + x = 0, (3.47)

en donde x =
√
ρ2 − 1. La correspondiente relación de estabilidad toma la

forma
x(1 + x2)ψ, xx + (x2 − 1)ψ, x ≤ 0. (3.48)

con (3.42), la última idéntidad está dada por

−
n∑

k=0

C2k(2k + 1) [2xq2k(x) + q2k+1(x)] > 0. (3.49)

Las funciones ψ, para algunos miembros de la familia de discos (3.42), tienen
la forma [40, 98]

ψ1 = −µ[cot−1 x+ A(3y2 − 1)], (3.50a)

ψ2 = −µ[cot−1 x+
10A

7
(3y2 − 1)

+ B(35y4 − 30y2 + 3)], (3.50b)

ψ3 = −µ[cot−1 x+
10A

6
(3y2 − 1)

+
21B

11
(35y4 − 30y2 + 3)

+ C(231y6 − 315y4 + 105y2 − 5)], (3.50c)

con

A =
1

4
[(3x2 + 1) cot−1 x− 3x], (3.51a)

B =
3

448
[(35x4 + 30x2 + 3) cot−1 x− 35x3 − 55

3
x], (3.51b)

C =
5

8448
[(231x6 + 315x4 + 105x2 + 5) cot−1 x

− 231x5 − 238x3 − 231

5
x], (3.51c)

siendo µ = m/a en el potencial (3.42), y n = 1, 2, 3, respectivamente. Para
n = 1, la otra función métrica es [68, 85, 86]

γ1 =
9µ2(η2 − 1)

16

[
9x2y2 − x2 + 4y2 + 4+

(x2 + 1)(cot−1(x))2(9x2y2 − x2 + y2 − 1) (3.52)

−2x cot−1(x)(9x2y2 − x2 + 7y2 + 1)
]
.
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Éste disco es singular el borde también [111].

Para n ≥ 2, no encontramos soluciones expĺıcitas para la función métrica,
γ. Por consiguiente, presentamos la solución al sistema de EDS de Weyl
(3.89)-(3.90), en el caso n = 2, la cual es

γ2 =
25µ2(y2 − 1)

2048

{
9x6

(
1225y6 − 1275y4 + 315η2 − 9

)

+3y4
(
5050y6 − 3630y4 + 366η2 + 6

)
x4 +

(
4945y6 − 723

−45y2 − 81
)
x2 − 6

[
375y6 + 113y4 + 15y2 + 3

(
1225y6

−1275y4 + 315y2 − 9
)
x6 +

(
6275y6 − 4905y4 + 681y2

−3) x4 +
(
3005y6 − 1111y4 − 105y2 + 3

)
x2 + 27

]
x ∗

∗ cot−1(x) + 9(x2 + 1)
[
9y6 + 5y4 − 5y2 + x6

(
1225y6−

1275y4 + 315y2 − 9
)
+ x4

(
1275y6 − 785y4 + 17y2 + 5

)

+x2(315y6 − 17y4 − 47y2 + 5)− 9
]
(cot−1(x))2 +

256
(
y6 + y4 + y2 + 1

)}
. (3.53)

Ahora, analizaremos algunos ejemplos, si escogemos n = 1, es decir, el se-
gundo miembro de la familia de discos. Como se mencionó antes, el radio
se encuentra por medio de (3.44). Después si reemplazamos el valor en la
velocidad angular y la enerǵıa de la órbita obtenemos las expresiones

ρ2 =
2

3πµ
, ω2

N =
E2

ℓ2
=

3πµ

2
e1−3πµ, (3.54)

en donde µ ≥ 2/3π, y siendo ℓ una constante arbitraria. El radio corres-
ponde a un valor inestable para geodésicas nulas en el interior de la fuente.
Por otra parte, fuera del disco el potencial tiene un valor máximo (órbita
circular inestable), luego disminuye hasta 0 a medida que ρ se incremen-
ta, de acuerdo con (3.15). Nuevamente, no encontramos una órbita circular
marginalmente estable para part́ıculas sin masa. El comportamiento del po-
tencial efectivo para diferentes parámetros tiene un comportamiento similar
al que mostramos en la figura 3.5, la cual corresponde a geodésicas tempo-
rales. En el potencial de la figura 3.5, escogemos ℓ = 8, 6 (curva gris) y 3.56
(curva punteada). El comportamiento para otros parámetros es similar, para
realizar la gráfica hemos tomado µ = 1.

En el caso exterior escogemos representar el tercer miembro de la familia
de discos, n = 2, figura 3.6(a). En está gráfica el punto B, corresponde al
ROME, éste tiene un valor de momentum angular ℓ ≈ 3,688. Los puntos
C y D tienen momentum angular ℓ = 4,2 y enerǵıa 0.935, la trayectoria
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Figura 3.5: Potencial efectivo dentro y fuera de la fuente (disco) para part́ıculas sin masa para el segundo
miembro de la familia de discos de Morgan y Morgan, n = 1 y µ = 1.
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Figura 3.6: (a) Potencial efectivo fuera de la fuente del tercer miembro de la familia de discos de Morgan
y Morgan, n = 2, para geodésicas temporales. El punto B, corresponde al radio de la órbita circular
marginalmente estable, tiene un valor de ℓ ≈ 3,688. Los puntos C y D, tienen un valor de ℓ = 4,2 y
potencial efectivo 0.935, la trayectoria está confinada entre los radios 7.61 y 19.14, figura 3.6(b). En

está gráfica se escogió µ = 1. (b) Órbita de la part́ıcula correspondiente al potencial efectivo de la fig.
3.6(a) con E = 0,935. Las condiciones iniciales utilizadas fueron ρ̇(0) = 0,0903, ϕ(0) = π/6 y ρ(0) = 10.
La trayectoria está entre C ≤ ρ ≤ D.

es necesariamente cerrada entre los radios 7.61 y 19.14, como en la figura
3.6(b). Las condiciones iniciales utilizadas para la órbita Figura 3.6(b), son
ρ̇(0) = 0,0903, ϕ(0) = π/6 y ρ(0) = 10.
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3.5.3 Movimiento de Part́ıculas en el Plano

Ecuatorial en Coordenadas Prolatas

La solución de las ecuaciones de Einstein en el vaćıo para la función métrica
ψ, correspondiente a campos estáticos y axialmente simétricos en coordena-
das prolatas (u, v), está dada por [97]

ψl =

l∑

n=0

(−1)n+1dnQn(u)Pn(v), (3.55)

donde u ≥ 1, −1 ≤ v ≤ 1, dn son constantes relacionadas con los momentos
multipolares de masa [78, 97], Pn son los polinomios de Legendre yQn son las
funciones de Legendre de segunda clase. Las coordenadas están relacionadas
con las coordenadas canónicas de Weyl mediante las expresiones

ρ2 = m2(1− v2)(u2 − 1), z = muv, (3.56)

siendo m la masa de la fuente que produce el campo. La solución para γ
asintóticamente plana fue encontrada por Quevedo [97].

La solución monopolar, l = 0, junto con d0 = 1 es el conocido campo de
Schwarzschild. La solución de la expresión (3.17) (geodésicas nulas) para
solución de Schwarzschild es u = 2, éste corresponde al radio de un órbita
circular inestable. Para ver un estudio detallado de la cinemática de las
part́ıculas de prueba en el campo de Schwarzschild en el plano ecuatorial
ver las referencias [114].

El segundo término de la familia de soluciones de (3.55), es la métrica de
Erez-Rosen [27], el cual está dado por

ψ1 = d0
1

2
ln
u− 1

u+ 1

+
1

2
d2(3v

2 − 1)

[
1

4
(3u2 − 1) ln

u− 1

u+ 1
+

3

2
u

]
. (3.57)

Como se mencionó antes, d0, y d2 están relacionados con los momentos mo-
nopolar y cuadrupolar arbitrio, respectivamente, [78]. El estudio del com-
portamiento de la cinemática de part́ıculas de prueba en esta solución ha
sido desarrollado por diferentes autores, ver [3].

Nuevamente, estamos interezados en detallar las diferentes expresiones en
estás coordenadas para movimientos circulares, por ejemplo, la enerǵıa, el
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ROME, etc. Todas las expresiones consideradas son obtenidas a través del
potencial efectivo y restringidas al plano ecuatorial (v = 0)

V = e2ψl

(
ǫ2 +

e2ψlℓ2

(u2 − 1)m2

)
.

Empezaremos presentando las ecuaciones para geodésicas nulas, ǫ = 0. El
radio de la órbita circular puede ser determinado por medio de

2(u2 − 1)ψl, u = u, (3.58)

la cual, en términos de (3.55), tiene la forma

l∑

n=0

2d2nP2n(0)(u
2 − 1)Q′

2n(u) = u, (3.59)

y tiene una condición de estabilidad

u(u2 − 1)ψ, uu + (u2 + 1)ψ, u ≥ 0. (3.60)

Esta última ecuación junto con (3.55), toma la forma

l∑

n=0

d2nP2n(0)
[
(u2 − 1)Q′

2n(u)− 2nu(2n+ 1)Q2n(u)
]
≥ 0.

En la anterior expresión, el signo igual corresponde al radio de la órbita
circular marginalmente estable. Otras expresiones son encontradas mediante
(3.72) y (3.80).

Por otro lado, hallamos las ecuaciones

ℓ2 =
e−2ψ (u2 − 1)

2
m2ψ, u

u− 2 (u2 − 1)ψ, u
, (3.61)

E2 =
e2ψ [u− (u2 − 1)ψ, u]

u− 2 (u2 − 1)ψ, u
, (3.62)

para part́ıculas masivas, donde u−2 (u2 − 1)ψ, u ≥ 0, para garantizar que la
enerǵıa y el momentum angular espećıfico no sean cantidades imaginarias.
La condición de estabilidad que se encuentra y el ROME, están definidos a
través de

ψ, u
{
3u2 + 1+ 2(u2 − 1)ψ, u

[
2(u2 − 1)ψ, u − 3u

]
+ 1
}
+ u(u2 − 1)ψ, uu ≥ 0,
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con u− 2 (u2 − 1)ψ, u ≥ 0.

Finalmente, para terminar está sección, hacemos un análisis de la estabilidad
a través de un bosquejo el momentum angular (3.61), ver la figura 3.7. En
esta gráfica particular hemos escogido la solución de Erez-Rosen, la cual nos
arroja el intervalo

0 ≤ u ≤ 4,77, 4,77 ≤ u <∞,

y 11,62 ≤ ℓ < ∞ para la órbita circular estable. Hemos tomado d0 = 1 y
d2 = 1,5. En la gráfica el ROME tiene coordenadas (ℓ/m, u) = (11,62, 4,77).
En la próxima sección ampliaremos los conceptos estudiados a las soluciones
esféricas.
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Figura 3.7: Momentum angular espećıfico en función de u para órbitas en el campo de Erez-Rosen. Los
parámetros usados son d0 = 1 y d2 = 1,5. El punto tiene coordenadas (ℓ/m, u) = (11,62, 4,77), que
corresponde al ROME.

SECCIÓN 3.6

Geodésicas en Soluciones Esféricas

En está sección se estudia la dinámica de part́ıculas de prueba neutras en
campos gravitatorios estáticos y esféricamente simétricos. En estos campos
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gravitacionales están incluidos las soluciones de Schwarzschlid, de De Sit-
ter, de Anti De-Sitter, de Reissner-Nordström y combinaciones de ellos. El
espacio tiempo de De Sitter juega un papel importante en la cosmoloǵıa,
pués la geometŕıa de la mayoŕıa de los modelos inflacionarios está cerca de
la métrica De Sitter y podŕıa explicar el comportamiento de la expansión
acelerada del universo actual [132]. Analógamente, a las secciones anteriores,
se investigará los trayectorias de part́ıculas de prueba a través de un poten-
cial efectivo. Después, demostraremos que la constante cosmológica no tiene
ninguna influencia en el caso particular de geodésicas nulas, pues todas las
soluciones tiene el mismo radio circular inestable. En el caso de geodésicas
temporales se muestra la influencia de momentum angular en el radio de las
órbitas circulares y en la estabilidad de los campos.

3.6.1 Elemento de Ĺınea, Ecuaciones de

Movimiento y Potencial Efectivo

El elemento de ĺınea para espaciotiempos estáticos y esféricamente simétricos
en unidades c = 8πG = 1, puede ser escrito como [68]

ds2 = −fdt2 + f−1dr2 + r2dΩ2, (3.63)

donde, dΩ2 = dθ2 + sin2 θdφ2 y f es una función que sólo depende de coor-
denada radial, r. El interés f́ısico de la métrica anterior, es que ella incluye
los campos de Schwarzschild, De Sitter, Anti De-Sitter, Reissner-Nordström
y combinaciones de ellos. El lagrangiano correspondiente tiene la forma

2L = −f ṫ2 + f−1ṙ2 + r2Ω̇2, (3.64)

donde, Ω̇2 = θ̇2 + sin2 θφ̇2, y el punto representa derivada con respecto al
parámetro a lo largo de la geodésica, τ .

Del mismo modo, que en las anteriores coordenadas, el lagrangiano es in-
dependiente de t, y φ, por consiguiente, los momentos canónicos de estas
aoordenadas ignorables se relacionan con la enerǵıa y el momentum angular
de la part́ıcula. Las expresiones son la siguientes

−E = f ṫ, φ̇ =
ℓ

r2 sin2 θ
, (3.65)

siendo E, ℓ la enerǵıa y el momentum angular por unidad de masa de la
part́ıcula medido por un observador en el infinito.
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De otra parte, la órbita de la part́ıcula puede ser determinada a través de
la solución del sistema de EDS autónomo

ṙ2 = E2 − f

[
ǫ2 + r2θ̇2 +

ℓ2

r2 sin2 θ

]
(3.66)

r̈ − f ′

2f
(E2 + ṙ2)− f

[
rθ̇2 − ℓ2

r2 sin3 θ

]
= 0 (3.67)

θ̈ +
2

r
θ̇ ṙ +

ℓ2 cos θ

r3 sin3 θ
= 0. (3.68)

Como sabemos, si ǫ = 0, el análisis será para geodésicas nulas, mientras
que para geodésicas temporales, ǫ = 1. Las primera de las ecuaciones (3.66),
puede ser obtenida mediante (3.64), las otras dos ecuaciones de movimiento
se pueden elaborar mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange. Se puede
obtener un movimiento radial bajo las condiciones φ = φ0 = constante,
donde ℓ = 0.

Si se toma en consideración la expresión (3.64) como la expresión que define
todas las trayectorias en el plano ecuatorial (θ = π/2), podemos reescribir
la ecuación en la forma

E2 = ṙ2 + f(r)

(
ǫ2 +

ℓ2

r2

)
. (3.69)

De acuerdo con esto, existe un potencial efectivo de la forma

V (r) = f(r)

(
ǫ2 +

ℓ2

r2

)
. (3.70)

Se puede ver que el potencal efectivo (3.70), cumple la relación

ĺım
ρ→∞

V (r) = ǫ2, (3.71)

debido a que la función métrica es asintóticamente plana. Continuaremos el
estudio analizando la trayectoria circular y su estabilidad.

3.6.2 Órbita Circular y Criterio de Estabilidad

De modo similar, a las anteriores campos (axial y simétricos), pondremos
especial enfásis al caso de las trayectorias circulares, en este caso r = rc =
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constante, luego ṙ = r̈ = 0. De est forma, la expresión (3.69), para la enerǵıa
de una órbita circular se encuentra mediante la identidad

E = V 1/2. (3.72)

En está ecuación V está dado por (3.70). Los puntos estacionarios, como
sabemos, se hallan cuando la primera derivada del potencial se anula. De
acuerdo con esto, la expresión que determina los puntos cŕıticos es

ℓ2 [rf ′(r)− 2f(r)] + ǫ2r3f ′(r) = 0. (3.73)

Las ráıces de la anterior identidad definen los radios de las órbitas circulares.

Para el caso de part́ıculas masivas, el valor del momentum angular espećıfico
ℓ, es

ℓ2c =
r3f ′(r)

2f(r)− rf ′(r)
(3.74)

con la restricción, 2f(r)−rf ′(r) > 0. Luego si se reemplaza (3.74) en (3.72),
obtenemos el valor de la enerǵıa de una trayectoria circular

E2 =
2ǫ2f(r)2

2f(r)− rf ′(r)
, (3.75)

aqúı otra vez, 2f(r)− rf ′(r) > 0.

La condición de estabilidad se obtiene a través del potencial efectivo, cuando
sea un máximo o un mı́nimo. Para part́ıculas sin masa, obtenemos

rc [rcf
′′(rc)− 4f ′(rc)] + 6f(rc) > 0, (3.76)

siendo rc las ráıces de la ecuación 2f(r) − rf ′(r) = 0. Mientras que para
part́ıculas con momentum angular dado por (3.74), obtenemos

f(rc) [3f
′(rc) + rcf

′′(rc)]− 2rcf
′(rc)

2 > 0 (3.77)

con rcf
′(rc) 6= 2f(rc), y donde rc son las soluciones de la ecuación (3.73). El

ROME, como conocemos, se encuentra al resolver simultanéamente el siste-
ma de ecuaciones V ′(r) = 0 y V ′′(r) = 0, considerando dos puntos cŕıticos
para el potencial, uno estable y otro inestable.

De otra parte, se puede probar que la ecuación (3.77) es equivalente a los
valores cŕıticos del momentum angular dado por (3.18), es decir, se cumple
que

V ′′(rc) ≥ 0, y,
dℓ2c
dr

≥ 0.
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Lo anterior implica que si la pendiente de una gráfica ℓ2c es positiva, la
órbita será estable; en caso contrario es inestable, y cuando se anule éste
valor corresponderá al radio de la trayectoria circular marginalmente estable.
Nuevamente considerar la estabilidad a través del cuadrado del momentum
angular es equivalente a analizar la estabilidad de los campos mediante el
criterio de Rayleigh.

También es posible determinar la velocidad angular de una part́ıcula en una
trayectoria circular mediante la expresión

ω =
dφ

dt
=
φ̇

ṫ
, (3.78)

donde ṫ = Ef−1(r) y φ̇ = lr−2. Para geodésicas tipo tiempo (ǫ = 1) se tiene

ω2
T =

rf ′(r)

2 [2f(r)− rf ′(r)]1/2
(3.79)

y para geodésicas nulas,

ωN =
f 1/2(r)

r
. (3.80)

Finalmente, se puede obtener la velocidad f́ısica de la part́ıcula mediante la
ecuación

v = f 1/2ω (3.81)

donde ω = ωT para geodésicas tipo tiempo y ω = ωN para rayos de luz. Para
culminar esta sección expondremos la equivalencia entre algunas soluciones
esféricas en lo que se refiere al radio de la órbitas circulares de fotones.

3.6.3 Ejemplos de Soluciones Esféricas

Empezaremos el análisis de las familias de soluciones particulares conside-
rando la función métrica de la forma

f(r) = 1− 2M

r
∓ Λ

3
r2,

donde Λ > 0 es la constante cosmológica, y el signo ∓ designa los espacio-
tiempos de Schwarzschild De Sitter y Schwarzschild Anti-De Sitter, menos
y más respectivamente. Si Λ = 0, se tiene el caso más simple, que corres-
ponde al campo de Schwarzschild, donde M es la masa de Schwarzschild. El
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análisis del movimiento de part́ıculas de prueba en dicho espaciotiempo ha
sido realizado a través del tiempo por diferentes autores, ver [114], para un
análisis detallado. Para el caso Schwarzschild es bien conocido que r = 3M ,
corresponde al radio de una órbita circular inestable de un rayo luminoso.

Particularmente, la expresión que determina el radio de las órbitas circulares
para geodésicas nulas en estos espaciotiempos se determina por medio de la
expresión (3.73), tomando ǫ = 0, la cual se reduce a

rf ′(r) = 2f(r) ⇒ r = 3M,

es decir, las soluciones de Schwarzschild, Schwarzschild De Sitter, y Sch-
warzschild Anti-De Sitter tienen una órbita circular inestable con radio
r = 3M , en el caso de rayos de luz. Igualmente, estas soluciones no po-
seen un ROME, pues sólo existe un radio para una órbita circular y éste es
inestable. Este hecho fue mencionado por [117, 123], aunque sólo en el caso
de Schwarzschild De Sitter.

De otro lado, para ilustrar la estabilidad de los campos para part́ıculas ma-
sivas se muestra una gráfica del momentum angular en el espacio tiempo de
Schwarzschild (figura 3.8), recuerdese que el intervalo en el cual esta solución
es estable es

0 < r < 3M. (3.82)
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Figura 3.8: (a) Momentum angular de una órbita circular en una espaciotiempo de Schwarzschild. (b)
Potencial efectivo en función de r/M en el caso de Schwarzschild. En las dos gráficas el punto corresponde
al radio de órbita circular marginalmente estable, cuyas coordenadas son (ℓ2c , r/M) = (12, 6).
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Consideremos ahora la solución que corresponde al campo de una obje-
to masivo (M), cargado (Q) y no rotante, esto es, la métrica de Reissner
Nordström. Esta se comparó con las soluciones de Reissner Nordström De
Sitter y Reissner Nordström Anti De-Sitter. Todas ellas están incluidas en
la función métrica

f(r) = 1− 2M

r
+
Q2

r2
± Λr2 .

Aśı en el caso especial en el que ǫ = 0, encontramos nuevamente que el radio
es inestable para las tres soluciones, y además coincide. El radio se puede
determinar a través de la solución de la ecuación

r2 − 3Mr + 2Q2 = 0 .

En las mencionadas soluciones se puede eliminar el parámetro r en el siste-
ma de ecuaciones V ′(r) = 0 y V ′′(r) = 0, con lo cual se obtiene la identidad
9M2 = 8Q2. Esta relación corresponde al valor de la última órbita circular
estable, no el ROME. Mediante la Fig. 3.9, ilustramos el sentido de este sig-
nificado, esto es, el punto en esta gráfica representa la última órbita circular
estable.

Finalmente, el caso de geodésicas temporales se ilustra mediante una gráfi-
ca de momentum angular para una órbita circular. Como antes la figura
representa la estabilidad y la última órbita circular estable, como ejemplo
a ilustrar se consideró la solución de Reissner Nordström, Fig. 3.10. Para
terminar el caṕıtulo de Relatividad General encontraremos y analizaremos
una nueva familia de discos gruesos relativistas.
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Figura 3.9: Momentum angular de una órbita circular en una espaciotiempo de Reissner Nordström. El
punto corresponde al ROME, cuyas coordenadas son (ℓ2c , r/M) = (12, 6).
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Figura 3.10: Potencial efectivo para la solución Reissner Nordström. El punto corresponde a la última
órbita circular estable, y tiene la restricción 9M2 = 8Q2.

SECCIÓN 3.7

Geodésicas Alrededor de Discos Gruesos

Relativistas

3.7.1 Una Nueva Familia de Discos Gruesos

Relativistas

Para completar el caṕıtulo, se obtiene una nueva familia de soluciones de
las ecuaciones de campo de Einstein que representa el campo gravitacional
de un disco grueso. El elemento de ĺınea que define espaciotiempos estáticos
y axialmente simétricos se puede escribir en coordenadas cuasi-ciĺındricas
como [68, 137, 138]

ds2 = −e2Φdt2 + e−2Φ[R2dϕ2 + e2Λ(dr2 + dz2)], (3.83)

conocido como la métrica de Weyl. En la anterior expresión Φ, Λ, R son
funciones de las coordenadas r y z, solamente. El rango de las coordenadas
es el intervalo usual de las coordendas ciĺındricas, además −∞ ≤ t <∞. La
métrica anterior (3.83), se reduce al elemento de ĺınea (3.1), cuando R = r.
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Las ecuaciones de campo de Einstein para el intervalo (3.83), son

R,rr +R,zz = 0, (3.84a)

(RΦ,r),r + (RΦ,z),z = 0, (3.84b)

R,zΛr +R,rΛz − 2RΛ,rΦ,z − R,rz = 0, (3.84c)

R,rΛ,r − R,zΛ,z −R(Φ2
,r − Φ2

,z) +R,zz = 0. (3.84d)

siendo ( ),α = ∂/∂xα. La primera de estas expresiones es la ecuación de La-
place bidimensional para la función R. De acuerdo con esto, podemos con-
siderar que la función R es la parte real de una función W (ω) = R(r, z) +
iZ(r, z)5. Es decir, para encontrar los campos consideraremos las transfor-
maciones [42]

r −→ R(r, z), z −→ Z(r, z), (3.85)

las cuales conllevan a

Φ −→ Φ̃ = Φ, Λ −→ Λ̃ = Λ− ln |dW/dω|, (3.86)

en donde W = ω ± α
√
ω2 − 1, además α es una constante positiva.

De acuerdo con lo anterior, la métrica (3.83) toma la forma

ds2 = −e2 Φ̃dt2 + e−2 Φ̃[R2dϕ2 + e2Λ̃(dR2 + dZ2)], (3.87)

y aśı las ecuaciones de campo se reducen al sistema de ED de Weyl, el cual
es [68, 137, 138]:

Φ̃, RR +
1

R
Φ̃,R + Φ̃,ZZ = 0, (3.88)

Λ̃,R = R
(
Φ̃2
,R − Φ̃2

,Z

)
, (3.89)

Λ̃,Z = 2R Φ̃,RΦ̃,Z , (3.90)

5Las funciones R, Z deben cumplir con las condiciones de Cauchy-Riemann para que
la función W sea anaĺıtica, estas son

∂R

∂r
=

∂Z

∂z
,

∂Z

∂r
= −∂R

∂z
.
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para las funciones Φ̃, y Λ̃.

Según esto, a partir de las ecuaciones de Einstein en el vaćıo correspondiente
al elemento de ĺınea de Weyl (3.83), podemos construir modelos de discos
gruesos mediante el método de “desplazamiento, corte, llenado y reflexión”,
usando la transformación z → h(z)+b, donde h(z), podŕıa ser la presentada
en las referencias [33, 134]. Las componentes del tensor momentum enerǵıa
del disco pueden ser calculadas utilizando las ecuaciones de Einstein en la
materia, es decir, mediante

Tab = Rab −
1

2
gabR, (3.91)

escogiendo c = 8πG = 1.

Por medio de las ecuaciones de Einstein (3.84a), las componentes distintas
de cero del tensor T ba son

T tt =
e2(Φ−Λ)

R

{
[(h′)2 − 1] [R (Λ,hh−2Φ,hh−2Φ,hR,h

(3.92a)

+Φ,2h
)
− R,hh

]
+ h′′ [R(Λ,h−2Φ,h ) +R,h ]

}
,

T ϕϕ = e2(Φ−Λ)
{
[(h′)2 − 1](Φ,2h+Λ,hh ) + h′′Λ,h

}
, (3.92b)

T rr =
e2(Φ−Λ)

R

{
[(h′)2 − 1](R,hh−R,h Λ,h+RΦ,2h )

(3.92c)

+h′′R,h } ,

T zz =
e2(Φ−Λ)

R

{
[(h′)2 − 1](R,h Λ,h−RΦ,2h )

}
, (3.92d)

válidas en la región −a ≤ z ≤ a, porque fuera de la fuente el tensor cumple
T ba = 0.
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Definiendo una tetrada ortonormal {V b, Xb, Y b, Zb}, siendo

V a = e−Φ (1, 0, 0, 0) , (3.93a)

Xa =
eΦ

R
(0, 1, 0, 0) , (3.93b)

Y a = eΦ−Λ(0, 0, 1, 0) , (3.93c)

Za = eΦ−Λ(0, 0, 0, 1) , (3.93d)

podemos reescribir el tensor momentum enerǵıa en la forma canónica

Tab = ǫVaVb + PϕXaXb + PrYaYb + PzZaZb . (3.94)

Aqúı, ǫ = −T tt es la densidad de enerǵıa, Pϕ = T ϕϕ es la tensión acimutal,
Pr = T rr es la radial tension y Pz = T zz es la presión vertical.

Estos parámetros f́ısicos se relacionan mediante la ecuación ρ = ǫ + Pϕ +
Pr+Pz, que representa la “densidad newtoniana efectiva”, la cual está dada
por

ρ =
2e2(Φ−Λ)

R

〈
R
{
[(h′)2 − 1]Φ,hh+h

′′Φ,h
}

(3.95)

+[(h′)2 − 1]Φ,hR,h
〉

.

Esta densidad se denomina densidad newtoniana porque a través de ella se
puede enconctrar la masa total de la fuente. Por otra parte, si ρ ≥ 0 la
condición de enerǵıa fuerte se cumple, mientras que la condición de enerǵıa
débil requiere que ǫ ≥ 0. La condición de enerǵıa dominante es equivalente
a la suposición |Pϕ

ǫ
| ≤ 1, |Pr

ǫ
| ≤ 1 y |Pz

ǫ
| ≤ 1, [50]. A continuación se presen-

tará algunas soluciones que representan discos gruesos, cuyos parámetros se
ajustaron de tal forma que se cumpla la condición de enerǵıa fuerte, esto es,
ρ ≥ 0.

3.7.2 Disco Grueso tipo solución de Chazy-Curzon

La solución más simple de las ecuaciones de Einstein para el campo exterior
de un disco es la correspondiente a la solución de Chazy-Curzon, ésta puede
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ser escrita [20, 21, 42], como

Φ̃ = − γ√
R2 + Z2

, Λ̃ = − γ2R2

(R2 + Z2)2
, (3.96)

siendo γ una constante real. Para cada uno de los ejemplos expuestos en
esta sección consideraremos las siguientes funciones R, Z

R(r, z) = −z, Z(r, z) = r, (3.97)

que cumplen con las condiciones de Cauchy Riemann.

Considerando el método de “desplazamiento, corte y reflexión”, las expre-
siones (3.96), de esta simple solución se pueden escribir en la forma

Φ̃(r, z) = − γ√
r2 + (h+ b)2

, (3.98)

Λ̃(r, z) = − γ2(h+ b)2

(r2 + (h+ b)2)2
, (3.99)

en donde la función h = h(z), utilizada para analizar el comportamiento de
las diferentes cantidades f́ısicas, está dada por

h(z) =





z − 2a/π , z ≥ a,

2a
π

[
1− cos

(
2az
π

)]
, −a ≤ z ≤ a,

−z − 2a/π , z ≤ −a.

(3.100)

Nótese que la función h(z), genera el disco localizado en la región −a ≤ z ≤
a, ver referencias [42, 134]. En las figuras 3.11 se puede apreciar un bosquejo
de la función h(z) y sus derivadas.
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Figura 3.11: (a) Función h(z). (b) Primera derivada de h(z). (c) Función h′′(z).
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Ahora bien, como no fue posible determinar intervalos anaĺıticos que cum-
plan con todas las condiciones de enerǵıa, vamos a utilizar algunos valores
que cumplan con algunas de las propiedades. Aśı, en las figuras (3.12 - 3.14),
se exhiben los comportamientos de las propiedades f́ısicas para el Disco Grue-
so Tipo Chazy-Curzon, en donde los parámetros utilizados para realizar estas
gráficas son: γ = 1, b = 2, a = 1. Se puede observar que las cantidades son
cero fuera del disco, esto es, z = ±a. El comportamiento de la Densidad de
Enerǵıa (figura 3.12(a)), la Tensión Acimutal (figura 3.12(b)), y la Densidad
Newtoniana (figura 3.14) son similares: tienen un valor máximo en el centro
del disco z = 0, y decrecen monótonamente a medida que r crece. Por el
contrario, la Tensión Radial y la Presión Vertical son negativas, figuras 3.13,
ellas tiene un mı́nimo en el centro y luego crecen según aumenta r. Para
estos valores de los parámetros las condiciones de enerǵıa fuerte y débil se
satisfacen, pues ρ ≈ 0,8, ǫ ≈ 0,3. Algunas de las condiciones de enerǵıa
dominante no se satisfacen porque Pϕ ≈ 0,45, Pr ≈ −2, Pz ≈ 0,45, luego
|Pϕ/ǫ| ≈ 1,5 (no se cumple), |Pr/ǫ| ≈ 6,6 (no se cumple), y |Pz/ǫ| ≈ 0,13 (se
cumple).
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Figura 3.12: (a) Densidad de Enerǵıa. (b) Presión Acimutal. Para el Disco Grueso tipo Chazy Curzon.
Los parámetros utilizados son a = 1, γ = 1, y b = 2.
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Figura 3.13: (a) Tensión Radial. (b) Presión Vertical, para el Disco Grueso tipo Chazy Curzon. Los
parámetros usados son a = 1, γ = 1, y b = 2.
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Figura 3.14: Densidad Newtoniana para el Disco Grueso tipo Chazy Curzon. Los parámetros utilizados
son a = 1, γ = 1, y b = 2.

3.7.3 Disco Grueso tipo Bonnor-Sackfield

Esta segunda solución se obtiene escogiendo 0 < α < 1, y eligiendo la pri-
mera solución de la ecuación de Laplace en coordenadas esferoidales oblatas
(x, y), en cuyo caso la solución está dada por [42]

Φ̃ = −γ cot−1 x, Λ̃ = −γ2 ln x2 + 1

x2 + y2
(3.101)

siendo γ una constante real. Las anteriores funciones métricas son continuas
en el disco y se anulan en el infinito. La solución (3.101), fue encontrada
por Zipoy [140] y Voorhees [135], e interpretada por Bonnor y Sackfield [12]
como el campo gravitacional de un disco estático sin presión.

Las coordenadas de Weyl (R,Z), están relacionadas con las coordenadas
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esferoidales oblatas mediante la transformación

R2 = β2(x2 + 1)(1− y2), Z = βxy, (3.102)

donde β =
√
1− α2, 0 ≤ x <∞ y 0 ≤ y ≤ 1.

Otra vez, no fue posible determinar intervalos anaĺıticos que cumplan con
todas las condiciones de enerǵıa. Por lo tanto, se utilizó algunos valores que
cumplan con algunas de las propiedades f́ısicas. En las figuras (3.15 - 3.17), se
aprecian los comportamientos de las propiedades f́ısicas para el Disco Grueso
Tipo Bonnor-Sackfield, en donde los parámetros considerados para realizar
las gráficas fueron: γ = 1, b = 2, a = 1. La Densidad de Enerǵıa (figura
3.12(a)), la Tensión Acimutal (figura 3.15(b)), y la Densidad Newtoniana
(figura 3.17) presentan comportamiento similar: tienen un valor máximo en
el centro del disco z = 0, y decrecen monótonamente a medida que r crece.
En cambio, la Tensión Radial y la Presión Vertical son negativas, ellas tiene
un mı́nimo en el centro y luego crecen según aumenta r, ver figuras 3.16.
Para estos valores de los parámetros las condiciones de enerǵıa fuerte y
débil se satisfacen, ya que ǫ ≈ 0,42, ρ ≈ 0,3. Algunas de las condiciones de
enerǵıa dominante no se cumplen pues Pϕ ≈ 0,6, Pr ≈ −1,7, Pz ≈ −0,05,
por consiguiente |Pz/ǫ| ≈ 0,13 se cumple, mientras que |Pr/ǫ| ≈ 4,05, y
|Pϕ/ǫ| ≈ 1,42, no se cumplen.
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Figura 3.15: (a) Densidad de Enerǵıa. (b) Presión Acimutal, para el Disco Grueso tipo Bonnor-Sackfield.
Los parámetros usados son a = 1, γ = 1, y b = 2.



DINÁMICA DE PARTÍCULAS EN RELATIVIDAD GENERAL 99

0

2

1

r
-1

0

1

z
-1.7

0

pr

0

1

2

r
-1

0

1

z

-0.06

0.006

pz

(a) (b)

Figura 3.16: (a) Tensión Radial. (b) Presión Vertical, para el Disco Grueso tipo Bonnor-Sackfield, los
parámetros escogidos son a = 1, γ = 1, y b = 2.
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Figura 3.17: Densidad Newtoniana para el Disco Grueso tipo Bonnor-Sackfield. Los parámetros utilizados
son a = 1, γ = 1, y b = 2.

3.7.4 Disco Grueso tipo solución de Zipoy-Voorhees

La tercera familia de soluciones es la correspondiente a Zipoy-Voorhees
[140, 135], la cual se obtiene considerando la solución de la ecuación de
Laplace en coordenadas esferoidales prolatas (u, v), además de α > 1. En
esta ocasión las coordenadas de Weyl se relacionan con las prolatas a través
de las ecuaciones

R2 = β2(u2 − 1)(1− v2), Z = βuv, (3.103)

siendo β =
√
α2 − 1, 1 ≤ u <∞, y 0 ≤ y ≤ 1.
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La solución de Zipoy-Voorhees [140, 135], también conocida como la solución
γ - Weyl [137, 138], está dada por [42]

Φ̃ = γ ln
u− 1

u+ 1
, Λ̃ = γ2 ln

u2 − 1

u2 − v2
. (3.104)

siendo γ una constante real.

Nuevamente no se pueden determinar intervalos anaĺıticos que cumplan con
todas las condiciones de enerǵıa. De tal forma que se considera algunos valo-
res que cumplan con las condiciones de enerǵıa fuerte y débil. En las figuras
(3.18 - 3.20), se exhiben los comportamientos de las propiedades f́ısicas para
el Disco Grueso Tipo Zipoy-Voorhees, en donde los parámetros usados para
bosquejar estas gráficas son: γ = 1, b = 2, a = 1. El comportamiento de la
Densidad de Enerǵıa (figura 3.18(a)), la Tensión Acimutal (figura 3.18(b)),
y la Densidad Newtoniana (figura 3.20) son similares: otra vez, tienen un
valor máximo en el centro del disco z = 0, y decrecen monótonamente a
medida que r crece. Mientras que la Tensión Radial y la Presión Vertical
son negativas, ellas tiene un mı́nimo en el centro y luego crecen según au-
menta r, figuras (3.19). Para estos valores de los parámetros las condiciones
de enerǵıa fuerte y débil se satisfacen, pues ρ ≈ 0,4, ǫ ≈ 0,2. Una de las
condiciones de enerǵıa dominante no se cumplen debido a que Pϕ ≈ 0,1,
Pr ≈ −1,5, Pz ≈ 0,028, por lo tanto |Pϕ/ǫ| ≈ 0,5 (se cumple), |Pr/ǫ| ≈ 7,5
(no se cumple), y |Pz/ǫ| ≈ 0,14 (se cumple).
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Figura 3.18: (a) Densidad de Enerǵıa. (b) Presión Acimutal, para el Disco Grueso tipo Zipoy-Voorhees.
Los parámetros usados son a = 1, γ = 1, y b = 2.
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Figura 3.19: (a) Tensión Radial. (b) Presión Vertical, para el Disco Grueso tipo Zipoy-Voorhees. Los
parámetros utilizados son a = 1, γ = 1, y b = 2.
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Figura 3.20: Densidad Newtoniana para el Disco Grueso tipo Zipoy-Voorhees. Los parámetros esgocidos
son a = 1, γ = 1, y b = 2.

3.7.5 Ecuaciones de Movimiento

Esta vez las géodesicas se determinarán encontrando las soluciones al siste-
ma de ecuaciones de movimiento que resulta a través de las ecuaciones de
Hamilton, dadas por

ṗa = − ∂H
∂xa

, ẋa =
∂H
∂pa

, (3.105)

siendo pa los momentos canónicos y H el hamiltoniano correspondiente al
elemento de ĺınea utilizado para encontrar las soluciones que corresponden
a discos gruesos (3.83).
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Al estudiar el comportamiento de part́ıculas de prueba a través de sus tra-
yectorias se encuentra, como lo hemos demostrado, que el análisis se reduce
a un plano en dos dimensiones (plano meridional), esto debido a la simetŕıa
de los campos que se están considerando, estáticos y axiales. Las cantidades
conservadas a través de tiempo otra vez son

ℓ = R2ϕ̇e2Φ, E = ṫe2Φ. (3.106)

donde ℓ es el momentum angular espećıfico y E es la enerǵıa espećıfica de la
part́ıcula, ambas medidas por un observador en el infinito. Estas cantidades
se pueden determinar mediante la formulación lagrangiana o hamiltoniana,
en cualquier caso no dependen de las coordenadas t y ϕ, por lo que los
momentos canónicos repecto a estas coordenadas ćıclicas son constantes.

De otra parte, existe otra cantidad constante relacionada mediante la expre-
sión

2H = −E2e−2Φ +
R2ℓ2

r4
e2Φ + e2(Λ−Φ)(p2r + p2z), (3.107)

siendo 2H = −1, para geodésicas tipo tiempo y 2H = 0, para geodésicas
tipo espacio. En el anterior hamiltoniano el movimiento se reduce al movi-
miento en un plano (r, z), pues la ecuación (3.107), se puede reescribir, para
comparar con una enerǵıa efectiva, de la forma

E2 = U(r, z) + T (r, z),

donde U y T representan el potencial efectivo y el término relacionado con
la parte cinética, respectivamente. Según esto, las ecuaciones serán

U(r, z) = e2Φ
(
−2H +

R2ℓ2

r4
e2Φ
)
, (3.108)

T (r, z) = e2(Λ−Φ)(p2r + p2z). (3.109)

Nótese que la órbita esta restringida al área del plano (r, z) que cumple con
la desigualdad U ≤ E2.

Las soluciones del sistema de EDS de movimiento (3.105) pueden encontrarse
dadas las constanes E, ℓ, H y las condiciones iniciales r(t = 0) = r0, z(t =
0) = z0, pr(t = 0) = ṙ0 y pz(0) = ż0. La condición inicial para la velocidad
vertical ż0 esta determinada por la expresión (3.107), en cambio r0 y z0 están
restridas por la desigualdad U ≤ E2, por consiguiente el único parámetro
libre es ṙ0. A continuación se describen algunas trayectorias obtenidas a
partir de considerar las soluciones presentadas en las secciones anteriores
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correspondientes a los discos gruesos tipo Chazy-Curzon, Zipoy-Voorhees y
Bonnor-Sackfield.

En las figuras (3.21-3.22) se exhiben las trayectorias correspondientes al
Disco Grueso Tipo Bonnor Sackfield, en donde los parámetros usados son
los asignados en las gráficas (3.15-3.17). Las condiciones iniciales escogidas
para las figuras regulares (3.21) son z(0) = 0,1, r(0) = 0,8, pr(0) = 0,
pz(0) ≈ 0,5127, además ℓ = 0,2. La figura (3.21(b)) en una órbita en el
espacio de fásico (r, pr = ṙ, z), cuya proyección en el plano meridional es la
trayectoria (3.21(a)); la curva a trazos es el contorno de enerǵıa, su valor
es E2 = 0,45. Las figuras (3.22) también corresponden a comportamiento
regular en el interior del Disco Grueso Tipo Bonnor Sackfield, en donde
las condiciones iniciales se cambiaron a z(0) = 0, r(0) = 0,8, pr(0) = 0,
pz(0) ≈ 0,0672 y el momentum angular ahora es ℓ = 0,25. La figura (3.22(a))
es la proyección el espacio de fase (r, pr = ṙ, z) 3.22(b). La curva a trazos en
(3.22) es el contorno de enerǵıa, su valor es E2 = 0,45
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Figura 3.21: (a) Órbita en el plano meridional, la ĺınea punteada corresponde al contorno de enerǵıa

E2 = 0,45, (b) Órbita en el espacio de fase (r, pr = ṙ, z), para el disco de Bonnor-Sackfield. Las condiciones
iniciales escogidas son z(0) = 0,1, r(0) = 0,8, pr(0) = 0, pz(0) ≈ 0,5127. El momentum angular escogido
es ℓ = 0,2, y los parámetros usados son los correspondientes a las figuras 3.15-3.17.
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Figura 3.22: (a) Órbita en el plano meridional, la ĺınea punteada corresponde al contorno de enerǵıa

E2 = 0,45, (b) Órbita en el espacio de fase (r, pr = ṙ, z), para el disco de Bonnor-Sackfield. Las condiciones
iniciales utilizadas son z(0) = 0, r(0) = 0,8, pr(0) = 0, pz(0) ≈ 0,0672. El momentum angular escogido
es ℓ = 0,25, y los parámetros seleccionados son los asignados a las figuras (3.15-3.17).

En el caso del Disco Grueso Tipo Chazy-Curzon se encontró comportamien-
to caótico, parece que el punto de silla se encuentra próximo a z = 0,1, con
enerǵıa E2 = 0,4 y momentum angular ℓ = 0,2. La figura 3.23(a) presenta
un comportamiento regular, las condiciones iniciales elegidas son pr(0) = 0,
z(0) = 0,11, r(0) = 0,8, pz(0) ≈ 0,426. Mientras que, la figura (3.23(b)) pre-
senta un comportamiento caótico porque la trayectoria cubre ergódicamete
el espacio, aśı que no es posible encontrar una relación racional entre las
frecuencias ωr/ωz. Las condiciones iniciales elegidas para la figura (3.23(b))
son pr(0) = 0, z(0) = 0,1, r(0) = 0,8, pz(0) ≈ 0,445. De acuerdo con las dos
trayectorias se infiere que existe un punto de silla entre 0,11 < z < 0,1, pues
la órbita pasa de ser regular a caótica en ese rango.
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Figura 3.23: Órbitas en el plano meridional, la ĺınea punteada corresponde al contorno de enerǵıa E2 = 0,4.
El momentum angular escogido es ℓ = 0,2, y los parámetros usados son los correspondientes a las
figuras (3.12-3.14). Las condiciones iniciales utilizadas son pr(0) = 0, r(0) = 0,8, en (a) z(0) = 0,11,
pz(0) ≈ 0,426, y la órbita regular. En (b) z(0) = 0,1, pz(0) ≈ 0,445, y la órbita es caótica. Las dos
trayectorias corresponden al Disco Grueso Tipo Chazy-Curzon.

Finalmente, se observó comportamientos regulares para el Disco Grueso Ti-
po Zipoy-Voorhees: las figuras 3.24 presentan esta conducta. Las condiciones
iniciales escogidas para realizar las gráficas son pr(0) = 0, en (a) r(0) = 0,5,
z(0) = 0,35, pz(0) ≈ 0,2877, en (b) r(0) = 0,8, z(0) = 0,25, pz(0) ≈ 0,0178.
La figura (3.24(a)) es una órbita tipo caja, mientras que la figura (3.24(b))
tiene la relació ωz/ωr = 7/2. Por lo tanto, las dos trayectorias son regulares
para los valores E2 = 0,17, y ℓ = 0,2.
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Figura 3.24: Órbitas en el plano meridional correspondientes al Disco Grueso Tipo Zipoy-Voorhees,
la ĺınea punteada corresponde al contorno de enerǵıa E2 = 0,17. El momentum angular escogido es
ℓ = 0,2, y los parámetros usados son los correspondientes a las figuras (3.18-3.20). Las condiciones
iniciales seleccionadas son pr(0) = 0, en (a) r(0) = 0,5, z(0) = 0,35, pz(0) ≈ 0,2877, y en (b) r(0) = 0,8,
z(0) = 0,25, pz(0) ≈ 0,0178.



CONCLUSIONES

Se presentó un análisis detallado de la estabilidad de los campos gravitatorios
estáticos y axialmente simétricos, desde el punto de vista de la Gravitación
Newtoniana y de la Relatividad General. Se consideró el modelo más general
del campo gravitatorio, mostrándose en los dos casos que, dada la naturale-
za de los campos, existen dos cantidades conservadas, asociadas con las dos
coordenadas ćıclicas, la coordenada acimutal, y el tiempo, t. Este hecho, co-
mo se mencionó, hace que la cinemática de part́ıculas de prueba se reduzca
siempre a un problema bidimensional (plano meridional), el que se puede
tratar a través de un potencial equivalente (potencial efectivo). Además se
encontró expresiones generales que permiten estudiar órbitas circulares en
el plano de la fuente, como el ROME. Se determinó los criterios de estabili-
dad ante perturbaciones radiales y verticales, espećıficamente se mostró que
la estabilidad de órbitas circulares se puede analizar mediante el momen-
tum angular de la part́ıcula, el cual es totalmente equivalente al criterio de
Rayleigh. En el caso especial de Relatividad General se determinó una ex-
presión simple para encontrar el radio de la trayectoria circular de fotones,
entre otras relaciones.

En consecuencia, consideramos que el presente trabajo es una base para po-
sibles investigaciones en campos axialsimétricos en Mecánica newtoniana o
relativista, por ejemplo, dinámica de part́ıculas desde el punto de vista de la
aproximación postnewtoniana de primer orden (1PN), dinámica de part́ıcu-
las de prueba cargadas (caso estático), órbitas considerando sólo Relativi-
dad Especial, trayectoria de part́ıculas de prueba en campos estacionarios
en Relatividad General, trayectoria de part́ıculas (cargadas y neutras) que
caen libremente en campos electromagnéticos, influencia del término hexa-
decapolo en el espacio de fase en campos gravitatorios estáticos (Gravedad
newtoniana, 1PN, Relatividad Especial), ROME en campos electromagnéti-
cos, etc. Luego se podŕıa considerar todos los anteriores trabajos en campos
estáticos, pero no axialmente simétricos, es decir, con una sola integral de
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movimiento, la enerǵıa de la part́ıcula.

Esta investigación en algunos campos espećıficos produjo los siguientes re-
sultados:

En la sección 2.5.1 [98], en lo que respecta al movimiento de part́ıculas
alrededor de los DGK, un hecho notable, sugerido por el análisis, es
que la estabilidad de las órbitas circulares bajo perturbaciones radial y
vertical aumenta con el parámetro m (para m ≥ 2), esto es, a medida
que m crece, los modelos son más estables, cuando se trata de órbi-
tas circulares. Otro hecho importante es que el rango de momentum
angular para el que podemos encontrar movimiento acotado está den-
tro del disco, disminuye con m. Por lo tanto, en términos generales,
cada vez más modelos estables tienen menos posibilidades y menos
para mantener sus part́ıculas dentro del disco. Estas consideraciones
tienen especial relevancia en la búsqueda de funciones de distribución
de equilibrio que caracterizan las galaxias discoidales.

Los cálculos numéricos confirman el análisis realizado por Hunter acer-
ca de las órbitas que cruzan el disco. Existe un movimiento caótico
inducido por la presencia del disco y, a pesar que las versiones actuales
del teorema de KAM no se aplican (por la discontinuidad el campo
de fuerza), también hay una importante gama de órbitas regulares.
Además, dado que en nuestro caso nos ocupamos de modelos de dis-
co finito, una distinción entre las part́ıculas que crucen el disco y no,
a veces es necesaria. En el último caso no encontramos movimiento
caótico, incluso en condiciones extremas en los que los puntos de silla
se encuentran fuera de la fuente del campo, y el disco y el exterior de
él, están conectadas (figuras 2.9).

Sección 2.5.2. Contrariamente a las declaraciones hechas por Gueron
y Letelier [45,46], quienes encontraron evidencias numéricas de un
movimiento caótico alrededor de un monopolo más cuadrupolo acha-
tado, ellos señalaron que los puntos de silla están dados por R =√
(3β − 1ℓ2)/2α, z = 0, junto con las condiciones ℓ2 < 3β, y 3ℓ2 >√
2α/3. En consecuencia, declararon que las órbitas irregulares son

posibles sólo con deformación prolata, β > 0. Sin embargo, se muestra
aqúı que esto no es cierto [72], debido a que algunos expresiones se
han corregido, es decir, las ecuaciones, (2.50) y (2.53), que permiten
la existencia de órbitas caóticas alrededor de un sistema de M + OQ.
Las superficies de sección revelan la existencia de zonas estocásticas
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(en el espacio de fase) de tamaño muy pequeño, tal vez esto dificultó su
descubrimiento (Fig. 2.13(b)). Se señala acá que la irregularidad del
movimiento alrededor de M + OQ es significativo para los organismos
que | J2 |> 2/3, como galaxias axialsimétricas, por ejemplo.

También se consideró en esta sección, el caso correspondiente a la in-
teracción de un núcleo (átomo) con una part́ıcula de prueba externa.
Normalmente esto se modela a través de un potencial esferoidal (SP)
y el movimiento caótico sólo es posible por la introducción de nue-
vos términos multipolares (octopolar, hexadecapolo, etc) [53, 54]. Sin
embargo, se presentó aqúı un modelo alternativo, denominado OHI +
OQ, que admite órbitas caóticas sin tener en cuenta los términos adi-
cionales multipolares (Fig. 2.14). Este hecho sugiere que el estudio de
la mecánica cuántica podŕıa revelar una modificación no trivial en la
descripción del espectro de una part́ıcula, en relación con los resulta-
dos obtenidos con el SP. Mientras que en el caso SP hay estructura
de cáscara para cualquier deformación oblata (o alargada), el modelo
OHI + OQ tiene las restricciones: de acuerdo con (2.55), en el caso
prolato 0 ≥ χ ≥ 0,26206, donde χ, está definido a través de (2.55).
En el caso prolato (β > 0), la condición para los puntos de silla es
0 ≥ χ ≥ 0,51017, lo que significa que podemos esperar estructura alar-
gada cuando χ > 0,51017. Nótese que exite un rango de inestabilidad
entre las dos deformaciones, 0,26206 ≥ χ ≥ 0,51017. Seŕıa interesante
investigar si existe alguna relación entre dicho rango y el fenómeno de
transición de deformaciones alargada a achatada, para ciertos valores
del momento angular [124].

Como se demostró, desde el punto de vista clásico (sección 2.5.3), la de-
formación octopolar de objetos astrof́ısicos puede introducir modifica-
ciones importantes en la estructura del espacio de fase correspondiente
a part́ıculas de prueba que se mueven alrededor de centros de atrac-
ción con deformación alargada o achatada [34]. Aparte de un aumento
en el caoticidad, la aparición de toroides deformados en las regiones
regulares es un notable efecto causado por la asimetŕıa de la fuen-
te con respecto a su plano ecuatorial. Una asimetŕıa ecuatorial más
grande implica más curvas torcidas de KAM y regiones estocásticas
más prominentes en el espacio fásico (Figs. 2.18 y 2.20). Este hecho
tiene consecuencias dramáticas en el caso de los fuentes con defor-
mación oblata, que normalmente se asocian con movimiento regular.
Aqúı, el caos surge una vez que se encienda el momento octopolar (Fig.
2.16). Los resultados aqúı obtenidos son la generalización, para el ca-
so de la gravedad de Newton, además de los obtenidos anteriormente
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por [53] y [74] para osciladores armónicos. La influencia del siguiente
término de la expansión multipolar del potencial gravitacional, supo-
nemos que distorsionaŕıa el espacio de fase, debido a la inclusión de
otro parámetro, sin embargo el análisis del apagado y encendido del
término hexadecapolo lo dejaremos para investigaciones futuras.

Para terminar el caṕıtulo 2 (sección 2.5.4), se realizó un estudio de
la estabilidad en las galaxias NGC 3877, y NGC 3917 [38], esto de
acuerdo con un modelo contruido por [41]. Los autores muestran que
las galaxias son estables ante perturbaciones radiales de su radio, me-
diante el bosquejo de las frecuencias eṕıclicas de cada modelo. Para
estas galaxias discoidales se mostró mediante el análisis del momen-
tum angular que efectivamente los campos son estables (Figs. 2.21 y
2.22). Por otra parte, no se realizó un estudio de las trayectorias en el
plano meridional, o en el espacio de fase. Nosotros consideramos que se
puede presentar regiones estocásticas en los modelos debido a las gráfi-
cas presentadas por los autores de las frecuencias verticales. Valdŕıa la
pena realizar el estudio fuera del plano de la fuente para determinar
las posibles zonas de inestabilidad de cada galaxia, además podŕıa con-
siderarse ampliar a nuevos modelos de galaxia según el procedimiento
presentado en la sección, y en la referencia [41].

En Relatividad General, sección 3.5, se realizó un análisis detallado
del movimiento de part́ıculas que caen libremente en soluciones axia-
les y simétricas, en coordenadadas ciĺındricas, prolatas y oblatas. Las
funciones métricas consideradas son soluciones del sistema de EDS de
Weyl. Un hecho particular que se demostró, es que todas las solu-
ciones presentan un radio de inestabilidad en el caso de trayectorias
circulares de rayos de luz. En coordenadas ciĺındricas se analizó la solu-
ción de Chazy-Curzon: en la solución se encontró que, para part́ıculas
masivas las trayectorias en el plano ecuatorial pueden ser abiertas,
cerrada, y acotadas (Figs. 3.2 y 3.3). Luego en coordenadas oblatas
se estudió el segundo miembro de la familia de discos de Morgan y
Morgan: nuevamente se encontró los tres tipos de movimientos para
part́ıculas masivas (Figs. 3.5 y 3.6). Finalmente, en coordenas prolatas,
se presentó una comparación entre las soluciones de Schwarzschild, y
Erez-Rosen. Para el caso de Erez-Rosen se descubrió el rango de ines-
tabilidad, además del valor de ROME, Fig. 3.7. Para cada modelo
se encontró que no existe un ROME para los rayos de luz, en con-
traste con las part́ıculas masivas [36]. Podŕıa ser interesante estudiar
la influencia de la inclusión del siguiente término de la expansión, el
relacionado con el momento hexadecapolar.
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En la sección 3.6. se amplió el estudio a fuentes estáticas con simetŕıa
esférica [39], considerando las soluciones de Schwarzschild, Schwarzs-
child De Sitter, De Sitter, Schwarzschild Anti De-Sitter, Anti De-
Sitter, Reissner-Nordström, Reissner-Nordström De Sitter, y Reissner-
Nordström Anti De Sitter. Dos hechos trascendentes se pueden subra-
yar en esta sección, el primero de ellos es que los campos de Schwarzs-
child, Schwarzschild De Sitter, De Sitter, Schwarzschild Anti De-Sitter,
y Anti De-Sitter conciden en el radio de las órbitas circulares para rayos
luminosos, esto es, r = 3M . Recuérdese que en r = 3M , se encuentra
un mı́nimo del potencial efectivo y que por lo tanto éste es inestable.
Segundo, examinando sólo rayos de luz, no se pudo determinar en es-
tas soluciones el ROME, pués no se lográ encontrar una ecuación para
estos radios. Análogamente, se consiguió las dos conclusiones investi-
gando los espaciotiempos de Reissner-Nordström, Reissner-Nordström
De Sitter, y Reissner-Nordström Anti De Sitter. Además se notó que
el ROME de las tres métricas coincide en 9M2 = 8Q2, ver Fig.3.10. De
acuerdo con esto, la constante cosmológicas no juega ningún papel en
la dinámica de part́ıculas de prueba en el caso de rayos de luz en todas
las soluciones estudiadas. A futuro se podŕıa realizar una investigación
examinando la influencia de la constante cosmológica en la cinemática
de part́ıculas de prueba masivas en los campos mencionados.

Sección 3.7. Se presentó una nueva familia de soluciones exactas de
las ecuaciones de Einstein que representan discos gruesos [37]. Se en-
contró esta solución a través del procedimiento inverso y del método
de “desplazamiento, corte, llenado y reflexión”. Además una nueva
función de llenado se propone en esta sección (Fig. 3.11). Particula-
rizamos el modelo a algunas soluciones conocidas, de esta forma se
encontró nuevas soluciones para discos gruesos tipo Chazy-Curzon,
Bonnor-Sackfield y Zipoy-Voorhees.

Para cada modelo se realizó el análisis correspondiente de las cantida-
des f́ısicas, tales como densidad de enerǵıa, tensión acimutal, tensión
radial, presión vertical, y densidad newtoniana. Los parámetros de las
soluciones se ajustaron de forma que la densidad newtoniana es posi-
tiva, Chazy-Curzon (Fig. 3.14), Bonnor-Sackfield (Fig. 3.17), y Zipoy-
Voorhees (Fig. 3.20). Adicionalmente se calculó algunas trayectorias
para cada familia de disco grueso, en particular se encontró comporta-
miento caótico en el Disco Grueso Tipo Chazy-Curzon (Fig. 3.23(b)),
los demás discos son estables considerando los parámetros escogidos,
Figs. 3.21-3.22 (Bonnor-Sackfield), Figs. 3.24 (Zipoy-Voorhees). La fa-
milia de soluciones presentada en esta sección generaliza las soluciones



DINÁMICA DE PARTÍCULAS EN RELATIVIDAD GENERAL 111

propuestas en [33, 134]. Esperamos ampliar este estudio a nuevas solu-
ciones discoidales, por ejemplo, seleccionando otras transformaciones
que satisfagan las condiciones de Cauchy-Riemann.

En suma, los principales resultados obtenidos en el marco del desarrollo de
esta Tesis se han divulgado a través de una serie de art́ıculos internacionales
y ponencias, los cuales se detallan a continuación:

Ponencia. XXIV Congreso Nacional de F́ısica. T́ıtulo: Una Nueva
Familia de Discos con un Hueco Central. Octubre 2011. Bogotá, Co-
lombia.

Ponencia. XXIV Congreso Nacional de F́ısica. T́ıtulo: Ĺıneas de
Campo Gravitacional para Campos Estáticos y Axialmente Simétri-
cos, Octubre 2011. Bogotá, Colombia.

Art́ıculo. Chaotic motion in axially symmetric potentials with oblate
quadrupole deformation. Phys. Lett. A, 375:3655, 2011, [72].

Art́ıculo. Stability in galaxies NGC 3877, NGC 3917. Art́ıculo en
Preparación, 2011, [38].

Art́ıculo.Geodesic in static spherically symmetric gravitational field.
Art́ıculo en Preparación, 2011, [39] .

Art́ıculo. A New Exact Solutions for Relativistic Thick Disk. Art́ıcu-
lo en Preparación, 2011, [37]

Art́ıculo. Geodesics around Weyl solutions in the equatorial plane.
Summited to Internat. J. Theoret. Phys., [36].

Art́ıculo. Chaotic and Regular Motion Around Objects with Qua-
drupolar and Octupolar Deformation. Summited to J. Astrophys. &
Astron. [34].

Art́ıculo. Timelike and null equatorial geodesics in the Bonnor-
Sackfield relativistic disk. Revista Integración. Aprobado en espera de
paginación, 2011, [35].

Ponencia. Tercera Reunión Colombo-Venezolana de Relatividad y
Gravitación. T́ıtulo: Efecto de la Curvatura Gaussiana en la estabi-
lidad de Campos Gravitacionales Estáticos y Axialmente Simétricos.
Noviembre 2010. Curiti, Colombia.
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Ponencia. Tercera Reunión Colombo-Venezolana de Relatividad y
Gravitación. T́ıtulo: Discos Gruesos Newtonianos con Momentos Mul-
tipolares. Noviembre 2010. Curiti, Colombia.

Curso. Perfeccionamiento docente. T́ıtulo: Manejo del software Mat-
hematica. Marzo 2008. Socorro, Colombia.

Art́ıculo. Chaotic and regular motion around generalized Kalnajs
discs. Mon. Not. R. Astron. Soc., 371:1873, 2008 [98].

Curso. VI Simposio Nororiental de Matemáticas. T́ıtulo: Introduc-
ción al uso del software Mathematica. Diciembre 2007. Bucaramanga,
Colombia.

Ponencia. Segunda Reunión Colombo-Venezolana de Relatividad y
Gravitación. T́ıtulo: Regular and Chaotic Orbits Around Axisymme-
tric Galaxies. Noviembre 2007. Armenia, Colombia.

Ponencia. Segunda Reunión Colombo-Venezolana de Relatividad y
Gravitación. T́ıtulo: Chaos Around Static Axially Symmetric Bodies
with Octupolar Deformation. Noviembre 2007. Armenia, Colombia.

Ponencia. XXII Congreso Nacional de F́ısica. T́ıtulo: Regular and
Chaotic Orbits Around Axisymmetric Galaxies. Octubre 2007. Ibagué,
Colombia.

Ponencia. XXII Congreso Nacional de F́ısica. T́ıtulo: Movimiento
de Part́ıculas en Campos Gravitacionales Esféricamente Simétricos.
Octubre 2007. Ibagué, Colombia.

Ponencia. Tercer Taller de Relatividad y Gravitación. T́ıtulo: Discos
gruesos relativistas. Noviembre 2006. Isla Coche, Venezuela.

Ponencia. I Congreso Binacional de Relatividad y Gravitación Colombia-
Venezuela. T́ıtulo: Geodésicas en el plano ecuatorial para espacio-
tiempos de Weyl. Noviembre 2005. Cartagena, Colombia
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Estáticas Axialmente Simétricas con Deformación Cuadripolar, Univer-
sidad Industrial de Santander, Trabajo de Grado en F́ısica (2005).
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A
Coordenadas Esferoidales Oblatas

El sistema de coordenadas esferoidales oblatas es generado tomando una
familia de elipses e hipérbolas confocales y rotandolas alrededor del semieje
menor de las elipses. Estas elipses e hipérbolas tienen sus focos comunes en
y = a, y = −a, de manera que el semieje menor b estará ubicado en la
dirección del eje Z, mientras que sobre el eje Y estará ubicado el semieje
mayor c, figuraA.1

Empecemos por considerar el plano Y Z de las coordenadas eĺıpticas planas
y definamos la ecuación de cada elipse coordenada como:

y2

c2
+
z2

b2
= 1, (A.1)

cuyas ecuaciones paramétricas son:

y = c sen(u), (A.2a)

z = b cos(u). (A.2b)

Recordando que la la distancia focal y los semiejes satisfacen la relación:

a2 = c2 − b2, (A.3)

se puede parametrizar c y b como:

c = a cosh(v), (A.4a)

b = a senh(v), (A.4b)
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Figura A.1: Coordenadas esferoidales oblatas.

en donde el parámetro a es constante para todas las elipses, mientras que v
caracteriza a cada elipse coordenada. Introduciendo estas últimas ecuacio-
nes en (A.2a) y (A.2b), obtenemos las ecuaciones que definen a cada elipse
coordenada:

y = a cosh(v) sen(u), (A.5a)

z = a senh(v) cos(u). (A.5b)

Las otras curvas coordenadas de este sistema son las hipérbolas focalizadas
en y = ±a, cuya ecuación es:

y2

c2
− z2

b2
= 1, (A.6)

la cual puede parametrizarse como:

y = c cosh(v), (A.7a)

z = b senh(v). (A.7b)

En este caso la distancia focal y los semiejes se relacionan mediante la ecua-
ción:

a2 = c2 + b2, (A.8)
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de modo que podemos expresar c y b como:

c = a sen(u), (A.9a)

b = a cos(u), (A.9b)

siendo u el parámetro que caracteriza a cada hipérbola coordenada.

De igual manera como lo hicimos para las elipses, reemplazando (A.9a) y
(A.9b) en (A.7a) y (A.7b) respectivamente, encontramos las ecuaciones que
definen a cada hipérbola coordenada:

y = a cosh(v) sen(u), (A.10a)

z = a senh(v) cos(u). (A.10b)

Podemos ver que estas últimas ecuaciones coinciden con las ecuaciones (A.5a)
(A.5b), que definen a cada elipse coordenada. Esto quiere decir que podemos
asociar a cada punto del sistema de coordenadas cartesianas (y, z) un punto
que es la intersección de las elipses e hipérbolas (v, u), con lo cual podemos
establecer (A.5a) y (A.5b), como las transformaciones que relacionan el sis-
tema de coordenadas cartesiano (y, z) y el sistema de coordenadas eĺıpticas
planas (v, u).

Ahora bien, para obtener el sistema de coordenadas esferoidales oblatas,
rotamos el sistema de coordenadas eĺıpticas planas alrededor del eje z un
ángulo ϕ. Anteriormente ubicamos las elipses e hipérbolas confocales sobre
el plano Y Z, ahora al hacer la rotación, ubiquemonos sobre el plano RZ, en
donde los puntos ubicados sobre éste tienen coordenadas eĺıpticas (A.5a) y
(A.5b) dadas por:

R = a cosh(v) sen(u), (A.11a)

z = a senh(v) cos(u). (A.11b)

Como el ángulo formado por los planosXZ y RZ es ϕ, el cual vaŕıa entre 0 <
ϕ ≤ 2π, las coordenadas cartesianas (x, y, z) y las coordenadas ciĺındricas
(R,ϕ, z) se relacionan mediante las siguientes ecuaciones:

x = R cos(ϕ), (A.12a)

y = R sen(ϕ), (A.12b)

z = z. (A.12c)
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Reemplazando (A.11a) y (A.11b) en las expresiones anteriores obtenemos:

x = a cosh(v) sen(u) cos(ϕ), (A.13a)

y = a cosh(v) sen(u) sen(ϕ), (A.13b)

z = a senh(v) cos(u), (A.13c)

expresiones que relacionan el sistema de coordenadas cartesianas con el sis-
tema de coordenadas esferoidales oblatas.

Con el fin de obtener unas expresiones más convenientes para nuestros
propósitos posteriores, hacemos el cambio de variable:

ξ = senh(v), (A.14a)

η = cos(u), (A.14b)

con 0 ≤ ξ <∞ y −1 ≤ η < 1. Reemplazando entonces en (A.13a) - (A.13c),
obtenemos:

x = a
√

1 + ξ2
√

1− η2 cos(ϕ), (A.15a)

y = a
√

1 + ξ2
√
1− η2 sen(ϕ), (A.15b)

z = aξη. (A.15c)

Estas últimas ecuaciones son las transformaciones entre el sistema de coor-
denadas cartesiano (x, y, z) y el sistema de coordenadas (ξ, η, ϕ), las cuales
comúnmente se denominan también como coordenadas esferoidales oblatas.


