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RESUMEN

TiTULO: FUNCIONES ENTRE CONTINUOS QUE PRESERVAN CONEXIDAD"

AUTOR: SERGIO ANDRES PEREZ LEON™

PALABRAS CLAVES : continuo, funciones de conectividad, funciones de conectividad local,
funciones conexas, funciones de Darboux, funciones casicontinuas.

DESCRIPCION:

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y diferente del vacio. Sean X y Y
continuos, y sea f: X — Y una funcion. Diremos que:

1. f es una funcién de conectividad si para todo conexo C' C X, se tiene que I'(f|¢) es
conexa.

2. f es una funcién de conectividad local si existe una cubierta abierta {U,},ca de X tal
que f|y, es una funcion de conectividad para todo « € A.

3. f esuna funcion conexa si I'(f) es conexa.
4. f es una funcién de Darboux si f(C) es conexo para todo conexo C' C X.

5. f es una funcién casicontinua si para todo abierto N de X x Y con I'(f) C N, existe
una funcion continua g: X — Y tal que I'(g) C N.

El propdsito de este trabajo es estudiar algunas propiedades con respecto a las familias de
funciones anteriormente definidas. Nuestro trabajo esta compuesto por cuatro capitulos:

En el Capitulo 1 presentamos las definiciones y resultados que necesitaremos para desarrollar
nuestro trabajo.

El Capitulo 2 esta dividido en dos secciones. En la primera seccion mostramos las definicio-
nes y propiedades de las familias de funciones definidas en un principio. Ademas, exhibimos
teoremas que muestran las relaciones que se tienen de manera general entre estas funciones.
En el Capitulo 3 estudiamos la propiedades de composicion y de factor para las familias de
funciones anteriormente mencionadas.

Finalmente, en el Capitulo 4 estudiamos las relaciones que existen entre las funciones f, C(f)
y 27,

"Proyecto de grado
“Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director Dr. Javier Enrique Camargo Garcia.



ABSTRACT

TITLE: MAPS NO-CONTINUOUS™

AUTHOR: SERGIO ANDRES PEREZ LEON™™

KEYWORDS: continuum, connectivity function, local connectivity function, connected function,
Darboux function, almost continuous function.

DESCRIPTION:
A continuum is a nonempty compact, connected and metric space. Let X and Y continuum,
and let f: X — Y afunction. Say that:

1. fis a connectivity function if for all connected C' C X, must be I'( f|¢) is connected.

2. fis alocal connectivity function if there is an open cover {U,}aea Of X such that f|u,
is a connectivity function for all « € A.

3. fis aconnected function if I'(f) is connected.
4. fis a Darboux function if f(C') is connected for all connected C C X.

5. f is a almost continuous function if for all open N of X x Y with T'(f) C N, there is a
continuous function g: X — Y suchthat T'(g) C N.

The purpose of this paper is to study some properties with respect to the families of functions
defined above. Our work consists of four chapters:

In Chapter 1 present definitions and results that we need to develop our work.

Chapter 2 is divided into two sections. In the first section we show the definitions and properties
of families of functions defined in the beginning. In addition, theorems exhibit showing the
relationships are generally between these functions.

In Chapter 3 we study the composition and properties of factor for families of functions mentio-
ned above.

Finally, in Chapter 4 we study the relationships between the functions f, C(f) and 27.

™ Graduation project
" Faculty of Science. Department of Mathematics. Director Dr. Javier Enriqgue Camargo Garcia.



Introduccion

Cuando hacemos una investigacion en topologia es indispensable e indiscutible el estudio
de funciones continuas. Ademads, en muchas ocasiones, usamos funciones continuas con
condiciones adicionales para obtener o preservar alguna propiedad de nuestro interés.
Uno de los teoremas méas importantes en topologia que involucra las funciones continuas
es el Teorema del punto fijo de Brouwer. Este teorema nos dice que si tenemos una
funcién continua sobre una n-celda, entonces existe un punto que es igual a su imagen.
En [19], Stalling muestra una clase de funciones que no son necesariamente continuas que
satisfacen el teorema de Brouwer. Esta clase de funciones Stalling las llamé funciones
de conectividad.

El resultado de Stalling motivo a definir otras clases de funciones estrictamente mas am-
plias que la clase de funciones continuas como: funciones de Darboux, funciones conexas,
funciones de conectividad local y funciones casicontinuas. Estas clases de funciones de-
finidas por diversos autores han sido objeto de estudio en muchas investigaciones (ver
[19], [14], |15], |9], |5] ¥ [10]). Un problema que, a raiz del teorema de Stalling, es muy
interesante, es el de encontrar condiciones sobre los espacios para que alguna de las fun-
ciones mencionadas anteriormente sea de conectividad. En este trabajo recopilaremos
algunos resultados que se conocen al respecto. Las funciones principales con las que
vamos a trabajar en esta tesis son las siguientes:

Sean X y Y continuos, es decir, espacios métricos compactos, conexos y diferentes del
vacio, y sea f: X — Y una funcion. Diremos que:

1. f es una funcion de conectividad si para todo conexo C' C X, se tiene que I'(f|¢)
es conexa.

2. f es una funcion de conectividad local si existe una cubierta abierta {Uy }acp de
X tal que f|y, es una funcion de conectividad para todo « € A.

3. f es una funcion conexa si I'(f) es conexa.
4. f es una funcion de Darboux si f(C) es conexo para todo conexo C' C X.

5. f es una funcion casicontinua si para todo abierto N de X x Y con I'(f) C N,
existe una funcion continua g: X — Y tal que I'(g) C N.

En cursos de calculo encontramos que la composiciéon de dos funciones continuas, es
una funciéon continua. En general, si tenemos una clase de funciones, es natural estudiar
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si la composicion de dos funciones en esta clase, estd nuevamente en la misma clase.
Las clases de funciones que cumplen con ser cerradas bajo la operacién composiciéon
de funciones, tienen la propiedad de composicion. Otra propiedad que es interesante
estudiar para una clase de funciones M, es la propiedad del factor. Si siempre que f sea
una funcién continua sobreyectiva y g o f € M, tenemos que g € M, entonces diremos
que la clase M tiene la propiedad del factor. No es dificil ver que las clases de funciones
continuas y la clase de funciones inyectivas, tienen la propiedad de composicion y la
propiedad del factor. En este trabajo estudiaremos estas dos propiedades para las clases
de funciones de conectividad, conectividad local, conexas, Darboux y casicontinuas.
Dado un continuo X, consideramos los siguientes hiperespacios de X:

1. 28 = {A C X : A es cerrado y diferente del vacio};
2. O(X)={Ae€2%: Aes conexo}
3. F(X) = {A € 2% : Atiene a lo méas n puntos},n € N.

Los anteriores espacios son espacios topologicos donde la topologia es inducida por la
métrica de Hausdorff H. Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no
vacio. Dada una funcion entre continuos f: X — Y (f no es necesariamente continua).
Definimos la funciéon inducida 27: 2X — 2Y dada por 27 (A) = f(A). De manera natural
definimos C(f): C(X) — C(Y) por C(f) = 2f|C(X), sin embargo, estamos interesados
en funciones f: X — Y para las cuales la funcion inducida C(f): C(X) — C(Y) esta
bien definida. Asi, necesitamos que, para cada A € C'(X), f(A) sea conexo. Las funciones
que satisfacen esa condicién las llamaremos funciones Darboux débil. Claramente cada
funcién continua es Darboux débil .

Dada una funcién entre continuos f: X — Y y una clase de funciones M, el problema
que estudiaremos en el capitulo 4 es determinar si una de las siguientes afirmaciones
implica la otra:

1. feM;
2. C(f)eM,;

w

. F,(f) € M, para algin n € N;
4. 27 e ML

En este trabajo estudiaremos algunas relaciones que pueden haber entre 1, 2, 3 y 4,
cuando la clase de funciones M es: conectividad, conectividad local, conexas, Darboux
y casicontinuas. Nuestro trabajo est4 compuesto por cuatro capitulos:

En el Capitulo 1 presentamos las definiciones y resultados que necesitaremos para desa-
rrollar nuestro trabajo.

El Capitulo 2 esta dividido en dos secciones. En la primera seccién mostramos las de-
finiciones y propiedades de las funciones que preservan conexidad. Ademés, exhibimos
teoremas que muestran las relaciones que se tienen de manera general entre las fun-
ciones que preservan conexidad. También construimos ejemplos que muestran cuando
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algunas relaciones no se dan entre las clases de funciones anteriormente mencionadas.
En la segunda seccion recopilamos algunos teoremas que se tienen en la literatura, que
muestran relaciones entre las funciones que preservan conexidad, cuando los dominios
de las funciones tienen condiciones especiales. En esta seccion resaltamos el siguiente
teorema probado por nosotros.

Teorema 2.14 Sea X wuna dendrita. Si f: X — Y es una funcion casicontinua,
entonces f es una funcidn de Darbouz.

El Capitulo 3 esta dividido en dos secciones. En la primera seccién estudiamos la pro-
piedad de composicion para las funciones que preservan conexidad, y concluimos que
la tnica clase de funciones que preservan la propiedad de composicién es la clase de
funciones de Darboux. También analizamos las siguientes preguntas para cada clase de
funciones M que preservan conexidad . ;Si f es una funcién continua y g € M, entonces
fog € M?y ;Sigesuna funcion continua y f € M, entonces fog € M?. En la segunda
seccidon trabajamos la propiedad del factor para las funciones que preservan conexidad,
y mostramos que las dnicas funciones que tienen la propiedad del factor son las fun-
ciones conexas. Entre los resultados obtenidos en esta seccidon, destacamos el siguiente
teorema demostrado por los autores de este trabajo.

Teorema 3.19 Sean f: X — Y una funcidn continua sobreyectiva y g: Y — Z una
funcion, tales que go f: X — Z es una funcion de Darbouz. Si para todo conexo C
de Y, f~1(C) tiene un nimero finito de componentes, entonces g es una funcion de
Darbouz.

También destacamos algunos ejemplos que muestran que para las demas funciones que
preservan conexidad, no se tiene la propiedad del factor.

Finalmente, el Capitulo 4 esta dividido en cinco secciones. En la primera seccién estu-
diamos las relaciones que existen entre las funciones f, C(f) y 2/ cuando la funcion
f pertenece a la clase de funciones de conectividad. En las siguientes cuatro secciones
estudiamos los mismos tépicos estudiados en la seccidon uno, cuando la funcion f per-
tenece a la clase de funciones de conectividad local, conexas, Darboux y casicontinuas,
respectivamente. En este capitulo resaltamos los siguientes tres resultados nuestros:
Teorema 4.13 Sea f: X — Y una funcion definida entre continuos. Si f es una funcidn
conexa, entonces F,(f) es conexa, para todo n € N.

Teorema 4.14 Sea f: X — Y wuna funcion definida entre continuos. Si F,(f) es una
funcion coneza, entonces F(f) es una funcidn coneza, para todo k > n.

Teorema 4.17 Sea f: X — Y wuna funcion definida entre continuos. Si f es conexa,
entonces 27 es conexa.

12



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos las definiciones y resultados de topologia general y teoria
de continuos, que usaremos a lo largo de este trabajo. Todas las definiciones que esta-
blecemos en este trabajo serdn dadas en el contexto de los espacios métricos compactos
y conexos, a los que llamamos continuos.

1.1. Notacion

Empezamos introduciendo la simbologia que, aunque es muy usada en libros de topologia
general, es importante tener en cuenta:

= N : El conjunto de enteros positivos;

= S': La circunferencia de radio uno en el plano complejo;

» A\ B: Es la diferencia entre dos subconjuntos de un espacio X;

» AC B: Aesun subconjunto de B (puede suceder que A = B);

s f|a : Es la restriccion de una funcién f a un subespacio A de su dominio;
» (X,d): Es un espacio métrico X, con métrica d;

s By(z,r) : Es la bola abierta en el espacio métrico (X, d), de radio el namero real
mayor que cero r y con centro el punto x en X;
» A: Es la cerradura del conjunto A con respecto al espacio X;

» Ox(A) == (X — A) N A;

» Para una funcion f: X — Y; I(f) = {(z, f(x)) € X xY : 2 € X}; y se llama la
grafica de f.

Algunos otros simbolos que usaremos, que requieren una definicion, los introduciremos
en su momento.
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1.2. Continuos

En esta seccion, introducimos los conceptos de la teorfa de continuos que seran necesarios
para afrontar los objetivos que nos propusimos desarrollar.

1.2.1. Definiciones

A continuacion, definiremos una clase especial de espacios métricos, llamados continuos,
sobre los cuales desarrollaremos este trabajo. Ademds, mostraremos algunas propiedades
de los continuos.

Definicién 1.1. Un continuo es un espacio métrico conexo, compacto y diferente del
vacio. Un subcontinuo es un continuo contenido en algin espacio métrico.

Algunos ejemplos de continuos son un arco el cual es un continuo homeomorfo al in-
tervalo [0,1] y la circunferencia de radio uno en el plano complejo denotada por S*.
Ademés, sabemos que el producto cartesiano contable de continuos es un continuo. Asi,
[0,1]™ es un continuo que llamamos n celda, para todo n, y el conocido como cubo de
Hilbert, continuo homeomorfo a [[;2, I;, donde I; = [0,1]. El cubo de Hilbert es cono-
cido como el continuo universal pues todo continuo se puede incajar o inmersar en el
cubo de Hilbert. Otro continuo muy conocido es el toro definido por S' x S*.

Un continuo muy importante parar tener en cuenta en el desarrollo de esta tesis es la
curva del topdlogo definida por X =Y, donde Y = {(:L",sen %) |0 <z < 1}.

Figura 1: Curva del topdlogo

A continuacién definimos algunas propiedades que clasifican ciertos continuos.

Definicién 1.2. Sea X un continuo. Diremos que X es localmente conexo en un punto
z de X, si X tiene una base local de abiertos conexos en el punto x. Diremos que X es
localmente conexo si es localmente conexo en todos sus puntos. Ademas, un continuo X
se llama hereditariamente localmente conexo si todo subcontinuo es localmente conexo.

Un continuo localmente conexo es también conocido como Continuo de Peano. De los

continuos que hemos presentado, solamente la curva del top6logo no es un continuo de
Peano.

14



Definicion 1.3. Sea X un continuo, diremos que X es unicoherente si siempre que
X = AU B, donde A y B son subcontinuos de X, se tiene que A N B es conexo.
Ademés, diremos que X es hereditariamente unicoherente si cualquier subcontinuo es
unicoherente.

Los espacios [0, 1] y [0, 1] son ejemplos de continuos unicoherentes, sin embargo, aunque
[0,1] es hereditariamente localmente conexo y hereditariamente unicoherente, es facil
ver que el cuadrado [0, 1]? no es hereditariamente localmente conexo ni hereditariamente
unicoherente.

Definicion 1.4. Sea X un continuo, diremos que X es arcoconezo si para cualesquie-
ra dos puntos x y y en X, existe una inmersion h: [0,1] — X, tal que h(0) = z y
h(1) = y. Diremos que X es hereditariamente arcoconezo si todo subcontinuo K de X
es arcoconero.

Definicién 1.5. Sea X un continuo. Diremos que X es un dendroide si X es arcoconexo
y hereditariamente unicoherente. Si, ademés, X es localmente conexo, lo llamaremos una
dendrita.

Como es conocido, todo subcontinuo de una dendrita es una dendrita. Asi, toda dendrita
es un continuo hereditariamente localmente conexo [16, Corolario 10.5, pag. 167].

Definicion 1.6. Dado un dendroide X, a un punto p en X lo llamaremos un punto de
ramificacion, si X contiene un triodo simple con vértice p. Un dendroide con un tnico
punto de ramificacion es llamado abanico.

A continuacion, mostramos ejemplos de continuos en el plano R? que satisfacen algunas
de las condiciones expuestas anteriormente:

1. S' es un continuo de Peano hereditariamente localmente conexo, pero no es uni-
coherente.

2. Sean a = (—1,0), b = (0,0) y ¢, = (0, 1) para cada n € N. Dados z,y € R?
sea 7y = {(1 —t)z +ty[t € [0,1]}. Definimos el abanico armdnico como X =
abU U, .

Figura 2: Abanico arménico

El abanico arménico no es un continuo de Peano, pero es un dendroide cuyo tnico
punto de ramificacion es (—1,0).
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3. La curva del topdlogo no es un continuo arcoconexo.

4. Sean A = {(x,y) € R?|0 < = < 1/m,y = sen(1/z)}, B = {(z,y) € R? |z =
1/m, 2 <y <0}, C={(r,y) eR0< < 1/m,y= -2}y D ={(z,y) €
R?|z =0, -2 < y < 1}. El continuo W = AU BUC U D es conocido como el
Clirculo de Varsovia y es arcoconexo, pero no es unicoherente ni hereditariamente
arcoconexo.

Figura 3: Circulo de Varsovia

5. Para cada n € N, sean A4, = {1/n} x [0,1/n] y L = [0,1] x {0}. Definimos la
dendrita X como X = (U2, A,)UL. Se puede observar que X tiene una cantidad
infinita de puntos de ramificacion.

Figura 4: Dendrita con una cantidad infinita de puntos de ramificacién

1.3. Funciéon Césaro-Vietoris

En esta seccion definimos la funcién debida a Césaro y Vietoris, y estudiamos algunas
de sus propiedades més importantes. Esta funcién la usaremos con frecuencia para la
construcciéon de ejemplos.

El limite superior de una sucesion (2, )nen se define como lim sup x,, = inf,,en supys,, T

Para que el limite superior de una sucesion (z,)nen exista, debemos asegurar que la
sucesion esté acotada.
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Todo numero x € [0, 1] se puede expresar en su Gnica representacion binaria infinita, es
decir, x = 0.a1as . .. donde los digitos a; son ceros o unos. Considere la siguiente funcién
w: [0,1] — [0,1], que llamamos funcion de Césaro-Vietoris, definida por

ait+ax+...+ay

lim sup si0<z <1,
w(z) = n
0 sixz =0.
, ap+az+...+a, ) )
Vale la pena aclarar, que el lim sup en este caso siempre existe, porque
n
airt+ax+...+ay <1
n

Proposicion 1.7. La funcion de Césaro-Vietoris es una funcion sobreyectiva.

Demostracion. Veamos primero que el nitmero 0 tiene preimigen bajo w. Si
ar+az+...+ay

n

z = 0,01001000100001 ..., entonces los términos de la sucesion x, =

para este caso son:
21 =0, 20 =1/2, 23 =1/3, x4 =1/4, 5 =2/5, ...,
de ello que,
limsup x,, = inf{1/2,2/5,3/9,4/14,...} < %Ielg(l/n) =0.

Asi, w(z) = 0. Probemos que el ntimero 1 tiene preimagen bajo w. Si x = 0,01, obtene-

mos que

, ay+ax+...+ap ., n—l_
lim sup =limsup —— = 1.
n n

De ello que, w(z) = 1. Mostremos que todo namero racional de (0,1) tiene preimagen
bajow.Siz=0. 0...0 1...1 0...0 1...1 ... tenemos que
e e e Ve
l—m veces M veces l—m veces M veces
ap+az+...+an

w(z) = lim sup - =m/l,

donde m/l es cualquier nimero racional de (0,1). Finalmente, demostremos que todo
irracional en (0,1) tiene preimagen bajo w. Sea L un namero irracional de (0,1). En-
tonces existe una sucesion (yn) = () € QN (0,1), con Yy, < Yp41 para todon € Ny
L siendo el limite de la sucesién. Veamos primero que

mi1+mo+...+Mg_1 my

lh4+lo+.. + 1l lk7
para todo k > 1. Sabemos que m < %, 2 < %, e M1 < Uy Asi,
l1 Ui, lo i lp—1 U

lkml < mkll
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lpmo < myls

lgmg—1 < mylg_1,

sumando la parte derecha e izquierda de las anteriores desigualdades tenemos que
lk(ml +mo+ ...+ mk_l) < mk(ll +lo+ ...+ lk—l)-

Asi,
(my+mao+...+mg_q) <%. (L1)
(ll—i-lg—i-...—l-lk_l) Ui,

Ahora, veamos que para todo nimero natural fijo k, existe un nimero natural N > k,
tal que

my (my+mo+...+mg+mge1 + ... +mpy)
Ui, (h+lb+...+lk+l1+...+In)

Demostrar la anterior afirmacion es equivalente a probar que

(mkll —lemi+ .o+ mplp—1 — lemp—1) + (mglpsr — lgmpsr + .. +mily — lpmy) < 0.

Sabemos que:
mply — lpmq >0

mplp_1 — lpmg_1 > 0.

Ademés, tenemos que:
Mpglpr1 — lgmp1 <0

mklN — lkmN < 0.

Sea mgly — lpgmq + ... +myglp_1 — lymp_1 =7 €N, si N =k + 2+ r, entonces

(mkll —lemi+ .o+ mpl—1 — omp—1) + (mglpsr — lgmpsr + ..+ mgly — lpmy) < 0.

De ello que,
my (m1+m2+...—|—mk—|—mk+1—|—...+m]\/)
— < (1.2)
li (ll+l2+...+lk+lk+1+...—|—l]\/)
Seaxz=0. 0...0 1...1 0...0 l1...1 ... 0...0 1...1
SN—~— S—~— SN—~— SN—~— SN—~— S—~—
l1—m1 veces m1 veces lg—ma veces M2 veces lpn—my veces My veEces

Por 1.1, tenemos que w(x) < L. Por otra parte, de 1.2 concluimos que L < w(z). Por
lo tanto, w(xz) = L. Finalmente, podemos decir que w es una funciéon sobreyectiva. O
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Con la siguiente proposiciéon mostramos que la definiciéon de la funcion w estd determi-
nada por la “cola” de la representaciéon en base 2.

Proposicion 1.8. Si x = 0.a1az... y z = 0.b1bs ... braas ..., para algin k € N fijo.
Entonces w(x) = w(z).

Demostracion. Sean w(x) = limsup(z,) y w(z) = limsup(z,), donde

ait+ax+...+ay

n — )

n
y
s by +bo+ ...+ by +a1+as+...+ay
n+k — .
n+k
Entonces
<bl+b2+...+bk +a1+a2+...+an>
lfim (2,) = lim o - n = lim (z,,).
n—00 n—00 1+ - n—00
Eso muestra que w(z) = w(z). O

Proposicion 1.9. Sean a,b en [0,1] con a < b, entonces w([a,b]) = [0, 1].

Demostracion. Para todo y € [0,1] existe un valor z, = 0.ajaz... en [0,1], tal que
w(zxy) =y, por la Proposicion 1.7. Sean z = 0.b1bs . .. el punto medio del intervalo [a, b],
y r la distancia del punto z a los puntos extremos del intervalo [a,b]. Sea s € N, tal
que 1/2% < r. Consideremos el punto m = 0.b1bs ... bsbsr1a1a3 ... € [a,b]. Tenemos que
w(m) = w(xy) =y, por la Proposicion 1.8. Por lo tanto, w([a,b]) = [0,1]. O

1.4. Hiperespacios y funciones inducidas

En esta seccion definimos los hiperespacios que estudiaremos en este trabajo.

Una definiciéon general de hiperespacio es la siguiente. Dado un espacio topoldgico X,
un hiperespacio de X es una coleccién de subconjuntos de X con alguna condicién
especifica.

Dado un continuo, definimos algunos hiperespacios, desarrollamos algunas propiedades
y describimos algunos aspectos importantes relacionados con su topologia.

Definicion 1.10. Sea (X, d) un continuo. Definamos los siguientes hiperespacios de X:
1. 2% = {A C X : A es cerrado y diferente del vacio};
2. C(X)={A€2%: Aes conexo};

3. F,(X) ={A€2¥: Atiene alo méas n puntos},n € N.
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Para cada A y B en 2%, definimos H : 2% x 2X — [0, 00), por
H(A,B)=inf{r >0: AC Ny(r,B) y B C Ny(r,A)},

donde Ny(s,E) = {r € X : d(z,e) < sparaalgine € E}, para s > 0y F € 2%,
Como mostraremos en el Teorema 1.11, H es una métrica para el hiperespacio 2% y es
conocida como la métrica de Hausdorff.

La demostracion del siguiente teorema la tomamos de [16].

Teorema 1.11. Sea X un continuo. Entonces (2%, H) es un espacio métrico.

Demostracion. De la definicion de H, es sencillo probar que H(A, B) = 0 si y solo si
A = By también que H(A, B) = H(B, A) para cualesquiera A y B en 2X. Probemos
que se cumple la desigualdad del triangulo. Sean A, B y C puntos de 2X. Mostremos
que:

H(A,B)<H(A,C)+ H(C,B).

Sea § > 0, por la definicién de H, tenemos
AC Ny(H(A,C)+3,C)y C C Ny(H(C,B) + 3,B). (1.3)

Sea a € A, por (1.3), existe ¢ € C tal que d(a,c) < H(A,C) + g. Ademaés, de nuevo por
(1.3), existe b € B tal que d(c,b) < H(C,B)+ g. Aplicando la desigualdad del triangulo
de d tenemos que:

d(a,b) <d(a,c) +d(c,b) < H(A,C)+ H(C,B) + 0.
Ahora, como a fue un punto arbitrario de A tenemos
AC N¢(H(A,C)+ H(C,B) + 4, B). (1.4)
Un argumento similar muestra
B C N4y(H(A,C)+ H(C,B) +6,A). (1.5)

De esta manera, por (1.4) y (1.5), H(A,B) < H(A,C) + H(C,B) + 6. Como 0 fue
arbitrario, concluimos que H(A,B) < H(A,C) + H(C,B). Asi, H es una métrica de
2% O

Consideremos la coleccion de subconjuntos de 2%
B ={({U,Us,....Up) : Intx(U;) = U; para cada i},
donde (Uy,Us,...U;) = {A € 2X : A c U_ Uiy ANU; # 0 para cada i}. Es facil

probar que A3 forma una base de alguna topologia sobre 2. La topologia generada por
B se conoce como la topologia de Vietoris [8, Teorema 1.2, pag.3].
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Notacion 1.12. Escribiremos (Uy,Us,...,U;) en lugar de (U, Us,...,U;) N C(X) o
(Uy,Us,...,Up) N F,(X), para denotar un abierto basico de la topologia de Vietoris
en C(X) o F,(X), respectivamente.

El siguiente resultado es muy conocido en la teoria de los hiperespacios de continuos.
Aunque la prueba no es dificil, es muy elaborada y por esta razén, no la escribimos. La
prueba se puede consultar en |8, Teorema 3.2, pag.18|.

Proposicién 1.13. Sea X un continuo. Entonces la topologia de Vietoris es equivalente
a la topologia generada por la métrica de Hausdorff.

Comentario 1.14. Notemos que si Uy, Us, ..., U; son abiertos de X, entonces
(U1,Uz, ... U)) = (U1 UUU...UU0) N(X,U1) N (X, Uz) N... N (X, Up).
Con esto, la coleccidon
¢ ={(U) : U es abierto en X} U{(X,V) :V es abierto en X},

es una subbase de la topologia de Vietoris |4, Problema 3J, pag.163|.
La siguiente definicién es una nocién clasica de convergencia de conjuntos.

Definicion 1.15. Sean X un continuo y {4;};2; una sucesién en 2%. Definimos el
limite inferior de la sucesion {A;};°; como el conjunto

liminf A; = {z € X |VU C X abierto con z € U, IN € N tal que UNA; #0, Vi > N}.
El limite superior de la sucesion {A4;};°; se define como
limsup A; = {z € X |VU C X abierto con x € U;U N A; # () para infinitos i € N} .

Es claro que liminf A; C limsup A;. Si liminf A; = limsup A; = A, diremos que la
sucesion {A;};2, converge a A y escribimos lim;_,o, A; = A.

No es dificil probar que dada una sucesion {A;}5°, en 2%, los conjuntos liminf 4; y
lim sup A; son no vacios y cerrados de X [17, Observacion 0.6].

Comentario 1.16. La convergencia en el sentido de la Definiciéon 1.15 es equivalente a
la convergencia usual en el hiperespacio 2% dotado con la métrica de Hausdorff cuando
X es un continuo [8, Teorema 4.7].

A continuacién probaremos que los hiperespacios 2%, C(X) y F,(X) son continuos,
cuando X es un continuo. Las pruebas de estos resultados se han tomado de [17, Teorema
0.8] y [12, Corolarios 1.8.8 y 1.8.9].

Teorema 1.17. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces 2%, C(X) son espacios
métricos compactos.
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Demostracion. Primero, probemos que 2% es compacto. Es suficiente mostrar que
toda sucesion en 2% tiene una subsucesion convergente [18, Teorema 4.10]. Sea {4, }°°
una sucesion en 2%. Como X es un espacio métrico compacto, existe una base {Um}ﬁz1
numerable [3, Teorema 4.1, pag. 233]. Sea {A,ll}zozl = {A,},2 | una y supongamos que
hemos definido una sucesion {A}'}> ;. Definamos {Anm+1}20:1 de la siguiente forma:
(1) Si{A™}>° | tiene una subsucesion {AZ"; }Zozl tal que lim sup A7 NU,, = () entonces
sea {Aﬂ"‘“}zo:l dicha subsucesion.

(2) Si para cualquier subsucesion {A%}Zil de {A}'}2; tenemos que limsup A7 N
U # 0 entonces hacemos {ApH}™ = {A7}>° .

Entonces para cada m € N, hemos definido {A"}>° . Consideremos ahora la sucesion
diagonal {A”}>° . De la construccion, es claro que {A”}>7 | es una subsucesion de
{An},7,. Probemos que esta subsucesion es convergente. Supongamos que {A”}>°
no es convergente entonces existe p € limsup A7 \ liminf A7. Como p ¢ liminf A7,
existe un abierto Uy, y una subsucesion {A% }]Oil de {Ap}>°, tal que p € Uy, y
Uk, N AZ; = () para cada j € N (ver Definicion 1.15). Note que {Azj }]Oil es una
subsucesion de { AR }zozl. Por lo tanto, la sucesion { A% }zozl satisface la condicion (1).
Luego, lim sup A%+ NUy, = 0 por definicion de la sucesion { AR} Como {A7}22
es una subsucesion de {AFT11™ 'y lfmsup A7 C limsup AKF1 [17, Observacion 0.6]
tenemos que limsup A7 N Uy, = () pero esto no es posible pues p € limsup A7 N U, .
Asi, 2% es compacto.

Ahora, para probar que C(X) es compacto, es suficiente ver que C(X) es cerrado en 2.
Sea K € C(X) y sea {K,} -, una sucesion en C(X) tal que lim,_, K, = K. Como
K es cerrado, es suficiente ver que K es un subconjunto conexo de X. Supongamos que
K no es conexo entonces existen abiertos disyuntos U y V de X tales que K CUUV y
KnNU#0, KNV # (. Como la convergencia en el sentido de la métrica de Hausdorff
es equivalente a la convergencia introducida en la Definicién 1.15 |17, Teorema 0.7] y
(UNV) es un abierto de 2% que tiene al punto K, existe Ng € N tal que si n > Ny
entonces K,, CUUV.Seanye KNUyze KNV. Como y,z € Ky K =liminf K,
existen sucesiones {yn}oo; y {#n},—; en X tales que yy,2, € K, para cada n € N,
limy, oo Y =y v limy, o0 2, = 2, respectivamente. Asi, existe N1 € N tal que si n > Ny
tenemos y, € Uy z, € V.Sean N = max { Ny, N1} y n > N, fijo. Entonces K,, C UUV/,
K,NU#0y K,NV # 0, lo cual es imposible pues K,, es conexo. Esto completa la
prueba del teorema. O

Teorema 1.18. Sean X un continuo y n € N. Entonces F,,(X) es un continuo.

Demostracion. Definamos ¢g: X" — F,(X) por g(x1,...,2,) = {21,...,2,}. Vea-
mos que ¢ es una funcién continua. Sean (z1,...,%), (Y1,-..,Yn) € X™ y suponga-
mos que D((x1,...,2),(y1,...,yn)) = r, donde D denota la métrica sobre X" de-
finida por D((z1,...,%n), (Y1, Yn)) = méx{d(x1,y1),...,d(zn,yn)}. Veamos que
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Hy(g(x1,. ., 20),9(Y1, -« -y Yn)) < 7. Note que D((x1,...,2n), (Y1,---,yn)) =7 <r+e
donde £ > 0 es dado; luego d(z;,y;) < r+ ¢ para cada i € {1,...,n}. No es dificil ver
que esta ultima desigualdad implica que H(g(z1,...,%n),9(Y1,...,yn)) < r + € para
cada e > 0y asi, H(g(x1,...,2n),9(Y1,---,Yn)) < 7. Esto prueba que g es una funcion
continua. Como X es un continuo, X” también es un continuo y concluimos que F,(X)
también es un continuo, por la continuidad y sobreyectividad de la funcién g. O

Como una consecuencia del Teorema 1.18, tenemos:
Teorema 1.19. Sea X un continuo. Entonces 2% es un continuo.

Demostracion. Por el Teorema 1.17, 2% es un espacio métrico compacto. Luego, basta
probar que 2% es conexo. Como F,(X) es un continuo para cada n € Ny Fj(X) C
Fy(X) C -+ C F(X) C -+, tenemos que F(X) = (J,2; F,,(X) es un subconjunto
conexo de 2X. Asi, F(X) es conexo, por [3, Teorema 1.6, pag. 109]. Probemos que
m =2%X_ Sean A € 2% y £ > 0, dado. Como A es compacto, existen z1,...,2, € A
tales que A C U7_; By(zj,€). Definamos L = {z1,...,2,} y veamos que H(A, L) <e.
Es claro que L C Ay asi L C Ng(A,¢€). Ahora, sea x € A. Entonces existe j € {1,...,n}

tal que x € By(zj,¢). Luego d(z,L) < d(z,z;) < €. Por lo tanto, z € Ny(L,¢) y se
= 92X

sigue que A C Ny(L,¢). De esta manera concluimos que F'(X) y esto completa la
prueba del Teorema. O

Una herramienta muy 1til para estudiar la arcoconexidad en hiperespacios de continuos
es la nociéon de arco de orden, que introducimos a continuacion.

Definicién 1.20. Sea X un continuo. Un arco de orden en 2% es un arco tal que si
A, B € o tenemos que A C B o B C A. Un arco de orden de Ay a Ay en 2% es un arco
de orden « tal que Ay, A1 € a ysi A € a entonces Ag C A C A;.

Una prueba para el siguiente resultado puede ser consultada en [17, Teorema 1.8].

Teorema 1.21. Sean X un continuo y Ag, Ay € 2% tales que Ag # A;. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(1) existe un arco de orden en 2% de Ag a Ay;
(2) Ay C Ay y cada componente de Ay intersecta a Ag.
Teorema 1.22. Sea X un continuo. Entonces 2% es arcoconezo.

Demostracion. Sea A € 2¥ y A # X. Por la parte (1) del Teorema 1.21, existe un
arco de orden de A a X. Claramente esto implica que para cualesquiera dos elementos
de 2% existe un arco en 2% que los une. Asi, 2% es arcoconexo. [l

Para probar la arcoconexidad del hiperespacio C(X), usaremos el siguiente resultado
que probamos a continuacion.
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Proposicion 1.23. Sea X un continuo y sea « un arco de orden en 2. Si A € C(X)
es el punto inicial de o entonces o C C(X).

Demostracion. Sea B € o tal que B # A. Sea  un subarco de a con puntos finales
Ay B. Como « es un arco de orden, por [17, Teorema 1.6], tenemos que 3 es un arco de
orden de A a B. Asi, A C B y cada componente de B intersecta a A, por la parte (2)
del Teorema 1.21. Es facil ver que B = |J{A U K | K es una componente de B}. Como
cada componente de B intersecta a A y A es conexo tenemos que AU K es conexo para
cada componente de B. Por lo tanto, B es conexo. Asi, a C C'(X). O

Teorema 1.24. Sea X un continuo. Entonces C(X) es arcoconexo.

Demostracion. Sea A € C(X)y A # X. Note que existe un arco de orden « en 2% de
A a X, por la parte (1) del Teorema 1.21. Como A € C(X) y A es el punto inicial de «,
se sigue que @ C C'(X), por la Proposicion 1.23. Por lo tanto C'(X) es arcoconexo. [

Corolario 1.25. Si X es un continuo, entonces C(X) es un continuo.

Demostracion. El espacio C(X) es métrico compacto y conexo, por los Teoremas 1.17
y 1.24, respectivamente. Por lo tanto, C'(X) es un continuo. O

Terminaremos este capitulo con las definiciones de las funciones inducidas entre hiper-
espacios de continuos y algunas propiedades que satisfacen estas funciones.

Definicion 1.26. Sea f: X — Y una funcion entre continuos. Definimos 27 : 2X — 2V,
que llamaremos la funcion inducida entre los hiperespacios 2% y 2Y, por 2/ (A) = f(A)
para cada A € 2%,

Definicion 1.27. Sea f: X — Y una funciéon entre continuos. Definimos
F.(f): Fo(X) — F,(Y), que llamaremos la funcion inducida entre los hiperespacios

Fn(X) Y Fn(Y); por Fn(f) = 2f‘Fn(X)-

La siguiente definicion es necesaria para poder hablar de la funcion inducida C(f), para
funciones entre continuos que no son necesariamente continuas.

Definicion 1.28. Sea f: X — Y una funciéon entre continuos. Decimos que f es Dar-
bouz débil si f(A) es conexo para todo A € C(X).

La siguiente funcion es Darboux débil y se estudiard con més detalle en el capitulo 2.

Ejemplo 1.29. Sea X = {(z, sen(1/x)) : 0 < x < 1}. Consideremos la funcion f: X —
[0, 1] definida por,

Fla,y) = {0 si (z,y) € {(z,sen(1/x)) : 0 <z < 1}
) 1—lyl si(z,y)€{(0,y):-1<y<1}
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Definicion 1.30. Sea f: X — Y una funciéon Darboux débil. Entonces, definimos
C(f): C(X) — C(Y), lamada la funcion inducida entre los hiperespacios C(X) y C(Y)
por C(f) = 27 |c(x)-

Las definiciones de funciones inducidas no requieren la continuidad de f. Sin embargo, si
f es continua, entonces 2/ (A) = f(A), pues f(A) = f(A) es una funciéon continua entre
compactos de Hausdorff y, C(f) = 2f|C(X) y Fn(f) = 2f|Fn(X) estan bien definidas.
La siguiente proposicion relaciona la continuidad de f con la continuidad de 27.

Proposicion 1.31. Sea f : X — Y wuna funcion continua y sobreyectiva entre conti-
nuos. Entonces 27 es continua y sobreyectiva.

Demostracion. Sea f: X — Y una funcién continua y sobreyectiva entre continuos. del
Comentario 1.14, es suficiente probar que (2/)71((U)) = (f~1(U)) y (/)7 1(Y,V)) =
(X, f~1(V)), para cualesquiera abiertos U y V en Y.

Probemos primero que (2/)"*((U)) = (f~1(U)). Sea A € (2/)~1((U)). Entonces 2/ (A) €
(U). Luego, por la definicién de (U), f(A) C U. De esta manera, A C f~'(f(A)) C
fYU) y A € (f71(U)). Reciprocamente, si A € (f~1(U)), entonces A C f~YU) y
f(A) C U. Con esto tenemos que 27 (A) € (U) y A € (2171 ((U)).

Mostremos que (2/)71((Y, V) = (X, f~1(V)). Si A € (2/)71((Y, V), entonces 2/ (A) €
(Y, V). Luego, f(A)NV # (). De donde se sigue que ANf~1 (V) A0y Ac (X, f~1(V)).
De manera similar, si A € (X, f~1(V)), entonces AN f~1(V) # . Consecuentemente,
f(A) NV # . Con lo que concluimos que 2/(A) € (Y, V) y A€ (2/)7L({(Y,V)).
Finalmente, sea B € 2¥. Claramente, f~1(B) € 2% y 2/(f~Y(B)) = B. Luego 2/ es
sobreyectiva. O

Corolario 1.32. Sea f: X — Y wuna funcidn continua entre continuos, entonces C(f)
y F,(f) son funciones continuas.

Demostracion. Como f es una funciéon continua, entonces 2/ es una funciéon continua,
por la Proposicion 1.31. Asi, C(f) = 2f|,x y Fo(f)|F,(x) son funciones continuas. [
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Capitulo 2

Clases de funciones

En este capitulo definimos las funciones de conectividad, conectividad local, conexas,
Darboux y casicontinuas. También estudiaremos las relaciones que existen entre ellas.
Para ello, presentaremos teoremas que muestren dichas relaciones. Ademaés, daremos
contraejemplos cuando dichas relaciones no se den. Finalmente, daremos condiciones
sobre el dominio y el recorrido de las funciones, para asi, enunciar teoremas que muestren
algunas relaciones entre las funciones anteriormente presentadas.

2.1. Definiciones y propiedades

A continuacién introducimos las definiciones de las funciones que son nuestro principal
objeto de estudio en el desarrollo de este trabajo.

Definicion 2.1. Sean X y Y continuos, y sea f: X — Y una funcién. Diremos que:

1. f es una funciéon de conectividad si para todo conexo C' C X, se tiene que I'(f|¢)
es conexa.

2. f es una funcion de conectividad local si existe una cubierta abierta {Ug }aeca de
X tal que f|y, es una funcion de conectividad para todo o € A.

3. f es una funcion conexa si I'(f) es conexa.
4. f es una funcion de Darboux si f(C) es conexo para todo conexo C' C X.

5. f es una funcion casicontinua si para todo abierto N de X x Y con I'(f) C N,
existe una funcion continua g: X — Y tal que I'(g) C N.

Comentario 2.2. Es facil ver que para todo A C X, f|a es de conectividad, siempre
que f sea de conectividad. Lo anterior también se tiene para funciones de conectividad
local y de Darboux. Mas atin, para todo subconjunto cerrado A de X, se tiene que f|4
es casicontinua, siempre que f sea casicontinua. La ultima afirmacion se demostrara a
continuacion.
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La prueba del siguiente teorema fue tomada de [19].

Teorema 2.3. Sea f: X — Y una funcion casicontinua. St C es un subconjunto cerrado
de X, entonces f|lc: C =Y es una funcion casicontinua.

Demostracion. Sea N un conjunto abierto de C' x Y tal que I'(f|c) C N. Entonces
existe un conjunto abierto N’ en X x Y, de manera que N = N'N(C xY). El conjunto
N U[(X —C) x Y] es abiertoen X xY y I'(f) € NU[(X — C) x Y]. Como f es
casicontinua, existe una funcion continua F : X — Y, donde I'(F') C N'U[(X —C) x Y],
de ello que, F|¢ es una funciéon continua, y ademés I'(F|¢) C N. Por lo tanto, fl¢ :
C — Y es una funcién casicontinua. O

La siguiente proposicién nos muestra la relacion que hay entre las funciones de conec-
tividad, con las funciones de conectividad local, conexas y Darboux.

Proposicion 2.4. Sea f: X — Y una funcion entre continuos. Si f es una funcion de
conectividad, entonces f es de conectividad local, conexa y Darboux.

Demostracion. Sea f: X — Y una funciéon de conectividad; es decir, I'(f|¢) es un
conjunto conexo para cualquier conexo C' en X. Note que si tomamos {X} como una
cubierta abierta de X, entonces, como X es conexo, I'(f|x) es un conjunto conexo. Por
lo tanto, f es de conectividad local. Ahora, como f es de conectividad y X es conexo,
tenemos que I'(f|x) es un conjunto conexo. Ademas, I'(f) = I'(f|x). Asi, f es conexa.
Finalmente, sea mo: X X Y — Y la proyeccion definida por ma(x,y) = y. Sea C' un
conjunto conexo en X . Observe que f(C) = ma(I'(f|c)). Como f es de conectividad y o
es continua, tenemos que f(C') es conexo. De ello que, f es una funcién de Darboux. O

A continuacién, veremos que las funciones continuas pertenecen a las cinco clases de
funciones definidas al inicio del capitulo.

Proposicion 2.5. Sea f: X — Y una funcidn entre continuos. Si f es una funcion
continua, entonces f es de conectividad, conectividad local, conexa, Darbouz y casicon-
tinua.

Demostracion. Como f: X — Y es una funcién continua, tenemos que la funcion

H: X — I'(f), definida por H(z) = (z, f(x)), es también una funcién continua. Si C
es un conjunto conexo de X, entonces H(C) = I'(f|¢) es un conjunto conexo. Asi, f
es una funcién de conectividad. La funciéon f también es una funcion de conectividad
local, conexa y Darboux, por la Proposiciéon 2.4. Finalmente, sea N un conjunto abierto
de X x Y, tal que I'(f) € N. Como f es una funcién continua, se tiene que f es una
funcién casicontinua. O

El siguiente ejemplo muestra que el reciproco de la anterior proposiciéon no se tiene.

Ejemplo 2.6. Existe una funcién de conectividad, conectividad local, conexa, Darboux,
casicontinua y no continua.
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Sea f:[0,1] — [—1,1], definida de la siguiente manera,

_ Jsen(l/z) si0<x <1
fw_{o si = 0.

Figura 5: Grafica de la funcién f

Veamos primero que f es una funcion de conectividad. Sea C' un conexo de [0, 1] que
contenga al cero. Asi, C' = [0,d] o C' = [0,9), donde 0 < § < 1. En el primer caso se
tendra que,

{(z,sen(1/x)) : 0 < x <0} CT'(fle) C {(z,sen(1l/z)) : 0 < x < 4§},

y en el segundo caso tendremos que,

{(z,sen(1/x)) : 0 < x <0} CT(flc) C {(z,sen(1l/z)) : 0 < x < d}.

Sabemos que los conjuntos {(z,sen(1/x)) : 0 < x <}y {(x,sen(1/z)) : 0 < z < ¢} son
conexos, de ello que, T'(f|c) es un conexo |3, Teorema 1.6, pag. 109]. Ahora, si C' es un
conexo de [0, 1] que no contiene al cero, entonces I'(f|¢) es homeomorfo a un intervalo.
Asi, T'(f|c) es un conexo. Por lo tanto, f es una funcion de conectividad. La funcion
f también es una funcién de conectividad local, conexa y Darboux, por la Proposicion
2.4. Sea N un conjunto abierto de X x Y, tal que I'(f) C N. Existe un ntunero § > 0,
de manera que By((0,0),) C N. Sea ¥ = max{x € [0,1] : d(B4((0,0),8)) NT(f) # 0}.
Sea g: [0,1] — [—1, 1], definida como

1/
sen(l/2)  Go<e<z

g(x) = z R
sen(l/z) siz<x<1.

Claramente g es una funcién continua y I'(g) € N. Por lo tanto, f es una funcién
casicontinua. Finalmente, veamos que f no es una funcién continua en z = 0. Sea
(xr)52,, donde z,, = 2/(4n + 1)m. La sucesion z,, converge a cero, pero f(z,) tiende a
uno. De ello que, f no es una funcién continua en x = 0.
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Figura 6: Grafica de la funcién g

El siguiente teorema nos muestra que casicontinuidad implica conexidad. La prueba fue
tomada de [19].

Teorema 2.7. Sea f: X — Y una funcidn entre continuos. Si f es una funcién casi-
continua, entonces f es coneza.

Demostracion. Supongamos que f no es una funciéon conexa. Es decir, existen conjuntos
abiertos Ay B de X xY, tales que ANB =0, I'(f) € AUB, ANT(f) # 0y BNL'(f) # 0.
Sean a y ben X tales que (a, f(a)) € Ay (b, f(b)) € B.Sean: X xY — X la proyeccion
definida por 7(z,y) = z. Sean A’ = A\r~1(b) y B’ = B\n~!(a). Tenemos que A’ U B’
es un conjunto abierto en X x Y y I'(f) € A’UB’. Como f es una funcion casicontinua,
existe una funcion continua F: X — Y, tal que I'(F) ¢ A’ U B’. Pero A" y B’ son
conjuntos abiertos disyuntos, tales que (a, F(a)) € A', (b,F (b)) € B'. Asi, I'(F') no es
conexa, pero esto es absurdo porque F es una funcién continua. Por lo tanto, podemos
concluir que f es una funcion conexa. O

Los Ejemplos 2.10 y 2.11 que a continuacién se muestran, fueron aportados por nosotros.
Los demaés ejemplos fueron tomados de [19], |[14] y [15]. Los siguientes ejemplos exhiben
implicaciones que en general no se tienen entre las funciones anteriormente definidas.

Ejemplo 2.8. Existe una funcién de conectividad local, que no es de conectividad, no
es conexa, no es Darboux y no es casicontinua.

Sea X = {(z,sen(l/z)):0<x <1}. Consideremos la funcién -caracteristica
X{0}x[-1,1]* X — [0, 1] definida por

= {1 s @y e} -1
X{0px[-1,1] 0 si(z,y) € X\ {0} x [-1,1].

Para ver que esta funcién es de conectividad local, basta con tomar la cubierta abierta
U = {U1,Us} de X, donde los conjuntos abiertos Uy y Us son:

Uy = [(—1/2,3/2) x (0,3/2)] N X
Us = [(—1/2,3/2) x (—3/2,1/2)] N X.

Es facil ver que si C' es un conexo contenido en U; o Us, entonces f|c es constante. Asi,
f es de conectividad local.
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Figura 7: Grafica de la funcion x(oyx[-1,1]
/

N

Veamos que f no es una funciéon conexa. Observando que I'(f) estd contenido en el
espacio (X x {0})U (X x {1}), podemos concluir que f no es una funcion conexa. Como
f no es una funcién conexa, tenemos que f no es una funcién de conectividad, por la
Proposicion 2.4. La funciéon f no es de Darboux, porque f(X) = {0,1}. Finalmente,
probemos que f no es casicontinua. Consideremos los siguientes conjuntos abiertos:

U =[(0,3/2) x (=3/2,3/2)] N X x (-1/2,1/2)
Uz = [(=3/2,1/2) x (=3/2,3/2)] N X x (1/2,3/2),
claramente I'(f) C U; U Uy, pero no existe una funciéon continua g: X — [0,1], de

tal manera que su grafica quede contenida en U; U Us. Por ende, f no es una funcién
casicontinua.

Ejemplo 2.9. Existe una funcién conexa que no es de conectividad ni de Darboux.

Sea X = {(z,sen(1/x)) : 0 < x < 1}. Consideremos la funcion f: X — [0,1] definida
por

Fla,y) = {0 si (z,y) € {(z,sen(l/x)) : 0 <z < 1};
) 1—|y| si (x,y)e{((),y):_lgygl}‘

Claramente los conjuntos A = {(z,y,0) : (z,y) € {(x,sen(1l/z)) : 0 < z < 1}} y
B = {(z,y,1 —|y|) : (z,y) € {(0,y) : =1 < y < 1}} son conexos, y I'(f) = AU B.
Ahora, es facil ver que el punto (0,1,0) € BN A. Asi, podemos concluir que I'(f) es
un conexo de X x [0,1]. Por lo tanto, f es una funcién conexa. Veamos que f no es
Darboux. Consideremos el conjunto conexo C' = {(x,sen(1/z)) : 0 < z < 1} U {(0,0}
de X. Tenemos que f(C) = {0,1}, de ello que, f no es una funciéon de Darboux. Asi, la
funcion f tampoco es de conectividad, por la Proposiciéon 2.4.

Ejemplo 2.10. Existe una funcién conexa, que no es de conectividad local y tampoco
es casicontinua.
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Figura 8: Graﬁca _de la funcioén f

Sea S' = {e?™ . (0 < t < 1}. Definimos f: S* — [0,1/2] como
i t si0

f(e™) = { )

2

Probemos que f es una funcién conexa. Como f es una funcién continua en S*\(1,0),
tenemos que I'(f[g1\(1,0)) es un conjunto conexo. No es dificil ver que I'(f|g1\(1,0)) C

N[
n
=

L(f) € T(fls1\a,0))- Asi, T'(f) es un conjunto conexo, porque estd entre un conjunto
conexo y su adherencia. Mostremos que f no es de conectividad local. Consideremos
cualquier cubierta abierta {U, }aen de X. Sea Uy, la vecindad del punto (1,0). Sabemos
que f |Ua0 no es de conectividad, porque se puede encontrar un conjunto conexo C'
contenido en U,,, de tal forma que, f(C) = [0,6] U {1/2}, donde 0 < ¢ < 1/2. De
ello que, I'(f|¢) no es un conjunto conexo. Asi, f no es una funciéon de conectividad
local. Consideremos el conjunto abierto N = {U,cg1[Br2(z,1/5) x Br(f(x),1/5)]} de
St % [0,1/2], que contiene la grafica de f. Sea la sucesion x, = e>™1=37) convergente
a (1,0). Note que, para toda funciéon g: S* — [0,1/2] cuya gréfica esté contenida en N,
tenemos que, g(x,) € (1/2 —1/5,1/2 + 1/5), para todo n € N. Asi, g sera discontinua
en el punto (1,0), porque ¢(1,0) € (=1/5,1/5) y g(zy) € (1/2 —1/5,1/2 + 1/5) para
todo n € N. Por lo tanto, la funciéon f no es casicontinua.

Ejemplo 2.11. Existe una funciéon f: X — [0, 1] casicontinua que no es de conectivi-
dad, no es de conectividad local y no es de Darboux.

Sea X = U A,, donde A = {(z,z) : 0 < =
1},... Ay ={(z,z/n) : 0 <z < 1} Definimos f: X

1},A2 = {(z,z/2) : 0 < z <

il/\
=)
s
e}

S

L]

Fla,y) = {:B si (z,y) € {(z,0):0<x <1},



Para ver que f es casicontinua, debemos notar que para cualquier § > 0, y cualquier
conjunto abierto N = {U,ecx[Bg2(z,d) x Br(f(x), )]} que cubre la gréfica de la funcion
f, siempre podemos construir la siguiente funcion continua g : X — [0, 1].

() = 4" si (z,y) € ({(t,5):0<t <1, 0<s<d}NX),
PEP 70 i@y e X\{(ts):0<t<1, 0<s <o)

Claramente g es continua, porque hemos arreglado los problemas de discontinuidad
que habian en los puntos de la forma {(z,0) : 0 < = < 1}, con respecto a la funciéon
f. La funcion f no es una funcién de Darboux, porque al tomar el conjunto conexo
C=U2,4,U{(1,0)} de X. Tenemos que f(C) = {0,1}. Como f no es una funcion
de Darboux, la funcién f no es de conectividad, por la Proposicion 2.4.

Finalmente, probemos que f no es una funcion de conectividad local. Observemos que
para cualquier cubierta abierta {Us}aen, donde Uy, es vecindad del punto (0,0), flu,,
no es una funcién de conectividad, porque siempre se puede encontrar un conjunto
conexo D contenido en U,, que sea homeomorfo a X. Asi, como probamos que f no
era una funcion de conectividad, podremos probar de manera similar que f ‘Uao no es
una funcién de conectividad. De ello que, f no es una funcién de conectividad local.

Ejemplo 2.12. Existe una funcién de Darboux que no es de conectividad, no es de
conectividad local, no es conexa y tampoco es casicontinua.

Sea f:[0,1] — [0, 1] definida como

0 si w(z) =z,
fx) =< w(z) siw(x)#uw,
1/2  size{0,1}.

Donde w es la funcion de Césaro-Vietoris definida en el capitulo 1. Veamos que f(C) =
[0, 1] para todo conexo no degenerado C' C [0, 1]. Es claro que existen a y b en [0, 1] tales
que [a,b] C C. Sea y € [0, 1], existe un valor z,, = 0.ajasz... € [a,b], tal que w(z,) = v,
por la Proposicion 1.9. Si z, # w(xy), f(z,) = y. Por otra parte, si , = w(x,), entonces
consideramos un intervalo [a/, V'] C [a,b], tal que x, & [a’,V']. Asi, podemos encontrar
un punto m € [d/,¥], de manera que w(m) = y, de nuevo por la Proposicion 1.9. Por
lo tanto, f(m) = y. Finalmente, podemos concluir que f(C) = [0, 1]. Esto es suficiente
para probar que f es una funcion de Darboux.

Probemos que f no es una funcién conexa. Como la diagonal {(z,z) : 0 <z < 1} no
estd en la grafica de la funcion f. Tenemos que la recta y = x permite separar a la
grafica de f. De ello que, f no es una funcién conexa. Asi, f tampoco es una funcién de
conectividad, por la Proposicion 2.4. Mostremos que f no es una funcion de conectividad
local. Sea {U, }aea una cubierta abierta de [0,1], y Uy, una vecindad del punto = = 0.
Podemos encontrar un valor 6 > 0, tal que el conjunto conexo [0,0) C U,,. Si vemos la
grafica de f|[o5), se encontrard que el conjunto {(z,7) : 0 < z < ¢} la separa. De ello
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que, f |Ua0 no es de conectividad. Por ende, f no es una funcién de conectividad local.
Finalmente, como f no tiene punto fijo, obtenemos que f no es una funcién casicontinua
por [19, Teorema 3, pag. 252].

Proposicion 2.13. Eziste una funcion de conectividad que no es casicontinua.

Demostracion. Sea D el disco unitario en R2. Definimos

sen <+y>‘ si (,) € D\ {(0,0)};
0 si (z,y) = (0,0).

Veamos que f es una funcién de conectividad. Sea C' un conjunto conexo de D que
no contiene al punto (0,0). La grafica de f|c es un conjunto conexo, porque f es
una funcién continua en D\(0,0). Ahora, sea C' un conjunto conexo de D que contie-
ne al punto (0,0). Tenemos que I'(f|c) = T'(f|en0,0) U {(0,0), £(0,0)}. Sabemos que

flz,y) =

L(fle\(0,0)) s un conjunto conexo. Como C' es un conjunto conexo, (0,0) € C\(0,0),
es decir, existe una sucesion (x,)nen € C\(0,0), tal que x, converge al punto (0,0).
Ahora, si V' es una vecindad del punto {(0,0), f(0,0)}, existe un namero § > 0, tal
que Bg2((0,0),0) x Br((0,0),0) C V. Sabemos que existe N € N, tal que z, €
Bg2((0,0),d) para todo n > N. Ademaés, como f(x,) oscila entre [—1,1], existe al
menos un punto (z,, f(z,)) € Bgr2((0,0),d) x Br((0,0),d), para algan n > N. Por lo
tanto, {(0,0), f(0,0)} € I'(flc\(0,0))- Ahora, como I'(f|cn0,0) € T'(fle) € T'(flevo,0)s
I'(f|c) es un conjunto conexo [3, Teorema 1.6, pag.109]. Finalmente, podemos concluir
que f es una funciéon de conectividad.

Considere F: D — Y definida por F(z,y) = ((x,y), f(z,y)), donde Y = T'(f). Sea
p: I'(F) = T'(f), definida por ¢((z,y), F(x,y)) = ((z,y), f(x,y)). Es facil ver que ¢ es
un homeomorfismo. De lo anterior se deduce que F' también es una funcién de conec-
tividad. Sea C' la frontera de D. Definimos ¢: D\(0,0) — C por, ¢(p) es el punto en
C' mas cercano a p. Veamos que F' no es casicontinua. Como F|¢ es continua, existe
d > 0, tal que si dr2((z1,y1), (z2,92)) < 0, entonces dgr (F((x1,y1), F(22,y2)) < 1/16.
Sea ¢’ = min{d,1/8}, y considere el conjunto abierto U de D x Y, definido por U =
U(Ly)eD[BRz((a:,y),é’) X Bre((z,9),0") x Br(F(z,y),d")]. Claramente, I'(F') C U. Sean
n'y m puntos de Uﬂﬂl_)l(x,y), donde (z,y) € Cyn: DXY — D. Entonces n = (x,y) X
(@1,91) x {F(z1,91)}, m = (z,y) x (x2,y2) ¥ {F (22, y2)}, donde dg2((x1,41), (z,y)) <
&'y dr2((22,92), (x,9)) < & Ahora, dr2((x1,91), (22,92)) < drz((21,31), (z,y)) +
drz((z2,92), (z,y)) < 20 < 1/4, también tenemos que dr(F(x1,y1), F(x2,92)) <
dr(F(x1,11), F(z,y)) + dr(F(x,y), F(x2,y2)) < 1/16 + 1/16 = 1/8. De ello que,

dgs(n,m) = drs((x1,y1) X {F(21,91)}, (T2, y2) X {F(22,92)}) < dp2((21, 1), (22, 2)) +
dr(F(z1,y1), F(22,92)) < 3/8. Por lo tanto, diam(U N 7' (z,y)) < 1/2 para todo
(z,y) € C. Asumamos que existe una funciéon continua g: D — Y, tal que I'(g) C U.

Veamos que dgz (¢(7p(9(z,y))), (z,y)) < 1paratodo (z,y) € C. Note que ((z,y),9(,y))
y ((z,9), F(z,y)) estan en U N7y (z,y). Asi,

drs((z,y) % g(z,y), (z,y) X F(z,y)) = drs(g9(z,y), (z,y) x f(z,y)) <1/2.
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Como
dp2(mp(9(2,9)), (2,9)) < dgs(g(z,y), (z,y) x f(z,y)) < 1/2,

tenemos que,

dr2(9(7p(9(,v))), (z,9)) < dp2(@(mp(9(2,9))), 7D (9(, y))+
dr2(mp(9(2,9)), (v, y)) <1/2+1/2 =1,

para todo (z,y) € C. En particular (¢ompog): C' — C no es homotopica a una constante
(ver[16, 12.37, 12.38 pag. 72]). Como g(D) € {(0,0)} x I y g(D) es localmente conexo.
Obtenemos que (0,0) € mp(g(D)). Asi, ¢ o mp o g esté bien definida y es continua. Por
ende, pompog es homotopica a una constante por [16, 12.35, pag. 256]. Asi, porpog|c es
homotoépica a una constante, lo cual es absurdo por lo dicho anteriormente. Finalmente,
podemos concluir que F' no es casicontinua.
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La siguiente tabla muestra las implicaciones generales, entre las funciones anteriormente

estudiadas.
= Conectividad |Conectividad | Conexa Darboux |Casicontinua
local
v v v X
Conectividad v Proposicién | Proposicién |Proposicién Proposicion
2.4 2.4 24 2.13
X X X X
Conectividad
local Ejemplo v Ejemplo Ejemplo Ejemplo
2.8 2.8 2.8 2.8
X X X X
Conexa Ejemplo Ejemplo v Ejemplo Ejemplo
2.9 2.10 2.9 2.10
X X X X
Darboux Ejemplo Ejemplo Ejemplo v Ejemplo
2.12 2.12 2.12 2.12
X X v X
Casicontinua | Ejemplo Ejemplo Teorema Ejemplo 4
2.11 2.11 2.7 2.11
O
2.2. Teoremas adicionales

En esta seccién enunciaremos algunos teoremas que muestran relaciones entre las funcio-
nes que preservan conexidad, para ello, serd indispensable considerar en los enunciados
de los teoremas, funciones que preservan conexidad con conjuntos de salida especiales.

El siguiente teorema fue probado por nosotros y nos muestra cudndo una funcién casi-
continua es una funciéon de Darboux.

Teorema 2.14. Sea X una dendrita. St f: X — Y es una funcidn casicontinua, en-
tonces f es una funcion de Darbous.

Demostracion. Como f es una funcion casicontinua, tenemos que f es una funcion
Darboux débil [7, Lema 1, pag. 70]. Como X es una dendrita, tenemos que f es una
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funcién de Darboux, por el Teorema 3.22. O

Los siguientes resultados muestran cuindo una funcién conexa es de conectividad, y
cuando una funcién casicontinua es de conectividad. La prueba de los siguientes teore-
mas puede ser encontrada en [14].

Teorema 2.15. Sea X una dendrita tal que cada arco en X contiene solo un nimero
finito de puntos de ramificacion de X. Entonces cada funcion conexa de valores reales
en X es una funcion de conectividad.

Teorema 2.16. Si X es una dendrita tal que cada arco en X contiene solo un nimero
finito de puntos de ramificacion de X, entonces cada funcidn casicontinua de valores
reales en X es una funcion de conectividad.

Con los siguientes teoremas mostramos cuando una funciéon de conectividad local es
conexa, y también cudndo una funciéon de conectividad local es de conectividad. Los
siguientes teoremas requieren demasiados resultados para su prueba, por ende, no seran
demostrados en este trabajo. Consultar la prueba en [15].

Teorema 2.17. Sea X un continuo de Peano. Entonces cada funcion de conectividad
local de X a un espacio topoldgico Y, es una funcion conexa.

Teorema 2.18. Sea X wun espacio métrico arcoconero. Entonces cada funcion de co-
nectividad local de X a un espacio topologico Y, es una funcion conexa.

Teorema 2.19. Sea X un espacio métrico hereditariamente arcoconexo. Entonces ca-
da funcion de conectividad local de X a un espacio topolégico Y, es una funcion de
conectividad.

Teorema 2.20. Sea X wuna dendrita. Entonces cada funcion de conectividad local de
X a un espacio topoldgico Y, es una funcion de conectividad.
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Capitulo 3

Composicion y factor

En cursos de céalculo encontramos que la composicién de dos funciones continuas, es una
funcién continua. En general, si tenemos una clase de funciones, es natural estudiar si la
composicion de dos funciones en esta clase, estd nuevamente en el mismo conjunto. Otra
propiedad importante es determinar en que condiciones siempre que la composiciéon de
dos funciones esta en una determinada clase, entonces alguna de las funciones esta en
la clase. Estas propiedades las definiremos formalmente y las llamaremos propiedad de
composicion y factor, respectivamente.

Este capitulo lo dividimos en dos grandes secciones donde estudiaremos la propiedad
de composicion y la propiedad del factor, para las clases de funciones que hemos venido
estudiando.

3.1. Propiedad de composicién

Abordamos cada clase de funciones en subsecciones. Mostramos ejemplos y condiciones
para que la propiedad de composicién sea satisfecha.

Definicion 3.1. Sea M una clase de funciones. Si para cada f y g en M, tenemos que
go f € M, entonces diremos que la clase M tiene la propiedad de composicion.

Como mencionamos en la introduccién, la clase de funciones continuas tiene la propiedad
de composicion. Otras clases conocidas muy bien con la propiedad de composicion, son
las funciones inyectivas y la clase de funciones sobreyectivas.

3.1.1. Funciones de conectividad

Como mostramos en el siguiente ejemplo, la clase de funciones de conectividad no tiene
la propiedad de composicion. El siguiente ejemplo fue tomado de [10].

Ejemplo 3.2. Existen funciones de conectividad f y g, tales que g o f no es de conec-
tividad.
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Sea f:[0,1] x [0,1] — [0, 1] la funcién proyeccion definida por f(x,y) = x. Claramente
la funcién f es continua y por tanto de conectividad. Sea g: [0,1] — [0,1] definida de
la siguiente manera

B 1+sen2(27r/:c) si0<x<l,
g(x) = .
1 si x = 0.

De la misma forma como demostramos que la funcién en el Ejemplo 2.6 es de conectivi-
dad, se demuestra que g también es una funcién de conectividad. Probemos que go f no
es de conectividad. Consideremos el conjunto conexo D = ([0, 1] x {0}) U [U2, ({1/i} x
[0,1])]U{(0,1)} de [0,1] x [0, 1]. Note que el punto (0,1, 1) esta en la grafica de go f|p.
Ahora, veamos que ([0,1/3]x[2/3,1]x[2/3,1])N'(gof|p) = {(0,1,1)}. Supongamos que
existe (z,y,z) # (0,1,1), tal que (x,y,z) € ([0,1/3] x [2/3,1] x [2/3,1]) N T'(g o f|D)-
Como los puntos de la forma (0,k), con 0 < k < 1, no estan en D, tenemos que
x #0.Sea 0 < x <1/3. Como y € [2/3,1], z es de la forma 1/n con n > 3. Ahora,
g(f(1/n,y)) = g(1/n) = 1/2, pero eso es absurdo, porque el punto (1/n,y,1/2) no esta
en el conjunto [0,1/3] x [2/3,1] x [2/3,1]. Asi, (0,1, 1) es un punto aislado de I'(go f|p).
Por lo tanto, I'(go f|p) no es un conjunto conexo. Por ende, podemos concluir que go f
no es una funcién de conectividad.

Note que el ejemplo anterior muestra que la compuesta de dos funciones de conectivi-
dad, donde una de ellas es continua, no es de conectividad. Con el siguiente resultado
vemos que si tomamos correctamente una funcién continua, entonces tendremos que la
compuesta serd de conectividad.

Teorema 3.3. Sean f: X — Y una funcion de conectividad y g: Y — Z una funcion
continua, entonces go f: X — Z es de conectividad.

Demostracion. Supongamos que go f no es de conectividad. Esto es, existe un conjunto
conexo D C X, tal que I'(go f|p) no es conexo. Entonces, existen conjuntos abiertos U
yVde X x Z, tales que UNV =0 y I'(go f|p) = U UV. Considerando los conjuntos
abiertos U y V' en términos de la base; escribimos U = U yey(Us X Vo) y V. =
Uar,2nev (Uz x Vzr). Como g es continua, tenemos que los conjuntos M = U, .)ep (Uz X
g (V2)) y N = U onev Uy x g71(Var)) son conjuntos abiertos en X x Y. Veamos
que I'(f|p) € M UN. Sea (z, f(x)) € T'(f|p). Sabemos que (z,g(f(x))) € T'(go f|p)-
Supongamos sin pérdida de generalidad que (z, g(f(z))) € U. Asi, existe U, x V, tal
que (z,g(f(x))) € Uy x V., C U. Pero esto implica que (z, f(z)) € U, x g~ (V,) C M.
Lo anterior implica que I'(f|p) € M UN. Ademas, M NN = (), porque UNV = (). Pero
lo anterior contradice que f es de conectividad. Por lo tanto, I'(go f|p) es conexa para
todo conexo D C X, esto es, go f es una funciéon de conectividad. [l

Es natural preguntarnos si bajo alguna condicién particular sobre los espacios la com-
posicién de funciones de conectividad siempre es una funcién de conectividad.

Pregunta 3.4. ;Existe una familia de continuos £, tal que la composicion de dos
funciones de conectividad definidas en £, es de conectividad?
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3.1.2. Funciones de conectividad local

Al igual que las funciones de conectividad, empezaremos con un ejemplo creado por
nosotros donde mostramos que la composicion de funciones de conectividad local no es
de conectividad local.

Ejemplo 3.5. Existen funciones de conectividad local f y g, tales que g o f no es de
conectividad local.

Sea f1:]0,1] — [—1, 1] definida por
sen(l/xz) si0<z <1,
fulz) = (1/z) |

0 siz=0.

Sabemos que f; es de conectividad local por el Ejemplo 2.6. Sea f: [0,1] — [0,1] X
[—1,1] definida por f(z) = (z, fi(x)). Probemos que f es de conectividad local. Sea
o: I'(f) = T'(f1) definida por o(z, (z, fi(x)) = (x, fi(z)). Es facil probar que ¢ es un
homeomorfismo. De esta observacion se sigue que f es de conectividad local.

Sea g: I'(f1) — [0, 1] definida por

g(z,y) = {1 si (z,y) € {(0,y) : ~1 <y <1},
70 s (@y) e TEMO.9) s -1 <y <13,

Veamos que g es de conectividad local. Sea ¢ = {Uy, U2} una cubierta abierta de I'(f1),
donde Uy = [(—1/2,3/2) x (1/2,3/2)]NT'(f1) y U2 = [(—1/2,3/2) x (=3/2,2/3)]NT(f1).
Todo conexo C de Uy o de Uy es homeomorfo a un intervalo. Ademas C debe estar
contenido en {(0,y) : =1 <y <1} o I'(f1) \{(0,y) : =1 <y < 1}. De esta manera g(C')
es constante. Por lo tanto, I'(g|c) es un conjunto conexo. Asi, g|y, v g|v, son funciones
de conectividad y ¢ es una funcién de conectividad local. Es facil ver que la grafica de
g o f estd dada como en la Figura 9.

Probemos que g o f: [0,1] — [0,1] no es una funcién de conectividad local. Si conside-
ramos cualquier abierto U = [0,a) C [0, 1], tenemos facilmente que

I(g o flv) = {{(0, 1)} U[(0,a) x {0}]}.

De lo que se sigue que g o f no es una funcioén de conectividad local.
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Figura 9: Funcién composicion.

1

El siguiente teorema nos muestra que al componer una funcién continua con una funcién
de conectividad local, resulta una funcién de conectividad local, siempre y cuando la
funcién de conectividad local actiie de primero.

Teorema 3.6. Sean f: X — Y wuna funcion de conectividad local y g:' Y — Z una
funcion continua, entonces go f: X — Z es una funcion de conectividad local.

Demostracion. Supongamos que ¢g o f no es una funcién de conectividad local. Esto
quiere decir que para toda cubierta abierta {U, }aea de X, existen g € A y un conexo
D c U,,, tal que I'(g o f|p) no es un conjunto conexo. Entonces, existen conjuntos
abiertos U y V de X x Z, tales que UNV =0 y I'(go f|p) = U UV. Considerando los
conjuntos abiertos U y V' como sigue: U = U, )er (Us X V2) y V = Uy ryev (U X Vo).
Como g es continua, tenemos que los conjuntos M = U, )er (U X g (V) y N =
U(a,2yev Uz x g~ (V1)) son conjuntos abiertos en X x Y. Note que, NN M =0 y
I'(f|p) € NU M. Pero esto contradice que f es una funcion de conectividad local. Asi,
existe una cubierta {U, }aen de X, tal que I'(g o f|p) es un conexo para todo conexo
D Cc U,y go fly, es una funcién de conectividad para todo o € A. Por ende, go f es
una funcién de conectividad local. O

Las funciones que usamos en el Ejemplo 3.5 estan definidas entre continuos con propie-
dades particulares. De esta manera es importante plantear la siguiente pregunta:

Pregunta 3.7. ;Existe una familia de continuos £, tal que la composicion de dos
funciones de conectividad local definidas en £, es de conectividad local?
3.1.3. Funciones conexas

Como en los dos casos anteriores, empezaremos exhibiendo un ejemplo que muestra que
la composiciéon de dos funciones conexas, no necesariamente vuelve a ser una funciéon
conexa.
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Ejemplo 3.8. Existen funciones conexas f y g, tales que go f no es una funcién conexa.

Sea f: [0,1] — S! definida como f(t) = €?™. Claramente f es una funcién continua y
por tanto conexa. Sea g: S' — [0,1/2], definida por
ey [t s0<St<1y2
1/2 silj2<t<l.

Aunque g no es continua en 0, es sencillo ver que ¢ es una funciéon conexa. La funcién
go f:]0,1] — [0,1/2] no es conexa, porque (1,0) es un punto aislado de I'(g o f) (ver
Figural0 ).

Figura 10: Grafica de la funcién g o f.
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El siguiente teorema muestra que la composicién entre una funcién continua y una
funcién conexa, es una funcioén conexa, siempre y cuando la segunda funciéon que actua
sea continua. El orden en que se toman las funciones en la composiciéon es importante,
porque como vimos en el ejemplo anterior, al componer una funcién continua con una
funcién conexa, no necesariamente obtenemos una funcién conexa.

Teorema 3.9. Sean f: X — Y wuna funcion conexa y g: Y — Z una funcion continua,
entonces go f: X — Z es una funcidn conexa.

Demostracidon. Supongamos que g o f no es una funciéon conexa. Entonces, existen con-
juntos abiertos U y V de X x Z, tales que UNV = () y I'(go f) = UUV. Considerando los
conjuntos abiertos U y V' como sigue: U = U, ey (Us X V2) y V = U onyev (Up X Vi),
Como g es continua, tenemos que los conjuntos M = U, )er(Us X g '(V) y N =
U, 2nev (Ugr X g 1(V./)) son conjuntos abiertos en X x Y. Note que, NN M =y
['(f) € NUM. Pero esto contradice que f es una funcion conexa. Por lo tanto, podemos
concluir que g o f es una funcién conexa. O

Al igual que para las funciones de conectividad, no sabemos si podemos dar alguna
condicién especifica a los espacios para que la composicién de funciones conexas sea
conexa.
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Pregunta 3.10. ;Existe una familia de continuos £, tal que la composiciéon de dos
funciones conexas definidas en £, es conexa?

En particular, podemos preguntarnos: ;Si f y g son funciones conexas definidas entre
arcos, entonces la composiciéon g o f es conexa?

3.1.4. Funciones de Darboux

Como veremos a continuacion, las funciones de Darboux son la tnica clase, de las que
abordamos en este trabajo, que satisface la propiedad de composicion.

Teorema 3.11. Sean f: X — Y y g: Y — Z dos funciones de Darbouz, entonces
go f: X — Z es una funcion de Darbouz.

Demostracion. Sea C un conjunto conexo de X, f(C) es un conjunto conexo de Y,
porque f es una funciéon de Darboux. Més atn, g o f(C) = ¢g(f(C)) es un conjunto
conexo de Z, porque g es una funciéon de Darboux. De ello que, g o f es una funcion de
Darboux. O

3.1.5. Funciones casicontinuas

En esta subseccion, empezamos mostrando un ejemplo de dos funciones casicontinuas
tales que la composicion entre ellas no es una funcién casicontinua. Mas adelante, ve-
remos que la composiciéon de una funcién casicontinua con una funcién continua, si es
una funcién casicontinua.

Ejemplo 3.12. Existen funciones casicontinuas f y g, tales que go f no es una funciéon
casicontinua.

Sea f:[0,1] — {(z,sen(1/x)) : 0 < z < 1} definida como
f(x):{(0,0) si x = 0;

(x,sen(l/x)) si0<az<1.

Veamos que f es una funcion casicontinua. Sea U un conjunto abierto, tal que T'(f) C
U. Como el punto (0,0,0) esta en la grafica de f, existe 6 > 0, tal que [(—0,d) X
(=6,0) x (—0,0)] C U. Sabemos que existe un valor k € (—0d,0), tal que sen(1/k) = 0.
Consideremos la siguiente funcion F': [0,1] — {(z,sen(1/x)) : 0 < x < 1}, definida por

(0,0) si x = 0;
F(xz) =< (x,0) si0<ax <k
(x,sen(1l/x)) sik <z <1

Claramente F' es una funcion continua. Ademas, I'(F) C U. Por lo tanto, f es una
funcion casicontinua. Sea g: {(z,sen(1/z)) : 0 <z < 1} — [0, 1], definida como

g(z,y) = {1 gl si(zy) € i(0y): —Lsy < 1;
) 0 si (xz,y) € {(z,sen(1/x)) : 0 <z < 1}\{(0,y) : =1 <y < 1}.
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Probemos que g es una funcién casicontinua. Sea U un conjunto abierto, tal que I'(g) C
U. De manera similar a como argumentamos para definir F', existe § > 0, tal que
{l(x=06,240)x(y—=0,y+0) x (1 =|y]) =6,(1=[y)) + )] : (z,y) €{(0,y) : =1 <y <
1}} C U. Sabemos que existe un valor k € (—4,9), tal que sen(1/k) = 1. Consideremos
la siguiente funcion G: {(z, sen(1/x)) : 0 < z < 1} — [0, 1] definida por

1—1y| si (z,y) €{(0,y) : —1 <y <1}
G(z,y) =< 1—[sen(1/z)| si(z,y) € {(x,sen(1/z)):0 <z < k};
0 si (x,y) € {(z,sen(1/x)) : k <x < 1}.

La funcion G es una funcién continua, porque logramos solucionar los problemas de
discontinuidad que tenia la funciéon g, en los puntos de la forma {(0,y) : =1 <y < 1}.
Ademsés, I'(G) C U. Por lo tanto, g es una funcién casicontinua. Finalmente, no es dificil
ver que el punto (0, 1) es un punto aislado de I'(go f). Asi, la funciéon go f no es conexa.
Por lo tanto, g o f no es casicontinua por el Teorema 2.7.

Los siguientes dos teoremas muestran que la composicion entre una funcién continua y
una funcién casicontinua, siempre es casicontinua. Las demostraciones de los Teoremas
3.13 y 3.14 fueron tomadas de [19]

Teorema 3.13. Sean f: X — Y wuna funcion casicontinua y g: Y — Z una funcidn
continua, entonces go f: X — Z es una funcion casicontinua.

Demostracion. Sea N un conjunto abierto de X x Z, tal que I'(go f) C N. Sea g, :
X xY — X x Z definida como g.(z,y) = (x, g(y)). Tenemos que g; ' (N) es un conjunto
abierto de X xY y I'(f) C g '(N). Como f es una funcién casicontinua, entonces existe
una funcién continua F': X — Y de manera que, I'(F) C g7 '(N). Asi, go F: X — Z
es una funcion continua y I'(g o F') C N, de ello que, go f: X — Z es una funciéon
casicontinua. O

Teorema 3.14. Sean f: X — Y wuna funcion continua y g: Y — Z una funcion
casicontinua, entonces go f: X — Z es casicontinua.

Demostracion. Primero note que si Y es reemplazado por f(X), entonces f : X — f(X)
es continua; g|f(X) : f(X) — Z es casicontinua por el Teorema 2.3. Asi, podemos
suponer que f es sobreyectiva. Sea /N un conjunto abierto de X x Z tal que I'(go f) C N.
Sea fi: X x Z =Y x Z definida por f.(z,z) = (f(x), z). Tenemos que f«(I'(go f)) =
I'(g). Ahora, para todo y € Y, f~!(y) es un subconjunto compacto de X. Sean z € X,
N, un conjunto abierto de X que contiene a = y M, un conjunto abierto de Z que
contiene a (go f)(z) = g(y), tal que N, x M, C N. Como f~'(y) es compacto, entonces
existen Ny, ..., Nz, que cubren a f~1(y). Sean M,,,..., M,, los respectivos abiertos
de cada N,. Sean U, = Y — f(X — UZAN,,) vy W, = U, x [NiZ¥M,,]. Tenemos que
Uy es un conjunto abierto de Y que contiene a y; asi W, es un subconjunto abierto de
Y x Z que contiene a (y,g(y)). Note que f;1(W,) C N. Sea W = Uyey W,,. Obtenemos
que W es un subconjunto abierto de Y x Z y I'(g) C W. Mas aun, existe una funcion
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continua G : Y — Z tal que I'(G) € W. Tenemos que G o f: X — Z es continua.
f«(L(Go f) = T(G) € W. Asi, (G o f) C f-YW) C N. De ello que, go f es
casicontinua. O

De la misma manera como terminamos varias secciones en este capitulo, nos pregunta-
mos si bajo alguna condicién particular sobre los espacios la composiciéon de funciones
casicontinuas siempre es una funcién casicontinua.

Pregunta 3.15. ;Existe una familia de continuos £, tal que la composiciéon de dos
funciones casicontinuas definidas en £, es casicontinua?

3.2. Propiedad del factor

Al igual que hicimos en la seccién anterior, desarrollaremos cada clase de funciones en
subsecciones, de manera puntual y mostrando ejemplos donde sea necesario.

Definicion 3.16. Sea M una clase de funciones. Si siempre que f sea una funcién
continua y g o f € M, tenemos que g € M, entonces diremos que la clase M tiene la
propiedad de factor.

No es dificil ver que la clase de funciones continuas y la clase de funciones sobreyecti-
vas tienen la propiedad del factor. El orden en que abordamos las diferentes clases de
funciones lo cambiamos con respecto a la seccién anterior, solamente para facilitar la
lectura de los ejemplos que presentamos.

3.2.1. Funciones conexas

A continuacién, mostramos un teorema que muestra que la clase de funciones conexas
tienen la propiedad del factor.

Teorema 3.17. Sean f: X — Y wuna funcidn continua sobreyectiva y g: Y — Z, tal
que go f: X — Z es una funcion coneza, entonces g: Y — Z es una funcidn conexa.

Demostracion. Considere la funcion continua H : X X Z — Y x Z definida como
H((z,2)) = (f(x), 2). Ahora, como H es continua y I'(go f) es conexo, entonces H(I'(go
f) =T(g) es conexo. Por lo tanto, g : Y — Z es una funcién conexa. O

3.2.2. Funciones de Darboux

Empezamos esta subseccion mostrando un ejemplo de una funcion continua f, tal que
go f es una funcién de Darboux y ¢g no es una funciéon de Darboux. Asi, la clase de las
funciones de Darboux no tiene la propiedad del factor.

Ejemplo 3.18. Existen dos funciones f: X - Y yg: Y — Z | tales que f es continua
y sobreyectiva, g o f es Darboux, pero g no es Darboux.

44



Denotemos por C el conjunto de Cantor. Los intervalos abiertos complementarios de
C, los referenciaremos como sigue: diy = (3,2), doy = (3,2), do2 = (£,%), ...Es
conocido que los puntos en C son los puntos en [0, 1] cuya representacion en base 3, se
puede expresar solamente con 0's y 2's. Dado x = 0.ajazas ... € C donde a; € {0,2},
para todo i € N, definamos la funcion ¢: C — [0, 1] por ¢(z) = [0.b1babs .. .J2 = > oy %,
donde b; = 4. No es dificil ver, que la imagen bajo c de los puntos que son extremos
de los intervalos dpj, son iguales. Es posible definir una funciéon h: [0,1] — [0,1] a
partir de la funcién c. La funcién h serd igual a c en los puntos que se encuentran
en el conjunto de Cantor y para los puntos que se encuentran en un intervalo d, j su
imagen serd la misma que la que tenfan los puntos extremos de d, ). La funcién h
es conocida como funcién de Cantor y es una funcién continua y creciente. Para ver
més detalles acerca de la funcién de Cantor, consultar [6, pag. 137]. Note ademés que
h(C) = [0,1]. Sea D el conjunto conformado por los puntos que son extremos de los
intervalos complementarios de Cantor y definamos en D la relacién dada por la funcién
h, x ~ ysiysolosi h(z) = h(y). Ahora definamos una funcion continua f de la siguiente
manera,

(h(x),0) six € C,
f@) =< (h(z),z —y) siz € (y, 5], donde y ~ z;
(h(z),z —x) siz e (L2, 2),donde y ~ 2.

Como h es continua entonces se puede ver facilmente que f también lo es. Definamos
una funcion u: [0,1] — [0,1] por

0 siz € D;

1 sizeC\ D;
u(z) =

sen(%y) six e (y, y+z] donde y ~ z;
sen(2-) siz € (42,2),donde y ~ 2.
Ahora, veamos que si 1 # x2 y f(21) = f(x2), tenemos que u(z1) = u(z2). Note que si

x1 y x2 son dos puntos cualesquiera en [0, 1], que cumplen con las condiciones anteriores,
entonces solo pueden ocurrir dos casos:

1. Tl ~ T2,

2. w1 € (y, B y 25 € (L2, 2), donde y ~ 2.

En el primer caso tenemos que u(z1) = 0 = u(x2). En el segundo caso obtenemos que
u(er) = sen() = sen(=L) = u(az), porque f(a1) = (h(e1),e1 — y) = f(22) =
(h(z2),z — z2). Por lo tanto, podemos definir una funcion g: f([0,1]) — [0,1], tal que
g o f = u. Probemos que g no es una funciéon de Darboux. Consideremos el conjunto
conexo (h(C),0) = {(z,0) : 0 <z < 1} C f([0,1]), tenemos que g((h(C),0)) = {0,1},
de ello que, g no es una funcién de Darboux. Finalmente, veamos que g o f es una
funcion de Darboux. Para cualquier conexo B de [0, 1] pueden ocurrir las siguientes tres

posibilidades:
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1. B esta contenido en el interior de un intervalo [z,y] donde x ~ ¥,
2. B = [z,y] donde z ~ y,

3. B contiene algtn punto extremo de los intervalos complementarios del conjunto
de Cantor.

En el primer caso se tiene que g(f(B)) es conexo, porque g(f(x)) es continua en el
interior de [z,y]. En el segundo y tercer caso se tiene que g(f(B)) = [-1,1]. Por lo
tanto, g o f es una funcién de Darboux.

Figura 11: Grafica de la funciéon de Cantor.
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Note que en el ejemplo anterior existia un conjunto conexo D = {(z,0) : x € [0,1]},
tal que f~1(D) = C, donde C es el conjunto de Cantor. Esto es, f~1(D) tenia una
cantidad infinita (no numerable) de componentes. En el siguiente teorema probamos
que si f: X — Y es una funcion continua y sobreyectiva, tal que para todo conexo
D c X, f~Y(D) tiene un ntimero finito de componentes y g o f es una funcién de
Darboux, entonces g es una funciéon de Darboux.

Teorema 3.19. Sean f: X — Y una funcidn continua sobreyectiva y g: Y — Z tales
que go f: X — Z es una funcién de Darbour. Si para todo conexo C de Y, f~(C)
tiene un niumero finito de componentes, entonces g es una funcion de Darbou.

Demostracion. Sea C un conjunto conexo de Y. Observe que si f~1(C) es conexo,
tenemos que (go f)(f~1(C)) = g(C) es conexo, porque go f es una funcién de Darboux,
y la demostracion quedaria completa. Luego f~1(C) es disconexo.
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Supongamos que f~(C) tiene exactamente dos componentes. Sean U; y Us las com-
ponentes de f~1(C). Sabemos que f(U; UUs) = f(Uy) U f(Uz) = C. Supongamos que

f(U)Nf(Uy) = (. Como C es conexo, tenemos que f(Ur)Nf(Us) £ Do f(Ux)Nf(Ur) #
(). Consideremos primero el caso en que f(Up) N f(Us) # 0. Note que f(Uy) = f(Uy),
porque f es una funcién continua definida entre continuos, es decir, f es una funcién
cerrada. Tenemos que C N [f(U1) N f(Us)] # 0. Sea 2 € C N [f(U1) N f(Uz)]. Como
FU)Nf(Uy) = 0, existe y € U\Uy, tal que f(y) = 2. Tenemos que UyU{y} C f~1(C) es
conexo, porque Uy U{y} esta entre el conexo U; y su adherencia. Pero esto nos lleva a una
contradiccion porque U es una componente de f~1(C). Por lo tanto, f(U1)N f(Us) # 0.
Por otra parte, g(C) = g(f(U1) U f(Uz2)) = g(f(U1)) Ug(f(Uz)) es un conjunto conexo
de Z, porque al ser go f una funcion de Darboux, tenemos que g(f(U1)) v g(f(Uz)) son
conjuntos conexos, y g(f(U1)) Ng(f(Uz)) # 0, porque f(Ur) N f(Uz) # 0. En el caso en
que f(Uz) N f(Uy) # 0, también podemos concluir que g(C) es un conjunto conexo.

Finalmente, supongamos que f~1(C) tiene n componentes Uy, Us,...U,, para algin
n > 2. Tenemos que f(U1 U...UU,) = f(U1)U...U f(U,) = C. Como C es conexo,
tenemos que f(U1) N[Ujx1f(U;)] # 0 o f(Ur)N[Ujz1 f(Uj)] # 0. Consideremos primero
el caso en que f(U1) N [Ujz1f(U;)] # 0. Tenemos que f(Ur) N f(U;) # 0 para algin
J # 1. Obtenemos que f(U1) N f(U;) # 0 por los argumentos que usamos en el parrafo
anterior. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que j = 2. Por ahora sabemos que,
g(f(U1)) Ug(f(Usz)) es un conjunto conexo. Ahora, C'= [f(Uy) U f(U)]U... U f(U,),
de ello que, f(UrUUs) N [Ujzpanf(Uj)] # 0, o f(Ur UU2) N [Ujzpnf(Uy)] # 0.
Consideremos el caso en que f(Uy UUs) = [f(U1)Uf (U2)]N[Ujz41,21 £ (U;)] # 0. Tenemos
que [f(U1) U f(U2)] N f(U;) # 0. Tenemos que [f(U1) U f(U2)] N f(U;) # 0 por lo
hecho en el parrafo anterior. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que j = 3
Asi, g(f(U1UU2))Ug(f(Us)) = g(f(U1)Ug(f(Usz))Ug(f(Us)) es un conjunto conexo.
Haciendo un proceso inductivo llegamos a que g(C) = g(f(U1))Ug(f(Uz2))U...Ug(f(Uy))
es un conjunto conexo. Por lo tanto, g es una funciéon de Darboux. Ahora, consideremos
el caso en que f(Uy) N [Ujz1 f(U;)] # 0. Sabemos que U1 f(U;) = Ujz f(U;). Asi,
f(U) NUja f(U;) # 0, esto es, f(Ur) N f(U;) # O para algan j # 1. De nuevo,
f(U1) N f(Uj) # 0 por lo hecho en el caso para n = 2. Sin pérdida de generalidad
podemos asumir que j = 2. Asi, tenemos que g(f(U1)) U g(f(Usz)) es un conjunto
conexo. El resto de la prueba es similar a lo hecho anteriormente. Finalmente, podemos
concluir que g es una funciéon de Darboux. [l

Con los siguientes resultados mostramos algunas condiciones particulares para que ten-
gamos la propiedad del factor en funciones de Darboux.

Definicion 3.20. Sea f: X — Y una funcion continua definida entre continuos. Deci-

mos que f es una funciéon empalmante si para todo continuo K de Y y para cualesquiera
dos componentes C'y D de f~!(K), tenemos que f(C)N f(D) # 0.

Proposicion 3.21. Sean f: X — Y una funcidn empalmante sobreyectiva yg: Y — Z
una funcion. Si go f: X — Z es Darboux débil, entonces g: Y — Z es Darboux débil.
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Demostracion. Sea C un subcontinuo de Y. Escribamos f~1(C) = UaeaUs,, donde
cada U, es una componente de f~1(C). Ahora, f(UaerUs) = Unenf(Us) = C. Como
f es empalmante, tenemos que f(U,) N f(Ug) # 0 para todo o # 3. Tomando un
ap € A fijo. Tenemos que f(Uy,) N f(Uy) # 0, para todo o € A. Como go f es
Darboux débil, g(f(Uys,)) ¥ 9(f(Uys)) son conjuntos conexos para todo a € A. Por ende,
9(f(Uay)) U (Uaztaog(f(Us)) = g(C) es un conjunto conexo, por [6, Teorema 1.14, pag.
20]. Por lo tanto, ¢ es una funciéon Darboux débil. [l

Proposicion 3.22. Sea X una dendrita, si f: X — Y es una funcion Darboux débil,
entonces f es una funcidn de Darbouz.

Demostracion. Sea C un conjunto conexo de X. Supongamos que f(C') = AUB, donde
ANB =0y ANB = (). Sean p y q puntos en C, tales que f(p) € Ay f(q) € B.
Sabemos que C' es arcoconexo, por [16, Proposition 10.9, pag. 169], de ello, existe un
arco pg C C. Como f es Darboux débil, obtenemos que f(pq) es conexo en Y. Pero esto
es absurdo porque A y B son una separacion de f(C). Por lo tanto, f es una funciéon
de Darboux. O

Corolario 3.23. Sean f: X — Y una funcion empalmante y sobreyectiva, donde Y es
una dendrita, y go f: X — Z una funcidn de Darboux, entonces g: Y — Z es una
funcion de Darbouz.

Demostracion. Sabemos que g o f es una funcién de Darboux, por ende, g o f también
es Darboux débil. Tenemos que g es una funciéon Darboux débil por la Proposicion
3.21. Ahora, como Y es una dendrita, tenemos que g es una funcién de Darboux por la
Proposicién 3.22. O

Pregunta 3.24. ;Si f:[0,1] — [0,1] es una funcién continua sobreyectiva y

g: [0,1] — [0,1] es una funcion, tal que go f: [0,1] — [0,1] es una funcion de Dar-
boux, entonces g es una funciéon de Darboux?

3.2.3. Funciones de conectividad

La clase de funciones de conectividad no tiene la propiedad del factor.

Ejemplo 3.25. Existen funciones f: X — Y continua y g: Y — Z, tales que go f es
de conectividad y g no es de conectividad.

Sean f y g las funciones definidas en el Ejemplo 3.18. Veamos que la funcion (gof): X —
Z es de conectividad y la funcién g: Y — Z no es de conectividad.
Sea B un conjunto conexo de [0, 1]. Consideremos las siguientes tres posibilidades:

1. B esta contenido en el interior de un intervalo [z,y] donde x ~ ¥,

2. B = [z,y] donde x ~ y,
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3. B contiene algin punto extremo de los intervalos complementarios del conjunto
de Cantor.

En el primer caso se tiene que I'(g o f|p) es un conjunto conexo, porque g(f(z)) es
continua en el interior de [z,y]. En el segundo caso se tiene que I'(g o f|p) = {(0,0)} U
{(z,sen(1/x)) : 0 <z < 1}U{(1,0)}, y en el tercer caso se tiene también que I'(gof|p) =
{(0,0)} U {(x,sen(l/x) : 0 < = < 1} U {(1,0)}. Por lo tanto, g(f(x)) es una funcion
de conectividad. Sabemos que g no es una funcién de Darboux por lo mostrado en el
Ejemplo 3.18. Asi, g no es una funcion de conectividad, por la Proposicién 2.4.

Al igual que en el Teorema 3.19 mostrabamos la importancia de que f~1(D) tuviera
un numero finito de componentes, para un conexo D, en el siguiente teorema usaremos
hipotesis parecidas para obtener un resultado similar al logrado en el teorema anterior.

Teorema 3.26. Sean f: X — Y una funcion continua sobreyectiva y g: Y — Z una
funcion tales que go f: X — Z es de conectividad. Si para todo conexo C, f~1(C) tiene
un numero finito de componentes, entonces g: X — Z es una funcidn de conectividad.

Demostracion. Sea C un conjunto conexo de Y. Supongamos primero que f~1(C) es
un conjunto conexo. Tenemos que I'(go f| ffl(c)) es conexo, porque go f es una funcién
de conectividad. Consideremos la funcién continua H : X X Z — Y X Z definida como
H((w,2)) = (f(z), 2). Ahora, como H es continua y I'(go f|-1(cy) es conexo, obtenemos
que H(I'(go flg1(cy)) = '(glc) es conexo y g es de conectividad.

Supongamos ahora que f~(C) tiene exactamente dos componentes U y Us. Tenemos
que f7H(C) = Uy UUy, esto es, C = f(U UUz) = f(U1) U f(Us), de ello que, I'(g|c) =
D9l ryor) = Dalsan) UT(lsa) = H(T(g o flon)) U H(T(g o fl)). Como la
funcion g o f es una funcion de conectividad y H es una funcién continua, se tiene que
L(glyw,)) ¥ T(gl5(w,)) son conjuntos conexos. Por otra parte, T'(g| rw,)) VT (gl f1)) 7 0,
por el argumento que usamos en la prueba del Teorema 3.19. Asi, I'(g|c) = T'(g ¢u,)) U
I'(g]¢(1)) s un conjunto conexo.

Finalmente, supongamos que f~!(C) tiene n componentes. Asi, escribimos f~1(C) =
Uy U...UU,, donde cada U; es una componente. Esto es, C' = f(Ul',U;) = U, f(Uy),
de ello que, I'(glc) = T'(glup_, pw)) = Yie i H('(g © flu;)). Como la funcién g o f es
una funcién de conectividad y H es una funcién continua, se tiene que cada uno de

los conjuntos T'(g¢w,)), (9l gw))s - - - T'(glf@w,)) son conjuntos conexos. Finalmente,
podemos concluir que U I'(g o f|v,) = I'(glc) es un conjunto conexo, nuevamente
usando la prueba del Teorema 3.19. Asi, g es una funcién de conectividad. [l

Terminamos nuestro estudio de la propiedad del factor en las funciones de conectividad
con un resultado que involucra las dendritas.

Teorema 3.27. Sean f: X — Y wuna funcidn continua sobreyectiva y g: Y — R una
funcion tales que go f: X — R es de conectividad. St Y es una dendrita donde cada
arco tiene un numero finito de puntos de ramificacion, entonces g es una funcidon de
conectividad.
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Demostracion. Por hipotesis g o f es una funcién de conectividad, de ello que, go f es
una funcién conexa. Tenemos que g es una funciéon conexa, por el Teorema 3.17 . Asi,
g es una funcién de conectividad, por el Teorema 2.15. [l

En el teorema anterior es indispensable que cada arco de Y tenga un nimero finito de
puntos de ramificacion, porque en el Ejemplo 3.25 Y tenfa un arco con una cantidad
infinita de puntos de ramificacion.

Pregunta 3.28. ;Si en el teorema previo cambiamos a R por cualquier continuo 7, el
teorema anterior se sigue teniendo?
3.2.4. Funciones de conectividad local

El siguiente es un ejemplo que muestra que la clase de funciones de conectividad local,
no tiene la propiedad del factor.

Ejemplo 3.29. Existen dos funciones f y g, tales que f es una funcién continua sobre-
yectiva, go f es una funcién de conectividad local y g no es una funcion de conectividad
local.

Sean X = {(z,sen(1l/x)):0<x <1} y Y =[0,1]. Definimos f: X — Y por f(z,y) =
x. Claramente f es una funcién continua y sobreyectiva. Sea ¢g: Y — Z definida como

o) = {0 si z € (0, 1]

1 siz=0.

La funcion g no es de conectividad local, porque al considerar cualquier cubierta abierta
de [0, 1], tendremos que cualquier conjunto abierto U que contenga al cero, contendra un
conexo no degenerado L tal que 0 € L C U y g(L) = {0,1}, donde claramente conduce
a que g|y no es de conectividad. Por lo tanto, g no es una funcion de conectividad local.
Veamos que go f es de conectividad local. Sea U = {Uy, Uz} una cubierta abierta de X,
donde Uy = [(—1/2,3/2) x (1/2,3/2)| N X y Uy = [(—1/2,3/2) x (—3/2,3/4)] N X. La
funcion go f|y, es de conectividad, porque para cualquier conexo C' de Uy, se tendra solo
uno de los dos siguientes casos: (go f)(C) = {0} o (go f)(C) = {1}. De ello que, go f|u;,
es de conectividad. De manera analoga se demuestra que g o f|y, es de conectividad.
Por lo tanto, g o f es de conectividad local.

Note que en el anterior ejemplo f~!(C) tiene una cantidad finita de componentes, pero
el continuo X no es hereditariamente arcoconexo. El siguiente teorema nos dice que
condiciones deben tener las funciones f: X — Y y gof: X — Z, y el espacio X, para
que la clase de funciones de conectividad local tenga la propiedad del factor.

Teorema 3.30. Sean f: X — Y wuna funcidn continua sobreyectiva y g: Y — Z una
funcion tales que go f: X — Z es de conectividad local, donde X es un continuo
hereditariamente arcoconero. Si para todo conexo C de Y, f~1(C) tiene un nimero
finito de componentes, entonces g es una funcion de conectividad local.
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Demostracion. Por hipoétesis g o f es de conectividad local. Como X es un continuo
hereditariamente arcoconexo, go f es una funcion de conectividad, por el Teorema 2.19.
Sabemos que para todo conexo C de Y, f~1(C) tiene un nimero finito de componentes,
de ello que, g es una funcién de conectividad, por el Teorema 3.26. Asi, g es una funcién
de conectividad local. O

Como toda dendrita es hereditariamente arcoconexo, el siguiente corolario se sigue del
Teorema 3.30.

Corolario 3.31. Sean f: X — Y una funcidn continua sobreyectiva y g: Y — Z una
funcion tales que go f: X — Z es de conectividad local, donde X es una dendrita. Si
para todo conexo C de Y, f~1(C) tiene un niimero finito de componentes, entonces g
es una funcion de conectividad local.

El siguiente teorema nos dice condiciones suficientes sobre los espacios X, Y y Z, para
que la clase de funciones de conectividad local tenga la propiedad del factor.

Teorema 3.32. Sean f: X — Y wuna funcidn continua sobreyectiva y g: Y — R una
funcion tales que go f: X — R es de conectividad local. St X es un continuo de Peano
0 un continuo arcoconexo, y Y es una dendrita donde cada arco tiene un niumero finito
de puntos de ramificacion, entonces g es de conectividad local.

Demostracion. Por hipotesis g o f es de conectividad local. Como X es un continuo
de Peano o un continuo arcoconexo, tenemos que g o f es una funcién conexa, por los
Teoremas 2.17 y 2.18, respectivamente. Ahora, la funcién g es conexa, por el Teorema
3.17. Finalmente, como Y es una dendrita donde cada arco tiene un namero finito de
puntos de ramificacién, obtenemos que g es una funcién de conectividad, por el Teorema
2.15. Por ende, g es una funcién de conectividad local. [l

Pregunta 3.33. Sean f: X — Y una funcién continua sobreyectiva y g: ¥ — R una
funcion tales que go f: X — R es de conectividad local. ;Si X es un continuo de Peano
0 un continuo arcoconexo, entonces g es de conectividad local?.
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Capitulo 4

Funciones inducidas

Como mencionamos en la introduccién, uno de los objetivos de esta tesis es: Dada una
de las clases de funciones entre continuos definidas en el Capitulo 2, que denotamos por
M, estudiar las relaciones entre los siguientes tres enunciados:

1. feM,
2. C(f)eM,
3. 2/ e M.

En este capitulo, ademas de estudiar algunas propiedades generales de estas clases de
funciones y funciones inducidas, desarrollamos ejemplos, implicaciones y proponemos
preguntas que pueden ser usadas para desarrollar futuras investigaciones en teorfa de
continuos.

De la misma manera que decimos que dos espacios tienen una estructura topolédgica
equivalente, y los llamamos homeomorfos, podemos dar una nocién de equivalencia de
funciones.

Definicion 4.1. Sean f: X — Y y g: X’ — Y’ funciones entre espacios topologicos.
Decimos que f y g son funciones equivalentes, si existen homeomorfismos p: X — X’
y ¢:Y — Y’ tales que, ¢po f = go .

El siguiente resultado lo usaremos con frecuencia en este capitulo.

Proposicion 4.2. Sea f: X — Y wuna funcidn entre continuos. Entonces, las funciones
2f|F1(X),C’(f)|F1(X) y [ son equivalentes.

Demostracion. Como 2f\F1(X) = C(f)|r (x), es suficiente probar que 2f\F1(X) y f son
equivalentes. Para cada continuo X, definimos px: F1(X) — X por px({z}) = z. Es
facil ver que ¢x es un homeomorfismo. Sea z € X. Note que gpy(2f|F1(X)({:E})) =
ey ({f(@)}) = f2) vy flex({z})) = f(z). Asi, oy 02/ [p (x) = f o ox ¥ las funciones
f:X—=Yy 2f|F1(X): F1(X) — Fi(Y) son equivalentes. O
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El siguiente lema nos serd de ayuda para abordar los objetivos propuestos en este
capitulo.

Lema 4.3. Sean f: X =Y y g: X' = Y’ funciones equivalentes definidas entre con-
tinuos. Entonces las siguientes afirmaciones se tienen:

1. Si f es una funcion de conectividad, entonces g es una funcion de conectividad.

2. Si f es una funcidn de conectividad local, entonces g es una funcidn de conectividad
local.

3. Si f es una funcidn de Darbouz, entonces g es una funcidn de Darbouz.

4. Si f es una funcion casicontinua, entonces g es una funcion casicontinua.

Demostracion. Sean ¢: X — X'y ¢: Y — Y’ homeomorfismos, tales que ¢o f = gop.
Sea H:I'(f) — TI'(g) definida por H((z, f(z)) = (¢(z),¢(f(z))) = (¢(2), 9(¢(2))).
Como ¢ y ¢ son homeomorfismos, H es un homeomorfismo. Veamos independientemente
la prueba de cada afirmacion:

1. Sea C un conjunto conexo de X’. Como ¢ es un homeomorfismo, ¢~'(C) es un
conjunto conexo de X. Sabemos que f es una funciéon de conectividad. Asi, I'(f|,-1(¢y)
es un conjunto conexo. Como H es una funcién continua, tenemos que H (I'(f|,-1(¢))) =
I'(g|c) es un conjunto conexo. Por lo tanto, g es una funcion de conectividad.

2. Sabemos que f es una funcién de conectividad local, esto es, existe una cubierta
abierta {Uy }acn, tal que f|y, es una funcion de conectividad para todo o € A. Consi-
deremos la cubierta abierta {¢(Us)}aea de X'. Veamos que g|,(y,) es una funcion de
conectividad para todo o € A. Sea C un conjunto conexo de (U, ). Note que ¢~ (C)
es un conjunto conexo de Uy. Como I'(f|y,|,-1(cy) es un conjunto conexo y H es una
funcion continua, tenemos que, H(I'(f|u,l,-1(cy)) = H(L(flo-1())) = T(glpwa)le) es
un conjunto conexo. Por lo tanto, ¢ es una funcién de conectividad local.

3. Sea C un conjunto conexo de X’. Sabemos que ¢~ !(C) es un conjunto conexo de
X. Como f es una funcién de Darboux, tenemos que, f(¢~1(C)) = ¢71(g(C)) es un
conjunto conexo de Y. Ahora, como ¢ es una funcién continua, ¢(¢~(g(C))) = g(C)
es un conjunto conexo de Y’. De esto, g es una funciéon de Darboux.

4. Sea U un conjunto abierto de X’ x Y’ tal que I'(g) C U. Considerando a U en
términos de la base; escribimos U = Uy ey (Uyr x Uy ). Consideremos el conjunto
abierto V = Uy v (@™ (Us) x 971 (Uy)) de X x Y. Como I'(f) es homeomorfo a
I'(g), I'(f) C V. Sabemos que f es una funcién casicontinua, de esto, existe una funcion
continua G: X — Y, tal que I'(G) C V. Ahora, la funcién ¢ o Go p=t: X' — Y’ es
continua y ademas, I'(¢ o G o p~1) C U. De lo que, podemos concluir que g es una
funcién casicontinua. O

4.1. Funciones de conectividad y conectividad local

En esta seccién analizaremos las equivalencias que puedan o no existir, entre las funcio-
nes de conectividad y conectividad local, y sus respectivas funciones inducidas.
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Proposicion 4.4. Sea f: X — Y una funcion entre continuos. Las siguientes afirma-
ciones son ciertas:

1. 8i 27:2%X — 2 es una funcion de conectividad, entonces f: X — Y es una
funcion de conectividad.

2. 81 2F: 2% 2V es una funcion de conectividad local, entonces f: X — Y es una
funcion de conectividad local.

Demostracion. Supongamos que 27 es una funcion de conectividad. Asi, 2f|F1(X) es una
funcion de conectividad, por el Comentario 2.2. Las funciones f y 2/| F(x) son funciones
equivalentes, por la Proposicién 4.2. De esto, f es una funcién de conectividad, por el
Lema 4.3.

La demostracion para la funcion de conectividad local es similar a la prueba hecha en
el parrafo anterior. O

Como la Proposicion 4.2 también involucra la funcion inducida C(f), es claro que en
la Proposicion 4.4 podemos sustituir 2/ por C(f) y la conclusién es la misma. Por otra
parte, C(f) = 2f|C(X). Asi, si 2/ es una funcion de conectividad o de conectividad
local, entonces C(f) sera de conectividad o de conectividad local, respectivamente, por
el Comentario 2.2. Por ende, es inmediata la demostracién de la siguiente proposicion.

Proposicion 4.5. Sea f: X — Y una funcion entre continuos. Las siguientes afirma-
ciones se tienen:

1. SiC(f): C(X) = C(Y) es una funcion de conectividad, entonces f: X — Y es
una funcion de conectividad.

2. SiC(f): C(X) — C(Y) es una funcion de conectividad local, entonces f: X =Y
es una funcion de conectividad local.

3. 8i 2/: 2% — 2V es una funcion de conectividad, entonces C(f): C(X) — C(Y)
es una funcion de conectividad.

4. Si 272X = 2Y es una funcion de conectividad local, entonces C(f): C(X) —
C(Y) es una funcion de conectividad local.

A continuacion mostramos un ejemplo donde descartamos algunas implicaciones reci-
procas que presentamos en las Proposiciones 4.4 y 4.5.

Ejemplo 4.6. Existe una funcion de conectividad y conectividad local f: [0,1] — [0, 1]
tal que las funciones inducidas C(f) y 2f no son de conectividad ni de conectividad
local.

Sea f:[0,1] — [—1,1] definida como

_Jsen(1/x) six e (0,1];
f(z) = {0 sixz=0.
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Sabemos que f es una funcion de conectividad y de conectividad local, por el Ejem-
plo 2.6. Consideremos el arco A = {[0,¢] : 0 < ¢t < 1} de C([0,1]). Es facil ver que
C(f)(A) = {{0},[-1,1]} y seguidamente, C(f)(.A) no es conexo. Por lo tanto, C(f)
no es una funcion de Darboux. Asi, C'(f) no es una funcion de conectividad, por la
Proposicion 2.4. Observe que esto implica que la funcion 2/ no es de conectividad, por
la Proposicion 4.5. Por otra parte, note que C(f)|4 no es una funcién de conectivi-
dad y por tanto, C'(f)|4 no es una funcion de conectividad local, por el Teorema 2.19.
De este modo, C(f) no es de conectividad local. Finalmente, 2/ no es una funciéon de
conectividad local, por la Proposicion 4.5.

Pregunta 4.7. ;Existe una funcion f: X — Y definida entre continuos tal que C(f)
sea de conectividad y 27 no sea de conectividad?

La siguiente proposiciéon nos da una respuesta parcial a la pregunta planteada anterior-
mente.

Proposicion 4.8. Sean X un continuo localmente conexo y f: X — Y wuna funcion
definida entre continuos. Si C(f): C(X) — C(Y) es una funcion de conectividad, en-
tonces f es una funcion continua.

Demostracion. Como C(f) es una funcion de conectividad, C(f) es una funcion de
Darboux, por la Proposicion 2.4. De esta manera, C(f) es una funcion Darboux débil.
Miés atun, f es una funciéon de conectividad, por la Proposicion 4.5. De ello que, f es
una funcion de Darboux, por la Proposicion 2.4. Por ende, f es una funciéon de Darboux
débil. Pero esto nos lleva a que la funciéon f es continua |7, Teorema 2, pag. 74]. O

Como toda funcién continua es de conectividad, el siguiente corolario es consecuencia
de la Proposicion 4.8.

Corolario 4.9. Sean X un continuo localmente conero y f: X — Y una funcidn
definida entre continuos. Si C(f) es una funcion de conectividad, entonces f y 27 son
de conectividad.

Demostracion. Sabemos que f es continua, por la Proposicion 4.8. De esta forma, 2/

es una funcion continua, por la Proposicion 1.31. Asi, tanto f como 2/ son funciones de
conectividad, por la Proposicién 2.5. O

Atin no sabemos si la Proposicion 4.8 se tenga para la clase de funciones de conectividad
local. Por ende, no tenemos respuestas parciales para la siguiente pregunta.

Pregunta 4.10. ;Existe una funcion f: X — Y definida entre continuos tal que C(f)
sea de conectividad local y 2 no sea de conectividad local?
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4.2. Funciones conexas

En esta seccién estudiaremos la pregunta planteada al principio del capitulo para la
clase de funciones conexas. Ademds, incluimos algunos resultados relacionados con la
funcion inducida definida entre productos simétricos F),(f). En particular, destacamos
que demostraremos que si f es una funcién conexa, entonces 27 también es una funcion
conexa y presentaremos una funcion conexa f, tal que la funcion inducida C(f) no es
una funcién conexa.

Pensamos, que el siguiente resultado es un teorema conocido en teoria de continuos, sin
embargo, no encontramos una prueba y por esta razon, presentamos una demostraciéon
sin hacer ninguna referencia.

Proposicién 4.11. Sea Z un espacio métrico. Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. Z es conexo;
2. F,(Z) es conexo, para todo n € N;
3. F,(Z) es conexo, para algin n € N.

Demostracion. Supongamos primero que Z es conexo y probemos 2. Sabemos que Z"
es conexo para todo n € N. Sea ¢: Z" — F,(Z), definida por ¢(z1,29,...,2,) =
{z1,29,...,2,}. Claramente ¢ es una funcién sobreyectiva. Veamos que ¢ es conti-
nua. Sean (z1,22,...,2n) € Z", y U = (U1,Us,...,U,) un conjunto abierto cual-
quiera de F,,(Z) que contiene a ¢(z1,22,...,2n) = {z1,22,...,2n}. Sea V; = {U €
{U1,Us,...,Up} : z; € U}, para cada i € {1,2,...,n}. Considerando el conjunto abier-
to V=V xVax...xV, de Z" que contiene a (21, 22, ..., 2,). Tenemos que, (V) C U.
Por lo tanto, ¢ es una funcion continua. Finalmente, como F,(Z) = ¢(Z™), podemos
concluir que F,(Z) es conexo, para todo n € N. La Afirmacion 2 implica 3 es inmediata.
Finalmente, mostremos que & implica 1. Supongamos que Z no es conexo, es decir,
Z = AUB, donde Ay B son subconjuntos de Z diferentes del vacio tales que (AN B)U
(BN A) = (). Consideremos los siguientes subconjuntos en F},(Z):

A=(Z,AVNE,(Z)y B=(B)NFE,(2).

Es claro que F,(Z) = AUB. Sea D € B, es decir, D C B. Como BNA=(,D C Z\ A.
Sead = (Z\ A)N F,(Z). Note que D e U yUNA = 0. Asi, D € A y por tanto,
AN B = (). De manera similar podemos probar que AN B = (). Por lo tanto, F},(Z) no
es conexo. [l

La siguiente proposicién nos muestra una relacion interesante entre el n-ésimo producto
simétrico de la grafica de una funcion f y la grafica de la funcion inducida F,(f).
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Proposicion 4.12. Sean f: X — Y wuna funcion definida entre continuos y n € N.
Definamos ¢: F,(T(f)) — T(FL.(f)) por:

(P({(ahf(al))? ) (akaf(ak))}) = ({a17 ”'7ak}7 {f(a1)7 7f(ak)})7

parae ay,az,...,ar € X, donde k < n. Entonces ¢ es una funcion sobreyectiva y conti-
nua.

Demostracion. Claramente ¢ es una funcion bien definida y sobreyectiva. Veamos que ¢
es continua. Sean {(a1, f(a1)), ..., (ax, f(ar))} un punto de F,,(I'(f)) y U x V un abierto
de ['(F(f)), tales que p({(a1, f(a1)), ..., (ax, f(ar))}) = ({ar, ., an}, {f(a1), ... f(ar)})
€ U x V. Entonces, existen Uy,Us, ..., U, v Vq,Va,...,V,, abiertos de X y Y, res-
pectivamente, tales que {ai,...,ar} € (U1,Us,....,U,) C U y {f(a1),....,flar)} €
<V1,V2,...,Vm> C V. Sean W; = ﬂ{U € {Ul,Ug,...,Un} a; € U} y N; = ﬂ{V S
{Vi,Va,...,Vin} + f(a;) € V}, para cada i € {1,2,...,k}. Considerando el conjunto
abierto W = (W1 x Ny, Wy x Na,..., Wi x Ni) de F,(I'(f)). Observe que por de-
finicion, {(a1, f(a1)),...(ag, f(ar))} € W. Ademés, es sencillo verificar que (W) C
(U1,Ug, ..., Up) x (V1,Va,..., Vi) CU XV y por tanto, ¢ es continua. O

A continuacién damos una relacion entre la conexidad de las funciones f y F,(f) para
cualquier entero positivo n.

Teorema 4.13. Sea f: X — Y wuna funcion definida entre continuos. Si f es una
funcion coneza, entonces F,(f) es coneza, para todo n € N.

Demostracion. La funcion f es conexa, es decir, I'(f) es un conjunto conexo. El conjunto
F,(T'(f)) es conexo, por la Proposicion 4.11. Asi, I'(F,,(f)) es conexa para todo n € N,
por la Proposicion 4.12. De ello que, F,,(f) es una funcion conexa para todon € N. [

Ademas, dados dos enteros positivos diferentes n y m, podemos relacionar las funciones
inducidas F,,(f) y Fn(f).

Teorema 4.14. Sea f: X — Y wuna funcion definida entre continuos. Si F,,(f) es una
funcion coneza, entonces F(f) es una funcidn coneza, para todo k > n.

Demostracion. Veamos que Fy11(f) es una funcion conexa. Para cada a € X, conside-
remos el siguiente subconjunto de I'(F,4+1(f)),

Co ={{a,x1,...,z,},{f(a), f(x1),..., f(xn)}) | 1,..., 2y € X}.
Sea ¢: I'(F,(f)) — Cq, definida por,

(10({$1’ s ,l‘n}, {f($1)’ s ,f(l‘n)}) = ({a7$17 s 7:17”}7 {f(a)v f(‘/El)v s 7f($n)})

Claramente ¢ es una funcién sobreyectiva. Probemos que ¢ es una funcién conti-

nua. Sean ({z1,...,x.},{f(z1),...,f(xn)}) € D(F.(f)) y W = (Uy,Us,...,Ug) X
(V1,Va, ..., V) un conjunto abierto de C, tal que p({x1,...,zn}, {f(z1),..., f(zn)}) =
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a,z1, ...,z }, {f(a), f(x1),..., f(zn)}) € W. Esto quiere decir claramente que
{a,z1, ..., 2} € (U, Us,...,Ur) v {f(a), f(x1),..., f(zn)} € (V4,Va,..., V). Sean
W, = ﬂ{U S {Ul,Ug,...,Uk} L x; € U} y N; = ﬂ{V c {Vl,VQ,...,Vm} : f(l‘z) S V},
para cada ¢ € {1,2,...,n}. Sea M = (W1, Ws,...,W,) x (N1, Na,...,N,). No es di-
ficil verificar que ({x1,..., 2}, {f(21),..., f(zn)}) € My (M) C (U1,Us,...,Ux) X
(Vi,Va,..., V) = W. Por lo tanto, ¢ es una funcion continua. Finalmente, podemos
concluir que C, es un conjunto conexo, para cada a € X. Ahora, I'(F,41) = UgexCo y
Co N Cp # 0, para cualesquiera a # b elementos de X. De ello que, I'(F,11) es un con-
junto conexo. Asi, F,,11(f) es una funcién conexa. Usando un razonamiento inductivo
concluimos que Fy(f) es conexa, para cualquier k > n. O

Es importante resaltar que como la restriccion de una funcién conexa no es necesa-
riamente conexa, no podemos afirmar que si F,(f) es conexa, entonces f es conexa o
F,,—1(f) sea conexa. De hecho, no hemos podido determinar estas afirmaciones.

Pregunta 4.15. ;Existe una funcion f: X — Y entre continuos tal que F,(f) sea
conexa, para alguna n, y f no sea conexa?

Pregunta 4.16. ;Existen una funcion f: X — Y entre continuos y m < n, tales que
F,(f) sea conexa y F,,(f) no sea conexa?

Destaquemos que una respuesta negativa a la Pregunta 4.15, nos genera inmediatamente
la equivalencia entre la conexidad de las funciones f y F,,(f) para cualquier n € N. El
siguiente teorema es el resultado mas importante de esta seccion.

Teorema 4.17. Sea f: X — Y una funcion definida entre continuos. Si f es conexa,
entonces 27 es coneza.

Demostracion. Sabemos que f es una funcion conexa. Esto es, el conjunto I'(f) es co-
nexo. Por ende, la funcion F),(f) es conexa para todo n € N, por el Teorema 4.13.
De este modo, T'(F,(f)) es un conjunto conexo para todo n € N. Como I'(F,(f)) C
I['(Fn+1(f)) para todo n € N, tenemos que U2 T'(F,(f)) es un conjunto conexo. Vea-
mos que I'(2/) € U T(F,(f)). Sean (A, f(A)) € T'(2/) y W = (U1,Ua,...,Uy,) x
(V1,Va,..., Vi) un abierto cualquiera de 2% x 2¥ que contiene a (A, f(A)). Seleccio-
namos puntos f(a;) € f(A) NV, para cada i € {1,2,...,m}, y a; € ANU; para cada
ie{l,2,...,n}. Asi,

({d\la s 7@,611,- .- 7am}7{f(d\1)7' o 7f(a;)7f(al)v ce 7f(am)}) ewn Ugozlr(Fn(f))

Por lo tanto, I'(2/) € U, T(F,(f)). Como U T'(F,(f)) C T'(2) c T(U,F,(f)).
Entonces I'(2f) es un conjunto conexo. De esta forma, 27 es una funcion conexa. O

Con el siguiente ejemplo mostramos respuesta negativa a algunas de las implicaciones
que nos propusimos estudiar en esta seccion.

Ejemplo 4.18. Existe una funcion conexa f tal que 2/ es conexa y C(f) no es conexa.
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Sea f: [0,1] — [0, 1] la funcion de Césaro-Vietoris definida en la Seccion 1.3 del Capitulo
1. La funcion f es casicontinua por |2, Teorema, pag. 186|. Por ende, f es una funcion
conexa, por el Teorema 2.7. Ademés, la funcion 27 es conexa, por el Teorema 4.17.

Demostremos que C(f): C([0,1]) — C([0, 1]) no es conexa. Consideremos los conjuntos
A = {([a,0],[0,1]) € T(C(f)) : 0 < a < b <1}y B = {({z},{f(x)}) : z € [0,1]}.
Claramente I'(C(f)) = AUBy (ANB)U (AN B) = 0. Por lo tanto, I'(C(f)) no es un

conjunto conexo. Asi, C(f) no es una funcién conexa.

Las siguientes preguntas complementan lo que hemos desarrollado y todas las impli-
caciones que podemos estudiar relacionadas con las funciones conexas y sus funciones
inducidas.

Pregunta 4.19. ;Existe una funcion f: X — Y definida entre continuos tal que C(f)
sea conexa y f no sea conexa?

Pregunta 4.20. ;Existe una funcion f: X — Y definida entre continuos tal que C(f)
sea conexa y 2/ no sea conexa?

Pregunta 4.21. ;Existe una funcién f: X — Y definida entre continuos tal que 2/
sea conexa y f no sea conexa?

Terminamos esta secciéon con dos proposiciones muy particulares donde mostramos casos
en los cuales la funcion inducida C(f) no es de conexidad.

Proposicion 4.22. Sea f: X — Y una funcion Darbouz débil y no conexa. St existen
A y B subconjuntos no vacios de X XY, tales que:

1. T'(f)=AUB;

2. (ANB)U(ANB) = 0;

3. m(A) o m(B) no tienen componentes no degeneradas.
Entonces C(f) no es conexa.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que 71 (A) no tiene componentes
no degeneradas. Consideremos los siguientes conjuntos no vacios

A={(C,f(C)):CeCc(X)nm(A)} y B=TI(C(f)\A
Claramente T'(C(f)) = AUB. Probemos que ANB = (. Sea (C, f(C)) = ({z}, {f(2)}) €
A. Como BN A = (), existen abiertos U y V, de X y Y, respectivamente, tales que
(x,f(x)) e UxV y (UxV)nB = (. Tomando el conjunto abierto (U) x (V) de
C(X) x C(Y), tenemos que ({z},{f(2)}) € (U) x(V) y {y},{f(y)}) € (U) x (V) para
todo (y, f(y)) € B. Asi, podemos concluir que AN B = 0.

Veamos que BN A = . Para todo (C, f(C)) € B, pueden ocurrir dos casos: C es
un subcontinuo degenerado de m1(B) o C' es un continuo no degenerado de mq(B).
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Consideremos primero el caso en que C' es degenerado. Sea ({y},{f(y)}) € B. Como
ANB = (), entonces haciendo un procedimiento similar al usado anteriormente, podemos
decir que ({y},{f(y)}) € A. Ahora, sea C un subcontinuo no degenerado de m;(B).
Entonces existe § > 0 tal que diam(C') = . Asi, considerando el abierto By (C,0/3) x
By (f(C),0/3) de C(X) x C(Y), es claro que (C, f(C)) € By (C,0/3) x Bg(f(C),d/3).
Ahora, supongamos que [Bg(C,6/3) x Bu(f(C),d/3)] N A # 0. Sea ({«},{f(x)}) €
[B(C,d/3) x Bg(f(C),d/3)] N'A, tenemos que, d(x,y) < §/3 para todo y € C. Sean
Y1y y2 puntos cualesquiera de C, d(y1,y2) < d(y1,2) + d(x,y2) < 26/3, pero esto es
absurdo porque diam(C) = §. Asi, [Bg(C,§/3) x By (f(C),d§/3)]N.A = 0. Por lo tanto,
podemos concluir que C(f) no es una funcién conexa. O

Proposicion 4.23. Sea f: [0,1] — [0,1] una funcion Darboux débil y no conexa. Si
existen conjuntos no vacios A y B de X x Y, tales que:

1. T'(f)=AUB;

2. (ANB)U(ANB) =0;

3. m(A) o m(B) tienen una cantidad finita de componentes no degeneradas.
Entonces C(f) no es una funcion coneza.

Demostracion. Supongamos que 71(A) tiene una cantidad finita de componentes no
degeneradas. Denotemos las componentes de 71(A) por Ay, As, ..., A,. Veamos que
cada componente es un intervalo cerrado en [0, 1]. Supongamos que alguna componente
no degenerada es de la forma (a, b], para algunos a y b en [0, 1]. Entonces (a, f(a)) € B.
Como BN A = (), entonces existe § > 0, tal que [B(a,d) x B(f(a),8)] N A = 0.
Asi, si consideramos el subcontinuo K = [a,a + §/2], tenemos que f(K) no es un
conjunto conexo, pero esto es absurdo porque f es una funcién Darboux débil. Asi, las
componentes de 71 (A) son intervalos cerrados.

Ahora, tomemos dos componentes A; = [a1,b1] y As = [az, bs] de m1(A). Supongamos
que by < az. Como (b1, f(b1)) € Ay AN B = {), tenemos que existe ¢ > 0 tal que
[B(b1,€) x B(f(b1),€)] N B = 0. Ademas, como f es Darboux débil, existe al menos
un z € (b1,b1 + €/2) N1 (A). Luego, como en el intervalo (b1, az) no hay componentes
no degeneradas de m1(A), entonces existen puntos y; < x < yo, tales que (y1, f(y1)) y
(y2, f(y2)) estan en B. Consideremos los siguientes conjuntos no vacios:

A={(C,f(©)): C e C([0.1]) Nmi(A) N (y1,92)} v B=T(C(f)

)
Claramente I'(C(f)) = AU B. Veamos que BN A = (). Sea ({z},{f(2)}) . Como
BNA=0yx¢€ (y1,y2), existen abiertos U y V, de [0, 1], tales que (z, f(z)) € U x V
y (U x V)N B = (). Tomando el conjunto abierto (U) x (V) de C(X) x C(Y), tenemos
que ({z}, {f(2)}) € (U) x (V) y ({y}, {f(W)}) & (U) x (V) para todo (y, f(y)) € B,
y {z1H{f(2)}) € (U) x (V) para todo z € w1(A)\(y1,y2)- Asi, podemos concluir que
AN B = (). Mostremos que AN B = 0. Si (C, f(C)) € B, donde C C 7(B), entonces al
igual que hicimos en la prueba anterior, podemos encontrar un abierto de (C, f(C)) que

\A
€A
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no intercepta al conjunto A. Ahora, si ({z},{f(xz)}) € B, donde = € 71(A). Entonces
x & (y1,y2), Asi, podemos encontrar un conjunto abierto U x V de [0, 1] x [0, 1], tal que

(z, f(z)) pertence a U x V., y (y, f(y)) € U xV para todo ({y},{f(y)}) € A. Asi, (U) x
(V) es un conjunto abierto de C([0, 1]) x C([0,1]), que contiene al punto ({z}, {f(z)}),

tal que ({y}, {f(¥)}) € (U) x (V). Si (C,f(C)) € B, donde C C m(A)\F1([0,1]) y
cuyo diamétro es ¢. Entonces, considerando el abierto By (C,0/3) x B (f(C),d/3) de

C(X) x C(Y), es claro que (C, f(C)) € By(C,d§/3) x By(f(C),d/3). Tenemos que

({z} {f(x)} & Bu(C,6/3) x Bu(f(C),d/3) para todo ({z},{f(2)}) € A. Finalmente,

podemos concluir que AN B = 0. Por lo tanto, C'(f) no es una funciéon conexa. O

La respuesta a la siguiente pregunta nos ayudaria a dar una solucién completa al pro-
blema para las funciones conexas por lo menos, para funciones definidas del intervalo
[0,1] en si mismo.

Pregunta 4.24. ;Si f: [0,1] — [0, 1] no es conexa, entonces existe una separacion de su
grafica I'(f) = AU B tal que exista un intervalo no degenerado [a,b] donde el conjunto
[a,b] N1 (A) no tenga componentes no degeneradas?

4.3. Funciones de Darboux

Ser funcién de Darboux, es una propiedad hereditaria, es decir, si f: X — Y es de
Darboux y Z es un subespacio de X, entonces f|z: Z — f(Z) es nuevamente una
funciéon de Darboux, como mostramos en el Capitulo 2. Esta propiedad, junto con el
Lema 4.3, generan una demostracion sencilla del siguiente resultado, como lo hicimos
en las Proposiciones 4.4 y 4.5. Por esa razoén, su prueba serd omitida.

Proposicion 4.25. Sea f: X — Y wuna funcidn entre continuos. Las siguientes afir-
maciones se tienen:

1. 8i27: 2% = 2Y es una funcién de Darbouz, entonces f: X — Y es una funcion
de Darbouz.

2. 8i 25: 2% — 2V es una funcion de Darbous, entonces C(f): C(X) — C(Y) es
una funcion de Darbout.

3. 851 C(f): C(X) — C(Y) es una funcion de Darbouz, entonces f: X — Y es una

funcion de Darbouz.

La funcion usada en el Ejemplo 4.6, es una funcién de conectividad. Por ende, f es
una funcién de Darboux, por la Proposicion 2.4. Mas atn, en el Ejemplo 4.6 se probo
que C(f) no es una funcion de Darboux. Asi, 2/ no es una funcion de Darboux por la
Proposicién 4.25.

Pregunta 4.26. ;Existe una funcion f: X — Y definida entre continuos tal que C(f)
sea Darboux y 2f no sea Darboux?
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De la Proposicion 4.8, se sigue que si X es un continuo localmente conexoy f: X — Y
es tal que C(f): C(X) — C(Y) es una funcion de Darboux, entonces 2/ es de Darboux.
Con lo anterior tenemos una respuesta afirmativa a la Pregunta 4.26 cuando el dominio
es un continuo localmente conexo.

4.4. Funciones casicontinuas

En esta seccion veremos que todas las implicaciones que puedan, o no puedan presentar-
sen entre las funciones f, C(f) y 2/ quedaran completamente resueltas cuando tomamos
la clase de funciones casicontinuas.

Proposicion 4.27. Si 2f: 2% — 2Y es una funcion casicontinua, entonces f: X =Y
es una funcidn casicontinua.

Demostracion. Como 2/ es una funcion casicontinua, tenemos que la restriccion 27| F(X)
es una funcién casicontinua, por el Teorema 2.3. Ademés, como lo hemos usado conti-
nuamente en este capitulo, las funciones f y 2/ son equivalentes, por la Proposicion 4.2.
De esta manera, obtenemos que f es una funcién casicontinua, por el Lema 4.3. [l

El mismo argumento que usamos en las demostraciones de las Proposiciones 4.4 y 4.5,
se puede implementar en la prueba del siguiente resulado.

Proposicion 4.28. Sea f: X — Y una funcidn entre continuos. Los siguientes enun-
ciados son verdaderos:

1. 8i 2/: 2% = 2Y es una funcion casicontinua, entonces C(f): C(X) — C(Y) es
una funcion casicontinua.

2. SiC(f): C(X) = C(Y) es una funcidon casicontinua, entonces f: X —Y es una
funcion casicontinua.

Con los siguientes ejemplos descartamos cualquier implicacién reciproca que pueda ser
considerada.

Ejemplo 4.29. Existe una funcion casicontinua f, tal que la funcion inducida C(f) no
es casicontinua.

Sea f: [0,1] — [0, 1] la funcion de Césaro-Vietoris definida en la Seccion 1.3 del Capitulo
1. La funcion f es una funcion casicontinua, por [2, Teorema, pag. 186]. Ademas, C(f)
no es una funcion conexa, por el Ejemplo 4.18, y seguidamente, C'(f) no es una funcion
casicontinua, por el Teorema 2.7.

Ejemplo 4.30. Existe una funcién casicontinua f tal que C(f) es casicontinua y 2/ no
es casicontinua.

62



Sea H el abanico armoénico definido por
H={2e€C:|z] <2 y Arg(z) €{0,1,1/2,1/3,...}}.

Existe una funcién continua y sobreyectiva g: X — H, donde X es un continuo no
localmente conexo, ver [1]. Sea h: H — [0, 1] definida por

" ):{0 si|z|>1 y Arg(z) =0;

[|z] = 1| en caso contrario .

Finalmente, sea f = hog: X — [0, 1]. Las funciones f y C(f) son casicontinuas, por |7,
Teorema 3|. Supongamos que 2/ es casicontinua. Entonces f y 2/ son funciones Darboux
débil, por [7, Lema 1, pag. 70]. Asi, la funcién f es continua por |7, Teorema 1, pag.
72]. Pero esto es absurdo porque f no es una funcién continua por lo mostrado en |7,
Teorema 3, pag. 74]. Por lo tanto, 2/ 2% 5 9101 1o es una funcion casicontinua.
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