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RESUMEN

TÍTULO: FUNCIONES ENTRE CONTINUOS QUE PRESERVAN CONEXIDAD*

AUTOR: SERGIO ANDRÉS PÉREZ LEÓN**

PALABRAS CLAVES : continuo, funciones de conectividad, funciones de conectividad local,
funciones conexas, funciones de Darboux, funciones casicontinuas.

DESCRIPCIÓN:

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y diferente del vacío. Sean X y Y
continuos, y sea f : X → Y una función. Diremos que:

1. f es una función de conectividad si para todo conexo C ⊂ X , se tiene que Γ(f |C) es
conexa.

2. f es una función de conectividad local si existe una cubierta abierta {Uα}α∈Λ de X tal
que f |Uα

es una función de conectividad para todo α ∈ Λ.

3. f es una función conexa si Γ(f) es conexa.

4. f es una función de Darboux si f(C) es conexo para todo conexo C ⊂ X .

5. f es una función casicontinua si para todo abierto N de X × Y con Γ(f) ⊂ N , existe
una función continua g : X → Y tal que Γ(g) ⊂ N .

El propósito de este trabajo es estudiar algunas propiedades con respecto a las familias de
funciones anteriormente definidas. Nuestro trabajo está compuesto por cuatro capítulos:
En el Capítulo 1 presentamos las definiciones y resultados que necesitaremos para desarrollar
nuestro trabajo.
El Capítulo 2 está dividido en dos secciones. En la primera sección mostramos las definicio-
nes y propiedades de las familias de funciones definidas en un principio. Además, exhibimos
teoremas que muestran las relaciones que se tienen de manera general entre estas funciones.
En el Capítulo 3 estudiamos la propiedades de composición y de factor para las familias de
funciones anteriormente mencionadas.
Finalmente, en el Capítulo 4 estudiamos las relaciones que existen entre las funciones f , C(f)
y 2f .

*Proyecto de grado
**Facultad de Ciencias. Escuela de Matemáticas. Director Dr. Javier Enrique Camargo García.
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ABSTRACT

TITLE: MAPS NO-CONTINUOUS***

AUTHOR: SERGIO ANDRÉS PÉREZ LEÓN****

KEYWORDS: continuum, connectivity function, local connectivity function, connected function,
Darboux function, almost continuous function.

DESCRIPTION:
A continuum is a nonempty compact, connected and metric space. Let X and Y continuum,
and let f : X → Y a function. Say that:

1. f is a connectivity function if for all connected C ⊂ X , must be Γ(f |C) is connected.

2. f is a local connectivity function if there is an open cover {Uα}α∈Λ of X such that f |Uα

is a connectivity function for all α ∈ Λ.

3. f is a connected function if Γ(f) is connected.

4. f is a Darboux function if f(C) is connected for all connected C ⊂ X .

5. f is a almost continuous function if for all open N of X × Y with Γ(f) ⊂ N , there is a
continuous function g : X → Y such that Γ(g) ⊂ N .

The purpose of this paper is to study some properties with respect to the families of functions
defined above. Our work consists of four chapters:
In Chapter 1 present definitions and results that we need to develop our work.
Chapter 2 is divided into two sections. In the first section we show the definitions and properties
of families of functions defined in the beginning. In addition, theorems exhibit showing the
relationships are generally between these functions.
In Chapter 3 we study the composition and properties of factor for families of functions mentio-
ned above.
Finally, in Chapter 4 we study the relationships between the functions f , C(f) and 2f .

***Graduation project
****Faculty of Science. Department of Mathematics. Director Dr. Javier Enrique Camargo García.
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Introdu

iónCuando ha
emos una investiga
ión en topología es indispensable e indis
utible el estudiode fun
iones 
ontinuas. Además, en mu
has o
asiones, usamos fun
iones 
ontinuas 
on
ondi
iones adi
ionales para obtener o preservar alguna propiedad de nuestro interés.Uno de los teoremas más importantes en topología que involu
ra las fun
iones 
ontinuases el Teorema del punto �jo de Brouwer. Este teorema nos di
e que si tenemos unafun
ión 
ontinua sobre una n-
elda, enton
es existe un punto que es igual a su imagen.En [19℄, Stalling muestra una 
lase de fun
iones que no son ne
esariamente 
ontinuas quesatisfa
en el teorema de Brouwer. Esta 
lase de fun
iones Stalling las llamó fun
ionesde 
one
tividad.El resultado de Stalling motivó a de�nir otras 
lases de fun
iones estri
tamente más am-plias que la 
lase de fun
iones 
ontinuas 
omo: fun
iones de Darboux, fun
iones 
onexas,fun
iones de 
one
tividad lo
al y fun
iones 
asi
ontinuas. Estas 
lases de fun
iones de-�nidas por diversos autores han sido objeto de estudio en mu
has investiga
iones (ver[19℄, [14℄, [15℄, [9℄, [5℄ y [10℄). Un problema que, a raíz del teorema de Stalling, es muyinteresante, es el de en
ontrar 
ondi
iones sobre los espa
ios para que alguna de las fun-
iones men
ionadas anteriormente sea de 
one
tividad. En este trabajo re
opilaremosalgunos resultados que se 
ono
en al respe
to. Las fun
iones prin
ipales 
on las quevamos a trabajar en esta tesis son las siguientes:Sean X y Y 
ontinuos, es de
ir, espa
ios métri
os 
ompa
tos, 
onexos y diferentes delva
ío, y sea f : X → Y una fun
ión. Diremos que:1. f es una fun
ión de 
one
tividad si para todo 
onexo C ⊂ X, se tiene que Γ(f |C)es 
onexa.2. f es una fun
ión de 
one
tividad lo
al si existe una 
ubierta abierta {Uα}α∈Λ de
X tal que f |Uα es una fun
ión de 
one
tividad para todo α ∈ Λ.3. f es una fun
ión 
onexa si Γ(f) es 
onexa.4. f es una fun
ión de Darboux si f(C) es 
onexo para todo 
onexo C ⊂ X.5. f es una fun
ión 
asi
ontinua si para todo abierto N de X × Y 
on Γ(f) ⊂ N ,existe una fun
ión 
ontinua g : X → Y tal que Γ(g) ⊂ N .En 
ursos de 
ál
ulo en
ontramos que la 
omposi
ión de dos fun
iones 
ontinuas, esuna fun
ión 
ontinua. En general, si tenemos una 
lase de fun
iones, es natural estudiar10



si la 
omposi
ión de dos fun
iones en esta 
lase, está nuevamente en la misma 
lase.Las 
lases de fun
iones que 
umplen 
on ser 
erradas bajo la opera
ión 
omposi
iónde fun
iones, tienen la propiedad de 
omposi
ión. Otra propiedad que es interesanteestudiar para una 
lase de fun
iones M, es la propiedad del fa
tor. Si siempre que f seauna fun
ión 
ontinua sobreye
tiva y g ◦ f ∈ M, tenemos que g ∈ M, enton
es diremosque la 
lase M tiene la propiedad del fa
tor. No es difí
il ver que las 
lases de fun
iones
ontinuas y la 
lase de fun
iones inye
tivas, tienen la propiedad de 
omposi
ión y lapropiedad del fa
tor. En este trabajo estudiaremos estas dos propiedades para las 
lasesde fun
iones de 
one
tividad, 
one
tividad lo
al, 
onexas, Darboux y 
asi
ontinuas.Dado un 
ontinuo X, 
onsideramos los siguientes hiperespa
ios de X:1. 2X = {A ⊂ X : A es 
errado y diferente del va
ío};2. C(X) = {A ∈ 2X : A es 
onexo}3. Fn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n puntos}, n ∈ N.Los anteriores espa
ios son espa
ios topológi
os donde la topología es indu
ida por lamétri
a de Hausdor� H. Un 
ontinuo es un espa
io métri
o 
ompa
to, 
onexo y nova
ío. Dada una fun
ión entre 
ontinuos f : X → Y (f no es ne
esariamente 
ontinua).De�nimos la fun
ión indu
ida 2f : 2X → 2Y dada por 2f (A) = f(A). De manera naturalde�nimos C(f) : C(X) → C(Y ) por C(f) = 2f |C(X), sin embargo, estamos interesadosen fun
iones f : X → Y para las 
uales la fun
ión indu
ida C(f) : C(X) → C(Y ) estábien de�nida. Así, ne
esitamos que, para 
ada A ∈ C(X), f(A) sea 
onexo. Las fun
ionesque satisfa
en esa 
ondi
ión las llamaremos fun
iones Darboux débil. Claramente 
adafun
ión 
ontinua es Darboux débil .Dada una fun
ión entre 
ontinuos f : X → Y y una 
lase de fun
iones M, el problemaque estudiaremos en el 
apítulo 4 es determinar si una de las siguientes a�rma
ionesimpli
a la otra:1. f ∈ M ;2. C(f) ∈ M ;3. Fn(f) ∈ M, para algún n ∈ N;4. 2f ∈ M.En este trabajo estudiaremos algunas rela
iones que pueden haber entre 1, 2, 3 y 4,
uando la 
lase de fun
iones M es: 
one
tividad, 
one
tividad lo
al, 
onexas, Darbouxy 
asi
ontinuas. Nuestro trabajo está 
ompuesto por 
uatro 
apítulos:En el Capítulo 1 presentamos las de�ni
iones y resultados que ne
esitaremos para desa-rrollar nuestro trabajo.El Capítulo 2 está dividido en dos se

iones. En la primera se

ión mostramos las de-�ni
iones y propiedades de las fun
iones que preservan 
onexidad. Además, exhibimosteoremas que muestran las rela
iones que se tienen de manera general entre las fun-
iones que preservan 
onexidad. También 
onstruímos ejemplos que muestran 
uando11



algunas rela
iones no se dan entre las 
lases de fun
iones anteriormente men
ionadas.En la segunda se

ión re
opilamos algunos teoremas que se tienen en la literatura, quemuestran rela
iones entre las fun
iones que preservan 
onexidad, 
uando los dominiosde las fun
iones tienen 
ondi
iones espe
iales. En esta se

ión resaltamos el siguienteteorema probado por nosotros.Teorema 2.14 Sea X una dendrita. Si f : X → Y es una fun
ión 
asi
ontinua,enton
es f es una fun
ión de Darboux.El Capítulo 3 está dividido en dos se

iones. En la primera se

ión estudiamos la pro-piedad de 
omposi
ión para las fun
iones que preservan 
onexidad, y 
on
luímos quela úni
a 
lase de fun
iones que preservan la propiedad de 
omposi
ión es la 
lase defun
iones de Darboux. También analizamos las siguientes preguntas para 
ada 
lase defun
iones M que preservan 
onexidad . ¾Si f es una fun
ión 
ontinua y g ∈ M, enton
es
f ◦g ∈ M? y ¾Si g es una fun
ión 
ontinua y f ∈ M, enton
es f ◦g ∈ M?. En la segundase

ión trabajamos la propiedad del fa
tor para las fun
iones que preservan 
onexidad,y mostramos que las úni
as fun
iones que tienen la propiedad del fa
tor son las fun-
iones 
onexas. Entre los resultados obtenidos en esta se

ión, desta
amos el siguienteteorema demostrado por los autores de este trabajo.Teorema 3.19 Sean f : X → Y una fun
ión 
ontinua sobreye
tiva y g : Y → Z unafun
ión, tales que g ◦ f : X → Z es una fun
ión de Darboux. Si para todo 
onexo Cde Y , f−1(C) tiene un número �nito de 
omponentes, enton
es g es una fun
ión deDarboux.También desta
amos algunos ejemplos que muestran que para las demás fun
iones quepreservan 
onexidad, no se tiene la propiedad del fa
tor.Finalmente, el Capítulo 4 está dividido en 
in
o se

iones. En la primera se

ión estu-diamos las rela
iones que existen entre las fun
iones f , C(f) y 2f 
uando la fun
ión
f pertene
e a la 
lase de fun
iones de 
one
tividad. En las siguientes 
uatro se

ionesestudiamos los mismos tópi
os estudiados en la se

ión uno, 
uando la fun
ión f per-tene
e a la 
lase de fun
iones de 
one
tividad lo
al, 
onexas, Darboux y 
asi
ontinuas,respe
tivamente. En este 
apítulo resaltamos los siguientes tres resultados nuestros:Teorema 4.13 Sea f : X → Y una fun
ión de�nida entre 
ontinuos. Si f es una fun
ión
onexa, enton
es Fn(f) es 
onexa, para todo n ∈ N.Teorema 4.14 Sea f : X → Y una fun
ión de�nida entre 
ontinuos. Si Fn(f) es unafun
ión 
onexa, enton
es Fk(f) es una fun
ión 
onexa, para todo k ≥ n.Teorema 4.17 Sea f : X → Y una fun
ión de�nida entre 
ontinuos. Si f es 
onexa,enton
es 2f es 
onexa.
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Capítulo 1PreliminaresEn este 
apítulo presentamos las de�ni
iones y resultados de topología general y teoríade 
ontinuos, que usaremos a lo largo de este trabajo. Todas las de�ni
iones que esta-ble
emos en este trabajo serán dadas en el 
ontexto de los espa
ios métri
os 
ompa
tosy 
onexos, a los que llamamos 
ontinuos.1.1. Nota
iónEmpezamos introdu
iendo la simbología que, aunque es muy usada en libros de topologíageneral, es importante tener en 
uenta:
N : El 
onjunto de enteros positivos;
S1 : La 
ir
unferen
ia de radio uno en el plano 
omplejo;
A \B : Es la diferen
ia entre dos sub
onjuntos de un espa
io X;

A ⊂ B : A es un sub
onjunto de B (puede su
eder que A = B);
f |A : Es la restri

ión de una fun
ión f a un subespa
io A de su dominio;
(X, d) : Es un espa
io métri
o X, 
on métri
a d;

Bd(x, r) : Es la bola abierta en el espa
io métri
o (X, d), de radio el número realmayor que 
ero r y 
on 
entro el punto x en X;

A : Es la 
erradura del 
onjunto A 
on respe
to al espa
io X;

∂X(A) := (X −A) ∩A;Para una fun
ión f : X → Y ; Γ(f) = {(x, f(x)) ∈ X × Y : x ∈ X}; y se llama lagrá�
a de f .Algunos otros símbolos que usaremos, que requieren una de�ni
ión, los introdu
iremosen su momento. 13



1.2. ContinuosEn esta se

ión, introdu
imos los 
on
eptos de la teoría de 
ontinuos que serán ne
esariospara afrontar los objetivos que nos propusimos desarrollar.1.2.1. De�ni
ionesA 
ontinua
ión, de�niremos una 
lase espe
ial de espa
ios métri
os, llamados 
ontinuos,sobre los 
uales desarrollaremos este trabajo. Además, mostraremos algunas propiedadesde los 
ontinuos.De�ni
ión 1.1. Un 
ontinuo es un espa
io métri
o 
onexo, 
ompa
to y diferente delva
ío. Un sub
ontinuo es un 
ontinuo 
ontenido en algún espa
io métri
o.Algunos ejemplos de 
ontinuos son un ar
o el 
ual es un 
ontinuo homeomorfo al in-tervalo [0, 1] y la 
ir
unferen
ia de radio uno en el plano 
omplejo denotada por S1.Además, sabemos que el produ
to 
artesiano 
ontable de 
ontinuos es un 
ontinuo. Así,
[0, 1]n es un 
ontinuo que llamamos n 
elda, para todo n, y el 
ono
ido 
omo 
ubo deHilbert, 
ontinuo homeomorfo a ∏∞

i=1 Ii, donde Ii = [0, 1]. El 
ubo de Hilbert es 
ono-
ido 
omo el 
ontinuo universal pues todo 
ontinuo se puede in
ajar o inmersar en el
ubo de Hilbert. Otro 
ontinuo muy 
ono
ido es el toro de�nido por S1 × S1.Un 
ontinuo muy importante parar tener en 
uenta en el desarrollo de esta tesis es la
urva del topólogo de�nida por X = Y , donde Y =
{
(x, sen 1

x) | 0 < x ≤ 1
}.Figura 1: Curva del topólogo

A 
ontinua
ión de�nimos algunas propiedades que 
lasi�
an 
iertos 
ontinuos.De�ni
ión 1.2. Sea X un 
ontinuo. Diremos que X es lo
almente 
onexo en un punto
x de X, si X tiene una base lo
al de abiertos 
onexos en el punto x. Diremos que X eslo
almente 
onexo si es lo
almente 
onexo en todos sus puntos. Además, un 
ontinuo Xse llama hereditariamente lo
almente 
onexo si todo sub
ontinuo es lo
almente 
onexo.Un 
ontinuo lo
almente 
onexo es también 
ono
ido 
omo Continuo de Peano. De los
ontinuos que hemos presentado, solamente la 
urva del topólogo no es un 
ontinuo dePeano. 14



De�ni
ión 1.3. Sea X un 
ontinuo, diremos que X es uni
oherente si siempre que
X = A ∪ B, donde A y B son sub
ontinuos de X, se tiene que A ∩ B es 
onexo.Además, diremos que X es hereditariamente uni
oherente si 
ualquier sub
ontinuo esuni
oherente.Los espa
ios [0, 1]2 y [0, 1] son ejemplos de 
ontinuos uni
oherentes, sin embargo, aunque
[0, 1] es hereditariamente lo
almente 
onexo y hereditariamente uni
oherente, es fá
ilver que el 
uadrado [0, 1]2 no es hereditariamente lo
almente 
onexo ni hereditariamenteuni
oherente.De�ni
ión 1.4. Sea X un 
ontinuo, diremos que X es ar
o
onexo si para 
ualesquie-ra dos puntos x y y en X, existe una inmersión h : [0, 1] → X, tal que h(0) = x y
h(1) = y. Diremos que X es hereditariamente ar
o
onexo si todo sub
ontinuo K de Xes ar
o
onexo.De�ni
ión 1.5. Sea X un 
ontinuo. Diremos que X es un dendroide si X es ar
o
onexoy hereditariamente uni
oherente. Si, además,X es lo
almente 
onexo, lo llamaremos unadendrita.Como es 
ono
ido, todo sub
ontinuo de una dendrita es una dendrita. Así, toda dendritaes un 
ontinuo hereditariamente lo
almente 
onexo [16, Corolario 10.5, pág. 167℄.De�ni
ión 1.6. Dado un dendroide X, a un punto p en X lo llamaremos un punto derami�
a
ión, si X 
ontiene un triodo simple 
on vérti
e p. Un dendroide 
on un úni
opunto de rami�
a
ión es llamado abani
o.A 
ontinua
ión, mostramos ejemplos de 
ontinuos en el plano R2 que satisfa
en algunasde las 
ondi
iones expuestas anteriormente:1. S1 es un 
ontinuo de Peano hereditariamente lo
almente 
onexo, pero no es uni-
oherente.2. Sean a = (−1, 0), b = (0, 0) y qn = (0, 1

n) para 
ada n ∈ N. Dados x, y ∈ R2,sea xy = {(1− t)x+ ty | t ∈ [0, 1]}. De�nimos el abani
o armóni
o 
omo X =
ab ∪

⋃∞
n=1 aqn. Figura 2: Abani
o armóni
o

b
b
bEl abani
o armóni
o no es un 
ontinuo de Peano, pero es un dendroide 
uyo úni
opunto de rami�
a
ión es (−1, 0). 15



3. La 
urva del topólogo no es un 
ontinuo ar
o
onexo.4. Sean A = {(x, y) ∈ R2 | 0 < x ≤ 1/π, y = sen(1/x)}, B = {(x, y) ∈ R2 |x =
1/π, −2 ≤ y ≤ 0}, C = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ 1/π, y = −2} y D = {(x, y) ∈
R2 |x = 0, −2 ≤ y ≤ 1}. El 
ontinuo W = A ∪ B ∪ C ∪D es 
ono
ido 
omo elCír
ulo de Varsovia y es ar
o
onexo, pero no es uni
oherente ni hereditariamentear
o
onexo. Figura 3: Cír
ulo de Varsovia

5. Para 
ada n ∈ N, sean An = {1/n} × [0, 1/n] y L = [0, 1] × {0}. De�nimos ladendrita X 
omo X = (∪∞
n=1An)∪L. Se puede observar que X tiene una 
antidadin�nita de puntos de rami�
a
ión.Figura 4: Dendrita 
on una 
antidad in�nita de puntos de rami�
a
ión

bbb

1.3. Fun
ión Césaro-VietorisEn esta se

ión de�nimos la fun
ión debida a Césaro y Vietoris, y estudiamos algunasde sus propiedades más importantes. Esta fun
ión la usaremos 
on fre
uen
ia para la
onstru

ión de ejemplos.El límite superior de una su
esión (xn)n∈N se de�ne 
omo ĺım supxn = ı́nfn∈N supk≥n xk.Para que el límite superior de una su
esión (xn)n∈N exista, debemos asegurar que lasu
esión esté a
otada. 16



Todo número x ∈ [0, 1] se puede expresar en su úni
a representa
ión binaria in�nita, esde
ir, x = 0.a1a2 . . . donde los dígitos ai son 
eros o unos. Considere la siguiente fun
ión
w : [0, 1] → [0, 1], que llamamos fun
ión de Césaro-Vietoris, de�nida por

w(x) =




ĺım sup

a1 + a2 + . . .+ an
n

si 0 < x ≤ 1;

0 si x = 0.Vale la pena a
larar, que el ĺım sup
a1 + a2 + . . .+ an

n
en este 
aso siempre existe, porque

a1 + a2 + . . . + an
n

≤ 1.Proposi
ión 1.7. La fun
ión de Césaro-Vietoris es una fun
ión sobreye
tiva.Demostra
ión. Veamos primero que el número 0 tiene preimágen bajo w. Si
x = 0,01001000100001 . . ., enton
es los términos de la su
esión xn =

a1 + a2 + . . . + an
npara este 
aso son:

x1 = 0, x2 = 1/2, x3 = 1/3, x4 = 1/4, x5 = 2/5, . . . ,de ello que,
ĺım supxn = ı́nf{1/2, 2/5, 3/9, 4/14, . . .} ≤ ı́nf

n∈N
(1/n) = 0.Así, w(x) = 0. Probemos que el número 1 tiene preimagen bajo w. Si x = 0,01, obtene-mos que

ĺım sup
a1 + a2 + . . .+ an

n
= ĺım sup

n− 1

n
= 1.De ello que, w(x) = 1. Mostremos que todo número ra
ional de (0, 1) tiene preimagenbajo w. Si x = 0. 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

l−m veces

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m veces

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
l−m veces

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m veces

. . ., tenemos que
w(x) = ĺım sup

a1 + a2 + . . . + an
n

= m/l,donde m/l es 
ualquier número ra
ional de (0, 1). Finalmente, demostremos que todoirra
ional en (0, 1) tiene preimagen bajo w. Sea L un número irra
ional de (0, 1). En-ton
es existe una su
esión (yn) = (mn

ln
) ∈ Q ∩ (0, 1), 
on yn < yn+1 para todo n ∈ N y

L siendo el límite de la su
esión. Veamos primero que
m1 +m2 + . . .+mk−1

l1 + l2 + . . . + lk−1
<

mk

lk
,para todo k > 1. Sabemos que m1

l1
<

mk

lk
, m2

l2
<

mk

lk
, . . . , mk−1

lk−1
<

mk

lk
. Así,

lkm1 < mkl117



lkm2 < mkl2...
lkmk−1 < mklk−1,sumando la parte dere
ha e izquierda de las anteriores desigualdades tenemos que

lk(m1 +m2 + . . .+mk−1) < mk(l1 + l2 + . . .+ lk−1).Así,
(m1 +m2 + . . .+mk−1)

(l1 + l2 + . . . + lk−1)
<

mk

lk
. (1.1)Ahora, veamos que para todo número natural �jo k, existe un número natural N > k,tal que

mk

lk
<

(m1 +m2 + . . .+mk +mk+1 + . . .+mN )

(l1 + l2 + . . . + lk + lk+1 + . . . + lN )
.Demostrar la anterior a�rma
ión es equivalente a probar que

(mkl1 − lkm1 + . . .+mklk−1 − lkmk−1) + (mklk+1 − lkmk+1 + . . .+mklN − lkmN ) < 0.Sabemos que:
mkl1 − lkm1 > 0...

mklk−1 − lkmk−1 > 0.Además, tenemos que:
mklk+1 − lkmk+1 < 0...
mklN − lkmN < 0.Sea mkl1 − lkm1 + . . . +mklk−1 − lkmk−1 = r ∈ N, si N = k + 2 + r, enton
es

(mkl1 − lkm1 + . . .+mklk−1 − lkmk−1) + (mklk+1 − lkmk+1 + . . .+mklN − lkmN ) < 0.De ello que,
mk

lk
<

(m1 +m2 + . . .+mk +mk+1 + . . .+mN )

(l1 + l2 + . . . + lk + lk+1 + . . . + lN )
. (1.2)Sea x = 0. 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

l1−m1 veces

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m1 veces

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
l2−m2 veces

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m2 veces

. . . 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
ln−mn veces

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
mn veces

. . .Por 1.1, tenemos que w(x) ≤ L. Por otra parte, de 1.2 
on
luimos que L ≤ w(x). Porlo tanto, w(x) = L. Finalmente, podemos de
ir que w es una fun
ión sobreye
tiva.18



Con la siguiente proposi
ión mostramos que la de�ni
ión de la fun
ión w está determi-nada por la �
ola� de la representa
ión en base 2.Proposi
ión 1.8. Si x = 0.a1a2 . . . y z = 0.b1b2 . . . bka1a2 . . ., para algún k ∈ N �jo.Enton
es w(x) = w(z).Demostra
ión. Sean w(x) = ĺım sup(xn) y w(z) = ĺım sup(zn), donde
xn =

a1 + a2 + . . .+ an
n

,y
zn+k =

b1 + b2 + . . .+ bk + a1 + a2 + . . .+ an
n+ k

.Enton
es
ĺım
n→∞

(zn) = ĺım
n→∞

(
b1 + b2 + . . .+ bk

n
+

a1 + a2 + . . .+ an
n

)

1 + k
n

= ĺım
n→∞

(xn).Eso muestra que w(x) = w(z).Proposi
ión 1.9. Sean a, b en [0, 1] 
on a < b, enton
es w([a, b]) = [0, 1].Demostra
ión. Para todo y ∈ [0, 1] existe un valor xy = 0.a1a2 . . . en [0, 1], tal que
w(xy) = y, por la Proposi
ión 1.7. Sean z = 0.b1b2 . . . el punto medio del intervalo [a, b],y r la distan
ia del punto z a los puntos extremos del intervalo [a, b]. Sea s ∈ N, talque 1/2s < r. Consideremos el punto m = 0.b1b2 . . . bsbs+1a1a2 . . . ∈ [a, b]. Tenemos que
w(m) = w(xy) = y, por la Proposi
ión 1.8. Por lo tanto, w([a, b]) = [0, 1].1.4. Hiperespa
ios y fun
iones indu
idasEn esta se

ión de�nimos los hiperespa
ios que estudiaremos en este trabajo.Una de�ni
ión general de hiperespa
io es la siguiente. Dado un espa
io topológi
o X,un hiperespa
io de X es una 
ole

ión de sub
onjuntos de X 
on alguna 
ondi
iónespe
í�
a.Dado un 
ontinuo, de�nimos algunos hiperespa
ios, desarrollamos algunas propiedadesy des
ribimos algunos aspe
tos importantes rela
ionados 
on su topología.De�ni
ión 1.10. Sea (X, d) un 
ontinuo. De�namos los siguientes hiperespa
ios de X:1. 2X = {A ⊂ X : A es 
errado y diferente del va
ío};2. C(X) = {A ∈ 2X : A es 
onexo};3. Fn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n puntos}, n ∈ N.19



Para 
ada A y B en 2X , de�nimos H : 2X × 2X → [0,∞), por
H(A,B) = ı́nf{r > 0 : A ⊂ Nd(r,B) y B ⊂ Nd(r,A)},donde Nd(s,E) = {x ∈ X : d(x, e) < s para algún e ∈ E}, para s > 0 y E ∈ 2X .Como mostraremos en el Teorema 1.11, H es una métri
a para el hiperespa
io 2X y es
ono
ida 
omo la métri
a de Hausdor�.La demostra
ión del siguiente teorema la tomamos de [16℄.Teorema 1.11. Sea X un 
ontinuo. Enton
es (2X ,H) es un espa
io métri
o.Demostra
ión. De la de�ni
ión de H, es sen
illo probar que H(A,B) = 0 si y sólo si

A = B y también que H(A,B) = H(B,A) para 
ualesquiera A y B en 2X . Probemosque se 
umple la desigualdad del triángulo. Sean A,B y C puntos de 2X . Mostremosque:
H(A,B) ≤ H(A,C) +H(C,B).Sea δ > 0, por la de�ni
ión de H, tenemos

A ⊂ Nd(H(A,C) + δ
2 , C) y C ⊂ Nd(H(C,B) + δ

2 , B). (1.3)Sea a ∈ A, por (1.3), existe c ∈ C tal que d(a, c) < H(A,C)+ δ
2 . Además, de nuevo por(1.3), existe b ∈ B tal que d(c, b) < H(C,B)+ δ

2 . Apli
ando la desigualdad del triángulode d tenemos que:
d(a, b) ≤ d(a, c) + d(c, b) < H(A,C) +H(C,B) + δ.Ahora, 
omo a fue un punto arbitrario de A tenemos

A ⊂ Nd(H(A,C) +H(C,B) + δ,B). (1.4)Un argumento similar muestra
B ⊂ Nd(H(A,C) +H(C,B) + δ,A). (1.5)De esta manera, por (1.4) y (1.5), H(A,B) < H(A,C) + H(C,B) + δ. Como δ fuearbitrario, 
on
luimos que H(A,B) ≤ H(A,C) + H(C,B). Así, H es una métri
a de

2X .Consideremos la 
ole

ión de sub
onjuntos de 2X

β = {〈U1, U2, ..., Ul〉 : IntX(Ui) = Ui para 
ada i},donde 〈U1, U2, ..., Ul〉 = {A ∈ 2X : A ⊂ ∪l
i=1Ui y A ∩ Ui 6= ∅ para 
ada i}. Es fá
ilprobar que β forma una base de alguna topología sobre 2X . La topología generada por

β se 
ono
e 
omo la topología de Vietoris [8, Teorema 1.2, pág.3℄.20



Nota
ión 1.12. Es
ribiremos 〈U1, U2, ..., Ul〉 en lugar de 〈U1, U2, ..., Ul〉 ∩ C(X) o
〈U1, U2, ..., Ul〉 ∩ Fn(X), para denotar un abierto bási
o de la topología de Vietorisen C(X) o Fn(X), respe
tivamente.El siguiente resultado es muy 
ono
ido en la teoría de los hiperespa
ios de 
ontinuos.Aunque la prueba no es difí
il, es muy elaborada y por esta razón, no la es
ribimos. Laprueba se puede 
onsultar en [8, Teorema 3.2, pág.18℄.Proposi
ión 1.13. Sea X un 
ontinuo. Enton
es la topología de Vietoris es equivalentea la topología generada por la métri
a de Hausdor�.Comentario 1.14. Notemos que si U1, U2, ..., Ul son abiertos de X, enton
es

〈U1, U2, ..., Ul〉 = 〈U1 ∪ U2 ∪ ... ∪ Ul〉 ∩ 〈X,U1〉 ∩ 〈X,U2〉 ∩ ... ∩ 〈X,Ul〉.Con esto, la 
ole

ión
ς = {〈U〉 : U es abierto en X} ∪ {〈X,V 〉 : V es abierto en X},es una subbase de la topología de Vietoris [4, Problema 3J, pág.163℄.La siguiente de�ni
ión es una no
ión 
lási
a de 
onvergen
ia de 
onjuntos.De�ni
ión 1.15. Sean X un 
ontinuo y {Ai}

∞
i=1 una su
esión en 2X . De�nimos ellímite inferior de la su
esión {Ai}

∞
i=1 
omo el 
onjunto

ĺım inf Ai = {x ∈ X | ∀U ⊂ X abierto 
on x ∈ U , ∃N ∈ N tal que U ∩Ai 6= ∅, ∀i ≥ N} .El limite superior de la su
esión {Ai}
∞
i=1 se de�ne 
omo

ĺım supAi = {x ∈ X | ∀U ⊂ X abierto 
on x ∈ U ;U ∩Ai 6= ∅ para in�nitos i ∈ N} .Es 
laro que ĺım inf Ai ⊂ ĺım supAi. Si ĺım inf Ai = ĺım supAi = A, diremos que lasu
esión {Ai}
∞
i=1 
onverge a A y es
ribimos ĺımi→∞Ai = A.No es difí
il probar que dada una su
esión {Ai}

∞
i=1 en 2X , los 
onjuntos ĺım inf Ai y

ĺım supAi son no va
íos y 
errados de X [17, Observa
ión 0.6℄.Comentario 1.16. La 
onvergen
ia en el sentido de la De�ni
ión 1.15 es equivalente ala 
onvergen
ia usual en el hiperespa
io 2X dotado 
on la métri
a de Hausdor� 
uando
X es un 
ontinuo [8, Teorema 4.7℄.A 
ontinua
ión probaremos que los hiperespa
ios 2X , C(X) y Fn(X) son 
ontinuos,
uandoX es un 
ontinuo. Las pruebas de estos resultados se han tomado de [17, Teorema0.8℄ y [12, Corolarios 1.8.8 y 1.8.9℄.Teorema 1.17. Sea X un espa
io métri
o 
ompa
to. Enton
es 2X , C(X) son espa
iosmétri
os 
ompa
tos. 21



Demostra
ión. Primero, probemos que 2X es 
ompa
to. Es su�
iente mostrar quetoda su
esión en 2X tiene una subsu
esión 
onvergente [18, Teorema 4.10℄. Sea {An}
∞
n=1una su
esión en 2X . Como X es un espa
io métri
o 
ompa
to, existe una base {Um}∞m=1numerable [3, Teorema 4.1, pág. 233℄. Sea {

A1
n

}∞

n=1
= {An}

∞
n=1 una y supongamos quehemos de�nido una su
esión {Am

n }∞n=1. De�namos {Am+1
n

}∞

n=1
de la siguiente forma:(1) Si {Am

n }∞n=1 tiene una subsu
esión {
Am

nk

}∞

k=1
tal que ĺım supAm

nk
∩Um = ∅ enton
essea {

Am+1
n

}∞

n=1
di
ha subsu
esión.(2) Si para 
ualquier subsu
esión {

Am
nk

}∞

k=1
de {Am

n }∞n=1 tenemos que ĺım supAm
nk

∩

Um 6= ∅ enton
es ha
emos {Am+1
n

}∞

n=1
= {Am

n }∞n=1.Enton
es para 
ada m ∈ N, hemos de�nido {Am
n }∞n=1. Consideremos ahora la su
esióndiagonal {An

n}
∞
n=1. De la 
onstru

ión, es 
laro que {An

n}
∞
n=1 es una subsu
esión de

{An}
∞
n=1. Probemos que esta subsu
esión es 
onvergente. Supongamos que {An

n}
∞
n=1no es 
onvergente enton
es existe p ∈ ĺım supAn

n \ ĺım inf An
n. Como p 6∈ ĺım inf An

n,existe un abierto Uk0 y una subsu
esión {
A

nj
nj

}∞

j=1
de {An

n}
∞
n=1 tal que p ∈ Uk0 y

Uk0 ∩ A
nj
nj = ∅ para 
ada j ∈ N (ver De�ni
ión 1.15). Note que {

A
nj
nj

}∞

j=1
es unasubsu
esión de {Ak0

n

}∞

n=1
. Por lo tanto, la su
esión {

Ak0
n

}∞

n=1
satisfa
e la 
ondi
ión (1).Luego, ĺım supAk0+1

n ∩Uk0 = ∅ por de�ni
ión de la su
esión {
Ak0+1

n

}∞

n=1
. Como {An

n}
∞
n=1es una subsu
esión de {

Ak0+1
n

}∞

n=1
y ĺım supAn

n ⊂ ĺım supAk0+1
n [17, Observa
ión 0.6℄tenemos que ĺım supAn

n ∩ Uk0 = ∅ pero esto no es posible pues p ∈ ĺım supAn
n ∩ Uk0 .Así, 2X es 
ompa
to.Ahora, para probar que C(X) es 
ompa
to, es su�
iente ver que C(X) es 
errado en 2X .Sea K ∈ C(X) y sea {Kn}

∞
n=1 una su
esión en C(X) tal que ĺımn→∞Kn = K. Como

K es 
errado, es su�
iente ver que K es un sub
onjunto 
onexo de X. Supongamos que
K no es 
onexo enton
es existen abiertos disyuntos U y V de X tales que K ⊂ U ∪V y
K ∩ U 6= ∅, K ∩ V 6= ∅. Como la 
onvergen
ia en el sentido de la métri
a de Hausdor�es equivalente a la 
onvergen
ia introdu
ida en la De�ni
ión 1.15 [17, Teorema 0.7℄ y
〈U ∩ V 〉 es un abierto de 2X que tiene al punto K, existe N0 ∈ N tal que si n ≥ N0enton
es Kn ⊂ U ∪ V . Sean y ∈ K ∩U y z ∈ K ∩ V . Como y, z ∈ K y K = ĺım infKn,existen su
esiones {yn}

∞
n=1 y {zn}

∞
n=1 en X tales que yn, zn ∈ Kn para 
ada n ∈ N,

ĺımn→∞ yn = y y ĺımn→∞ zn = z, respe
tivamente. Así, existe N1 ∈ N tal que si n ≥ N1tenemos yn ∈ U y zn ∈ V . Sean N = máx {N0, N1} y n ≥ N , �jo. Enton
es Kn ⊂ U∪V ,
Kn ∩ U 6= ∅ y Kn ∩ V 6= ∅, lo 
ual es imposible pues Kn es 
onexo. Esto 
ompleta laprueba del teorema.Teorema 1.18. Sean X un 
ontinuo y n ∈ N. Enton
es Fn(X) es un 
ontinuo.Demostra
ión. De�namos g : Xn → Fn(X) por g(x1, . . . , xn) = {x1, . . . , xn}. Vea-mos que g es una fun
ión 
ontinua. Sean (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ Xn y suponga-mos que D((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = r, donde D denota la métri
a sobre Xn de-�nida por D((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = máx {d(x1, y1), . . . , d(xn, yn)} . Veamos que22



Hd(g(x1, . . . , xn), g(y1, . . . , yn)) ≤ r. Note que D((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = r < r + εdonde ε > 0 es dado; luego d(xi, yi) < r + ε para 
ada i ∈ {1, . . . , n}. No es difí
il verque esta última desigualdad impli
a que H(g(x1, . . . , xn), g(y1, . . . , yn)) < r + ε para
ada ε > 0 y así, H(g(x1, . . . , xn), g(y1, . . . , yn)) ≤ r. Esto prueba que g es una fun
ión
ontinua. Como X es un 
ontinuo, Xn también es un 
ontinuo y 
on
luimos que Fn(X)también es un 
ontinuo, por la 
ontinuidad y sobreye
tividad de la fun
ión g.Como una 
onse
uen
ia del Teorema 1.18, tenemos:Teorema 1.19. Sea X un 
ontinuo. Enton
es 2X es un 
ontinuo.Demostra
ión. Por el Teorema 1.17, 2X es un espa
io métri
o 
ompa
to. Luego, bastaprobar que 2X es 
onexo. Como Fn(X) es un 
ontinuo para 
ada n ∈ N y F1(X) ⊂
F2(X) ⊂ · · · ⊂ Fn(X) ⊂ · · · , tenemos que F (X) =

⋃∞
n=1 Fn(X) es un sub
onjunto
onexo de 2X . Así, F (X) es 
onexo, por [3, Teorema 1.6, pág. 109℄. Probemos que

F (X) = 2X . Sean A ∈ 2X y ε > 0, dado. Como A es 
ompa
to, existen x1, . . . , xn ∈ Atales que A ⊂ ∪n
j=1Bd(xj , ε). De�namos L = {x1, . . . , xn} y veamos que H(A,L) < ε.Es 
laro que L ⊂ A y así L ⊂ Nd(A, ε). Ahora, sea x ∈ A. Enton
es existe j ∈ {1, . . . , n}tal que x ∈ Bd(xj , ε). Luego d(x,L) ≤ d(x, xj) < ε. Por lo tanto, x ∈ Nd(L, ε) y sesigue que A ⊂ Nd(L, ε). De esta manera 
on
luimos que F (X) = 2X y esto 
ompleta laprueba del Teorema.Una herramienta muy útil para estudiar la ar
o
onexidad en hiperespa
ios de 
ontinuoses la no
ión de ar
o de orden, que introdu
imos a 
ontinua
ión.De�ni
ión 1.20. Sea X un 
ontinuo. Un ar
o de orden en 2X es un ar
o tal que si

A,B ∈ α tenemos que A ⊂ B o B ⊂ A. Un ar
o de orden de A0 a A1 en 2X es un ar
ode orden α tal que A0, A1 ∈ α y si A ∈ α enton
es A0 ⊂ A ⊂ A1.Una prueba para el siguiente resultado puede ser 
onsultada en [17, Teorema 1.8℄.Teorema 1.21. Sean X un 
ontinuo y A0, A1 ∈ 2X tales que A0 6= A1. Las siguientesa�rma
iones son equivalentes:(1) existe un ar
o de orden en 2X de A0 a A1;(2) A0 ⊂ A1 y 
ada 
omponente de A1 interse
ta a A0.Teorema 1.22. Sea X un 
ontinuo. Enton
es 2X es ar
o
onexo.Demostra
ión. Sea A ∈ 2X y A 6= X. Por la parte (1) del Teorema 1.21, existe unar
o de orden de A a X. Claramente esto impli
a que para 
ualesquiera dos elementosde 2X existe un ar
o en 2X que los une. Así, 2X es ar
o
onexo.Para probar la ar
o
onexidad del hiperespa
io C(X), usaremos el siguiente resultadoque probamos a 
ontinua
ión. 23



Proposi
ión 1.23. Sea X un 
ontinuo y sea α un ar
o de orden en 2X . Si A ∈ C(X)es el punto ini
ial de α enton
es α ⊂ C(X).Demostra
ión. Sea B ∈ α tal que B 6= A. Sea β un subar
o de α 
on puntos �nales
A y B. Como α es un ar
o de orden, por [17, Teorema 1.6℄, tenemos que β es un ar
o deorden de A a B. Así, A ⊂ B y 
ada 
omponente de B interse
ta a A, por la parte (2)del Teorema 1.21. Es fá
il ver que B =

⋃
{A ∪K |K es una 
omponente de B}. Como
ada 
omponente de B interse
ta a A y A es 
onexo tenemos que A∪K es 
onexo para
ada 
omponente de B. Por lo tanto, B es 
onexo. Así, α ⊂ C(X).Teorema 1.24. Sea X un 
ontinuo. Enton
es C(X) es ar
o
onexo.Demostra
ión. Sea A ∈ C(X) y A 6= X. Note que existe un ar
o de orden α en 2X de

A a X, por la parte (1) del Teorema 1.21. Como A ∈ C(X) y A es el punto ini
ial de α,se sigue que α ⊂ C(X), por la Proposi
ión 1.23. Por lo tanto C(X) es ar
o
onexo.Corolario 1.25. Si X es un 
ontinuo, enton
es C(X) es un 
ontinuo.Demostra
ión. El espa
io C(X) es métri
o 
ompa
to y 
onexo, por los Teoremas 1.17y 1.24, respe
tivamente. Por lo tanto, C(X) es un 
ontinuo.Terminaremos este 
apítulo 
on las de�ni
iones de las fun
iones indu
idas entre hiper-espa
ios de 
ontinuos y algunas propiedades que satisfa
en estas fun
iones.De�ni
ión 1.26. Sea f : X → Y una fun
ión entre 
ontinuos. De�nimos 2f : 2X → 2Y ,que llamaremos la fun
ión indu
ida entre los hiperespa
ios 2X y 2Y , por 2f (A) = f(A)para 
ada A ∈ 2X .De�ni
ión 1.27. Sea f : X → Y una fun
ión entre 
ontinuos. De�nimos
Fn(f) : Fn(X) → Fn(Y ), que llamaremos la fun
ión indu
ida entre los hiperespa
ios
Fn(X) y Fn(Y ), por Fn(f) = 2f |Fn(X).La siguiente de�ni
ión es ne
esaria para poder hablar de la fun
ión indu
ida C(f), parafun
iones entre 
ontinuos que no son ne
esariamente 
ontinuas.De�ni
ión 1.28. Sea f : X → Y una fun
ión entre 
ontinuos. De
imos que f es Dar-boux débil si f(A) es 
onexo para todo A ∈ C(X).La siguiente fun
ión es Darboux débil y se estudiará 
on más detalle en el 
apítulo 2.Ejemplo 1.29. Sea X = {(x, sen(1/x)) : 0 < x ≤ 1}. Consideremos la fun
ión f : X →
[0, 1] de�nida por,

f(x, y) =

{
0 si (x, y) ∈ {(x, sen(1/x)) : 0 < x ≤ 1};

1− |y| si (x, y) ∈ {(0, y) : −1 ≤ y ≤ 1}.24



De�ni
ión 1.30. Sea f : X → Y una fun
ión Darboux débil. Enton
es, de�nimos
C(f) : C(X) → C(Y ), llamada la fun
ión indu
ida entre los hiperespa
ios C(X) y C(Y )por C(f) = 2f |C(X).Las de�ni
iones de fun
iones indu
idas no requieren la 
ontinuidad de f . Sin embargo, si
f es 
ontinua, enton
es 2f (A) = f(A), pues f(A) = f(A) es una fun
ión 
ontinua entre
ompa
tos de Hausdor� y, C(f) = 2f |C(X) y Fn(f) = 2f |Fn(X) están bien de�nidas.La siguiente proposi
ión rela
iona la 
ontinuidad de f 
on la 
ontinuidad de 2f .Proposi
ión 1.31. Sea f : X → Y una fun
ión 
ontinua y sobreye
tiva entre 
onti-nuos. Enton
es 2f es 
ontinua y sobreye
tiva.Demostra
ión. Sea f : X → Y una fun
ión 
ontinua y sobreye
tiva entre 
ontinuos. delComentario 1.14, es su�
iente probar que (2f )−1(〈U〉) = 〈f−1(U)〉 y (2f )−1(〈Y, V 〉) =
〈X, f−1(V )〉, para 
ualesquiera abiertos U y V en Y.Probemos primero que (2f )−1(〈U〉) = 〈f−1(U)〉. SeaA ∈ (2f )−1(〈U〉). Enton
es 2f (A) ∈
〈U〉. Luego, por la de�ni
ión de 〈U〉, f(A) ⊂ U. De esta manera, A ⊂ f−1(f(A)) ⊂
f−1(U) y A ∈ 〈f−1(U)〉. Re
ípro
amente, si A ∈ 〈f−1(U)〉, enton
es A ⊂ f−1(U) y
f(A) ⊂ U. Con esto tenemos que 2f (A) ∈ 〈U〉 y A ∈ (2f )−1(〈U〉).Mostremos que (2f )−1(〈Y, V 〉) = 〈X, f−1(V )〉. Si A ∈ (2f )−1(〈Y, V 〉), enton
es 2f (A) ∈
〈Y, V 〉. Luego, f(A)∩V 6= ∅. De donde se sigue que A∩f−1(V ) 6= ∅ y A ∈ 〈X, f−1(V )〉.De manera similar, si A ∈ 〈X, f−1(V )〉, enton
es A ∩ f−1(V ) 6= ∅. Conse
uentemente,
f(A) ∩ V 6= ∅. Con lo que 
on
luimos que 2f (A) ∈ 〈Y, V 〉 y A ∈ (2f )−1(〈Y, V 〉).Finalmente, sea B ∈ 2Y . Claramente, f−1(B) ∈ 2X y 2f (f−1(B)) = B. Luego 2f essobreye
tiva.Corolario 1.32. Sea f : X → Y una fun
ión 
ontinua entre 
ontinuos, enton
es C(f)y Fn(f) son fun
iones 
ontinuas.Demostra
ión. Como f es una fun
ión 
ontinua, enton
es 2f es una fun
ión 
ontinua,por la Proposi
ión 1.31. Así, C(f) = 2f |2X y Fn(f)|Fn(X) son fun
iones 
ontinuas.
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Capítulo 2Clases de fun
ionesEn este 
apítulo de�nimos las fun
iones de 
one
tividad, 
one
tividad lo
al, 
onexas,Darboux y 
asi
ontinuas. También estudiaremos las rela
iones que existen entre ellas.Para ello, presentaremos teoremas que muestren di
has rela
iones. Además, daremos
ontraejemplos 
uando di
has rela
iones no se den. Finalmente, daremos 
ondi
ionessobre el dominio y el re
orrido de las fun
iones, para así, enun
iar teoremas que muestrenalgunas rela
iones entre las fun
iones anteriormente presentadas.2.1. De�ni
iones y propiedadesA 
ontinua
ión introdu
imos las de�ni
iones de las fun
iones que son nuestro prin
ipalobjeto de estudio en el desarrollo de este trabajo.De�ni
ión 2.1. Sean X y Y 
ontinuos, y sea f : X → Y una fun
ión. Diremos que:1. f es una fun
ión de 
one
tividad si para todo 
onexo C ⊂ X, se tiene que Γ(f |C)es 
onexa.2. f es una fun
ión de 
one
tividad lo
al si existe una 
ubierta abierta {Uα}α∈Λ de
X tal que f |Uα es una fun
ión de 
one
tividad para todo α ∈ Λ.3. f es una fun
ión 
onexa si Γ(f) es 
onexa.4. f es una fun
ión de Darboux si f(C) es 
onexo para todo 
onexo C ⊂ X.5. f es una fun
ión 
asi
ontinua si para todo abierto N de X × Y 
on Γ(f) ⊂ N ,existe una fun
ión 
ontinua g : X → Y tal que Γ(g) ⊂ N .Comentario 2.2. Es fá
il ver que para todo A ⊂ X, f |A es de 
one
tividad, siempreque f sea de 
one
tividad. Lo anterior también se tiene para fun
iones de 
one
tividadlo
al y de Darboux. Más aún, para todo sub
onjunto 
errado A de X, se tiene que f |Aes 
asi
ontinua, siempre que f sea 
asi
ontinua. La última a�rma
ión se demostrará a
ontinua
ión. 26



La prueba del siguiente teorema fue tomada de [19℄.Teorema 2.3. Sea f : X → Y una fun
ión 
asi
ontinua. Si C es un sub
onjunto 
erradode X, enton
es f |C : C → Y es una fun
ión 
asi
ontinua.Demostra
ión. Sea N un 
onjunto abierto de C × Y tal que Γ(f |C) ⊂ N . Enton
esexiste un 
onjunto abierto N ′ en X×Y , de manera que N = N ′∩ (C×Y ). El 
onjunto
N ′ ∪ [(X − C) × Y ] es abierto en X × Y y Γ(f) ⊂ N ′ ∪ [(X − C) × Y ]. Como f es
asi
ontinua, existe una fun
ión 
ontinua F : X → Y , donde Γ(F ) ⊂ N ′∪ [(X−C)×Y ],de ello que, F |C es una fun
ión 
ontinua, y además Γ(F |C) ⊂ N . Por lo tanto, f |C :
C → Y es una fun
ión 
asi
ontinua.La siguiente proposi
ión nos muestra la rela
ión que hay entre las fun
iones de 
one
-tividad, 
on las fun
iones de 
one
tividad lo
al, 
onexas y Darboux.Proposi
ión 2.4. Sea f : X → Y una fun
ión entre 
ontinuos. Si f es una fun
ión de
one
tividad, enton
es f es de 
one
tividad lo
al, 
onexa y Darboux.Demostra
ión. Sea f : X → Y una fun
ión de 
one
tividad; es de
ir, Γ(f |C) es un
onjunto 
onexo para 
ualquier 
onexo C en X. Note que si tomamos {X} 
omo una
ubierta abierta de X, enton
es, 
omo X es 
onexo, Γ(f |X) es un 
onjunto 
onexo. Porlo tanto, f es de 
one
tividad lo
al. Ahora, 
omo f es de 
one
tividad y X es 
onexo,tenemos que Γ(f |X) es un 
onjunto 
onexo. Además, Γ(f) = Γ(f |X). Así, f es 
onexa.Finalmente, sea π2 : X × Y → Y la proye

ión de�nida por π2(x, y) = y. Sea C un
onjunto 
onexo en X. Observe que f(C) = π2(Γ(f |C)). Como f es de 
one
tividad y π2es 
ontinua, tenemos que f(C) es 
onexo. De ello que, f es una fun
ión de Darboux.A 
ontinua
ión, veremos que las fun
iones 
ontinuas pertene
en a las 
in
o 
lases defun
iones de�nidas al ini
io del 
apítulo.Proposi
ión 2.5. Sea f : X → Y una fun
ión entre 
ontinuos. Si f es una fun
ión
ontinua, enton
es f es de 
one
tividad, 
one
tividad lo
al, 
onexa, Darboux y 
asi
on-tinua.Demostra
ión. Como f : X → Y es una fun
ión 
ontinua, tenemos que la fun
ión
H : X → Γ(f), de�nida por H(x) = (x, f(x)), es también una fun
ión 
ontinua. Si Ces un 
onjunto 
onexo de X, enton
es H(C) = Γ(f |C) es un 
onjunto 
onexo. Así, fes una fun
ión de 
one
tividad. La fun
ión f también es una fun
ión de 
one
tividadlo
al, 
onexa y Darboux, por la Proposi
ión 2.4. Finalmente, sea N un 
onjunto abiertode X × Y , tal que Γ(f) ⊂ N . Como f es una fun
ión 
ontinua, se tiene que f es unafun
ión 
asi
ontinua.El siguiente ejemplo muestra que el re
ípro
o de la anterior proposi
ión no se tiene.Ejemplo 2.6. Existe una fun
ión de 
one
tividad, 
one
tividad lo
al, 
onexa, Darboux,
asi
ontinua y no 
ontinua. 27



Sea f : [0, 1] → [−1, 1], de�nida de la siguiente manera,
f(x) =

{
sen(1/x) si 0 < x ≤ 1;

0 si x = 0.Figura 5: Grá�
a de la fun
ión f
b

Veamos primero que f es una fun
ión de 
one
tividad. Sea C un 
onexo de [0, 1] que
ontenga al 
ero. Así, C = [0, δ] o C = [0, δ), donde 0 ≤ δ ≤ 1. En el primer 
aso setendrá que,
{(x, sen(1/x)) : 0 < x ≤ δ} ⊂ Γ(f |C) ⊂ {(x, sen(1/x)) : 0 < x ≤ δ},y en el segundo 
aso tendremos que,
{(x, sen(1/x)) : 0 < x < δ} ⊂ Γ(f |C) ⊂ {(x, sen(1/x)) : 0 < x < δ}.Sabemos que los 
onjuntos {(x, sen(1/x)) : 0 < x ≤ δ} y {(x, sen(1/x)) : 0 < x < δ} son
onexos, de ello que, Γ(f |C) es un 
onexo [3, Teorema 1.6, pág. 109℄. Ahora, si C es un
onexo de [0, 1] que no 
ontiene al 
ero, enton
es Γ(f |C) es homeomorfo a un intervalo.Así, Γ(f |C) es un 
onexo. Por lo tanto, f es una fun
ión de 
one
tividad. La fun
ión

f también es una fun
ión de 
one
tividad lo
al, 
onexa y Darboux, por la Proposi
ión2.4. Sea N un 
onjunto abierto de X × Y , tal que Γ(f) ⊂ N . Existe un número δ > 0,de manera que Bd((0, 0), δ) ⊂ N . Sea x̂ = máx{x ∈ [0, 1] : ∂(Bd((0, 0), δ)) ∩ Γ(f) 6= ∅}.Sea g : [0, 1] → [−1, 1], de�nida 
omo
g(x) =





sen(1/x̂)

x̂
x si 0 ≤ x ≤ x̂,

sen(1/x) si x̂ < x ≤ 1.Claramente g es una fun
ión 
ontinua y Γ(g) ⊂ N . Por lo tanto, f es una fun
ión
asi
ontinua. Finalmente, veamos que f no es una fun
ión 
ontinua en x = 0. Sea
(xn)

∞
n=1, donde xn = 2/(4n + 1)π. La su
esión xn 
onverge a 
ero, pero f(xn) tiende auno. De ello que, f no es una fun
ión 
ontinua en x = 0.
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Figura 6: Grá�
a de la fun
ión g
b
δ

El siguiente teorema nos muestra que 
asi
ontinuidad impli
a 
onexidad. La prueba fuetomada de [19℄.Teorema 2.7. Sea f : X → Y una fun
ión entre 
ontinuos. Si f es una fun
ión 
asi-
ontinua, enton
es f es 
onexa.Demostra
ión. Supongamos que f no es una fun
ión 
onexa. Es de
ir, existen 
onjuntosabiertos A y B deX×Y , tales que A∩B = ∅, Γ(f) ⊂ A∪B, A∩Γ(f) 6= ∅ y B∩Γ(f) 6= ∅.Sean a y b enX, tales que (a, f(a)) ∈ A y (b, f(b)) ∈ B. Sea π : X×Y → X la proye

iónde�nida por π(x, y) = x. Sean A′ = A\π−1(b) y B′ = B\π−1(a). Tenemos que A′ ∪ B′es un 
onjunto abierto en X×Y y Γ(f) ⊂ A′∪B′. Como f es una fun
ión 
asi
ontinua,existe una fun
ión 
ontinua F : X → Y , tal que Γ(F ) ⊂ A′ ∪ B′. Pero A′ y B′ son
onjuntos abiertos disyuntos, tales que (a, F (a)) ∈ A′, (b, F (b)) ∈ B′. Así, Γ(F ) no es
onexa, pero esto es absurdo porque F es una fun
ión 
ontinua. Por lo tanto, podemos
on
luir que f es una fun
ión 
onexa.Los Ejemplos 2.10 y 2.11 que a 
ontinua
ión se muestran, fueron aportados por nosotros.Los demás ejemplos fueron tomados de [19℄, [14℄ y [15℄. Los siguientes ejemplos exhibenimpli
a
iones que en general no se tienen entre las fun
iones anteriormente de�nidas.Ejemplo 2.8. Existe una fun
ión de 
one
tividad lo
al, que no es de 
one
tividad, noes 
onexa, no es Darboux y no es 
asi
ontinua.Sea X = {(x, sen(1/x)) : 0 < x ≤ 1}. Consideremos la fun
ión 
ara
terísti
a
χ{0}×[−1,1] : X → [0, 1] de�nida por

χ{0}×[−1,1](x) =

{
1 si (x, y) ∈ {0} × [−1, 1],

0 si (x, y) ∈ X \ {0} × [−1, 1].Para ver que esta fun
ión es de 
one
tividad lo
al, basta 
on tomar la 
ubierta abierta
U = {U1, U2} de X, donde los 
onjuntos abiertos U1 y U2 son:

U1 = [(−1/2, 3/2) × (0, 3/2)] ∩X

U2 = [(−1/2, 3/2) × (−3/2, 1/2)] ∩X.Es fá
il ver que si C es un 
onexo 
ontenido en U1 o U2, enton
es f |C es 
onstante. Así,
f es de 
one
tividad lo
al. 29



Figura 7: Grá�
a de la fun
ión χ{0}×[−1,1]

Veamos que f no es una fun
ión 
onexa. Observando que Γ(f) está 
ontenido en elespa
io (X×{0})∪ (X×{1}), podemos 
on
luir que f no es una fun
ión 
onexa. Como
f no es una fun
ión 
onexa, tenemos que f no es una fun
ión de 
one
tividad, por laProposi
ión 2.4. La fun
ión f no es de Darboux, porque f(X) = {0, 1}. Finalmente,probemos que f no es 
asi
ontinua. Consideremos los siguientes 
onjuntos abiertos:

U1 = [(0, 3/2) × (−3/2, 3/2)] ∩X × (−1/2, 1/2)
U2 = [(−3/2, 1/2) × (−3/2, 3/2)] ∩X × (1/2, 3/2),
laramente Γ(f) ⊂ U1 ∪ U2, pero no existe una fun
ión 
ontinua g : X → [0, 1], detal manera que su grá�
a quede 
ontenida en U1 ∪ U2. Por ende, f no es una fun
ión
asi
ontinua.Ejemplo 2.9. Existe una fun
ión 
onexa que no es de 
one
tividad ni de Darboux.Sea X = {(x, sen(1/x)) : 0 < x ≤ 1}. Consideremos la fun
ión f : X → [0, 1] de�nidapor

f(x, y) =

{
0 si (x, y) ∈ {(x, sen(1/x)) : 0 < x ≤ 1};

1− |y| si (x, y) ∈ {(0, y) : −1 ≤ y ≤ 1}.Claramente los 
onjuntos A = {(x, y, 0) : (x, y) ∈ {(x, sen(1/x)) : 0 < x ≤ 1}} y
B = {(x, y, 1 − |y|) : (x, y) ∈ {(0, y) : −1 ≤ y ≤ 1}} son 
onexos, y Γ(f) = A ∪ B.Ahora, es fá
il ver que el punto (0, 1, 0) ∈ B ∩ A. Así, podemos 
on
luir que Γ(f) esun 
onexo de X × [0, 1]. Por lo tanto, f es una fun
ión 
onexa. Veamos que f no esDarboux. Consideremos el 
onjunto 
onexo C = {(x, sen(1/x)) : 0 < x ≤ 1} ∪ {(0, 0}de X. Tenemos que f(C) = {0, 1}, de ello que, f no es una fun
ión de Darboux. Así, lafun
ión f tampo
o es de 
one
tividad, por la Proposi
ión 2.4.Ejemplo 2.10. Existe una fun
ión 
onexa, que no es de 
one
tividad lo
al y tampo
oes 
asi
ontinua. 30



Figura 8: Grá�
a de la fun
ión f

Sea S1 = {e2πit : 0 ≤ t < 1}. De�nimos f : S1 → [0, 1/2] 
omo
f(e2πit) =

{
t si 0 ≤ t ≤ 1

2 ,
1
2 si 1

2 < t < 1.Probemos que f es una fun
ión 
onexa. Como f es una fun
ión 
ontinua en S1\(1, 0),tenemos que Γ(f |S1\(1,0)) es un 
onjunto 
onexo. No es difí
il ver que Γ(f |S1\(1,0)) ⊂

Γ(f) ⊂ Γ(f |S1\(1,0)). Así, Γ(f) es un 
onjunto 
onexo, porque está entre un 
onjunto
onexo y su adheren
ia. Mostremos que f no es de 
one
tividad lo
al. Consideremos
ualquier 
ubierta abierta {Uα}α∈Λ de X. Sea Uα0
la ve
indad del punto (1, 0). Sabemosque f |Uα0

no es de 
one
tividad, porque se puede en
ontrar un 
onjunto 
onexo C
ontenido en Uα0
, de tal forma que, f(C) = [0, δ] ∪ {1/2}, donde 0 < δ < 1/2. Deello que, Γ(f |C) no es un 
onjunto 
onexo. Así, f no es una fun
ión de 
one
tividadlo
al. Consideremos el 
onjunto abierto N = {∪x∈S1 [BR2(x, 1/5) × BR(f(x), 1/5)]} de

S1 × [0, 1/2], que 
ontiene la grá�
a de f . Sea la su
esión xn = e2πi(1−
1

3n
) 
onvergentea (1, 0). Note que, para toda fun
ión g : S1 → [0, 1/2] 
uya grá�
a esté 
ontenida en N,tenemos que, g(xn) ∈ (1/2 − 1/5, 1/2 + 1/5), para todo n ∈ N. Así, g será dis
ontinuaen el punto (1, 0), porque g(1, 0) ∈ (−1/5, 1/5) y g(xn) ∈ (1/2 − 1/5, 1/2 + 1/5) paratodo n ∈ N. Por lo tanto, la fun
ión f no es 
asi
ontinua.Ejemplo 2.11. Existe una fun
ión f : X → [0, 1] 
asi
ontinua que no es de 
one
tivi-dad, no es de 
one
tividad lo
al y no es de Darboux.Sea X = ∪∞

n=1An, donde A1 = {(x, x) : 0 ≤ x ≤ 1}, A2 = {(x, x/2) : 0 ≤ x ≤
1}, . . . , An = {(x, x/n) : 0 ≤ x ≤ 1} De�nimos f : X → [0, 1] por

f(x, y) =

{
x si (x, y) ∈ {(x, 0) : 0 ≤ x ≤ 1},

0 si (x, y) ∈ X\{(x, 0) : 0 ≤ x ≤ 1}.31



Para ver que f es 
asi
ontinua, debemos notar que para 
ualquier δ > 0, y 
ualquier
onjunto abierto N = {∪x∈X [BR2(x, δ)×BR(f(x), δ)]} que 
ubre la grá�
a de la fun
ión
f , siempre podemos 
onstruir la siguiente fun
ión 
ontinua g : X → [0, 1].

g(x, y) =

{
x si (x, y) ∈ ({(t, s) : 0 ≤ t ≤ 1, 0 ≤ s < δ} ∩X),

0 si (x, y) ∈ X\{(t, s) : 0 ≤ t ≤ 1, 0 ≤ s < δ}.Claramente g es 
ontinua, porque hemos arreglado los problemas de dis
ontinuidadque habían en los puntos de la forma {(x, 0) : 0 ≤ x ≤ 1}, 
on respe
to a la fun
ión
f . La fun
ión f no es una fun
ión de Darboux, porque al tomar el 
onjunto 
onexo
C = ∪∞

n=1An ∪ {(1, 0)} de X. Tenemos que f(C) = {0, 1}. Como f no es una fun
iónde Darboux, la fun
ión f no es de 
one
tividad, por la Proposi
ión 2.4.Finalmente, probemos que f no es una fun
ión de 
one
tividad lo
al. Observemos quepara 
ualquier 
ubierta abierta {Uα}α∈Λ, donde Uα0
es ve
indad del punto (0, 0), f |Uα0no es una fun
ión de 
one
tividad, porque siempre se puede en
ontrar un 
onjunto
onexo D 
ontenido en Uα0

que sea homeomorfo a X. Así, 
omo probamos que f noera una fun
ión de 
one
tividad, podremos probar de manera similar que f |Uα0
no esuna fun
ión de 
one
tividad. De ello que, f no es una fun
ión de 
one
tividad lo
al.Ejemplo 2.12. Existe una fun
ión de Darboux que no es de 
one
tividad, no es de
one
tividad lo
al, no es 
onexa y tampo
o es 
asi
ontinua.Sea f : [0, 1] → [0, 1] de�nida 
omo

f(x) =





0 si w(x) = x,

w(x) si w(x) 6= x,

1/2 si x ∈ {0, 1}.Donde w es la fun
ión de Césaro-Vietoris de�nida en el 
apítulo 1. Veamos que f(C) =
[0, 1] para todo 
onexo no degenerado C ⊂ [0, 1]. Es 
laro que existen a y b en [0, 1] talesque [a, b] ⊂ C. Sea y ∈ [0, 1], existe un valor xy = 0.a1a2 . . . ∈ [a, b], tal que w(xy) = y,por la Proposi
ión 1.9. Si xy 6= w(xy), f(xy) = y. Por otra parte, si xy = w(xy), enton
es
onsideramos un intervalo [a′, b′] ⊂ [a, b], tal que xy 6∈ [a′, b′]. Así, podemos en
ontrarun punto m ∈ [a′, b′], de manera que w(m) = y, de nuevo por la Proposi
ión 1.9. Porlo tanto, f(m) = y. Finalmente, podemos 
on
luir que f(C) = [0, 1]. Esto es su�
ientepara probar que f es una fun
ión de Darboux.Probemos que f no es una fun
ión 
onexa. Como la diagonal {(x, x) : 0 ≤ x ≤ 1} noestá en la grá�
a de la fun
ión f . Tenemos que la re
ta y = x permite separar a lagrá�
a de f . De ello que, f no es una fun
ión 
onexa. Así, f tampo
o es una fun
ión de
one
tividad, por la Proposi
ión 2.4. Mostremos que f no es una fun
ión de 
one
tividadlo
al. Sea {Uα}α∈Λ una 
ubierta abierta de [0, 1], y Uα0

una ve
indad del punto x = 0.Podemos en
ontrar un valor δ > 0, tal que el 
onjunto 
onexo [0, δ) ⊂ Uα0
. Si vemos lagrá�
a de f |[0,δ), se en
ontrará que el 
onjunto {(x, x) : 0 ≤ x < δ} la separa. De ello32



que, f |Uα0
no es de 
one
tividad. Por ende, f no es una fun
ión de 
one
tividad lo
al.Finalmente, 
omo f no tiene punto �jo, obtenemos que f no es una fun
ión 
asi
ontinuapor [19, Teorema 3, pág. 252℄.Proposi
ión 2.13. Existe una fun
ión de 
one
tividad que no es 
asi
ontinua.Demostra
ión. Sea D el dis
o unitario en R2. De�nimos

f(x, y) =





∣∣∣∣ sen
(

1
x2+y2

)∣∣∣∣ si (x, y) ∈ D \ {(0, 0)};

0 si (x, y) = (0, 0).Veamos que f es una fun
ión de 
one
tividad. Sea C un 
onjunto 
onexo de D queno 
ontiene al punto (0, 0). La grá�
a de f |C es un 
onjunto 
onexo, porque f esuna fun
ión 
ontinua en D\(0, 0). Ahora, sea C un 
onjunto 
onexo de D que 
ontie-ne al punto (0, 0). Tenemos que Γ(f |C) = Γ(f |C\(0,0)) ∪ {(0, 0), f(0, 0)}. Sabemos que
Γ(f |C\(0,0)) es un 
onjunto 
onexo. Como C es un 
onjunto 
onexo, (0, 0) ∈ C\(0, 0),es de
ir, existe una su
esión (xn)n∈N ∈ C\(0, 0), tal que xn 
onverge al punto (0, 0).Ahora, si V es una ve
indad del punto {(0, 0), f(0, 0)}, existe un número δ > 0, talque BR2((0, 0), δ) × BR((0, 0), δ) ⊂ V . Sabemos que existe N ∈ N, tal que xn ∈
BR2((0, 0), δ) para todo n ≥ N . Además, 
omo f(xn) os
ila entre [−1, 1], existe almenos un punto (xn, f(xn)) ∈ BR2((0, 0), δ) × BR((0, 0), δ), para algún n ≥ N . Por lotanto, {(0, 0), f(0, 0)} ∈ Γ(f |C\(0,0)). Ahora, 
omo Γ(f |C\(0,0)) ⊂ Γ(f |C) ⊂ Γ(f |C\(0,0)),
Γ(f |C) es un 
onjunto 
onexo [3, Teorema 1.6, pág.109℄. Finalmente, podemos 
on
luirque f es una fun
ión de 
one
tividad.Considere F : D → Y de�nida por F (x, y) = ((x, y), f(x, y)), donde Y = Γ(f). Sea
ϕ : Γ(F ) → Γ(f), de�nida por ϕ((x, y), F (x, y)) = ((x, y), f(x, y)). Es fá
il ver que ϕ esun homeomor�smo. De lo anterior se dedu
e que F también es una fun
ión de 
one
-tividad. Sea C la frontera de D. De�nimos φ : D\(0, 0) → C por, φ(p) es el punto en
C más 
er
ano a p. Veamos que F no es 
asi
ontinua. Como F |C es 
ontinua, existe
δ > 0, tal que si dR2((x1, y1), (x2, y2)) < δ, enton
es dR(F ((x1, y1), F (x2, y2)) < 1/16.Sea δ′ = mı́n{δ, 1/8}, y 
onsidere el 
onjunto abierto U de D × Y , de�nido por U =
∪(x,y)∈D[BR2((x, y), δ′)×BR2((x, y), δ′)×BR(F (x, y), δ′)]. Claramente, Γ(F ) ⊂ U . Sean
n y m puntos de U∩π−1

D (x, y), donde (x, y) ∈ C y π : D×Y → D. Enton
es n = (x, y)×
(x1, y1)× {F (x1, y1)}, m = (x, y)× (x2, y2)× {F (x2, y2)}, donde dR2((x1, y1), (x, y)) <
δ′ y dR2((x2, y2), (x, y)) < δ′. Ahora, dR2((x1, y1), (x2, y2)) ≤ dR2((x1, y1), (x, y)) +
dR2((x2, y2), (x, y)) < 2δ′ ≤ 1/4, también tenemos que dR(F (x1, y1), F (x2, y2)) ≤
dR(F (x1, y1), F (x, y)) + dR(F (x, y), F (x2, y2)) < 1/16 + 1/16 = 1/8. De ello que,
dR5(n,m) = dR3((x1, y1)×{F (x1, y1)}, (x2, y2)×{F (x2, y2)}) ≤ dR2((x1, y1), (x2, y2))+
dR(F (x1, y1), F (x2, y2)) < 3/8. Por lo tanto, diám(U ∩ π−1

D (x, y)) < 1/2 para todo
(x, y) ∈ C. Asumamos que existe una fun
ión 
ontinua g : D → Y , tal que Γ(g) ⊂ U .Veamos que dR2(φ(πD(g(x, y))), (x, y)) < 1 para todo (x, y) ∈ C. Note que ((x, y), g(x, y))y ((x, y), F (x, y)) están en U ∩ π−1

D (x, y). Así,
dR5((x, y)× g(x, y), (x, y) × F (x, y)) = dR3(g(x, y), (x, y) × f(x, y)) < 1/2.33



Como
dR2(πD(g(x, y)), (x, y)) ≤ dR3(g(x, y), (x, y) × f(x, y)) < 1/2,tenemos que,

dR2(φ(πD(g(x, y))), (x, y)) ≤ dR2(φ(πD(g(x, y))), πD(g(x, y))+

dR2(πD(g(x, y)), (x, y)) < 1/2 + 1/2 = 1,para todo (x, y) ∈ C. En parti
ular (φ◦πD◦g) : C → C no es homotópi
a a una 
onstante(ver[16, 12.37, 12.38 pág. 72℄). Como g(D) * {(0, 0)} × I y g(D) es lo
almente 
onexo.Obtenemos que (0, 0) 6∈ πD(g(D)). Así, φ ◦ πD ◦ g está bien de�nida y es 
ontinua. Porende, φ◦πD◦g es homotópi
a a una 
onstante por [16, 12.35, pág. 256℄. Así, φ◦πD◦g|C eshomotópi
a a una 
onstante, lo 
ual es absurdo por lo di
ho anteriormente. Finalmente,podemos 
on
luir que F no es 
asi
ontinua.
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La siguiente tabla muestra las impli
a
iones generales, entre las fun
iones anteriormenteestudiadas.
=⇒ Cone
tividad Cone
tividad

X

X

X

X

X

lo
al Conexa Darboux Casi
ontinuaCone
tividadCone
tividadlo
alConexaDarbouxCasi
ontinua

XProposi
ión
2.4

XProposi
ión
2.4

XProposi
ión
2.4

×Proposi
ión
2.13

×Ejemplo
2.8

×Ejemplo
2.8

×Ejemplo
2.8

×Ejemplo
2.8

×Ejemplo
2.9

×Ejemplo
2.10

×Ejemplo
2.10

×Ejemplo
2.9

×Ejemplo
2.12

×Ejemplo
2.12

×Ejemplo
2.12

×Ejemplo
2.12

×Ejemplo
2.11

×Ejemplo
2.11

×Ejemplo
2.11

XTeorema
2.72.2. Teoremas adi
ionalesEn esta se

ión enun
iaremos algunos teoremas que muestran rela
iones entre las fun
io-nes que preservan 
onexidad, para ello, será indispensable 
onsiderar en los enun
iadosde los teoremas, fun
iones que preservan 
onexidad 
on 
onjuntos de salida espe
iales.El siguiente teorema fue probado por nosotros y nos muestra 
uándo una fun
ión 
asi-
ontinua es una fun
ión de Darboux.Teorema 2.14. Sea X una dendrita. Si f : X → Y es una fun
ión 
asi
ontinua, en-ton
es f es una fun
ión de Darboux.Demostra
ión. Como f es una fun
ión 
asi
ontinua, tenemos que f es una fun
iónDarboux débil [7, Lema 1, pág. 70℄. Como X es una dendrita, tenemos que f es una35



fun
ión de Darboux, por el Teorema 3.22.Los siguientes resultados muestran 
uándo una fun
ión 
onexa es de 
one
tividad, y
uándo una fun
ión 
asi
ontinua es de 
one
tividad. La prueba de los siguientes teore-mas puede ser en
ontrada en [14℄.Teorema 2.15. Sea X una dendrita tal que 
ada ar
o en X 
ontiene solo un número�nito de puntos de rami�
a
ión de X. Enton
es 
ada fun
ión 
onexa de valores realesen X es una fun
ión de 
one
tividad.Teorema 2.16. Si X es una dendrita tal que 
ada ar
o en X 
ontiene solo un número�nito de puntos de rami�
a
ión de X, enton
es 
ada fun
ión 
asi
ontinua de valoresreales en X es una fun
ión de 
one
tividad.Con los siguientes teoremas mostramos 
uándo una fun
ión de 
one
tividad lo
al es
onexa, y también 
uándo una fun
ión de 
one
tividad lo
al es de 
one
tividad. Lossiguientes teoremas requieren demasiados resultados para su prueba, por ende, no serándemostrados en este trabajo. Consultar la prueba en [15℄.Teorema 2.17. Sea X un 
ontinuo de Peano. Enton
es 
ada fun
ión de 
one
tividadlo
al de X a un espa
io topológi
o Y , es una fun
ión 
onexa.Teorema 2.18. Sea X un espa
io métri
o ar
o
onexo. Enton
es 
ada fun
ión de 
o-ne
tividad lo
al de X a un espa
io topológi
o Y , es una fun
ión 
onexa.Teorema 2.19. Sea X un espa
io métri
o hereditariamente ar
o
onexo. Enton
es 
a-da fun
ión de 
one
tividad lo
al de X a un espa
io topológi
o Y , es una fun
ión de
one
tividad.Teorema 2.20. Sea X una dendrita. Enton
es 
ada fun
ión de 
one
tividad lo
al de
X a un espa
io topológi
o Y , es una fun
ión de 
one
tividad.
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Capítulo 3Composi
ión y fa
torEn 
ursos de 
ál
ulo en
ontramos que la 
omposi
ión de dos fun
iones 
ontinuas, es unafun
ión 
ontinua. En general, si tenemos una 
lase de fun
iones, es natural estudiar si la
omposi
ión de dos fun
iones en esta 
lase, está nuevamente en el mismo 
onjunto. Otrapropiedad importante es determinar en que 
ondi
iones siempre que la 
omposi
ión dedos fun
iones está en una determinada 
lase, enton
es alguna de las fun
iones está enla 
lase. Estas propiedades las de�niremos formalmente y las llamaremos propiedad de
omposi
ión y fa
tor, respe
tivamente.Este 
apítulo lo dividimos en dos grandes se

iones donde estudiaremos la propiedadde 
omposi
ión y la propiedad del fa
tor, para las 
lases de fun
iones que hemos venidoestudiando.3.1. Propiedad de 
omposi
iónAbordamos 
ada 
lase de fun
iones en subse

iones. Mostramos ejemplos y 
ondi
ionespara que la propiedad de 
omposi
ión sea satisfe
ha.De�ni
ión 3.1. Sea M una 
lase de fun
iones. Si para 
ada f y g en M, tenemos que
g ◦ f ∈ M, enton
es diremos que la 
lase M tiene la propiedad de 
omposi
ión.Como men
ionamos en la introdu

ión, la 
lase de fun
iones 
ontinuas tiene la propiedadde 
omposi
ión. Otras 
lases 
ono
idas muy bien 
on la propiedad de 
omposi
ión, sonlas fun
iones inye
tivas y la 
lase de fun
iones sobreye
tivas.3.1.1. Fun
iones de 
one
tividadComo mostramos en el siguiente ejemplo, la 
lase de fun
iones de 
one
tividad no tienela propiedad de 
omposi
ión. El siguiente ejemplo fue tomado de [10℄.Ejemplo 3.2. Existen fun
iones de 
one
tividad f y g, tales que g ◦ f no es de 
one
-tividad. 37



Sea f : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1] la fun
ión proye

ión de�nida por f(x, y) = x. Claramentela fun
ión f es 
ontinua y por tanto de 
one
tividad. Sea g : [0, 1] → [0, 1] de�nida dela siguiente manera
g(x) =

{
1+sen(2π/x)

2 si 0 < x ≤ 1,

1 si x = 0.De la misma forma 
omo demostramos que la fun
ión en el Ejemplo 2.6 es de 
one
tivi-dad, se demuestra que g también es una fun
ión de 
one
tividad. Probemos que g ◦f noes de 
one
tividad. Consideremos el 
onjunto 
onexo D = ([0, 1]×{0})∪ [∪∞
i=1({1/i} ×

[0, 1])]∪{(0, 1)} de [0, 1]× [0, 1]. Note que el punto (0, 1, 1) está en la grá�
a de g ◦ f |D.Ahora, veamos que ([0, 1/3]×[2/3, 1]×[2/3, 1])∩Γ(g◦f |D ) = {(0, 1, 1)}. Supongamos queexiste (x, y, z) 6= (0, 1, 1), tal que (x, y, z) ∈ ([0, 1/3] × [2/3, 1] × [2/3, 1]) ∩ Γ(g ◦ f |D).Como los puntos de la forma (0, k), 
on 0 < k < 1, no están en D, tenemos que
x 6= 0. Sea 0 < x ≤ 1/3. Como y ∈ [2/3, 1], x es de la forma 1/n 
on n ≥ 3. Ahora,
g(f(1/n, y)) = g(1/n) = 1/2, pero eso es absurdo, porque el punto (1/n, y, 1/2) no estáen el 
onjunto [0, 1/3]× [2/3, 1]× [2/3, 1]. Así, (0, 1, 1) es un punto aislado de Γ(g ◦f |D).Por lo tanto, Γ(g ◦f |D) no es un 
onjunto 
onexo. Por ende, podemos 
on
luir que g ◦fno es una fun
ión de 
one
tividad.Note que el ejemplo anterior muestra que la 
ompuesta de dos fun
iones de 
one
tivi-dad, donde una de ellas es 
ontinua, no es de 
one
tividad. Con el siguiente resultadovemos que si tomamos 
orre
tamente una fun
ión 
ontinua, enton
es tendremos que la
ompuesta será de 
one
tividad.Teorema 3.3. Sean f : X → Y una fun
ión de 
one
tividad y g : Y → Z una fun
ión
ontinua, enton
es g ◦ f : X → Z es de 
one
tividad.Demostra
ión. Supongamos que g ◦f no es de 
one
tividad. Esto es, existe un 
onjunto
onexo D ⊂ X, tal que Γ(g ◦ f |D) no es 
onexo. Enton
es, existen 
onjuntos abiertos Uy V de X × Z, tales que U ∩ V = ∅ y Γ(g ◦ f |D) = U ∪ V . Considerando los 
onjuntosabiertos U y V en términos de la base; es
ribimos U = ∪(x,z)∈U(Ux × Vz) y V =
∪(x′,z′)∈V (Ux′ ×Vz′). Como g es 
ontinua, tenemos que los 
onjuntos M = ∪(x,z)∈U (Ux×
g−1(Vz)) y N = ∪(x′,z′)∈V (Ux′ × g−1(Vz′)) son 
onjuntos abiertos en X × Y . Veamosque Γ(f |D) ⊂ M ∪N . Sea (x, f(x)) ∈ Γ(f |D). Sabemos que (x, g(f(x))) ∈ Γ(g ◦ f |D).Supongamos sin pérdida de generalidad que (x, g(f(x))) ∈ U . Así, existe Ux × Vz, talque (x, g(f(x))) ∈ Ux × Vz ⊂ U . Pero esto impli
a que (x, f(x)) ∈ Ux × g−1(Vz) ⊂ M .Lo anterior impli
a que Γ(f |D) ⊂ M ∪N . Además, M ∩N = ∅, porque U ∩V = ∅. Perolo anterior 
ontradi
e que f es de 
one
tividad. Por lo tanto, Γ(g ◦ f |D) es 
onexa paratodo 
onexo D ⊂ X, esto es, g ◦ f es una fun
ión de 
one
tividad.Es natural preguntarnos si bajo alguna 
ondi
ión parti
ular sobre los espa
ios la 
om-posi
ión de fun
iones de 
one
tividad siempre es una fun
ión de 
one
tividad.Pregunta 3.4. ¾Existe una familia de 
ontinuos L, tal que la 
omposi
ión de dosfun
iones de 
one
tividad de�nidas en L, es de 
one
tividad?38



3.1.2. Fun
iones de 
one
tividad lo
alAl igual que las fun
iones de 
one
tividad, empezaremos 
on un ejemplo 
reado pornosotros donde mostramos que la 
omposi
ión de fun
iones de 
one
tividad lo
al no esde 
one
tividad lo
al.Ejemplo 3.5. Existen fun
iones de 
one
tividad lo
al f y g, tales que g ◦ f no es de
one
tividad lo
al.Sea f1 : [0, 1] → [−1, 1] de�nida por
f1(x) =

{
sen(1/x) si 0 < x ≤ 1,

0 si x = 0.Sabemos que f1 es de 
one
tividad lo
al por el Ejemplo 2.6. Sea f : [0, 1] → [0, 1] ×
[−1, 1] de�nida por f(x) = (x, f1(x)). Probemos que f es de 
one
tividad lo
al. Sea
ϕ : Γ(f) → Γ(f1) de�nida por ϕ(x, (x, f1(x)) = (x, f1(x)). Es fá
il probar que ϕ es unhomeomor�smo. De esta observa
ión se sigue que f es de 
one
tividad lo
al.Sea g : Γ(f1) → [0, 1] de�nida por

g(x, y) =

{
1 si (x, y) ∈ {(0, y) : −1 ≤ y ≤ 1},

0 si (x, y) ∈ Γ(f1)\{(0, y) : −1 ≤ y ≤ 1}.Veamos que g es de 
one
tividad lo
al. Sea ϑ = {U1, U2} una 
ubierta abierta de Γ(f1),donde U1 = [(−1/2, 3/2)×(1/2, 3/2)]∩Γ(f1) y U2 = [(−1/2, 3/2)×(−3/2, 2/3)]∩Γ(f1).Todo 
onexo C de U1 o de U2 es homeomorfo a un intervalo. Además C debe estar
ontenido en {(0, y) : −1 ≤ y ≤ 1} o Γ(f1) \{(0, y) : −1 ≤ y ≤ 1}. De esta manera g(C)es 
onstante. Por lo tanto, Γ(g|C) es un 
onjunto 
onexo. Así, g|U1
y g|U2

son fun
ionesde 
one
tividad y g es una fun
ión de 
one
tividad lo
al. Es fá
il ver que la grá�
a de
g ◦ f está dada 
omo en la Figura 9.Probemos que g ◦ f : [0, 1] → [0, 1] no es una fun
ión de 
one
tividad lo
al. Si 
onside-ramos 
ualquier abierto U = [0, a) ⊂ [0, 1], tenemos fá
ilmente que

Γ(g ◦ f |U ) = {{(0, 1)} ∪ [(0, a) × {0}]}.De lo que se sigue que g ◦ f no es una fun
ión de 
one
tividad lo
al.
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Figura 9: Fun
ión 
omposi
ión.
1

0 1

b

El siguiente teorema nos muestra que al 
omponer una fun
ión 
ontinua 
on una fun
iónde 
one
tividad lo
al, resulta una fun
ión de 
one
tividad lo
al, siempre y 
uando lafun
ión de 
one
tividad lo
al a
túe de primero.Teorema 3.6. Sean f : X → Y una fun
ión de 
one
tividad lo
al y g : Y → Z unafun
ión 
ontinua, enton
es g ◦ f : X → Z es una fun
ión de 
one
tividad lo
al.Demostra
ión. Supongamos que g ◦ f no es una fun
ión de 
one
tividad lo
al. Estoquiere de
ir que para toda 
ubierta abierta {Uα}α∈Λ de X, existen α0 ∈ Λ y un 
onexo
D ⊂ Uα0

, tal que Γ(g ◦ f |D) no es un 
onjunto 
onexo. Enton
es, existen 
onjuntosabiertos U y V de X ×Z, tales que U ∩ V = ∅ y Γ(g ◦ f |D) = U ∪ V . Considerando los
onjuntos abiertos U y V 
omo sigue: U = ∪(x,z)∈U (Ux×Vz) y V = ∪(x′,z′)∈V (Ux′×Vz′).Como g es 
ontinua, tenemos que los 
onjuntos M = ∪(x,z)∈U(Ux × g−1(Vz)) y N =
∪(x′,z′)∈V (Ux′ × g−1(Vz′)) son 
onjuntos abiertos en X × Y . Note que, N ∩ M = ∅ y
Γ(f |D) ⊂ N ∪M . Pero esto 
ontradi
e que f es una fun
ión de 
one
tividad lo
al. Así,existe una 
ubierta {Uα}α∈Λ de X, tal que Γ(g ◦ f |D) es un 
onexo para todo 
onexo
D ⊂ Uα y g ◦ f |Uα es una fun
ión de 
one
tividad para todo α ∈ Λ. Por ende, g ◦ f esuna fun
ión de 
one
tividad lo
al.Las fun
iones que usamos en el Ejemplo 3.5 están de�nidas entre 
ontinuos 
on propie-dades parti
ulares. De esta manera es importante plantear la siguiente pregunta:Pregunta 3.7. ¾Existe una familia de 
ontinuos L, tal que la 
omposi
ión de dosfun
iones de 
one
tividad lo
al de�nidas en L, es de 
one
tividad lo
al?3.1.3. Fun
iones 
onexasComo en los dos 
asos anteriores, empezaremos exhibiendo un ejemplo que muestra quela 
omposi
ión de dos fun
iones 
onexas, no ne
esariamente vuelve a ser una fun
ión
onexa. 40



Ejemplo 3.8. Existen fun
iones 
onexas f y g, tales que g◦f no es una fun
ión 
onexa.Sea f : [0, 1] → S1 de�nida 
omo f(t) = e2πit. Claramente f es una fun
ión 
ontinua ypor tanto 
onexa. Sea g : S1 → [0, 1/2], de�nida por
g(e2πit) =

{
t si 0 ≤ t < 1/2;

1/2 si 1/2 ≤ t < 1.Aunque g no es 
ontinua en 0, es sen
illo ver que g es una fun
ión 
onexa. La fun
ión
g ◦ f : [0, 1] → [0, 1/2] no es 
onexa, porque (1, 0) es un punto aislado de Γ(g ◦ f) (verFigura10 ). Figura 10: Grá�
a de la fun
ión g ◦ f .
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El siguiente teorema muestra que la 
omposi
ión entre una fun
ión 
ontinua y unafun
ión 
onexa, es una fun
ión 
onexa, siempre y 
uando la segunda fun
ión que a
túasea 
ontinua. El orden en que se toman las fun
iones en la 
omposi
ión es importante,porque 
omo vimos en el ejemplo anterior, al 
omponer una fun
ión 
ontinua 
on unafun
ión 
onexa, no ne
esariamente obtenemos una fun
ión 
onexa.Teorema 3.9. Sean f : X → Y una fun
ión 
onexa y g : Y → Z una fun
ión 
ontinua,enton
es g ◦ f : X → Z es una fun
ión 
onexa.Demostra
ión. Supongamos que g ◦ f no es una fun
ión 
onexa. Enton
es, existen 
on-juntos abiertos U y V de X×Z, tales que U∩V = ∅ y Γ(g◦f) = U∪V . Considerando los
onjuntos abiertos U y V 
omo sigue: U = ∪(x,z)∈U (Ux×Vz) y V = ∪(x′,z′)∈V (Ux′×Vz′).Como g es 
ontinua, tenemos que los 
onjuntos M = ∪(x,z)∈U(Ux × g−1(Vz)) y N =
∪(x′,z′)∈V (Ux′ × g−1(Vz′)) son 
onjuntos abiertos en X × Y . Note que, N ∩ M = ∅ y
Γ(f) ⊂ N∪M . Pero esto 
ontradi
e que f es una fun
ión 
onexa. Por lo tanto, podemos
on
luir que g ◦ f es una fun
ión 
onexa.Al igual que para las fun
iones de 
one
tividad, no sabemos si podemos dar alguna
ondi
ión espe
í�
a a los espa
ios para que la 
omposi
ión de fun
iones 
onexas sea
onexa. 41



Pregunta 3.10. ¾Existe una familia de 
ontinuos L, tal que la 
omposi
ión de dosfun
iones 
onexas de�nidas en L, es 
onexa?En parti
ular, podemos preguntarnos: ¾Si f y g son fun
iones 
onexas de�nidas entrear
os, enton
es la 
omposi
ión g ◦ f es 
onexa?3.1.4. Fun
iones de DarbouxComo veremos a 
ontinua
ión, las fun
iones de Darboux son la úni
a 
lase, de las queabordamos en este trabajo, que satisfa
e la propiedad de 
omposi
ión.Teorema 3.11. Sean f : X → Y y g : Y → Z dos fun
iones de Darboux, enton
es
g ◦ f : X → Z es una fun
ión de Darboux.Demostra
ión. Sea C un 
onjunto 
onexo de X, f(C) es un 
onjunto 
onexo de Y ,porque f es una fun
ión de Darboux. Más aún, g ◦ f(C) = g(f(C)) es un 
onjunto
onexo de Z, porque g es una fun
ión de Darboux. De ello que, g ◦ f es una fun
ión deDarboux.3.1.5. Fun
iones 
asi
ontinuasEn esta subse

ión, empezamos mostrando un ejemplo de dos fun
iones 
asi
ontinuastales que la 
omposi
ión entre ellas no es una fun
ión 
asi
ontinua. Más adelante, ve-remos que la 
omposi
ión de una fun
ión 
asi
ontinua 
on una fun
ión 
ontinua, si esuna fun
ión 
asi
ontinua.Ejemplo 3.12. Existen fun
iones 
asi
ontinuas f y g, tales que g ◦f no es una fun
ión
asi
ontinua.Sea f : [0, 1] → {(x, sen(1/x)) : 0 < x ≤ 1} de�nida 
omo

f(x) =

{
(0, 0) si x = 0;

(x, sen(1/x)) si 0 < x ≤ 1.Veamos que f es una fun
ión 
asi
ontinua. Sea U un 
onjunto abierto, tal que Γ(f) ⊂
U . Como el punto (0, 0, 0) está en la grá�
a de f , existe δ > 0, tal que [(−δ, δ) ×
(−δ, δ) × (−δ, δ)] ⊂ U . Sabemos que existe un valor k ∈ (−δ, δ), tal que sen(1/k) = 0.Consideremos la siguiente fun
ión F : [0, 1] → {(x, sen(1/x)) : 0 < x ≤ 1}, de�nida por

F (x) =





(0, 0) si x = 0;

(x, 0) si 0 < x < k;

(x, sen(1/x)) si k ≤ x ≤ 1.Claramente F es una fun
ión 
ontinua. Además, Γ(F ) ⊂ U . Por lo tanto, f es unafun
ión 
asi
ontinua. Sea g : {(x, sen(1/x)) : 0 < x ≤ 1} → [0, 1], de�nida 
omo
g(x, y) =

{
1− |y| si (x, y) ∈ {(0, y) : −1 ≤ y ≤ 1};

0 si (x, y) ∈ {(x, sen(1/x)) : 0 < x ≤ 1}\{(0, y) : −1 ≤ y ≤ 1}.42



Probemos que g es una fun
ión 
asi
ontinua. Sea U un 
onjunto abierto, tal que Γ(g) ⊂
U . De manera similar a 
omo argumentamos para de�nir F , existe δ > 0, tal que
{[(x− δ, x+ δ)× (y− δ, y+ δ)× ((1− |y|)− δ, (1− |y|)+ δ)] : (x, y) ∈ {(0, y) : −1 ≤ y ≤
1}} ⊂ U . Sabemos que existe un valor k ∈ (−δ, δ), tal que sen(1/k) = 1. Consideremosla siguiente fun
ión G : {(x, sen(1/x)) : 0 < x ≤ 1} → [0, 1] de�nida por

G(x, y) =





1− |y| si (x, y) ∈ {(0, y) : −1 ≤ y ≤ 1};

1− |sen(1/x)| si (x, y) ∈ {(x, sen(1/x)) : 0 < x ≤ k};

0 si (x, y) ∈ {(x, sen(1/x)) : k < x ≤ 1}.La fun
ión G es una fun
ión 
ontinua, porque logramos solu
ionar los problemas dedis
ontinuidad que tenía la fun
ión g, en los puntos de la forma {(0, y) : −1 ≤ y ≤ 1}.Además, Γ(G) ⊂ U . Por lo tanto, g es una fun
ión 
asi
ontinua. Finalmente, no es difí
ilver que el punto (0, 1) es un punto aislado de Γ(g ◦f). Así, la fun
ión g ◦f no es 
onexa.Por lo tanto, g ◦ f no es 
asi
ontinua por el Teorema 2.7.Los siguientes dos teoremas muestran que la 
omposi
ión entre una fun
ión 
ontinua yuna fun
ión 
asi
ontinua, siempre es 
asi
ontinua. Las demostra
iones de los Teoremas3.13 y 3.14 fueron tomadas de [19℄Teorema 3.13. Sean f : X → Y una fun
ión 
asi
ontinua y g : Y → Z una fun
ión
ontinua, enton
es g ◦ f : X → Z es una fun
ión 
asi
ontinua.Demostra
ión. Sea N un 
onjunto abierto de X × Z, tal que Γ(g ◦ f) ⊂ N . Sea g∗ :
X×Y → X×Z de�nida 
omo g∗(x, y) = (x, g(y)). Tenemos que g−1

∗ (N) es un 
onjuntoabierto de X×Y y Γ(f) ⊂ g−1
∗ (N). Como f es una fun
ión 
asi
ontinua, enton
es existeuna fun
ión 
ontinua F : X → Y de manera que, Γ(F ) ⊂ g−1

∗ (N). Así, g ◦ F : X → Zes una fun
ión 
ontinua y Γ(g ◦ F ) ⊂ N , de ello que, g ◦ f : X → Z es una fun
ión
asi
ontinua.Teorema 3.14. Sean f : X → Y una fun
ión 
ontinua y g : Y → Z una fun
ión
asi
ontinua, enton
es g ◦ f : X → Z es 
asi
ontinua.Demostra
ión. Primero note que si Y es reemplazado por f(X), enton
es f : X → f(X)es 
ontinua; g|f(X) : f(X) → Z es 
asi
ontinua por el Teorema 2.3. Así, podemossuponer que f es sobreye
tiva. Sea N un 
onjunto abierto de X×Z tal que Γ(g◦f) ⊂ N .Sea f∗ : X × Z → Y × Z de�nida por f∗(x, z) = (f(x), z). Tenemos que f∗(Γ(g ◦ f)) =
Γ(g). Ahora, para todo y ∈ Y , f−1(y) es un sub
onjunto 
ompa
to de X. Sean x ∈ X,
Nx un 
onjunto abierto de X que 
ontiene a x y Mx un 
onjunto abierto de Z que
ontiene a (g ◦f)(x) = g(y), tal que Nx×Mx ⊂ N . Como f−1(y) es 
ompa
to, enton
esexisten Nx1

, ..., Nxk
que 
ubren a f−1(y). Sean Mx1

, . . . ,Mxk
los respe
tivos abiertosde 
ada Nxi

. Sean Uy = Y − f(X − ∪i=k
i=1Nxi

) y Wy = Uy × [∩i=k
i=1Mxi

]. Tenemos que
Uy es un 
onjunto abierto de Y que 
ontiene a y; así Wy es un sub
onjunto abierto de
Y ×Z que 
ontiene a (y, g(y)). Note que f−1

∗ (Wy) ⊂ N . Sea W = ∪y∈Y Wy. Obtenemosque W es un sub
onjunto abierto de Y × Z y Γ(g) ⊂ W . Más aún, existe una fun
ión43




ontinua G : Y → Z tal que Γ(G) ⊂ W . Tenemos que G ◦ f : X → Z es 
ontinua.
f∗(Γ(G ◦ f)) = Γ(G) ⊂ W . Así, Γ(G ◦ f) ⊂ f−1

∗ (W ) ⊂ N . De ello que, g ◦ f es
asi
ontinua.De la misma manera 
omo terminamos varias se

iones en este 
apítulo, nos pregunta-mos si bajo alguna 
ondi
ión parti
ular sobre los espa
ios la 
omposi
ión de fun
iones
asi
ontinuas siempre es una fun
ión 
asi
ontinua.Pregunta 3.15. ¾Existe una familia de 
ontinuos L, tal que la 
omposi
ión de dosfun
iones 
asi
ontinuas de�nidas en L, es 
asi
ontinua?3.2. Propiedad del fa
torAl igual que hi
imos en la se

ión anterior, desarrollaremos 
ada 
lase de fun
iones ensubse

iones, de manera puntual y mostrando ejemplos donde sea ne
esario.De�ni
ión 3.16. Sea M una 
lase de fun
iones. Si siempre que f sea una fun
ión
ontinua y g ◦ f ∈ M, tenemos que g ∈ M, enton
es diremos que la 
lase M tiene lapropiedad de fa
tor.No es difí
il ver que la 
lase de fun
iones 
ontinuas y la 
lase de fun
iones sobreye
ti-vas tienen la propiedad del fa
tor. El orden en que abordamos las diferentes 
lases defun
iones lo 
ambiamos 
on respe
to a la se

ión anterior, solamente para fa
ilitar lale
tura de los ejemplos que presentamos.3.2.1. Fun
iones 
onexasA 
ontinua
ión, mostramos un teorema que muestra que la 
lase de fun
iones 
onexastienen la propiedad del fa
tor.Teorema 3.17. Sean f : X → Y una fun
ión 
ontinua sobreye
tiva y g : Y → Z, talque g ◦ f : X → Z es una fun
ión 
onexa, enton
es g : Y → Z es una fun
ión 
onexa.Demostra
ión. Considere la fun
ión 
ontinua H : X × Z → Y × Z de�nida 
omo
H((x, z)) = (f(x), z). Ahora, 
omo H es 
ontinua y Γ(g◦f) es 
onexo, enton
es H(Γ(g◦
f) = Γ(g) es 
onexo. Por lo tanto, g : Y → Z es una fun
ión 
onexa.3.2.2. Fun
iones de DarbouxEmpezamos esta subse

ión mostrando un ejemplo de una fun
ión 
ontinua f , tal que
g ◦ f es una fun
ión de Darboux y g no es una fun
ión de Darboux. Así, la 
lase de lasfun
iones de Darboux no tiene la propiedad del fa
tor.Ejemplo 3.18. Existen dos fun
iones f : X → Y y g : Y → Z , tales que f es 
ontinuay sobreye
tiva, g ◦ f es Darboux, pero g no es Darboux.44



Denotemos por C el 
onjunto de Cantor. Los intervalos abiertos 
omplementarios de
C, los referen
iaremos 
omo sigue: d1,1 = (13 ,

2
3), d2,1 = (19 ,

2
9 ), d2,2 = (79 ,

8
9), . . . Es
ono
ido que los puntos en C son los puntos en [0, 1] 
uya representa
ión en base 3, sepuede expresar solamente 
on 0′s y 2′s. Dado x = 0.a1a2a3 . . . ∈ C donde ai ∈ {0, 2},para todo i ∈ N, de�namos la fun
ión c : C → [0, 1] por c(x) = [0.b1b2b3 . . .]2 =
∑∞

i=0
bi
2i
,donde bi =

ai
2 . No es difí
il ver, que la imagen bajo c de los puntos que son extremosde los intervalos dp,k, son iguales. Es posible de�nir una fun
ión h : [0, 1] → [0, 1] apartir de la fun
ión c. La fun
ión h será igual a c en los puntos que se en
uentranen el 
onjunto de Cantor y para los puntos que se en
uentran en un intervalo dp,k suimagen será la misma que la que tenían los puntos extremos de dp,k. La fun
ión hes 
ono
ida 
omo fun
ión de Cantor y es una fun
ión 
ontinua y 
re
iente. Para vermás detalles a
er
a de la fun
ión de Cantor, 
onsultar [6, pág. 137℄. Note además que

h(C) = [0, 1]. Sea D el 
onjunto 
onformado por los puntos que son extremos de losintervalos 
omplementarios de Cantor y de�namos en D la rela
ión dada por la fun
ión
h, x ∼ y si y sólo si h(x) = h(y). Ahora de�namos una fun
ión 
ontinua f de la siguientemanera,

f(x) =





(h(x), 0) si x ∈ C;

(h(x), x − y) si x ∈ (y, y+z
2 ],donde y ∼ z;

(h(x), z − x) si x ∈ (y+z
2 , z),donde y ∼ z.Como h es 
ontinua enton
es se puede ver fá
ilmente que f también lo es. De�namosuna fun
ión u : [0, 1] → [0, 1] por

u(x) =





0 si x ∈ D;

1 si x ∈ C \D;

sen( 1
x−y ) si x ∈ (y, y+z

2 ],donde y ∼ z;

sen( 1
z−x) si x ∈ (y+z

2 , z),donde y ∼ z.Ahora, veamos que si x1 6= x2 y f(x1) = f(x2), tenemos que u(x1) = u(x2). Note que si
x1 y x2 son dos puntos 
ualesquiera en [0, 1], que 
umplen 
on las 
ondi
iones anteriores,enton
es solo pueden o
urrir dos 
asos:1. x1 ∼ x2,2. x1 ∈ (y, y+z

2 ] y x2 ∈ (y+z
2 , z), donde y ∼ z.En el primer 
aso tenemos que u(x1) = 0 = u(x2). En el segundo 
aso obtenemos que

u(x1) = sen( 1
x1−y ) = sen( 1

z−x2
) = u(x2), porque f(x1) = (h(x1), x1 − y) = f(x2) =

(h(x2), z − x2). Por lo tanto, podemos de�nir una fun
ión g : f([0, 1]) → [0, 1], tal que
g ◦ f = u. Probemos que g no es una fun
ión de Darboux. Consideremos el 
onjunto
onexo (h(C), 0) = {(x, 0) : 0 ≤ x ≤ 1} ⊂ f([0, 1]), tenemos que g((h(C), 0)) = {0, 1},de ello que, g no es una fun
ión de Darboux. Finalmente, veamos que g ◦ f es unafun
ión de Darboux. Para 
ualquier 
onexo B de [0, 1] pueden o
urrir las siguientes tresposibilidades: 45



1. B está 
ontenido en el interior de un intervalo [x, y] donde x ∼ y,2. B = [x, y] donde x ∼ y,3. B 
ontiene algún punto extremo de los intervalos 
omplementarios del 
onjuntode Cantor.En el primer 
aso se tiene que g(f(B)) es 
onexo, porque g(f(x)) es 
ontinua en elinterior de [x, y]. En el segundo y ter
er 
aso se tiene que g(f(B)) = [−1, 1]. Por lotanto, g ◦ f es una fun
ión de Darboux.Figura 11: Grá�
a de la fun
ión de Cantor.
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Note que en el ejemplo anterior existía un 
onjunto 
onexo D = {(x, 0) : x ∈ [0, 1]},tal que f−1(D) = C, donde C es el 
onjunto de Cantor. Esto es, f−1(D) tenía una
antidad in�nita (no numerable) de 
omponentes. En el siguiente teorema probamosque si f : X → Y es una fun
ión 
ontinua y sobreye
tiva, tal que para todo 
onexo
D ⊂ X, f−1(D) tiene un número �nito de 
omponentes y g ◦ f es una fun
ión deDarboux, enton
es g es una fun
ión de Darboux.Teorema 3.19. Sean f : X → Y una fun
ión 
ontinua sobreye
tiva y g : Y → Z talesque g ◦ f : X → Z es una fun
ión de Darboux. Si para todo 
onexo C de Y , f−1(C)tiene un número �nito de 
omponentes, enton
es g es una fun
ión de Darboux.Demostra
ión. Sea C un 
onjunto 
onexo de Y . Observe que si f−1(C) es 
onexo,tenemos que (g ◦f)(f−1(C)) = g(C) es 
onexo, porque g ◦f es una fun
ión de Darboux,y la demostra
ión quedaría 
ompleta. Luego f−1(C) es dis
onexo.46



Supongamos que f−1(C) tiene exa
tamente dos 
omponentes. Sean U1 y U2 las 
om-ponentes de f−1(C). Sabemos que f(U1 ∪ U2) = f(U1) ∪ f(U2) = C. Supongamos que
f(U1)∩f(U2) = ∅. Como C es 
onexo, tenemos que f(U1)∩f(U2) 6= ∅ o f(U2)∩f(U1) 6=
∅. Consideremos primero el 
aso en que f(U1) ∩ f(U2) 6= ∅. Note que f(U1) = f(U1),porque f es una fun
ión 
ontinua de�nida entre 
ontinuos, es de
ir, f es una fun
ión
errada. Tenemos que C ∩ [f(U1) ∩ f(U2)] 6= ∅. Sea z ∈ C ∩ [f(U1) ∩ f(U2)]. Como
f(U1)∩f(U2) = ∅, existe y ∈ U1\U1, tal que f(y) = z. Tenemos que U1∪{y} ⊂ f−1(C) es
onexo, porque U1∪{y} está entre el 
onexo U1 y su adheren
ia. Pero esto nos lleva a una
ontradi

ión porque U1 es una 
omponente de f−1(C). Por lo tanto, f(U1)∩f(U2) 6= ∅.Por otra parte, g(C) = g(f(U1) ∪ f(U2)) = g(f(U1)) ∪ g(f(U2)) es un 
onjunto 
onexode Z, porque al ser g ◦f una fun
ión de Darboux, tenemos que g(f(U1)) y g(f(U2)) son
onjuntos 
onexos, y g(f(U1))∩ g(f(U2)) 6= ∅, porque f(U1)∩ f(U2) 6= ∅. En el 
aso enque f(U2) ∩ f(U1) 6= ∅, también podemos 
on
luir que g(C) es un 
onjunto 
onexo.Finalmente, supongamos que f−1(C) tiene n 
omponentes U1, U2, . . . Un, para algún
n > 2. Tenemos que f(U1 ∪ . . . ∪ Un) = f(U1) ∪ . . . ∪ f(Un) = C. Como C es 
onexo,tenemos que f(U1)∩ [∪j 6=1f(Uj)] 6= ∅ o f(U1)∩ [∪j 6=1f(Uj)] 6= ∅. Consideremos primeroel 
aso en que f(U1) ∩ [∪j 6=1f(Uj)] 6= ∅. Tenemos que f(U1) ∩ f(Uj) 6= ∅ para algún
j 6= 1. Obtenemos que f(U1) ∩ f(Uj) 6= ∅ por los argumentos que usamos en el párrafoanterior. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que j = 2. Por ahora sabemos que,
g(f(U1)) ∪ g(f(U2)) es un 
onjunto 
onexo. Ahora, C = [f(U1) ∪ f(U2)] ∪ . . . ∪ f(Un),de ello que, f(U1 ∪ U2) ∩ [∪j 6={1,2}f(Uj)] 6= ∅, o f(U1 ∪ U2) ∩ [∪j 6={1,2}f(Uj)] 6= ∅.Consideremos el 
aso en que f(U1 ∪ U2) = [f(U1)∪f(U2)]∩[∪j 6={1,2}f(Uj)] 6= ∅. Tenemosque [f(U1) ∪ f(U2)] ∩ f(Uj) 6= ∅. Tenemos que [f(U1) ∪ f(U2)] ∩ f(Uj) 6= ∅ por lohe
ho en el párrafo anterior. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que j = 3Así, g(f(U1 ∪U2))∪ g(f(U3)) = g(f(U1))∪ g(f(U2))∪ g(f(U3)) es un 
onjunto 
onexo.Ha
iendo un pro
eso indu
tivo llegamos a que g(C) = g(f(U1))∪g(f(U2))∪. . .∪g(f(Un))es un 
onjunto 
onexo. Por lo tanto, g es una fun
ión de Darboux. Ahora, 
onsideremosel 
aso en que f(U1) ∩ [∪j 6=1f(Uj)] 6= ∅. Sabemos que ∪j 6=1f(Uj) = ∪j 6=1f(Uj). Así,
f(U1) ∩ ∪j 6=1f(Uj) 6= ∅, esto es, f(U1) ∩ f(Uj) 6= ∅ para algún j 6= 1. De nuevo,
f(U1) ∩ f(Uj) 6= ∅ por lo he
ho en el 
aso para n = 2. Sin pérdida de generalidadpodemos asumir que j = 2. Así, tenemos que g(f(U1)) ∪ g(f(U2)) es un 
onjunto
onexo. El resto de la prueba es similar a lo he
ho anteriormente. Finalmente, podemos
on
luir que g es una fun
ión de Darboux.Con los siguientes resultados mostramos algunas 
ondi
iones parti
ulares para que ten-gamos la propiedad del fa
tor en fun
iones de Darboux.De�ni
ión 3.20. Sea f : X → Y una fun
ión 
ontinua de�nida entre 
ontinuos. De
i-mos que f es una fun
ión empalmante si para todo 
ontinuo K de Y y para 
ualesquierados 
omponentes C y D de f−1(K), tenemos que f(C) ∩ f(D) 6= ∅.Proposi
ión 3.21. Sean f : X → Y una fun
ión empalmante sobreye
tiva y g : Y → Zuna fun
ión. Si g ◦ f : X → Z es Darboux débil, enton
es g : Y → Z es Darboux débil.47



Demostra
ión. Sea C un sub
ontinuo de Y . Es
ribamos f−1(C) = ∪α∈ΛUα, donde
ada Uα es una 
omponente de f−1(C). Ahora, f(∪α∈ΛUα) = ∪α∈Λf(Uα) = C. Como
f es empalmante, tenemos que f(Uα) ∩ f(Uβ) 6= ∅ para todo α 6= β. Tomando un
α0 ∈ Λ �jo. Tenemos que f(Uα0

) ∩ f(Uα) 6= ∅, para todo α ∈ Λ. Como g ◦ f esDarboux débil, g(f(Uα0
)) y g(f(Uα)) son 
onjuntos 
onexos para todo α ∈ Λ. Por ende,

g(f(Uα0
)) ∪ (∪α6=α0

g(f(Uα)) = g(C) es un 
onjunto 
onexo, por [6, Teorema 1.14, pág.20℄. Por lo tanto, g es una fun
ión Darboux débil.Proposi
ión 3.22. Sea X una dendrita, si f : X → Y es una fun
ión Darboux débil,enton
es f es una fun
ión de Darboux.Demostra
ión. Sea C un 
onjunto 
onexo de X. Supongamos que f(C) = A∪B, donde
A ∩ B = ∅ y A ∩ B = ∅. Sean p y q puntos en C, tales que f(p) ∈ A y f(q) ∈ B.Sabemos que C es ar
o
onexo, por [16, Proposition 10.9, pág. 169℄, de ello, existe unar
o pq ⊂ C. Como f es Darboux débil, obtenemos que f(pq) es 
onexo en Y . Pero estoes absurdo porque A y B son una separa
ión de f(C). Por lo tanto, f es una fun
iónde Darboux.Corolario 3.23. Sean f : X → Y una fun
ión empalmante y sobreye
tiva, donde Y esuna dendrita, y g ◦ f : X → Z una fun
ión de Darboux, enton
es g : Y → Z es unafun
ión de Darboux.Demostra
ión. Sabemos que g ◦ f es una fun
ión de Darboux, por ende, g ◦ f tambiénes Darboux débil. Tenemos que g es una fun
ión Darboux débil por la Proposi
ión3.21. Ahora, 
omo Y es una dendrita, tenemos que g es una fun
ión de Darboux por laProposi
ión 3.22.Pregunta 3.24. ¾Si f : [0, 1] → [0, 1] es una fun
ión 
ontinua sobreye
tiva y
g : [0, 1] → [0, 1] es una fun
ión, tal que g ◦ f : [0, 1] → [0, 1] es una fun
ión de Dar-boux, enton
es g es una fun
ión de Darboux?3.2.3. Fun
iones de 
one
tividadLa 
lase de fun
iones de 
one
tividad no tiene la propiedad del fa
tor.Ejemplo 3.25. Existen fun
iones f : X → Y 
ontinua y g : Y → Z, tales que g ◦ f esde 
one
tividad y g no es de 
one
tividad.Sean f y g las fun
iones de�nidas en el Ejemplo 3.18. Veamos que la fun
ión (g◦f) : X →
Z es de 
one
tividad y la fun
ión g : Y → Z no es de 
one
tividad.Sea B un 
onjunto 
onexo de [0, 1]. Consideremos las siguientes tres posibilidades:1. B está 
ontenido en el interior de un intervalo [x, y] donde x ∼ y,2. B = [x, y] donde x ∼ y, 48



3. B 
ontiene algún punto extremo de los intervalos 
omplementarios del 
onjuntode Cantor.En el primer 
aso se tiene que Γ(g ◦ f |B) es un 
onjunto 
onexo, porque g(f(x)) es
ontinua en el interior de [x, y]. En el segundo 
aso se tiene que Γ(g ◦ f |B) ∼= {(0, 0)} ∪
{(x, sen(1/x)) : 0 < x < 1}∪{(1, 0)}, y en el ter
er 
aso se tiene también que Γ(g◦f |B) ∼=
{(0, 0)} ∪ {(x, sen(1/x) : 0 < x < 1} ∪ {(1, 0)}. Por lo tanto, g(f(x)) es una fun
iónde 
one
tividad. Sabemos que g no es una fun
ión de Darboux por lo mostrado en elEjemplo 3.18. Así, g no es una fun
ión de 
one
tividad, por la Proposi
ión 2.4.Al igual que en el Teorema 3.19 mostrabamos la importan
ia de que f−1(D) tuvieraun número �nito de 
omponentes, para un 
onexo D, en el siguiente teorema usaremoshipótesis pare
idas para obtener un resultado similar al logrado en el teorema anterior.Teorema 3.26. Sean f : X → Y una fun
ión 
ontinua sobreye
tiva y g : Y → Z unafun
ión tales que g ◦f : X → Z es de 
one
tividad. Si para todo 
onexo C, f−1(C) tieneun número �nito de 
omponentes, enton
es g : X → Z es una fun
ión de 
one
tividad.Demostra
ión. Sea C un 
onjunto 
onexo de Y . Supongamos primero que f−1(C) esun 
onjunto 
onexo. Tenemos que Γ(g ◦f |f−1(C)) es 
onexo, porque g ◦f es una fun
iónde 
one
tividad. Consideremos la fun
ión 
ontinua H : X × Z → Y × Z de�nida 
omo
H((x, z)) = (f(x), z). Ahora, 
omo H es 
ontinua y Γ(g◦f |f−1(C)) es 
onexo, obtenemosque H(Γ(g ◦ f |f−1(C))) = Γ(g|C) es 
onexo y g es de 
one
tividad.Supongamos ahora que f−1(C) tiene exa
tamente dos 
omponentes U1 y U2. Tenemosque f−1(C) = U1 ∪U2, esto es, C = f(U1 ∪U2) = f(U1) ∪ f(U2), de ello que, Γ(g|C) =
Γ(g|f(U1)∪f(U2)) = Γ(g|f(U1)) ∪ Γ(g|f(U2)) = H(Γ(g ◦ f |U1)) ∪H(Γ(g ◦ f |U2)). Como lafun
ión g ◦ f es una fun
ión de 
one
tividad y H es una fun
ión 
ontinua, se tiene que
Γ(g|f(U1)) y Γ(g|f(U2)) son 
onjuntos 
onexos. Por otra parte, Γ(g|f(U1))∩Γ(g|f(U2)) 6= ∅,por el argumento que usamos en la prueba del Teorema 3.19. Así, Γ(g|C) = Γ(g|f(U1))∪
Γ(g|f(U2)) es un 
onjunto 
onexo.Finalmente, supongamos que f−1(C) tiene n 
omponentes. Así, es
ribimos f−1(C) =
U1 ∪ . . .∪Un, donde 
ada Ui es una 
omponente. Esto es, C = f(∪n

i=1Ui) = ∪n
i=1f(Ui),de ello que, Γ(g|C) = Γ(g|∪n

i=1
f(Ui)) = ∪n

i=1H(Γ(g ◦ f |Ui
)). Como la fun
ión g ◦ f esuna fun
ión de 
one
tividad y H es una fun
ión 
ontinua, se tiene que 
ada uno delos 
onjuntos Γ(g|f(U1)),Γ(g|f(U2)), . . . ,Γ(g|f(U2)) son 
onjuntos 
onexos. Finalmente,podemos 
on
luir que ∪n

i=1Γ(g ◦ f |Ui
) = Γ(g|C) es un 
onjunto 
onexo, nuevamenteusando la prueba del Teorema 3.19. Así, g es una fun
ión de 
one
tividad.Terminamos nuestro estudio de la propiedad del fa
tor en las fun
iones de 
one
tividad
on un resultado que involu
ra las dendritas.Teorema 3.27. Sean f : X → Y una fun
ión 
ontinua sobreye
tiva y g : Y → R unafun
ión tales que g ◦ f : X → R es de 
one
tividad. Si Y es una dendrita donde 
adaar
o tiene un número �nito de puntos de rami�
a
ión, enton
es g es una fun
ión de
one
tividad. 49



Demostra
ión. Por hipótesis g ◦ f es una fun
ión de 
one
tividad, de ello que, g ◦ f esuna fun
ión 
onexa. Tenemos que g es una fun
ión 
onexa, por el Teorema 3.17 . Así,
g es una fun
ión de 
one
tividad, por el Teorema 2.15.En el teorema anterior es indispensable que 
ada ar
o de Y tenga un número �nito depuntos de rami�
a
ión, porque en el Ejemplo 3.25 Y tenía un ar
o 
on una 
antidadin�nita de puntos de rami�
a
ión.Pregunta 3.28. ¾Si en el teorema previo 
ambiamos a R por 
ualquier 
ontinuo Z, elteorema anterior se sigue teniendo?3.2.4. Fun
iones de 
one
tividad lo
alEl siguiente es un ejemplo que muestra que la 
lase de fun
iones de 
one
tividad lo
al,no tiene la propiedad del fa
tor.Ejemplo 3.29. Existen dos fun
iones f y g, tales que f es una fun
ión 
ontinua sobre-ye
tiva, g ◦f es una fun
ión de 
one
tividad lo
al y g no es una fun
ión de 
one
tividadlo
al.Sean X = {(x, sen(1/x)) : 0 < x < 1} y Y = [0, 1]. De�nimos f : X → Y por f(x, y) =
x. Claramente f es una fun
ión 
ontinua y sobreye
tiva. Sea g : Y → Z de�nida 
omo

g(x) =

{
0 si x ∈ (0, 1]

1 si x = 0.La fun
ión g no es de 
one
tividad lo
al, porque al 
onsiderar 
ualquier 
ubierta abiertade [0, 1], tendremos que 
ualquier 
onjunto abierto U que 
ontenga al 
ero, 
ontendrá un
onexo no degenerado L tal que 0 ∈ L ⊂ U y g(L) = {0, 1}, donde 
laramente 
ondu
ea que g|U no es de 
one
tividad. Por lo tanto, g no es una fun
ión de 
one
tividad lo
al.Veamos que g ◦f es de 
one
tividad lo
al. Sea U = {U1, U2} una 
ubierta abierta de X,donde U1 = [(−1/2, 3/2) × (1/2, 3/2)] ∩X y U2 = [(−1/2, 3/2) × (−3/2, 3/4)] ∩X. Lafun
ión g◦f |U1
es de 
one
tividad, porque para 
ualquier 
onexo C de U1, se tendrá solouno de los dos siguientes 
asos: (g ◦f)(C) = {0} o (g ◦f)(C) = {1}. De ello que, g ◦f |U1es de 
one
tividad. De manera análoga se demuestra que g ◦ f |U2

es de 
one
tividad.Por lo tanto, g ◦ f es de 
one
tividad lo
al.Note que en el anterior ejemplo f−1(C) tiene una 
antidad �nita de 
omponentes, peroel 
ontinuo X no es hereditariamente ar
o
onexo. El siguiente teorema nos di
e que
ondi
iones deben tener las fun
iones f : X → Y y gof : X → Z, y el espa
io X, paraque la 
lase de fun
iones de 
one
tividad lo
al tenga la propiedad del fa
tor.Teorema 3.30. Sean f : X → Y una fun
ión 
ontinua sobreye
tiva y g : Y → Z unafun
ión tales que g ◦ f : X → Z es de 
one
tividad lo
al, donde X es un 
ontinuohereditariamente ar
o
onexo. Si para todo 
onexo C de Y , f−1(C) tiene un número�nito de 
omponentes, enton
es g es una fun
ión de 
one
tividad lo
al.50



Demostra
ión. Por hipótesis g ◦ f es de 
one
tividad lo
al. Como X es un 
ontinuohereditariamente ar
o
onexo, g ◦f es una fun
ión de 
one
tividad, por el Teorema 2.19.Sabemos que para todo 
onexo C de Y , f−1(C) tiene un número �nito de 
omponentes,de ello que, g es una fun
ión de 
one
tividad, por el Teorema 3.26. Así, g es una fun
iónde 
one
tividad lo
al.Como toda dendrita es hereditariamente ar
o
onexo, el siguiente 
orolario se sigue delTeorema 3.30.Corolario 3.31. Sean f : X → Y una fun
ión 
ontinua sobreye
tiva y g : Y → Z unafun
ión tales que g ◦ f : X → Z es de 
one
tividad lo
al, donde X es una dendrita. Sipara todo 
onexo C de Y , f−1(C) tiene un número �nito de 
omponentes, enton
es ges una fun
ión de 
one
tividad lo
al.El siguiente teorema nos di
e 
ondi
iones su�
ientes sobre los espa
ios X, Y y Z, paraque la 
lase de fun
iones de 
one
tividad lo
al tenga la propiedad del fa
tor.Teorema 3.32. Sean f : X → Y una fun
ión 
ontinua sobreye
tiva y g : Y → R unafun
ión tales que g ◦ f : X → R es de 
one
tividad lo
al. Si X es un 
ontinuo de Peanoo un 
ontinuo ar
o
onexo, y Y es una dendrita donde 
ada ar
o tiene un número �nitode puntos de rami�
a
ión, enton
es g es de 
one
tividad lo
al.Demostra
ión. Por hipótesis g ◦ f es de 
one
tividad lo
al. Como X es un 
ontinuode Peano o un 
ontinuo ar
o
onexo, tenemos que g ◦ f es una fun
ión 
onexa, por losTeoremas 2.17 y 2.18, respe
tivamente. Ahora, la fun
ión g es 
onexa, por el Teorema3.17. Finalmente, 
omo Y es una dendrita donde 
ada ar
o tiene un número �nito depuntos de rami�
a
ión, obtenemos que g es una fun
ión de 
one
tividad, por el Teorema2.15. Por ende, g es una fun
ión de 
one
tividad lo
al.Pregunta 3.33. Sean f : X → Y una fun
ión 
ontinua sobreye
tiva y g : Y → R unafun
ión tales que g ◦ f : X → R es de 
one
tividad lo
al. ¾Si X es un 
ontinuo de Peanoo un 
ontinuo ar
o
onexo, enton
es g es de 
one
tividad lo
al?.
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Capítulo 4Fun
iones indu
idasComo men
ionamos en la introdu

ión, uno de los objetivos de esta tesis es: Dada unade las 
lases de fun
iones entre 
ontinuos de�nidas en el Capítulo 2, que denotamos por
M, estudiar las rela
iones entre los siguientes tres enun
iados:1. f ∈ M,2. C(f) ∈ M,3. 2f ∈ M.En este 
apítulo, además de estudiar algunas propiedades generales de estas 
lases defun
iones y fun
iones indu
idas, desarrollamos ejemplos, impli
a
iones y proponemospreguntas que pueden ser usadas para desarrollar futuras investiga
iones en teoría de
ontinuos.De la misma manera que de
imos que dos espa
ios tienen una estru
tura topológi
aequivalente, y los llamamos homeomorfos, podemos dar una no
ión de equivalen
ia defun
iones.De�ni
ión 4.1. Sean f : X → Y y g : X ′ → Y ′ fun
iones entre espa
ios topológi
os.De
imos que f y g son fun
iones equivalentes, si existen homeomor�smos ϕ : X → X ′y φ : Y → Y ′ tales que, φ ◦ f = g ◦ ϕ.El siguiente resultado lo usaremos 
on fre
uen
ia en este 
apítulo.Proposi
ión 4.2. Sea f : X → Y una fun
ión entre 
ontinuos. Enton
es, las fun
iones
2f |F1(X), C(f)|F1(X) y f son equivalentes.Demostra
ión. Como 2f |F1(X) = C(f)|F1(X), es su�
iente probar que 2f |F1(X) y f sonequivalentes. Para 
ada 
ontinuo X, de�nimos ϕX : F1(X) → X por ϕX({x}) = x. Esfá
il ver que ϕX es un homeomor�smo. Sea x ∈ X. Note que ϕY (2

f |F1(X)({x})) =

ϕY ({f(x)}) = f(x) y f(ϕX({x})) = f(x). Así, ϕY ◦ 2f |F1(X) = f ◦ ϕX y las fun
iones
f : X → Y y 2f |F1(X) : F1(X) → F1(Y ) son equivalentes.52



El siguiente lema nos será de ayuda para abordar los objetivos propuestos en este
apítulo.Lema 4.3. Sean f : X → Y y g : X ′ → Y ′ fun
iones equivalentes de�nidas entre 
on-tinuos. Enton
es las siguientes a�rma
iones se tienen:1. Si f es una fun
ión de 
one
tividad, enton
es g es una fun
ión de 
one
tividad.2. Si f es una fun
ión de 
one
tividad lo
al, enton
es g es una fun
ión de 
one
tividadlo
al.3. Si f es una fun
ión de Darboux, enton
es g es una fun
ión de Darboux.4. Si f es una fun
ión 
asi
ontinua, enton
es g es una fun
ión 
asi
ontinua.Demostra
ión. Sean ϕ : X → X ′ y φ : Y → Y ′ homeomor�smos, tales que φ◦f = g ◦ϕ.Sea H : Γ(f) → Γ(g) de�nida por H((x, f(x)) = (ϕ(x), φ(f(x))) = (ϕ(x), g(ϕ(x))).Como ϕ y φ son homeomor�smos, H es un homeomor�smo. Veamos independientementela prueba de 
ada a�rma
ión:1. Sea C un 
onjunto 
onexo de X ′. Como ϕ es un homeomor�smo, ϕ−1(C) es un
onjunto 
onexo de X. Sabemos que f es una fun
ión de 
one
tividad. Así, Γ(f |ϕ−1(C))es un 
onjunto 
onexo. Como H es una fun
ión 
ontinua, tenemos queH(Γ(f |ϕ−1(C))) =
Γ(g|C) es un 
onjunto 
onexo. Por lo tanto, g es una fun
ión de 
one
tividad.2. Sabemos que f es una fun
ión de 
one
tividad lo
al, esto es, existe una 
ubiertaabierta {Uα}α∈Λ, tal que f |Uα es una fun
ión de 
one
tividad para todo α ∈ Λ. Consi-deremos la 
ubierta abierta {ϕ(Uα)}α∈Λ de X ′. Veamos que g|ϕ(Uα) es una fun
ión de
one
tividad para todo α ∈ Λ. Sea C un 
onjunto 
onexo de ϕ(Uα). Note que ϕ−1(C)es un 
onjunto 
onexo de Uα. Como Γ(f |Uα|ϕ−1(C)) es un 
onjunto 
onexo y H es unafun
ión 
ontinua, tenemos que, H(Γ(f |Uα |ϕ−1(C))) = H(Γ(f |ϕ−1(C))) = Γ(g|ϕ(Uα)|C) esun 
onjunto 
onexo. Por lo tanto, g es una fun
ión de 
one
tividad lo
al.3. Sea C un 
onjunto 
onexo de X ′. Sabemos que ϕ−1(C) es un 
onjunto 
onexo de
X. Como f es una fun
ión de Darboux, tenemos que, f(ϕ−1(C)) = φ−1(g(C)) es un
onjunto 
onexo de Y . Ahora, 
omo φ es una fun
ión 
ontinua, φ(φ−1(g(C))) = g(C)es un 
onjunto 
onexo de Y ′. De esto, g es una fun
ión de Darboux.4. Sea U un 
onjunto abierto de X ′ × Y ′, tal que Γ(g) ⊂ U . Considerando a U entérminos de la base; es
ribimos U = ∪(x′,y′)∈U (Ux′ × Uy′). Consideremos el 
onjuntoabierto V = ∪(x′,y′)∈U (ϕ

−1(Ux′) × φ−1(Uy′)) de X × Y . Como Γ(f) es homeomorfo a
Γ(g), Γ(f) ⊂ V . Sabemos que f es una fun
ión 
asi
ontinua, de esto, existe una fun
ión
ontinua G : X → Y , tal que Γ(G) ⊂ V . Ahora, la fun
ión φ ◦ G ◦ ϕ−1 : X ′ → Y ′ es
ontinua y además, Γ(φ ◦ G ◦ ϕ−1) ⊂ U . De lo que, podemos 
on
luir que g es unafun
ión 
asi
ontinua.4.1. Fun
iones de 
one
tividad y 
one
tividad lo
alEn esta se

ión analizaremos las equivalen
ias que puedan o no existir, entre las fun
io-nes de 
one
tividad y 
one
tividad lo
al, y sus respe
tivas fun
iones indu
idas.53



Proposi
ión 4.4. Sea f : X → Y una fun
ión entre 
ontinuos. Las siguientes a�rma-
iones son 
iertas:1. Si 2f : 2X → 2Y es una fun
ión de 
one
tividad, enton
es f : X → Y es unafun
ión de 
one
tividad.2. Si 2f : 2X → 2Y es una fun
ión de 
one
tividad lo
al, enton
es f : X → Y es unafun
ión de 
one
tividad lo
al.Demostra
ión. Supongamos que 2f es una fun
ión de 
one
tividad. Así, 2f |F1(X) es unafun
ión de 
one
tividad, por el Comentario 2.2. Las fun
iones f y 2f |F1(X) son fun
ionesequivalentes, por la Proposi
ión 4.2. De esto, f es una fun
ión de 
one
tividad, por elLema 4.3.La demostra
ión para la fun
ión de 
one
tividad lo
al es similar a la prueba he
ha enel párrafo anterior.Como la Proposi
ión 4.2 también involu
ra la fun
ión indu
ida C(f), es 
laro que enla Proposi
ión 4.4 podemos sustituir 2f por C(f) y la 
on
lusión es la misma. Por otraparte, C(f) = 2f |C(X). Así, si 2f es una fun
ión de 
one
tividad o de 
one
tividadlo
al, enton
es C(f) será de 
one
tividad o de 
one
tividad lo
al, respe
tivamente, porel Comentario 2.2. Por ende, es inmediata la demostra
ión de la siguiente proposi
ión.Proposi
ión 4.5. Sea f : X → Y una fun
ión entre 
ontinuos. Las siguientes a�rma-
iones se tienen:1. Si C(f) : C(X) → C(Y ) es una fun
ión de 
one
tividad, enton
es f : X → Y esuna fun
ión de 
one
tividad.2. Si C(f) : C(X) → C(Y ) es una fun
ión de 
one
tividad lo
al, enton
es f : X → Yes una fun
ión de 
one
tividad lo
al.3. Si 2f : 2X → 2Y es una fun
ión de 
one
tividad, enton
es C(f) : C(X) → C(Y )es una fun
ión de 
one
tividad.4. Si 2f : 2X → 2Y es una fun
ión de 
one
tividad lo
al, enton
es C(f) : C(X) →
C(Y ) es una fun
ión de 
one
tividad lo
al.A 
ontinua
ión mostramos un ejemplo donde des
artamos algunas impli
a
iones re
í-pro
as que presentamos en las Proposi
iones 4.4 y 4.5.Ejemplo 4.6. Existe una fun
ión de 
one
tividad y 
one
tividad lo
al f : [0, 1] → [0, 1]tal que las fun
iones indu
idas C(f) y 2f no son de 
one
tividad ni de 
one
tividadlo
al.Sea f : [0, 1] → [−1, 1] de�nida 
omo

f(x) =

{
sen(1/x) si x ∈ (0, 1];

0 si x = 0.54



Sabemos que f es una fun
ión de 
one
tividad y de 
one
tividad lo
al, por el Ejem-plo 2.6. Consideremos el ar
o A = {[0, t] : 0 ≤ t ≤ 1} de C([0, 1]). Es fá
il ver que
C(f)(A) = {{0}, [−1, 1]} y seguidamente, C(f)(A) no es 
onexo. Por lo tanto, C(f)no es una fun
ión de Darboux. Así, C(f) no es una fun
ión de 
one
tividad, por laProposi
ión 2.4. Observe que esto impli
a que la fun
ión 2f no es de 
one
tividad, porla Proposi
ión 4.5. Por otra parte, note que C(f)|A no es una fun
ión de 
one
tivi-dad y por tanto, C(f)|A no es una fun
ión de 
one
tividad lo
al, por el Teorema 2.19.De este modo, C(f) no es de 
one
tividad lo
al. Finalmente, 2f no es una fun
ión de
one
tividad lo
al, por la Proposi
ión 4.5.Pregunta 4.7. ¾Existe una fun
ión f : X → Y de�nida entre 
ontinuos tal que C(f)sea de 
one
tividad y 2f no sea de 
one
tividad?La siguiente proposi
ión nos da una respuesta par
ial a la pregunta planteada anterior-mente.Proposi
ión 4.8. Sean X un 
ontinuo lo
almente 
onexo y f : X → Y una fun
iónde�nida entre 
ontinuos. Si C(f) : C(X) → C(Y ) es una fun
ión de 
one
tividad, en-ton
es f es una fun
ión 
ontinua.Demostra
ión. Como C(f) es una fun
ión de 
one
tividad, C(f) es una fun
ión deDarboux, por la Proposi
ión 2.4. De esta manera, C(f) es una fun
ión Darboux débil.Más aún, f es una fun
ión de 
one
tividad, por la Proposi
ión 4.5. De ello que, f esuna fun
ión de Darboux, por la Proposi
ión 2.4. Por ende, f es una fun
ión de Darbouxdébil. Pero esto nos lleva a que la fun
ión f es 
ontinua [7, Teorema 2, pág. 74℄.Como toda fun
ión 
ontinua es de 
one
tividad, el siguiente 
orolario es 
onse
uen
iade la Proposi
ión 4.8.Corolario 4.9. Sean X un 
ontinuo lo
almente 
onexo y f : X → Y una fun
iónde�nida entre 
ontinuos. Si C(f) es una fun
ión de 
one
tividad, enton
es f y 2f sonde 
one
tividad.Demostra
ión. Sabemos que f es 
ontinua, por la Proposi
ión 4.8. De esta forma, 2fes una fun
ión 
ontinua, por la Proposi
ión 1.31. Así, tanto f 
omo 2f son fun
iones de
one
tividad, por la Proposi
ión 2.5.Aún no sabemos si la Proposi
ión 4.8 se tenga para la 
lase de fun
iones de 
one
tividadlo
al. Por ende, no tenemos respuestas par
iales para la siguiente pregunta.Pregunta 4.10. ¾Existe una fun
ión f : X → Y de�nida entre 
ontinuos tal que C(f)sea de 
one
tividad lo
al y 2f no sea de 
one
tividad lo
al?55



4.2. Fun
iones 
onexasEn esta se

ión estudiaremos la pregunta planteada al prin
ipio del 
apítulo para la
lase de fun
iones 
onexas. Además, in
luimos algunos resultados rela
ionados 
on lafun
ión indu
ida de�nida entre produ
tos simétri
os Fn(f). En parti
ular, desta
amosque demostraremos que si f es una fun
ión 
onexa, enton
es 2f también es una fun
ión
onexa y presentaremos una fun
ión 
onexa f , tal que la fun
ión indu
ida C(f) no esuna fun
ión 
onexa.Pensamos, que el siguiente resultado es un teorema 
ono
ido en teoría de 
ontinuos, sinembargo, no en
ontramos una prueba y por esta razón, presentamos una demostra
iónsin ha
er ninguna referen
ia.Proposi
ión 4.11. Sea Z un espa
io métri
o. Enton
es las siguientes a�rma
iones sonequivalentes:1. Z es 
onexo;2. Fn(Z) es 
onexo, para todo n ∈ N;3. Fn(Z) es 
onexo, para algún n ∈ N.Demostra
ión. Supongamos primero que Z es 
onexo y probemos 2. Sabemos que Znes 
onexo para todo n ∈ N. Sea ϕ : Zn → Fn(Z), de�nida por ϕ(z1, z2, . . . , zn) =
{z1, z2, . . . , zn}. Claramente ϕ es una fun
ión sobreye
tiva. Veamos que ϕ es 
onti-nua. Sean (z1, z2, . . . , zn) ∈ Zn, y U = 〈U1, U2, . . . , Um〉 un 
onjunto abierto 
ual-quiera de Fn(Z) que 
ontiene a ϕ(z1, z2, . . . , zn) = {z1, z2, . . . , zn}. Sea Vi =

⋂
{U ∈

{U1, U2, . . . , Un} : zi ∈ U}, para 
ada i ∈ {1, 2, . . . , n}. Considerando el 
onjunto abier-to V = V1×V2× . . .×Vn de Zn que 
ontiene a (z1, z2, . . . , zn). Tenemos que, ϕ(V ) ⊂ U .Por lo tanto, ϕ es una fun
ión 
ontinua. Finalmente, 
omo Fn(Z) = ϕ(Zn), podemos
on
luir que Fn(Z) es 
onexo, para todo n ∈ N. La A�rma
ión 2 impli
a 3 es inmediata.Finalmente, mostremos que 3 impli
a 1. Supongamos que Z no es 
onexo, es de
ir,
Z = A∪B, donde A y B son sub
onjuntos de Z diferentes del va
ío tales que (A∩B)∪
(B ∩A) = ∅. Consideremos los siguientes sub
onjuntos en Fn(Z):

A = 〈Z,A〉 ∩ Fn(Z) y B = 〈B〉 ∩ Fn(Z).Es 
laro que Fn(Z) = A∪B. Sea D ∈ B, es de
ir, D ⊂ B. Como B∩A = ∅, D ⊂ Z \A.Sea U = 〈Z \ A〉 ∩ Fn(Z). Note que D ∈ U y U ∩ A = ∅. Así, D 6∈ A y por tanto,
A ∩ B = ∅. De manera similar podemos probar que A ∩ B = ∅. Por lo tanto, Fn(Z) noes 
onexo.La siguiente proposi
ión nos muestra una rela
ión interesante entre el n-ésimo produ
tosimétri
o de la grá�
a de una fun
ión f y la grá�
a de la fun
ión indu
ida Fn(f).56



Proposi
ión 4.12. Sean f : X → Y una fun
ión de�nida entre 
ontinuos y n ∈ N.De�namos ϕ : Fn(Γ(f)) → Γ(Fn(f)) por:
ϕ({(a1, f(a1)), ..., (ak , f(ak))}) = ({a1, ..., ak}, {f(a1), ..., f(ak)}),para a1, a2, . . . , ak ∈ X, donde k ≤ n. Enton
es ϕ es una fun
ión sobreye
tiva y 
onti-nua.Demostra
ión. Claramente ϕ es una fun
ión bien de�nida y sobreye
tiva. Veamos que ϕes 
ontinua. Sean {(a1, f(a1)), ..., (ak , f(ak))} un punto de Fn(Γ(f)) y U ×V un abiertode Γ(Fn(f)), tales que ϕ({(a1, f(a1)), ..., (ak , f(ak))}) = ({a1, ..., ak}, {f(a1), ..., f(ak)})

∈ U × V. Enton
es, existen U1, U2, . . . , Un y V1, V2, . . . , Vm abiertos de X y Y , res-pe
tivamente, tales que {a1, ..., ak} ∈ 〈U1, U2, . . . , Un〉 ⊂ U y {f(a1), ..., f(ak)} ∈
〈V1, V2, . . . , Vm〉 ⊂ V. Sean Wi =

⋂
{U ∈ {U1, U2, . . . , Un} : ai ∈ U} y Ni =

⋂
{V ∈

{V1, V2, . . . , Vm} : f(ai) ∈ V }, para 
ada i ∈ {1, 2, . . . , k}. Considerando el 
onjuntoabierto W = 〈W1 × N1,W2 × N2, . . . ,Wk × Nk〉 de Fn(Γ(f)). Observe que por de-�ni
ión, {(a1, f(a1)), ...(ak , f(ak))} ∈ W. Además, es sen
illo veri�
ar que ϕ(W) ⊂
〈U1, U2, . . . , Un〉 × 〈V1, V2, . . . , Vm〉 ⊂ U × V y por tanto, ϕ es 
ontinua.A 
ontinua
ión damos una rela
ión entre la 
onexidad de las fun
iones f y Fn(f) para
ualquier entero positivo n.Teorema 4.13. Sea f : X → Y una fun
ión de�nida entre 
ontinuos. Si f es unafun
ión 
onexa, enton
es Fn(f) es 
onexa, para todo n ∈ N.Demostra
ión. La fun
ión f es 
onexa, es de
ir, Γ(f) es un 
onjunto 
onexo. El 
onjunto
Fn(Γ(f)) es 
onexo, por la Proposi
ión 4.11. Así, Γ(Fn(f)) es 
onexa para todo n ∈ N,por la Proposi
ión 4.12. De ello que, Fn(f) es una fun
ión 
onexa para todo n ∈ N.Además, dados dos enteros positivos diferentes n y m, podemos rela
ionar las fun
ionesindu
idas Fn(f) y Fm(f).Teorema 4.14. Sea f : X → Y una fun
ión de�nida entre 
ontinuos. Si Fn(f) es unafun
ión 
onexa, enton
es Fk(f) es una fun
ión 
onexa, para todo k ≥ n.Demostra
ión. Veamos que Fn+1(f) es una fun
ión 
onexa. Para 
ada a ∈ X, 
onside-remos el siguiente sub
onjunto de Γ(Fn+1(f)),

Ca = {({a, x1, . . . , xn}, {f(a), f(x1), . . . , f(xn)}) | x1, . . . , xn ∈ X}.Sea ϕ : Γ(Fn(f)) → Ca, de�nida por,
ϕ({x1, . . . , xn}, {f(x1), . . . , f(xn)}) = ({a, x1, . . . , xn}, {f(a), f(x1), . . . , f(xn)}).Claramente ϕ es una fun
ión sobreye
tiva. Probemos que ϕ es una fun
ión 
onti-nua. Sean ({x1, . . . , xn}, {f(x1), . . . , f(xn)}) ∈ Γ(Fn(f)) y W = 〈U1, U2, . . . , Uk〉 ×

〈V1, V2, . . . , Vm〉 un 
onjunto abierto de Ca tal que ϕ({x1, . . . , xn}, {f(x1), . . . , f(xn)}) =57



({a, x1, . . . , xn}, {f(a), f(x1), . . . , f(xn)}) ∈ W. Esto quiere de
ir 
laramente que
{a, x1, . . . , xn} ∈ 〈U1, U2, . . . , Uk〉 y {f(a), f(x1), . . . , f(xn)} ∈ 〈V1, V2, . . . , Vm〉. Sean
Wi =

⋂
{U ∈ {U1, U2, . . . , Uk} : xi ∈ U} y Ni =

⋂
{V ∈ {V1, V2, . . . , Vm} : f(xi) ∈ V },para 
ada i ∈ {1, 2, . . . , n}. Sea M = 〈W1,W2, . . . ,Wn〉 × 〈N1, N2, . . . , Nn〉. No es di-fí
il veri�
ar que ({x1, . . . , xn}, {f(x1), . . . , f(xn)}) ∈ M y ϕ(M) ⊂ 〈U1, U2, . . . , Uk〉 ×

〈V1, V2, . . . , Vm〉 = W. Por lo tanto, ϕ es una fun
ión 
ontinua. Finalmente, podemos
on
luir que Ca es un 
onjunto 
onexo, para 
ada a ∈ X. Ahora, Γ(Fn+1) = ∪a∈XCa y
Ca ∩ Cb 6= ∅, para 
ualesquiera a 6= b elementos de X. De ello que, Γ(Fn+1) es un 
on-junto 
onexo. Así, Fn+1(f) es una fun
ión 
onexa. Usando un razonamiento indu
tivo
on
luimos que Fk(f) es 
onexa, para 
ualquier k ≥ n.Es importante resaltar que 
omo la restri

ión de una fun
ión 
onexa no es ne
esa-riamente 
onexa, no podemos a�rmar que si Fn(f) es 
onexa, enton
es f es 
onexa o
Fn−1(f) sea 
onexa. De he
ho, no hemos podido determinar estas a�rma
iones.Pregunta 4.15. ¾Existe una fun
ión f : X → Y entre 
ontinuos tal que Fn(f) sea
onexa, para alguna n, y f no sea 
onexa?Pregunta 4.16. ¾Existen una fun
ión f : X → Y entre 
ontinuos y m < n, tales que
Fn(f) sea 
onexa y Fm(f) no sea 
onexa?Destaquemos que una respuesta negativa a la Pregunta 4.15, nos genera inmediatamentela equivalen
ia entre la 
onexidad de las fun
iones f y Fn(f) para 
ualquier n ∈ N. Elsiguiente teorema es el resultado más importante de esta se

ión.Teorema 4.17. Sea f : X → Y una fun
ión de�nida entre 
ontinuos. Si f es 
onexa,enton
es 2f es 
onexa.Demostra
ión. Sabemos que f es una fun
ión 
onexa. Esto es, el 
onjunto Γ(f) es 
o-nexo. Por ende, la fun
ión Fn(f) es 
onexa para todo n ∈ N, por el Teorema 4.13.De este modo, Γ(Fn(f)) es un 
onjunto 
onexo para todo n ∈ N. Como Γ(Fn(f)) ⊂
Γ(Fn+1(f)) para todo n ∈ N, tenemos que ∪∞

n=1Γ(Fn(f)) es un 
onjunto 
onexo. Vea-mos que Γ(2f ) ⊂ ∪∞
n=1Γ(Fn(f)). Sean (A, f(A)) ∈ Γ(2f ) y W = 〈U1, U2, . . . , Un〉 ×

〈V1, V2, . . . , Vm〉 un abierto 
ualquiera de 2X × 2Y que 
ontiene a (A, f(A)). Sele

io-namos puntos f(ai) ∈ f(A) ∩ Vi, para 
ada i ∈ {1, 2, . . . ,m}, y âi ∈ A ∩ Ui para 
ada
i ∈ {1, 2, . . . , n}. Así,
({â1, . . . , ân, a1, . . . , am}, {f(â1), . . . , f(ân), f(a1), . . . , f(am)}) ∈ W ∩ ∪∞

n=1Γ(Fn(f)).Por lo tanto, Γ(2f ) ⊂ ∪∞
n=1Γ(Fn(f)). Como ∪∞

n=1Γ(Fn(f)) ⊂ Γ(2f ) ⊂ Γ(∪∞
n=1Fn(f)).Enton
es Γ(2f ) es un 
onjunto 
onexo. De esta forma, 2f es una fun
ión 
onexa.Con el siguiente ejemplo mostramos respuesta negativa a algunas de las impli
a
ionesque nos propusimos estudiar en esta se

ión.Ejemplo 4.18. Existe una fun
ión 
onexa f tal que 2f es 
onexa y C(f) no es 
onexa.58



Sea f : [0, 1] → [0, 1] la fun
ión de Césaro-Vietoris de�nida en la Se

ión 1.3 del Capítulo
1. La fun
ión f es 
asi
ontinua por [2, Teorema, pág. 186℄. Por ende, f es una fun
ión
onexa, por el Teorema 2.7. Además, la fun
ión 2f es 
onexa, por el Teorema 4.17.Demostremos que C(f) : C([0, 1]) → C([0, 1]) no es 
onexa. Consideremos los 
onjuntos
A = {([a, b], [0, 1]) ∈ Γ(C(f)) : 0 ≤ a < b ≤ 1} y B = {({x}, {f(x)}) : x ∈ [0, 1]}.Claramente Γ(C(f)) = A∪ B y (A ∩ B) ∪ (A ∩ B) = ∅. Por lo tanto, Γ(C(f)) no es un
onjunto 
onexo. Así, C(f) no es una fun
ión 
onexa.Las siguientes preguntas 
omplementan lo que hemos desarrollado y todas las impli-
a
iones que podemos estudiar rela
ionadas 
on las fun
iones 
onexas y sus fun
ionesindu
idas.Pregunta 4.19. ¾Existe una fun
ión f : X → Y de�nida entre 
ontinuos tal que C(f)sea 
onexa y f no sea 
onexa?Pregunta 4.20. ¾Existe una fun
ión f : X → Y de�nida entre 
ontinuos tal que C(f)sea 
onexa y 2f no sea 
onexa?Pregunta 4.21. ¾Existe una fun
ión f : X → Y de�nida entre 
ontinuos tal que 2fsea 
onexa y f no sea 
onexa?Terminamos esta se

ión 
on dos proposi
iones muy parti
ulares donde mostramos 
asosen los 
uales la fun
ión indu
ida C(f) no es de 
onexidad.Proposi
ión 4.22. Sea f : X → Y una fun
ión Darboux débil y no 
onexa. Si existen
A y B sub
onjuntos no va
íos de X × Y , tales que:1. Γ(f) = A ∪B;2. (A ∩B) ∪ (A ∩B) = ∅;3. π1(A) o π1(B) no tienen 
omponentes no degeneradas.Enton
es C(f) no es 
onexa.Demostra
ión. Sin pérdida de generalidad supongamos que π1(A) no tiene 
omponentesno degeneradas. Consideremos los siguientes 
onjuntos no va
íos

A = {(C, f(C)) : C ∈ C(X) ∩ π1(A)} y B = Γ(C(f))\A.Claramente Γ(C(f)) = A∪B. Probemos que A∩B = ∅. Sea (C, f(C)) = ({x}, {f(x)}) ∈
A. Como B ∩ A = ∅, existen abiertos U y V , de X y Y , respe
tivamente, tales que
(x, f(x)) ∈ U × V y (U × V ) ∩ B = ∅. Tomando el 
onjunto abierto 〈U〉 × 〈V 〉 de
C(X)×C(Y ), tenemos que ({x}, {f(x)}) ∈ 〈U〉× 〈V 〉 y ({y}, {f(y)}) 6∈ 〈U〉× 〈V 〉 paratodo (y, f(y)) ∈ B. Así, podemos 
on
luir que A ∩ B = ∅.Veamos que B ∩ A = ∅. Para todo (C, f(C)) ∈ B, pueden o
urrir dos 
asos: C esun sub
ontinuo degenerado de π1(B) o C es un 
ontinuo no degenerado de π1(B).59



Consideremos primero el 
aso en que C es degenerado. Sea ({y}, {f(y)}) ∈ B. Como
A∩B = ∅, enton
es ha
iendo un pro
edimiento similar al usado anteriormente, podemosde
ir que ({y}, {f(y)}) 6∈ A. Ahora, sea C un sub
ontinuo no degenerado de π1(B).Enton
es existe δ > 0 tal que diám(C) = δ. Así, 
onsiderando el abierto BH(C, δ/3) ×
BH(f(C), δ/3) de C(X)×C(Y ), es 
laro que (C, f(C)) ∈ BH(C, δ/3)×BH (f(C), δ/3).Ahora, supongamos que [BH(C, δ/3) × BH(f(C), δ/3)] ∩ A 6= ∅. Sea ({x}, {f(x)}) ∈
[BH(C, δ/3) × BH(f(C), δ/3)] ∩ A, tenemos que, d(x, y) < δ/3 para todo y ∈ C. Sean
y1 y y2 puntos 
ualesquiera de C, d(y1, y2) ≤ d(y1, x) + d(x, y2) < 2δ/3, pero esto esabsurdo porque diám(C) = δ. Así, [BH(C, δ/3)×BH (f(C), δ/3)]∩A = ∅. Por lo tanto,podemos 
on
luir que C(f) no es una fun
ión 
onexa.Proposi
ión 4.23. Sea f : [0, 1] → [0, 1] una fun
ión Darboux débil y no 
onexa. Siexisten 
onjuntos no va
íos A y B de X × Y , tales que:1. Γ(f) = A ∪B;2. (A ∩B) ∪ (A ∩B) = ∅;3. π1(A) o π1(B) tienen una 
antidad �nita de 
omponentes no degeneradas.Enton
es C(f) no es una fun
ión 
onexa.Demostra
ión. Supongamos que π1(A) tiene una 
antidad �nita de 
omponentes nodegeneradas. Denotemos las 
omponentes de π1(A) por A1, A2, . . . , An. Veamos que
ada 
omponente es un intervalo 
errado en [0, 1]. Supongamos que alguna 
omponenteno degenerada es de la forma (a, b], para algunos a y b en [0, 1]. Enton
es (a, f(a)) ∈ B.Como B ∩ A = ∅, enton
es existe δ > 0, tal que [B(a, δ) × B(f(a), δ)] ∩ A = ∅.Así, si 
onsideramos el sub
ontinuo K = [a, a + δ/2], tenemos que f(K) no es un
onjunto 
onexo, pero esto es absurdo porque f es una fun
ión Darboux débil. Así, las
omponentes de π1(A) son intervalos 
errados.Ahora, tomemos dos 
omponentes A1 = [a1, b1] y A2 = [a2, b2] de π1(A). Supongamosque b1 < a2. Como (b1, f(b1)) ∈ A y A ∩ B = ∅, tenemos que existe ǫ > 0 tal que
[B(b1, ǫ) × B(f(b1), ǫ)] ∩ B = ∅. Además, 
omo f es Darboux débil, existe al menosun x ∈ (b1, b1 + ǫ/2) ∩ π1(A). Luego, 
omo en el intervalo (b1, a2) no hay 
omponentesno degeneradas de π1(A), enton
es existen puntos y1 < x < y2, tales que (y1, f(y1)) y
(y2, f(y2)) están en B. Consideremos los siguientes 
onjuntos no va
íos:

A = {(C, f(C)) : C ∈ C([0, 1]) ∩ π1(A) ∩ (y1, y2)} y B = Γ(C(f)) \ A.Claramente Γ(C(f)) = A ∪ B. Veamos que B ∩ A = ∅. Sea ({x}, {f(x)}) ∈ A. Como
B ∩A = ∅ y x ∈ (y1, y2), existen abiertos U y V , de [0, 1], tales que (x, f(x)) ∈ U × Vy (U × V )∩B = ∅. Tomando el 
onjunto abierto 〈U〉 × 〈V 〉 de C(X)×C(Y ), tenemosque ({x}, {f(x)}) ∈ 〈U〉 × 〈V 〉 y ({y}, {f(y)}) 6∈ 〈U〉 × 〈V 〉 para todo (y, f(y)) ∈ B,y ({z}, {f(z)}) 6∈ 〈U〉 × 〈V 〉 para todo z ∈ π1(A)\(y1, y2). Así, podemos 
on
luir que
A∩B = ∅. Mostremos que A∩B = ∅. Si (C, f(C)) ∈ B, donde C ⊂ π1(B), enton
es aligual que hi
imos en la prueba anterior, podemos en
ontrar un abierto de (C, f(C)) que60



no inter
epta al 
onjunto A. Ahora, si ({x}, {f(x)}) ∈ B, donde x ∈ π1(A). Enton
es
x 6∈ (y1, y2), Así, podemos en
ontrar un 
onjunto abierto U ×V de [0, 1]× [0, 1], tal que
(x, f(x)) perten
e a U×V , y (y, f(y)) 6∈ U×V para todo ({y}, {f(y)}) ∈ A. Así, 〈U〉×
〈V 〉 es un 
onjunto abierto de C([0, 1])×C([0, 1]), que 
ontiene al punto ({x}, {f(x)}),tal que ({y}, {f(y)}) 6∈ 〈U〉 × 〈V 〉. Si (C, f(C)) ∈ B, donde C ⊂ π1(A)\F1([0, 1]) y
uyo diamétro es δ. Enton
es, 
onsiderando el abierto BH(C, δ/3) × BH(f(C), δ/3) de
C(X) × C(Y ), es 
laro que (C, f(C)) ∈ BH(C, δ/3) × BH(f(C), δ/3). Tenemos que
({x}, {f(x)} 6∈ BH(C, δ/3) × BH(f(C), δ/3) para todo ({x}, {f(x)}) ∈ A. Finalmente,podemos 
on
luir que A ∩ B = ∅. Por lo tanto, C(f) no es una fun
ión 
onexa.La respuesta a la siguiente pregunta nos ayudaría a dar una solu
ión 
ompleta al pro-blema para las fun
iones 
onexas por lo menos, para fun
iones de�nidas del intervalo
[0, 1] en si mismo.Pregunta 4.24. ¾Si f : [0, 1] → [0, 1] no es 
onexa, enton
es existe una separa
ión de sugrá�
a Γ(f) = A∪B tal que exista un intervalo no degenerado [a, b] donde el 
onjunto
[a, b] ∩ π1(A) no tenga 
omponentes no degeneradas?4.3. Fun
iones de DarbouxSer fun
ión de Darboux, es una propiedad hereditaria, es de
ir, si f : X → Y es deDarboux y Z es un subespa
io de X, enton
es f |Z : Z → f(Z) es nuevamente unafun
ión de Darboux, 
omo mostramos en el Capítulo 2. Esta propiedad, junto 
on elLema 4.3, generan una demostra
ión sen
illa del siguiente resultado, 
omo lo hi
imosen las Proposi
iones 4.4 y 4.5. Por esa razón, su prueba será omitida.Proposi
ión 4.25. Sea f : X → Y una fun
ión entre 
ontinuos. Las siguientes a�r-ma
iones se tienen:1. Si 2f : 2X → 2Y es una fun
ión de Darboux, enton
es f : X → Y es una fun
iónde Darboux.2. Si 2f : 2X → 2Y es una fun
ión de Darboux, enton
es C(f) : C(X) → C(Y ) esuna fun
ión de Darboux.3. Si C(f) : C(X) → C(Y ) es una fun
ión de Darboux, enton
es f : X → Y es unafun
ión de Darboux.La fun
ión usada en el Ejemplo 4.6, es una fun
ión de 
one
tividad. Por ende, f esuna fun
ión de Darboux, por la Proposi
ión 2.4. Más aún, en el Ejemplo 4.6 se probóque C(f) no es una fun
ión de Darboux. Así, 2f no es una fun
ión de Darboux por laProposi
ión 4.25.Pregunta 4.26. ¾Existe una fun
ión f : X → Y de�nida entre 
ontinuos tal que C(f)sea Darboux y 2f no sea Darboux? 61



De la Proposi
ión 4.8, se sigue que si X es un 
ontinuo lo
almente 
onexo y f : X → Yes tal que C(f) : C(X) → C(Y ) es una fun
ión de Darboux, enton
es 2f es de Darboux.Con lo anterior tenemos una respuesta a�rmativa a la Pregunta 4.26 
uando el dominioes un 
ontinuo lo
almente 
onexo.4.4. Fun
iones 
asi
ontinuasEn esta se

ión veremos que todas las impli
a
iones que puedan, o no puedan presentar-sen entre las fun
iones f , C(f) y 2f quedarán 
ompletamente resueltas 
uando tomamosla 
lase de fun
iones 
asi
ontinuas.Proposi
ión 4.27. Si 2f : 2X → 2Y es una fun
ión 
asi
ontinua, enton
es f : X → Yes una fun
ión 
asi
ontinua.Demostra
ión. Como 2f es una fun
ión 
asi
ontinua, tenemos que la restri

ión 2f |F1(X)es una fun
ión 
asi
ontinua, por el Teorema 2.3. Además, 
omo lo hemos usado 
onti-nuamente en este 
apítulo, las fun
iones f y 2f son equivalentes, por la Proposi
ión 4.2.De esta manera, obtenemos que f es una fun
ión 
asi
ontinua, por el Lema 4.3.El mismo argumento que usamos en las demostra
iones de las Proposi
iones 4.4 y 4.5,se puede implementar en la prueba del siguiente resulado.Proposi
ión 4.28. Sea f : X → Y una fun
ión entre 
ontinuos. Los siguientes enun-
iados son verdaderos:1. Si 2f : 2X → 2Y es una fun
ión 
asi
ontinua, enton
es C(f) : C(X) → C(Y ) esuna fun
ión 
asi
ontinua.2. Si C(f) : C(X) → C(Y ) es una fun
ión 
asi
ontinua, enton
es f : X → Y es unafun
ión 
asi
ontinua.Con los siguientes ejemplos des
artamos 
ualquier impli
a
ión re
ípro
a que pueda ser
onsiderada.Ejemplo 4.29. Existe una fun
ión 
asi
ontinua f , tal que la fun
ión indu
ida C(f) noes 
asi
ontinua.Sea f : [0, 1] → [0, 1] la fun
ión de Césaro-Vietoris de�nida en la Se

ión 1.3 del Capítulo
1. La fun
ión f es una fun
ión 
asi
ontinua, por [2, Teorema, pág. 186℄. Además, C(f)no es una fun
ión 
onexa, por el Ejemplo 4.18, y seguidamente, C(f) no es una fun
ión
asi
ontinua, por el Teorema 2.7.Ejemplo 4.30. Existe una fun
ión 
asi
ontinua f tal que C(f) es 
asi
ontinua y 2f noes 
asi
ontinua. 62



Sea H el abáni
o armóni
o de�nido por
H = {z ∈ C : |z| ≤ 2 y Arg(z) ∈ {0, 1, 1/2, 1/3, . . .}}.Existe una fun
ión 
ontinua y sobreye
tiva g : X → H, donde X es un 
ontinuo nolo
almente 
onexo, ver [1℄. Sea h : H → [0, 1] de�nida por

h(z) =

{
0 si |z| ≥ 1 y Arg(z) = 0;

||z| − 1| en 
aso 
ontrario .Finalmente, sea f = h◦g : X → [0, 1]. Las fun
iones f y C(f) son 
asi
ontinuas, por [7,Teorema 3℄. Supongamos que 2f es 
asi
ontinua. Enton
es f y 2f son fun
iones Darbouxdébil, por [7, Lema 1, pág. 70℄. Así, la fun
ión f es 
ontinua por [7, Teorema 1, pág.72℄. Pero esto es absurdo porque f no es una fun
ión 
ontinua por lo mostrado en [7,Teorema 3, pág. 74℄. Por lo tanto, 2f : 2X → 2[0,1] no es una fun
ión 
asi
ontinua.
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