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Resumen

DOS PARTICULAS EN HILOS CUANTICOS CRUZADOS*

Autor: Silvia Alejandra Sotelo Lopez ™
Palabras clave: Nanotecnologia, Sistemas de baja dimensionalidad, Heteroestructuras, Hilos

cuanticos Cruzados.

Se analiza el espectro energético de la heteroestructura con dos particulas separadas en dos hilos
cruzados con confinamiento parabdlico a lo largo de sus ejes. Se ha encontrado que la ecuacion
de onda bi-particular correspondiente a este modelo se reduce a un problema de campo central
uni-particular en un espacio de dos dimensiones, el cual en este trabajo hemos resuelto
numéricamente utilizando el método de barrido trigonométrico. Los casos de atraccion y repulsién
se consideran por separado. Se muestra como el espectro de energia en el limite de confinamiento
extremadamente fuerte no depende del tipo de interaccion y en ambos casos es similar al de un
oscilador arménico. Por el contrario, cuando el confinamiento es muy débil el espectro energético
para los casos de atraccion y repulsién de las dos particulas es muy diferente. En este limite, el
espectro de energia para el caso de atraccion es similar al de un atomo de hidrégeno en un
espacio de dos dimensiones con el nivel del estado base fuertemente separado de los otros niveles
correspondientes a los estados excitados. En cambio, en el caso de repulsion todos los niveles de
energia se funden a medida que el confinamiento se hace mas y mas débil. Se presentan curvas
novedosas para las dependencias de los niveles de energia con respecto a las longitudes de los
hilos y la distancia entre ellos, para los casos de atraccidn y repulsion; también las funciones de

densidad de distribucién a lo largo de los hilos para algunos de los niveles mas bajos.

*Trabajo de Grado
**Facultad de Ciencias. Escuela de Fisica. Director: PhD. Ilia Mikhailov
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Abstract

THE ENERGY SPECTRUM OF TWO PARTICLES IN CROSSED-WIRES
HETEROSTRUCTURE"

Author: Silvia Alejandra Sotelo Lépez”

Keywords: Nanotechnology, Low-Dimensional Systems, Heterostructures, Crossed Quantum wires.

We analyze the energy spectrum of the heterostructure with two particles separated in two crossed
wires with parabolic confinement along their axis. We find that the two-particle wave equation
corresponding to this model is reduced to one-particle central force problem in two-dimensional
space which we solve in this work numerically by using trigonometric sweep method [1]. The cases
of the attraction and the repulsion are considered separately. We show that the energy spectrum in
the limit of the extremely strong confinement en both cases does not depend on the type of the
interaction and it is similar to one of the harmonic oscillator. On the contrary, as the confinement is
very weak the two-particle energy spectra for the cases of the attraction and the repulsion are very
different. In this limit, the energy spectrum for the case of the attraction is similar to one of two-
dimensional hydrogen atom with a strongly separated ground state level from other levels
corresponding to excited states. Conversely, in the case of the repulsion all energy levels merges
as the confinement becomes more and more weak. We present novel curves for the dependencies
of the energy levels on the lengths of wires and distance between the wires for the cases of the
attraction and the repulsion and the density distribution functions along the wires for some low-lying

levels, too.

*Graduate Thesis
Facultad de Ciencias. Escuela de Fisica. Director: PhD. llia Mikhailov
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Introduccion

Desde la década de los 60’s [1] la posibilidad de evidenciar los efectos cuanticos a escala
macroscépica en el comportamiento de los portadores de carga a temperatura ambiente
ha concentrado la atencién de numerosas investigaciones. Estas tienen como objetivo el
estudio tedrico y el desarrollo de técnicas experimentales para fabricar estructuras, donde
las escalas de energias y longitudes de ondas de De Broglie de los portadores de carga
permitan observar dichos efectos. Teniendo en cuenta que la masa efectiva del electrén
en un buen semiconductor es menor que el valor correspondiente al del electrdn libre en
el vacio en uno-dos ordenes y la constante dieléctrica de estos materiales es un orden
mayor que en el vacio, las longitudes de las ondas De Broglie de los portadores de carga
en estos materiales son de escala nanométrica, esto es, dos-tres ordenes superior a los
valores correspondientes en los sistemas atdmicos. Por esta razon, los investigadores
consideraron que si fuese posible fabricar a partir de estos materiales unas estructuras
con cambios bruscos en sus propiedades a escala nanométrica, se podria observar en
éstas los efectos cudnticos relacionados con el confinamiento de estas ondas de De

Broglie y considerarlas sistemas de baja dimensionalidad.

El crecimiento de ldminas epitaxiales® ultra delgadas favorecié al inicio de la construccion
de sistemas cudnticos de baja dimensionalidad [1, 2] con base en heteroestructuras
semiconductoras, para las cuales se logré alterar la composicion a escala nanométrica. La
alteracién de la composicion permite variar en forma controlada los parametros
fundamentales dentro de los cristales semiconductores: las brechas entre las bandas, las
masas efectivas de los portadores de carga y su movilidad, los indices de refraccién, los

espectros energéticos de los portadores, entre otros [3]. Esta implementacién

1 . . . . . . .
Hace referencia al proceso de depositar una lamina de monocristales sobre un sustrato monocristalino.
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extraordinaria ha generado grandes expectativas, ya que el reordenamiento de los atomos
y las moléculas, ademas del aprovechamiento de las propiedades exhibidas a esta escala
proporcionan una de las claves tecnoldgicas mas importantes para el desarrollo de

avances cientificos e industriales significativos.

Las primeras heteroestructuras desarrolladas fueron los pozos cuanticos bidimensionales
(QWSs)? [4, 5]. Inicialmente se ubicé una capa delgada de un material semiconductor (p. e.
GaAs) entre dos de otro material semiconductor similar (p. e. Al,Ga;.,As) en forma de un
“emparedado”. Como la brecha entre las bandas de valencia y de conduccién en
Al,Ga;,As es mayor que en GaAs, esta estructura representa para los portadores de carga
un pozo cuantico elemental capaz de lograr el confinamiento tanto de electrones, como
de huecos en la direccidon perpendicular a las capas, mientras que el movimiento paralelo
a estas no sufre alteracién. Como consecuencia de este confinamiento, el espectro

energético de los portadores se discretiza.

Durante los afios 70’s, el avance en el desarrollo tedrico y experimental de QWs, ademas
de sus aplicaciones innovadoras, condujo a que las investigaciones se orientaran al
estudio de sistemas de menor dimensionalidad, como es el caso de los hilos cuanticos
(QWWs)? [6] en los que se logra restringir el movimiento de los portadores en dos
direcciones, pero con libertad en la movilidad a lo largo del eje del hilo; y mas
recientemente los puntos cuanticos (QDs)? [7, 8] en los que esta restriccion se extiende a
todas las dimensiones espaciales. De esta manera, se abren mas posibilidades para variar
en forma controlada la densidad de estados de los portadores de carga, las energias del
electron libre y de enlace de excitones y donadoras. Estos sistemas de baja

dimensionalidad son bastante atractivos por sus aplicaciones potenciales en futuros

? Siglas en inglés: quantum well (QW), quantum well wire (QWW) and quantum dot (QD).
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dispositivos de alto rendimiento, debido a que ellos tienen caracteristicas dpticas vy

eléctricas mas llamativas en comparacién con un bloque de semiconductor [9, 10].

Hoy en dia existen diversas técnicas para la fabricacion de QWWs: la litografia por haz de
electrones y grabado [11, 12, 13], epitaxia [14], o el crecimiento en sustratos no-planares
[15, 16]. No obstante, el camino mas prometedor para la fabricacion de arreglos
ordenados de QWWs es el modo de Stranski-Krastanow [17] de crecimiento de peliculas
delgadas de semiconductores en el que las tensiones superficiales producidas por una
ligera diferencia en la constante de red del sustrato y del material que se deposite sobre
éste, hace posible que se produzcan formaciones de tipo islas auto-organizadas durante
un crecimiento capa por capa usando epitaxia por haces moleculares (MBE)® o epitaxia
por fase gaseosa (MOCVD)®. La ventaja de esta técnica es que permite obtener nano-
estructuras libres de perturbaciones y sin defectos de borde, lo que hace que sus

propiedades opto-eléctricas sean Unicas [18].

Los avances en la fabricacion de los sistemas de baja dimensidén despertaron gran interés
en el estudio tedrico de los efectos de confinamiento sobre las propiedades de portadores

de carga al interior de QWs, QWWs [19, 20, 21].

Estudios anteriores han permitido establecer que la energia de enlace de los estados
acoplados de los portadores de carga (excitones neutros y cargados positiva- y
negativamente, donadoras, etc.) se incrementa significativamente en estas estructuras
debido al confinamiento. En la mayoria de los casos este analisis fue realizado usando

diferentes métodos aproximados vy técnicas computacionales tales como Ia

*Siglas en inglés: Molecular Beam Epitaxy( MBE)
* Siglas en inglés: Metal Organic Chemical Vapour Deposition (MOCVD)
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diagonalizacidn numérica [22-24], simulaciones basadas en técnicas de Monte Carlo [25],

diferencias finitas [26], técnicas variacionales [27], etc.

En estas investigaciones ha surgido interés especial por los modelos exactamente solubles
gue permiten en forma precisa analizar los efectos relacionados con la interaccién entre
particulas en condiciones de confinamiento fuerte. Zhuy colaboradores han estudiado el
caso de repulsion (e-e) y han obtenido soluciones exactas usando la expansion en series
de potencias para dos electrones en un QD parabdlico [28] y en un anillo cuasi-
unidimensional [29]. Para estos mismos modelos los investigadores del Grupo FICOMACO
de la UIS han utilizado el método de barrido trigonométrico [30, 31] y han obtenido

resultados semejantes.

Problemas similares para dos electrones (e-e) o para un par electrén-hueco (e-h),
conocido como exciton, confinados en sistemas cuasi-unidimensionales o QWWs,
también se estudiaron ampliamente y se logré evidenciar nuevos efectos relacionados
con el confinamiento sobre las propiedades de transporte [32] y dpticas [33]. Uno de los
problemas tedricos relacionados con QWWSs que se estudié ultimamente es sobre el
comportamiento de un sistema de particulas ubicadas en hilos separados que
interaccionan entre si. Por ejemplo, en el trabajo desarrollado por Rosi con sus coautores
[34] se estudid el espectro energético y las funciones de onda de un electrén y un hueco,
los cuales se encontraban confinados en QWWSs separados y paralelos. Este estudio fue
realizado a partir de la expansion del potencial de interaccién en términos multipolares y
suponiendo que tanto el electrén como el hueco experimentan un confinamiento
transversal parabodlico. En otro articulo, Sidor y colaboradores [35] analizaron las
transiciones opticas de un excitédn en un par de hilos cuanticos auto-ensamblados de
InAs/InP, estudiando por separado el acoplamiento horizontal y vertical y comparando la

energia de fotoluminiscencia entre ambas configuraciones.
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El analisis de sistemas de pocas particulas confinadas en heteroestructuras
semiconductoras cuasi-unidimensionales se simplifica significativamente en el limite
adiabatico cuando el ancho del hilo es despreciable en comparacién con su longitud. En
este limite el movimiento de los portadores de carga se puede considerar como
unidimensional y en algunos casos particulares es posible encontrar la solucién de la
ecuacion de onda que describe sus movimientos en una forma exacta. A pesar que en el
modelo unidimensional no se tiene en cuenta algunos detalles de la estructura real, éste
permite encontrar tendencias generales relacionadas con la cuantizaciéon del espectro

energético debido al confinamiento de los portadores de carga.

En este trabajo, se estudio un nuevo modelo exactamente soluble para dos particulas
ubicadas por separado en dos hilos unidimensionales cruzados. (Es importante tener en
cuenta que para este tipo de configuracion de QWWSs no se encontraron trabajos tedricos
publicados en la literatura). Se demuestra que si las masas de las particulas son iguales y
el confinamiento a lo largo de estos hilos tiene una forma parabdlica, la ecuacién de
Schrodinger para este sistema es completamente separable y puede resolverse de forma
exacta. Hay que tener en cuenta que en la Mecanica Cudantica hay muy pocos modelos
para sistemas de dos particulas que permiten encontrar una solucién exacta y es por eso
gue cada uno de estos modelos genera un interés especial no solo para futuras
aplicaciones practicas sino también desde el punto de vista tedrico, ya que abren nuevas
posibilidades para analizar efectos de correlacion en los sistemas con interaccién

electrostatica.

Con base en la solucidon exacta encontrada, en este trabajo se estudian dos casos
particulares, el primero teniendo en cuenta la atraccién entre las particulas y el segundo
su repulsidon . En ambos casos se han calculado las energias de varios niveles energéticos
mas bajos en funcién de la longitud de los hilos y se estudia la densidad de distribucién de

las particulas en el caso de atraccion y repulsion.



1. Modelo

1.1 Morfologia del Sistema

Se considera un sistema formado por dos portadores de carga, cada uno esta confinado
dentro uno de los dos hilos cudnticos de GaAs sumergidos en una matriz de material de

Gag 7Alp3As, perpendiculares entre si y separados por una distancia d, (figura 1).

z

Li2

d —/

T
/ — 2

X

Figura 1: El modelo de hilos cudnticos cruzados.

1.2 Descripcion del movimiento de portadores de carga en un bloque de semiconductor.

Para analizar el efecto de la interaccidn electrostatica entre dos los portadores de carga
en QWWs cruzados primero se discutiran las principales aproximaciones que se usan para
describir su comportamiento en un bloque de semiconductor teniendo en cuenta que la
red cristalina, por lo general, no tiene la periodicidad perfecta. Las estructuras reales
presentan diferentes tipos de defectos que rompen la simetria traslacional en los cristales,
tales como: vacancias, impurezas y dislocaciones, ademas esta simetria esta perturbada
por el movimiento vibratorio de los atomos. Sin embargo, todas estas perturbaciones
pueden ser consideradas como efectos de segundo orden. Por esta razdn, es apropiado
aproximar los cristales semiconductores a redes cristalinas perfectas, donde los nucleos

idnicos permanecen fijos en los puntos reticulares, mientras los electrones en la banda de
6



conduccidn tienen una movilidad apreciable en el cristal. Ademads, cada uno de estos
electrones estd sumergido en un mismo potencial periddico con la misma simetria
traslacional que la red cristalina. Por lo tanto, la ecuacién de onda para un portador en un

cristal puede escribirse como:

2
H (1) = 2y () +V.gg (O (1) = 0 (1) (1)
Vieg (1) =Vieq (T +T) (2)
Aqui V4 es la energia de interaccién promedio entre el portador y todas otras particulas
gue forman cristal. Para resolver la ecuacién de onda (1) se utiliza el teorema de Bloch,
segun el cual las funciones propias de la ecuacidon de onda para un potencial periddico
(que satisface la ecuacién (2)) son productos de una onda plana con una funcién

envolvente u(F)que posee la misma periodicidad que la red cristalina, dada por

w(r)=e""u(r) [36].
El problema se complica cuando ademas se aplica un potencial externo V,, y para

resolver la ecuacidn de onda correspondiente:

2

TV () + Ve (1) + Vo (M (1) = 2(1) 3)
ya no se puede aplicar el teorema de Bloch. Pero en este caso para la mayoria de los

campos externos se puede usar la aproximacién de masa efectiva (AME).

1.3 Aproximacién de masa efectiva (AME)

Muchos de los problemas mas importantes en la teoria del estado sélido conciernen al
movimiento de portadores de carga en redes periddicas perturbadas. Como ejemplos se
pueden mencionar los problemas concernientes a la influencia sobre el espectro
energético de impurezas o campos eléctricos y magnéticos. [37, 38, 39]. La AME es
ampliamente utilizada para solucionar este tipo de problemas. El hamiltoniano y la

ecuacioén de onda de un portador de carga en un cristal perturbado son:



H=H,+V (4)
Hy =ey (5)

Aqui H, es el Hamiltoniano que representa al portador en una red cristalina perfectay V

la perturbacién relacionada con las contribuciones de diferentes potenciales como

consecuencia del confinamiento, de las impurezas, de los campos externos, etc.

El Hamiltoniano H, se puede simplificar cuando se desprecia la estructura de banda del
semiconductor cristalino y se tiene en cuenta Unicamente la energia &,(k) en el borde de

la banda de conduccién y de valencia. La teoria de bandas permite aproximar la energia

&,(k) a una parabola, similar a la energia de una particula libre pero con un parametro

de masa M que es proporcional a la curvatura de la banda. Las expresiones explicitas

son:
d%¢g,(k
1 _1%ak (6.2)
m h° ok
p2 h2k2
& (K)=——+= - 6.b
o (k) > = 2m (6.b)
La ecuacion de onda de este sistema sin perturbar esta dada por:
Howo = &o¥s (7)
Por esta razén la ecuacidon de onda (5) puede expresarse como:
[80 (—th) +V]'Vn =&, (8)

Remplazando al momento en la expresion (6.b) por su respectivo operador p =—iiV vy
teniendo en cuenta que n es un numero cuantico y es por esto que la energia toma la

forma de:



e (K) = - jn V2 (©)

En la AME la ecuacion de onda para el sistema de dos portadores con masas efectivas m

y m;, ubicados en dos hilos cruzados, teniendo en cuenta (8) y (9), se puede escribir

como:

n* o n* 8
iyl VY, =y, 10
m o v om, oy W, +Vy v (10)

1.4 Potenciales de interacciéon y confinamiento.

Para este sistema de dos particulas, V representa la contribucién del potencial de
interacciéon electrostatico entre ellas y los potenciales de confinamiento dentro de cada
uno de dos hilos. Debido a que la matriz de GagsAlg3As posee una brecha entre las
bandas de conduccidn y valencia mayor que la de los hilos de GaAs es posible confinar
dentro cada QWW tanto electrones de la banda de conduccién como a huecos de la
banda de valencia. Por esta razén se consideran dos posibles variantes para la interaccién

entre las particulas V,: la repulsién entre dos electrones (e-e) cuando 7 =+1y la atraccién
entre un par electréon-hueco (e-h) cuando 7 =-1:
~ e’r

e X +y? +d?

v, (11)

En este trabajo se asume que el potencial de confinamiento a lo largo de los hilos tiene
una forma parabdlica y se caracteriza con un pardmetro @ que estd asociado con la

longitud del hilo 1,, a través de las relaciones:

1 * 1 *
Vi = 5 mao’x*; Vg, = > m,o’y? (12.a)

1/2
() 2o




1.5 Exciton

Un caso particular de un sistema de dos particulas lo representa un par electrén-hueco
ligado. Los electrones en los cristales estan repartidos en bandas de energia separadas
por regiones prohibidas en las que no existen orbitales’ electrénicos ondulatorios (bandas
de energias prohibidas®). Los huecos son orbitales vacantes en una banda y se comportan

en los campos eléctricos y magnéticos aplicados como si tuviesen carga positiva +e [36].

Banda de
conduccian 2 N R R

Masa efectiva me* T Niveles

o Banda Prohibida
excitacion

Banda de valencia
hasa efectiva mh*

Figura 2: Esquema simplificado del modelo de bandas.

Cuando un electrén de la banda de conduccion y un hueco de la banda de valencia se
acoplan debido a la atraccion entre ellos, se forma un excitdn. Este excitéon puede
moverse a través del cristal y transportar energia. Ademas, pueden formarse mediante la

absorcion de fotones en cualquier punto critico’, dado por:
V[z. ()&, (K)]=0 (13)

Aqui ¢.(K) ye, (k) son las curvas de dispersiéon de la banda de conduccién y de valencia

respectivamente.

> Se entiende por orbitales a las soluciones a la ecuacién onda correspondiente al un sistema de un solo

electrén.

® La reflexion de Bragg de las ondas de los electrones en los cristales es la causa de bandas prohibidas de

energia.

” En estos puntos criticos del espacio k la densidad conjunta de estados D, (&, + Fw)D, (g,) es singular.
10



1.6 Parametros de material

En este trabajo se considera el modelo de los QWWs de GaAs embebidos en una matriz de
GagsAlg3As. Los portadores de carga estan confinados en la regién de GaAs y por esta
razon los parametros fisicos de este material son los apropiados para describir las

propiedades del portador. Los valores encontrados en la literatura para la masa efectiva
de los electrones y la constante dieléctrica en el GaAs estan dados por: m; =0.0665m, y
€=12.5, respectivamente [40] ( m, es la masa del electrén en reposo). El radio de Bohr
efectivo y el Rydberg efectivo quedan definidos a partir de estos pardmetros y para el caso

del GaAs los valores se aproximan a: a; ~9.8nm vy R; ~ 5.83meV respectivamente.

1.7 Ecuacion de Schrodinger adimensional

El Hamiltoniano para el sistema de dos particulas separadas debido a su localizaciéon
dentro de hilos cuanticos cruzados entre si puede definirse teniendo en cuenta los
potenciales de confinamiento dados por las férmulas (12.a) y de la interaccién entre ellas

dado por (11), tal que:

2 2 2 2 2
H=- h* 62— h* 62+lmfa)2x2+lm;a)2y2+ €7 (14)
2m; ox*  2m, oy® 2 2 ex?+y?+d?

Las masas mf ym; en el caso de repulsidon son iguales y equivalentes a la masa del

electrén, mientras que en el caso de atraccidon generalmente las masas son diferentes. Sin
embargo, en este trabajo por comodidad matemadtica se asumid que la diferencia entre las

masas en este caso es despreciable. Es por eso que a partir de este momento se

considera Unicamente el caso: m, =m, =m

La ecuacion de onda segun (8) es:

2 2 2 2
- h*{82+82}y+ im*c<)2(xz+y2)+ €7 v =y (15)
2m [ ox" oy 2 ex2+y?+d?

11



Para facilitar el desarrollo de los cdlculos y su interpretacidon se tomaron como unidades

de longitud y energia al radio de Bohr a; y el Rydberg efectivo R;, respectivamente,

definidos como:

R, = = - (16.a)

(16.b)

% m'e?

Al hacer las sustituciones X =a,X, y Y =2a,X,, &€ = &R, se obtiene la ecuacion de onda

adimensional:

0% o2 . 27 ~
T2 T PRIV R
0%~ 0%, \/xl +X,° +d,

Donde d = a;dh y &= ha)/ZR; . El Gltimo pardmetro @, esta relacionado con la longitud
de confinamiento adimensional dado en unidades de radios de Bohr a través de la

formula: | = (Ya)"'?.

12



2. Teoria

2.1 Separacion de las variables

En el limite adiabatico, cuando el ancho del hilo es despreciable en comparacién con su
longitud, el confinamiento es mucho mayor en la direccién perpendicular al hilo y por lo
tanto el movimiento a lo largo de éste es el Unico que tiene relevancia. La ecuacion de
onda (17) que se ha formulado para dos particulas confinadas en QWW:s cruzados con las

coordenadas X; y X, a lo largo de los hilos se puede interpretar como una ecuacion para

una Unica “particula imaginaria” en un campo bidimensional cuyo potencial depende sélo

del cuadrado de la distancia desde el origen si se considera a X; y X, como coordenadas

cartesianas en el plano X;0X;:
2 2
oX;  OXj

o> 8
_{_Jr_} (X, %) +V (X2 + X2 )P (X, Xp) = & P (X, Xp) (18)

2T

2 2 2
\/xl + X, +d,

V(2 +%,%) = &% (X2 + %) + (19)

La simetria axial del sistema sugiere utilizar las coordenadas polares para resolver la

ecuacion diferencial. El uso de coordenadas polares definidas como:

X
pr=x2+x¢; tangp=-2% (20)

X
nos permite reducir la ecuacion de onda (18) a la forma siguiente:

o 10 1 &
-—Y(o.0)———¥(0,0) ———=Y(0.0) +V (0) ¥ (0,0) = ¥ (0. 0) (21)
op pop p-op

13



27

Vo (p) = 5 + 2
VP +d;

Se puede ver que esta ecuacién corresponde a un problema de campo central en dos

(22)

dimensiones, en el que se hace posible una separacion completa de las variables que

permite representar la funcién de onda Y¥(p,p) en forma de un producto de dos
funciones, cada una con una Unica variable Y(p,@)=U(p)®(¢p). Siguiendo el

procedimiento estandar de separacidén de variables uno puede reducir la ecuacién (21) a
un par de ecuaciones independientes, una para el movimiento angular de la “particula

imaginaria” y la otra para su movimiento radial:

D"(p) = -m°D(p) (23)

2
U(p) - 2U () +| M+ 202+ 2L |U(p) = U (p) (24)
P P P2+dh2

Agui m es un numero entero, que corresponde al nimero cuantico orbital. La ecuacion

diferencial que depende de la parte angular tiene solucién analitica inmediata dada por:
CD((p):exp(im¢); m=0,+1,%2,... (25)

2.2 Solucion de la ecuacion radial.

La ecuacidn diferencial (24) que describe el movimiento de la “particula imaginaria” en la
direccioén radial puede resolverse sélo numéricamente, debido a la complicada forma del
potencial efectivo. Para elaborar un algoritmo se ha reescrito la ecuacidn en la forma del

problema de Sturm-Liouville
" 1 1
Y (p)—;U (P)+V(PU(p)=0; 0<p<w (26)

27 -

——c (27)
\p? +dh?

m2
V(,0)=?+a~)2,02 +

14



con las condiciones de frontera:
U0)=0 U(Pm)=0  Prax > (28)

La primera de estas dos condiciones permite evitar la singularidad en el segundo término

de la ecuacion (26) para p=0. Sin embargo, ésta es insuficiente para compensar otra

singularidad que se encuentra contenida en el primer término en la expresion del

potencial efectivo — ecuacion (27) — para p =0. Para evitar esta ultima singularidad se

sugiere un cambio de variables:

U(p)=p"W(p) (29)

Sustituyendo (29) en (26) se obtiene:

2m+1

W (p) - 2 W () 4| 2 p? + ——Z 7 (W () =0 (30)
pZ +dh2

con las condiciones de frontera:

W)W (0) =27 p/ @M+ p? +d,20; W (D) =0;  Prnax = (31)

La primera de estas condiciones nos permite compensar las singularidades que se
presentan en la ecuacién (30). Para resolver el problema de contorno dado por las
ecuaciones (30) y (31) se requiere una técnica numérica. En este caso particular ha sido
aplicado el Método de Barrido Trigonométrico que permite reducir el problema de
contorno para una ecuacion diferencial de segundo orden a un problema de Cauchy para
una ecuaciéon diferencial de primer orden. En este método se utiliza el cambio de

variables:

W (p)=A(p)cosb(p); W '(p)=A(p)send(p) (32)

15



Al sustituir (32) en (30) después manipulaciones algebraicas se obtiene la ecuacién

diferencial de primer orden respecto a la funcidn p(ﬁ):

2T

/pz +d,?

La primera condicién de frontera (31) expresada para la funcién p(@)adquiere la forma:

m+1
Y2

9‘:—sen20—(2 jsen9c059+ @ p*+ — & |cos? 6 (33)

2tp
0(0)=arctg (33.a)
© {(2m+l)\/p2+dh2 LHO

La ecuacidén (33) junto con la condicién inicial (33.a) forman un problema de Cauchy que

tiene solucion Unica para cada valor de la energia & la cual podemos designar

comop(@,é). La segunda condicion de frontera (31) entonces nos da una ecuacién
trascendente respecto las energias & :

ﬁ(pmax,5)=—%—ﬂ'n; Pmax >0 N=0,12,... (33.b)

donde nes el nimero cudntico radial. La solucién del problema de Cauchy se puede

encontrar empleando un método numeérico convencional, por ejemplo el método Runge-

Kutta. Una vez encontradas la funcion de onda p(@) y la energia &, es posible obtener la

funcion A(p) mediante la integracién de:

)
A(p) = exp %I sen26| 1+ o’ p° + 27 - _2m+l

0 \/p2+dh2 P

sen’é |dp (34)
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2.3 Densidad de Probabilidad de la distribucion de carga

En concordancia con la hipdtesis de De Broglie, w(F,t)puede interpretarse como la

amplitud de probabilidad de la presencia de la particula en una regidn del espacio. Ya que

las posibles posiciones de la particula forman un continuo, la probabilidad de encontrarla

en un cierto volumen d°r = dxdydz, en un tiempo t, es proporcional a d°r. Es por eso

gue la probabilidad puede definirse a partir de |y/(f,t) 2 , que puede ser interpretada como

la densidad de probabilidad que satisface:
P(F,t)d°r =Cly(F,t)["d°r (35.a)

Donde C es una constante de normalizacién. Ademas, teniendo en cuenta que y(T,t)es

una funcién compleja, la intensidad del campo materia sera el producto de la funcién y

con su complejo conjugado " :

W (O =y (r, " (r,0) (35.b)

Para el caso del las dos particulas en QWWs cruzados, se ha considerado una solucién

estacionaria para la ecuacién de onda dada por:
(X, y,t) =P(x, y)exp(-ie, .t/ 7)="¥(p, p) exp(-ie, .t/ 7) (36)

En el ultimo término de (36) se ha tenido en cuenta que este problema puede expresarse

para una particula hipotética en un campo central.

A partir de (35.a), la probabilidad P(p,(p)dpdgo de encontrar una particula entre p vy

p+dpy ¢y ¢+deestadada por:

P(p,p)dpde =U;  (p)®; (@)U, (p)®,, () pdpde (37)

17



Donde p esta asociado con la proporcionalidad del elemento diferencial en coordenadas

polares. En esta expresién se ha teniendo en cuenta que la funcidon de onda estacionaria

(36) permite que la densidad de probabilidad sea independiente del tiempo.

La expresién (25) para la funcién de onda angular conduce a @ (@)@ () =1 y por lo
tanto la densidad de probabilidad depende Unicamente de p. Es por esto que la funcidon

de densidad de probabilidad para dos particulas en hilos cuanticos cruzados entre si

puede expresarse como:

P(p)=U, (o), (P)p (38)

18



3. Resultados

3.1 Anadlisis de los casos limite de confinamiento débil y fuerte.

Aunque la ecuacion diferencial que describe el movimiento relativo en el caso general no
puede resolverse en una forma analitica, en los limites | — 0 y | — o esta ecuacion tiene

soluciones exactas que conducen a expresiones analiticas para el espectro energético.

Para el primer caso en (I — 0), el término del potencial de confinamiento es el que

adquiere relevancia en el potencial efectivo V, (22), ya que la raiz cuadrada de la

frecuencia caracteristica @ es inversamente proporcional a la longitud del hilo, (@ — ),

por lo tanto la ecuacién de onda radial se reduce a:
L 1 m’ ~ ~2 2
U™ (p) U (p)—?uww(e—w p*M(p) =0 (39)

Esta es la ecuacion de onda para un oscilador circular, cuya solucidon no depende del tipo

de interaccidén y puede escribirse como:

Im| 1~
U(p)=p" " exp —Ea)p F(p) m=0,£1+2.. (40)
Al sustituir (40) en (39), esta Ultima se convierte en:

2Am[+1 . - -
Fro| T - 23p [F-[2a(m/+D+Z]F =0 (41)
P

Haciendo el cambio de variable t = @p?, la ecuacién (41) se transforma en una ecuacién

de Kummer [36]:

d
d

t

°F dF [1 z
12 +[(|m|+1)_t]a_[z(|m|+l)_ﬁ:||:—0 (42)
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y sus soluciones estan dadas las series hipergeométricas confluentes:

F(t)=,F,(a,|m|+1t) (43)

Donde:

a:1(|m|+1)—i (44.a)
2 4o

Para valores grandes de t, la funcién F(t) divergird como €', sin embargo esto se puede

evitar, si y solo si:
a=-n n=012.. (45)

En este caso las series confluentes se convierten en polinomios y en particular para
lFl(—n,|m|+1;t) éstos corresponden a los de Laguerre Lﬂm‘)(t) [37]. La funcién de onda

gue satisface la ecuacién (39) es:

_o 2 _ 1 o)~
U, () =C, " 2" F(@p?); F(@p?) =1 L™ (@p?) (46)

im|+1i

n

timet gn

@) t=ap? (47)

L™ (1) =

Teniendo en cuenta la expresién (45) los valores propios de la energia total para el
sistema de dos particulas cuando | — 0 se aproximan a:

g =2a(2n+|m|+1) (48)

En otro limite, cuando | — el potencial de interaccidn electrostatica es el que
determina en gran medida el comportamiento del espectro energético total de la

particula, de acuerdo con esto la ecuacién de onda puede escribirse como:
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n 1 1 m2 ~ 22-
U'p)+=U'(p)-—7U(p)+| é - U(p) =0 (49)
P P Ny +dh
En el caso de atraccidén (7 =-1) esta ecuacién diferencial radial es semejante a la de un
atomo hidrogenoide en dos dimensiones. Con base en el método de escalamiento
dimensional [37] este problema puede resolverse exactamente de forma similar al atomo

de hidrégeno en tres dimensiones. Utilizando la sustitucion:
U=r2; |of =rjuf (50)
La ecuacion (49) se reduce a la siguiente:

1 ( n’ ]#4) 1 &
——P" A N () .- ] =Zd 51
> (o) 5,7 (p) > dh2 (p) > (p) (51)

Expresada de esta manera, (cuando d;, =0) la ecuacién (51) tiene solucidn analitica ya que

su forma es idéntica a la ecuacién de onda para el dtomo de hidrégeno en tres

dimensiones. La diferencia se encuentra en la definicién del nimero cuantico del
. . 1
momento angular orbital |, ya que en este caso ha sido reemplazado | — m—E. Es por

eso que los valores propios de la energia para el &tomo hidrogenoide en dos dimensiones

estan dados por:

;o4 n=012.. (52)

n,m 2
[2(n+m)+1]

Para analizar el caso de repulsién (7 =1) en el limite | — oo hay que tener en cuenta que la

energia cinética para esta situacion es despreciable en comparacion con la energia

potencial, esta Uultima contiene dos términos del mismo orden, la energia de

confinamiento que trata de acercar a las particulas y la energia de repulsién entre ellas.
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Para estimar el aporte de ambas se pueden utilizar las coordenadas y las energias segun

H

las férmulas, p=lp, H = E y estimar la energia renormalizada como:

212

En este limite (cuasi-clasico) la energia renormalizada del estado base coincide con el

H_, ~p°+ (53)

minimo del Hamiltoniano, que puede calcularse facilmente para el caso d,, =0:

H_,, o H(py,) =317 ;

—>

Prin =17 (54)

m

En la tabla 1 estan consignados los valores para los primeros niveles de energia de
acuerdo con las expresiones encontradas en (48) y (52), cuando | -0 y | - «, y para

este Ultimo en el caso particular de repulsion.

n m Enm/a)[R;agz] Enm[R;]
0 0 2 -4

1 0 6 0,444
2 0 10 -0,16
3 0 14 -0,082
0 1 4 -0,444
1 1 8 -0,16
2 1 12 -0,082
3 1 16 -0,049
0 2 6 -0,16
1 2 10 -0,082
2 2 14 -0,049
3 2 18 -0,033

Tabla I: Algunos de los valores propios de la energia para el sistema de dos particulas en QWW:s cruzados

entresi. &, /a) hace referencia al limite | >0y &, n hace referencia al caso particular del exciton en

el limite | = .

Es posible un andlisis mas detallado del comportamiento de los niveles de energia con la

longitud del hilo considerando los resultados obtenidos por el método numérico de
22



Barrido Trigonométrico. Se obtuvo los primeros niveles de energia y se construyo las
curvas correspondientes a la variaciéon de estos niveles en funcién del parametro de la
longitud |. La figura 3 muestra las curvas para el caso de repulsion y el efecto de la
variacién de la longitud sobre el potencial efectivo. La figura 3(a) muestra como varian las
contribuciones de los potenciales de confinamiento e interaccién electrostdtica repulsiva
de acuerdo con la variacién de |. A medida que | aumenta, @ disminuye y el potencial
electrostatico adquiere mayor importancia en comparacién con la contribuciéon del
potencial de confinamiento parabdlico sobre el hamiltoniano; por ejemplo en el caso de
@ =0.005 (1=14.142) la barrera de potencial electrostitica determina en mayor
proporcion el perfil del potencial efectivo al que se somete el portador de carga. Sin
embargo, cuando | disminuye, @ se hace mayor y por lo tanto el potencial de
confinamiento parabdlico es el que caracteriza al potencial efectivo, como se muestra en

elcasode @ =1.0 (I =1.0).

(a) (b)

/@R 2]

g€

dh=0

L=1/(w)"[a,]
Figura 3: Efecto de la variacion del parametro de longitud cuando 7 = +1. (a) Efecto sobre el
potencial efectivo al que se somete el sistema. (b) Efectos sobre los niveles energéticos

En'm /CT) cuando | = 0 . Las unidades estan definidas a partir del Rydberg efectivo y el radio de Bohr®.

El efecto de la variacion del parametro | sobre potencial de confinamiento afecta

directamente a los niveles energéticos como se muestra en la figura 3(b)°. En este caso es

8 Las parejas (n,m) de numeros cudnticos se representan en la parte izquierda de 3(b).
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0,0

de gran utilidad la expresion analitica para la energia (48) encontrada en el limite cuando
| - 0, ya que ha permitido verificar como los niveles energéticos obtenidos por medio
del método numérico coinciden con los valores de la tabla | para un oscilador armdnico en
dos dimensiones con una frecuencia caracteristica @. A medida que va aumentando el
valor del pardmetro |, el potencial de confinamiento disminuye y los niveles energéticos
decrecen. En la figura 4(a) se muestra este efecto sobre los niveles energéticos, donde se
considerd valores para el parametro | entre 8-16 a’o. A partir de esta grafica es posible
apreciar como el comportamiento de los niveles energéticos En’m es semejante a la
expresion (54) cuando | —> . Ademas se observd como las curvas tienden a fundirse
cuando los niveles coinciden con el numero cudntico radial n. Mientras que en la figura
4(b) se muestra como a medida que la longitud del hilo aumenta la energia comienza a

manifestar su proporcionalidad con la longitud el hilo dada por &_ o |43,

(a) (b)

n=0 m=0
(@) Rl A N (|

dh=0

T T T T T T
10 14 16
=1/ (m)uz

[a,]

12 .
=1/ (@) [a,]
Figura 4: (a) Efecto de la variacion del parametro de la longitud para el limite | — o0 sobre los niveles

|—4/3

energéticos En m - (b)Comparacién entre la curva del nivel fundamental de energia 50 oY £ oc enel

casode | — o0
En lo que respecta al caso de atraccion, la figura 5(a) muestra el efecto de la variacién de
la longitud del hilo sobre el potencial efectivo y 5(b) los niveles energéticos para el caso de

la interaccion electron-hueco. Cuando el parametro | es pequefio, el potencial de

° Es importante tener en cuenta que para | — 0 se ha graficado En m /a; para mostrar claramente la

semejanza con el oscilar en dos dimensiones.
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confinamiento parabdlico es el que determina el espectro energético y es por esto que el
aporte del potencial de interaccién entre electrén-hueco a la energia total es irrelevante.
Nuevamente, en la grafica 5(b) se verificd la distribucion de los niveles energéticos
cuando | — 0 a partir de la expresion analitica para la energia (48) cuyos valores son
semejantes a los consignados en la Tabla I. Por lo tanto, en el limite | — 0 los espectros
energéticos de los casos de repulsién y atraccion coinciden con el espectro de un oscilador
armoénico circular en dos dimensiones. Sin embargo cuando el potencial repulsivo
empieza aumentar su contribucién a la energia total, el pardmetro | ha aumentado, el
potencial de confinamiento ha disminuido y los niveles energéticos han decrecido. En la

figura (6) se aprecia como en los valores préximos a | ~ 7a; el efecto de confinamiento se

ha reducido significativamente y los niveles energéticos empiezan aproximarse a la

situaciéon del atomo de hidrégeno en dos dimensiones.

®)

i~ T ~ T T T T 7 — T T IdhO
15—\..\. ~ j—OO

—10
4——20
J —3o0
----01

Veff [R]

20—
o 2 4 6 8 10 12 14 16

pla’) =1/ (@" [a,]

Figura 5: Efecto de la variacién del parametro de longitud cuando 7 = —1. (a) Efecto sobre el potencial
efectivo al que se somete el sistema. (b) Efectos sobre los niveles energéticos En,m/a; cuando | >0 .

Las unidades estan definidas a partir del Rydberg efectivo y el radio de Bohr.
Por lo tanto, en el limite cuando | — o, los niveles energéticos se comportan
correctamente como se predijo a partir de la expresion analitica (52). Ademas es
importante destacar que bajo estas circunstancias el nivel fundamental se encuentra

fuertemente separado de los niveles excitados.

25



T T T T T T T T T T T
4 6 8 10 1 12 14 16
L=1/(w) " [a,]

Figura 6: Efecto de la variacidn del parametro °" de la longitud para el limite | — oo sobre los

niveles energéticos &£, . Bajo estas circunstancias el estado fundamental esta fuertemente separado del

los estados excitado.

3.2 Efecto de la separacion entre los QWW:s en el espectro energético.

La variacion de la distancia entre los hilos también tiene efectos sobre el espectro
energético de los portadores de carga en QWWs cruzados. Se calculd los niveles de

energia en funcidn de la longitud del QWW teniendo en cuenta valores diferentes para la

distancia entre los hilos d, .

(a)

o=1.0 ——dh=0.0
40 - - --dh=0.25

'm>'
%
>
-30 ——dh=0.0
- ---dh=0.25
~~~~~~ dh=0.5
o004y | === =
—— dh=1.0
T T T T T M
0 . : : -4 -2 0, 2 4
. 4 pla ]

de la separacion entre los hilos, dh, sobre el potencial efectivo. (a)

Figura 7: Efecto
Repulsidn.

(b) Atraccion.
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En la figura 7 se puede apreciar el efecto de la variacidn de la distancia entre los hilos
sobre el potencial efectivo cuando | =1a;. De acuerdo con ésta, a medida que aumenta
el parametro d, tanto la barrera de potencial en el caso de repulsién, como el pozo de

potencial en caso de atraccidn se hacen mas débiles.

Estos cambios en el potencial efectivo conducen a una variacidn en el espectro energético
de los portadores de carga. En la figura 8 se muestra el efecto sobre los primeros niveles

energéticos para el caso de repulsién. En ésta se observd un decrecimiento del espectro

energético en el intervalo | = 0—3a; . Sin embargo, debido a la naturaleza repulsiva del

(a) (b)
T T T T
- = 4 9 T T T T T
n=0 m=0 I n=0 m=1 I
8 4
/,/-,’.-" 8 A
N = — -
* o6 Z7 &7 i 7
* N> IR ©° SiRd -
« L 1 e g
—~ s = 64 i ]
B PR —~ 4
= A \B/ e
~ e —dh= 2
© P - g:_g'gs < s ——dh=0.0
e =Y. W 5+ A ----dh=0.25
-----dh=0.5 At -
-==dh=1 e o dn=05
i e - dh=l
PR : : : " PRVt : T y
0,0 0.5 lVOL_ 1 }5( )1,221’ 2,5 3.0 0,0 0,5 1,0 15 20 2,5 3,0
= © L1=1/ (w)
(c) (d)
12 ; . . T 12 T T T T
n=1m=0 I {n=1 m=1 i
1 A
;
—11- o 4
o z7,
- %
_ 10 .o v
o~ IC
& x v
Lm0 g —~10- e 7
e 8 2P
& N ”,°
= ~ 77
B 8- . ) S
Z g / —  dh=0.0 9 yas dh=0.0
1 S ----dh=0.25 AN ----dh=0.25
74 g dh=0.5 1 AN dh=0.5
e dh=1 o -—-=-dh=1
8 - T
6 T T T T ! 0,0 0'5 1'0 1'5 2,0 2,5 3,0
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 ' ' ' o2 Y ' '
=1/ (@) t=1/{w)

Figura 8: Efecto de la distancia entre los QWWs, dh, sobre los niveles energético para 7 = +1 .(a)
/@ (b) &4,/ (¢) &[0 (d) &, /@,

potencial de interaccidn entre las particulas, para valores mayores que 3a; los cambios en

el espectro son despreciables y por lo tanto ambas particulas se comportardn como si
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estuviesen libres en cada QWW, teniendo en cuenta que tanto el potencial repulsivo y el

potencial de confinamiento disminuyen significativamente para estos valores de ly d, .

Ademads, comparando las figuras (8a) - (8b) y (8c) - (8d) se observo que con el aumento del

numero cudntico orbital m el efecto de la variacién del pardmetro d, disminuye. Esto se

puede apreciar en la expresién para la ecuaciéon diferencial relacionada con el movimiento
radial (24). Para m = O el termino término centrifugal no aparece y cualquier cambio en la
interaccion electrostatica se manifiesta con mas fuerza que en el caso m =0 en el que el

término centrifugal si contribuye.

Por otra parte, la figura 9 muestra el efecto de la variaciéon de d,sobre el estado

fundamental y tres estados excitados en el caso electrén-hueco. Estas graficas coinciden
en el crecimiento de los niveles de energia cuando aumenta la distancia entre los hilos y
se manifiesta con mayor fuerza con el aumento de la longitud del hilo. Teniendo en
cuenta la energia renormalizada (53) es posible establecer que cuando | — 0 el potencial
de confinamiento gobierna la expresidon del potencial efectivo y sin importar el parametro

d, los resultados contintan siendo semejantes a los del oscilador circular.

No obstante, cuando | — o el término de atraccién contribuye en mayor medida al

potencial efectivo. De tal forma la expresidon para la energia renormalizada puede

3

expresarse proporcional a | de acuerdo con: V, oc =2I° sid, =0 6V, o sid, #0.

Y por lo tanto, a medida que aumenta la distancia entre los hilos d, el potencial de

atraccion se debilita y los niveles de energia crecen. Ademas, se observa que el estado
fundamental de energia aumenta rdpidamente al variar d,, en comparacién con los
demas estados excitados; ésta es una consecuencia de la estrecha relacién entre el estado
fundamental y la interaccidn electrostdtica que se manifiesta también en la fuerte

separacién entre el estado fundamental y el primer estado excitado.
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(a) (b)
5 T T T
— . .
—n | IS
----dh=0. ST ----dh=0.25
04 dh=0.5 SN dh=0.5
------dh=1.0 TNU s ———-dh=1.0
f‘m"‘r“ "\_\. ¥ e \\\:_‘\\\ 1
- N .o RN
« . I3 AN S
~—~10 AN —_ N0 ~._
B \ N & DU
~ N N ~ 51 S
® s N N = AN
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N . N, n=1m=0
20 . - S -10 " T T T
0 3 4 5 0 1 2 3 4 5
1/2 *
L=1/(w)" [a,] L=1/ ()" [a,]
(c) (d)
5 T T T 10 T T T T
n=0m=1 I n=1m=1 I
N'— o1 1
* ° ~ L\l'—
. ® «©° 5
3 e
= 7 ~
B N B 1
~ — dh=0.0 ~ ~ ~
w - ---dh=0.25 - LA T2 ----dh=0.25
dh=0.5 S dh=0.5 ]
--==-dh=1.0 - 09 ----dh=1.0 ~
-10 " . . . S " r : ; -
0 1 2 1/23 N 4 5 0 1 2 3 4 5
L=1/(w)""[a,] =1/ (w)"”
Figura 9: Efecto de la distancia entre los QWWs, dh, sobre los niveles energético para. 7 =—1 (a)

E00/® (b) &1/ (c) E5 /@ (d) &, [@.

3.3 Densidad de probabilidad de dos portadores de carga en QWWs cruzados.

Ademads de los niveles de energia de este sistema de dos portadores de carga en QWWs

cruzados, también se encontré las correspondientes funciones de densidad de

probabilidad asociadas con cada nivel energia &, .. Cuando se considera la particula

hipotética, es posible describir su funcién de densidad a partir de las graficas de la parte
superior de las figuras 10-11, mientras que las gréficas de la parte inferior de 10-11
representan la densidad de probabilidad total de encontrar el conjunto de parejas (x1,x2)
que satisfacen la relacién para cada p, teniendo en cuenta que d, =0 y que n,m es el
par de numeros cudnticos asociados con la energia. Como se menciond anteriormente,
esta densidad de probabilidad depende Unicamente de la densidad de probabilidad radial,

y se determinar a partir de:
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P(p)

P(P) =W om(P) P =Usn (P, (0)p = ™™ W, (0 (55)

Donde la funcion W, (p) (32) se obtuvo por el método numérico de Barrido

Trigonométrico. En la figura 10 se muestra las densidades de probabilidad para el caso de
los dos electrones y en la figura 11 las densidades de probabilidad para el caso de

electron-hueco. En estas situaciones se considerd los valores para n=0,1,2 con el mismo

numero cuantico orbital m =0, cuando @ =0.5. Tanto en el caso de atraccién como el
caso de repulsidon el nimero de nodos en la funcidon de onda, —n+1 maximos en la
funcion de densidad—, coincide con el nimero cudntico radial n. Por ejemplo, para la
funcion de onda en n =0 no se tiene ningun nodo radial —un maximo—, en n=1 se
tiene uno —dos maximos— vy asi sucesivamente. Ademas, por inspeccion de las figuras se
encuentra que la densidad de probabilidad radial para cada uno de los diferentes pares de
nimeros cudanticos tiene valores apreciables sélo en intervalos restringidos de la

coordenada radial.

(a) (b) (c)
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Figura 10: Densidad de probabilidad para dos electrones en QWWs cruzados, (dh =0, o= 0.5) enel

estado fundamental y primeros estados excitados En la parte superior la densidad de probabilidad

|l//(p)|2. Para m=0 (a) n=0, (b) N=1, (c) N =2 En la parte inferior la densidad de probabilidad

|‘//(X1’ Xz)|2
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A partir de la figura 10 es posible estimar los intervalos mds probables de encontrar a la

particula cuando se encuentra bajo un potencial de repulsidn asociado con la energia

Enm- Enelcasoenelque n=0y m=0, el intervalo es (1.6-1.8)a;;sin=1y m=0, el
intervalo es (3.0—3.2)a; y para el estado n=2y m=0 el intervalo es (4.6 —4.8)a;. Para
el caso de atraccién, la figura 11 permite estimar los intervalos mas probables de
encontrar a la particula con la energia En,m‘ Cuando n=0 y m=0, el intervalo es
(0.16-0.36)a;; si n=1y m=0, el intervalo es (1.6—-2.0)a, y para el estado n=2y

m =0 el intervalo es (3.0-3.3)a,.
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Figura 11: Densidad de probabilidad para el par electrén-hueco en QWWs cruzados, (dh =0, =05 )en
el estado fundamental y primeros estados excitados En la parte superior la densidad de probabilidad

|l//(p)|2. Para M=0 (a) N=0, (b) N=1, (c) N=2. En la parte inferior la densidad de probabilidad
|‘//(X11X2)|2

En las figuras 12-13 se considerd por separado las densidades de probabilidad en el caso
de repulsion y atraccién, respectivamente para tres valores de n (n=012) con
diferentes valores del nimero cuantico orbital, (m=0,1,2). En el caso de repulsién se

puedo observar como el maximo de la densidad de probabilidad se desplaza a la derechay

su densidad de probabilidad aumenta ligeramente cuando aumenta m.
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Figura 12: Comparacién de la Densidad de probabilidad |l,y(p)| de dos electrones cuando M =0,1,2 para

diferentes valores del nimero cuantico radial. (a)n =0, (b) n =1, (¢) n=0.

En el caso de atraccion se observa que los maximos se desplazan a la derecha pero su
densidad de probabilidad disminuye con el aumento de m. En el caso particular de la
figura 13(a), el estado de mayor densidad de probabilidad se encuentra en el estado

fundamental, donde el maximo de la funcién de densidad se encuentra distanciado

apreciablemente de los maximos para m mayores a cero.

(a) (b) (c)

P (p)
P (p)

2
Figura 12: Comparacion de la Densidad de probabilidad |W(p)| del excitén cuando M =0,1,2 para

diferentes valores del niimero cuantico radial. (a)n =0, (b) N =1, (c) n =0.
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4. Conclusiones

Se han calculado los niveles energéticos y las densidades de probabilidad asociadas
con estos niveles para un sistema formado por dos particulas confinadas cada en

un QWW con el confinamiento parabdlico a lo largo de ellos y cruzados entre si.

Se han obtenido las soluciones analiticas para los limites de |, cuando | -0 y
| > . En el primer caso, el espectro de energia es similar al de un oscilador
circular, sin importar el tipo de interaccidn que exista entre las dos particulas. Al
contrario, cuando | — o el espectro energético del sistema depende fuertemente
del tipo de interaccion. Para el caso de atraccidon los niveles de energia casi no
dependen de la longitud del hilo y el espectro es similar al de atomo de hidrégeno
en dos dimensiones, mientras que para el caso de repulsién las energias de los
correspondientes niveles disminuyen con el aumento de la longitud de los hilos

comooc | /3.

Se ha encontrado que con el aumento de la distancia entre los hilos los niveles de
energia del excitén suben y en forma mds apreciable para el estado fundamental;
mientras que para el caso de los dos electrones los niveles de energia bajan

levemente.
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