Apéndice A. Desarrollo en Matlab del modelo matematico

Se parte de las dos ecuaciones que describen la dindmica del péndulo invertido lineal:

u(f)— K.+ x

(M +m)x+bx+m# %6 %cos(@) — m = [ 6% sin(0) = K, = 7

(I +m=10+m=gsl=sin@) = —m = [ = X xcos()

Donde sus parametros estan dados por:

M = Masa del carro

I = Inercia del pendulo

m = Masa del pendulo

g = Gravedad

[ = Longitud del pendulo

b = Friccion viscosa del carro

Kt = Constante de par motor

Ke = Constante de fuerza electromotriz
R = Resistencia electrica del motor

u = Entrada PWM o accion de control

syms theta_dot theta_ddot theta x x_dot x_ddot m g 1 uMb I kt ke R

eql = ((M+m)*x_ddot)+(b*x_dot)+(m*1*theta_ddot*cos(theta))-
(m*1*(theta_dot)~2*sin(theta))==kt*(u-ke*x_dot)/R

eql =

kt (u — ke x)

—Imsin@) 0>+ b+ % (M +m)+Imécos(®) = R

eg2 = ((I+m*172)*theta_ddot)+(m*g*l*sin(theta))==-m*1*x_ddot*cos(theta)

eq2 =49 (mP+1)+glmsin®) = - m ¥ cos(d)



Solucionando las ecuaciones en términos de los estados:

[x1,x2] = solve([eql,eq2],[x_ddot,theta_ddot]);

x1 =

X4 =

simplify(x1)
x1 =

. 2 2. )
Iktu+ktlzmu—Ibe'—Ikektx'+Rl3m2925in(9)—Rblzmi—kektl2mx+w+IRZmstin(G)

R (=P m*cos(0? + Pm*+ M Pm+1m+1M)

simplify(x2)
X2 =

Im (R1mcos(8)sin(8) 6% + kt ucos(d) + M R g sin(6) — R b < cos(8) + R g msin(8) — ke kt £ cos(8))
R (=P m?cos@@*+IPm*+MPm+1m+1M)

x_dot

theta_dot

X4 = ¢



El Sistema es linealizado por el método Jacobiano y se sustituyo los valores de los estados para el punto de linealizacion:

Asym = jacobian([x1,x2,x3,x4],[x_dot,theta_dot,x,theta])
Asym =

R, )
222 i cos(8) sin(0) (I Kt kt P mu—1RE - ke kti+ R P 0°sin@) - Rb P m s — ke ke mi+ MJr 1RIm & sim’i‘}])

IRb+1keki+ RbCm+keki " m 2ROsing) ' m’ + 21RO sin(®) Im Reos(éh w8+ R gcos(28) P’ +1 Reos(d) im§°

0

Ra Ra Rol Ra’
{m (ke ktcos(d) + R beos(B)) 2 P 0 costd) sintf) o 28 m? cos(@) sin(0) (R Lmcos(0) sin(€h 67 + Kt wcos(0) + M R g sin(0) — R b xcos(0) + R g msin(0) — ke ki xcos(0))  Im (M R g cos(d) —kt usin(d) + R g mcos(@) + R b xsin(@) + ke kt xsin(8) + R [ m & cos(d)* — R m &% sin(8))
Ro - Rap® Rm
1 0 0 0
0 1 0 0

where

o= —Lrteos@ + P+ MEPm+Im+1M

Bsym = jacobian([x1,x2,x3,x4],u)
Bsym =

ktm >+ 1kt
[}

_ kt I mcos(#)
o

0
0

where

o =R (—4'2 m’ COM(E))2 + P+ MPm+Im+1 M)



Asym = subs(Asym, [theta,theta_dot,x,x_dot],[pi,0,0,0])

Asym =
_IRh+Ihkr+Rth+kcth:O 0 gPm?
Ro) o]
_Im (Rb + kekt) 0 0 Im(MRg+ Rgm)
R oy Rao
I 00 0
0 10 0

where

oo=MmP+1Im+1M

Bsym = subs(Bsym,[theta,theta_dot,x,x_dot],[pi,0,0,0])
Bsym =

kt m > + Lkt
RMmPEP+1Im+1M)
ktlm
RMmP+Im+1M)
0
0

Los parametros fisicos del modelo fueron remplazados:

Asym =
subs(Asym, [M,m,g,1,b,I,kt,ke,R],[0.2187,0.1449,9.81,0.2295,0.3582,0.0054,14.59,1.891
1,6.7])

Asym =
_ 579024369359683 1785767339727
36056330253630 597949092100
_ 16417122118600 195252981840
400625891707 5979490921
1 00 0
0 10 0

Bsym =
subs(Bsym, [M,m,g,1,b,I,kt,ke,R],[0.2187,0.1449,9.81,0.2295,0.3582,0.0054,14.59,1.891
1,6.7])



Bsym =

28168252073000
3605633025363

7986566000000
400625891707

0
0

Espacio de estado definido para el estado 3 (posicion del carro) :

A3 = double(Asym)

A3 = 4x4
-16.0589 0 0 2.9865
-40.9787 0 0 32.6538
1.0000 0 0 0
0 1.0000 0 0

B3 = double(Bsym)
B3 = 4x1
7.8123
19.9352

0
0

C3= [0,0,1,0]

C3 = 1x4



funcidn de transferencia del modelo en tiempo continuo:

sys3 = ss(A3,B3,C3,D3)

sys3 =

x1
X2
X3

X4

x1
X2
X3

X4

yl

yl

x1

-16.06

-40.98

ul

7.812

19.94

X1 x2

e o

ul

X3

1

X2

X4

0

X3

X4

2.986

32.65

Continuous-time state-space model.

Model Properties

tfsys3 = tf(sys3)



tfsys3 =

7.812 s*2 - 6.939e-15 s - 195.6

s + 16.06 s”3 - 32.65 s™2 - 402 s

Continuous-time transfer function.

Model Properties

step(tfsys3,1)
Step Response
0.8 1
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Discretizacion de las ecuaciones en el espacio de estado en tiempo continuo:

x(k + 1) = Gx(k) + Hu(k)

[G3,H3]=c2d(A3,B3,0.01)

G3 = 4x4
0.8516 0.0001 0 0.0276
-0.3788 1.0016 0 0.3209
0.0092 0.0000 1.0000 0.0001
-0.0019 0.0100 0 1.0016
H3 = 4x1
0.0722

0.1843



0.0004
0.0009

Funcidn de transferencia del modelo en tiempo discreto:

sysd3 = ss(G3,H3,C3,D3,0.01)

sysd3

x1
X2
X3

X4

x1
X2
X3

X4

yl

yl

x1 X2
0.8516 ©0.0001417
-0.3788 1.002
0.009238 4.785e-07
-0.001944 0.01001
ul
0.07218
0.1843
0.0003705
0.0009457
X1 x2 x3 x4
0 0 1 0
ul
0

X3

X4

0.02761

0.3209

0.0001417

1.002



Sample time: ©.01 seconds

Discrete-time state-space model.

Model Properties

tfsysd3 = tf(sysd3)

tfsysd3 =

0.0003705 z”3 - 0.0003908 z"2 - 0.0003328 z + 0.0003512

z"4 - 3.855 z"3 + 5.561 z*2 - 3.558 z + 0.8516

Sample time: 0.01 seconds

Discrete-time transfer function.

Model Properties

step(tfsysd3,1)
Step Response
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Espacio de estado esta defino para el estado 4 (Angulo del péndulo):

A4 = double(Asym)

Ad = 4x4
-16.0589 0 0 2.9865
-40.9787 0 0 32.6538
1.0000 0 0 0
0 1.0000 0 0

B4 = double(Bsym)
B4 = 4x1

7.8123
19.9352
0

0

C4= [0,0,0,1]

C4 = 1x4
0 0 0 1
D4 = 0
D4 = @

Funcion de transferencia modelo en tiempo continuo:

sys4 = ss(A4,B4,C4,D4)

sys4 =
A =
x1 X2 X3 X4
x1 -16.06 0 0 2.986
X2 -40.98 0 0 32.65
x3 1 0 0 0

x4 (4] 1 0 0



ul
x1 7.812
x2 19.94
X3 0

X4 0

X1 x2 x3 x4

yl © @ o 1

ul

yl @

Continuous-time state-space model.

tfsysd = tf(sys4)

tfsysd =

19.94 s + 7.403e-14

s*3 + 16.06 s”2 - 32.65 s - 402

Continuous-time transfer function.

Model Properties



step(tfsys4,1)

Step Response

—
T

Amplitude
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Discretizacion de las ecuaciones en el espacio de estado en tiempo continuo:

x(k + 1) = Gx(k) + Hu(k)

[G4,H4]=c2d(A4,B4,0.01)
G4 = 4x4

.0276
.3209
.0001
.0016

.0001 0
.0016 0
.0000 1.0000
.0100 0

0.8516
-0.3788
0.0092
-0.0019

H4 = 4x1

O O O
= O O O

.0722
.1843
.0004
.0009

O O O O



Funcion de transferencia del modelo en tiempo discreto:

sysd4 = ss(G4,H4,C4,D4,0.01)

sysd4

x1
X2
X3

X4

x1
X2
X3

X4

yl

yl

x1 X2
0.8516 0.0001417
-0.3788 1.002
0.009238 4.785e-07
-0.001944 0.01001
ul
0.07218
0.1843
0.0003705
0.0009457
X1 x2 x3 x4
0 0 0 1
ul
0

X3

X4

0.02761

0.3209

0.0001417

1.002



tfsysdd = tf(sysd4)

tfsysd4 =

0.0009457 z"2 - 4.929e-05 z - 0.0008964

z"3 - 2.855 z7"2 + 2.706 z - 0.8516

Sample time: ©

.01 seconds

Discrete-time transfer function.

Model Properties

step(tfsysd4,1)

Step Response

—
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=

S}

0.2

%ﬁe@&&ﬂ$03 1



Apéndice B: Modelo de caja gris para sintonizacion de parametros
A continuacion de muestran los modelos

funcién del modelo: Representa la dinamica del péndulo

function [dx,y] = funcion(t, x, u, Mc, m, bl, I, Ke, Kt, varargin)

1 =0.2295; % longitud

rp =0.02; % radio polea

g =9.81; % gravedad

R =6.7; % resistencia armadura

dx = [-(1*m*(R*1*m*cos(x(3))*sin(x(3))*x(1)"2 - Ke*Kt*x(2)*cos(x(3)) +

Mc*R*g*sin(x(3)) - R*bl*x(2)*cos(x(3)) + Kt*rp*u(l)*cos(x(3)) +
R*¥g*m*sin(x(3))))/(R*(I*m + I*Mc + 17°2*m"2 - 172*m"2*cos(x(3))"2 + Mc*172*m));

(I*Kt*rp*u(1l) - I*R*bl*x(2) - I*Ke*Kt*x(2) + R*173*m"2*x(1)"2*sin(x(3)) -
Ke*Kt*172*m*x(2) - R*b1*1/2*m*x(2) + Kt*12*m*rp*u(l) + (R*g*172*m”2*sin(2*x(3)))/2
+ I*R*1*m*x(1)72*sin(x(3)))/(R*(I*m + I*Mc + 172*m~2 - 17°2*m~2*cos(x(3))"2 +
Mc*172*m));

x(1);

x(2);

1

%1 =0.37; % longitud

% rp =0.02; % radio polea

% g =9.81; % gravedad

% R =4.8; % resistencia armadura

y = [ 57.2958%(x(3)+pi);
1000* x(4)
I



Identificacion de parametros: Por medio de iteraciones entre datos reales de movimiento
y la funcion modelo, sintoniza los parametros fisicos del sistema
%clear

%clc
%% Carga de datos

z = iddata( y, U, ©.01, 'Name', 'Datos experimentales');
z.InputName = 'Voltaje';

z.InputUnit = 'V';

z.OutputName = {'Desplazamiento’, 'Posicion Angular'};
z.OutputUnit = {'m', ‘'rad'};

z.Tstart = 0;

z.TimeUnit = 's';

figure('Name', [z.Name ': dx -> lineal velocity output']);

plot(z(:, 1, 1)); % (Voltage -> Posicion angular).
figure('Name', [z.Name ': dt -> Angular velocity output']);
plot(z(:, 2, 1)); % (Voltage -> Velocidad angular).

%% Carga de la funcion

FileName = 'funcion'; % Descripcion de la estructura del modelo.

Order =[214];

Parameters = [0.2187; 0.1449; ©.3582; 0.0054; 1.8911; 14.59]; % ParametrosOrder
InitialStates = [0; 0; 0; @]; % Estado inicial

Ts = 0.01; % Tiempo-Sistema continuo.

nlgr = idnlgrey(FileName, Order, Parameters, InitialStates, Ts,
"Name', 'Modelo matematico');
compare(z, nlgr);

%% Estimacion

nlgr = setinit(nlgr, 'Fixed', {true true true true}); % Estimacién de los estados
iniciales.

opt = nlgreyestOptions('Display', ‘on');

opt.SearchOptions.MaxIterations =100;

nlgr = nlgreyest(z, nlgr, opt);

compare(z, nlgr);



Apéndice C: Planos de piezas para mecanizado del Péndulo invertido



e @ ESCUELA DE INGENIERIA MECANICA Péndulo Invertido Lineal  PIEZA N. MATERIAL
e DIBIJADO POR:
E oINS T RO S GUTHRG ESCALA: 1.4 MEDIDAS EN: mm | FECHA: 20/03/2023 CARLOS D. ALBARRACIN HOJA: PL.:

Producto SOLIDWORKS Educational. Solo para uso en la enseiianza.
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e @ ESCUELA DE INGENIERIA MECANICA

Santander

UUUUUUUUUUUUUUUUU ESCALA: 1:1.5 MEDIDAS EN: mm  FECHA:

Producto SOLIDWORKS Educational. Solo para uso en la ensefianza.
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DETAIL B
SCALE 1 : 1
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Apéndice D: Material de apoyo didactico: Manual de uso y mantenimiento del Péndulo

Invertido



MANUAL DE USO
PENDULO INVERTIDO LINEAL
PARA EL LABORATORIO DE
CONTROL Y SISTEMAS
DINAMICOS

AUTOR: Carlos David Albarracin Ortiz
DIRECTOR: Carlos Borras Pinilla
CODIRECTOR: Helio Sneyder Esteban Villegas

ESCUELA DE INGENIERIA
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Manual de uso Péndulo Invertido Lineal | Laboratorio de Dinamica y Control

MANUAL DE USO PENDULO INVERTIDO
LINEAL PARA EL LABORATORIO DE
CONTROL Y SISTEMAS DINAMICOS

Este manual fue disenado para el uso y mantenimiento del
péndulo invertido lineal dispuesto como parte del
desarrollo del proyecto de grado titulado “Diseno y
construccion de un péndulo invertido lineal como banco
de experimentacion para el Laboratorio de Controly
Sistemas Dinamicos de la Escuela de Ingenieria Mecanica”,
este dispositivo se encuentra adecuado en el laboratorio
mencionado y se deja a disposicion de docentes y

estudiantes que requieran de su uso.

Universidad Industrial de Santander
Facultad de Ingenierias Fisico-Mecanicas
Escuela de Ingenieria Mecanica

2023
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Componentes

El péndulo invertido lineal funciona gracias a varios
componentes que interactuan en sincronia para mover,
controlar y estabilizar el péndulo es su posicion de
equilibrio inestable, utilizando diferentes técnicas de
control. El banco de laboratorio cuenta con los siguientes

componentes:
Subsistema Estructura:

Bases y soporte de los elementos del equipo.
Elementos de sujecion del banco a la mesa de
laboratorio.

Subsistema Desplazamiento:

Perfil de recorrido del carro y carro movil (tipo V-
Slot).

Poleas y correa.

Motor CC de 12v (Buhler).

Péndulo (varilla y peso concentrado).

Subsistema de control:

Controlador Arduino Due.
Controlador de motor, puente H (BTS7960).

Subsistema de lectura y recoleccion de datos:

Encoder rotativo incremental (E6B2-CWZ3E).
Sensor de angulo (P3022).
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Los diagramas de conexion y componentes se muestran a

continuacion:

Arduino DUE

Convenciones

= Cablcado

= = = Seial de salida de los sensores

Cormente alterna

. Comicnte continua
Tomacorriente

120v

= i

PCB
+
| | { Puente H

'
'
'
1
'
'
'
'
24v I_r

| - Sensor de angulo
Fuente + G =
Motor Encoder

Figura 1: Diagrama de conexion.

Motor Eléctrico
Barra péndulo con masa concentrada
Poleas —__

Correa dentada

Sensor de dngulo

Enconder

Riel V-Slot incremental

Acople péndulo

(—Corro movil
V-Slot

Figura 2: Diagrama de componentes del pendulo.
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Péndulo invertido lineal

El péndulo invertido ha sido uno de los ingenios mas
populares a la hora de comenzar a estudiar técnicas de
control, su construccion consta de una varilla recta que
funciona como péndulo, articulada a una base rectilinea
estable y movil como se puede ver en la figura 2; consta de
dos grados de libertad lo que lo hace un sistema inestable.
su funcionamiento es similar a apoyar una vara de madera
erguida perpendicular la palama de la mano vy tratar de
mantenerla en equilibrio, volver este simple proceso algo
automatico sin intervencion humana, es una labor de la
Ingenieria de Control, para la cual el pendulo invertido lineal
ofrece una base para comenzar a experimentar y probar

diferentes técnicas de control clasico y moderno.

Propodsito del Péndulo Invertido Lineal

El propdsito del banco de laboratorio es servir como
herramienta pedagogica y de experimentacion en el area
de dinamica, control y automatizacion de la Escuela de

Ingenieria Mecanica.

Pag. 2




Manual de uso Péndulo Invertido Lineal | Laboratorio de Dinamica y Control

Principios de operacion

El objetivo principal del péndulo invertido es mantener la
barra erguida a 90° medidos desde la horizontal, esto se
logra aplicando una fuerza de control al carro movil, la cual
lo desplaza unicamente de derecha a izquierda o viceversa
en el rango de accidn delriel, esta fuerza viene transmitida
desde un motor eléctrico por una transmision de banda
dentada flexible.

En este banco de laboratorio se implementan dos
sensores, el primero un enconder rotativo encargado de
medir la posicion del motor y por lo tanto la posicion del
carro movil, el segundo sensor que esta sobre la base del
péndulo es el encargado de medir el angulo en el que se
encuentra la barra en cada momento. Estos sensores van
conectados a la placa de circuitos al igual que el actuador
(motor eléctrico), el controlador (Arduino Due) y la fuente de
energia, en conjunto estos elementos dan control al

péndulo invertido lineal.

La dinamica del péndulo invertido lineal se rige bajo las
leyes de la fisica clasica de Newton para traslacion y
rotacion, de las cuales a traves de ecuaciones diferenciales
se obtiene un modelo matematico que describe el
comportamiento del péndulo. El diagrama de cuerpo libre,
las dos ecuaciones gobernantes y sus parametros se
muestran a continuacion:
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Diagrama de cuerpo libre:

@) Y Fv @)
T 77777777777 7777777777

Figura 3: Diagrama de cuerpo libre del pendulo.

Del DCL del sistema y luego integrar el modelado del
motor CC, se llega a las ecuaciones gobernantes para

el modelo matematico del péndulo invertido:

. u(t)—Kegx

K; =

= (M + m)¥ + bx + ml6 cos(8) — ml6? sin(0)

(I + ml?)0 + mgl sin(8) = —mlx cos(0)
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Requerimientos de uso
@ R @ R @ < — — o 3 <
e El banco de laboratorio debe ser instalado en una
> | > | < | S| >»| ||| K|l xX|X
. . . . . 0) @ [} o o
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Rutinas de mantenimiento

Estas rutinas estan enfocadas principalmente en mantener
un buen ensamble del equipo y eliminar contaminantes
que puedan depositarse sobre las superficies de los
mecanismos.

Advertencia: Desconectar el banco de la toma de
alimentacion eléctrica y cable de datos del Arduino al PC,

antes de iniciar los procesos de limpieza y mantenimiento.

Limpieza de las supetrficies exteriores
Frecuencia: Cada 30 dias

Se recomienda limpiar las superficies exteriores utilizando
un trapo limpio humedecido con alcohol isopropilico.

Advertencia: Evitar que la humedad inunde el
compartimiento de los componentes eléctricos o
electronicos.

Ajuste y puesta a punto del equipo
Frecuencia: Antes de cada uso

1. Revisar el correcto ajuste de la tornilleria del equipo, en las
uniones del motor, los sensores, las poleas, las prensas, el
acople del pendulo y su contrapeso, ya que, debido a las

vibraciones propias de su uso, se pueden desajustar.
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posicion angular del péendulo, y su rango de trabajo es 15
grados alrededor del set point del sistema, el péndulo debe

estar sobre este rango en su condicion de inicio.

Aplicabilidad del Péndulo Invertido Lineal en la

Ingenieria de Control

Un péndulo invertido lineal es un sistema que se utiliza en
la ingenieria de control como un modelo simplificado para
estudiar y comprender los conceptos fundamentales de
control y estabilidad. Se puede entender como un modelo
simplificado de situaciones del mundo real, por ejemplo, el
sistema de propulsidon de un cohete saliendo hacia el
espacio, un robot equilibrandose o siguiendo una

referencia y muchas otras aplicaciones mas.

Estudio de la estabilidad: El péndulo invertido es
inherentemente inestable, lo que significa que tiende a caer
si no se aplica un control adecuado. Al disenar un sistema
de control para estabilizar el pendulo, los ingenieros
pueden estudiar y aplicar conceptos de estabilidad, como
la retroalimentacion negativa, para mantener el sistema en

una posicion deseada.
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Control en tiempo real: Mantener un péndulo invertido
en el punto de equilibrio inestable se realiza utilizando
algoritmos de control. Esto proporciona una plataforma
practica para implementar y probar controladores en
tiempo real, como los controladores PID (Proporcional-
Integral-Derivativo) en tiempo continuo o tiempo discreto,

entre muchos otros.

Aplicacion a sistemas mas complejos: Aunque el
péndulo invertido es un sistema relativamente simple, los
principios de control que se aprenden se pueden aplicar a
sistemas mas complejos y diversos. Los conceptos de
control de posicion y velocidad, asi como el control de
sistemas multivariables, se pueden extrapolar de un

péndulo invertido a aplicaciones del mundo real

Investigacion en robotica: Muchos robots y dispositivos
autonomos utilizan principios de control derivados del
estudio del péendulo invertido. Esto incluye robots de
equilibrio, drones estabilizados, y otros sistemas que
requieren control preciso para funcionar de manera

efectiva.
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2. Revisar el correcto posicionamiento del carro movil, y su
ajuste con el riel, este debe ser lo suficientemente fuerte
para evitar el descarrilamiento de las ruedas y permitir su
giro continuo y fluido.

3. Verificar que la tension de la correa sea optima para
conseguir una respuesta instantanea en el movimiento
del carro.

4. Verificar que el péndulo gire con libertad 360° a lo largo
de todo el recorrido delriel, esto significa, que no golpee
con ningun otro objeto o la misma estructura, si no es el
caso, ajustar la posicion de las prensas y las bases del
banco para lograr una movilidad completa del banco.

5. Comprobar alimentacion, cablesy conexiones del equipo,
estos deben estar en las posiciones preestablecidas para
su adecuado uso.

6. Para completar la puesta a punto del banco de
laboratorio, se debe el sintonizar set point del sistema, es
decir, su posicion de equilibrio inestable, con el sensor de
angulo del péndulo.

7. Antes de ingresar un algoritmo de control, verificar que se
cumplan las condiciones iniciales o de operacion
preestablecidas en las variables de control, por ejemplo,

para un controlador PID, si una variable de control es la
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Formacion y educacion: EL péndulo invertido lineal es
una herramienta educativa efectiva para ensehar a
estudiantes los conceptos fundamentales de la ingenieria

de control.

Los laboratorios y proyectos relacionados con péendulos
invertidos se utilizan comunmente en cursos de control

automatico y sistemas dinamicos.
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