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Lista de simbolos y abreviaturas

Simbolo y definicion.

o,; Tensor de esfuerzos
ei; Tensor deformacion

w  Frecuencia angular

V(#) Velocidad de fase

Voo  Velocidad de la onda P

9 Angulo de fase

¢ Angulo de inclinacién en un medio TTI
A Parametro de Lame

v Modulo de rigidez

™

Parametro de anisotropia definido por Thomsen para la onda P

0 Parametro de anisotropia definido por Thomsen para la onda Py SV

~ Parametro de anisotropia definido por Thomsen para la onda SH

n  Parametro de anisotropia definido por Tsvankin

v, Velocidad NMO

¢ ;e lensor de elasticidad

Cmn Matriz de elasticidad y parametros de elasticidad

G, Matriz de Christofel

VTI Siglas eningles de medio transversalmente is6tropo vertical o anisotropia
polar vertical

TTI Siglas en ingles de medio transversalmente isétropo inclinado o anisotro-
pia polar inclinado

DF Diferencias finitas
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TiTULO: MODELADO NUMERICO 2-D EN MEDIOS ACUSTICOS ANISOTRO-
POS BASADO EN ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES ACOPLADAS
Y DESACOPLADAS'

AUTOR: CHACON HURTADO, Eduv.2

PALABRAS CLAVES: Anisotropia polar, modelado sismico, estabilidad numéri-

ca, dispersion numérica, método pseudo-espectral.

RESUMEN

El modelado numérico en la sismica de reflexion ofrece un camino para avan-
zar en el entendimiento de la estructura del subsuelo, una forma de modelar el
subsuelo considerando anisotropia polar vertical e inclinada, es por medio de la
ecuacion de onda acustica, debido su bajo costo computacional que requiere,
por lo tanto, modelar medios anisétropos bajo aproximaciones acusticas conlle-
van a tener una nueva alternativa para analizar y entender la propagacién de las
ondas en el subsuelo. Este trabajo presenta el modelado numérico de diversas
ecuaciones diferenciales parciales acopladas de onda en medios acusticos 2-D
con anisotropia polar vertical e inclinada.

Por otro lado, se presentan las expresiones de velocidades de fase de la onda
Py la onda SV para cada caso propuesto, considerando la expresién de ve-
locidad de fase exacta para un medio elastico y las aproximaciones en medios
acusticos. En una segunda parte del trabajo se presentan algoritmos numéricos
gue resuelven cada ecuacion de onda en un medio acustico con anisotropia po-
lar vertical e inclinada, en términos de los pardmetros de anisotropia ¢, § y 7,
basados en la técnica de diferencias finitas, se utilizaron operadores espaciales
y temporales aproximados con DF de segundo orden, para obtener esquemas
de numéricos de segundo orden con el uso del concepto de malla homogénea,

donde se estudio y se establecieron las condiciones de estabilidad y dispersion

Trabajo de grado
2Escuela de Fisica. Facultad de Cienqias. Universidad Industrial de Santander. Director: Jairo
Alberto Torres Pefia. Codirector: Rafael Angel Torres Amaris.
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numeérica para cada esquema numérico propuesto en este trabajo. Dicho algorit-
mo permite obtener el campo de onda y el sismograma sintético que contribuye
a un mejor andlisis dela propagacién de las ondas en modelos con estos tipos

de anisotropia.
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TITLE: NUMERICAL MODELING 2D IN ACOUSTIC MEDIA ANISOTROPIC BA-
SED PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS COUPLED AND DECOUPLED. 3

AUTOR: CHACON HURTADO, Eduv. *

KEY WORDS: Polar anisotropic, seismic modeling, numerical stability, numerical

dispersion, pseudo spectral method.

ABSTRACT

The numerical modeling of seismic reflection provides a way to advance the un-
derstanding of the subsurface structure, a way of modeling the subsurface con-
sidering the vertical and inclined polar anisotropy, it is through the acoustic wave
equation, because of its low computational cost it requires, therefore, low acous-
tic model anisotropic media approaches lead to have a new alternative to analy-
ze and understand the propagation of waves in the subsurface. This paper pre-
sents the numerical modeling of various partial differential equations coupled wa-
ve acoustic means 2-D vertical and inclined polar anisotropy.

Furthermore, the expressions of phase velocities of P and SV wave proposed
for each case are presented, considering the rate expression for accurate phase
and an elastic medium approximations acoustic means. In a second part of nu-
merical algorithms that solve every wave equation in an acoustic medium vertical
and inclined polar anisotropy in terms of anisotropy parameters epsilon, delta
and eta are presented, based in the technique of finite differences, spatial and
temporal operators approximate with DF second order were used to obtain sche-
mes numerical second order with the use of the concept of homogeneous mesh,
where he studied and the conditions of stability and numerical dispersion settled
for each numerical scheme proposed in this paper. This algorithm allows for the
wavefield synthetic seismogram and contributing to a better analysis dela wave

propagation models with these types of anisotropy.

3Grade work.
4School of Physic. Faculty of Sciences. Universidad Industrial de Santander. Director: Jairo
Alberto Torres Pefia. Co director: Rafael Angel Torres Amaris.

20



INTRODUCCION

Debido a las necesidades actuales de la industria de hidrocarburos en cuanto a
la exploracion en zonas complejas, se requieren obtener imagenes del subsuelo
claras con buena resolucién y usando computaciéon de alto desemperio conside-
rando los volumenes actuales de los datos sismicos, por lo anterior y mas, es ne-
cesario considerar las propiedades fisicas de las rocas en el subsuelo. Es decir,
examinar las propiedades como la anisotropia en etapas de la exploracion como
el modelado sismico y la migracién, dejando a un lado algoritmos convencionales
que se apartan de esta idea. Es tradicional en los algoritmos de modelado asu-
mir la ecuacidn de onda acustica en medios is6tropos como el caso mas simple,
donde comparada con la ecuacion de onda elastica consume menor tiempo de
computo (Huang et al., 2011). Por otro lado, si se quiere considerar la anisotro-
pia en el caso elastico, se debe tener en cuenta tanto la onda P como la onda S,
donde la onda P es una onda longitudinal o compresional, lo cual significa que el
medio es sucesivamente comprimido y dilatado en la direccidn de la propagacion,
en cambio la onda S es una onda transversal, de corte o de cizalla, en el cual
el movimiento de las particulas es perpendicular al de la propagacién del cam-
po, esto conlleva un aumento mas significativo de tiempo computacional (Huang
et al., 2011), haciendo necesario los valores de la onda S cuando se realiza el
modelado con la ecuacién de onda elastica, donde en algunos casos se carecen
de estos datos. Asi, obtener una ecuacién que describa el comportamiento de la
onda acustica para medios con anisotropia polar vertical o VTI (medio transver-
salmente is6tropo con un eje de simetria vertical) y anisotropia polar inclinada

o TTI (medio transversalmente isétropo con eje de simetria inclinado), es esen-
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cial para entender el fenémeno de propagacion de las ondas en estos tipos de
medios con el uso de los datos de la onda P, conllevando a tener modelos mas
reales del subsuelo. La propagacion de las ondas en subsuelo son modeladas
mediante la solucion numérica de la ecuacién de onda elastica, en este caso el
campo de onda esta descrito por tres componentes del vector desplazamiento
que incluye dos tipos de ondas: compresional y de cizalla (Alkhalifah, 2000). Una
desventaja de la hipétesis elastica es que se ignora la inelasticidad de la tierra,
esto conduce a tener una deficiencia en la aproximacién de la geologia del sub-
suelo (Alkhalifah, 2000). Ademas, un problema estrictamente computacional es
que, debido a que el campo de onda en un medio eléstico esta descrito por un
vector, cuando se realiza el modelado de la propagacién del campo de onda por
medio del método de diferencias finitas, esta técnica requiere del mismo tiempo
de computacién para las tres componentes del campo de onda, resultando un
proceso que es computacionalmente mas extenso (Huang et al., 2011; Alkhali-
fah, 2000). De este modo, la reduccién del costo computacional, ha llevado a los
geofisicos modelar la propagacion de la onda P por medio de la aproximaciones
de medios acusticos, donde el campo de onda de un medio acustico es descrito
solamente por una cantidad escalar en lugar de un vector (Alkhalifah, 2000). En
miras de entender el fendmeno de la anisotropia sismica diferentes autores han
atacado el problema con el fin de simplificar las ecuaciones, entre ellas estan las
de anisotropia débil (Thomsen, 1986; Cohen, 1997), aproximacion eliptica (Zhou
et al., 2006, Dellinger et al., 1988, Dellinger et al., 1990), y la aproximacién de an-
gulo pequefio (Cohen, 1997). Sin embargo, estas aproximaciones tienen ciertas
limitaciones, que en algunos casos son inaceptables en la practica. La aproxima-
cidn que se considera en este trabajo principalmente es la hipbtesis acustica que
ajusta la velocidad de la onda S (V) igual a cero, excluyendo datos iniciales de
la onda S (Alkhalifah, 2000), esta aproximacion es mas precisa que las aproxi-
maciones de anisotropia débil o propagacion en angulos pequenos.

Por otro lado, se deriva la relacion de dispersidon propuesta por Alkhalifah (1998),
donde se relacionan las componentes verticales y horizontales del inverso de la

velocidad (slownnes) para medios VTl y TTI, a partir de esta relacién se puede
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observar que la simplicidad de la ecuacién de onda acustica como resultado di-
recto de asumir la componente vertical de velocidad de la onda S (V) igual a
cero. La exactitud de estas ecuaciones estan bien dentro de las precisiones es-
peradas en aplicaciones en geofisica, la ecuacion es exacta dentro de los limites
de error de tolerancia de la sismica (Alkhalifah, 2000). Esta relacion de dispersion
sirve como punto de partida para el desarrollo de la ecuacién de onda acustica
qgue describe la propagacién de la onda P en medios VTI.

Las ecuaciones diferenciales parciales que se tratan en este trabajo se derivan a
partir de la velocidad de fase exacta para un medio eléstico VTI obtenida por pri-
mera vez por Thomsen (1986), escrita en funcidn de las constantes elasticas de
la matriz de elasticidad por White (1983) y reescrita en funcion de los parametros
de Thomsen (V,0, Vs, 1, 6, ) por Tsvankin (1996). A partir de esta ecuacion se
aplica la hipdtesis acustica para obtener tres formas de deducir las ecuaciones
de onda. Para las ecuaciones diferenciales acopladas, la primera es deducir la
relacion de dispersién a partir de la aproximacién de la velocidad de fase (Alkha-
lifah, 2000; Zhang et al., 2005; Du et al., 2008; Fletcher et al., 2008), la segunda
es una aproximacion de la raiz cuadrada (Huang et al., 2011) y por ultimo se
hace una aproximacion a la raiz cuadrada en series de Taylor, posteriormente se
realiza una aproximacion con el fin de obtener dos relaciones de velocidad de
fase desacopladas (Zhan, 2012).

El siguiente trabajo tiene cuenta con la siguiente estructura. El capitulo uno, pre-
senta los aspectos generales de este documento, en donde se presentan los
objetivos y la metodologia llevada a cabo. En el segundo capitulo, se presenta
la teoria bésica para la ecuacién de onda acustica en un medio is6tropo 1-D, en
donde se explica el método numérico en diferencias finitas el cual es aplicado a
la ecuaciéon ya mencionada, posteriormente se construye el esquema numérico
para obtener la condicién de estabilidad numérica y dispersibn numérica para
este caso. En el tercer capitulo, se presentan los sistemas de ecuaciones dife-
renciales acopladas obtenidas por Alkhalifah (2000), Zhang et al. (2005), Du et
al. (2008), Fletcher et al. (2008) y Huang et al. (2011), para medios con anisotro-

pia polar vertical (VTI) y anisotropia polar inclinada (TTI). También se muestran
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las velocidades de fase para cada ecuacion de onda. El cuarto capitulo, presenta
la ecuacion diferencial desacoplada obtenida por Zhan (2012), para medios con
anisotropia VTl y TTI. También se presenta la velocidad de fase tanto para la
onda S y la onda P. En el capitulo cinco, se muestran los modelos numéricos
sintéticos desarrollados para medios con anisotropia tipo VTl y TTI desarrollados
para las ecuaciones diferenciales acopladas con distintos valores de los parame-
tros de anisotropia. También se presenta el algoritmo de solucidén al problema,
la fuente implementada y condiciones de frontera utilizadas en el cédigo compu-
tacional. Finalmente en el capitulo cinco, se presentan los resultados obtenidos
para las ecuaciones diferenciales acopladas en el modelado del campo de onda
acustico sobre modelos sintéticos 2-D horizontales y la respuesta sismica para

estos modelos desarrollados.
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Capitulo

ASPECTOS PRELIMINARES

1.1 OBJETIVO GENERAL

Analizar la propagacién de las ondas acusticas en medios con anisotropia tipo
VTl y TTI a partir del modelado numérico usando diferencias finitas para las

ecuaciones diferenciales parciales acopladas 2-D.

1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Implementar numéricamente las ecuaciones diferenciales parciales acopladas y

desacopladas en medios acusticos con anisotropia.

Garantizar las condiciones de estabilidad y dispersion numérica para los esque-

mas en diferencias finitas.

Obtener el campo de onda acustico y la respuesta sismica en modelos sintéticos.



1.3 METODOLOGIA

La metodologia llevada a cabo para lograr los objetivos propuestos en este tra-

bajo, involucra varios aspectos que se describen a continuacion:

1.3.1. Fase 1: Estado del arte

Esta fase consta de dos etapas las cuales se centran en los dos aspectos impor-
tantes de este proyecto. En la primera etapa se realizé una revisidén del estado del
arte acerca de la ecuacion de onda acustica para medios is6tropos entendiendo
el fendmeno fisico y numeérico en este medio, analizados los medios is6tropos,
se prosigue a estudiar los medios con anisotropia, pero en este caso asociado a
fendmenos geofisicos, es decir medios con anisotropia sismica. Estudiada la an-
isotropia sismica, se prosigue a la etapa final donde se analiz6 las propiedades
de la anisotropia polar VTl y TTI en el modelado del campo de onda, proveniente
ya sea, de ecuaciones diferenciales acopladas o desacopladas. Finalmente, es-
tablecidas las ecuaciones diferenciales se hace un analisis en los valores que se
le asignan a los parametros de anisotropia, con fin de implementar un esquema

numérico estable y sin dispersion.

1.3.2. Fase 2: Construccion de esquemas huméricos

Esta fase consta de tres etapas importantes, en la primera etapa se hizo un
estudio del método numérico en diferencias finitas, para luego aplicarlo a las
ecuaciones diferenciales, en este caso a las ecuaciones diferenciales parciales
acopladas. La segunda etapa, es que a partir del estudio del método, nos en-
fatizamos en las propiedades de estabilidad numeérica, dispersion numérica y
convergencia, para la construccion de esquemas numéricos para las ecuaciones
diferenciales parciales acopladas. Finalmente, definidos los esquemas numéri-

cos se procede a construir los codigos computacionales para obtener la ultima



etapa que es determinar la solucién numérica de las ecuaciones diferenciales en

medios con anisotropia polar vertical e inclinada.

1.3.3. Fase 3: Estabilidad numérica y dispersion numérica

En la tercera fase se garantiza la estabilidad numérica de los esquemas numéri-
cos de las ecuaciones diferenciales parciales acopladas, haciendo uso del ana-
lisis espectral de Von Neumman, esto asegura que los errores que se propagan
en la malla no crezcan exponencialmente. Por otra parte, la dispersion numérica

se garantiza determinando un paso apropiado para cada celda de la malla.

1.3.4. Fase 4: Generacion de modelos sintéticos

A partir del desarrollo de los codigos computacionales, donde se garantiza la
estabilidad y dispersion numérica, se lleva a cabo la construccion los modelos
sintéticos 2-D en medios con anisotropia tipo VTl y TTIl, donde se obtiene la in-
formacion de los campos de presion propagandose en los modelos, en este caso
datos de la onda P. Le generacién de los modelos se hace con las herramientas
trimodel, unif del software Seismic Unix de propiedad del centro de Fenbmenos
Ondulatorios de la Escuela de Minas el cual es de caracter libre, y se visualiza

con las herramientas suzmovie y suximage.

1.3.5. Fase 5: Analisis de resultados

Finalmente se analizara la respuesta sismica mediante la visualizacién de la evo-
lucion del campo de onda y con la obtencion de los datos en el dominio del dis-

paro de las secciones sismicas con y sin anisotropia.



Capitulo

ECUACION DE ONDA ACUSTICA EN
MEDIOS ISOTROPOS Y EL METODO DE
DIFERENCIAS FINITAS

En este capitulo se presenta la solucion numérica mediante el método en diferen-
cias finitas en el dominio del tiempo (FDTD) para la ecuacion diferencial parcial
que describen la propagacion de las ondas en medios acusticos, en este caso
la ecuacion de onda escalar unidimensional. Donde la solucién analitica de la
propagacion de la onda es obtenida a lo largo de esta seccion. Por otra parte,
se introduce la idea del método en diferencias finitas para luego aplicarlo a la
ecuacién de onda 1-D obteniendo el esquema numérico el cual sera modelado
en el desarrollo de este trabajo. Finalmente se introduce el concepto de disper-
sion desde la parte fisica, dispersion numérica y estabilidad numérica, esto es
basado de Taflove et al. (2000) y Rosa (2010).

2.1 INTRODUCCION A LA ANISOTROPIA POLAR

Inicialmente en la exploracion sismica se considera que, los estratos que compo-
nen la cuenca a explorar son medios is6tropos, cuyas velocidades sismicas no

varian con la direccidén en la cual se estan propagando las ondas, sin embargo
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cuando las ondas se propagan en el interior del subsuelo, este exhibe anisotro-
pia. Se define la anisotropia sismica como la variacion de la velocidad con la
direccion en la cual se propagan las ondas y esta se presenta en rocas como las
arcillas, estratos delgados sobrepuestos y formaciones con alto grado de fractu-
ramiento (Thomsen, 1986; Jones et al., 1981; Johnston et al., 1995; Leslie et al.,

1999). Algunas causas de la anisotropia en rocas sedimentarias son:

= Sucesion de capas isotropas con escalas mas pequenas que la longitud de

la onda sismica (Backus, 1962).

= QOrientacion preferencial de los minerales como por ejemplo las arcillas
(Winterstein, 1990)

El tipo de anisotropia mas comuln que se tiene en cuenta en sismica es la an-
isotropia polar (ver Figura 1), la cual posee un eje de simetria perpendicular a
la direccidén en la cual se depositan los sedimentos, y cuyas velocidades en el
plano normal a este eje son idénticas. Cuando el eje de simetria es vertical, la
anisotropia es llamada Anisotropia Polar Vertical o VTI ( vertical transverse iso-
tropy), por lo que la isotropia es limitada al plano horizontal. Si el eje de simetria
no es vertical es llamada Anisotropia Polar Inclinada o TTI ( tilted transverse iso-
tropy) y finalmente, esta el tipo de anisotropia en la cual el eje de simetria es
horizontal comunmente llamado Anisotropia Azimutal o HTI (horizontally trans-
verse isotropy). Segun la disposicién y el tipo de roca, un medio VTI se asocia
tipicamente a series de estratos conformados por lutitas y areniscas intercaladas
o por un alto contenido arcilloso en el medio (Toldi et al., 1999). En este trabajo

solo se estudiara anisotropia VTl y TTI presentadas anteriormente.

2.2 TEORIA DE ANISOTROPIA POLAR

La ley de Hooke permite expresar las componentes del tensor de esfuerzos, o;;,

como una combinacion lineal de las componentes del tensor de deformacion, ¢,



Figura 1: Isotropia transversal en rocas sedimentarias. Cada capa tiene aproxi-
madamente las mismas propiedades en el plano horizontal, pero diferentes en
la direccion vertical (arriba) y debajo se muestra un afloramiento con estratos
inclinados.

Fuente: Tomado de Luca Galuzzi - www.galuzzi.it (arriba). Y debajo tomado de
métodos de exploracion www.bidi.uam.mx/index.

usando la siguiente ecuacion:

Oij = Cijki€kl, (2.1)

donde ¢;j;; son las componentes del tensor de elasticidad o tensor de rigidez,
dado que i, j, k, [ varian de 1 a 3, el niumero de componentes del tensor de elas-
ticidad es 3* = 81, pero no todas las 81 componentes son diferentes, debido a
la existencia de la simetria de los tensores de esfuerzo (o;; = 0;;) y deformacion
(¢ij = €j:), y que ademads por ser un fendomeno adiabatico c;jz = c;j, €sto implica
que en el tensor ¢;;;, 1as constantes elasticas independientes se reduzcan a 21

(Love, 1927). En vista de esto, se puede expresar como una matriz de 6 x 6, si



se toman parejas de los cuatro indices de ¢;;x; asignando C,,,, y haciendo corres-
ponder (i, j) con my (k,1) con n de la siguiente forma segun la notacion de Voigt
(Thomsen, 2001):

(1,1) = 1,(2,2) = 2,(3,3) = 3,(2,3) = 4,(1,3) = 5,(1,2) = 6

. La ecuacion (2.1) se puede expresar de manera matricial como:

011 Cnu Cip Ciz Cu Ci5 Cie €11

022 Cop  Coz Coy Cos Cog €22

033 _ Csz C3q C35 Csg €33 (2.2)
023 SYM Cu Cis Ciyg 2e93

013 Css Cse| |26e13
| 012 | i 066_ _2512_

El modelo mas general de un medio anisétropo esta representado por 21 compo-
nentes independientes, tal y como se muestra en la matriz (2.2). Un medio con
anisotropia polar se caracteriza por 5 constantes independientes, C1, Ci2, C13, Cs3
y Cy (Love, 1927), donde:

con



En un medio is6tropo la matriz (2.3) depende de 2 coeficientes elasticos C1; y Cuy,
los cuales se expresan en términos de los parametros de Lamé; \ y u (Slawinski,

2003) definidos de la siguiente forma:

A= 011 — 2044

= Cly,

segun lo anterior, la matriz queda expresada como:

A+20 A A 00 0

A A42%0 A 000
o] A A420 0 0 0 o

0 0 0 1400

0 0 0 0 u 0

0 0 0 00 p

A partir de las ecuaciones de movimiento de Cauchy para un elemento infinitesi-
mal del continuo (Aki and Richards, 2002)::

2
0 U; 80’@'

pW 8xj

=fi, i1e€{1,23}, (2.5)

donde p es la densidad del medio, u; son las componentes del vector desplaza-
miento, f; son las fuerzas de cuerpo, ¢ es el tiempo, y x; son las coordenadas

cartesianas, reemplazando la ecuacién (2.1) en la ecuacion (2.5) se obtiene:

82ui acijklskl X
= fi, 1,2,3}, 2.6
P ot? 0z; fio 1ed } (2.6)

donde el tensor de deformacion ¢, esta definido por (Slawinski, 2003)::

1 (8uk (9ul

M=o\ om " ome

) , kle{1,2,3). (2.7)



En la ecuacién (2.6), despreciando las fuerzas de cuerpo (f; = 0) y si el tensor
de elasticidad se considera constante, se obtiene:

2 2

PW - Cijkl—axjaxl = (2.8)

Una onda plana tipo armonica se usa para encontrar una solucién de prueba de

la ecuacion (2.8).

Tw <njxj —t)
Ur = Uke v s (29)

donde U, son las componentes del vector polarizacidén u, w es la frecuencia angu-
lar, v es la velocidad de propagacién de la onda (comunmente llamada velocidad
de fase), n es el vector unidad, que es ortogonal al plano del frente de onda.
Usando (2.9) en la ecuacién (2.8), se obtiene a la ecuacion de Christoffel de la

velocidad de fase v y el vector polarizaciéon U (Du, 2007):

Gy — pv? G2 Gi3 Uy
Gio Gag — p1/? Gas Uy| =0. (2.10)
Gis G Gas — PV2 Us

G, es la matriz de Christoffel, la cual depende de las propiedades elasticas del

medio y de la direccion de propagacion:

Gik = CijkITiNy. (21 1)

Utilizando estas relaciones en las ecuaciones de movimiento se obtiene una
ecuacion de onda con tres soluciones independientes, una cuasi-longitudinal
(¢P), una cuasi-transversal (¢SV) y una transversal (SH), las tres ondas son
polarizadas en direcciones mutuamente ortogonales. Daley et al. (1977) obtu-

vieron las relaciones de dispersién para estos tres tipos de onda, mostradas a



continuacion:

1

1
prz,(0) = 5 [033 + Cus + (C11 — C33) sin® 0 — D(@)] (2.13)
pv2,(0) = Cggsin’(0) + Cug cos*(6), (2.14)

donde p es la densidad y 6 es el &ngulo entre el frente de onda normal y el eje

vertical, D(#) es una notacion compacta para la combinacion cuadratica:

sin? 6

2(Ch3 + Cg)? — (C33 — Caa) (Ch1 + Cs3 — 2C4y)

sin? 9} .
(2.15)

Las ecuaciones (2.12), (2.13) y (2.14) denotan la velocidad de fase para la onda

D(9) = {(033 — C)?+2

+|(Cy1 + Cs3 — 2044)2 —4(Cy3 + 044)2

P, laonda SV y la onda SH respectivamente. Cuando la onda se propaga en la
direccion vertical paralela al eje de simetria, (¢ = 0°) y en la direccion horizontal
perpendicular al eje de simetria, (¢ = 90°) la velocidad de fase para la onda P

esta dada por las expresiones:

Vp(0°) = Vo = | —, (2.16)

lc
V5(90°) = Voo = %. (2.17)

Donde v,, corresponde a la velocidad de la onda P medida paralela al eje de
simetria de un medio VTl y v,, €s la velocidad de la onda P perpendicular al
eje de simetria de un medio VTI, similarmente para la componente vertical de la

onda S se obtiene:

l/sv(00> = ‘/50 =

I/SU(QOO) = VUgp90 — A [ % (219)

10
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La velocidad de la onda SV paralela al eje de simetria, Vo y perpendicular, v,,qo)

son iguales para la onda SV. Para la onda SH se obtiene:

044

Ven(0°) = vgno = 1| —, (2.20)
p
C

Ven(90°) = vango = % (2.21)

La velocidad de la onda SH paralela al eje de simetria, v, y perpendicular al eje
de simetria, vy,90 SON diferentes. Si se considera un medio is6tropo las compo-
nentes del tensor de rigidez C'yy = Cgs y C11 = Cs3, por lo tanto las velocidades
Usho = Ushoo Y Vpo = Upgo. LAs ecuaciones de la velocidad de fase fueron simplifi-
cadas por Thomsen (1986), quien definié tres parametros ¢, ~, y ¢, los cuales él
mismo, escribié apropiadamente como combinaciones de los coeficientes elas-
ticos del tensor, los defini6 adimensionales y de tal forma que se redujeran a
cero en el caso isétropo. Algunos materiales con valores pequerios de anisotro-
pia (< 0.2) se llaman materiales con anisotropia débil, (ver Tabla 1 en Thomsen

(1986)), los parametros ¢ y v son definidos en la forma:

O — Oy
€= 5Cry (2.22)
Ces — Cua
= —. 2.2
5C (2.23)

En la ecuacién (2.22) y (2.23) estos parametros ¢ y v, permiten describir dife-
rencias entre la velocidad de la onda P y la onda SH en direccién paralela y en
direccion perpendicular al eje de simetria del medio respectivamente. El tercer

parametro 6* carece de significado fisico y Thomsen lo definié como:

5 = 2(C13 + Cuy)? — (Cs3 — Cy)(Chy + C33 — 2Cy)
- 202,

(2.24)
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Las relaciones de dispersion (2.12), (2.13) y (2.14) fueron escritas por Thomsen

incluyendo los tres parametros ¢, §* y v en la forma:

1/;(9) = U;O 1 +esin?0 + D*(0) |, (2.25)
Upo V5o _
v2,(0) = vl |1+ —2=esin®0 — (%) D*(0) ], (2.26)
Usvo Usvo
2 gy _ 2 .2
v (0) = vi,0| 1+ 2ysin 9] : (2.27)

donde el factor D*(#) esta dado por la siguiente expresion:

2
Vs

. 4 .
(1 R UEUO) { [1 + 46*sin®fcos2 g AEsSin 9<1 - 6)

2 2

UOQ Uoz
(1-5) (1-5°)

p0 p0

2——1}.(228)

Es importante tener claridad y distinguir las diferencias entre el angulo 6, y el
angulo ¢, el primero se refiere al angulo que forma la direccion de propagacion
dada por el vector numero de onda (k) y el eje de simetria, el segundo es el an-
gulo que forma el vector velocidad para el rayo, por donde la energia se propaga
y el eje de simetria. El frente de onda a nivel local es perpendicular al vector de
propagacion (k), ya que este apunta en la direccion de la tasa maxima de au-
mento de la fase, la velocidad de fase v también se llama velocidad del frente de
onda, ya que mide la velocidad del frente de onda a lo largo de k . En el caso iSo-
tropo los angulos son iguales y por lo tanto se obtienen frentes esféricos (Imagen
izquierda de la Figura 2). Para el caso que existen diferencias entre direccién de
la velocidad normal (equivalente a la direccién del numero de onda) y la veloci-
dad del rayo, se presentan frentes no esféricos (imagen derecha en la Figura 2 ).
Se requiere en ciertos casos expresar la relacién de dispersidén en términos de la
frecuencia w, y el niumero de onda, para esto se introduce la siguiente notacion,

el vector numero de onda k representa:

k= ki + k.2, (2.29)
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con sus componentes en dos dimensiones, dadas por:

ky =k(0)sind y k,=k(0)cos(d), (2.30)
y su magnitud :
k(0) = k2 + k2 =w/V(0). (2.31)

En (2.31), donde w determina la frecuencia angular de la onda, y V'(0) la veloci-

dad de fase. La velocidad de grupo para el medio dispersivo corresponde a:

5 O(kV(D) . | O(kV(H)) .
V=" "t TR ¢ (292

donde la magnitud escalar de V' es expresada en términos de la magnitud de la

velocidad de fase V' (¢) en la forma:

V2(4(0)) = 12(0) + <a(“)> , (2.33)

para # = 0y 6 = 90 el segundo término del lado derecho la ecuacién (2.33)
desaparece, de tal forma que la velocidad de grupo es equivalente a la velocidad

de fase, caracteristica de un medio de no dispersivo.

Figura 2: Diferencia entre el frente de onda esférico de un medio is6tropo vy el
frente de onda no esférico en un medio anisétropo

13



2.3 ANISOTROPIA DEBIL

Thomsen en su articulo de 1986 realizé nuevas consideraciones para obtener
unas expresiones mas sencillas de las ecuaciones (2.25-2.28), de acuerdo a los
resultados experimentales. El not6 que las mediciones de sus parametros en
ciertas rocas sedimentarias, estaban por debajo de 0.2 a lo que él llamo rocas
con anisotropia débil, segun esto él linealiz6 las ecuaciones de la velocidad de
fase para valores pequenos de ¢ y § mediante una expansion en serie de Taylor,

y obtuvo las siguientes expresiones:

v,(0) = Vio(1 + &sin® f cos® O + e sin* 0) (2.34)
v,

Veo(0) = Vig |1+ -2 (5 - 5) sin® 0 cos? 0 (2.35)
sv0

van(6) = Vig (1 4~ sin? e), (2.36)

donde la nueva expresién para 6 (Thomsen, 1986) queda de la forma:

(Ci3 + 044)2 — (Cs3 — 044)2

)=
2C53(C33 — Cuy)

(2.37)

La aproximacidén obedece al truncamiento de las series de Taylor, estas expre-
siones posibilitan el analisis fisico correspondiente a la propagacion de la onda

en el medio anisétropo. Para el caso en que 6 = 0, se obtiene

vp(0) = vpo (2.38)
st<0) = Vs0 (239)
Vsh(0> = Vs0, (240)

gue son las velocidades de fase en direccion paralela al eje de simetria y corres-
ponden a las velocidades establecidas en un medio isétropo, segun las ecuacio-
nes (2.16), (2.18) y (2.20).
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2.4 VELOCIDAD DE FASE EXACTA PARA UN MEDIO
ELASTICO CON ANISOTROPIA POLAR VERTICAL

La ecuacion de velocidad de fase escrita en una notacién estandar puede encon-

trarse en White (1983) de la siguiente manera:

2pV2(6) = (611 + C44) sin2 0 + (033 + C44) COS2 0

+ \/[(611 — c44)sin? 0 — (c33 — Cy4) OS2 9} 2y 4(c13 + c4q)? 8in? 0 cos? 0,
(2.41)

donde 0 es el angulo de fase medido desde el eje de simetria. Para obtener la ve-
locidad de la onda SV, el signo mas del radical debe ser cambiado por un menos.
Si dividimos ambos lados de la ecuacién (2.41) por el cuadrado de la velocidad
de la onda primaria y luego se sustituyen los coeficientes de anisotropiac y ¢ se
obtiene la velocidad de fase exacta expresada en términos de los parametros de

Thomsen (1986) que estan dados por las ecuaciones (2.16) - (2.23).
Simplificando se obtiene los coeficientes elasticos en funcion de las velocidades

verticales de laonda Py S, y de los tres pardmetros de anisotropia ¢, 0 y .

cs3=0a’p, cu=Pp, cn=a’p(l+2e),
e = p (Va2 = )20+ 1] ) - B) . (2.42)

Co6 = 2VCaa + Ccaay = co = B2p(27 + 1).

Sustituyendo los coeficientes elésticos en funcion de los parametros de Thomsen

segun la ecuacion (2.42) en la ecuacion (2.41), se obtiene:

V2(0) .y f o f 4sin* 6 4e2sin* 0
V2 1 +esin“0 2j: 5 1+ 7 (20 cos? ) — e cos 20) + 2
(2.43)

donde f = 1— Yb = 1 cu

Vpo c33 "

La ecuacion (2.43) puede simplificarse mediante la separacion del termino (¢ —9)
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del radical:

. 2 .
V;(f) = 1+ esin®6 — g - g\/ (1 + 253;”28) Aes 5}23"‘229. (2.44)

p0

Utilizando la identidad trigonométrica sin(20) = 2sin fcosf y reemplazando en el

término de la raiz se obtiene:

V2(0) 5 f . f 2esin0\>  8(e — §)sin® 0 cos?f
—1 L L - .
2 + esin” 0 5 5 + 7 7
(2.45)

p0
Para el caso de anisotropia eliptica se tiene que (¢ = ¢), por lo tanto la velocidad

de fase de la onda P esta dada por:
——2% = 1+26sin*0 = 14 2esin?6. (2.46)

deducida la velocidad de fase para un medio VTl en funcidén de los parametros

de Thomsen.

2.5 VELOCIDAD DE FASE EXACTA PARA UN MEDIO
ELASTICO CON ANISOTROPIA POLAR INCLINADA

Para obtener las velocidades de fase en un medio con anisotropia polar inclinada,
se reemplaza ¢ = 6 — ¢, en donde ¢ representa la inclinacion de los estratos
dentro de una configuracién con un eje de simetria inclinado TTI, de tal forma

que de la ecuacion (2.45), se obtiene la siguiente expresion:

f 2esin®(0 — ¢)\*  8(c — 0) sin®(0 — ¢) cos?(6 — ¢)
\/<1 " f ) f (2.47)

+1+5sin2(9—¢)—£.
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Para el caso de la anisotropia eliptica en un medio con anisotropia inclinada, se

obtiene:
V20, ¢)

o 14 26sin?(0 — ¢) = 1+ 2esin®(0 — ¢). (2.48)

2.6 CURVAS DE VELOCIDAD DE FASE EXACTA PARA LAS
ONDAS P Y SV EN UN MEDIO ELASTICO CON
ANISOTROPIA POLAR VERTICAL E INCLINADA

Las curvas de velocidad de fase exacta se obtienen segun las ecuaciones (2.45)
y (2.47), estas curvas son obtenidas para las ondas Py SV en un medio elastico
con anisotropia polar vertical (VTI), considerando los siguientes valores para las
velocidades V,, = 3000(m/s), Vs = 2121(m/s), los parametros de anisotropia de
Thomsen ¢ = 0,2y § = 0,1. Las curvas se presentan para diferentes valores de
¢, para un angulo ¢ = 30, ¢ = 45, ¢ =60y ¢ = 90 (ver Figuras 3-7).

Figura 3: Velocidad de fase exacta en coordenadas polares de la onda Py la

onda SV con V,y = 3000(m/s), Vs = 2121(m/s), e = 0,2y § = 0,1 en un medio
VTI.
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Q
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-3000 -2000 -1000 O 71000 2000 3000
Velocidad (m/s)
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Figura 4: Velocidad de fase exacta en coordenadas polares de la onda P y la
onda SV con V,y = 3000(m/s), Vso = 2121(m/s), ¢ = 0,2, 6 = 0,1 con un angulo
¢ = 30 en medio TTI.

Velocidad de fase en Medio TTI 30 grados

3000 | .
2000 | - E
% 1000 | E
S
8 0 + . ; ; o -exacta
3 01000 2000 )30p0 qSV-exacta
S 1000 } ' o
-2000 | .
-3000 | .

-3000 -2000 -1000 O 7000 2000 3000
Velocidad (m/s)

Figura 5: Velocidad de fase exacta en coordenadas polares de la onda P y la
onda SV con V,y = 3000(m/s), Vso = 2121(m/s), ¢ = 0,2, 6 = 0,1 con un angulo
¢ = 45 en medio TTI.
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Figura 6: Velocidad de fase exacta en coordenadas polares de la onda P y la
onda SV con V,y = 3000(m/s), Vso = 2121(m/s), ¢ = 0,2, 6 = 0,1 con un angulo
¢ = 60 en medio TTI.
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Figura 7: Velocidad de fase exacta en coordenadas polares de la onda P y la
onda SV con V,y = 3000(m/s), Vso = 2121(m/s), ¢ = 0,2, 6 = 0,1 con un angulo
¢ =90 en medio TTI.
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2.7 PROPAGACION DE ONDAS ACUSTICAS

Uno de los fendmenos mas comunes y fundamentales que se presentan en la
naturaleza es el movimiento ondulatorio. Como su nombre lo indica, la ecuacién
de la onda suministra una descripcién de sistemas fisicos vibratorios y oscilan-
tes. Cuando se lanza una piedra a un tanque la superficie del agua sufre una
perturbacién, desplazandose las ondas radialmente hacia afuera, cuando se gol-
pea una campana, las ondas sonoras se propagan desde la fuente de sonido. El
estudio de ondas acusticas y elasticas que se propagan en el interior de la tierra
(subsuelo) y los multiples fenédmenos como la reflexion, transmisién, etc. Hacen

de gran el interés por entender la propagacion de las ondas.

Se hace referencia a las leyes y principios que dan origen a la propagacion de
las ondas sismicas en el caso acustico homogéneo e isétropo, asi como en el

caso de anisotropia polar vertical e inclinada.

2.7.1. Ondas acusticas

La comprensién de la propagacién de una senal sismica puede ser bien entendi-
da considerando un medio puramente acustico, en el cual no se propagan ondas
transversales. En particular, el significado de la ecuacién de onda es fundamen-
tal para un profundo entendimiento del método sismico. En el caso de un fluido,

la ley de Hooke:

AV
AP: —KbT,
(0]
1 AV
AP =———"_
Cy, V'~

donde K, es el modulo de volumen, C, es el modulo de comprensibilidad, AP

es la variacion de presion a la cual estd sometido el volumen infinitesimal V,
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induciendo una variacién del volumen AV'. Esta ley establece que:

P 5V

im —— 2.49
7 im N (2.49)

donde p es la presion ejercida por la onda en un diferencial de volumen o6V,
resultando una variacién en el volumen, mientras AV es el volumen original del
fluido. La presion corresponde, en efecto a una variacion inversa a la presion del
ambiente, donde esta puede ser medida por hidrofonos. Por otra parte, K es el

médulo de elasticidad del medio acustico, y esta dado por:
Kf = UQp, (250)

siendo p es la densidad y v es la velocidad relativa para el medio original, sin

deformaciones. Reescribiendo 0V y dividiendo entre AV'.

5_V— Oy +%+5UZ
AV Az Ay Az

(2.51)

Haciendo tender a cero el término AV, y reemplazando en la ecuacién (2.49), se

obtiene una nueva versién de la ley de Hooke:

ou ou ou
P=-K;|—+22+2 :
f(5$+ay+az)’ (2.52)
y en forma vectorial,
P=—-K;V-1. (2.53)

La aplicacién de la ley de Hooke a la propagacion de las ondas puede ser con-
tenida en el caso 1-D. Para esto se considera una onda plana viajando a lo largo

del eje z. En este caso, la ley de Hooke posee la forma:

ou,

P=- 9z

(2.54)

donde u, es el desplazamiento de las particulas a lo largo del eje z. Una variacién

de la presién introducida a la onda se puede relacionar con el desplazamiento de
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las particulas a través de la segunda ley de Newton. Teniendo en cuenta que la
presion es fuerza por unidad de area, se puede escribir:
0%u,

APS = —ppAzW, (2.55)

donde S es el area, ApS es la fuerzay —pSAz es la masa desplazada. Reescri-

biendo los términos y haciendo que Az tienda cero, se obtiene:

or 0%u,
0z p@tQ'

(2.56)

Para deducir la versién de la ecuacion de onda acustica 1-D, aplicado al despla-

zamiento de las particulas, se sustituye la ecuacién (2.56), en la expresion (2.54),

0 ou O%u
g =) = Y 2.57
w(Kﬁh) P or (2.57)

resultando:

Si K es constante, entonces se puede escribir de la siguiente forma:

Pu, 1 0%u,
R (2.58)

Para obtener la ecuacion de onda para la presion, se deriva de la expresion (2.57)

con relacién a la profundidad y suponiendo que la densidad varia espacialmente,

010 ou., 0% [Ou,
7 Lo (957)| = e (5) (259

a continuacion se sustituye —K(0du,/0,) por p, teniendo en cuenta que K; no

se tiene;

varia en el tiempo, se obtiene:

0 (10P 1 92
== )= —= 2.
0z (,0 82) Ky ot? (2.60)
En el caso de densidad constante
o?pP p O?P
5 = EW (2.61)
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donde p/K; = 1/c?, asi:

2 2
o°p_10°P (2.62)

922 2o

2.8 SOLUCION Y PROPAGACION DE LA ONDA ACUSTICA
1-D

Consideremos la ecuacién de onda escalar unidimensional mostrada anterior-
mente en la ecuacién (2.62):

P

PP _ PP
ot? x?’

d
donde P = P(xz,t) siendo x la posicion espacial y ¢ el tiempo. Asi, algunas posi-

bles soluciones para la ecuacion (2.62) pueden ser del tipo:
P(x,t) = F(x + ct) + G(x — ct), (2.63)

donde F'y G son funciones arbitrarias. Derivando parcialmente con respecto a t
y x, se obtiene una identidad independiente de la eleccidn de la funciones F'y G
(Ver Apéndice 6), donde F'y GG se conocen como las soluciones de propagacién

de las ondas.
AP (v +ct) + G (v — ct) = E[F"(x + ct) + G (x — ct))].
Un tipo de solucién analitica puede escribirse de la siguiente manera:
P(z,t) = sin(x + ct) + cos(x — ct).

Por lo tanto para un tiempo (¢ = 0), la grafica de la solucién analitica se puede
observar en la figura 8. Por otro lado, la figura 9 muestra la forma de la solucién
numeérica para la ecuacién de onda 1-D, obtenida a partir del esquema numérico
gue se presenta mas adelante en la seccién (2.11) (ecuacién (2.76)). Finalmente,

en la figura 10 se muestra la superposicidén tanto de las soluciones analitica y
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numérica para la ecuacion de onda 1-D en un medio is6tropo.

Figura 8: Caso particular de la solucién analitica para la ecuaciéon onda acustica
1-D.

1_f o UCIon/\ana itica /\ r
sl \ L\ [\ ]
1% N W AN Y A W

P(x,t=0)

-1.5

x [m]

2.9 RELACION DE DISPERSION

En esta seccion se introduce el concepto de dispersion desde el punto de vista
fisico, definida como la variacion en la longitud de onda A con respecto a la fre-
cuencia f. Por conveniencia, la dispersion es frecuentemente representada como
la variacién en la propagacion del nimero de onda k£ = 27/ con la frecuencia
angular w = 27 f. Para obtener la relacion de dispersion de la ecuacion (2.62), se
considera una solucién continua se propaga en el tiempo, escrita de la siguiente
forma:

P(x,t) = e/Wt=ha), (2.64)
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Figura 9: Solucién numérica para la ecuacién de onda acustica 1-D, el eje hori-
zontal representa el espacio de la propagacién de la onda, el vertical la magnitud
de la onda y el eje de profundidad representa la evolucién temporal.

-15

donde w y k se definieron anteriormente y j = +/—1. Sustituyendo en la ecuacién

(2.62) la ecuacién (2.64), se obtiene:
(jw)er(wtsz) _ c2(_jk)2ej(wt7ka:)’ (265)

ahora, simplificando ambos lados se obtiene:

(jw)2M: 02(—jk)2M,
_w2 — 02 X (—kQ),
w? = Ak?
k=+tw/e (2.66)
De hecho, la ecuacién (2.66) es la relacién de dispersién para la ecuaciéon de

onda escalar unidimensional. Esta es la relacidn mas simple, indicando que el
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Figura 10: Superposicion de la solucién analitica (linea de color verde) y numéri-
ca (linea de color rojo).
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numero de onda es linealmente proporcional a la frecuencia angular. El signo
mas se le designa al eje x positivo de propagacion. De la ecuacion (2.66), se

puede obtener la expresion clasica para la velocidad de fase, definida como:

= +ec. (2.67)

w
Vp = ’
Asi, la velocidad de fase es + ¢, una constante independientemente de la fre-
cuencia. La propagacién de las ondas tiene la relaciéon de dispersién de la forma
(2.66), resultando constante la velocidad de fase de la ecuacién (2.67), esto es
llamado medio no dispersivo. En efecto, su forma de onda permanece sin cam-
bios después de grandes distancias arbitrarias para distintos médulos de paquete
o formas de impulso. Ademas, considerando la frecuencia angular en funcién del
numero de onda, es decir (w = w(k)), nosotros podemos diferenciar la ecua-

cién (2.66) con respecto a k obteniendo la velocidad de grupo, definida como
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vy = dw/dk. Asi:

_ = 2 .
2w T = ¢ (2k)
— dw B 2¢%k
9 dk 2w
c? w
w="1(+)
v, = *c, (2.68)

por lo tanto, la velocidad de grupo para este caso se observa que es +c¢, inde-

pendiente de la frecuencia.

2.10 DIFERENCIAS FINITAS

En toda la secuencia de expresiones de diferencias finitas se debe entender que
P! denota el campo calculado en punto espacial z; = iAz y en el punto temporal
t, = nAt, donde Az denota el paso espacial en la malla y At el paso temporal,
in corren desde i, n = 0, +1, +2..., representan la discretizacion del espacio-
tiempo. Consideremos la la expansion en series de Taylor de P(z,t,) desde el

punto z; en el espacio al punto x; + Az, manteniendo el tiempo fijo en ¢,,:

oP (Az)* 9?°P (Az)® P
P(z; + A =P Ar - — —_— —_
(w+ Az) tn xi,tn_._ ! Ox Titn 2 Ox? Titn " 6 Ox? T tn
(Az)* o*P
24 Oxt él,tn7
(2.69)

el ultimo término es el residuo o el de error, aqui &; es un punto localizado en el
espacio en alguna parte del intervalo (z;, z; + Ax). Similarmente, se considera

la expansidn en series de Taylor del punto x; — Az, de nuevo manteniendo el

tiempo fijo t,,:
oP (Az)* 9?°P (Az)® &P
Plz; — A =P —Ax - — C— — C—
(@ “) tn Titn ’ Ox Tirtn 2 O Titn 6 Ox® Titn
(Az)* 9*P
24 Ozt 52%’
(2.70)
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de nuevo el ultimo termino es el residuo, & es un punto localizado en el espacio
en un intervalo de (z;, z; — Ax). Ahora sumando las ecuaciones (2.69) y (2.70),

se obtiene

(Ax)? 0?°P

2 0x?

(Ax)t 9P
12 Oxt .y ’
3,ln

(2.71)

por el teorema del valor medio, &3 es un punto en el espacio localizado en el

=2P

P(z; + Ax)

+ P(x; — Ax)

tn

tn Tistn Tistn

intervalo (z; — Az, z; — Ax). Reorganizando términos, se obtiene

op
ox?

(Ax)?

_ [P(g;i + Ax) — 2P(;) + P(x; — AZU)} +0[(Az)?, (2.72)

donde O[(Ax)?] la notacién del termino de error, que se aproxima a cero cuando
el cuadrado del espacio incrementa. La ecuacion (2.72) es denominada la apro-
ximacion en diferencias centradas de la segunda derivada espacial de P con una
precision de segundo orden. Por conveniencia, se adoptara el subindice i para la
posicion y superindice n para el punto de observacién en el tiempo. La ecuacién
puede ser reescrita como:

P P, — 2P + P,

7 e e T G R 273

tn

Para la segunda derivada temporal, se mantiene fijo z; y se expande P en el
tiempo hacia adelante y hacia atras en series de Taylor. Por analogia de la ecua-
cidn (2.73), se obtiene la aproximacion en diferencias centradas con precision de

segundo orden la segunda derivada parcial en el tiempo de P.

aQP _ Pin+1 _ QPZn +Pin_1

o L +0[(A)?, (2.74)

Zitn
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2.11  APROXIMACION EN DIFERENCIAS FINITAS PARA LA
ECUACION DE ONDA ESCALAR

En esta seccion se determina el esquema numérico de la ecuaciéon de onda 1-
D, para esto se sustituye los operadores espaciales y temporales en diferencias
centradas (2.73) y (2.74) en la ecuaciéon de onda escalar unidimensional (2.62),
se obtiene:

En—&-l o 2RLn + Rn—l
(At)?

P, —20 + P,
(Ax)?

+o[(AYY] = & ( + O[(Am)2]> . (2.75)

Esta es la aproximacion de la ecuacion de onda escalar con una precision de
segundo orden tanto en espacio y tiempo, O[(Az)? + (At)?]. Dejando a un lado
los términos de error de la serie de Taylor y solucionando para el ultimo valor de
P en el punto i de la malla, se logra:

P, —2n+ P,
(Az)?

P = (cAt)? +2P" = P, (2.76)

la ecuacién (2.76), representa el esquema numérico para la ecuacion de onda
acustica 1-D, que se presenta en la figura 9, en donde se utilizaron los siguientes
pardmetros: un paso espacial de Az = 0,9[m]| paso temporal de At = 0,8[s]

velocidad v = 1[m/s] numero de courant G = 0,9 y numero de puntos N = 5000.

2.12 ESTABILIDAD NUMERICA

Logrado el esquema numérico en diferencias finitas descrito en la ecuacion (2.76),
se debe evitar que los errores en la solucion crezcan indefinidamente, para esto
se debe realizar este tipo de analisis, para esto se considera una solucién del tipo
de onda sinusoidal que se propaga en el espacio unidimensional de la siguiente
forma:

(2.77)

no__ J(nwAt—ikz Az
P = Pye ( ),

29



donde j = v/—1, w la frecuencia angular, k, es la componente en el eje x del
— . ,
vector de onda £, por otra parte, la frecuencia angular se define como w =

Wreal + Wimag, €NtONCES la ecuacion (2.77) puede presentar tres fendmenos:

wimag = 0. Onda con amplitud constante en el tiempo.
wimag > 0. Onda con amplitud decayendo exponencialmente con el tiempo.

wimag = 0. Onda con amplitud aumentando exponencialmente con el tiempo.

Sustituyendo la ecuacién (2.77) en la ecuacion (2.76).

Ax

AN’ T ”
+ (CA_$> [Poej(wnAt—k(z—l)Ar)

+ QPOej(wnAt—iciAaQ - 2P06j<w(n—1)At—l~€iA:v)

2
Poej(w(n+1)Atfl~fiA;c) _ <0At) [Poej(wnAtffc(i+1)Aaz) . 2P0€j(wnAthmx)]

Y

(wnAt—l;:iAa:)

dividiendo ambos lados de la ecuacion por ¢’ , Se obtiene:

jwAL cAt 2 —jkAz ikAz —jwAt
vt = Ao (eﬂ —2+¢ >+2—€J )
xr

JwAt —JwAt At 2 jkAx —jkAz
¢ +26 :<6A_x) (e 26 —1)+1, (2.78)

realizando un desarrollo matematico (ver Apéndice 6), se obtiene:

1/2
sin <WTALL> = cAt [@ sin? (kx§$)] ; (2.79)

La ecuacién (2.79) es conocida como la relacion de dispersién numérica para la
ecuacion de onda 1-D, se puede reescribir de la siguiente manera, despejando w

de la ecuacion (2.79) se obtiene:

w= % sin™'(¢), (2.80)
donde /
1/2

¢ = cAt {(Awﬁ sin (’“ZA"T)} , (2.81)
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a partir de la ecuacion (2.81), se puede concluir que para cualquier valor real del

numero de onda, se cumple:

1 1/2
0<(¢<cAt [W} = (g, (2.82)
el valor de (5 es obtenido cuando cada término del argumento del sin® de la
ecuacion (2.81) toma su valor maximo, es decir igual a uno. Dependiendo del
valor que acompana a At, o el valor de (s puede ser menor a 1, generando
valores complejos del sin~! en (2.80), por tanto los valores de frecuencia angular
w complejos que pueden generar estabilidad numérica. De esta forma se tienen

dos opciones:

1. Regidn estable: 0 < ( < 1.
Situacion en la cual la parte imaginaria de la frecuencia angular compleja es
nula, permitiendo que la ecuacién (2.77) represente una onda con amplitud

constante en el tiempo.
2. Regioén inestable 1 < ¢ < (5.
Esta situacién ocurre cuando:

1/2
(o = cAt [@] > 1. (2.83)

Otra forma de definir la inestabilidad numérica es:

1
At > -1 = Atestabla

T

At > 22 (2.84)

C

La condicion de estabilidad significa en este caso, que el paso de tiempo dt, no
puede ser mayor que el tiempo necesario para cualquier perturbacién al propa-
garse en un paso espacial éz. Una vez fijado dx, con la condicién de estabilidad

se escoge Jt para que el esquema sea estable.
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2.13 RELACION DE DISPERSION NUMERICA

El procedimiento usado en la seccién 2.9 puede ser aplicado para conocer la
condicion de dispersién numérica en la aproximacion en diferencias finitas para la
ecuacion de onda escalar unidimensional dada por la ecuacion (2.76). Para esto
se considera una onda sinusoidal dada por la expresion (2.64) con frecuencia
angular w, discretizada en la malla en espacio y tiempo (z;,,). Asi, k = kyea +
jl%imag es el posible valor numérico complejo del nimero de onda. Entonces, la

ecuacién (2.64) se convierte en:

kimagiA:rej(umAtfk,.ealiAa:) (285)

pPn— ej(wnAtffm'Ax) _ e[jwnAt(l;:Teal-‘rjl;imag)iAaz]

(2 =e

En general, k difiere del sentido fisico de nimero de onda k. Esta diferencia,
es llamada dispersidon numérica, puede dar lugar a amplitudes de onda y veloci-
dades que se alejan de los valores exactos. La ecuacion (2.85) permite ya sea
una onda con amplitud constante en el espacio (l%imag = 0), un decrecimiento
exponencial de la amplitud de la onda respecto a la posicién (k. < 0) 0 un
incremento exponencial en la amplitud de la onda en relacién con la posicion
(l%imag > (). Para determinar este valor de k se sustituye la ecuacion (2.76) en la

ecuacion (2.85).

2
ej(w(nJrl)AtffciAx) _ (ﬂ“) |:€j(wnAtfl;:(i+l)Ax) . er(wnAtfl;iAx) + ej(wnAtffc(ifl)A:c)
Az

| ged(wni-kite) g i(w(n-1)At-kiAe)

I

(2.86)
factorizando el termino ¢’ («nAt=kiAz) ambos lados.
2
JwAt _ &At —jl;Ax o jl;Aa: _—jwAt 2.87
; (M) (c 2 4 07 g - e, (2.87)

agrupando los términos que contienen z y ¢t ambos lados, y dividiendo en 2 se

JwAL —jwAt At 2 jkAz —jkAx
€ *’26 :<0A_x) (6 4—2@ —1>+1. (2.88)

tiene:
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Aplicando la identidad de Euler de los exponenciales complejos, se obtiene la

relacion de dispersidn correspondiente a la (2.76).

el 4 e=3°
cos() = —
asi,
cAt\ ~ 5 89
cos(wAt) = (A_:B) <cos (kAx) — 1) +1, (2.89)
despejando &,
el ocost |14 (A2 2[ (wAt) — 1] (2.90)
= 008 Ay ) leostw : :

Ademas, la relacion de dispersion de la ecuacion (2.90) es mas complicada que
la obtenida en (2.66). Sin embargo, se puede usar la (2.90) para obtener infor-
macion cerca de la naturaleza de la solucién numérica en la malla representada

por (2.85). Se pueden considerar tres casos:

Caso 1: Muestreo fino en tiempo y espacio (At — 0, Ax — 0)

En este caso, Se parte de la ecuacion (2.90) y se asume una condicion de fina
de muestreo en el tiempo, tal que el argumento del coseno wAt se aproxima a

cero. Esto permite aplicar series de Taylor al coseno:

- Az\? (wAL)?
—_— -1 = _ _
k= — cos 1+(At) 1 5 1]},
Fetcos 11— (Y (ar?] = L cost |1 - Lrar)?
k =4 °° [1 5 <c> (Az) ] = A oS [1 2(]{7AZL') : (2.91)

donde el nimero de onda en el espacio libre es definido como k£ = w/c. Como
kAx también se aproxima a cero bajo la condicion de asumir un muestreo fino,

se tiene que el termino en la aproximacién en series de Taylor se aproxima a un
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coseno. Por tanto lo que resulta de la ecuacién (2.91) es:

k :ﬁ(kﬁ/x) =k (2.92)
Se puede observar que el valor numérico del nimero de onda % en la ecuacién
(2.92) es exactamente al numero de onda en el espacio libre. Esto ultimo propor-
ciona una velocidad de fase (v;) y una velocidad de grupo (v,) igual a la velocidad
c independiente del valor de w es decir, un medio sin dispersién. Por tanto, se in-
fiere que la solucidn numérica es un caso sin dispersién. También se pude intuir
que en el limite donde el espacio y el tiempo incrementan, la aproximacion en
diferencias finitas tiende a cero, es decir la solucibn numérica se acerca a la

solucién exacta.

Caso 2: Paso de tiempo y espacio equivalentes (cAt = Ax)

En este caso, se sustituye el paso de malla en la relacion de dispersion dada por

la ecuacioén (2.91).

— k. (2.93)

Precisamente como en el caso 1, el nimero de onda numérico k es exactamente
el numero de onda en el espacio libre y la solucién numérica es exacta. Sin
embargo, contrario al caso 1, esto no es intuitivo dado que esto implica que la
solucién numérica es exacta dependiendo de los cambios en el incremento de

espacio y tiempo.

Caso 3: Dispersion en la propagacion de la onda

La solucién general es la ecuacién (2.91) donde el error por dispersién numérica

existe. Estableciendo que la resolucion en el paso de la malla es directamente
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proporcional a la velocidad fase, es muy Util resolver la ecuacion (2.91) para un

caso en general de Aty Ax. Por tanto:

B cAt

S =As

(2.94)

donde S es factor de estabilidad numérica o (numero de Courant). Ademas, se

define:
Ao

-2 (2.95)

Ny

Esto significa un muestreo en la malla en las celdas del espacio para una longitud
de onda en el espacio libre. Es valido aclarar que N, es definido en términos de
resolver la longitud de onda fisica )\, y no de la longitud de onda numérica X de

la malla del método de diferencias finitas. Entonces la ecuacién (2.87) puede ser

escrita:
et [ (3) (o (22 )
= cos™(Q)
k :Aim [g - sin_l(C)] (2.96)
donde ( es:

(=1+ (%)2 (cos (%) - 1) . (2.97)

En este caso, la ecuacion (2.97) puede demostrar que los valores de & pueden
ser reales o complejos. El valor es complejo cuando ¢ = —1. Solucionando esta

transicion para N,, la transicion resulta ser:

e (3 (+(3)-)

2
COS(%/\S) — _252 +1
21 S . ,
~ = 1-2
A cos™ ( 5?),
21 S
NA transic a COS?l(l - 282) ’ (298)
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Para un muestreo fino en la malla Ny > N, |iransic, k es un namero real y la onda
numérica no sufre atenuacién mientras se propaga en la malla. Aqui, la velocidad
de fase numérica ¢, es menor que en la velocidad de fase para un espacio libre
con velocidad c. Para un muestreo grande N, < N, |iransics k es un nimero com-
plejo y la onda numérica sufre un decaimiento exponencial mientras se propaga,
donde no tiene sentido fisico. Ademas, en el régimen de malla grande la veloci-
dad de fase v; puede superar a c. La figura 11, presenta la variacion del nimero
de onda numérico (k) y la velocidad de fase vy con respecto a la densidad de
muestreo NV, tanto por encima como por debajo del numero de muestreo de tran-
sicién y del numero de onda complejo. Por lo tanto, si se sustituye la ecuacion

(2.96) para el valor de N, > 3, se obtiene:

- 1 . T .
kreal s cos {1 +4 <cos (N)\) )] , imag = 0 (2.99)

La velocidad de fase numérica esta dada por:

w 2r fAx

v Kreal B cos—1 [1 +4 (cos (l> — 1)] 7 (2.100)

Ny

donde

A
2rfAx =2nf (F(i\) =c.
Reescribiendo la ecuacion (2.100),

- 27

v Ny - cos™! [1 +4 (COS (%) — 1” - (2.101)

Para la densidad de muestreo N, < 3, se tiene que el numero de onda es com-
plejo, resultando ser ( = —1 en la ecuacion (2.96). Entonces la relacion para la

funcion sin~'(¢) es:

sin” () = —jln(j¢ + /1 = ¢?), (2.102)
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sustituyendo la ecuacion (2.102) en (2.96), se obtiene:

k

Ai[ +janC+v1—CQ}
=[5+ smic+ ivE-TD),

(2.103)

factorizando j = e*7™/2, en el argumento del logaritmo natural, se obtiene:

b= (5 i ((c+ VE D)
- 5 - (e V@)

(2.104)

asumiendo la multiplicacion de la funcién exponencial con el logaritmo natural,

se obtiene: .
k‘z—( —i—jln((—i—\/CQ )—J= )}
% (2.105)
_ ; )2
Az [W—i_ﬂn( ¢ ¢ 1”’
donde:
- T ~ 1
- ) - —— /(2 —
kreal Ag}'7 kzmag A.Tln ( C C 1) .
Por lo tanto la velocidad de fase para este caso sera:
b — w . w
a ];:real B (W/AZL‘)j
_ 2nfAx
==,
_2f )N
=N
% _ N, (2.106)
&

La gréfica de error relativo entre la velocidad de fase en un medio no dispersivo
c y la velocidad de fase numérica presentada en la ecuacion (2.101), para factor
de estabilidad S = 0,5 es presentada en la figura 12. Por lo tanto, para el caso
de la ecuacién de onda acustica 1-D, se sustituye la solucién propuesta en la
ecuacion (2.77) y se reemplaza en la ecuacién diferencial de onda (2.62), se

aplica el operador diferencial en la parte temporal y se deriva de forma estandar
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Figura 11: Variacidn de la velocidad de fase numérica en funcién de la densidad
de muestreo de la grilla para S = 0,5 Y Ni|iransic = 3, donde la funcién en rojo es
kreq Y a funcion en verde representa k-

2 . .
Parte real

S Parte Imaginaria
S
= 1.5
=)
e
[B]
(2]
S8 1
(5]
©
= -
©
=]
'S 0.5
o
ko)
>

0
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Densidad de muestreo en la malla

la parte espacial, obteniendo:

PP 0P
—_— = —
ot? ox?’
Poej((n—i-l)wAt—sz:c) _ 2P0€j(nwAt—sz:c) 4 Poej((n—l)wAt—k:zAx) ) oP
(AL)? ~9(Ar)
Poej((n—i—l)wAt—sz:c) _ 2P0€j(nwAt—szx) + Poej((n—l)wAt—szx)

_ _02 kieﬂ (nwAt—kyAx) )

(At)?
Dividiendo sobre ¢ (nwAt—kzAz)
2P0<€jWAt + e—ijt)

2(At)?

cos(wAt) — 1
on [

— 2P0 = —CQkZ

x)

] = —’k>.
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Figura 12: Porcentaje de error relativo de la velocidad de fase para el espacio libre
c contra la velocidad de fase numérica en funcidén de la densidad de muestreo en
la malla 3 < N, < 80 para un factor de estabilidad S = 0,5.
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Recordando la identidad cos() — 1, y sustituyendo la expresion k2 = w?/c2, se

logra:
QPO(eijt _l_efijt) -
— 2Py = —c‘k
2(At)? 0= T
_ 2 2
2P, cos(wAt) — 1 _ Cw 7
(At)? i
sin” (22) ¢
AP 2 )2 2.107
O (wAt)? c ( )

Finalmente, se presenta el diagrama de dispersion numérica para cualquier valor
de At (Ver figura 13), y el diagrama para distintos valores de At (Ver figura 14).

Igualmente, se puede obtener un nuevo diagrama de dispersidn pero esta vez en
funcion del cociente entre la velocidad del fase y la velocidad del medio L para
un medio isétropo contra el producto del nimero de onda con el paso espacial

en la malla (k,Az). Para obtener este diagrama sustituye la ecuacion (2.81) en la
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Figura 13: Diagrama de dispersion numérica para un esquema de segundo or-
den.
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ecuacion (2.80).

1/2
w = %sin_1 (cAt {@ sin? (kIQAgL)} ) . (2.108)

Dividiendo sobre k y la velocidad del medio ¢, la anterior ecuacion y recordando

la relacién entre la velocidad de fase con la frecuencia angular, se sustituye la
velocidad de fase en la ecuacion (2.108).

w
Uf:E,

/2
vy _ .1 1, (kAz\]!
T A <0At {—(Axy sin ( 5 )] .

Logrando finalmente la relacion entre la velocidad de fase y la velocidad del me-

dio v;/c para la ecuacion de onda unidimensional, la ecuacion que se presenta a
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Figura 14: Diagrama de dispersion numérica para un esquema de segundo or-
den, para distintos valores de At.
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continuacion fue previamente obtenida por Kosloff et al. (1990).

vy 2 - cAt sin? kyAx
¢ ck-AtS Az 2 ’

vy 2 . . (ki Ax
— = 2.1
L= AR (a sin ( 5 )) : (2.109)
pero el término ¢ - At = A, por lo tanto.
vy 2 . (k. Ax
— = ‘ 2.11
= oA S <a sin ( 5 >) : ( 0)
donde
cAt
= 2.111
« Ax ( )

La grafica 15, presenta el comportamiento de la velocidad de fase normalizada
para distintos valores del parametro « al variar k,Ax. Se refiere por velocidad

normalizada el cociente entre la velocidad de fase para cualquier valor (k,Ax)
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con el valor minimo de la velocidad de fase, como se presenta a continuacion.

vy (kzAx)
e vy (ke Ax)
c

vs(0)

c

vr(0)

c

Para conocer el valor de v4(0) /¢, se aplica el limite cuando k, Az — 0. Por tanto:

vf(O): lm vy(kyAx)

C ke Axz—0 C

I

. 2 - . k?g;A.T
szI:glﬁO AT Sm QS 5 .

Pero cuando el argumento k,Az la funcidn resulta indeterminada, es decir 0/0,

por tanto se le aplica L' Hopital para remover la indeterminacion.

d 2sin~? (asin (%))]

kxlAHzn—m d(kAx)

kAx

1

< 1—asinw> -%cos(kITM)

lim 2 ,
ks Az—0 1

evaluando el limite resulta:

asi,

Por lo tanto, la velocidad de fase normalizada se define de la siguiente manera y

se gréfica a continuacion:

2 kA
Vi (ke AT ) porm,. = AL sin™! (a sin ( 5 :c)) . (2.112)

De este modo, se puede observar que para el valor « = 1 no existe dispersion

numérica (Ver figura 15), dado que la velocidad de fase es igual a la velocidad
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del medio v; = ¢, para valores (a < 1) la velocidad de fase normalizada decrece

a medida que k,Ax aumenta resultando dispersidén numérica para estos casos.

Figura 15: Diagrama de dispersion numérica para un esquema de segundo or-
den, para distintos valores de a.
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Capitulo

ECUACIONES ACOPLADAS PARA
MODELADO SISMICO EN MEDIOS CON
ANISOTROPIA VTI/TTI

Este capitulo presenta las ecuaciones diferenciales parciales acopladas para me-
dios acusticos con anisotropia polar vertical (VTI) e inclinada (TTI) presentadas
por distintos autores como Alkhalifah (2000), Zhang et al. (2005), Huang et al.
(2011), Du et al. (2008) y Fletcher et al. (2008). Al inicio de este capitulo se de-
duce la ecuacién de onda para medios acusticos con anisotropia polar o VTI,
obtenida a partir de la relacion de dispersién para un medio elastico con aniso-
tropia VTI (ver Apéndice 6), en el caso de Fletcher et al. (2008), la ecuacion se
determina aplicando una rotacién al vector de onda por medio de la matriz de
rotacion R, donde se obtiene una nueva relacién de dispersién para deducir fi-
nalmente la ecuacion de onda acustica acoplada, pero en este caso en un medio

con anisotropia polar inclinada.
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3.1 ECUACION DE ONDA ACUSTICA PARA MEDIOS CON
ANISOTROPIA TIPO VTI PROPUESTA POR ALKHALIFAH

La ecuacion de onda se deduce partiendo de la hip6tesis acustica para la on-
da P en medios con anisotropia polar vertical o VTI (Isotropia transversalmente
vertical) y anisotropia polar inclinada o TTI (lsotropia transversalmente inclina-
da), adquiriendo una buena aproximacion, similar a la de la ecuacion de onda
elastica en un medio VTI. Las soluciones del campo de onda que se obtienen
utilizando la ecuacion de onda acustica en medios VTI, son independientes de
ondas de corte, es decir de ondas S. Por lo tanto, las ecuaciones que asumen
la hipotesis acustica, es decir, donde la velocidad de la onda de corte es igual a
cero, son mas simples que las ecuaciones en medios elasticos, adquiriendo una

mejor descripcidn de la onda en el tiempo de viaje y amplitudes.

3.1.1. Aproximacion de la velocidad de fase para medios acus-

ticos con anisotropia polar vertical

La ecuacion (2.45) se puede reescribir considerando V,, = 0, y de esta forma
obtener la velocidad de fase para un medio acustico homogéneo con anisotropia
tipo VTI, en términos de los parametros de Thomsen y la componente de la onda

P en direccidn paralela al eje de simetria vertical (Du, 2007):

40
Vo

1
=5+ esin? 6 + %\/(1 + 2esin? )2 — 8(c — §) sin” f cos? 6. (3.1)
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3.1.2. Aproximacion de la velocidad de fase para medios acus-

ticos con anisotropia polar inclinada

Similarmente para un medio TTI segun la ecuacién (2.47) se obtiene:

V9,9
Vi

_ 4 %\/(1 122 5in2(0 — )2 — 8(c — 6) sin®(0 — &) cos(6 — &)
(3.2)

1
+ 5 + esin?(0 — ¢).

La ecuacion (3.2) esta expresada en términos del angulo 6, el angulo de inclina-
cién ¢ de los parametros de anisotropia y la velocidad de la onda P en direccidon

paralela al eje de simetria V.

3.1.3. Curvas de velocidad de fase para las ondas Py SV en
un medio acustico con anisotropia polar vertical e incli-

nada

Las curvas de aproximacidn de velocidad de fase para medios acusticos se ob-
tienen segun las ecuaciones (3.1) y (3.2), estas curvas son obtenidas para las
ondas Py SV en un medio acustico con anisotropia polar vertical (VTI), conside-
rando los siguientes valores para las velocidades V,, = 3000(m/s), Vi = 0(m/s),
los parametros de anisotropia de Thomsen ¢ = 0,2y 6 = 0,1. Las curvas se pre-
sentan para diferentes valores de ¢, para un angulo ¢ = 30, ¢ = 45, ¢ = 60y
¢ = 90 (ver Figuras 16-20 ).

3.1.4. Deduccion de la ecuacion de onda.

Se deriva la ecuacién de onda acustica a partir de la velocidad de fase para
un medio elastico VTI, donde esta fue deducida en el capitulo (3) en la ecua-
cién (2.45) (Tsvankin, 1996), donde se relacionan las componentes verticales del

slowness p, con las componentes horizontales p, para un medio VTI, basandose
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Figura 16: Velocidad de fase en coordenadas polares de la onda P y la onda SV
con Vo = 3000(m/s), Vo = 0(m/s), e = 0,2y 6 = 0,1 en un medio VTI.

Velocidad de fase en Medio VTI
4000

3000 |
2000 F

1000 |

Onda P
Onda SV

Velocidad (m/s)
Q

—1000 |

—-2000 | .

—3000 |

—4000
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Figura 17: Velocidad de fase en coordenadas polares de la onda Py la onda SV
con Vo = 3000(m/s), Vo = 0(m/s), e = 0,2, 6 = 0,1 con un angulo ¢ = 30 grados
en un medio TTI.
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en el ajuste de la velocidad de la onda de corte (V,, = 0) (White, 1983). Como

resultado en la ecuacidn (22), se obtiene la relacién de dispersiéon en migracion
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Figura 18: Velocidad de fase en coordenadas polares de la onda P y la onda SV
con V,o = 3000(m/s), Vs = 0(m/s), e = 0,2, § = 0,1 con un angulo ¢ = 45 grados
en un medio TTL.
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Figura 19: Velocidad de fase en coordenadas polares de la onda Py la onda SV
con Vo = 3000(m/s), Vs = 0(m/s), e = 0,2, § = 0,1 con un angulo ¢ = 60 grados
en un medio TTL.
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Figura 20: Velocidad de fase en coordenadas polares de la onda P y la onda SV
con Vo = 3000(m/s), Vs = 0(m/s), e = 0,2, § = 0,1 con un angulo ¢ = 90 grados
en un medio TTL.
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en medios 2-D, deducida en el capitulo (6).
2= V(1 20) 1 P;
T VAt 12V o)
de forma equivalente,
2 2
v 1 D
i () 3
Vo \vi 1 —=2vnp;

Asumiendo que cada parametro v,, V0 y 1 son constantes y utilizando k& = 2,
- :
donde k es el vector de onda con componentes cartesianas (k,, k,, k.) y w es la
frecuencia angular, se logra reescribir la ecuacién (3.3) en funcion de k., k. y w
como se describe en la ecuacion (15):
Vo (1 +20) w? w2k?

]{2 — —
: Vi Vio(14+26)  w? —2V5(e — 0)k2

T

49



La anterior ecuacion puede ser escrita en funcion de los parametros v, n, asi:

2 2 21.2
k2 = n (w_ — w—kﬂf) ] (3.4)

oV \vn w200k}

Obtenida la relacién de dispersién en funcion de las componentes del nUmero de

onda k, y k., se reduce a la ecuacion (18).
wt — [(277 + 1)21,211{73 + Vp%kﬂ w? + 2%%1}2771{:5/{3 =0,

A partir de esta relacién en el dominio de frecuencia angular y numero de onda
(ks, k., w) se procede a llevar a un dominio espacio y tiempo (z, z, t), por medio
de la aplicacién de la transformada de Fourier inversa y se multiplica ambos
lados por el campo de onda F(z, z, t). Por lo tanto, las representaciones son de

la siguiente forma:
ky, — —i0/0x, k, — —i0/0y, k,— —id/0z.

Asi, la ecuacién queda reescrita:

VwaQ% + 20V, (%) + (1 + 2n)v2w? (?;7};) +w'F =0. (3.5)
Ya que los parametros del medio v,,, ny V,,0 son independientes de &, y k. cuando
w — o0, la ecuacion de onda acustica en medios VTI es valida para medios he-
terogéneos como para medios homogéneos. La variacion de v, V,o y 1 respecto
a la posicién, como en el caso de isotropia (Aki et al., 1980) agregara términos
en la ecuacion (3.5). Estos términos para las longitudes de onda utilizadas en
sismica influyen en los campos de onda, y estas se eliminan totalmente cuan-
do (w — oo) en medios homogéneos. Finalmente se aplica la transformacion de
Fourier inversa a (w — i0/0t), obteniendo la ecuacién de onda acustica para un
medio VTI.

9 , [ O'F , O'F L, [ O'F
- )=V 2 S .
g~ L2, (ax2at2) Vi goagp ~ 2100 (83:2822) ’ (36)
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La anterior es una ecuacion diferencial parcial de cuarto orden en el tiempo t.
Ahora si se toma n = 0, se obtiene la ecuacidn acustica para un medio anisétropo

eliptico con eje de simetria vertical, es decir cuando

e =90

0* (O*F  , (O*F , O*F
o <W— (a_) —V%OW) =0
Para reducir el orden de la derivada para una mayor simplicidad se sustituye por:

_or

- (3.7)

Asi, la ecuacion de onda acustica familiar de segundo orden para un medio an-

is6tropo eliptico con eje de simetria vertical es:

0’P 9 0%P 9 0%P
9.2 P0° 5.2

oz~ "\ 922

Para un medio isétropo, V,, es igual a v,, por lo tanto la ecuacion anterior se

reduce a la ecuacion de onda acustica para un medio isotropo.

o0*P (82P 0?P 62P)

- - 2
gz = Vg2 T oz T o

Reescribiendo la ecuacion (3.6) en términos de P(z, z,t) en lugar de F(z, z, t).
%P o*pP o*pP NF

ot?

donde

t ot
F(z,y,2,t) = / / P(m,y,z,t)deT/ (3.9)
o Jo

Finalmente, las ecuaciones que se implementan numéricamente son presenta-
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das a continuacion:

P P I
e~ T2 (a_) pOW_Q aVie (8932822)

P =

(3.10)

8752

Para el caso de la ecuacion diferencial parcial en un medio acustico considerando

anisotropia polar inclinada con angulo ¢ (TTI) (Zhang et al., 2005) esta dada por:

0*P , 2P
Gz = Voo sin 6 + (14 2n) v, cos® o] v =
2 2 2 .2 aQP
+ [V2 cos® ¢ 4 (1 4 2n) v2 sin® ¢ )
0*P
+ [szo — (14 2n)v2] s1n(2gb)a 5
84]:”5 & (3.11)
— V2 U277 (2 — SSIH2(2¢)> W
N*F
‘/;)0 n/r, sin (2¢) +UP0 nmon Sln(4¢) 81'823
84 O*F
Vo nnSln(4¢) 1302 -5 po nnSln (2¢)a 40

donde v,, es la componente de la velocidad de la onda P en direccion del eje
de simetria del medio, v,, es la velocidad NMO, 1 es el parametro de anisotropia
definido por Alkhalifah (ver ecuacién 16), ¢, es el angulo de inclinacion, 6, es
el angulo que forma el eje de simetria con la direccién de propagacion, F' es
un campo auxiliar (ver ecuacion 3.9), € y § son los parametros de anisotropia
(Thomsen, 1986).

3.1.5. Esquema numérico de la ecuacion de onda.

Para construir los esquemas numéricos de la ecuacion (3.10), se parte de los
operadores derivadas deducidos en las ecuaciones(2.73) y (2.74). Sustituyendo

los operadores en las ecuaciones (3.7) y (3.8) se logra para la ecuacion (3.7),

Ft = 2F) — F'ol + (AP, (3.12)
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Para la ecuacion (3.8),

92P 92P 92P o'F
h——] 2 2 e 2 - 9 2772
gz~ L2 (8:1:'2 ) T, g 2 (8952822)

a b c

Llamaremos a, b y ¢ a las constantes subrayadas para mayor simplicidad. Por lo

e (#P\ #p (0
Ot? ¢ ox? 022 ¢ 012022 )

El operador para la segunda derivada cruzada es:

tanto:

IF :4Fi1?j _ Q(Fﬁrl,j + Fi?j-i—l + Fz‘n—l,j + ang—l) + FZL,]'H
022022 (Az)?(Az)?
By 1 T Fi
(Az)*(Az)?

(3.13)

Por lo tanto reemplazando en la ecuacion (3.8), los operadores derivadas se

obtiene:

n+1 n n—1 n m n n n m
Py —205+ Py <Pi+1,j — 2P + Pz‘—Lj) 1 (Pz‘7j+1 — 2P + Pi,j—l)

(At)? (Az)? (Az)?
+ (AR = 2(F 0y + Fl + B+ B ) + Fl
mn n n —1
+ L R ) (Az)2(Az)?

At 2
Pl = 2P + P = A_$) la- (P, — 2P + Py )]

—)) (4Fz‘,j —2(F L+ Fz‘,j—l))

+(52) [ (P —202, 4 P )
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Despejando el termino P}

At
P =om - (50) o (R, 22 4 P )
At ?
+(5r) [ (Pl =202+ P )
(3.14)
+(5 ) ) (4FL = 2 4 Py + g+ Fly )
( ) (Fiir g + Fiijo + Fly i + Fly o)

Similarmente, se realiza el mismo proceso para obtener el esquema numérico,

pero esta vez en un medio acustico con anisotropia polar inclinada (TTI). Obte-

niendo:
P{ffl = 0iC [Pﬁrly 2Pzn] + P{ll,j} + 02C [Pzngﬂ o 2Pi7,lj + Pznj 1}
b3C n n n n
1 —— (Pl — Pl — Py PRy )
b,C
_A4_hQ [4Fi7j - 2(171;17]' + F;',jfl + Fi+1,j + E,jJrl)
+Fi1j1+ Figij-1 + Figr o + Fifl,j+1}
—b5C' [F} jyo — 4F; j1 +6F,; —4F, j_1 + F; j_o] (3.15)
bsC
+ﬁ(Fi+l,j+2 - 2Fi+1,j+1 + 2Fz‘+1,j—1 - Fi+1,j—2
—F 1 jro+2F 1 j01 —2F 1+ Fisqjoo1)
bC
_ihz( 241 — Figoj1 +2F 1 jo1 + 2Fi 5
+Fi1j41 — 2F 11 — Figji1 — Fiogj1)
—bsC [Fi—l-2,j - 4Fi+1,j + 6Fz‘,j - 4Fi—LJ‘ + Fi—lj]
Donde b; = [V2 sin® ¢ + (1 4 2n) v2 cos® ¢ v2, by = [V2 cos? ¢ + (1 + 2n) v2sin® @] ,,
by = [V2 — (1 + 2n) v2] sin(2¢), by = V2vin (2 — 3sin*(2¢)) , b §sz0 vansin®(2¢),
At?

bg = V0 vinsin(4¢),y C

-

Ah?

)
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3.1.6. Implementacién numérica de la ecuacion de onda.

Representando los valores numéricos del campo de onda en los nodos malla (ver

Figura 21), se obtiene:

Figura 21: Esquema de discretizacion 2-D, donde el subindice (i, j) varia en cada
direccion

ﬂ
P i1
Ah
Pj
PL,]
P
Py Pi Piyy

p;j.ﬂ =P3 y P ;=P2i+ 1,9),
Plnj =P2 y F)inil,jil =P2(i£1,j£1), (3.16)

Piilj_lzpl Y B?]§1:P2(7;>jil)-

De forma anéloga se realiza para los distintos campos auxiliares utilizados en las
siguientes aproximaciones acusticas, donde se obtiene finalmente el esquema
numeérico, en este caso para la ecuacién diferencial parcial acoplada propuesta
por Alkhalifah (2000).

P3(i, j) =c* (etal(i, j) « (P2(i +1,j) + P2(i — 1, 7))

3.17

+2x (1 — (etal(i, j) + v2(i, j)) = ¢) = P2(i, j) — P1(i, j) 817

_ 2xeta(i, j) * vl(i, j) * v2(4, j) x c
(Ah * Ah)

(4% F2(i,7)
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25 (F2(i = 1,§) + F2(i,j — 1) + F2(i + 1,5) + F2(i.j + 1))

+F26i—-1,j - 1)+ F2(i+ 1,7 — 1)+ F2(i+ 1,5+ 1)+ F2(i—1,j + 1)),

donde,

Realizando el mismo procedimiento que se realiz6 para la ecuacién (3.1.6), se

logra obtener el esquema numérico para la ecuacion (3.7).
F3(i,5) = 2% F2(i,5) — F1(i,5) + (At % At) x P2(i, §). (3.18)

donde se escogi6 un paso de malla homogéneo, es decir Az = Ax = Ahy se ha
reemplazado las constantes a, b, y c.
En el caso de anisotropia polar inclinada (TTI) obtenido en la ecuacion (3.15) se

logra:

F3(i,§) =2 % F2(i, j) — F1(i, §) + (dt = dt) * P2(i, §):

P3(i,j) =cx (A(i, §) = (P2(i + 1,7) — 2% P2(i, j) + P2(i — 1,5))
+ B(i, ) % (P2(i,j + 1) — 2% P2(i, j) + P2(i,j — 1))
+ O ) % (P2(i+1,j+1)— P2(i+ 1,5 —1) = P2(i — 1,j + 1)
+ P2(i— 1,5 —1))/4 — D(i,§) * (4 % F2(i, )
— 2% (F2(i — 1,§) + F2(i,j — 1) + F2(i + 1, ) + F2(i,j + 1))
FF2(i—1,j— 1)+ F2(i+1,j— 1)+ F2(i + 1,5 +1)

)
FF2(i — 1,5 + 1) /(dx % dz) — E(i, §) % (F2(i, ] + 2)
(3.19)
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F3(i,7) =2 % F2(i,§) — F1(i,7) + (dt * dt) x P2(i, 5);
P3(i,j) =c* (A(i,§) * (P2(i + 1,5) — 2% P2(i,5) + P2(i — 1, 7))
+ B(i,j) * (P2(i,j 4+ 1) — 2% P2(i, j) + P2(i,j — 1))
+C3, )%« (P2(i+1,j+1)—P2(i+1,j—1) = P2(i —1,j + 1)
+ P2(i— 1,5 — 1)) /4 — D(i,j) % (4% F2(3, )
— 2% (F2(i — 1,7) + F2(i,j — 1) + F2(i + 1,5) + F2(i,j + 1))
+F2(i—1,j—1)+F2(i+1,j—-1)+ F2(i+1,7+1)
+ F2(i — 1,7 + 1)) /(dx * dz) — E(i,5) * (F2(i,j + 2)
— 4% F2(i,5 + 1)+ 2% F2(i,5) — 4% F2(i,5 — 1) + F2(i,5 — 2))/(dz)?
+ F(i,5) % (F2(i+ 1,5 +2) = 2% F2(i + 1,7 + 1)
+2% F2(i+ 1,5 —1) = F2(i+1,j —2) — F2(i — 1,/ + 2)
+F2(i—1,j+1)—2x F2(i — 1,5 — 1)+ F2(i — 1,j — 2))/4 * (dz)?
—F(i, )% (F2(i+2,j+1) = F2(i+2,j —1) = 2% F2(i + 1,j + 1)
+2% F2(i+ 1,5 — 1)+ 2% F2(i — 1,5 + 1)
—2xF2(i—1,j —1) = F2(i — 2,5 + 1)+ F2(i — 2,j — 1)) /4 * (dx)*
— E(i,j) % (F2(i +2,j) — 4% F2(i + 1,5)
+2% F2(i,j) — 4% F2(i — 1,5) + F2(i — 2,7))/(dz % dx))

+ 2% P2(i,5) — P1(i,5);
donde,
etali, ) =00,
A(i, 7) =Vp0(i, ) * VpO(i, j) * sin(phi) * sin(phi)
+ Vnmo(i, j) * Vnmo(i, j) * (1 + 2 % eta(i, j)) * cos(phi) * cos(phi);

(
B(i,j) =VpO(i, 5) * Vp0(i, j) * cos(phi) * cos(phi)

+ Vnmo(i, j) * Vnmo(i, j) * (1 + 2 % eta(i, j)) * sin(phi) * sin(phi);
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C(i,4) =(Vpo(i, j) * VpO(i, j)
— Vnmo(i, j) * Vmo(i, j) * (1 + 2 x eta(i, j))) * sin(2 * phi);
D(i,7) =Vp0(i,j) * VpO(i, j) * Vamo(i, j) * Vnmo(i, j)
s etali, ) * (2 — 3 % sin(2 * phi) * sin(2 * phi));
E(i,7) =(0,5) « Vp0(i, j) * Vp0(i, j) * Vnmo(i, j)
« Vnmo(i, j) % eta(i, j) * sin(2 * phi) * sin(2 * phi);
F(i,7) =Vp0(i,7) * VpO(i, j) * Vnmo(i, j) * Vnmo(i, j)

s eta(i, ) * sin(4 x phi);

3.1.7. Deduccion de la estabilidad numérica y dispersién nu-

mérica para ecuacion de onda

Basados en lo que se realizd en la seccion (2.13), y con la idea de evitar la dis-
persidn numérica y la inestabilidad numeérica, se utiliza las condiciones y reglas

usadas en caso el caso isétropo. Donde el paso de la malla de satisfacer:

Adypas < ;JTZ'” , (3.20)

donde S es el numero de muestras por la minima longitud de onda y v,,;, €s la
velocidad minima. Se logra que el esquema numérico sea estable en un esquema
de diferencias finitas, cuando el paso de tiempo es lo suficientemente pequefio

para satisfacer la condicién de estabilidad (Jin et al., 2010).

L= (3.21)

donde a, es:

a=Wi(a; + ag) (3.22)

58



a1 =(1 4 2642)(2 — D),
ay =+/1 + 26maz(1 + ),

b = cos® 0sin(2¢) + sin(26)(sin ¢ + cos ¢).

donde W es la suma absoluta de los valores de los coeficientes del esquema
en diferencias finitas en este caso W = 4, 0 el angulo de fase y ¢ el angulo
de inclinacion en un medio con anisotropia polar inclinada (TTI). Cuando ¢ =
0 grados esto se reduce a un medio con anisotropia polar vertical (VTI). Por
lo tanto, para los esquemas numéricos presentado en las ecuaciones (3.12) y

(3.14), las correspondiente condicién de dispersion y estabilidad es:
Az < 0,694 (3.23)

At < 0,00017 (3.24)

Para el caso del esquema numérico de la ecuacion (3.15), se obtienen las si-
guientes condiciones:

Az < 1,088 (3.25)

At < 0,00031 (3.26)

3.2 ECUACION DE ONDA ACUSTICA PARA MEDIOS CON
ANISOTROPIA TIPO VTI PROPUESTA POR HUANG

A partir de la ecuacién de velocidad de fase para un medio elastico con anisotro-
pia tipo VTI deducida en la ecuacién (2.45), se realiza una nueva aproximacion a
la raiz cuadrada para obtener la ecuacion diferencial para medios con anisotropia

tipo VTI propuesta por Huang et al. (2011).

. 2 .. 9
B o, f ) 2e sin? _ 8(e —0)sin”fcos?
72 = 1+ esin”f 2+2\/(1—|— 7 7 )
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3.2.1. Aproximacion de la velocidad de fase para medios acus-

ticos con anisotropia polar vertical

Aplicando lo asumido por Alkhalifah (2000), donde el parametro f = 1y sustitu-

yendo este valor en la ecuacion (2.45), se consigue:

2 2 2 5 .29 29
V(0) :1+€sin26—1+1\/<1+255m 9) _ 8(e —0)sin”fcos

2 2 1 1 ’

1 1
= 1+ esin?f — 5 + 5\/(14—25511129)2—8(5—5)sin29cos29,

1 1
=3 + esin® § + 5\/(1 + 2esin? 0)2 — 8(s — §) sin? f cos? 0,

= 1+ 2esin®0 + \/(1 + 2esin? )2 — 8(c — §) sin?  cos? 6. (3.27)
Para simplificar la ecuacion (3.27), denotaremos
A =1+ 2esin?6,

B = sin? 6 cos? ¥, (3.28)

C = 1+ esin’6.

Simplificando, las ecuaciones (2.45) y (3.27), se escribe en términos de las cons-

tantes anteriores.

2 14 2esin?0 — 1) — §) sin? 0 cos?
V(e):1+5sin29—i+i\/<1+ + 2esin” 0 ) _ 8(e —0)sin”fcos 9’

Vio 2 2 f f
V3O) foof A—1\> 8(c—0)B 3.99
W_O—EJFE\/(MF f>_ o (3.29)
QV;(f) — A+ /A2 —8(c —0)B. (3.30)
p0

Para obtener la ecuacion de onda acustica, se necesita eliminar la raiz de la
ecuacion (3.30), por lo tanto se eleva ambos lados al cuadrado. Por ejemplo en
Alkhalifah (2000), Zhang et al. (2003) y Zhou et al. (2006), deducen la ecuacion
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(3.30) basados en el método de elevar al cuadrado ambos lados de la ecua-
cion. Por tanto, se necesita encontrar un polinomio en términos de Ay B para
aproximar la raiz cuadrada de la ecuacion (3.30). Con el fin de mantener la pe-
riodicidad de V() con respecto al angulo de fase, por lo tanto se supone que e

es un numero real, e que satisface:

VA2 —8(c —0)B = A+ 2ev/2|c — 0| B. (3.31)
El proximo paso es determinar el valor de e realizando dos suposiciones:

e Si\/2le —4d|B=0,enestecaso B=00 (¢ —4J) = 0. En este caso la ecua-
cidén (3.31) quedaria expresada A = A. Asi todo valor e puede satisfacer la

ecuacion (3.31). Pero por conveniencia se tomara e= 0.

e Si \/2|e — §|B # 0, se puede despejar e de la ecuacion (3.31) entonces:

VA —8E-0B-A 532)

2y/2|e = 4|B

Combinando las ecuaciones (3.28) y (3.32), se puede observar que e es funcién
de los parametros de Thomsen (¢ y §). Asi como del angulo de fase 6. Para cual-
quier posicion en el espacio los dos parametros de Thomsen son conocidos pre-
viamente, por lo tanto e solo depende de 6. A fin de derivar la ecuacion de onda
acustica, se necesita saber el valor de e pero este valor debe ser independiente
de 6. Por lo tanto se necesita encontrar una constante e., que sea independiente

de 0 y un promedio de e.
N

=7 — % S e(0:) (3.33)

=1
donde N es un entero positivo y 0 < #; < 27. Aproximando el valor e en e., se

sustituye en la ecuaciones (3.31), por lo tanto:

VA2 —8(s—0)B = A+ 2e./2|c —d|B. (3.34)
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Para determinar el valor e. se le hara un micro ajuste al valor corriente, es decir
se le cambia el valor e, a un intervalo que contiene el valor corriente y selecciona
la minima diferencia entre los valores de ambos lados de la ecuacién (3.34), este
proceso se implementa de la siguiente manera:

Primero cambiando los N e; valores (i=1, 2, 3..., N) donde N es un numero entero
positivo en [e. — d,e. + d](d > 0) con igual espaciamiento y computando la co-
rrespondiente diferencia entre los valores de ambos lados para cada valor e;. Se
selecciona el minimo valor de diferencia de ¢; y luego se determina e.. Una vez

el valor e, sea determinado, se sustituye la ecuacién (3.34) en (3.30), resultando:

V2(0)
2 A+ A+ 2e./2c—0|B,

Vio
2
2‘/_(;9) = 2A + 2e.4/2|e — 4| B,
%
p0
V2(6
(2) = A+e.\/2e —0|B, (3.35)
Vo

sustituyendo las variables A y B en términos de los parametros de Thomsen 'y
los coeficientes de anisotropia (e, d) en la ecuacion (3.35), se obtiene /la aproxi-

macion de la velocidad de fase para un medio con anisotropia tipo VTI 2-D.

= 1+ 2esin®0 + e./2|e — | sin? f cos? 6. (3.36)

3.2.2. Curva de velocidad de fase para la onda P en un medio

acustico con anisotropia polar vertical

Las curvas de aproximacion de velocidad de fase para medios acusticos se ob-
tienen segun la ecuacién (3.36), esta curva es obtenida para la onda P en un
medio acusticos con anisotropia polar vertical (VTI), considerando los siguientes
valores para las velocidades V,, = 3000(m/s), Vi = 2121(m/s), los parametros
de anisotropia de Thomsen ¢ = 0,2, § = 0,1y e. = —0,34 la constante propuesta

por Huang (2011).
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Figura 22: Velocidad de fase en coordenadas polares de la onda P, con V,, =
3000(m/s), Vo = 2121(m/s), e = 0,2, = 0,1y e. = —0,34 en un medio VTI.
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3.2.3. Deduccion de la ecuacion de onda

A partir de la ecuacién (3.36) se puede derivar la ecuacién de onda acustica
en un medio con anisotropia polar vertical (VTI) 2-D. Recordando la identidad

trigonométrica

sin? 0 + cos?0 =1

V2(0)

0
P

= (1+2¢)sin®0+ _1 -cos®d + e.\/2]e — §|sin® § cos® O (3.37)
~—— ~~ —_————

p0
c1 ©2 c3

Para simplificar, se define:
cC1 = 1+ 2¢

=1 (3.38)

c3 =ec\/2le — 4.
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Por lo tanto la ecuacién (3.37) puede escribirse como:

V2(6)

—— = ¢;8in%0 4 ¢y cos? 0 + ¢5sin? 0 cos? 6. (3.39)
Vio
P

Por otra parte, una onda armoénica se dice que es plana si la fase de la amplitud

compleja esta dada por la ecuacion de un plano.

donde k = #*(«, 3, ) son los nimeros de onda, a = sinf, y v = cos0.. Si se re-

emplaza las anteriores relaciones en funcion del seno y del coseno se obtendra:

. Ak
sinf, = 5
donde
\_ VO
f
sin 0, —VQ( ?f
sinf, = _ VO)k : (3.40)
w
igualmente para el coseno,
Mk,
cosfl, =—,
27
cos 6, —VQ( )f
Ak,
cost, = 5
_V(O)k:
COS ez —W,
cost, = V(é’)k’z‘ (3.41)
w
La ecuacién (3.39) se puede reescribir como:
V2(0 V2O)k2  V2ORE®  VAHO)k2K?
0) _ VO VR VORE (3.42)

Vi w? w? w*
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Eliminando V?(0) de la ecuacién anterior y simplificando, se llega:
1
W“’Q(kfc +k2) = ik + okl + (1 4 o + ca) KRS (3.43)
p0

Representando los campo de onda en los dominios de (frecuencia angular - na-
mero de onda) y (espacio - tiempo) como p(k,, k.,w) y P(z, z,t), se multiplica a
ambos lados de la Ecuacion (3.43) por el campo de onda p(k., k.,w) y aplicando
la transformada de Fourier inversa para k, — —id/0x, k, — —id/0z y finalmente
w — 10/0t. Se obtiene la ecuacién de onda acustica para un medio VTI en el
dominio de (espacio - tiempo).

%wz’(k‘i +k2) - p(k, ey w) = ik - plka, kayw) + kL - plky, ke, w)

+ (Cl + o + @,)kikf : P(kma ksz)v

+ C2

1 (84P(x,z,t) 84P(x,z,t)> . O'P(x, 2,t) O'P(x, 2, t)
— — ¢

2 2942 2A+2 4 4

% 0x20t 0220t Ox 0z (3.44)
M )84]3(:6, 2, 1)
AT TS Ty g,
Por simplicidad del modelo numeérico se define un campo auxiliar:
O?P(x, z,t)
S = —or (3.45)
Asi la ecuacién (3.44) se transforma en:

1 [0*S 0%S P P P

% (w ﬁ) :Clw—FCQW—F(Cl—FCQ—FCg)W. (346)

Donde c1, ¢2 ¥ ¢3 son calculados por medio de la ecuacién (3.38). Se puede ob-
servar que el valor e.. es funcién de los parametros de Thomsen, ¢ y ¢. Pero, dado
un medio, los valores de e. pueden ser pre-calculados es decir, pueden ser co-
nocidos de manera inmediata. Por lo tanto, todos los coeficientes de la ecuacién
de onda acustica (3.46) son determinados a través de la ecuacioén (3.38). Asi el
célculo de los valores de e, no logran consumir tiempo computacional en la se-

cuencia del modelado del campo de onda. Por tanto, las ecuaciones a modelar
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son:

1 (025 0%*S otp orpP
% 922 9.2 201@+02w+(01+02+03)
_ Pp(z,21)

5 ot?

o'P

022022’

3.2.4. Esquema nhumérico de la ecuacion de onda

(3.47)

Los esquemas numéricos para las ecuaciones (3.45) y (3.46) se realiza del mis-

mo modo como se hizo para las expresiones (3.1.6) y (3.18). Por tanto, para la

ecuacion (3.1.6) se obtiene:

PIt = 0Py - P (A28

Para la ecuacién (3.18), se escoge (Ax = Az = Ah) obteniendo:

n 1 n n n n
Si =1 (Si,j—H + 571+ Sy, T Si—l,j)

)

— (Vher) Piay = 4Py T 00, = 4R + Bty
" 1(Ah)?

—(V2e) Ply — AP + 6P — AP + PP,
" 1(Ah)?

)

_VpQO(Cl—FCQ—FCg) 4(Ah)2

n

(4P2n] — 2P+ P+ P+ P )

2 b

)

mn mn n
(ERTRE D IRR IR o AR IT ‘Pil,jl)

3.2.5. Implementacion numérica

(3.48)

(3.49)

Para implementar numéricamente la ecuacién (3.48) y (3.49), se discretizan los

campos del mismo modo como se realiz6 en la expresidon de la ecuacion (3.16).

Logrando:

P3(i,j) = 2% P2(i, j) — P1(i,§) 4+ (At % At) * 52(i, §):
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SQ(i,j) :411 [S2(i + 1,j) + SQ(i - 1,j) + SQ(i,j + 1) + SQ(i,j — 1)]
, A B C
G ( [<4Ah>2] o [(mh)?] tlatata) Msz ’
(3.51
donde,

A=P2(i +2,j) — AP2(i + 1,§) + 6P2(i, j) — AP2(i — 1, j) + P2(i — 2, )
B =P2(i,j 4 2) — 4P2(i,j + 1) + 6P2(i, j) — 4P2(i,j — 1) + P2(i, j — 2)
C=(4-P23i,j) =2 (P2(i —1,§) + P2(i,j — 1) + P2(i + 1,§) + P2(i,j + 1))

+P2(i—1,7—1)+P2(i+1,j— 1)+ P2(i+1,j+ 1)+ P2(i—1,j+1))
(3.52)

3.2.6. Deduccion de la estabilidad numérica y dispersion nu-

mérica para ecuacion de onda

En analogia, como se realiz6 en la seccién (3.1.7) se determina la condicion de

dispersion y estabilidad numérica a partir de las ecuaciones (3.20) y (3.21).
Az < 0,694 (3.53)

At < 0,00010 (3.54)

3.3 ECUACION DE ONDA PSEUDO-ACUSTICA PARA
MEDIOS CON ANISOTROPIA TIPO VTI PROPUESTA
POR X. DU

La anisotropia sismica en muchas areas de observacion, por ejemplo en el mar
del norte, las colinas canadienses y el golfo de México, los métodos de migra-
cién convencionales para la obtencién de imagenes sismicas son insuficientes
en estas areas debido a que son tratadas como medios is6tropos. Los cientificos

han implementado dos maneras de realizar modelado de la ecuacién de onda
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y migracién en medios con anisotropia, pero esto se realiza bajo aproximacio-
nes pseudo-acusticas. Por lo tanto, para obtener la ecuacién de onda pseudo-
acustica en un medio VTl 2-D es necesario partir de la relacion de dispersion
deducida anteriormente en la ecuacion (21).

wt = [Vok + VK2 w? + Vi (vh — V2)k2K?

x Tz

donde k., y k. son las componentes del nimero de onda, V, es la velocidad de
la onda P propagandose en el medio con angulo de 7/2, V,, es la velocidad de
la onda paralela al eje de simetria, v,, es la velocidad (NMO) y w la frecuencia

angular.

3.3.1. Aproximacion de la velocidad de fase para medios acus-

ticos con anisotropia polar vertical

A partir de la relacién de dispersion presentada en la ecuacion (21) (ver Apéndice
6), se puede obtener la aproximacion de la velocidad de fase haciendo uso de

las relaciones mostradas en la ecuacion (2.30). Por tanto:

V(0) \/[(1 + 2¢) sin® @ + cos? «9] >4+ 8 [(0 — €)] sin® § cos? 0
=4
Vo 2 (3.55)
(14 2¢)sin® @ + cos? 6
5 .

La ecuacion (3.55) es la expresién para la velocidad de fase en un medio acus-
tico con anisotropia polar vertical, obtenida a partir de la relacién de dispersién

propuesta por Du et al. (2008)
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3.3.2. Curvas de velocidad de fase para las ondas Py SV en

un medio acustico con anisotropia polar vertical

Las curvas de aproximacion de velocidad de fase para medios acusticos se ob-
tienen segun la ecuacion (3.55), la curva es obtenida para la onda P en un medio
acustico con anisotropia polar vertical (VTI), considerando los siguientes valores
para las velocidades V,, = 3000(m/s), Vio = 0(m/s), los pardmetros de anisotro-
pia de Thomsene = 0,2y 6 = 0,1 (ver Figura 23).

Figura 23: Velocidad de fase en coordenadas polares de la onda Py la onda SV
con Vo = 3000(m/s), Vio = 0(m/s), e = 0,2y § = 0,1 en un medio VTI.
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3.3.3. Deduccion de la ecuacion de onda

Aplicando la transformada de Fourier inversa a la ecuacion (21), se obtiene la
ecuacion diferencial parcial referente a este caso, donde k, = —i0/0x, k, =
—10/0z y w = i0/0t. Se logra:

84 2 84 2 64 2,2 2 84
o~ Ve \awzae) ~ Vo \ Gz ) ~ Vo = V) \Gragez ) =0 (890
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Multiplicando la ecuacion (3.56) por el campo ¢(z, z, t)

0'Q . 0'Q . [ 0'Q 200 ooy 0'Q Y _
Tt~V (iom) ~ b (giom) ~ bt =2 (gp) =0, 07

Esta es una ecuacién diferencial parcial acoplada de cuarto orden en el tiempo.

Pero se puede transformar a una ecuacién diferencial de segundo orden en el

tiempo, aplicable cuando (¢ — 0 > 0). Por tanto se define:

2
p— %Tg?. (3.58)

Sustituyendo la ecuacién (3.58) en la ecuacion (3.57), se obtiene una ecuacién

diferencial acoplada de segundo orden en el tiempo.

R Ve 7Q 3.59
o2 T ox2 P92 wltn = Ve) 012022 ) (3-59)
Ademads, simplificando la ecuacion (21), se obtiene (ver Apéndice 6):

w? + (V2 = V2)k
2

2
w? = V2E + { } Vioks.

w

Multiplicando por el campo p(w, k., k.) la anterior ecuacion.

Pt (2 = V2R
w2p(wv kam kz) - Vx2kach(w7 kr? kz) + { ( wQ ) ’ p(w’ kﬂ“ kz):| ‘/1720]{;3 (360)

N /
-~

Se utiliza una campo auxiliar para la parte subrayada de la ecuacién (3.60) y se

define como ¢((w, k., k.). Reescribiendo la ecuacion (3.60) se tiene:
Wp(w, kg, ko) = VEKIp(w, ko, k) + Vigk2q(w, ko, k2), (3.61)

donde: 24 (2 VIR
w? + Up — Vi )Ry
B 'p(w7k27kz)7

(3.62)
w2q(w, ke k) = w2p(w, ke, k) + (vi — Vf)kfcp(w, kyy k).
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Aplicando la transformada de Fourier inversa a las ecuacion (3.61) y a la ultima
expresion de la ecuacion (3.62) se obtienen las ecuaciones diferenciales parcia-

les de onda pseudo-acustica para medios VTI (Du et al., 2008).

2 2 2
TP 0P 070 (3.63)
ot? ¥ Ox? 022
0?Q 0P ) 5 O2P
o~ op Ve
Sustituyendo la ecuacién (3.63) en la ecuacion (3.3.3), se logra:
9%Q No> , 0°Q 0P 502
B = o T Vg Y ~ g
0%Q o?P 0%Q
e~ U t Vg (3.64)

Las ecuaciones (3.63) y (3.64) son las ecuaciones de onda pseudo-acustica aco-
pladas para medios con anisotropia tipo VTI. A continuacién se presentan las

ecuaciones a modelar.

PP P 0
ot? * Ox? P2 9z2

3.65
9%Q B , 0*P , 0%Q ( )
o2~ gz T g

3.3.4. Esquema numeérico de la ecuacion de onda

Los esquemas numéricos para las ecuaciones (3.63) y (3.64), se obtienen del

mismo modo como se realizé para las expresiones (3.50) y (3.51).

Se inicia la ecuacion (3.63).

n+1 n n—1
By = 2P + B

(At)?

:v2(

P

41,5

(Az)?

71

— 2P + P, .
)

i1 — 2Q5; + Q.

(Az)?

)



Estableciendo para las dos ecuaciones, que Az = Az = Ah, y despejando el

termino P!, Se tiene:

At\?
Pt =or - Pyt (57 ) (V2 (P 2P0 4 70

(3.66)

AN ) )
+ E [‘/PO ( ij+1 QQM + Qi,jfl)] .

Realizando el mismo proceso, se logra el otro esquema numérico para la ecua-
cidn (3.64).

n+1 n n—1 n n n n n n
o200 QL (Pl =25+ Py o (Qijn — 200 + @
+ Vo

(AD)? — (Az)? (A2)?
2
Qi =2Qm. — Q- + ﬁ [UQ (p,” _9p" 4 pn )}
%,J 1,] 1,J Ah n i+1,5 1,J i—1,j

(3.67)

At 2 2 n n n
WA [Vio (QF 1 —2Q7; +Q71)]

3.3.5. Implementacion numérica

Para las ecuaciones (3.66) y (3.67) se definen los campos numéricos del mismo
modo se hizo en las ecuaciones (3.16), (3.50) y (3.51). Por tanto, el esquema

numeérico en funcion de la nueva representacion de los campos numéricos es:

P3(i, ) =2 % P2(i, j) — P1(i, )
+ o ((01(2,5) * v1(3, ) = (P2(i + 1, 7) — 2% P2(i, j) + P2(i — 1, ))

+ (v2(4, ) * v2(i, §)) * (Q2(4, 7 + 1) — 2% Q2(4,5) + Q2(4,5 — 1))),
(3.68)

+cx ((v3(i,7) *v3(i, 7)) * (P2(i + 1,7) — 2% P2(i,7) + P2(i — 1, §))

(3.69)
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donde,

v1(i, j) = Vi,
v2(i, j) = Vpo,
v3(i,7) = v,

_ Ay’
C = Ah .

3.3.6. Deduccion de la estabilidad numérica y dispersion nu-

mérica para ecuacion de onda

Se parte de la ecuacion (3.65), y elaborando el mismo proceso que se hizo en
las secciones 2.12 y 2.13 para obtener la condiciones de estabilidad numérica y

dispersion numérica. Por lo tanto, para la ecuacién (3.63), se tiene:

Poej((n—&-l)wAt—ikmAx—mkzAz) :2P06j(muAt—ikmAm—mszz) . Poej((n—l)wAt—ikxAz—mszz)

T

2
+ (ﬁ) [Poej(nwAt—(i—&-l)kxAx—mszz)} V2

>
>

[\

N — N~
[N}

|:2P06j(nwAtfiszxfmszz)} V'IQ

_|_

_l_
7~ N 77 N 7N 7 N

cle e Kk bk

[Poej(nwAt—(i—l)kxAm—meAz)] ‘/;2

&+ S

[Qoej(nwAt—(i—Q—l)szx—mkzAz)] ‘/;]20

< >

[QQ()Gj (nwAt—ikgy Az—mk, Az)} ‘/;)20

2
> [Qoej(nwAt—(z—l)kwAa:—mszz)] ‘/;)20

+
R

Dividiendo la anterior expresion sobre el (nwAt=tkzAz—mkzAz)

A B At ? e A e A
Pyed @A) —op) — peiwAl) 4 (A_h> [Poe ikadz) _op 4 pellkats )} Vf

AN L A e A
’ (m) [a0e ™% = 2Q0 + Qo]
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. A At 2 A A
Pyped@AD 2Py 4 Pye I@AD = (_Ah> [Poe_](k“'m) —2F + Poej(kwm)} V7
At (ke A2) (k2] 172
+(S2) [Que 03 — 20y + Que o7 v,

Dividiendo entre 2 y recordando que:

el? + =30 o (0
T—COSQ, cos) —1 = —sin (§>
Se obtiene:
AN, )
Py(cos(wAt) — 1) = N (V22 (cos(k,Az) — 1) Py + Vo (cos(k,Az) —1) Qo] ,

At At\? ke A -y (kA
APy sin? (WT) :/(E> [Vf sin’ ( 5 x) Py + Vpysin® ( 5 Z) Qo} ;

o (WAL [ (VRARN? (kA Qo (VAN ) (hAz

sin ( 5 )— (Am sin 5 + P \ Az sin 5 (3.70)
Analogamente, para la ecuacion (3.64) resulta:

o (WALY Qo | (vaAE\? |y (kA VoA, (kAz

sin ( 5 )- 2 (A:c sin 5 + Ao sin 5 (3.71)

Sustituyendo las variables v,, y V,. para las relaciones de dispersion de las ecua-

ciones (3.70) y (3.71). Se consigue:

sin’ (%“) = (VioAt)? [% sin” (sz x) ' (%) <A12>2 o (sz ﬂ

-~

A

(3.72)
o (WAL o[ Fo (1+26) . 5 (kiAz 1, (kA2
sin ( 5 ) = (VoAt) [Qo (Ar)? sin 5 +—(Az)2 sin” | —— |

B
(3.73)
Definiendo las variables Ay B, se logra:
sin? <WTN> = A= sin (WTM) = VA,
(3.74)

sin? <WTN> =B = sin (%At) =VB.
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Despejando w de las expresiones de la ecuacion (3.74),

2

W= Ry sin = (VA), (3.75)
w= % sin”'(V/B). (3.76)

Reemplazando en las ecuaciones (3.75) y (3.76) las variables Ay B. Se llega:
2 o [(L+20) . (helz Q) 1, (EAN]\Y
W= < sin ((VpoAt) { (Br)? sin 5 + R, ) (A2)2 sin 5 ,
(3.77)

1/2
2 ([R5 () e (2)])

(3.78)

Asi, el valor de w es maximo cuando el sin? es maximo, es decir sin? ~ 1. Por lo

tanto, el valor maximo de w para los dos casos es:

w= 2 gin! ((vpom)? [“ 2, (@) L Dm, (3.79)

At (Ax)? Py ) (Az)?
W= 2 ! [R+20) 1 T\ 3.80

Tomando el paso Az = Az = Ah y las amplitudes P, = ¢y, Se obtiene:

o 2 . _1 [ ‘/pOAt 1/2_

w = sin ( N ) (24 2¢) | (3.81)
2 [ VAt 12

w = < sin ( N > (24 20) | (3.82)

El intervalo donde la funcién sin™! es real, es en (—1,1) (ver figura 24). Por lo

tanto, para fines del trabajo se desea un rango [0, 1). Asi,

VoAt 1/2

<A< 2= /2 =

0<AL < AR ) [2(1 +5)] Amaza
V()At 1/2

<B< (-2 2(1 = Baa-

05 < (B R+ o) - B
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Figura 24: Parte real de la funcién sin™!(x).

1.5

Parte real

aresin(x)

Pero en el intervalo de 0 < A < 1 w es imaginaria, haciendo w real ene | intervalo

del1 < A<1A,.Yyanalogamente para B1 < A <1 B,,... Entonces,

— V;DOAt 1/2
Az = < N ) 2(14¢)]/" > 1,

[ VAt 1/2
Bz = ( N ) 2(1+d)]7° >1.

Por lo tanto el At, para las dos ecuaciones en diferencias finitas se definen:

VB ! (3.83)
Ah \/5[1 + 5]1/2’ '
Vit 1
Ah T a1+ 9]
Ah
At > (3.84)

V2[1 + 012V
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Para obtener la condicion de dispersion numérica, se parte de la definicion de

velocidad de fase:
w
e

Ufz

Dividiendo sobre el numero de onda k, las ecuaciones (3.77) y (3.78).

w
VrA = E’
2 (1+2) ., (kAx Qo .o [k Az
R e (MOM\/{ Ao M\ T2 ) TR\ T2 )] )
UfB = %

o= g ([ () e (5]

Ahora dividiendo sobre v, las anteriores expresiones.

vpa 2 [(1+2e) ., (k. Ax Qo . o5 (k.Az
v okAtH ((VpoAt)\/_ (Ax)? S 2 +P0(Az)2 S 2 ’

v 2 [Py (1420) . o (kAz 1 ., (kA2
= oA ((VPOAt)\/_Qo (Ar)? sin 5 + e sin 5 :

Definiendo las siguientes constantes.




kA kAZ\ Y2
”fTA - kaAt sin! (lﬁ sin (Tx) + B, ( ;)} ) . (3.86)

Las ecuaciones (3.85) y (3.86) representan la relaciones de la velocidad de fase

vra Y vrp, cON la velocidad del medio .

Por lo tanto las condiciones de dispersion y estabilidad numérica para los esque-

mas numéricos de las ecuaciones (3.66) y (3.67), son:
Az < 0,350 (3.87)
At < 0,00013 (3.88)
3.4 ECUACION DE ONDA PSEUDO-ACUSTICA PARA

MEDIOS CON ANISOTROPIA TIPO TTI PROPUESTA POR
FLETCHER ET AL.

Para obtener la ecuacion de onda pseudo-acustica para medios con anisotropia
tipo TTI 2-D (Fletcher et al., 2008), se parte analogamente de la expresién que
se utilizé para la seccién 3.3.3, pero esta vez en tres dimensiones. Para esto
denotaremos & como la rotacién del nimero de onda debido a la inclinacién del

medio en estudio. Por lo tanto, reescribiendo la ecuacion (21):

wh = | V(K2 + k2) + V2E? | w? + V2 (02 = V2) (k2 + k2)k2. (3.89)
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3.4.1. Aproximacion de la velocidad de fase para medios acus-

ticos con anisotropia polar inclinada

En analogia como se realizé para las ecuaciones (2.47) y (3.2) se logra la veloci-

dad de fase en un medio acustico con anisotropia polar inclinada:

2

V(o.9) _ V1A +20)sin%(0 — 9) + cos?(0 — ¢)]” + 8(6 — )] sin(6 — ) cos?(6 — o)

V2 2

p0

(L+2¢) sin(6 — 6) + cos”(6 — 9)
* 2

(3.90)

3.4.2. Curvas de velocidad de fase para las ondas Py SV en

un medio acustico con anisotropia polar inclinada

Las curvas de aproximacion de velocidad de fase para medios acusticos se ob-
tienen segun la ecuacién (3.90), la curva es obtenida para la onda P en un medio
acustico con anisotropia polar vertical (VTI), considerando los siguientes valores
para las velocidades V,, = 3000(m/s), Vso = 0(m/s), los parametros de aniso-
tropia de Thomsen ¢ = 0,2y 6 = 0,1. Las curvas se presentan para diferentes
valores de ¢, para un angulo ¢ = 30, ¢ = 45, ¢ = 60y ¢ = 90 (ver Figuras 25 -
28).

3.4.3. Deduccion de la ecuacién de onda
La relacion entre k y k se da por la siguiente matriz de rotacién R.

cosfcos¢p  cosfsing sinf
R= —sin¢ cos ¢ 0

—sinfcos¢p —sinfsing cosf
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Figura 25: Velocidad de fase en coordenadas polares de la onda Py la onda SV
con Vo = 3000(m/s), Vs = 0(m/s), e = 0,2, 6 = 0,1 con un angulo ¢ = 30 en
medio TTI.
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Figura 26: Velocidad de fase en coordenadas polares de la onda Py la onda SV
con Vo = 3000(m/s), Vs = 0(m/s), e = 0,2, 6 = 0,1 con un angulo ¢ = 45 en
medio TTI.
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Figura 27: Velocidad de fase en coordenadas polares de la onda P y la onda SV
con Vo = 3000(m/s), Vso = 0(m/s), e = 0,2, 6 = 0,1 con un angulo ¢ = 60 en
medio TTI.
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Figura 28: Velocidad de fase en coordenadas polares de la onda Py la onda SV
con Vo = 3000(m/s), Vso = 0(m/s), e = 0,2, 6 = 0,1 con un angulo ¢ = 90 en
medio TTI.
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Por lo tanto los k estan definidos de la siguiente forma:

~

ky cosfcos¢p cosfsing sind k.
Ey = —sing cos ¢ 0 | ky
?C\z —sinfcos¢p —sinfsing cosd k.

k, =k, cos B cos ¢ + kycos@sin¢ + k. sin 0
ky = — kysin ¢ + k, cos ¢ (3.91)
l%z = — kysinf cos ¢ — k, sinfsin ¢ + k, cos 6

Haciendo un analisis de la ultima ecuacion del Apéndice 6, se observa que la

expresion subrayada no es mas que k2, deducido previamente en la ecuacién

(25). Por tanto, se definen las variables f; y f, de la siguiente forma:

fi = k2 =k2sin® 0 cos® ¢ + k2 sin O'sin” ¢ + k2 cos® 0
+ 2 [kyky sin® 0 sin ¢ cos ¢ — kk. sin 6 cos 6 cos ¢ (3.92)

— 2 [kyk, sin 0 cos 0 sin ¢

fo =k + 12:3 =kZ+ ki + k?k? sin? 0 cos® ¢ — k:; sin? fsin® ¢ — k2 cos® 0

+ [—kyky sin® 0 sin(2¢) cos ¢ + k,k. sin(260) cos ¢]

(3.93)
+ [kyk. sin(26) sin ¢
fo=k+E + k- fi
f1 =k2sin? 6 cos® ¢ + k‘z sin? 0 sin? ¢ + k? cos® 0
+2 [kwk’y sin? 0 sin ¢ cos ¢ — kyk, sin @ cos 0 cos gb] (3.94)
— 2 [kyk, sin 6 cos 0 sin ¢
fo =k2 + k; + k2~ fL. (3.95)

Reescribiendo la ecuacion (3.89) en funcion de las variables f; y f», se obtiene:

wh = [V2fo + VA A] w? + V2 (02 = V2) fi fo. (3.96)
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Aplicando la transformada de Fourier inversa a las variables f; y fs, se obtienen

los operadores H; y H,, dados de la siguiente manera:

o? o? o?
H, =sin? 0 cos® p=— + sin® fsin? p— + cos? =
0x? 0y? 022
) ) ) (3.97)
+ sin” 0 sin(2¢) 929y sin(26) cos ¢8x6z sin(26) sin ¢8y8z
=2 02 2 g (3.98)

“ o2 T op 02

Operando la ecuacién (3.96), se obtiene (ver Apéndice 6):

, (3.99)

W= V2f2 + V%fl luﬂ il (U% _ Vf)fg}
x P

w?
multiplicando la ecuacion (3.99) por el campo P(w, ky, k., k)

w? + (v2 — V2

T

w2p<w,kx,kzz,k’z)=V;3fzp(w,krz,kx,kz)+%%f1{ 2 )fz-p} (3.100)

N /
-~

Del mismo modo como se realizé la seccion 3.3.3, se define el campo auxiliar
Qw, bz, ky, k).

(U2 + (0721 B Vx2)f2

q(w, bz, Ky, k) = p(w, kg, kg, k). (3.101)

Por lo tanto la ecuacion (3.100) en funcion del campo auxiliar ¢(w, k,, k,, k) que-

da escrita:

W p(w, ky, kzs k) = V2 fop(w, ko, ko, k) + Vg fra(w, ka, Ky, k). (3.102)
Desarrollando la ecuacion (3.101), se logra (ver Apéndice 6):

W2 q(w, kg, ko, k2) = Voo fra(w, ky, Koy k2) + 02 fap(w, by, Ky, k2) (3.103)

Aplicando la transformada de Fourier inversa a las ecuaciones (3.102) y (3.103),

se obtienen las ecuaciones de onda pseudo-acustica para medios con anisotro-
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pia tipo TTI.

2

S D@2 ) = VP HaP(w, 2,1) + VG HiQ(w, 2, ) (3.104)

2

QT2 1) = V2H\Q(x, 2,t) + v Ho P(2, 2, 1) (3.105)

3.4.4. Esquema numérico de la ecuacion de onda

La construccion de los esquemas numéricos de la es ecuaciones (3.104) y (3.105),
se obtienen del mismo modo como se realiz6 en las secciones 3.1.5,3.2.4 y 3.3.4.

Se inicia con la ecuacién (3.104).

prtl _opn 4 pn-l pr. . _92pr L pn n.
%,] 2,7 1,] :VQ i+1,j5 %,] i—1,7 QH 2,7+1 .
e S (Ba)? ot aep
2@” + Q” i1
—VAH, (TR W)
i ()

Estableciendo una malla homogénea para el esquema numérico Ax = Az = Ah

y despejando el termino P{fjl. Se obtiene:

At

n+1 __ n n—1
Pyt —orn - P+ (5

2
> [VZH, (Pl — 2P+ Py )]
(3.106)

AL\, n " n
+ A_h [V;D()Hl ( ij+1 2Qi,j + Qid—l)} )

Analogamente se logra el esquema numérico para la ecuacion (3.105),

=

n+1 n n—1 n n n n
v —2Q0; + QY 27 (PiJrl,j — 2P + Pz‘l,j) V2 H, < i,j+1) 7

(At)? ! (Az)? P (Az)?
207 + Q74
_‘/;)20]_-[1 < EAZ)QJ 1)7
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despejando el termino Q’;jl, se logra:

At\?
Qut =20l - @iyt + (57 ) [o2Ha (P, =280+ L)

3.107
Ar ( )

2
+(55) A (@ - 201+ Q1))

donde,

5 o [ 0*\" o [ 0P\ 0% \"
H, = sin” 0 cos” 0 (ﬁ) - cos 7 (@) | + sin(260) cos ¢ (8x82)

%,J 1,7 %,J

?\" 2 \"
= (@)m * (@)m -

Las derivadas representadas de esta forma, denotan la discretizacion espacial y

temporal en la malla de propagacion.

3.4.5. Implementacion numérica

La implementacién numérica de las ecuaciones (3.104) y (3.105), se obtiene del
mismo modo como se realizé en la seccidén anterior, Por lo tanto, el esquema

numeérico en funcién de esta nueva representacion sera:

P3(i, §) =2 « P2(i, j) — P1(i, j)
+ox (va(i, §) * (P2(i + 1,5) — 4% P2(i, j) + P2(i — 1,5) + P2(i,j + 1)
+ P2(3i,j — 1)) — A(i, §) * (vz (i, §) = (P2(i + 1, §)
— 2% P2(i,§) + P2(i — 1,5)) — VpO(4, j) = (Q2(i + 1, 4)
—2xQ2(3,j) + Q2(i — 1,5)))
(3.108)
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P3(i,j) =2+ P2(i, j) = P1(i, )
+ex (vx(i, ) * (P2(i + 1,5) — 4 % P2(i,5) + P2(i — 1,5) + P2(i,j + 1)
+P2(i,j — 1)) = A(i, j) * (v (i, j) * (P2(i + 1, J)
— 2% P2(i, j) + P2(i — 1,7)) = VpO(i, j) = (Q2(i + 1, )
— 2% Q2(i,j) + Q2(i — 1,5)))
— B(i,j) * (va(i, j) * (P2(i, 7 + 1) — 2% P2(i, j)
+P2(i,j — 1)) = VpO(i, j) * (Q2(i,j + 1)
—2%Q2(i,5) + Q2(i,j — 1)) — C(4,7) * (vx(i, 5) * (P2(i + 1,7 + 1)
— P2>i—1,j+1) = P2(i+1,j — 1)+ P2(i — 1,j — 1))
= Vpo(i,j) » (@20 +1,j +1) —Q2(i —1,j + 1)

—Q20+1,j-1D)+Q2(—1,j-1))));

Q3(i, j) =2 % Q2(i, ) — Q1(i, j) + c * (Vnmo(i, j) * (P2(i + 1, j)
— 4% P2(i,j) + P2(i — 1,5) + P2(i,j + 1)
+P2(i,j = 1)) + A(i, §) * (VpO(i, ) * (Q2(i + 1, 5)
—2%Q2(i,5) + Q2(i — 1,7)) — Vmo(i, §) * (P2(i + 1, 7)
= 2% P2(i, j) + P2(i = 1,5))) + B, 5) * (VpO(i, j) * (Q2(i, 5 + 1)
(,5) + Q20,5 = 1)) = (4,) * (P2(i,j + 1)
(4,7) + P2( )

— 2% P2(i, ) + P2(i,j — 1)) + C(i,§) % (VpO(i, j) % (Q2(i + 1,5 + 1)

— 2% Q)2 1,] — Vnmo(t

—@Q20—-1,j+1)-Q2(i+1,j-1)+Q2(—-1,j—-1))

—Vnmo(i,j) * (P2(i+1,j+1) — P2(i — 1,7 + 1)

= P2(i+1,j—1)+ P2(i—1,j - 1))));
(3.109)

donde,

Vnmo(i, j) =vp;

VpO(i, j) =Vio;
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A, 7) =sin(theta x MplI/(180,0))x
sin(theta * MpI/(180)) * cos(phi * MpI/(180,0))x*
cos(phi * MpI/(180,0));
B(i, j) =cos(theta « MpI/(180,0)) * cos(theta * MpI/(180));
C(i,7) =(0,5) * sin(theta * MpI/(180,0)) * cos(theta * Mpl/(180,0))x

cos(phi * MpI/(180,0));

3.4.6. Deduccion de la estabilidad numérica y dispersion nu-

mérica para ecuacion de onda

Se determinan las condiciones de estabilidad y dispersidon numérica, por medio
de las expresiones de las ecuaciones (3.20) y (3.21). Obteniendo los siguientes
resultados:

Az < 0,604 (3.110)

At < 0,00020 (3.111)
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Capitulo

ECUACIONES DESACOPLADAS PARA EL
MODELADO SISMICO EN MEDIOS CON
ANISOTROPIA VTI/TTI

Este capitulo presenta las ecuaciones diferenciales parciales desacopladas para
medios acusticos con anisotropia VTl y TTIl, expuestas por Zhan (2012). Previa-
mente se introduce el caso de la ecuacion de onda desacoplada en medios acus-
ticos con anisotropia VTI, obtenida a partir de la velocidad de fase exacta para
un medio elastico con anisotropia VTI (ver Apéndice 6). Basados en la velocidad
de fase se deduce la relacion de dispersion, para lograr obtener la ecuacién de
onda diferencial desacoplada con anisotropia polar o VTI. Luego, se aplica una
rotacidn al vector de onda, para posteriormente sustituirlo en la relacién de dis-
persidén ya determinada y obtener analogamente la ecuacion de onda acustica

desacoplada, pero esta vez en medios con anisotropia tipo TTI.
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4.1 APROXIMACION DE LA VELOCIDAD DE FASE PARA
MEDIOS ACUSTICOS CON ANISOTROPIA POLAR
VERTICAL (VTI)

Para obtener la velocidad de fase en este caso, se parte de la expresion de velo-
cidad de fase exacta para medios VTI reescrita por Tsvankin (2011) y mostrada

anteriormente en la seccidn 6 (ver Ecuacion (2.44)).

2 ) 2 . . 92
V(9>_1+€Sin29_iii\/<1+2asm 9) _ 2(e —d)sin® 26

Voo 2 2 f f '
V(o) fo o, 2esin’6 2e — ) sin®20 - f7
Vo = Lt esinif o5 2( +T) \/1_ 7(f + 2esin® 0)2
V2(0) f f 2¢ sin” f 2(e — ) sin?20 - f

Vo = L esintl 2 5(1+T) \/1_ (f + 2esin?0)?

V2() ! i ( 2¢ sin® 9)  2(e — §)sin?(26)
VO —1+€Sln 0 2 9 1‘|‘—f 1 f<1—|—2€s}n29)2 ) (41)

p
J/

'

donde ¢ es el angulo de fase medido respecto al eje de simetria axial, el signo
mas (+) corresponde a la onda Py el menos (-) corresponde a la onda S. Pestana
et al. (2011) reescribi6 la ecuacién (4.1) y expandio la raiz subrayada a primer
orden de la siguiente manera, v1 — X =1 — X/2.

f 1—1——2851“29 2 2 ( 255in26>2 < Zasin29>2
( ) F (14 2t f1 2t

J 1 2(e — ) sin®(20) 1| 2(c —6)sin? 26 ~ (e=9) sin? ¢

Sustituyendo la aproximacion de la raiz en la ecuacién (4.1).

2 2 S ain2
VV(QG) ~ 1+ esin?f — g 12"’ ( N 2e sin 9) - (e —0) s%n2 92 |
§ ! e )
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VZ2(0) o, f g [1 N 2¢sin’ (¢ —4)sin?6 4.2)

~1+esin“f — =+ 7 — —p
f<1+—f )

2
Vi 2
Asi, para desacoplar las ecuaciones diferenciales se selecciona el sigo positivo

(+) para la onda P y el signo negativo (—) para la onda SV de la ecuacion (4.2).

— .2
V< ~ 1+ esin® 9/ £+58m 9— (e —0)sin"f

V 1 4 255}1129) ’
2 . .9
|4 (20) ~ 14 2esin?6 — (e —9) Sl.112 0 . (4.3)
‘/pO 2) (1 + 255}11 9>
Para la onda SV,
mNu;%ﬁQ/___i/%ﬁg/_l_ (5—5)sm29
V;)O 2 (1 + 2e sin 0)
VZ2(6) f (e—4)sin*6
rl-f-5+ N 4.4
Vid 2 2 (14 2t (4

Las ecuaciones (4.3) y (4.4) representan la aproximacion de la velocidad de fase

tanto paralaonda Py SV.

2 .2
v <29) ~ 1+ 2esin® 6 — (€ = 9)sin (29)2 ondaP.
Vo 9 <1 4 285}1126)
V() (e — &) sin?(20) (4-5)
s~ 1l — f+ 3 ondaSV.
V;;JO 2 <1 + Qas}n29>

4.2 APROXIMACION DE LA VELOCIDAD DE FASE PARA
MEDIOS ACUSTICOS CON ANISOTROPIA POLAR
INCLINADA (TTI)

De forma similar como se realizd en las anteriores expresiones de velocidad de

fase, se realiza en esta seccion de este capitulo para medios con anisotropia
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polar inclinada (TTl). Obteniendo:

2 . .2 .
V.9) (92’ ?) ~ 1+ 2esin’(0 — ¢) — (€~ 0)stn’(2(0 QZ) onda P.
V;JO 9 (1 + 25811’12(97(]5))
! (4.6)
2 _ ) . .
1% (92, o) 1S (e — 6)sin?(2(0 ¢2)) onda SV,
V;JO 9 (1 + 2e sin2f(97¢)>

Asi, las expresiones de la ecuacion (4.6) representan la velocidades de fase para
la onda Py onda SV.

4.2.1. Curvas de velocidad de fase para las ondas Py SV en

un medio acustico con anisotropia polar vertical

Las curvas de aproximacién de velocidad de fase para medios acusticos se obtie-
nen segun la primera expresion de la ecuacion (4.5) y segunda expresion para la
onda SV, la curva es obtenida para la onda P en un medio acustico con anisotro-
pia polar vertical (VTI), considerando los siguientes valores para las velocidades
Vo = 3000(m/s), Vo = 2121(m/s), los parametros de anisotropia de Thomsen
e=0,2y d=0,1 (ver Figura 29).

4.2.2. Curvas de velocidad de fase para las ondas Py SV en

un medio acustico con anisotropia polar inclinada

Las curvas de aproximacion de velocidad de fase para medios acusticos se
obtienen segun las expresiones de la ecuacion (4.6), estas curvas son obteni-
das para las ondas P y SV en un medio acustico con anisotropia polar vertical
(TTI), considerando los siguientes valores para las velocidades V,, = 3000(m/s),
Vo = 2121(m/s), los parametros de anisotropia de Thomsen e = 0,2y § = 0,1.
Las curvas se presentan para diferentes valores de ¢, para un angulo ¢ = 30,
¢ =45, =060y ¢ = 90 (ver Figuras 30-33).
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Figura 29: Velocidad de fase en coordenadas polares de la onda P con V,, =
3000(m/s), Vo = 2121(m/s), e = 0,2y § = 0,1 en un medio VTI.
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Figura 30: Velocidad de fase en coordenadas polares de la onda Py la onda SV
con Vo = 3000(m/s), Vyo = 2121(m/s), e = 0,2, 6 = 0,1 con un &ngulo ¢ = 30 en
medio TTI.
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Figura 31: Velocidad de fase en coordenadas polares de la onda P y la onda SV
con Vo = 3000(m/s), Vs = 2121(m/s), ¢ = 0,2, § = 0,1 con un angulo ¢ = 45 en
medio TTI.
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Figura 32: Velocidad de fase en coordenadas polares de la onda Py la onda SV
con Vo = 3000(m/s), Vs = 2121(m/s), ¢ = 0,2, § = 0,1 con un angulo ¢ = 60 en
medio TTI.

Velocidad de fase en Medio TTI| 60 grados

4000
3000 |
2000 |-

1000 |

Onda P
Onda SV

Velocidad (m/s)
Q

—1000 |

—2000 |

—3000 |

—4000 — —
-3000 —1500 0 1500 3000

Velocidad (m/s)

93



Figura 33: Velocidad de fase en coordenadas polares de la onda Py la onda SV
con Vo = 3000(m/s), Vs = 2121(m/s), ¢ = 0,2, § = 0,1 con un angulo ¢ = 90 en
medio TTI.
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4.2.3. Deduccioén de la ecuacion de onda desacoplada en me-

dios con anisotropia tipo VTI

En esta seccién se muestra le ecuacion diferencial desacoplada en medios con
anisotropia polar vertical (VTI) propuesta por Pestana et al. (2011), La ecuacién

(4.5) es una buena aproximacion para la relaciones de dispersién cuando.

2(e — 6) sin® 26

f(l + 2esm2 2¢esin ) < 1’ (47)

sustituyendo las siguientes relaciones en la ecuacién (4.5), sind = V(0)k,/w y
cosf = V(0)k./w con k} = k7 + k7, donde w es la frecuencia angulary k., k, y k.

los numeros de onda. Se logra para la onda P:

V2(0 V29k’2 V2t9k’ 2e — 8§ sin 0 cos? O
(2 ) ~ ( 2) ( ) —I— 26 Sln 0 VQ(@)(g \)/'28(191’;]@ Coj 0’
Vo w w? £ 4 =t Es}n
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teniendo en cuenta que: sin® f + cos? § = 1. Entonces:

2 2 2(0) k2
Sin2 9 — V (92)]{;7" C082 9 _ V ( Q)kz
w w
VQ(Q) 2 2 2 w’
1= > (kX4 k) = V() = .

Sustituyendo lo anterior en la ecuacién (4.2.3), se consigue:

e [VEOR VEROR | VAOR AT
k2 + k2 Mo | T T TETLE 0T LLIORNEIOL +2sv52<§>ka ’

2 2 2 VIO (9(c — 5)k2K2

< v V(Ze)(1+2€)k3+V(6)k2 7 2le =0k k)

k2 + k2 w w2 z_%(<1+27€)k2+k§)

Llevando de nuevo a la forma V2(0) = .

20 2(0 20 2(c — 0)k2k?
V2O 1 gy VO VO [ e 0
2 e Y e e

VA(0) = Vi

Multiplicando ambos lados por w? y dividiendo entre V?(#) obtenemos la relacién

de dispersién para la onda P.

(4.8)

2(e — 0)k2k?
w? =V [(1+25)k§+k§——(6 )k, }

FE2+ k2
Para la onda SV, se hace el mismo proceso que se realiz6 para la ecuacion (4.8),

pero esta vez teniendo en cuenta la definicién de f, presentada en la seccion 6.

2 ) _ .. 9 2
V2(0) ~ Vg |1 — (X_VsQO)Jr (e —9)sin 9603.92
‘/pO <Sin2 0 + cos2 6 + 268}11 0)

% 2(e — &) sin?f cos? 0
Vo (sin2 0 + cos? ) 4 250 S}n2 9)

VA(0) = Vi

I

2(e — &) sin® f cos? 6
(sin2 0 + cos? 6 + ZEL;‘QQ)

V2
VZ(0) = V5 v—SQO(sin2 0 + cos®0) +
p0

)
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V3(0) = V2 V3 (VA0 L VHOR 2DV OR2RE
~ Vp0 _Von w? w? Vize)kg‘F%kz—F% s
_ I NN 740
2 Q 2 2 B 5 kaQ
w® Vi v (1 + %) k2 4 k2
V2(Q) (/2 T VQ(Q) 2(8 B (5)/{:2]{;2
V2 9 ~ V2 _SO kQ ]{:2 2k
( ) p0 w2 _‘/;)20 ( -+ Z) + >

(1+2) k2 + 82
De nuevo multiplicando ambos lados por w? y dividiendo entre V2(6) obtenemos
la relacién de dispersion para la onda SV'.

V2 2(e — 8)k2k?
2 _ 12 s0 ]{32 ]{32 r'Vz

ondaSV. (4.9)

Finalmente, se resumen las relaciones de dispersion, tanto para la onda P, como
para la onda SV.

2(c — 6)k2k?2
W =V3 {(1+25)k§+k§— T
V2 2(e — §)k2k?
2 _ V2 s0 k2 l{?2 r'Vz

ondaP.

(4.10)

ondaSV.
donde,

Vi
% f+2e LoyE T2
F = ]_ —I— _— = = 5
f f 1V
Vp0
sz()i‘/sz() + 26 Vp207V920+2EVp20
Vo _ v
Vp20 - Vs20 VpQO B vs20
2
VPO %

Por tanto, factorizando Vp% obtenemos el valor de F' en funcion de Vi, y V.

=

F:1+%—(1+2€)‘%_v“%

(4.11)
Voo = Vi
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4.2.4. Deduccion de la ecuacion de onda desacoplada en me-

dios con anisotropia tipo TTI

En la seccidn 4.2.3, se determind las ecuaciones desacopladas de onda acus-
tica para medios con anisotropia tipo VTI, en esta seccion se realiza el mismo
proceso para determinar la relacion de dispersion para medios con anisotropia
tipo TTI, pero esta vez se hace una rotacion vector de onda de forma equivalente
a como se elaboré en la seccion 3.4. Para esto se utiliza el ajusta del valor de la
componente paralela de la velocidad de la onda S igual a cero (V4 = 0). También
se aplica la hipétesis de anisotropia débil (paramentos de Thomsen muy peque-
Aos) y se introduce la matriz de rotacion R definida anteriormente para obtener
la relacion de dispersion en un medio TTI. Entonces escribiendo las relaciones
de dispersion de las ondas P y SV mostradas en la ecuacién (4.10), pero esta

vez para medios TTI, se tiene:

| o~ 2e — 6)k2R?
w? =V [(1+2e)k2 + k2 — %] ondaP.
T —l_ z
V2 o~ 2e — O)R2R? (#12)
w? =V | =3 (k2 + kD) + ——5%=—= ondaSV.
_Vpo k2 + k2

donde el valor de F = 1, k2 = k2 + Ej ks, k, y k. son los nimeros de onda en el
sistema de coordenadas rotado debido a la matriz R. Los valores de k. y k, se

obtienen a partir de la ecuaciones (25) y (27) (Ver Apéndice 6).

k2 =k? — sin? 0(cos® pk2 + sin® k2 — k2 + sin 20k, k,)

+ sin 26(cos gk, k. + sin ¢k, k),

R (4.13)
k2 =k + sin® §(cos® ¢k2 + sin® ¢k — k2 + sin 20k, k)
— sin 260(cos ¢k, k, + sin ¢k, k).
Por lo tanto se tiene:
24k =2+ k2 (4.14)
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Sustituyendo la ecuacién (4.13) y (4.14) en (4.12), y luego simplificando, se ob-
tienen las relaciones de dispersidon para medios acusticos con anisotropia tipo
TTl de las ondas Py SV en la version 2-D.

/{24

k2 + k2
4

w? =V | (k2 + k2 + (22 cos®0))

+ (2€sm 0 + 26 sin?  cos? (9) k2+k2

K3k,
k2 + k2
ko k?
k2 + k2

+ (—45 sin 26 cos? 6 + § sin 49) OndaP

+ (—4esin 26 cos® 6 + dsin 46)

(4.15)

+ (36 sin? 20 — ¢ sin? 20 + 26 cos? 29 ng
k2 + k2

LA

‘/82
< =Vi| s

(K2 +Kk2) + (e = 9) (281n 0 cos® Hk e
k2 . K3k,
e s

x z

+ 2sin’# cos® 6

ok , K2k
+ (— sin 40) EwE + (cos® 26 + cos 6) EEE Onda SV.

Multiplicando ambos lados de la ecuacion (4.15) por el campo de onda p(w, k., k)
en el dominio de Fourier, y luego aplicando la transformada de Fourier inversa
ambos lados haciendo uso de la relacién iw — 9/0t, se obtiene las ecuaciones
desacopladas de onda acustica 2-D en medios TTl para las ondas Py SV en el

dominio tiempo y numero de onda.

k4
k2 + k2

T z

1 0*°P
V2 or

=— { (k2 + k2 + (22 cos* 6 + 20 sin® 6 cos” 0))

K
k2 + k2
Ek.
k2 + k2
kph?
k2 + k2

+ (25 sin® @ + 26 sin® 0 cos? 6)

+ (—45 sin 26 cos? 0 + § sin 46’)

+ (—4e sin 26 cos® 0 + J sin46)

k2k?
+ (3esin® 20 — d'sin” 20 + 26 cos® 20) e } p
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1 82PSV V% 4
— — 002 g2 —6)( 2sin? 0 cos?h—L
V3o {‘/})20< ‘+kI)+ (e —0)| 2sin” b cos T
: K . K3k,
+281n29(:os2<9k2 —:kz +sm49k21k2 (4.16)
+ (—sin 49)]{:2 e + (cos? 26 + cos 0)m> } - psv

4.2.5. Implementacién numérica

La solucién numérica de la ecuacién (4.16) se dificulta al momento de ser dedu-
cida por medio del método numérico en diferencias finitas (FD) (Zhan, 2012). La
metodologia para implementar numéricamente la ecuacién (4.16), es aplicar in-
dividualmente a cada termino espacial la transformada de Fourier inversa y luego
multiplicar por el coeficiente que esta en términos de la variable espacial antes
de cada suma.

El método pseudo-espectral consiste en aproximar derivadas en una ecuacién
diferencial, utilizando la propiedad de la derivada de la transformada de Fourier
la cual es obtenida numéricamente con el algoritmo de la transformada de rapida
de Fourier o FFT (Cooley et al., 1965). Dada la funcion f(z) se expresa la trans-
formada de Fourier por k& el nimero de onda (Gazdag, 1978). La propiedad de la

derivada de la transformada de Fourier es:

of a7
o8 = Fikf (k)] (4.17)
para la segunda derivada:
0*f _ x
7o i) 1o

Reemplazando en la ecuacién (4.16), se obtiene la relacion de la discretizacion
de la ecuacion de onda desacoplada propuesta por Zhan (2012). Una vez los
operadores espaciales hayan sido evaluados por medio de esta técnica, la ecua-
cién (4.16) puede ostentar un ventaja usando el método de expansién rapida
(REM) (Zhan, 2012). EI método de expansién rapida (REM) en problemas de
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migracion tiempo reversa propuestos por Pestana y Stoffa (2010) para casos is6-
tropos han sido aplicados en casos de anisotropia VTI (Pestana et al., 2011).
REM es basado en términos de la expansién de los polinomios ortogonales de
Chebyshev (Tai-Ezer et al., 1987) y fue aplicado en modelado sismico por Kosloff
et al. (1989). El método de expansion rapida es una buena aproximacion en la
practica donde este es numéricamente estable y no presenta un comportamien-
to divergente en modelos de contrastes fuertes (Carcione et al., 2002), y cuando
se combina con el método pseudo-espectral para los operadores espaciales, la
propagacién de la onda es libre de dispersion numérica. Ademas, el estudio de la
estabilidad numérica en el modelado en medios con anisotropia polar inclinada
(TTI) para el caso de las ecuaciones desacopladas de laonda Py laonda SV es
mas estable que las ecuaciones acopladas convencionales en medios con an-
isotropia polar inclinada (Zhan, 2012). Sin embargo, en la practica la estabilidad
todavia se presenta y se logra observar en el campo de onda. Y por otra parte,
la presencia de las derivadas espaciales mixtas y cambios fuertes en los pa-
rametros de anisotropia, particularmente en los ejes de simetria desencadenan

problemas al momento de desarrollar el modelado.
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Capitulo

MODELADO NUMERICO EN MODELOS
SIMPLES PARA LA ECUACION DE ONDA
ACUSTICA EN MEDIOS CON
ANISOTROPIA POLAR VERTICAL E
INCLINADA

A continuacién se presentan los resultados obtenidos del modelado sismico con
anisotropia polar vertical e inclinada, basado en ecuaciones diferenciales en deri-
vadas parciales acopladas propuestas por Alkhalifah (2000), Zhang et al. (2005),
Huang et al. (2011), Du et al. (2008) y Fletcher et al. (2008). Estos resultados
muestran el campo de onda para un medio acustico anis6tropo con su respectivo
registro sismico. Se ha considerado anisotropia polar vertical para los casos de
Alkhalifah (2000), Huang et al. (2011), Du et al. (2008) segun los esquemas dis-
cretos en diferencias finitas presentados anteriormente en las ecuaciones (3.12)
- (8.14), (3.48) - (3.49) y (3.66) - (3.67), y medios con anisotropia polar inclinada
para los casos de Zhang et al. (2005) y Fletcher et al. (2008), segun los esque-
mas determinados en las ecuaciones (3.15) y (3.106) - (3.107).

Por otra parte, se presentan los valores de intervalo de muestreo espacial y tem-
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poral para cada caso propuesto en este trabajo, estos valores garantizan la esta-
bilidad y dispersion numérica de los esquemas desarrollados en anteriores sec-
ciones. Esto valores fueron determinados por medio de las ecuaciones (3.20) y
(3.21).

A continuacién, se presenta la tabla 1, esta se divide en dos columnas fundamen-
tales, medios is6tropos y medios anisétropos, la primera columna de la izquierda
muestra cada caso de estudio, donde C1, denota una capa y donde C3, denota
tres capas. Las especificaciones de cada situacion se presentan en las siguientes

secciones.

Tabla 1: Valores efectivos de intervalo de muestreo espacial y temporal para evi-
tar dispersion y estabilidad numérica en medios con anisotropia polar vertical e
inclinada.

Numero Isotropia Numero Anisotropia Numero
Aproximaciones de Axz(m) | At(s) | demuestras | Az(m) [ At(s) | de muestras
capas en el tiempo en el tiempo
. C1 0.694 0.00020 400 0.694 0.00017 400
Alkhalifah VTI c3 0.694 | 0.00071 800 0.694 | 0.00012 900
Huang VTI C1 0.694 0.00018 5000 0.694 0.00010 5000
C3 0.694 0.00010 6000 0.694 0.00010 6000
Du et al. VTI C1 0.694 0.00041 600 0.350 0.00013 600
C3 0.694 0.00021 800 0.350 0.00015 650
C1 0.694 0.00032 460 1.088 0.00031 740
Zhang etal. TTI c3 0.694 | 0.00017 1300 0.694 | 0.00013 1300
Fletcher et al. TTI C1 0.694 0.00018 800 0.694 0.00020 800
C3 0.694 0.00021 1100 0.694 0.00012 900

5.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ACOPLADAS PARA
MEDIOS ACUSTICOS CON ANISOTROPIA POLAR
VERTICAL

Considerando los esquemas discretos de las ecuaciones (3.12)-(3.14), (3.48)-
(3.49) y (3.66)-(3.67), se modela el medio acustico homogéneo considerando
anisotropia polar vertical para dos modelos simples, el modelo 1 consiste de una
sola capa horizontal homogénea y el modelo 2 consiste en tres capas horizonta-

les homogéneas.

102



Modelo de una capa horizontal

En el primer modelo se considera solo una capa horizontal, donde se obtiene
el campo de onda en un medio acustico con anisotropia polar vertical (VTI), se
consideran valores constantes a los parametros de anisotropia (¢, 0 y e.) (ver
Tabla 1 de Huang et al. (2011)). En todos los casos las dimensiones del modelo
son 500 (m) de longitud por 500 (m) de profundidad, la ondicula que simula la

fuente del pulso esta dada por la expresion (Scales, 1997):

fs(t) — [1 -9 (M)ZI {<wo<t2:t0)>27 (5-1)

donde wy Y t( es la frecuencia y el tiempo inicial del pulso. La fuente esté ubicada
en una posicién (250, 250) (m), la frecuencia fundamental de la ondicula es 60 H.,,
el paso de malla y paso temporal para evitar la dispersion y estabilidad numérica
es variable para cada caso (ver Tabla 1), la componente de la velocidad de la
onda P, es V,o = 1000 (m/s).

Caso 1: Medio isétropo.

En el primer caso, se obtiene el frente de onda esférico considerando un medio
acustico homogéneo isétropo, es decir los valores de los parametros de aniso-
tropia son igual cero, € = 0, 6 = 0, e. = 0 (ver Imagenes inferiores de las figuras
34 - 37).

El valor de las velocidades V,, V, y v,, se determinan por medio de las ecuacio-
nes (16) y (20), obteniendo:

Voo =1000(m/s)
V, =1000(m/s) (5.2)
v, =1000(m/s)

Caso 2: Medio con anisotropia polar vertical.
En el segundo caso, se considera un medio acustico homogéneo con anisotropia

polar vertical (ver Figuras 38 - 41), donde se consideran los siguientes valores
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para los parametros de anisotropia s = 0,2, 6 = 0,1 y e. = —0,38. Se obtiene el
frente de onda para la onda compresional P y la onda con menor velocidad, SV
para los casos de Alkhalifah (2000), Huang et al. (2011) y Du et al. (2008).

El valor de las velocidades V,, V, y v, para este caso, se determinan por medio

de las ecuaciones (16) y (20), Logrando:

Vyo =1000(m/s)
V, =1183,21(m/s) (5.3)

v, =1095,45(m/s)

Modelo de tres capas horizontales

Este modelo 2 consiste en tres capas ubicadas horizontalmente, el primer cam-
bio de litologia se encuentra a 120 (m) y el segundo a 160 (m). Las dimensiones
del modelo son de 750 (m) de longitud por 500 (m) de profundidad, la ondicula
que simula la fuente se ubica en la posicion (x, zy) = (375, 50) (m), la frecuencia
fundamental de la ondicula es 60 (H.), el paso de malla Ak y paso de tiempo At
estan determinados por las ecuaciones (3.20) y (3.21), presentados en la Tabla
(1). En el registro sintético se ubican 374 gedfonos a lado y lado de la fuente en
una posicioén g,, g, = (375,52) (m), donde el eje horizontal representa el of fset,
que es definido como la distancia entre la fuente y el receptor, el eje vertical re-
presenta la evolucién en el tiempo del campo.

Caso 1: Medio isotropo.

El primer caso, se considera un medio acustico heterogéneo isétropo, en don-
de, el valor de la velocidad en la primera capa isétropa es de V,, = 1000 (m/s),
la velocidad de la segunda capa es V; = 1500 (m/s) y la velocidad de la ulti-
ma capa es V3 = 1800 (m/s). Los valores de anisotropia son respectivamente
(61 =e2=63=0)y (0; =63 = 3 =0).

En las graficas 42 - 45 se presenta el campo de onda y el registro sismico pa-
ra un tiempo determinado. Se puede observar en las gréaficas, que al ubicar la

fuente en una capa isétropa, no aparece ningun rastro de la onda SV, ni en el
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modelado, ni tampoco en el sismograma (ver imagenes de las figuras 42 - 45).
Caso 2: Medio con anisotropia polar vertical.

En este caso, se considera un medio acustico heterogéneo con anisotropia po-
lar vertical, donde la primera capa posee un valor de anisotropia de e; = 0,2 y
6, = 0,1, con una velocidad de V,;; = 1000 (m/s), la segunda capa es totalmente
isétropa con una velocidad V5, = 1500 (mm/s) y la tercera capa se considera an-
isotropia "eliptica”, es decir los valores de anisotropia de Thomsen son iguales
(es = 05 = 1) y una velocidad V) = 1800 (m/s).

En la figuras 46 - 49 se presenta el campo de onda y el registro sismico para
un tiempo determinado por la tabla 1. Se puede observar en las figuras (46)-(49)
qgue a diferencia de las figuras anteriores, el efecto inherente de la onda SV para
los casos de Alkhalifah (2000) y Du et al. (2008), tanto en el campo de onda mo-
delado, como en el registro sismico, agregando ruido a la sefial distorsionandola.
Figura 34: Campo de onda en un medio acustico homogéneo isétropo, en un

tiempo de 2 (ms). El valor de las velocidades se presentan en la ecuacion (5.2)
(aproximacioén propuesta por Alkhalifah (2000)).
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—
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Figura 35: Campo de onda en un medio acustico homogéneo is6tropo, en un
tiempo de 1 (ms). El valor de las velocidades se presentan en la ecuacion (5.2)

(aproximacién propuesta por Huang et al., (2011)).
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Figura 36: Campo de onda P en un medio acustico homogéneo isétropo, en un
tiempo de 4 (ms). El valor de las velocidades se presentan en la ecuacion (5.2)

(aproximacién propuesta por Du et al., (2008)).
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Figura 37: Campo de onda @ en un medio acustico homogéneo is6tropo, en un
tiempo de 4 (ms). El valor de las velocidades se presentan en la ecuacion (5.2)

(aproximacién propuesta por Du et al., (2008)).
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Figura 38: Campo de onda en un medio acustico con anisotropia polar vertical,
en un tiempo de 1 (ms). El valor de las velocidades se presentan en la ecuacion
(5.2) (aproximacion propuesta por Alkhalifah (2000)).

Distancia (m)
(o] 100 200 300 400

300

Profundidad

400

107



Figura 39: Campo de onda en un medio acustico con anisotropia polar vertical,
en un tiempo de 1 (ms). El valor de las velocidades se presentan en la ecuacion

(5.2) (aproximacioén propuesta por Huang et al., (2011)).
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Figura 40: Campo de onda P en un medio acustico con anisotropia polar vertical,
en un tiempo de 1 (ms). El valor de las velocidades se presentan en la ecuacion

(5.2) (aproximacioén propuesta por Du et al., (2008)).
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Figura 41: Campo de onda @ en un medio acustico con anisotropia polar vertical,
en un tiempo de 1 (ms). El valor de las velocidades se presentan en la ecuacion
(5.2) (aproximacién propuesta por Du et al., (2008)).
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Figura 42: Campo de onda en un medio acustico estratificado homogéneo isoétro-
po (izquierda) y registro sismico (derecha), en un tiempo de 1 (ms) (aproximacion
propuesta por Alkhalifah (2000)).
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Figura 43: Campo de onda en un medio acustico estratificado homogéneo isétro-
po (izquierda) y registro sismico (derecha), en un tiempo de 1z (ms) (aproxima-
cidén propuesta por Huang et al., (2011)).
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Figura 44: Campo de onda P en un medio acustico estratificado homogéneo
isotropo (izquierda) y registro sismico (derecha), en un tiempo de 2 (ms) (aproxi-
macion propuesta por Du et al., (2008)).
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Figura 45: Campo de onda @ en un medio acustico estratificado homogéneo
isotropo (izquierda) y registro sismico (derecha), en un tiempo de 2 (ms) (aproxi-
macién propuesta por Du et al., (2008)).
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Figura 46: Campo de onda en un medio acustico estratificado homogéneo con
anisotropia polar vertical (izquierda) y registro sismico (derecha), en un tiempo
de 2 (ms) (aproximacion propuesta por Alkhalifah (2000)).
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Figura 47: Campo de onda en un medio acustico estratificado homogéneo con
anisotropia polar vertical (izquierda) y registro sismico (derecha), en un tiempo
de 7 (ms) (aproximacion propuesta por Huang et al., (2011)).
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Figura 48: Campo de onda P en un medio acustico estratificado homogéneo con
anisotropia polar vertical (izquierda) y registro sismico (derecha), en un tiempo
de 2 (ms) (aproximacion propuesta por Du et al., (2008)).
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Figura 49: Campo de onda @ en un medio acustico estratificado homogéneo con
anisotropia polar vertical (izquierda) y registro sismico (derecha), en un tiempo
de 2 (ms) (aproximacién propuesta por Du et al., (2008)).
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5.2 ECUACIONES DIFERENCIALES ACOPLADAS PARA
MEDIOS ACUSTICOS CON ANISOTROPIA POLAR
INCLINADA

Para modelar el campo de onda en un medio acustico homogéneo con aniso-
tropia polar inclinada o TTI, propuesto por Zhang et al. (2005) y Fletcher et al.
(2008), se consideran los esquemas numéricos presentados en las ecuaciones
(3.15) y (3.106)-(3.107), se modela los campos de onda considerando anisotro-
pia polar inclinada, de forma similar como se realizé en medios con anisotropia
vertical se consideran dos modelos, uno de una capa horizontal y un segundo

modelo de tres capas horizontales homogéneas.

Modelo de una capa horizontal

En el primer modelo se considera solo una capa horizontal, donde se obtiene el

campo de onda de un medio acustico con anisotropia polar inclinada (TTl). En
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todos los casos las dimensiones del modelo son 500 (m) de longitud por 500 (m)
de profundidad, la ondicula que simula la fuente del pulso esta dada por la ex-
presion presentada en la ecuacion (5.1) (Scales, 1997).

Caso 1: Medio isétropo.

En el primer caso consiste en una sola capa horizontal is6tropa con valores de
anisotropia ¢ = 6 = 0, la velocidad de la onda P, es V,, = 1000 (m/s) (ver Figuras
50 - 52).

El valor de las velocidades V4, V, y v, se han determinado anteriormente en la
ecuacion (5.2).

Caso 2: Medio con anisotropia polar inclinada.

El segundo caso consiste de una sola capa horizontal homogénea anisétropa
con valores de anisotropia ¢ = 0,2y 6 = 0,1, la velocidad de la onda P, es
Vy0 = 1000 (m/s), donde a diferencia del caso anterior se observa el efecto de la
onda SV en el modelado (ver Figuras 53 - 55). El valor de las velocidades V,, V,

y v, para este caso, se presentan en la ecuacién (5.3).

Modelo de tres capas horizontales

Este modelo consiste en tres capas ubicadas horizontalmente, las caracteristi-
cas del modelo son idénticas a las presentadas en el modelo de tres capas, en
el caso de las ecuaciones diferenciales con anisotropia polar vertical.

Caso 1: Medio isétropo.

En este caso se consideran tres capas horizontales homogéneas, pero con la
diferencia que las capas poseen valores de anisotropia iguales ¢; = 6; = 0,
g9 = 03 = 0y e3 =93 = 0, la velocidad de la primera capa es V;}O = 1000 (m/s), la
segunda capa posee un valor de velocidad V,; = 1500 (m/s) y la velocidad de la
Ultima capa es V5, = 1800 (m/s). En las figuras 56 - 58 se presenta el campo de
onda y el registro sismico para un tiempo determinado.

Caso 2: Medio con anisotropia polar inclinada.

El caso dos consiste de tres capas horizontales homogéneas con anisotropia po-

lar inclinada, donde el valor de velocidad de la primera capa es V,;, = 1000 (m/s),
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la segunda es V3 = 1000 (m/s) y en la Gltima capa V3 = 1800 (m/s). Los valores
de anisotropia son respectivamente ¢; = 0,2y 6, = 0,1, la segunda capa se con-
sidera is6tropa y la tercera capa se modela bajo la aproximacién de anisotropia
"eliptica” €3 = 63 = 1 (ver Figuras 59 y 61).

Figura 50: Campo de onda en un medio acustico homogéneo isétropo, en un

tiempo de 3 (ms). El valor de las velocidades se presentan en la ecuacion (5.2)
(aproximacién propuesta por Zhang et al. (2005)).
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Figura 51: Campo de onda P en un medio acustico homogéneo is6tropo, en un
tiempo de 1 (ms). El valor de las velocidades se presentan en la ecuacion (5.2)
(aproximacién propuesta por Fletcher et al. (2008)).
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Figura 52: Campo de onda @ en un medio acustico homogéneo is6tropo, en un
tiempo de 1 (ms). El valor de las velocidades se presentan en la ecuacion (5.2)
(aproximacién propuesta por Fletcher et al. (2008)).
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Figura 53: Campo de onda en un medio acustico homogéneo con anisotropia po-
lar inclinada, en un tiempo de 3 (ms) para ¢ = 45°. El valor de las velocidades se
presentan en la ecuacién (5.2) (aproximacién propuesta por Zhang et al. (2005)).
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Figura 54: Campo de onda P en un medio acustico estratificado homogéneo con
anisotropia polar inclinada, en un tiempo de 1 (ms). El valor de las velocidades
se presentan en la ecuacion (5.2) (aproximacién propuesta por Fletcher et al.
(2008)).
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Figura 55: Campo de onda @ en un medio acustico estratificado homogéneo con
anisotropia polar inclinada, en un tiempo de 1 (ms). El valor de las velocidades
se presentan en la ecuacion (5.2) (aproximacién propuesta por Fletcher et al.
(2008)).
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Figura 56: Campo de onda en un medio acustico estratificado homogéneo isétro-
po (izquierda) y registro sismico (derecha), en un tiempo de 1 (ms) para ¢ = 45°.
El valor para la velocidad es obtenido en la ecuacion (5.2) (aproximacion pro-
puesta por Zhang et al. (2005)).
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Figura 57: Campo de onda P en un medio estratificado acustico homogéneo
isotropo (izquierda) y registro sismico (derecha), en un tiempo de 2 (ms) para
¢ = 45°. El valor para la velocidad es obtenido en la ecuacién (5.2) (aproximacién
propuesta por Fletcher et al., (2008)).
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Figura 58: Campo de onda @ en un medio estratificado acustico homogéneo
isotropo (izquierda) y registro sismico (derecha), en un tiempo de 2 (ms) para
¢ = 45°. El valor para la velocidad es obtenido en la ecuacién (5.2) (aproximacién
propuesta por Fletcher et al., (2008)).
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Figura 59: Campo de onda en un medio acustico estratificado homogéneo con
anisotropia polar inclinada (izquierda) y registro sismico (derecha), en un tiempo
de 2 (ms) para ¢ = 45°. El valor para la velocidad es obtenido en la ecuacion (5.2)
(aproximacién propuesta por Zhang et al. (2005)).
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Fuente: Los autores.

Figura 60: Campo de onda P en un medio estratificado acustico homogéneo con
anisotropia polar Inclinada (izquierda) y registro sismico (derecha), en un tiempo
de 1 (ms) para ¢ = 45° (aproximacion propuesta por Fletcher et al., (2008)).
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Fuente: Los autores.
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Figura 61: Campo de onda @ en un medio estratificado acustico homogéneo con
anisotropia polar Inclinada (izquierda) y registro sismico (derecha), en un tiempo
de 1 (ms) para ¢ = 45° (aproximacion propuesta por Fletcher et al., (2008)).
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Capitulo

CONCLUSIONES

El modelado numérico en medios acusticos con anisotropia polar vertical es mas
eficiente en costo computacional, en comparacion con medios que tienen aniso-
tropia polar inclinada. Por lo tanto, desarrollar los modelos a partir de la hipétesis
acustica en medios VTI, es una buena eleccion debido a su reduccion de tiempo

computacional y aproximacién en la estructura del subsuelo.

Basados en las curvas de velocidad de fase en medios acusticos con anisotro-
pia polar vertical e inclinada, se observd que las aproximaciones son parecidas,
pero difieren cuando se compara con las curvas de velocidad de fase exacta en

medios elasticos, tanto para la onda P como SV'.

Se implemento soluciones numerica para el conjunto de ecuaciones diferenciales
parciales por medio del método de diferencias finitas, en donde se tuvieron en

cuenta condiciones de estabilidad y dispersion numéricas adecuadas.

Se construyeron e implementaron algoritmos computacionales que proporciona-
ron buenos resultados en su mayoria. Con respecto al modelado de los campos
de onda, se observaron las diferencias en el frente de onda y registro sismico
para los modelos propuestos con y sin anisotropia. Sin embargo, los resultados
obtenidos de la propagacion del campo de onda, no son los que se esperaban

para el caso de la ecuacion diferencial parcial propuesta por Huang, debido a su
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alta frecuencia a medida que se propagaba el campo en la malla.
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Apéndice A

Ecuacion de onda 1-D

Derivando parcialmente con respecto a ¢ y x la ecuacion (2.63)

P(x,t) = F(x +ct) + G(z — ct).

oP dF(x+ct) O(x+ct) dG(x—ct) Oz — ct)

ot d(z+ct) ot d(x — ct) ot
F c el —C (1)

= cF'(z + ct) — ¢G'(x — ct).

o*’r
—— =cF"(z+ct) — c(—c)G"(x — ct),
1L R ot ct) - c(—0)G (o ) o

= AF"(z +ct) + AG"(z — ct).

OP dF(z+ct) O(x+ct) dG(x—ct) Oz — ct)

or  d(z+ ct) oz d(z — ct) or
—_— —— )

= F'(z + ct) + G'(x — ct).

82P 1" 17
w:F(gijct)%—G(x—ct). (4)

Sustituyendo esto en la ecuacion de onda escalar dada por la ecuacion (2.62)

(ver Seccion 2), se obtiene:

AP (x4 ct) + G (v — ct) = E[F"(x + ct) + G (x — ct))]. (5)
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La ecuacion (5), concluye que una solucién general a la ecuacién de onda acus-

tica isétropa, es de la forma de la funcién P(z,t). blah blah
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Apéndice B

Estabilidad numeérica

Utilizando las identidades de Euler y del seno del angulo medio, se sustituye en

la ecuacién (2.78),se logra:
eIl 4 e=3°

2
.o (0
cos(f) — 1 = — 2sin 5

cos(f) =

At
cos(wAt) = (CA_Q:> cos(k,Ax)

o (31) (20 (29

2
.92 («U_At . 2 1 2 k’xAZU
sin ( 5 )—(cAt) (Br)? sin (

blah blah
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Apéndice C

Deduccidn de la relacion de dispersion a partir de la velocidad

de fase para un medio elastico VTI

Se deduce la relacion de dispersion a partir de la velocidad de fase para un medio
elastico VTI, deducido por Thomsen (1986) y reformulada por Tsvankin (1986) en

términos de los parametros de Thomsen.

VE(0)
vz

p0

f f 1+2581n29 2_ 8(¢ — ) sin” § cos?
2 2 .

= 1+ esin?—= + ~
f f

Para lograr la relacion de dispersion, se reorganiza los términos de la ecuacion

(2.45) y se eleva al cuadrado ambos lados de la siguiente manera:

V2(0 , 2 2 2esin20\>  8(c — ) sinfcos?
R ROl (B DR |

(i)2 (1+2£sin29)2_8(5—5)sin29c0829 _(VQ(G))Q
9 f f a VP20

V(0) oy ] A
—2( Vp% )(14—55111 0—§ + (14 esin 6—5 ,
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N\’ 4e%sin* @  4esin? 0 I\ [8(c — 8) sin? 0 cos® 0
(5) b= =) 5
V2(9) V2(9) 9 V2(9)
= (55) -2 () et -2 ()
—|—(1+€sin26)2—(1+€sin26)f—i—(i> ,
f F\? [4e%sin* 0 £\ 4esin®0 F\? [8(c — 6) sin 0 cos? 0
@@ () () - ()] |
V2(0)\° V2(0 V(8 ,
() () 2 (5 oo ( )
—l—(1+5sin26’) (1+5sm 0)f—|—%
f ? (4e2sin' 0 ) ( )246811120 _([)2 {8(5—5)81112(9005201_
(2> ( Y s 7 -

(5) -2 () 2 () -2 (f552) s o1

p0

(Y I
I

~ P

<=

SN

o >

N—

no

DO |~

+2esin?6 4+ e?sin? 0 — f — fsin®0f,

(o) -2 (58) 2 (5 o2 ()

+(1 — f) +2esin?0 — 2cf sin? O + 2 (¢ — &) sin® G cos* O = 0.

Recordando las relaciones entre las variables de velocidad de fase, numero de

onda y frecuencia angular,

W@=%, ky = |k|sing, k. = |k|cos,

sustituyendo en la ecuacién (6):

wr\? 1 5 w? 5 k:2 w? o 12
(2) w2 () = () ()« () /-2

ks
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w4 (UZ w2 CL)Q
o ) <_) Py (_> k) + <—) R+ B
s ) Eg) B

p0
+ (1 — £)(E2 + kD2 + 2ek2(k2 4+ K2)

— 26 fR2(K2+ K2) + 2f (e — O)K2k2 = 0,

W4> (WQ) (w2) (wQ) = =
=25 k22 | K2 -2 | = k§+(—)fk§+(—>fk:§
(77) 2(z v Vi) T\ v

+ (1= f)(E2 4+ 282K + k) + 2ek? + 2¢k2K2

— 2efki + 2e fK2KZ + 2f (e — 0)k2k2 = 0,

(L= P+ A=)+ 0= 2+ Dlks + 20— /)1 +e) +2(e — ) f] kzk?
w? w? ! 7)
- (V—) (2 )k - (V—) (21 +e)— I+ (V_> o,

Para mayor simplicidad de la ecuacion denotaremos a «, § y ¢ de la siguiente

forma:
a=(1- )
o= [ea-na+orae-ane- (&) e- ),
¢ = {(1 — N1+ 20)k7 - %(2(1 +e)— f)} kI + “
Reescribiendo la ecuacion (7) en funcién de las variables o, 8, y o, se obtiene:

ak?+ Bk? + ¢ = 0. (9)

Para reducir las expresiones de «a, 5 y ¢, se definen unas nuevas constantes
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Bi, B2, 1Y ¢a.
Br=2(1-f)1+e)+2(c—0)f)(2-f)

Bo=(2-F)
o =2(1+e)—f
po = (1= f)(1+ 2¢)

Sustituyendo las relaciones de la ecuacién (10) en (8).

(10)

O{:(l—f),
W2
ﬁz[ﬁk‘i—(—>ﬁ}
1 ‘/;320 2
:_52&12 1_&‘/;)20]%25
‘/;720 By w? |’
w? wt (11)
= |-= k2 + =
o [ Vp20¢1+¢2 m:|+‘/p%
w4 2 V4
_V_%[ _L;k92;¢1+§f¢2k4}
D
w Vp20 V20¢2
=— |1- = 1— Z2=Zk2 ).
o= |- e (- 5|

Aplicando el ajuste a la velocidad paralela al eje de simetria de la onda S igual a
cero (V4 = 0), el valor de f = 1. Por lo tanto las variables 5, 52, ¢1, ¢o, o, BY &

se reducen a:

/31 :2(6 — 5),
B2 =1,
; (12)
¢1 =1+ 2,
¢ =0.
Asi,
a =0.
% Vi
6] —@{1—2( —9) MQ} (13)
w4 2]{:3:
0 =v1 [1—(1+25) 1’32 }
p0
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Por lo tanto despejando k2 de la ecuacion (9)

k4B K+ ¢ =0,

Sustituyendo los valores de Sy ¢.

w4 Vp2 kagc
kz :/ 9 VQOk% ?
A [1-2e - 0) %7

_ V2 k2T
W/ [1 (1 + 2¢) Y0l
k2: p0 L @]

z 2 szolc?c"

w7 1 — 9(e — 5) 220l

) .
, W 1 — (14 2¢)-25~
kz = —— =,
2 V2 k2
Vio (1 — 2(e — §) 2=
L (JJ .
. , . V2 k2
Factorizando el término 2%=,

w

w?2

V2| veEee [,
Vo L(ﬁ—ﬂs—é))

w?2

VB (
2 w2 ) <V10202k§ — (1 + 26))

Sumando y restando 2§ en el numerador.

Yook (v — 20 -9 — (1+20))

12 w? | "oz \ V2R
z 172 2 s
Vo V’ff‘% <V§TQk§ —2(e — 5))
2 1.2 2 1.2
O G 0) et — (1+20)25 ] /1425
TV 12 — 5)mtt 1+20)

Asi, organizando términos obtenemos la relacion de dispersidn para medio acus-

tico con anisotropia tipo VTI 2D.

K2 =
Vo

(15)

VE(1+20)  w?—2V2(c —o)k2

V(1 +20) [ w? wk? }
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La ecuacion (15) puede ser expresada en el parametro de anisotropia n y la

velocidad NMO (N ormal moveout) que esta definida de la siguiente forma:

Unmol(0) = 0,(0) = Vooo/T+ 20

. Up, e—90 (16)
=05 (i )

1426

donde v, es la velocidad paralela al eje de simetria. Por lo tanto, la ecuacion (15)

gueda escrita de la siguiente manera:

2 2 21.2
kgzv_g[w_z_ QWkIQ 2] (17)
V;)O Uy, we = 2vn77k:r:

Operando la diferencia de la ecuacién (16):

k,? n

v [w! — 202k20? — v2k2w?
z Vp20 )

2,02 — Opdnk2
vaiw? — 2uink?

V;%(yguﬂ — nynki)krz = yg [w4 — QUinkrin — vikin] ,

v2

(W 2RDR = — [2020k2 4 2]

szow%i — 2%%@%77@/@3 =wt— [2@27}/{5 + viki] w?,

wt — [2v2nk2 + v2k2] w® — VPQOkaz + 2%%11277#1{3 =0,

T

wh = [(2n + Vvak? + Vgk2] w® + 2V3vinkik? = 0. (18)

wh = [k2 (2020 + vp) + VakZ] w? + Vawk — 2Vvinkik?.
Sustituyendo las relaciones de la ecuacién (16) en la anterior expresion, se tiene:

)
W = 202201 4967 é;%% F V(L4 20082 4 VAR2] o+ V2R (—2u),

Wt = [k2 (2V3 (e — 8) + VE(1+20)) + VK] w? + VER2AZ(—202n),

wt = [k (Vio(2e =20+ 14 26)) + VgkZ] w® + VR kIKZ (—2vin),
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wh = [K2V3 (26 + 1) + VRk2 ] w® + Vi k2kZ (—2vln). (19)

z ¥ p0

Sustituyendo los parametros n y v,, en la expresion subrayada.

~2iy = - |VhaeT )

= V3(26 — 2e) = V3 (26) — V5 (2¢).
Sumando y restando V;:

Vio(20) = Vio(26) + Vg = Vig = v = V7,

n T

donde V,, se define como:

V7 = V(1 +2e). (20)
Por lo tanto, sustituyendo esta expresion en la ecuacion (19), se tiene:
wh = [(Vio(2e + D)S + VigkZ] w® + Vig(vn = V2)kZkZ

Sustituyendo la velocidad de la onda s (1), definida arriba, se obtiene la relacién
de dispersion utilizada por Fletcher et al. (2008) para determinar la ecuaciéon de

onda acustica acoplada para medios con anisotropia TTI.

wh = [Vok2 + V2K w? + V(02 — V2)K2EK? (21)

Deduccidn de la relacion de dispersion en funcidn de slowness

Para determinar la relacién de dispersién en funcion de slownes p, se parte de
la ecuacion (14). Sustituyendo k; = fracwv;, donde slowness se define como el

inverso de la velocidad. Por lo tanto, retomando la ecuacion (17):

2 2 21.2
g2 Un (WS Wk
z 2 2 2 2 2
V;)O Un w 2Un77kz
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k:7:>>\:v/f,
— k=2
(Y

Por lo tanto sustituyendo el valor del nimero de onda:

2 (w2
w2 [ w? w <vg)
22 2T T2 _o,2.12
U3 V;)O v: W 2uZnk2

Dividiendo por w?.

RACESEET
N e’

Factorizando del termino subrayado w?.

r v2 1 (%)

n

=\ S ()

Sustituyendo por la definicion de slowness, se deduce la relacién de dispersién

en funcion de los slownnes p, Y p..

2 2

2 Un 1 Py
=—=\|=- : 22
Sz (v% 1 - 2@27719;%) &2
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Apéndice D

Ecuacion diferencial acoplada para medios VTI propuesta por

X. Du

A partir,

wt — [V2k2 + VakZ] w? = Vg (va — V2)k2E =0

T

o~ VIR — VAR — VAR — VIR =0

w' = V2kW® + VighZw?® + Voo (v — VIRZK?
Voo(vn — V2)kk?

2 1212 272
w” = V7k, + Vok; + 2

(vn — V2)k;
w2 = ng‘g + {1 + T ‘/;)20]6‘3

2 2 ‘/2 2
2 _ y/21.2 w (Un — x)kx 21.2
w =V k; + {—wz + — Viooks
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Apéndice E

Ecuacion diferencial acoplada para medios TTI propuesta por
X. Du

Para empezar, se determina k2, k. y luego k2, a partir de la ecuacion (3.91).

l%i = (kycos@cos ¢ + k, cosOsin g + k. sinb) - (k, cosf cos ¢ + k, cos 0 sin ¢
+ k. sinf)
/E:i = k2 cos® § cos® ¢ + kyky cos® fsin ¢ cos ¢ + kyk. sin @ cos 0 cos ¢
+ k; cos? @ sin® ¢ + kyk. sin 0 cos 0 sin ¢ + k, k. sin 0 cos 0 cos ¢
+ kyk, cos® Osin ¢ + k, k. sin 6 cos 0 sin ¢ cos ¢ + k2 sin*0),
k2 = k2 cos? 0 cos® ¢ + k cos® fsin® ¢ + kZ sin® 6
+2 [kg:k:y cos® §sin ¢ cos ¢ + k,k, sin @ cos 0 cos ¢ + k, k. sin 6 cos 6 sin gzﬁ] ,
k2 = k2 cos? 0 cos® ¢ + k; cos® fsin® ¢ + k? sin® 0 (23)
+ 2 [k;xk:y cos® §sin ¢ cos ¢ + k,k, sin @ cos 0 cos ¢ + k, k. sin 6 cos 6 sin gzﬁ] ,

k2 = (—kosing + ky cos ¢) - (— kg sin g + k, cos ¢), (24)

k; = k2sin® ¢ + k; cos® ¢ — 2k, k, sin ¢ cos .
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k2 =(—k, sin @ cos ¢ — k,sin@sin ¢ + k. cos0) - (—k, sin fcosp — k, sin O sin ¢
+k, cos0).
12;3 =k?sin? 0 cos® ¢ + kyky sin? 0sin ¢ cos ¢ — kyk, sin @ cos 0 cos ¢
+ kyky sin® 0 sin ¢ cos ¢ + k7, sin® 0 sin® ¢ — kyk. sin 6 cos 0 sin ¢

— kyk. sinf cos 6 cos ¢ — kyk, sin 6 cos  sin ¢ + /{:300526,

k2 =k2 sin® 0 cos® ¢ + k] sin® 0 sin” ¢ + kZ cos® 0 (25)
+ 2 [kxky sin? 0sin ¢ cos ¢ — kyk, sin @ cos 0 cos ¢ — kyk. sin 6 cos 0 sin qﬂ :

Sumando las ecuaciones (23) y (24).

l;:;f. + l%; =k? cos® 0 cos® ¢ + k; cos? fsin® ¢ + k? sin® ¢ + k2 sin® ¢ + k; cos® ¢
+2 [k‘x k, cos® @sin ¢ cos ¢ + k,k, sin 0 cos 6 cos gb]
+ 2[kyk. sin @ cos @ sin ¢ — k,k, sin ¢ cos ¢,
l%fc + 125 =k? cos® 0 cos® ¢ + k; cos” 0 sin® ¢ + k2 sin® ¢ + k2 sin” ¢ + k; cos® ¢
+ 2 [kxkzy cos? 0sin ¢ cos ¢ + kyk, sin @ cos 0 cos ¢ + kyk. sin 6 cos 0 sin qzﬂ
— 2 [kyky sin ¢ cos @],

7272 12 .2 2 2 2p .52 2 2 2 52 2 2
ky + k, =k, cos”™ 0 cos” ¢ + k, cos” 0sin” ¢ + kZ sin” ¢ + ki sin” ¢ + k, cos” ¢

+ 2 {kxky cos? 0sin ¢ cos ¢ +kyk, sin 6 cos 6 cos ¢ + kyk. sin 6 cos 0 sin ¢

-2 {kzky sin ¢ cos qb} ,
—_—————
(26)
Sacando factor comudn de la expresién subrayada.
72 72 2 2 2 2 2p .52 2 2 2 o2 2 2
ky + k, =k cos” 0 cos” ¢ + k, cos™ 0sin” ¢ + k7 sin” ¢ + k; sin” ¢ + k cos™ ¢

+2 [(0082 0 — 1)kyk, sin ¢ cos ¢ + k,k, sin @ cos 0 cos ¢ + k,k, sin 6 cos 0 sin ¢] )
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Utilizando las identidades trigonométricas cos? 0+sin § = 1y sin(26) = 2 cos f sin 6,
y reemplazando.
k2 + l}; = k2 cos® 0 cos® ¢ + k; cos? fsin® ¢ + k? sin ¢ + k2 sin® ¢ + k; cos® ¢

+2 [—kyky sin® 0 sin(20) cos ¢ + k. k. sin(260) cos ¢ + kyk. sin(26) sin ¢] ,

l;;i + INCS = k? [Cos2 6 cos® ¢ + sin? qb} +k§ [cos2 6 sin® ¢ + cos® gb] +k2 [sin2 0}
h v ~ g d — (27)
+ [—kzk, sin® 0sin(2¢) cos ¢ + k k. sin(20)cosp + kyk. sin(26) sin ¢] .

Las expresiones subrayadas pueden anotarse de la siguiente forma:

cos® f cos® ¢ + sin® ¢ = (1 — sin® 0)(1 — sin® @) + sin® ¢
=1 —sin® ¢ — sin® 6 + sin® @ sin® ¢ + sin® ¢
=1 —sin® 6 + sin? fsin® ¢
=1 —sin*4(1 — sin® ¢)

cos? 0 cos® ¢ + sin? ¢ = 1 — sin? f cos® ¢.

cos? fsin® ¢ + cos® ¢ = (1 — sin” ) (sin”® @) + (1 — sin’ ¢)
= sin® ¢ — sin?@sin® ¢ + 1 — sin? ¢
cos® fsin® ¢ + cos® ¢ = 1 — sin® O sin® ¢.
sin?f = 1 — cos? 6.
Sustituyendo las expresiones halladas en la ecuacién (27) se obtiene:

7272 g2 .2 2 2 L2 2 2 2
ki + k, =k;(1 —sin® 0 cos™ @) + k(1 — sin” O sin” ¢) + kZ(1 — cos™ 0)

+ [—koky sin® O sin(20) cos ¢ + kyk. sin(20) cos ¢ + kyk. sin(26) sin ¢] ,

7272 32 4 1.2 | 12 1.2 02 2 2 2 o2 2.2
ky +k, =k, + k, + k;—k; sin” 0 cos” ¢ — k, sin” sin” ¢ — k7 cos™ 0

+ [—kyky sin® @sin(2¢) cos ¢ + k,k. sin(26) cos ¢ + kyk. sin(26) sin ¢].
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Desarrollo matematico para la relacién de dispersion X. Du

Proceso matematico para obtener la ecuacion (3.99).

= [Vz2f2 + Vzofl} w2 + ‘/2020(1}721 - Vx2)f1 : f2
wt =V2 fo + Vaw? fr + Vi (vh = VI f1 - fo

V (vn - Vx2)f1 . f2
PV VA

pOUnflfQ V;?o‘égflf?
w?
2 V2
(U2 :‘/;2f2+ ()fl |:_ f2 - xf2:|
w
w? + v fo — foﬂ

w2

w? :foQ + V;;Q()fl

W =V + Vg {

Desarrollo matematico para el campo auxiliar ¢(w, k,, k,, k) X.
Du

Desarrollando la ecuacién (3.101), a partir del proceso que se presenta a conti-

nuacion, se deduce la ecuacion (3.103).

qu

w, kg, ky, k) =w +(U _V2)f2 P(w, kg, kyy k)
(UJ +(U _VQ)fZ) (wakxakxakz)

w? P(w, ks, by K, + (vi — Vf)ng(w, ke, ks k)

wgq

W, kg, iy, k

w2q

( )
wiq(w, by, Ky, k)

( 2)

( ) =V2 P (W, kg, kg k) + Vi fra(w, kg, by, k)
+ (V2 = V2) faP(w, kg, b, K2)

W, ki, by,
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Deduccion de la rotacion del numero de onda k2 y 2 X. Du

Operando la matriz de rotacion R sobre los numeros de onda k,, k, y k. a partir

de las relaciones de la ecuacién (3.91), se deducen los nimeros de onda %, y .

72122 2 2 2 o2 2 2
k; = k;sin” 6 cos” ¢ + k, sin” 0sin” ¢ + k7 cos” 0

. =

+ 2 [kz Ky sin? @sing cos ¢ — kyk, sin 0 cos 6 cos ¢ — kyk. sin 6 cos 0 sin ¢]

k2 =k + l;’; =k2 lcosQ 0 cos® ¢ + sin® gzﬁl —|—]€§ ICOSQ 0 sin® ¢ + cos qﬁl +k2 [sin® 6]

-~ -~

+ [—kyky sin® O sin(20) cos ¢ + kyk. sin(20) cos ¢ + kyk. sin(26) sin ¢]

Para la parte subrayada de la expresion de /?:3, se sustituye cos?f = 1 — sin? 6.

k? = k2 sin® 0 cos® ¢ + k2 sin” @'sin® ¢ + kZ(1 — sin® 0)

y =

+2 [k;:,;k:y sin? @ sin ¢ cos ¢ — kyk, sin 6 cos 0 cos ¢ — kyk. sin 6 cos 0 sin gzﬁ]

k? = k2 sin® 0 cos® ¢ + k:; sin® @ sin® ¢ + k2 — k2 sin® 0
+ 2 [/{;xky sin? @ sin ¢ cos ¢ — kyk, sin 6 cos 6 cos ¢ — kyk, sin 6 cos 0 sin gzﬁ]

Factorizando términos comunes, se logra:

Eﬁ = k? + sin® §(cos® ¢k + sin® ¢k, — k2 + sin 20k, k, ) (28)
— sin 260(cos ¢k, k, + sin ¢k, k)

Se realiza el mismo proceso para IEE, donde los términos subrayados se han

deducido en la seccion 3.4.3.
cos® 0 cos® ¢ +sin® ¢ = 1 — sin® @ cos® ¢

cos*0sin? ¢ + cos® ¢ = 1 — sin” fsin® ¢
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Sustituyendo estas relaciones en la ecuacion k2, se consigue:

T2 72 1.2 4 1.2 02 2 o2 2 2 2 o2
ky =k, + k, + k7 sin” 0 — k; sin” 0 cos” ¢ — k, sin” fsin” ¢

+ [~koky sin? O sin(20) cos ¢ + kyk. sin(20) cos ¢ + kyk. sin(26) sin ¢]

k2 =k + k; + k%sin® 0 — k2 sin®  cos® ¢ — k; sin? #sin? ¢

+ [—ksky sin® 0sin(20) cos ¢ + k,k. sin(26) cos ¢ + kyk. sin(20) sin ¢]

Ef = k? — sin® §(cos® ¢k + sin® gk, — k2 + sin 20k, k,)

(29)
+ sin 20(cos ¢k, k, + sin ¢k, k)
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PONENCIAS

Resumen de la ponencia presentada XXVI Congreso Nacional de Fisica Colom-
biano (Pagina 224, Libro de Resumenes Vol. No. 26 Afio 2015)

MODELADO NUMERICO PARA DOS APROXIMACIONES DE LA ECUACION
DE ONDA ACUSTICA 2D EN MEDIOS HOMOGENEOS CON ANISOTROPIA
TIPO VTI USANDO DIFERENCIAS FINITAS
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!Escuela de Fisica, Universidad Industrial de Santander, Bucaramanga,
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La Anisotropia Sismica es la dependencia de la velocidad sismica con el angulo
en el cual se propagan las ondas en el subsuelo, es por eso que cuando se proce-
san datos sismicos es importante considerar este tipo de propiedad para generar
imagenes sismicas con menor incertidumbre. En una etapa previa del procesa-

miento de datos se encuentra el modelado sismico, la cual es vital para entender
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y disefiar previamente un programa sismico, junto con el entendimiento de la pro-
pagacion de las ondas a través del subsuelo. Este trabajo se enfoca en modelar
numeéricamente las ondas acusticas en medios homogéneos con anisotropia tipo
VTI. Para realizar este modelado, las ecuaciones diferenciales parciales de se-
gundo orden son solucionadas por medio del método de Diferencias Finitas. Se
comparan dos sistemas de EDPs para dos tipos de Aproximacion, la desarrolla-
da por Alkhalifah [1] y por Huang [2], estas ecuaciones consideran parametros
de Anisotropia conocidos como los parametros de Thomsen [3]. Previamente se
muestra la deduccion de las velocidades de fase y de grupo para el caso elasti-
co VTI, después se define la componente vertical de la onda S como nula y de
esta manera se asume el caso Acustico, Se presentan las curvas de velocidad
de fase y de grupo para diferentes valores de anisotropia en diferentes tipos de
materiales. Se usan los operadores en diferencias finitas para realizar el corres-
pondiente esquema numérico considerando relaciones de estabilidad numérica
y dispersién adecuadas, para finalmente observar el campo de onda en el tiempo
para diferentes tiempos en modelos geoldgicos simples tales como capas planas

horizontales.

148



	INTRODUCCIÓN
	ASPECTOS PRELIMINARES
	OBJETIVO GENERAL
	OBJETIVOS ESPECÍFICOS
	METODOLOGÍA
	Fase 1: Estado del arte
	Fase 2: Construcción de esquemas numéricos
	Fase 3: Estabilidad numérica y dispersión numérica
	Fase 4: Generación de modelos sintéticos
	Fase 5: Análisis de resultados


	ECUACION DE ONDA ACÚSTICA EN MEDIOS ISÓTROPOS Y EL MÉTODO DE DIFERENCIAS FINITAS
	INTRODUCCIÓN A LA ANISOTROPÍA POLAR
	TEORÍA DE ANISOTROPÍA POLAR
	ANISOTROPÍA DÉBIL
	VELOCIDAD DE FASE EXACTA PARA UN MEDIO ELÁSTICO CON ANISOTROPÍA POLAR VERTICAL
	VELOCIDAD DE FASE EXACTA PARA UN MEDIO ELÁSTICO CON ANISOTROPÍA POLAR INCLINADA
	CURVAS DE VELOCIDAD DE FASE EXACTA PARA LAS ONDAS P Y SV EN UN MEDIO ELÁSTICO CON ANISOTROPÍA POLAR VERTICAL E INCLINADA
	PROPAGACIÓN DE ONDAS ACÚSTICAS
	Ondas acústicas

	SOLUCIÓN Y PROPAGACIÓN DE LA ONDA ACÚSTICA 1-D
	RELACIÓN DE DISPERSIÓN
	DIFERENCIAS FINITAS
	APROXIMACIÓN EN DIFERENCIAS FINITAS PARA LA ECUACIÓN DE ONDA ESCALAR
	ESTABILIDAD NUMÉRICA
	RELACIÓN DE DISPERSIÓN NUMÉRICA

	ECUACIONES ACOPLADAS PARA MODELADO SÍSMICO EN MEDIOS CON ANISOTROPÍA VTI/TTI
	ECUACIÓN DE ONDA ACÚSTICA PARA MEDIOS CON ANISOTROPÍA TIPO VTI PROPUESTA POR ALKHALIFAH
	Aproximación de la velocidad de fase para medios acústicos con anisotropía polar vertical
	Aproximación de la velocidad de fase para medios acústicos con anisotropía polar inclinada
	Curvas de velocidad de fase para las ondas P y SV en un medio acústico con anisotropía polar vertical e inclinada
	Deducción de la ecuación de onda.
	Esquema numérico de la ecuación de onda.
	Implementación numérica de la ecuación de onda.
	Deducción de la estabilidad numérica y dispersión numérica para ecuación de onda

	ECUACIÓN DE ONDA ACÚSTICA PARA MEDIOS CON ANISOTROPÍA TIPO VTI PROPUESTA POR HUANG
	Aproximación de la velocidad de fase para medios acústicos con anisotropía polar vertical
	Curva de velocidad de fase para la onda P en un medio acústico con anisotropía polar vertical
	Deducción de la ecuación de onda
	Esquema numérico de la ecuación de onda
	Implementación numérica
	Deducción de la estabilidad numérica y dispersión numérica para ecuación de onda

	ECUACIÓN DE ONDA PSEUDO-ACÚSTICA PARA MEDIOS CON ANISOTROPÍA TIPO VTI PROPUESTA POR X. DU
	Aproximación de la velocidad de fase para medios acústicos con anisotropía polar vertical
	Curvas de velocidad de fase para las ondas P y SV en un medio acústico con anisotropía polar vertical
	Deducción de la ecuación de onda
	Esquema numérico de la ecuación de onda
	Implementación numérica
	Deducción de la estabilidad numérica y dispersión numérica para ecuación de onda

	ECUACIÓN DE ONDA PSEUDO-ACÚSTICA PARA MEDIOS CON ANISOTROPÍA TIPO TTI PROPUESTA POR FLETCHER ET AL.
	Aproximación de la velocidad de fase para medios acústicos con anisotropía polar inclinada
	Curvas de velocidad de fase para las ondas P y SV en un medio acústico con anisotropía polar inclinada
	Deducción de la ecuación de onda
	Esquema numérico de la ecuación de onda
	Implementación numérica
	Deducción de la estabilidad numérica y dispersión numérica para ecuación de onda


	ECUACIONES DESACOPLADAS PARA EL MODELADO SÍSMICO EN MEDIOS CON ANISOTROPÍA VTI/TTI
	APROXIMACIÓN DE LA VELOCIDAD DE FASE PARA MEDIOS ACÚSTICOS CON ANISOTROPÍA POLAR VERTICAL (VTI)
	APROXIMACIÓN DE LA VELOCIDAD DE FASE PARA MEDIOS ACÚSTICOS CON ANISOTROPÍA POLAR INCLINADA (TTI)
	Curvas de velocidad de fase para las ondas P y SV en un medio acústico con anisotropia polar vertical
	Curvas de velocidad de fase para las ondas P y SV en un medio acústico con anisotropía polar inclinada
	Deducción de la ecuación de onda desacoplada en medios con anisotropía tipo VTI
	Deducción de la ecuación de onda desacoplada en medios con anisotropía tipo TTI
	Implementación numérica


	MODELADO NUMÉRICO EN MODELOS SIMPLES PARA LA ECUACIÓN DE ONDA ACÚSTICA EN MEDIOS CON ANISOTROPÍA POLAR VERTICAL E INCLINADA
	ECUACIONES DIFERENCIALES ACOPLADAS PARA MEDIOS ACÚSTICOS CON ANISOTROPÍA POLAR VERTICAL
	ECUACIONES DIFERENCIALES ACOPLADAS PARA MEDIOS ACÚSTICOS CON ANISOTROPÍA POLAR INCLINADA

	CONCLUSIONES
	APÉNDICE
	BIBLIOGRAFÍA

