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Lista de Simbolos

X,Y

Espacios lineales normados.

X*’ Y’*7 X**7 Y**

Dual y bidual topolégico de los espacios X y Y respecti-

vamente.

* * *k ko
x?y7x 7y

Elementos de X™*, Y*, X** Y** respectivamente.

H Espacio de Hilbert.

Jx, Jy Imagen de los elementos x € X e y € Y con respecto a la
Inyeccién candnica

5 Coleccién de funciones de X en Y.

L(X,Y) Conjunto de operadores lineales continuos de X en Y’

T,R Elementos de L(X,Y)

L(X,R) Funcionales lineales y continuos de X en R.

R A Funciones inversas de f,g y T respectivamente

Sx, Sxx, Sxx Esfera unitaria en X, X* y X** respectivamente.

Bx, Bx«, Bx~ Bola unitaria en X, X* y X™** respectivamente.

loo Espacio de sucesiones escalares convergentes acotadas.

co Espacio de sucesiones escalares convergentes a cero.

o(X,X*),0(X*, X)

Topologia débil y topologia débil* respectivamente.

AT (A)débﬂ* Clausura de Ay J(A) con respecto a las topologias débil
v débil*.
{an}] = [an) Espacio generado por las combinaciones lineales de los

elementos de {ay}

7 Medida positiva.

N,R,Q Conjunto de los naturales, reales y racionales respectiva-
mente.

HaEA X Producto cartesiano de los conjuntos X,.

Ty x, Convergencia débil de la sucesién x, a X.

Xg Funcién caracteristica del conjunto F.

N° Interior del conjunto N.

B(z,¢) Bola abierta con centro en x y radio ¢.
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DESCRIPCION:

El contenido de este trabajo se centra principalmente en el estudio de las topologias
débiles en espacios lineales normados y en el teorema de Eberlein-Smulian, uno de
los resultados méas importantes que se obtienen de estas topologias. Inicialmente se
hara un estudio de algunos conceptos basicos de analisis funcional y topologia que
seran de ayuda y utilidad para la total comprension y desarrollo de este trabajo,
en dicho estudio estan incluidos algunos resultados clésicos como el teorema de
separacion de Hahn-Banach, el teorema de Banach-Steinhaus y la relacién que hay
entre las tres clases diferentes de compacidad en espacios métricos. En el segundo
capitulo, se hara un amplio y detallado estudio de las topologias débil y débil*, se
mostraran teoremas importantes del analisis funcional como el teorema de
Goldstine y el teorema de Banach-Alaoglu, se introduciran nuevas definiciones
como convergencia débil, convergencia débil* y compacidad débil, se mostraran
ejemplos de la convergencia y compacidad débil en algunos espacios conocidos del
analisis funcional como los espacios [,, ¢o ¥ Ly[a, b]. Por dltimo, en el tercer
capitulo se hard un estudio del teorema de Eberlein-Smulian el cual es el centro de
estudio de este trabajo, en dicho estudio se hara uso de toda la informacién
desarrollada en el capitulo dos. Ademas, veremos algunas aplicaciones de la teoria

vista en algunos teoremas con operadores débilmente compactos.
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DESCRIPTION:

The content of this work is mainly focused on the study of weak topologies in
normed linear spaces and the Eberlein- Smulian theorem, one of the most
important results obtained from these topologies. First, a study will be conducted
of some basic concepts of functional analysis and topology, this as a tool for the
understanding and development of this work. In the preliminary section there are
some classic results, such as the Hahn-Banach separation theorem, the
Banach-Steinhaus theorem and the relationship that exists between the three
different classes of compactness in metric spaces. In the second chapter it will be
study the weak and weak* topologies this time is going to be a wide and detailed
process. Besides, it will be shown some important theorem in functional analysis
such as Goldstine’s theorem and Banach Alaoglu’s theorem, it will be introduced
some new definitions as weak convergence, weak* convergence and weak
compactness, it will be shown examples of weak convergence and weak
compactness in some known spaces of the functional analysis, such as the spaces [,
co and Ly[a; b]. Further, we will shown some applications of the theory seen on

some theorems with weakly compact operators.

*Bachelor Thesis
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Introduccion

El estudio de las topologias débiles forman un papel muy importante tanto en
el analisis funcional como en la topologia general. Uno de los resultados mas in-
teresantes que surge de la topologia débil, es la relacién que existe entre las tres
clases diferentes de compacidad débil como lo demuestra el teorema de Eberlein-
Smulian. En general este teorema establece que los conjuntos débilmente compactos
son también débilmente secuencialmente compactos, permitiendo asi la posibilidad
de extraer una subsucesion débilmente convergente de cualquier sucesion acotada de
elementos de un determinado espacio dotado con la topologia débil.

El concepto de conjunto compacto en el sentido de que cada subconjunto infinito
y acotado posee un punto limite fue introducido en el ano 1906 por Fréchet. Ademas,
segun Dieudonné en su “History of functional analiysis” (ver [5]) en su tesis doc-
toral Fréchet ya habia notado que la convergencia de sucesiones en un conjunto de
funciones no siempre corresponde a los tipos cldsicos de convergencia en el espacio
euclidiano, esto lo llevé a introducir los llamados espacios métricos, generalizando
asi las nociones de abierto, cerrado, clausura, etc. Sin embargo, este acercamiento a
la topologia general estaba sujeto al concepto de distancia, limitando asi las nuevas
nociones a espacios metrizables. Esto creé la necesidad de generalizar el concepto de
espacio métrico, pero ninguno de estos conceptos resulté adecuado para el analisis
funcional hasta que Hausdorff, en 1914, Introdujo la topologia general, basado en el
concepto de vecindad.

Estos nuevos conceptos generalizaban atin mas las nociones de abierto, cerrado,
continuidad, etc. Sin embargo, para introducir el concepto de topologia débil, fue
necesario esperar hasta el ano 1934 cuando Von Neumann definié la vecindad débil de
un punto en un espacio de Hilbert. Anterior a estos hechos, la nocién de convergencia
débil fue usada por primera vez por David Hilbert para los espacios L»[0, 1], y més
adelante fue usada en los espacios L,[0, 1] por F. Riesz, todo esto basados en los
conceptos introducidos por Hausdorff. Pero tiempo después cuando Von Neumann
ya habia introducido la nocién de vecindad débil para un punto, logré demostrar

que para el espacio [y esta nocién de convergencia débil falla (ver Ejemplo 2.17),
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demostrando también de esta forma que la topologia débil no era metrizable en
espacios de dimension infinita.

Una pregunta comin serfa qué es lo interesante del teorema de Eberlein-Smulian?
Pues bien, es conocido que en espacios métricos la compacidad, la compacidad nu-
merable y la compacidad secuencial son equivalentes. Pero, como se mencion6 ante-
riormente para los espacios de dimension infinita la topologia débil no es metrizable.
De aqui surge lo interesante, ya que a pesar de este hecho, el teorema de Eberlein-
Smulian establece que, se puede encontrar una equivalencia en las tres clases de
compacidad débil.

Por otro lado, sabemos que todo espacio vectorial normado es metrizable, sin
embargo, en conjuntos de dimension infinita la métrica que induce la norma es de-
masiado fuerte para permitir deducir algunos teoremas interesantes de sucesiones,
mas aun, recordemos que muchos de los resultados interesantes en el analisis in-
volucran conjuntos compactos, pero si la topologia dada es muy fina (fuerte), no
podremos obtener demasiados conjuntos compactos. Lo anterior motiva a estudiar
las topologias débil y débil* ya que entre més débil sea una topologia mayor es el
nimero de compactos que podemos obtener; la primera, la topologia débil, esta pre-
sente en todo espacio topoldgico y en particular en espacios vectoriales normados;
la segunda, la topologia débil*, se encuentra solo en espacios duales. Un aspecto im-
portante de la topologia débil* es que en general para espacios duales de dimensién
infinita la topologia débil* es “mas débil” que la topologia débil del espacio dual.

Inicialmente se hard un breve estudio preliminar, en el cual se mostraran algu-
nos resultados bésicos de topologia general, andlisis funcional, redes y también se
mostraran unas definiciones y teoremas basicos de la teoria de la medida; todo esto
con el fin de lograr la total comprension de los capitulos 2 y 3 que son el centro del
presente estudio.

Seguidamente se estudiaran las topologias débiles, se introduciran nuevos con-
ceptos como el significado de compacidad débil y también se estudiaran las conver-
gencias de sucesiones en ambas topologias (débil y débil*), se mostrard bajo que
condiciones la topologia débil puede ser metrizable, de hecho para la topologia débil

podemos encontrar resultados interesantes como por ejemplo, el hecho de que un
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espacio vectorial normado X es de dimension finita si y solo si la topologia débil en
X es metrizable. Un ejemplo clésico de un espacio dotado de la topologia débil, y
de hecho, uno de los méas importantes en la topologia general, es el espacio producto
dotado con la topologia producto o topologia de Tychonoff, la cual no es mas que la
topologia débil que hace continuas todas las proyecciones definidas sobre el espacio
producto.

Para la topologia débil* se estudiaran también algunos resultados interesantes
como lo es el hecho de que la imagen de la bola unitaria Bx bajo la funcién in-
yeccién candnica es un conjunto denso en Bys« con la topologia débil* (teorema de
Goldstine), pero el resultado que més resalta para ésta topologia es el teorema de
Banach-Alaoglu, el cual establece que la bola cerrada unitaria en un espacio dual es
compacta con la topologia débil*.

Para el capitulo final, el estudio se centra el teorema de Eberlein-Smulian, para
esto se cuenta con algunos teoremas y lemas previos que descomponen el teorema
buscando hacer la demostracién de este teorema un poco més didactica y sencilla,
adicionalmente se mostraran algunos ejemplos para ver que a diferencia de lo que
ocurre con la topologia débil, los conjuntos débil* compactos no son necesariamente
secuencialmente débil* compactos.

Finalmente, a razon de ejemplos, se presentard una seccién con algunos teoremas
con operadores débilmente compactos. Esto con el fin de mostrar algunas de las

aplicaciones de los teoremas estudiados en el transcurso del trabajo.
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Preliminares

Desde los origenes del célculo se fue poniendo de manifiesto la conveniencia de
considerar conjuntos cuyos elementos, a diferencia de lo que sucede con el analisis
clasico no son puntos en el espacio si no funciones. Este hecho llevé a los matemati-
cos a buscar nuevos conceptos y fue gracias a esta busqueda que surgié el analisis
funcional.

Una de las personas mas influyentes en el analisis funcional fue el matemético
polaco Stefan Banach, quien con sus aportes permitié, en gran parte, el desarrollo de
esta importante rama de la matemaética, algunos de sus teoremas mas importantes
como el Teorema de Separacién de Hahn-Banach, el Teorema de Extension de Hahn-
Banach, y también algunos conceptos y teoremas bésicos de topologia se presentan

en el actual capitulo.

1.1. Topologia General

Definicién 1.1 Sea X un conjunto. Una familia 7 de subconjuntos de X es llamada

una topologia en X si T satisface las siguientes propiedades:

1. 0 y X estin T;
2. La union arbitraria de elementos de T, estd en T;

3. La interseccion finita de elementos de T, estd en T.

El par (X, 7) es llamado un espacio topoldgico. Si no hay confusion con respecto a

T nos referimos a X como espacio topolégico.
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Teorema 1.1 Sea {7;}icr una familia arbitraria de topologias en X . Entonces T =

ﬂn es una topologia en X.
iel

Definicién 1.2 Sea X un espacio topolégico no vacio. Decimos que N C X es una
vecindad de un punto x € X, six € N°. Denotamos por U, a la familia de todas las

vecindades de x y la llamaremos sistema de vecindad de x.

Definicién 1.3 Sea X un espacio topologico y x € X. Una familia B, C U, es
llamada base de vecindades de x, si para cualquier N € U,, existe B € B, tal que

BCN.

Definicién 1.4 Sea X un espacio topolégico. Una familia B C 7 es llamada una
base de T, si cada abierto puede ser escrito como union de elementos de B. Es decir,
dado U € 7 existe una subfamilia ¢ C B tal que U = |J{B | B € (}. Si B es base

de T, diremos que T es la topologia generada por la base B y la denotaremos por 75.

Ejemplo 1.1 Considere el espacio métrico R? con la métrica usual, es facil ver que
las bolas abiertas de radio € constituyen una base. Con mayor generalidad, si (X, d)
es un espacio métrico, la coleccién de todos los B(xg,€) constituyen una base para

la topologia inducida por la métrica.

Ejemplo 1.2 Sea X un espacio discreto, entonces B = {{z} | z € X} es una base

para 7 = P(X).

Teorema 1.2 Sea X un conjunto. Una base para una topologia sobre X es una

coleccion de subconjuntos de X (llamados elementos basicos) tales que:
1. Para cada x € X, hay al menos un elemento basico B que contiene a x

2. Si x pertenece a la interseccion de dos elementos bdsicos By y Bs, entonces

existe un elemento bdsico Bs tal que x € B3 C B N By

Definicién 1.5 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una familia ¢ C 7 es llamada
subbase, si la familia de intersecciones finitas de miembros de ( forman una base
para 7. Es decir, B={(L | L es un subconjunto finito de C} es base para 7. Si ¢

es subbase de T, diremos que T es generada por la subbase (.
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Definicién 1.6 Sean 7 y 7o topologias de X, diremos que T es mds fina que 11 i

71 C 1y. Ademds, diremos que T es estrictamente mds fina que T Ssi To es mds fina

que T, Y To £ 7.

Proposiciéon 1.1 Sean X un conjunto y 7 y 1o topologias de X . Para cada x € X,
sean Bl y B2 bases de vecindades de x de Ty y T», respectivamente. Entonces 7, C T

si y solo si para cada x € X y cada By € B, existe By € B2 tal que By C B;.

1.2. Analisis Funcional

Definicién 1.7 Para un espacio normado X su dual X* = L(X,R) es el conjunto
de los funcionales lineales y continuos sobre X. Para un f € X* su norma es dada

por la formula

in

x+ = sup [f(z)] = sup [f(z)].
[lz][<1 [lz]|=1
reEX X

Cuando no hay confusién podemos escribir || f|| en lugar de || f||x+. Dado f € X*
y ¢ € X amenudo se escribe (f, z) en lugar de f(x); y decimos que (, ) es el producto

escalar para la dualidad X*, X.

Teorema 1.3 S7 X e Y son espacios lineales normados y si Y es de Banach,
entonces el espacio lineal L(X,Y) con la norma dada por sup, < ||Tz|[, donde

T € L(X,Y), es un espacio de Banach.

Teorema 1.4 Sea X un espacio vectorial normado. Si dim X < oo, entonces cada

funcional lineal en X es continuo.

Definicién 1.8 Sea X un espacio lineal normado y sea X* su espacio dual con la
norma definida anteriormente. El bidual X** = L(X*,R) es el dual de X* y su

norma estd dada por

lellx- = sup I{. )

[flI<1
fex*
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Dado un espacio lineal normado X podemos considerar una funcién J : X — X**

como sigue

Definicién 1.9 Sean X y Y espacios normados sobre R. Diremos que una aplica-
cion T : X =Y es un isomorfismo, si T es biyectiva, lineal, continua y su inversa
T=! es continua. En tal caso decimos que X y'Y son isomorfos. Un isomorfismo
isométrico entre dos espacios lineales normados X e Y es un isomorfismo T entre

X eY para el cual ||Tx|| = ||x|| para cada z € X.

Teorema 1.5 Una aplicacion lineal sobreyectiva T entre dos espacios normados X

e Y es un isomorfismo si y solo si existen constantes positivas m, M tales que
ml|z|| < [|T(z)|] < Ml|z]|, Vze X.

Definicién 1.10 Sea X un espacio vectorial normado. Para cada x € X considere
el funcional Jr : X* — R definido por Jx(xz*) = z*(x), Vx* € X*. Entonces Jx €
X** para cada v € X y ||Jz|

xee = 2]

La funcién J : X — X** definida por J(z) = Jx es llamada la inyeccién candnica

de X en su bidual.

Definicién 1.11 Un espacio normado X es reflexivo si J(X) = X** donde J :

X — X™* es la inyeccion candnica.

Teorema 1.6 Sean 1 < p < 0o y 1 < q < oo tales que % —i—é = 1. Entonces la

aplicacion @ : 1, — I3 definida por

<¢(y)>$> = Z$nyn7 €r = (xn)neN S lp Yy= (yn)nEN € lq
n=1

es un isomorfismo isométrico. Asi, 1, es reflexivo para 1 < p < +oo0.

Teorema 1.7 La aplicacion F : l; — ¢ definida por

(F(y),:v} = Zynxna T = (xn)neN € ¢ Yy= (yn)nEN € ll
n=1

es un isomorfismo isométrico. Por tanto cf =1y
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Teorema 1.8 (Extensién de Hahn-Banach) Sea E un espacio vectorial y p un

funcional sublineal sobre E, es decir p es una funcion que satisface

p(x+y) <px) +ply), Ve,yek. (1.1)
p(Ax) = Ap(z), VreEyviA>0 (1.2)
Sea G C E un subespacio lineal y sea g : G — R un funcional lineal tal que
g9(z) < p(z), VzeG.

Entonces, existe un funcional lineal f definido en todo E tal que f(z) = g(x) para

todo x € G y f(x) < p(x) para todo x € E.
La demostracién del anterior resultado puede ser consultada en [3]

Teorema 1.9 Sea xy un vector no nulo en el espacio lineal normado X. Entonces

existe un funcional lineal acotado F, definido en todo el espacio, tal que
1Fl[ =1y F(xo) = [|zoll.

Teorema 1.10 Sea M un subespacio de el espacio lineal normado X, supongamos
que 1 € X tiene la propiedad de que la distancia de v1 a M, d(z1,M) = d es
positiva. Entonces, existe un funcional lineal acotado F en X*, tal que ||F|| = 1;

F(x1) =d, y para todo v € M, F(x) = 0.

Definicién 1.12 (Hiperplano) Sea X un espacio de Banach. Un hiperplano afin
es un subconjunto H de X de la forma H = {z € X : f(z) = a}, donde f es un
funcional lineal no nulo y a € R es una constante dada. Escribimos H = [f = a] y

decimos que f = « es la ecuacion de H.

Es bien conocido que el hiperplano Lineal H = [f = «| de la definicién anterior

es cerrado si y solo si f es un funcional continuo.

Definicién 1.13 Sean A y B dos subconjuntos de X. Decimos que el hiperplano
H=|[f=a] separa a A y B si

fe)<a VzeA y flz)>a VreB.
Decimos que H separa estrictamente a A y B si existe un € > 0 tal que
flx)<a—e VeeA y flx)>a+e VxeB.
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Lema 1.1 Sea C C E un convezo abierto con 0 € C. Para cada x € E definamos
p: E— R por
p(z) = nf{a >0 : e C} (1.3)
«

Entonces p satisface las siguientes condiciones.
1. p(Az) = A\p(zx), Ve e E y VA >0
2. px+y) <plx)+ply), Voyek.
8. 3 M >0 tal que 0 < p(x) < Ml|z||, Vo € E.
4. C={x € E : p(x) <1}

Lema 1.2 Sea C C E un conjunto abierto convexo no vacio y sea xo ¢ C. Entonces
existe f € E* tal que f(x) < f(xo) para todo x € C. En particular el hiperplano
[f = f(zo)] separa {xo} y C.

Teorema 1.11 (Teorema de Hahn-Banach, Primera forma) Sean A, BC E
dos subconjuntos converos no vacios tales que AN B = 0. Suponga que uno de ellos

es abierto. Entonces existe un hiperplano cerrado que separa A y B.

Teorema 1.12 (Teorema de Hahn-Banach, Segunda forma) Sean A C X y
B C X dos subconjuntos convexos tales que AN B = (). Suponga que A es cerrado y

B es compacto. Entonces existe un hiperplano cerrado que separa estrictamente A

y B.

Gracias a que en R" existe una forma de medir la distancia entre dos puntos,
podemos estudiar los conceptos de limite, convergencia, diferenciabilidad e integra-
cién. Ademas, este hecho también nos permite clasificar algunos de sus subconjuntos
segun estas propiedades. Esto desperté el interés de los matematicos por tratar de
generalizar la definicion de distancia y poder lograr muchos de los resultados que se

satisfacen en R™ en otros espacios topologicos.

Definicién 1.14 Sea X un conjunto. Una métrica o distancia en X es una funcion
p definida por p : X x X — R* tal que, para cada x,y y z en X se satisfacen las

siguientes condiciones:

19



(M1) p(z,y) =0 siy solo si x =y,
(M2) p(z,y) = p(y, x);
(M3) p(z,y) + p(y, 2) = p(z, 2).

El par (X, p) es llamado espacio métrico. La condicién (M1) garantiza que la
distancia entre dos puntos distintos es positiva y cada punto tiene una distancia cero
de s mismo. La condicién dos (M2) afirma que la funcién distancia es simétrica, es
decir no depende del orden de los puntos. La condicién tres (M3) garantiza que la

funcion distancia satisface la desigualdad triangular.
Ejemplo 1.3 Sea X un conjunto arbitrario y definamos para x,y € X

0 stx=1y;

T,y) = ,
pla.y) { 1 six#uy.
Entonces p es una métrica en X. La funcion p es llamada métrica discreta, y el

espacio (X, p) se conoce como el espacio discreto.

Ejemplo 1.4 Sea E un espacio lineal normado. Entonces la funcion d : £ x E — R
definida por d(z,y) = ||z — y|| define una métrica sobre E. Esto implica que todo
espacio vectorial normado es también un espacio métrico, en este caso, decimos que

E es un espacio métrico con la métrica inducida por la norma.

Recordemos que un conjunto Y en un espacio topolégico X es llamado denso en
X si Y, la clausura de Y es X. En otras palabras, Y es denso en X si Y NG # ()
para cualquier conjunto G abierto no vacio de X.

Uno de los resultados mas fundamentales y usados en el andlisis funcional y la
topologia general es el teorema de categoria de Baire. Este teorema tiene varias

formulaciones equivalentes. La primera de esas formulaciones establece lo siguiente.

Teorema 1.13 (Teorema de categorias de Baire) Sean G, G, ... una sucesion

de subconjuntos densos abiertos no nulos de un espacio métrico completo X. Enton-

ces G=(\_, G, es denso en X.

Una forma equivalente de enunciar el anterior resultado es la siguiente.
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Teorema 1.14 Sea X un espacio métrico completo, si X es la union numerable de
subconjuntos cerrados entonces al menos uno de los conjuntos cerrados tiene interior

no vacio.

En el presente trabajo nos referiremos este tltimo teorema como el Teorema de

Baire.

Teorema 1.15 (Banach Steinhaus) (Principio de acotacion uniforme.)
Sea X un espacio de Banach, Y un espacio vectorial normado. Sea A un sub-
congunto de L(X,Y'). Si para todo x € X se tiene que suppe 4 ||Tz|| < 0o, entonces

supreq ||| < oo

Teorema 1.16 Sea X un espacio de Banach, Y un espacio vectorial normado, T,, €
L(X,Y) tales que para cada © € X existe lim, o, T,z € Y. Entonces definiendo

Tw = lim, o T,,x obtenemos que T' es lineal, continua y ||T|| < sup, ||Tn||zx,y)

Teorema 1.17 (Principio de aplicacién abierta) Sea T : X — Y wuna trans-
formacion lineal continua sobreyectiva entre dos espacios de Banach X e Y. La

imagen de cada conjunto abierto en X es un conjunto abierto en 'Y .

Teorema 1.18 Una transformacion lineal continua inyectiva y sobreyectiva entre

dos espacios de Banach X eY tiene inversa continua.

Teorema 1.19 (Teorema del grafico cerrado) Sean X eY dos espacios de Ba-
nach. Sea T una transformacion lineal de X en Y. Suponga que la grdfica de T es

cerrada en X X Y. Entonces T es continua.

Las demostraciones de los anteriores resultados se pueden encontrar en [3].
Ahora, con el fin de estudiar algunos ejemplos en los espacios L,[a,b] y C(X)
se introduciran algunos conceptos de medida que seran de mucha utilidad para

desarrollar dichos ejemplos.

Definicién 1.15 Una coleccion M de subconjuntos de X es llamada una o-dlgebra

en X si M tiene las siguientes tres propiedades:
1. X eMm;
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2. Si A eIM, entonces A° € M;
3. Si A, €M paran =1,2,..., entonces |J,—, A, € M.

Si 9N es un o-algebra en X, entonces X es llamado un espacio medible, y los

elementos de 91 son llamados conjuntos medibles en X.

Definicién 1.16 Sea M una o-dlgebra en X. Una funcidn p : 9 — [0,00) es una

medida en el espacio medible (X,9M) si p satisface las siguientes condiciones:
1. M(@) =0,
2. p(A) < u(B) st A C B;

3. st A1, Ao, ... es una sucesion numerable de subconjuntos dos a dos disyuntos

de X entonces,
H (U Ai) = U p(A:).
i=1 i=1

Definicién 1.17 Sea (X, d) un espacio métrico y sea u una medida en el espacio

medible (X, 0N).

1. La o-dlgebra de Borel, B(X,d), es la menor o-dlgebra que contiene todos los
subconjuntos abiertos de X. Cada elemento de B(X,d) es llamado conjunto de

Borel. St no hay confusion podemos escribir B(X).
2. es llamada una medida de Borel si B(X) C 9.

3. w es llamada una medida reqular de Borel si es una medida de Borel vy, para

cualquier A € M, existe B € B(X) tal que p(A) = u(B) y A C B.

Teorema 1.20 Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto y p una medida

no negativa de Borel. Entonces i es una medida reqular de Borel si y solo si
1. p(K) < oo para cada compacto K C X.
2. Para cada conjunto de Borel E € I, tenemos que
p(E) = inf{u(U) : E C U,Uabierto},
en este caso decimos que E es reqular exterior.
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3. La relacion

u(E) =sup{u(K) : K C E, Kcompacto},

se mantiene para cada abierto, y para cada E € M con p(FE) < co. En este

caso decimos que E es reqular interior.

Una consecuencia directa del teorema anterior se da para los espacios vectoriales
normados (y por tanto Hausdorff con respecto a la métrica inducida por la norma)

y compactos.

Definicién 1.18 Sea X un espacio topoldgico, el espacio rba(X) es el espacio vec-
torial de las medidas requlares de Borel aditivas definidas sobre la o-dlgebra generada
por los conjuntos cerrados del espacio X. El espacio rba(X) es parcialmente orde-

nado con la relacion de orden definida por:
>N siy solo si p(E) > MNE)

para cada E en la o-dlgebra generada por los conjuntos cerrados de X.

Nota 1. Similar a lo que ocurre con el espacio rba(X); el espacio C(X) (conjunto
de las funciones continuas definidas sobre el espacio topoldgico X) es parcialmente
ordenado con la relacién de orden definida por f > ¢ si y solo f(x) > g(x) para
todo z € X. Ademds, el espacio dual de C(X), C*(X), también es parcialmente
ordenado con la relacién de orden dada por x* > y* si y solo si *(f) > y*(f) para

cada f € C(X).

Teorema 1.21 (Representacién de Riesz-Markov) Sea X un espacio de Haus-
dorff compacto, existe un isomorfismo entre C*(X) y rca(X) (medidas regulares de
Borel contablemente aditivas) tal que los elementos correspondientes x* y p satisfa-

cen la identidad
v(h) = [ S, f e ) (1.4
X
La norma de ||x*|| es la variacion total de p (es decir ||x*|| = |u|(X) ). Ademds,

este isomorfismo preserva orden
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Nota 2. La variacion total de p se define por la funcién
1] (X) = sup > |p(Xy);.
i=1
donde el supremo tomado sobre todas las particiones {X;} de X (ver [18]).

Teorema 1.22 Sean 1 < p < oo y 1 < q < oo tales que %—i—% = 1, existe un
isomorfismo isométrico entre Ly (X, DM, 1) y Ly(X, M, 1) en el que los vectores co-

rrespondientes x* y g se relacionan por la identidad

2 (f) = / 9(@)f(2)du(x), | € Ly(X, M, ).

Teorema 1.23 Sea {f,} una sucesion de funciones medibles sobre un conjunto me-
dible E que converge puntualmente a la funcion f y supongamos que existe una

funcion F integrable sobre E tal que |f,| < F para todo n, entonces

1. f es integrable sobre E.

2. lim/fndu:/fdu.

Corolario 1.1 Sea {f,} una sucesion de funciones medibles sobre un conjunto me-
dible E de medida finita, que converge puntualmente a la funcion f. Supongamos

que eziste una constante M tal que |f,(x)| < M para cada x € E, entonces,

lim fndu:/fd,u.

1.3. Compacidad

Definicién 1.19 Sea X un espacio topologico, A un subconjunto de X y A un
conjunto de indices. Supongamos que {Gy}taca tiene la propiedad que A C UyeaGa,
entonces se dice que {Gy}aca, €s un recubrimiento del conjunto A. Si el conjunto
A es finito, se dice que {Gylaca €s un recubrimiento finito de A. Si cada G, es
abierto, el recubrimiento se llama recubrimiento abierto. Se dice que el conjunto
A es compacto si de todo recubrimiento abierto se puede extraer un recubrimiento

finito.
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Ejemplo 1.5 La recta R no es compacta pues el recubrimiento de R por intervalos
abiertos

A={(n,n+2) | neZ}

no contiene ninguna subcoleccién finita que cubra R.

Ejemplo 1.6 El siguiente subespacio de R es compacto:

X ={0yU{l/n|neZ)}

En efecto, dado un cubrimiento abierto {U, : @ € A} de X, existe un elemento
U de {U, : a« € A} que contiene al 0. El conjunto U contiene a todos los puntos de la
forma 1/n excepto a un nimero finito de ellos (esto es claro ya que 1/n — 0 cuando
n — 00); elijamos para cada uno de estos puntos que no estdn U un elemento de
{Us : @ € A} que los contenga. La coleccién de estos elementos de {U, : a € A}

junto con el propio U, es una subcoleccién finita de {U, : @ € A} que cubre X.
Otros ejemplos interesantes se pueden encontrar en [15]

Definicién 1.20 (Relativamente Compacto) Se dice que un subconjunto A de un

espacio métrico (X, d) es relativamente compacto si A es compacto.

Dado que todo espacio vectorial normado es también un espacio métrico, la

definiciéon anterior también se tiene para espacios normados.

Ejemplo 1.7 Considere cualquier intervalo abierto de R, (a,b). Se puede demostrar

facilmente que (a,b) no es compacto, pero para todo a,b € R, (a,b) = |a,b] es

compacta.

Definicién 1.21 (e-Red) Un conjunto de puntos N de un espacio métrico (X,d)
tal que para cada x € A existe un y € N tal que d(z,y) < €, es llamado una e-red

con respecto al conjunto A.

Definicién 1.22 Un conjunto A de un espacio métrico (X, d) es llamado totalmente

acotado si para algin € > 0 existe una e-red finita con respecto al A.
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Teorema 1.24 Sea A un subconjunto de un espacio métrico (X, d). Si para cada su-
cesion de puntos de A existe una subsucesion convergente, entonces A es totalmente

acotado.(ver[1], p.66)

Definicién 1.23 (Numerablemente Compacto) Un conjunto A se llama numerable-

mente compacto si todo subconjunto infinito de A tiene un punto de acumulacion en

A.
Teorema 1.25 Todo espacio topologico compacto es numerablemente compacto.

Definicién 1.24 (Secuencialmente Compacto) Sea (X,d) Un espacio métrico. Un
subconjunto A se llama secuencialmente compacto si de toda sucesion de A se puede

extraer una subsucesion convergente en A.

Definicién 1.25 Sea A un subconjunto de un espacio vectorial normado X, se dice
que A es relativamente secuencialmente compacto si cada sucesion en A tiene una

subsucesion convergente en X.

Teorema 1.26 Un conjunto A de un espacio métrico (X,d) es secuencialmente

compacto si y solo si es compacto.

Definicién 1.26 Un espacio topologico X se dice localmente compacto, si cada x €
X, admite una base de vecindades compactas, es decir, dado V' € U, existe W € U,

W' compacto tal que W C V.

Definicién 1.27 Un espacio topoldogico X es llamado separable si existe un subcon-

junto A de X numerable y denso, esto es, A= X.

Ejemplo 1.8 Considere el conjunto de los niimeros reales con QQ como subconjunto

de los reales. Cé6mo R C Q = R y Q es numerable, entonces R es separable.

Ejemplo 1.9 El espacio [, es separable para 1 < p < co. En efecto, sea W = {a =
(a1, ag,...,a,,0,0,...) €1, : a; € Q para cada i = 1,...,n} C,, veamos que W es un
subconjunto denso y numerable de [,,.

Seae >0y = (Zn)nen € L. Entonces, existe un N € N tal que >, %%, |wxl? <

S (puesto que la serie Y 77, |xx|P converge). Ahora para cada k = 1,2, ..., N existe
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un racional ay tal que |z — ai[P < 55 (puesto que Q es denso en R). Defina a =
N
(a’lu ag, ..., AN, OJ 07 ) entonces a € W y ||‘r_a’|’lpp = Zk:l |xk_ak’p+22°:N+1 ’xk’p <
S+ 5 =c¢. Por tanto W es denso en [,,.
Para ver que W es numerable, defina S, = {(aj,as,...,a,,0,0,...) : a; € Q}
observe que W = [ J7, S,,. Ahora, S,, es numerable puesto que Q es numerable, y

existe una biyeccién de S, en Q" x {0} x ... x {0} x ...

Ahora se mencionaran otras propiedades importantes que se pueden encontrar

para subespacios compactos de un espacio topologico.

Teorema 1.27 Cada subespacio cerrado de un espacio topolégico compacto es com-

pacto.
Proposicién 1.2 Cada subconjunto compacto de un espacio Hausdorff es cerrado

Teorema 1.28 (Tychonoff) FEl producto de espacios topoldgicos compactos es com-

pacto respecto a la topologia producto.

Teorema 1.29 Sean X yY espacios topologicos y f : X — Y una funcion continua

y sobreyectiva. Si X es compacto, entonces Y es compacto.
De manera més general tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.2 Sean X yY espacios topologicos y f : X — Y una funcion continua.

Si K es un subespacio compacto de X, entonces f(K) es compacto.

Proposicion 1.3 Sea f: X — Y una funcion continua entre espacios topolégicos.

Si X es compacto y'Y es de Hausdorff, entonces f es cerrada.

Proposicién 1.4 Sea f: X — Y wuna funcion continua y biyectiva entre espacios

topologicos. Si X es compacto yY es de Hausdorff, entonces f es un homeomorfismo.
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1.4. Operadores y sus adjuntos

Si X y Y son espacios lineales, L(X,Y) denota el conjunto de las funciones

lineales y continuas 7': X — Y.

Definicién 1.28 La topologia uniforme de operadores en L(X,Y) es la topologia
generada por la métrica en L(X,Y) inducida por la norma
17| = sup [[Tz]|.
ll=zl|<1

Definicién 1.29 La adjunta T* de un operador lineal T en L(X,Y) es la funcion
de Y* a X* definida por T*(y)x = y* o T.

Lema 1.3 La funcion T — T* es un encaje isométrico de L(X,Y") sobre L(Y™*, X*).

Definicién 1.30 Sean J(X) y J(Y) las imdgenes bajo la inyeccion candnica de X,
Y sobre X** yY** respectivamente. Para T € L(X,Y) definimos T € L(J(X), J(Y))
por la ecuacion T(J(z)) = J(y), donde y = T(x). Una funcion R € L(X** Y**) se
dice que es extension de T, si R(J(x)) = T(J(z)) para cada J(x) € J(X).

Lema 1.4 Si T estd en L(X,Y), la seqgunda adjunta T** : X** — Y™ es una

extension de T. Si X es reflexivo entonces T** =T.

Teorema 1.30 Un operador lineal T en L(X,Y) tiene inversa acotada T~ :Y —
X si y solo si T* tiene inversa acotada (T*)™" definida en X*. Cuando la inversa

existe, entonces (T—1)* = (T*)~1.

Las respectivas demostraciones y definiciones de la teorfa anterior (Operadores

y sus adjuntos) se puede encontrar en [6].

1.5. Redes

Necesitamos una nocion valida de limite, o convergencia, en un espacio topoldgico
general. Una eleccion facil, desde nuestro punto de vista, es considerar la redes. El
lector que no estd familiarizado con las redes estaria bien servido al pensar en una

red como una sucesion generalizada.
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Comenzaremos con un conjunto dirigido 7, es decir I esta equipado con la relacién

binaria < que satisface:
1. + <1 para todoz € I.
2. Sit<jyj<i, entoncesi < j.
3. Dado cualquier 7,5 € I, existe algin k € [ con i < ky j < k.

Un ejemplo inmediato de un conjunto dirigido es N con su orden usual; el conjunto
de todos los conjuntos finitos de un conjunto fijo es un conjunto dirigido por la
inclusién reciproca (es decir A < B si A O B). De manera usual también escribimos
¢ > j para indicar que j < 7. Ahora, una red en un conjunto X es una funcion
x : I — X donde [ es un conjunto dirigido. De este hecho podemos ver que una
sucesion es una red con dominio en N.

Generalmente, al igual que con las sucesiones, identificamos una red con su rango.
En otras palabras, denotariamos una red en X simplemente escribiendo (z;);c; donde
I es un conjunto dirigido y donde cada z; € X. Al definir la convergencia para redes,
adaptamos la terminologia que usamos para sucesiones. Por ejemplo, decimos que
una red (z;);cs estd eventualmente en el conjunto A si para algin j € I tenemos que
{z; i >j} C Ay decimos que (x;);c; esta frecuentemente en A si dado cualquier
i € I existe algin j € I con j > i tal que x; € A. Finalmente, una red (z;);e; en
un espacio topolégico X converge al punto z € X, si (x;);c; estd eventualmente en
cada vecindad de x. Como con sucesiones, usamos la notacién x; — x en este caso.

Muchas propiedades topoldgicas se pueden caracterizar en términos de conver-
gencia de redes. De hecho, las caracterizaciones secuenciales utilizadas en espacios
métricos pueden tipicamente ser traducidas directamente a este nuevo lenguaje de

redes. Aqui tenemos un ejemplo facil.

Teorema 1.31 Un conjunto E de un espacio topolégico X es cerrado si y solo si

cada red (x;);er en E que converja en X converge hacia un punto de E.

Demostracion. Suponga que E es cerrado y sea (x;);e; una red en F tal que

r; - x € X. Six € E° un conjunto abierto, entonces deberiamos tener (z;)
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eventualmente en E° (esto es, para algun j € I tenemos que {z; : i > j} C E°)
lo cual es imposible, entonces x debe estar necesariamente en E. Por otro lado,
suponga que cada red convergente de F converge al punto en E. Ahora, sea z € E¢
y suponga que para cada vecindad V' de z hay algin punto xy, € VN E. Si dirigimos
las vecindades de x por inclusion reversa, entonces sélo hemos construido una red
(xy) en E que converge a un punto x que no estd en F. Asi, existe una vecindad V
de x que esta completamente contenida en E°, es decir, E¢ es abierto. Por tanto £

es cerrado.

Corolario 1.3 Sea X un espacio topolégico y A C X. Entonces xo € A si y solo si

existe una red (z;);er en A tal que x; — x.

Corolario 1.4 Sea X un espacio topologico y A C X. Entonces xo € A° si y solo

si toda red (x;);er con x; — xo estd eventualmente en A.
Otro teorema que es facil de verificar es el siguiente.

Teorema 1.32 Sean X e Y espacios topologicos. Una funcion f : X — Y es

continua en x si y solo si dada una red (v;);e; en X con x; — x se tiene que

f@i) = f(x).

Demostracion. Suponga primero que f es continua. Sea (z;) un red en X con
r; — x y V una vecindad de f(z) en Y. Entonces f~'(V) es una vecindad de
r en X, entonces (z;) estd eventualmente en f~(V). Por consiguiente, f(z;) esté
eventualmente en V', esto es, f(z;) converge a f(x). Ahora suponga que f(x;) — f(z)
siempre que x; — x. Sea E un conjunto cerrado en Y, y (z;);c; una red en f~1(E)
que converge a z € X. Entonces, (f(z;));cr es una red en E que converge a f(x)
en Y. Como f(x) € E por el Teorema 1.31, entonces z € f~}(F). Asi, f7(E) es

cerrado y por tanto f es continua.

Definicién 1.31 Sean (z;);c; una red en un espacio topolégico X yx € X. Diremos
que x es un punto limite (punto cluster) de la red (x;);cr si para toda vecindad V de

x tenemos que (x;) estd frecuentemente en V.
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Al igual que como ocurre con las sucesiones, donde dada una sucesién podemos
definir una subsucesién. De igual manera, para una red (x;) podemos siempre definir
un subconjunto (z,(;))jes (J un conjunto dirigido ) de (z;) al que llamaremos subred.

La siguiente definicion nos ayudara a saber como escoger dichas subredes.

Definicién 1.32 Sea (z;)ic; una subred en X y J un conjunto dirigido. Diremos
que la funcion ¢ : J — I es:

1. creciente, si siempre que j1 < ja tenemos que ©(j1) < ¢(Jja).

2. cofinal, si para todo i € I, existe j € J tal que p(j) > 1.

Una subred de la red (x;)icr, €s una red (xy(;));es, donde J es un conjunto dirigido

y@:J — 1 es creciente y cofinal.

Nota 3. Una consecuencia inmediata de la definicién es que; si (z;);c; es una red
tal que x; — x para algin x € X, entonces ;) — x para toda subred (z,;))jes
de (7)ier-

En la Seccién 1.3 habiamos definido que son los conjunto compactos, ademas
mostramos algunos resultados interesantes que se dan para los conjuntos compactos.
Los siguientes teoremas seran de utilidad para la demostracion de algunos teoremas

del Capitulo 2.

Teorema 1.33 Sea X un espacio topologico. Entonces, X es compacto si y solo si

cada red en X tiene al menos un punto limaite.

Corolario 1.5 Sea X un espacio topoldgico. Los siguientes enunciados son equiva-

lentes.

1. X es compacto;
2. Cada red en X tiene por lo menos un punto limite (punto cluster);
3. Cada red en X admite una subred convergente.

Algunas demostraciones de estos resultados son un poco extensas para incluir en

este capitulo, sin embargo el lector interesado puede consultar algunas de éstas en

[6].
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Topologias Débiles

Es conocido que los tnicos espacios normados cuya bola cerrada unitaria es
compacta en la topologia de la norma son los espacios de dimensién finita. Esto
expresado en términos de convergencia de sucesiones quiere decir que, para que
toda sucesion acotada en un espacio normado tenga una subsucesion convergente,
el espacio tiene que ser de dimension finita.

Histéricamente la necesidad de extraer subsucesiones convergentes de sucesio-
nes acotadas condujo a la busqueda de topologias mas débiles con mas conjuntos
compactos y que siguieran respetando la estructura de espacio vectorial. Las dos
topologias mas importantes que surgieron de esta investigacion, son las ahora cono-
cidas como topologia débil y la topologia débil*, la primera en un espacio normado

y la segunda en un espacio dual.

2.1. Topologia débil

Lo normal es describir las funciones continuas en X después de que hemos de-
finido una topologia en X. Pero el procedimiento inverso también es muy comin e
incluso mas ttil. En otras palabras, dada una coleccién de funciones § de un conjun-
to X a un espacio topoldgico Y, podemos construir una topologia en X bajo el cual
cada elemento de § sera continuo. Si X tiene la topologia discreta, entonces cada
funcion de X a Y es continua, mientras que, si a X le damos la topologia trivial o
indiscreta, entonces sélo funciones constantes son continuas.

Por lo general, queremos algo intermedio, de hecho, nos gustaria saber si hay
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una topologia mas pequena que hace cada elemento de § sea continuo. Como ve-
remos la respuesta es si, y se puede seguir facilmente de un pequeno e importante
Lema que muestra la construccién de topologias teniendo ciertos conjuntos abiertos
predeterminados.

Antes, recuerde que una topologia sobre un conjunto X es una familia 7 de
subconjuntos de X, cerrado bajo la formacion de intersecciones finitas, uniones ar-

bitrarias y conteniendo el conjunto () y el espacio total X.

Lema 2.1 (Lema de la subbase) Suponga que X es un conjunto y que S es una
coleccion de subconjuntos de X . Entonces, existe una topologia mads pequena 1,, sobre
X conteniendo a S. Ademds, S" = {0, X}US forman una subbase para 7,,. En otras
palabras, los conjuntos de la forma S;NSyN...NS,, donde S; € S" parai=1,....,m

son una base para T,.

Demostracion. Sea 1 la interseccion de todas las topologias sobre X que contie-
nen a S (también a S’). Claramente 71 es la topologia mas pequena. Por tanto, 7
también contiene la coleccion 7 que definimos como el conjunto de todas las uniones
posibles de conjuntos de la forma S; NSy N...N S, donde m > 1y S; € S para
¢ =1,...,m. Debemos mostrar que 7, = 7».

Como 7 contiene a S, es suficiente demostrar que 7 es una topologia sobre X.
En efecto, basta probar que 75 es cerrado bajo intersecciones finitas (puesto que
claramente () y X estdn en 7», y ademés 7, es cerrado bajo las uniones arbitrarias
por definicién). Sean U,V € 15 y tomemos x € UNV. Sean Ay, Ay, ..., A,y By, ..., B,
elementos de S’ talesque z € A;N..NA, CUyx€ By N..NB, CV.Entonces,
reAN.NA,NBN..NB, CUNV,esdecir UNV € 1. Por tanto, 75 es una

topologia sobre X. O

Nota 4. El lema anterior nos da la posibilidad de usar una coleccién cualquiera de
conjuntos para definir una topologia. Esta posibilidad nos permite utilizar un con-
junto de funciones § de X sobre un espacio topoldgico Y para definir una topologia

en el conjunto X. Para ello, basta tomar

S={f'(V): fe€FyV esabiertoen Y}. (2.1)
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Como cada elemento de S es abierto en la nueva topologia 7,,, entonces cada
elemento de § es continuo en esta topologia 7,. Esta topologia la llamaremos la
topologia inducida por §. En realidad, no necesitamos la imagen inversa de cada
conjunto abierto en Y, podriamos tomar facilmente las imégenes inversas de una
coleccion de conjuntos abiertos basicos, o incluso conjuntos abiertos subbasicos. En

particular, si ¥ = R la colecciéon de conjuntos

W(z; f1, fay s fy6) ={y € X |fi(x) — fily)| <e, i =1,...,n} (2.2)
donde z € X, fi,...., fn €35, e >0y n €N forman un sistema de vecindades basicas

para la topologia débil generada por § como se mostrara en el siguiente teorema.

Teorema 2.1 Sea X un conjunto y § una coleccion de funciones de X en R. Los
conjuntos de la forma (2.2) Forman una base de vecindades para la topologia débil

de X.

Demostracion. Sea G un abierto en la topologia débil y z € GG. Por el Lema 2.1,
existe un n € N y abiertos W; € R con i = 1,2, ...,n tal que z € "_, f; ' (W;) C G.
Luego fi(z) € W; para todo i = 1,2,...,n, dado que W; es abierto en R, existen
r; > 0 tal que (f;(x) — 7, fi(xz) + 1) € W;. Sea r = min{ry,...,m,} > 0, entonces
(fi(x)—r, fi(x)+7r) C W; paratodoi = 1,...,ny por tanto (., f; ' (fi(z)—r, fi(x)+
r) C N, £ (W;) C G. Finalmente, afirmamos que (1, f; ' (fi(x) —r, fi(x) +71) =
W (z; f1, fay ooy fus7). Enefecto, y € i, £ ' (fi(z) —r, fi(x) +7) siy sélosi fi(y) €
(fi(x) —r, fi(x) 4+ ) para todo i = 1,2, ...,n. Por tanto | fi(y) — fi(x)| < r para todo
i=1,..,n,es decir,y € W(z; fi1, fay oy fu; 7). d

Observacion 1. Vale la pena senalar que nuestra construccién de topologias débi-
les de ninguna manera requiere un espacio de rango fijo y, en particular, dada una
coleccion de funciones (fq)aca donde f, mapea a X en un espacio topolégico Y,
podemos aplicar el Lema de subbase para encontrar la topologia mas pequena so-
bre X bajo el que cada f, es continua. De esta forma. Consideremos la topologia

generada por la coleccion

S ={f-"(Va,) : V, es abierto en Y, para cada a € A}.
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Observacion 2. El lector debe notar que X puede ser un espacio topoldgico lineal
normado, con nociones de subconjuntos abiertos, subconjuntos cerrados, funciones
continuas, conjuntos limitados, compactos, entre otros. Estos conceptos deben ser
distinguidos de los conceptos correspondientes de la topologia débil, y para ello

usaremos débilmente cerrado, débilmente compacto, débilmente continua, etc.

Ejemplo 2.1 Sea X un espacio vectorial normado, entonces X tiene una topologia
definida por su norma que frecuentemente referiremos como topologia fuerte. Adicio-
nalmente X tiene una topologia débil generada por los funcionales lineales acotados
sobre X, esto es, § = X* = {Funcionales lineales acotados de X en R}, y por tanto
hay conceptos de débilmente abierto y débilmente cerrado, y queremos relacionar
estos conceptos con los de la topologia fuerte. Observe que si f : X — R pertenece a
X* = § entonces f es débilmente continuo y como la topologia débil es la topologia
mas pequena en que cada elemento de § es continuo, entonces concluimos que la

topologia débil de X esta contenida en la topologia fuerte de X.

Ahora, U es abierto en la topologia débil de X (denotada por o(X, X)) si y solo
si para cada x € U existen n € N, fi,..., f, € X* y e > 0tal que W(x; f1, ..., fu;e) C
U.

Ejemplo 2.2 La topologia producto (o topologia de Tychonoff) es un ejemplo de
una topologia débil. Sean (X,, 7,) espacios topoldgicos para cada a € A, y defina
X = [l en Xa es el producto cartesiano de los conjuntos X,. Asi, X es la coleccién

de todas las funciones z : A — ., X tal que z(a) € X,,. Usualmente escribimos

a€eN

T4 en lugar de z(«v) y conjuntos & = (x4)aca; también z, es la componente « de x.

Sea P, : X — X, la proyeccién sobre X, asi P,(z) = z,. La topologia producto
sobre X es la topologia débil generada por § = {P,}aea. Asi, un conjunto V- C X
es abierto en la topologia producto si y solo si para cada punto = (z,)aea €xisten
indices ay, ag, ..., a, y abiertos U,,, ...,U,, (con U,, € 7,,) tal que z,, € U,, para
i =120y N Prl(Us) = {f = (fa)aer € X & fo, € Unyy i =1,..,n} C V.
Asi para garantizar que un punto y = (y,) pertenece a una vecindad fija de x =
(x4) es suficiente exigir que para un nimero finito de indices oy, as, ..., @, cada yq,

pertenezca a una vecindad de z,,.
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Tenemos ahora la siguiente caracterizacion de la topologia débil.

Teorema 2.2 Sea Z un espacio topoldogico y X dotado de la topologia débil generada
por § = {fi}ier- Entonces una funcion g : Z — X es continua si y solo si f;og es

continua, para todo 1 € I.

Demostracion. Si g es continua, entonces f; o g es continua, puesto que f; es
continua para cada ¢ € I.

Reciprocamente, sea U un abierto de X. Veamos que g~ *(U) es un abierto de
Z. Sea x € g~ Y(U) entonces g(x) € U. Como U es abierto de X, existen J C T
finito y U; abiertos de X;, j € J tales que g(z) € ﬂjej fj_l(Uj) C U. Defina
W = ;e;(fj 09)7'(U;). Como f; 0 g es continua para todo i € I, entonces W es
abierto en Z y x € W, ademas

W=\(feo9) W) =g (" S(U)) Cg7' V).
jed jeJ

Y por tanto g7'(U) es abierto de Z, consecuentemente g es continua. U

2.2. Propiedades de la topologia débil

Teorema 2.3 Sea X un espacio vectorial normado. Entonces la topologia débil

o(X, X*), es Hausdorff.

Demostracion. En efecto, Sean xg, yo € X con g # 1p. Debemos encontrar dos
abiertos W y W5 en la topologfa débil o(X, X*) tal que Wi NWy =0y o € W
v Yo € Ws. Entonces, como xy # 19, tenemos que xo — yg # 0 y por el teorema de
Hahn-Banach existe f € X* tal que f(xg— yo) # 0, es decir, fxg # fyo. Escojamos
un € > 0 tal que € < |fzg — fyo| y consideremos los abiertos Wi(xo; f;€/2) v
Wa(yo; f;€/2). Demostremos que Wy N W, = (). Suponga que existe un x en la

interseccién, entonces |fx — fxo| <e/2y |fz — fyo| < €/2, luego,

|fro— fyol < |fzo— fol +|fz — fyol

2 2 7

IN
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Lo que contradice la escogencia de €. Asi, W (zo; f;€/2) y Wa(yo; f;/2) son abiertos

disyuntos que contienen a x( e ¥y, respectivamente. 0

Teorema 2.4 Sea X un espacio vectorial normado y' Y C X un subespacio lineal
cerrado. Entonces, la topologia débil sobre Y (generada por el dual Y*) es la restric-

cion sobre’ Y C X de la topologia débil sobre X.

Demostracion. Sean z7, x5, ..., x) elementos de X* y ¢ > 0. Para cada k =
1,2,...,n defina y; = z; 0% donde ¢ : Y — X es la inclusién. Entonces, y; € Y* para

todo k =1, ..,n. Ademas

W95, ymse) = {yeY |yiy)l<ek=1,.,n}
= {yeY: |y <e k=1,...,n}
= Yn{zeX:|z(zx)<e k=1,..,n}

= YNW(0;27,...,z5;€).

I n’

Considere ahora yj, ...,y: € Y* y € > 0. Por el teorema de Hahn-Banach existen
x], x5, ...,z elementos de X* tal que zj : X — R es una extensién de y; para cada

k € N. Luego por lo anterior tenemos que

W(0;yiys, .y yn;e) =Y NW(0; 27, ..., x5 €)

) n’

O

Nota 5. Este resultado es también valido sin la hipotesis que X sea un espacio
vectorial normado, para ello consideremos
B = {ﬂ f7H(U;) + Uj es abierto, J C I, J ﬁnito}. (2.3)
jeJ
Y note que si U es un abierto en la topologia débil de X entonces U NY es

abierto en la topologfa débil de Y. Basta notar que, si U = (1, f;1(U;) entonces:

uny = (ﬂfﬂ@))my

JjeJ
= (W) nY)
jeJ
= () /ily"(U;) € topologfa débil de Y

JjeJ
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En simbolos o (X, X*)|y = o(Y,Y™).

La topologia débil es menos fina que la topologia de la norma en los espacios
de dimensién infinita, asi, cada conjunto débilmente cerrado es también cerrado en
norma. En el siguiente resultado afirmamos que para conjuntos convexos el reciproco

es también verdadero.

Teorema 2.5 Sea X un espacio vectorial normado y A un subconjunto convexo de
X. Entonces, A es cerrado en la topologia débil, o(X, X*), si y solo si A es cerrado

en la topologia fuerte.

Demostracion. Supongamos que A es cerrado en la topologia fuerte, y veamos
que A es cerrado en la topologia débil. Para ello verifiquemos que el complemento A€
de A es abierto en la topologia débil. Sea xg ¢ A. Por el teorema de Hahn-Banach
existe un hiperplano cerrado que separa estrictamente a {zo} y A. Asi, existe algin

f € E* y algiin « € R tal que

flwo) <a < fly), VyeA

Sea

V={reE: f(x)<al;

Asi, g e V,VNA=10 (ie., V C A°) y V es un abierto de la topologia débil. [J

Corolario 2.1 Sea X un espacio vectorial normado. Un subconjunto convero A de

X es débilmente denso en X si y solo si A C X es fuertemente denso.

Nota 6. Del Teorema 2.5 se sigue que si A C X es convexo entonces la clausura en

la topologia débil es igual a la clausura en la topologia fuerte. En particular, como

la bola unitaria es convexa se sigue que B§(X’X*) = B|)|('H = Bx.

Por otro lado, si ¢ : X — R es una funcién convexa (es decir ¢((1 —t)x + ty) <
(1 — t)p(x) + te(y) para todo 0 < t < 1) y semi-continua inferiormente para la
topologia fuerte, entonces para todo A € A el conjunto E) = {z € X : p(z) < A}
es fuertemente cerrado y convexo, por tanto E) es débilmente cerrado. Como caso

particular tenemos la funcién convexa ¢ : X — R definida por ¢(x) = d(x, A) donde
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A es un conjunto convexo. Entonces E) = {x € X : d(z, A) < A} es un conjunto
débilmente cerrado en X. En el caso de la esfera (que no es convexa) tenemos el

siguiente teorema.

Teorema 2.6 Si X es de dimension infinita, entonces Sg((X’X*) = Bx.

Demostracion. Como Sy C Bx y By es un conjunto convexo y cerrado, entonces

SN ¢ I — By = By

Demostremos ahora que Bx C Sg((X’X*). Sea xy € Bx con ||zg|| < 1y veamos
que Ty € S‘;X’X*). Sea ¢ > 0y 27,75, ..., 7, elementos de X*. Debemos mostrar
que W (xo; x5, x5, ..., 2%;e) N Sy # (. Dado que X es de dimensién infinita, existe
un z € X — {0} tal que z}(z) = 0 para todo 1 < i < n (de lo contrario la funcién
T : X — R" dada por Tz = (z7(z), ...,z (x)) es un isomorfismo lineal sobre su

imagen, asi, dim X < n, lo que contradice que X es de dimensién infinita).

Definamos ¢ : [0,00) — R por ¢(t) = ||x¢ + tz||, para todo ¢ > 0. Claramente,

@ es continua y ¢(0) = [|zo]| < 1y como z # 0 entonces ||zg + tz|| > t||z|| — ||xol].
Observe que t||z|| — ||zo|| = oo cuando t — oo y por tanto ||z + tz|| — oo cuando
t — 00. Por el teorema del valor intermedio, existe un ty > 0 tal que ||zo+toz|| = 1.
Defina w = xg + toz, entonces ||w|| =1y

wi(w) — x}(v0) = 2} (w0 + toz — o) =tz (2) =0 <e Vi=1,..,n.

Por tanto w € W (xg; 3}, 23, ..., x5;6) N Sx v asl, W(wo; xf, x5, ..., 2%, 6) N Sx # 0,
para todo € > 0. O
Ahora demostraremos que aunque las topologias de la norma y débil son distintas;

los conjuntos acotados coinciden con los débilmente acotados.

Definicién 2.1 Sea X un espacio vectorial normado y A C X. Se dice que A es
débilmente acotado si para toda vecindad débil W de 0 existe un A > 0 tal que
AMCW.

Teorema 2.7 Sea X un espacio vectorial normado y A C X. Entonces las siguien-

tes afirmaciones son equivalentes.

I) A es débilmente acotado.
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IT) sup,cy |x*(z)| < oo para todo x* € X* (Ast, para cada funcional lineal x*,

z*(A) es un conjunto acotado en R).
IIT) A es acotado (en la norma).

Demostracion. Supongamos primero que A es débilmente acotado y probemos
IT). Sea z* € X* y A > 0 tal que NA C W(0;2%1) = {z € X : |z*(z)]| <
1}. Entonces, si € A, tenemos que |z*(Az)| < 1y por tanto |z*(z)| < 5. Asi,
SUp,e 4 |27 (2)] < + < +oo para todo z* € X*.

Probemos ahora que I7T) implica I'). Supongamos que para cada x* € X* se tiene

que sup,ey |2*(z)] = My < 400. Sea V una vecindad débil de 0 y consideremos
W(0;x3,...,x%5;¢) C V. Defina A\ = m entonces, afirmamos que AA C

W(0; x3, ..., x%; €). En efecto, si y € A, entonces para todo i = 1,2, 3, ...,n tenemos

27 (Ay)| = Al (y)]
< Asup |z ()]
TEA
< X ; =¢.

Por tanto, \y € W(0; 27, ...,z%;¢). Asi, NA C W (0; 273, ...,x5;,¢) C V.
Veamos que IT) implica I17). Como X* es un espacio de Banach, podemos aplicar
el principio de limitacién uniforme a la familia de operadores {J(z) : © € A} donde J
es la inyeccion canénica de X en X**. Entonces, sup,c 4 ||z|| = sup,eq4 ||J2|| < 400
si y solo si
sup [(Jz,2")| = sup |[(z", )| < 400 para todo z* € X*.
z€A z€A

Por tltimo, es claro que I11) implica I) ya que toda vecindad débil de 0 es una

vecindad fuerte de 0. O

Nota 7. Podemos decir que en espacios de dimension infinita las vecindades débiles

son bastante grandes, de hecho, las vecindades basicas de 0 son tales que
W(0; 27, ...,z,;€) 2 (]ker:c;k

y la interseccién de los ker z} es no nula y es un subespacio de dimensién infinita (ya

que es el nicleo del operador T : X — R™, x — (25(x),...,z5(x)) y dim X = 400)
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y es un conjunto no acotado en la norma. Por tanto, las vecindades débiles no
estan contenidas en ninguna bola abierta y ademdés contienen un subespacio de
dimensién infinita. La topologia débil tiene menos abiertos que la de la norma, pero
a pesar de esto tienen los mismos funcionales débilmente continuos, para demostrarlo

necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.2 Sea X un espacio vectorial y f, fi,..., fn funcionales lineales sobre X.

Entonces, [ es una combinacion lineal de fi, ..., f,, si y solo si (), ker f; C ker f.

Demostracion. Suponga que f es combinacién lineal de fi, fo, ..., fn y 2 € (i, ker f;,
entonces f;x = 0 paratodoi = 1,2, ...,n. Como f es combinacién lineal de fi, fo, ..., fi
existen escalares Aj, ..., A\, C R tal que f = A1 f1 + Aofo+ ... + A\ fn, como fi(x) =0
para todo i = 1,...,n entonces f(z) = Ay fi(x)+...4+ A\, fn(x) = 0, entonces x € ker f.
Por tanto (;_, ker f; C ker f.

Reciprocamente, suponga que (i, ker f; C ker f. Demostremos por induccién
matematica que f es combinacion lineal sobre los f;. Paran =1, sean f,g: X — R
funcionales lineales tal que kerg C ker f, si g(x) = 0 para todo x € X, entonces
kerg = X y por tanto, ker f = X. Luego f(z) = 0 para todo x € X. consecuente-
mente f(x) = ag(x) para todo a € R, y cualquier z € X.

Ahora, supongamos que existe xy € X tal que g(z9) # 0. Entonces, para todo

re X, x—1x- i%)) € ker g, puesto que g (1‘ — X - gg((go))> = g(x) — g(xp) - gg((;;)) =
g(x) — g(x) = 0. Por hipdtesis concluimos que x — zg - ;’((50)) € ker f y por tanto,
[ (2= 0+ £25) = 05 estoes f(x)— 22 flwo) = 0. Ast, f(x) = g(x)- 128 = ag(x)
para todo x € X, donde v = gé;g;

Supongamos ahora que lo anterior se cumple para n = k. Veamos que se cumple
para n =k + 1. Como ﬂfill ker f; C ker f, entonces

k
mker fi|kerfk+1 C kerf‘kerf;ﬁq-

=1
Aplicando la hipétesis de induccién a filer foirs Sfolker fogrs -0 Jrlker s, Obtene-
mos que flker f,,, €s combinacién lineal de fi|ker foyys s fr|ker foiqs €8 decir, que f =

Zle a; f; sobre ker fr,1. Entonces, si x € ker f;,1 tenemos que fr = Zle a; fix,
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esto es (f - aifl-) (x) = 0. Lo cual implica que

k
ker fr11 C ker <f — Z%’fz’) )

i=1

Asi, aplicando lo que sabemos para el caso de n = 1, tenemos que, existe oz € R

tal que
k
f=> aifi= arnfen.
i=1
esto es
k+1
f(z) = Zozzfl(x) Vo e X.
i=1
Lo que completa la demostracion. 0

Teorema 2.8 Sea X un espacio vectorial normado, entonces x* € X* si y solo si

(X, 0(X, X*)) = R es continuo (esto es continuo con la topologia débil de X ).

Demostracion. Sea X un espacio vectorial normado y suponga que z* € X*,
entonces z* : (X,0(X,X*)) — R es continuo por la construccién de la topologia
débil (La menor topologia en que cada funcional lineal es continuo).

Reciprocamente, suponga que z* : (X, o(X, X*)) — R es continuo. Entonces, el
conjunto V' = {x € X : [z*(z)| < 1} es una vecindad de 0 en la topologia débil. Por
tanto, existen £ € N y funcionales lineales acotados z7,25,...2; en X* y un e > 0
tal que W(0;21,%,...,25;¢) C V. Asi, si x € ﬂle ker z} entonces z}(x) = 0 para
todo ¢ = 1,...,n. Luego, para todo A, zf(Ax) = Azf(z) = 0 y por tanto \x € V
esto es |z*(A\x)| < 1 para todo A € R. Luego, |z*(z)| < ‘—h para todo A € R. Asf,
o*(x) = 0, es decir x € kerz*. Luego, (_, ker 7 C kerz*. Por tanto, del Lema 2.2

x* es combinacion lineal de =7, ..., x.. Luego z* € X*. O

Nota 8. Del Teorema 2.8 concluimos que el dual de X con la topologia débil es
igual al dual de X con la topologia fuerte. También concluimos que si z7, 25, ...,z €

X*y e, 0 >0 son tales que

W(0;27, ..., z3;€) © W(0;27; ).
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Entonces z* es combinacién lineal de los 7, 23, ..., x;. Ahora ;jqué pasard con
la continuidad débil de operadores entre espacios normados de dimensién infinita?

Para ello tenemos la siguiente definicion.

Definicién 2.2 Sean X e Y espacios vectoriales normados. Un operador T : X —
Y es débilmente continuo, st es continuo con respecto a las topologias débil de X vy

de Y respectivamente.

Teorema 2.9 Sean X e Y espacios vectoriales normados y'T : X — Y una trans-
formacion lineal. Entonces, T es continuo en la norma si y solo si es débilmente

continuo.

Demostracion. Supongamos que T es continuo en la norma. Sea x € X y € > 0,
Yy, ...,y elementos de Y* y definimos z} = y; o1 para i = 1, ..., k. Luego =} € X~
para todai = 1,2, ..., k. Veamos que T'(W (z; x5, ..., x5;¢)) € W(Tx;y5, ..., yi; €). Sea

be T(W(x;x3,...,x};¢€)), entonces b =Tz con z € W(x; 3}, ..., x};€). Luego

ly; (0) —yi (Tz)| = |y;(T=2) —y; (Tx)|
= |(y; o T)(2) — (y; o T)(z)|

= |ziz—ziz|<epara i=1,.. k.

Por tanto, b € W (Tx; yf, ..., yi; €). Luego T es débilmente continuo.
Reciprocamente, supongamos que 7' es débilmente continuo. Entonces por el
Teorema 2.2 se sigue que para todo y* € Y*, y* o T es débilmente continuo y por
tanto, por el Teorema 2.8 y* o T € X*. Ademads, si x € By entonces para todo
yreyYr
" (Tz)| = [(y* o T)(x)| < [ly" o T|.

Asi, T(Bx) es débilmente acotado y por el Teorema 2.7 T(Bx) es acotado en la
norma. Por lo tanto 7' es continuo. U

Finalizamos esta seccién con el siguiente teorema.

Teorema 2.10 La topologia débil y la topologia fuerte sobre X coinciden si y solo

st X es de dimension finita.
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Demostracion. Supongamos que X es de dimension finita. Ya sabemos que la
topologia débil (X, X*) siempre tiene menos abiertos que la topologia fuerte. Por
lo tanto, necesitamos probar que dado un abierto en la topologia fuerte también es
un abierto en la topologia débil, o (X, X*). Sea o € X y U una vecindad de z( en la
topologia fuerte. Debemos encontrar un subconjunto finito 7, ...,x; € X*y e > 0
tales que W (xo; 23, ...,x5;¢) C U.

Como U es una vecindad de z existe r > 0 tal que B(zo,7) C U. Consideremos
una base de X dada por {ey, ...,e,} con ||e;|| = 1 para todo i € {1, ...,n}. Definamos
los funcionales zf : X — R por zf(x) = «; para todo i € {1,...,n}, para cada
=" ae. Como {ei,...,e,} es una base, z; es bien definida y lineal para cada
i € {l,....,n}. Como X es de dimension finita, z; € X*. Si para cada 1 < i < n,

x € W(xg;z7,...,25;7/n), entonces se tiene que:

n
Z xi(x — xo)e;
i=1

n
< D Jai(z —wo)| e
=1

|z = 2ol <

Es decir, W (xo; 27, ...,x5;¢) C U.

Reciprocamente, Supongamos que X es de dimension infinita y mostremos que
las topologias débil y fuerte no coinciden. Para ello, consideremos el conjunto Bx =
{z € X : ||z|| < 1} que es un abierto en la topologia de la norma, mostremos
que el interior del conjunto Bx en la topologia débil es vacio y por tanto no es
abierto en la topologia débil. Supongamos que existe xy un punto interior de By
en la topologia débil, entonces existe un € > 0 y z7,...,x) elementos de X* tal
que W(xg;x7,...,z5;e) € Byx. Como X es de dimensién infinita existe yg € X,
yo # 0 tal que z7(yo) = 0 para todo i = 1,2, ...,n. Luego, la recta xo + tyo esta en
W (zo; 23, ..., xk; €) paratodo t € Ry por tanto pertenece a By, es decir, ||zo+tyo|| <
1 para todo t, pero ||xg + tyo|| > [t - [|yo|| — ||xo]| — oo cuando t — 0. lo que es un

absurdo. O
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Nota 9. Los conjuntos abiertos (o cerrados) en la topologia débil son siempre
abiertos (o cerrados) en la topologia fuerte. Del Teorema 2.10 se sigue que en cual-
quier espacio de dimensién infinita, la topologia débil es estrictamente menos fina
que la topologia fuerte; es decir, existen conjuntos abiertos como B(0,1) en la to-
pologia fuerte que no son abiertos en la topologia débil y cerrados como Sx en la

topologia fuerte que no son cerrados en la topologia débil (ver Teorema 2.6).

2.3. Convergencia débil.

En esta seccion estamos interesados en estudiar propiedades bésicas de la con-
vergencia débil incluyendo la comparacién entre las nociones de convergencia fuerte

(o en la norma) con la de convergencia débil.

Definicién 2.3 Sean (X, 7) un espacio topoldgico, (,)nen una sucesion en X y
zg € X. Decimos que (z)nen converge a xq si para todo W € 7, existe un ng € N

tal que x,, € W, para todo n > ny.

Teorema 2.11 Sea X un espacio vectorial normado y 7, la topologia débil generada
por § = {fitier y (z,) una sucesion en X. Entonces, (T)nen converge débilmente

ax siy solo si fi(x,) — fi(x) para cada i € I.

Demostracion. Claramente, si (z,,)nen converge débilmente a = entonces f;(x,) —
fi(z) para todo i € I ya que cada f; es continua en la topologia débil. Reciprocamen-
te, sea U una vecindad débil de z, supongamos que para todo i € I, f;(x,) — fi(x).
Como U es abierto débil y x € U, existen € > 0y fi,...., fr elementos de § tal que
ﬂle [ V))CUyxe ﬂ;?:l f7H(V;). Como fi(xy) — fi(z) para cada i € I, enton-
ces para cada j = 1, ..., k, existe un entero N; tal que f;(z,) € V; para n > N;. En-
tonces, tomando N = max [V;, tenemos que x,, € fjfl(V}) paran>Nyj=1, ..k

1<5<k
Asi, z,, € U para cada n > N. Por tanto (x,),en converge débilmente a z.

Nota 10. Cuando una sucesién (x,),en converge a = en la topologia débil de

X generada por § = X* entonces escribimos z, — z (o también z, — ). La
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convergencia en la topologia de la norma la escribiremos ||z, — z|| — 0 y diremos
convergencia fuerte.

Observe que al igual que en sucesiones una red {x,}aca converge débilmente a
T escrito T4 — x, si y solo si f;(z4) — fi(z) para todo funcional f € X*.

Antes de ilustrar algunos ejemplos, vamos a demostrar algunas propiedades bési-

cas de la convergencia débil.

1. El limite débil (si existe) es tinico. En efecto, suponga que z,, — = y o, — .
Entonces, para cada funcional f € X*, tenemos que fz, — fry fr, — fy
en R. Como R es de Hausdorff entonces fxr = fy y por tanto f(x —y) =0
para todo f € X*. Asi,

|z —yl| = sup |f(z —y)| =0.

[fl1<1
fex*

Luego = = y.
2. Sea X un espacio vectorial normado y (Z,)nen, (Yn)nen sucesiones en X tal

que T, — z, y, — 3. Entonces, T, +yn — x+y ¥ o, — ox para cada escalar

Q.

e w
3. Sea (z,)nen una sucesiéon en X y x,, — x en norma, entonces z,, — .

En efecto, sea f € X*—{0} y ¢ > 0. Como z,, — z en norma, existe un ny € N

tal que si n € N y n > ny entonces

[ — 2] < ———
" 1%
Luego, si n > ng tenemos
(@) = F@)] = |f(zn — )|
< IfI] - [ — ]
£
< = =
171

Por lo tanto, z,, —
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. w
4. Si x, — x, entonces (z,)nen €s acotado (en norma).

En efecto, para cada f € X* se tiene que fr, — fx entonces el conjunto
(f(z,))n>1 es acotado para todo f € X*. Asi, el conjunto A = {z, }nen €s
débilmente acotado y por el Teorema 2.7 concluimos que A es acotado en la

norma. Asi, (z,)nen €s acotado.
5. Sea (x,)nen una sucesién de elementos en X tal que z, = 2y f, — f en
norma. Entonces, f,z, — fx.

Sea ¢ > 0. Como z,, = x existe un ny € Ny M > 0 tal que ||z,|| < M para
todo n € Ny |fz, — fz| < 5 para todo n > ng. Ademads, ||f, — f|| — 0,

entonces existe un n; € N tal que || f, — f|| < 357 para todo n > n;.

Luego, para todo n > N = méax{ng,n;} tenemos que

|fu(zn) = f(@)] < [fal@a) = f(@n)| + [ f(20) — f(2)]
< lfa = FI- Nl + [f(20) = f()]
€ €
= §+§:5, Vn > N.

Asi, f.(x,) converge a f(z).

Teorema 2.12 Si X es un espacio vectorial normado, de dimension finita. la con-

vergencia fuerte es equivalente a la convergencia débil.

Demostracion. Ya hemos demostrado que en cualquier espacio normado X la
convergencia fuerte implica convergencia débil. Nos resta probar que en un espacio
vectorial de dimensién finita, la convergencia débil implica convergencia fuerte.

Para esto, supongamos {ey, ..., e;} es una base para X y que z,, — z, donde
(n) (n)

Tp =0 €1+ - e, paran € N

y ¢ = aie1 + - - - apeg. Ahora, consideremos los funcionales lineales f; € X*, (i =

1,...,k) definidos por f;(e;) = d;; donde d;; es el delta de Kronecker. Como x,, = z,
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entonces, para i =1, ...k fi(x,) = fi(z). Aplicando la definicién de f; tenemos que
fi(zn) = Oéz(n) y fi(z) = «;, luego
(n)

o, — oy parai=1,.. k.

(n)

Defina M = max;||e;||. Sea € > 0, como «; ' — «a; para i = 1, ..., k. Debe existir un

entero N tal que para todon > N y cada i = 1, ..., k tenemos |a§”) — ;| < 57 Por

tanto
k
|lzn — || = Z(agn) — o)e;
i=1
k
< Dl —aul [fel
i=1
FLoe £
< —M=_K=c.
i=1 MK K
Asi x,, converge fuertemente a x. O

Teorema 2.13 (Mazur) Suponga que X es un espacio de Banach y (zp)nen €S
una sucesion en X que converge débilmente a x € X. Entonces, existe una sucesion

{yi} en X tal que
I) cada y; es una combinacion convexa de un nimero finito de los x,.
II) y; — x en norma.

Demostracion. En efecto. Sea H la envolvente convexa de los (z,),>1 v K la
clausura débil de H. Entonces H es convexo y x € K. Por el Teorema 2.5 = esta en
la clausura fuerte de H y por tanto existe una sucesién y; en H tal que y; — x en
norma.

Veamos ahora algunos ejemplos de convergencia débil en algunos espacios de

Banach conocidos.

Ejemplo 2.3 (Convergencia débil no implica convergencia fuerte). Considere el es-
pacio de Hilbert X = L,[0, 27| compuesto por las funciones reales Lebesgue integra-
bles de 0 a 27, y para el cual X* = (Ly[0, 27])* = Ly[0,27] = X. Por el teorema de

representacion de Riesz, para cada f € X* existe g € X tal que para cada z € X
2
f) = (e.9) = [ algt)at.
0
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Consideremos ahora la sucesion de elementos (z,),eny de X por z,(t) = %"t para
n = 1,2,... . Demostremos que x, converge débilmente a cero, pero x, - 0 en
norma.

Sea f € X* y g como se menciond anteriormente, tenemos que

Flan) = 1 /0 " (sinnt)g(t)dt.

™

Por el lema Riemann-Lebesgue, tenemos que
f(z,) — 0 para todo f € X™.

Por tanto x,, converge débilmente a cero.
Por otra parte, para mostrar que x,, - 0 consideremos
1 [ 1
z, — 0> = = sin? nt)dt = —
oo =01 = 5 [ (sin? nt)it =~
para todo n. Por tanto, x,, -+ 0 en norma.
Ejemplo 2.4 Consideremos £ =1, con 1 < p < ooy seae; = (1,0,...,0,...), e3 =
(0,1,...,0,...), ..., &, = (0,0,...,1,...), ... una sucesién en [,. Para cada z = (2,,) € [,
oo
con i + % = 1 la serie Z |2,|? converge y por lo tanto z, — 0. Ahora, por el
n=1
el teorema de representacion de Riesz, dado ¢ € (I,)* existe un z € [, tal que
(p,en) = (z,€en) = 2z, — 0. Entonces e,, — 0 débilmente, pero ||e,|| = 1 para todo

n € N, asi (e,)nen DO converge en norma a cero.

Ejemplo 2.5 (convergencia débil en ¢y) Sea = € ¢y y (z,)nen una sucesién de
elementos de ¢y. Entonces, x,, converge débilmente a x siy sélo si (x,,)nen s acotado
en la norma de ¢y y Py(x,) — Pr(z) para todo k € N . Donde Py : ¢g — R es la

proyeccién candnica (P ((a)nen) = ).

Solucion. Como z, — x si y solo si x, — x converge débilmente a cero, basta
demostrar la equivalencia para z = 0.

En efecto, si x,, — 0 débilmente, entonces (x,)n,en €s acotada, ademds, Py es
lineal y continua para cada k € Ny por tanto Py(z,) — P(0) = 0 para todo k € N.

Reciprocamente, supongamos que el conjunto {||z,|| | n € N} C R es acotado y

que Py(z,) — 0, cuando n — oo para todo k € N.
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Sea ¢ : ¢g — R un funcional lineal y continuo (¢ € ¢ = [;). Entonces, existe

una sucesion (A, )nen en 5 = ¢ tal que

para todo (ay,)nen € Co-
Sea € > 0, Como (A, )nen € l1, tenemos que > - |\,| < oo y por tanto existe
n. € N tal que
Z An| < ﬁ donde M =1 +i1€1[N)||xn||

n=ne

Por otra parte, como Pi(z,) — 0, Pa(x,) — 0,..., P,.(x,) — 0 cuando n — oo,

existe un ny € N tal que para todo n > ny tenemos que

€ 9 9
NLICHIES Prc()l < 5

|Pr(zn)] < 5 m;---; 0+ 1)

(1+1L)

donde L = Y72 |\g|. Asi, para cada e > 0, existe un n. € N tal que si n > n.

o(zn)| =

> NePi(an)
k=1

< O INPi(a)| = Il | Pe()|
k=1 k=1

_ i:|)\k||Pk(xn)|+ > Il Pe(z)]

k=n<+1

IN
b.

<
Asi, ¢(x,) — 0 para todo ¢ € ¢, esto es z,, — 0 débilmente.

Ejemplo 2.6 (Convergencia Débil en [, con 1 < p < o0) Sea z € [, ¥ (Tn)nen
Una sucesién de elementos de [,. Entonces, z,, — = débilmente si y solo si (2, )nen
es acotado en la norma de I, y Py(x,) — Py(x) para todo k € N, donde P, : [, - R

son las proyecciones canodnicas.

Solucién. Al igual que para el caso de ¢y podemos suponer que x = 0. Usemos el

hecho que para 1 < p < oo [; =, con % + % = 1. Como toda sucesion débilmente
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convergente es acotada y P : [, — R es lineal y continua, tenemos que Py(x,) — 0
para toda k € N.

Reciprocamente, supongamos que {||z,||, : n € N} es acotado y que Py(z,) — 0
para toda k € N. Sea p € l;, entonces existe una sucesion (\,)nen en I, tal que
o((an)nen) = Do @A, para todo (ay)nen en l,. Sea ¢ > 0, ya que (Ay)nen € I,

existe un n, tal que

00 1/q
€
Anl? < —— donde M =1+ sup||z,||.
<§j| r) . sup o,

n=1

Como Py (z,) — 0, Py(z,) — 0,..., P, (z,) — 0 existe un ny € N tal que

9
[Pr(za)l < 573 [Pl 5| Pre ()

5 5
<57 | < -
2L 2L

para todo n > ng, donde L =1+ 3""< |\,|. Por tanto, para cada ¢ > 0, existe un

n. € N tal que

o(zn)| =

Z A Pe ()
1

< D P
k=1

= D INlPea)l+ Y [Pl
k=1 k=nc+1

Por la desigualdad de Holder en la segunda sumatoria obtenemos.

Ne 00 l/q 00 l/p
13
sl = (Somd) g (3 me) (3 )
k=1 k=nc<+1 k=n<+1
< Sl
= 5 " opr el
- 2 2 '

Asi, ¢(x,) — 0 para todo ¢ € l;; luego x,, — 0 débilmente.

Teorema 2.14 (Convergencia débil en C'(X)) Sea X un espacio de Hausdorff
compacto y f € C(X), (fu)nen C C(X). Entonces, f, — f débilmente si y solo si
SUPpen || fnll < 00y fu(t) = f(t) para todo t € X.
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Demostracion. Supongamos que f,, — f débilmente, entonces (f,,),>1 es acotado
en C'(X) y por tanto sup,,cy || fx|| < co. Para cada ¢ € X consideremos el funcional
de Dirac 0;(f) = f(t) para toda f € C(X). Entonces, §; € C(X)* para toda t € X.
Asi, por la convergencia débil tenemos que §;(f,) — d;(f) para toda t € X. Luego
fn(t) = f(t) para toda t € X.

Reciprocamente, supongamos que f,(t) — f(t) para toda t € X y que M =
SUPpen || fnll < 00. Sea ¢ € C(X)*. Por el teorema de representacion de Riesz,
tenemos que existe una unica medida regular de Borel Finita p sobre X tal que
o(f) = [y fdu para toda f en C(X). Como f,(t) = f(t) para toda t € X (esto es
fn converge puntualmente a f), entonces (f,,) es acotado, asi |f,(t)| < M para toda
n € Ny paratodat e X y |u/(X) < oo. Por el teorema de convergencia dominada

obtenemos que f es integrable sobre X, y

/andu—>/xfdp.

Es decir, ¢(f,) = ©(f) para todo ¢ € C(X)*. Luego f,, — f débilmente.

Nota 11. Observe que por el teorema de Mazur, si (f,)nen €s una sucesion de
funciones en C'(X) tal que |f,(x)| < 1 para todo z € X y f,(z) — f(x) para todo
x € X. Entonces, existe una combinacién lineal convexa de los f, que converge
uniformemente a f.

Para los siguientes ejemplos necesitemos el siguiente teorema.

Teorema 2.15 Sea X un espacio vectorial normado, x € X y (zp)neny C X, en-
tonces, x, — x débilmente si y solo si la sucesion (T, )nen €s acotada y existe un
subconjunto fundamental Y C X* (SpanY = X*) tal que z*(x,) — x*(x) para todo

z*eY.

Demostracion. Si x, — x débilmente entonces (x,),en €s acotado y tome Y =
X*.

Reciprocamente, suponga que existe un M >0y Y C X* con SpanY = X* tal
que ||z,]| < M para todo n € Ny x*(z,,) — z*(z) para todo z* € Y. Denotemos

por Z = SpanY entonces Z C X*, Z = X* y x*(x,) — z*(z) para todo z* € Z.
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Considere z* € X*. Como Z = X* encontramos una sucesion (2*),eny C Z tal que
2% — " en X*. Para cada ¢ > 0, existe un n. € N tal que ||z} — z*|| < e para todo
n > n.. Pero 2 € Z, asi 2}, (v,) — z;_(x) y por tanto hay un N, € N tal que

|2 _(zn) — 25_(v)| < € para todo n > N.. Entonces, para n > N. tenemos

2" (n) — 2™ (@) <ot (wn) = 2, () [+ |2, (20) = 2, (2)] + |25, (2) — 27(2))]
< et =z A1 el + &+ {l27 = 2, (] - []]]
< e(2M +1).
Y por tanto z*(x,) — x*(x) obtenemos de esto que x,, — x débilmente. O

El teorema anterior es valido si cambiamos el conjunto fundamental por un

conjunto denso.

Corolario 2.2 Una sucesion (x,)n>1 de un espacio lineal normado X converge
débilmente a un elemento x € X si y solo si la sucesion (x,)n,>1 es acotada y

lim,, o0 f(x,) = f(x) para cada f en un subconjunto denso D de X*.

Ejemplo 2.7 (Convergencia débil en un espacio de Hilbert) Sea H un es-
pacio de Hilbert y F C H una base ortonormal de H; z € H y (x,)nen una sucesion
en H. Entonces, z,, — x débilmente si y s6lo si (x,,)ney es limitado y (x,,a) — (z,a)

para todo a € H.

Solucién. Si x, — z débilmente, entonces (x,)nen es acotado. Ademds, para
todo a € H defina f, € H* por f,(z) = (z,a). Entonces f,(z,) — f.(x) para todo
a € H. Esto es (x,,a) — (r,a) para todo a € H.

Reciprocamente, dado que E es ortonormal entonces F es fundamental en H,
luego, del Teorema 2.15 tenemos que (x,,a) — (x,a) para toda a € H. Por el
teorema de representacién de Riesz concluimos que f(z,) — f(z) para todo f € H*,

esto es x,, — = débilmente.

Ejemplo 2.8 (Convergencia débil en L,[0,1]) Sea f € L1[0,1] v (fu)n>1 C

L1]0,1]. Entonces, f, — f débilmente, si y solo si existe un M > 0 tal que

1
[ 150l < v vn ey
0
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[E (Dt — /E F(t)dt

para todo £ C [0, 1] medible Lebesgue.

Solucién. Supongamos que f,, — f débilmente en L;[0, 1]. Entonces, la sucesion
(fu)n>1 € L1]0,1] es acotada, es decir, existe un M > 0 tal que fol |[fu(t)|dt < M
para todo n € N, como Lj[0,1] = Ly[0,1] y dado que la funcién caracteristica

X pertenece a L[0,1] para todo £ C [0,1] medible Lebesgue, obtenemos que

1 1
/ Xg(t) fu(t)dt —>/ Xg(t) f(t)dt,
0 0
esto es,
/ fa(t)dt — / f(t)dt para todo E C [0, 1] medible Lebesgue.
B E

Reciprocamente, supongamos que la sucesién (f,)n>1 € L1]0, 1] es acotada y
J fo()dt — [, f(t)dt para todo E C [0, 1] medible Lebesgue. Entonces, para toda

funcién paso g : [0, 1] — R tenemos.

1

tm [ g(t) fu(t)dt = / o(t) f(t)dt.

oo Jo
Demostremos que el conjunto de las funciones paso es denso en L. [0, 1] y por el
Teorema 2.15 concluimos que f,, — f débilmente.
Sea h € L[0,1] y supongamos que h(t) € R para todo t € [0, 1]. Sin perdida de
generalidad podemos suponer que hay un k > 0 tal que —k < h(t) < k para todo

t €[0,1]. Sea e > 0, y tomemos un n € N tal que % <e Parai=1,2,...,n sea
2k 2k
E;, = {te 0,1] : =k+—(—1)<h(t) < —k:+—i}
n n

Como h es medible obtenemos que E; C [0,1] es medible Lebesgue. Sea t; € E;,
i=1,..,nydefina g:[0,1] = Rporg=> 1 h(t;)Xg, Paracadat € [0,1] existe

un i tal que ¢t € E;. Entonces |g(t) — h(t)| = |h(t;) — h(t)|, supongamos por ejemplo
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que h(t;) > h(t) y entonces

l9(t) = h(@)] = h(t:) = h(t)

2 2
< —k:+—kz+k——k(z—1)
n n
2k
= —<e.
n

Obtenemos que ||g— || < € donde g es una funcién paso. Finalmente, si h = u+iv
con u,v : [0,1] — R tal que |ju — ui]ls < 5 ¥ |[v — v1||[c < § entonces para
hy = uy + vy tenemos ||h — hil|oo < €y hy es la funcién paso.

De lo anterior tenemos que el conjunto de las funciones paso forma un conjunto

denso en L.[0,1]. Por tanto, del Teorema 2.15 tenemos que f,, — f débilmente.
Ejemplo 2.9 (Convergencia débil en L,[0,1]) Sea f € L,[0,1] v (fu)n>1 C
L,[0,1]. Entonces, f, — f débilmente, si y sélo si
/m fu(t)dt — /x f(t)dt para todo z € [0, 1]
0 0
y existe un M > 0 tal que

1
/ | f(t)|Pdt < M Vn € N,
0

Solucidn. Si f, — f débilmente en L,[0, 1] obtenemos que la sucesion (f,)n>1
es acotada, es decir, existe un M > 0 tal que fol |fu(t)[Pdt < M para todo n € N.
Como (L,[0,1])* = L,[0,1], 1 < ¢ < o0y %—l—% =1y Ao C Lg[0,1] para toda
x € [0, 1] obtenemos que Xjo 4 (fn) — Xjoq(f) para toda z € [0, 1] es decir
/ fu(t)dt — / f(t)dt para todo z € [0,1].
0 0

Suponga ahora que

/90 fu(t)dt — /z f(t)dt para todo x € [0, 1]
0 0

y que (fn)nen es acotado en norma. Para cada 0 < z < y < 1 tenemos

s [Crwa ~ i (/yfn(t)dt— [ s

= lim fn )dt — hm / fa(t)dt

n—oo

_ /Of(t)dt—/o oy
_ / F(t)dt
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Obtenemos que para cada ¢ : [0,1] = R con g = Y | o; X, 5,] tenemos

/ et - / gty

Vamos a considerar X C L,[0,1] como siendo el conjunto de todas las funciones
con la forma de g, obtenemos ¢(f,,) — g(f) para toda g € X. De manera similar al
ejemplo anterior tenemos que el conjunto X C L,[0, 1] es denso. Y por el Teorema

2.15 tenemos que f,, — f débilmente.

2.4. Topologia débil*

Sea X un espacio vectorial normado. Vamos a resaltar ahora la topologia débil*
sobre un espacio dual X*. Sea J : X — X™** la isometria natural de un espacio de
Banach en su segundo dual, dada por J(x)z* = x*(x). Como es usual identificamos
X con J(X) € X**. La topologia débil* sobre X* (denotada por o(X*, X)) es la
topologia inducida sobre X* por X es decir, es la topologia mas débil sobre X* que
hace todos los funcionales en J(X) C X** continuos. En términos anteriores es la

topologia més débil sobre X* generada por § = JX.

Definicién 2.4 Un conjunto U C X* es abierto en la topologia débil* (diremos
débil* abierto) si para cada g € U existen x1,xo,....,x, en X y un € > 0 tal que

Wi(g; 1,22, ...;xn;e) ={f € X* :|f(z;) —g(x;)| < e parai=1,..,n} CU.
Teorema 2.16 La topologia débil* es Hausdorff.

Demostracion. Sean fi, fo elementos de X* con f; # fo. Entonces existe un
x € X tal que fi(z) # fo(x). Suponga por ejemplo que fi(x) < fa(x), y tome a € R
tal que fi(x) < a < fa(x). Note que

Wy, = {feX": f(x)<a}
= {feX" :Jaf<a}
= J(z)7((~00,q))
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es abierto en la topologia débil* y

Wy = {(feX*:f(z) > a}
= {feX" :Ja)f >a}

= J(@)" (o, +00))

es abierto en la topologia débil*. Ademds, fi € Wy, fo € Wo y Wy N Wy = ). Luego
la topologia débil* es Hausdorff. O

Nota 12. Sea X un espacio vectorial normado. Sobre X* tenemos ademas de la
topologia débil estrella, o(X*, X), la topologia débil generada por o(X*, X**). Asi,
si denotamos por z los elementos de X* y tomando la notacién (&, z) en lugar de
&(z) para indicar la accién de & € X** sobre z € X* podemos indicar las vecindades
de 0 para o(X*, X**) que son conjuntos de la forma W(0; f1,..., fu;6) = {z € X*:
[(f1,2)| <e,...,|{fn,2)| < e} parae > 0y n € N. Una sucesién de elementos (z,),>1
converge débilmente a un elemento 2y en o(X*, X**) si y sélo si para todo f € X**
{fs2n) = ([, 2).

Finalmente, una sucesién de elementos (f,,),>1 en X* converge a f en la topologia
débil* si y sdlo si para todo x € X, J(z)f, — J(2)f, esto es fu(x) — f(z) para
todo z € X.

Una red (fo)aer € X* converge débil* a f € X* y escribimos f, “ f si para
cada x € X, fo(z) = f(z). Esta es la razén por la que muchas veces esta topologia
(débil*) es llamada de convergencia puntual sobre los elementos de X. Més adelante

estudiaremos mejor esta convergencia.

Teorema 2.17 Si X* estd dotado con la topologia débil estrella (o(X*, X)). Enton-
ces, el dual de X* puede ser identificado con X . En otras palabras, si f : X* — R es

un funcional débil* continuo entonces f = J(x) para algin v € X y reciprocamente.

Demostracion. Suponga que f : X* — R es un funcional continuo en la to-
pologia débil*. Entonces, dado ¢ > 0, existe un 6 > 0y x1,2s,...,7, € X tal
que si |(J(z;),z*)| < 0 para todo i = 1,...,k entonces |f(z*)] < & (esto es si
z* € W(0;xq,...,x5;0) = f(a*) € (—¢,¢)). Esto implica que ﬂle ker J(x;) C ker f,
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pues si 2* € (o_, ker J(z;) entonces Jx;(z*) = x*(z;) = 0 Vi = 1,..., k. Luego para
todo A > 0 z*(Az;) = Az*(x;) = 0 Vi =1,..., k. esto es A\x* € W(0; xq, ..., xx; )) para
todo A > 0 y asi |f(Az")| < € para todo A > 0, entonces |f(z*)| < £ para todo
A >0y asi f(z*) = 0. Luego x* € ker f. Por el Lema 2.2 f es combinacion lineal de
Jxq, ..., Jxy, esto es existen \q, ..., \x tal que
k k
F=Y M) =1J <Z Aa:) .
i=1 i=1
Luego f = J(z) para algin x € X.
Reciprocamente, si f = J(z) para algin x € X entonces f es débil estrella
continuo por definicion de topologia débil*. O
Recuerde que en general si X esta dotado con la topologia de la norma entonces
X**, usualmente es estrictamente mas grande que X. Ahora veamos el siguiente

corolario.

Corolario 2.3 Sea X un espacio vectorial normado, y H un hiperplano débil* ce-
rrado en X*. Entonces, existe un xyg € X,xg # 0 y un o € R tal que H tiene la

forma H={f € X*: f(z0) = a}.

Demostracion. Como H es un hiperplano en X* entonces H se puede escribir
de la forma H = {f € X* : ¢(f) = a} donde ¢ es un funcional sobre X* y
¢ # 0. Sea fy € H® y W una vecindad débil de fy con W C H¢ (H® es débil*
abierto). Asi, podemos tomar W = {f € X* : |[(f — fo,z;)| < e parai = 1,....k}.
Como W es convexo debemos tener ¢(f) < a o ¢(f) > « para todo f € W.
Suponga que ¢(f) < « para todo f € W. Entonces ¢(g) < a — ¢(fo) para todo
g€V =W —fyycomo—V =1V entonces —p(g) < a — p(fy) para todo g € V
entonces |¢(g)| < |a — ¢(fo)| para todo g € V. Asi, ¢ es débil* continua en 0 y por
el Teorema 2.17 concluimos que existe un o tal que p = Jxg, esto es ¢(f) = f(x),

para todo f € X*.

Nota 13. Se sigue que si ¢ € X** con ¢ ¢ J(X) entonces el conjunto H = {f €
X*: {p, f) = 0} no es cerrado en la topologia débil*, pero sabemos que es cerrado en
la topologia débil (por ser convexo y fuertemente cerrado). Asi, la topologia débil*

es estrictamente menos fina que la topologia débil en X* (si X no es reflexivo).
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Este ejemplo también muestra que H es convexo, fuertemente cerrado pero no
es débil*-cerrado.

Naturalmente se podria preguntar ;existe algin tipo de relacion entre X dotado
con la topologia débil y X** dotado con la topologia débil*? En efecto, el proximo

teorema nos muestra el hecho de que tenemos una identificacién
(X,0(X, X*)) L (X*, 0(X™, X*)).
Esto es
(X, topologia débil de X) 2 (X™*, topologia débil* de X™*).

Teorema 2.18 Sea X un espacio vectorial normado. Entonces, la isometria canoni-

ca J: X — J(X) es un homeomorfismo débil-débil* continuo.

Demostracion. Dado que J es una isometria, J es inyectiva y por tanto J : X —
J(X) es biyectiva. Sea z** € X**, 2™ € J(X). Entonces, existe un z € X tal que
J(z) = z**. Considere la vecindad débil* de J(z) de la forma W (J(z); 27, ...,z%;¢€)

vey ns

y defina Wy = W (x; 27, ...,25;¢), Wi es una vecindad de z en la topologia débil de

“ey ny

X. Para cada y € Wy, tenemos
|27 (z — y)| < e para todo i=1,...,n.

Asi,
|(J(x) — J(y))(x])| < e para todo i=1,...,n.

Es decir J(y) pertenece a W (J(x); x5, ..., x%; €) (estoes J(Wy) C W (J(x); x5, ..., x5 €))
y por tanto J es débil-débil* continua.

Para demostrar que J~' : J(X) — X es débil*- débil continua, consideremos
una red (J(zs))sca en J(X) con J(xs) — J(x) en la topologia débil*, donde x5 € X
para todo 6 € A, y x € X. Entonces J(x5)(z*) — J(z)(z*) para todo z* € X* es
decir 2*(x5) — a*(z) para todo z* € X*. Luego s — x en la topologia débil. Lo

que completa la demostracién de continuidad de J—1. O

Corolario 2.4 Sea X un espacio vectorial normado, y sea J : X — X** la isométria

canonica de X en X*™*. Entonces, para cualquier subconjunto A de X se tiene que

débilx

J(@y = J(A)"™ 0 J(X)
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Demostracion. Seay € J (A1), Por definicién, existe a € A% tal que y = J(a).
Claramente y € J(X), luego basta probar que y € mdébil*. Como a € A¥i existe
una red (a;);e; en A tal que a; — a débilmente. Ahora, dado que J es débil-débil*
continua (puesto que J : X — J(X) es un homeomorfismo débil-débil* continuo) la

— ——débil*

red (Ja;);er converge débil* a y = J(a). Por tanto y € J(A)

Reciprocamente, supongamos que y € Wdébﬂ* N J(X). Entonces y € mdébﬂ*
yy € J(X), comoy € J(X), y = J(z) para algin x € X, ademds, dado que
y € mdébﬂ* existe una red (y;);er en J(A) tal que y; — y = J(z) en la topologia
débil*.

Por definicién, existe un red (x;);c; en A tal que y; = J(z;) para todo i € I,
entonces J(x;) — J(x) en la topologia débil*. Como J es un homeomorfismo débil-
débil* continuo, J~! es una funcién continua de J(X) (con la topologfa débil*) sobre
X (con la topologia débil). Luego J~(J(x;)) — J~'(J(z)) en la topologia débil
de X. Esto es z; — x débilmente, de ello que z € A1, Y por tanto y = J(z) €
J(Adevin), O

Ahora estudiaremos algunas propiedades de la convergencia de sucesiones en la

topologia débil estrella.
1. Si(f,) € X* converge a f en o(X*, X**) entonces f, =N f.
En efecto, si f, — f en o(X*, X**) entonces
(z, fu) — (2, f) para todo z € X**
como J(X) C X** entonces en particular
(J(z), fn) — (J(x), f) para todo = € X.

Esto es f,(z) — f(x) para todo x € X. Luego f, “ f.
Esto quiere decir que la topologia débil* en X* es menos fina que la topologia
débil de X*, o(X*, X*).

2. Sif, i f entonces (f,)n>1 es acotada en norma.

En efecto, para cada x € X, f,(x) — f(z) y por tanto (f,(x)),>1 es acota-
da para cada z € X. Luego por el teorema de Banach-Steinhaus (f,,)n,>1 es

acotada en norma.
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3. Si fn =N f v x, — x en norma entonces f,(z,) — f(x).

Esto se sigue de la desigualdad |f,(x,) — f(2)] < |fu(zn) — fu(@)| + | fulz) —

f(z)|. Como f, “3 f entonces fn(x) = f(x) y como

|fn(xn>_fn<x)| = |fn(xn_x)|
< A fall - o — =]

< M- ||z, — ||, donde M = sup||fa.ll.
neN
Entonces tomando un n grande obtenemos | f,(x,) — f(z)| < e.

Ejemplo 2.10 Considere (a,)n>1 € ls y defina z,, = (0,0, ..., ani1, Gnta,..) € loo.

Demostremos que x,, — 0 débil* en I.

Solucién. Como I} = I, tomando ¢ € I con ¢ = (Ag)gen tal que Y oo | |Ag] <
00. Como |agAg| < (sup,ey |an|)| x| para todo k € N, y la serie >~ | |Ax| converge,
entonces, por el criterio de comparacién sigue que la serie Y, | agA, converge, y
por tanto ZZO:TLH arA — 0. Luego x,(¢) — 0 para todo ¢ € [;. De donde x,, — 0
en o(loo, 1) = o(l5,1y).

Ejemplo 2.11 Sea (ay),>1 una sucesion de numeros reales. Defina zf € % por
xh (21, X9, ...) = ap,. Entonces (z}),>1 es débil* convergente si y solo si (ay,)n>1 € co.

En este caso x;, — 0.

Solucién. Sea z* € [’ tal que z} — z* débil*. Es decir z}(z1,22,...) —

x*(x1, T, ...) para todo (x1,Zs,...) € ls. En particular,
25(0,1,0,1,...) = 2*(0,1,0,1, ...),
de donde
x5.(0,1,0,1,...) = 2*(0,1,0,1,...) y
x5 1(0,1,0,1,...) =» 2*(0,1,0,1,...),

pero x3,(0,1,0,1,...) = ag, y x5, ;=0. Luego as, — 0. De la misma forma (cam-
biando (0,1,0,...) por (1,0,1,0,...) ) obtenemos que as,_1 — 0. Lo que implica que

(@n)n>1 € ¢o. El reciproco es claro.
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Ejemplo 2.12 Sea (a,),>1 una sucesién de escalares. Defina x} € [*_ por x} (21, 22, ...) =
a1y + asxs + - -+ + a,x,. Entonces la sucesién (z7),>1 es débil* convergente si y
solo si (a,)n>1 € 1. En este caso, se tiene que x;, — x* débil* donde z*(x1, o, ...) =

> anxy para todo (x1, 2, ...) € le.

Solucién. Sea z* € [’ tal que z}, — z* débil*. Es decir, z}(z1,22,...) —
x*(x1, T2, ...) para todo (z1, 22, ...) € lo. En particular para (sgn(ay), sgn(az),...) €

I« se tiene que z (sgn(ay), sgn(asz),...) = x*(sgn(ay), sgn(az),...) = s € R. Pero
et (sgn(ar), sgn(as), ..) = ar-sgn{ar)+az-sgn(as)+- - —n-5gn(an) = |as|Hazl - +aal.

Entonces |ai| + |as| + - - + |an| = s y la serie > 7 | a, converge absolutamente,
es decir (an)n>1 € 1.
Reciprocamente, suponga que » - a, converge absolutamente. Sea z* : lo, —

R, definida por z*(x1, z2,...) = Y | GpTy,, entonces

o0 o
Z |anx,| < sup |z, Z la,| < +o0.
n=1 neN n=1

Por lo tanto x* es bien definida, lineal y continua. Entonces, z¥ — x* débil* si y solo
si x}(x1, g, ...) = x*(x1, T2, ...) para todo (z1,xs,...) € l si y solo si Y ;_, apxy —

> o2 apTy, esto dltimo se tiene puesto que la serie 7 | axzy converge
k=1 WLk, p q k=1 WLk ge.

2.5. Compacidad en las topologias débil y débil*

Hasta aqui hemos estudiado conjuntos débilmente acotados, débilmente cerrados
y convexos. ;Qué pasara con los conjuntos débilmente compactos? Supongamos que
K es un subconjunto débilmente compacto de un espacio vectorial normado X.
Entonces K es débilmente cerrado y por tanto cerrado en norma. Por otro lado,
como todo z* € X* es débilmente continuo entonces z*(K) es compacto y por
tanto acotado en R. Asi, del Teorema 2.7 se sigue que K es acotado. Luego, hemos
demostrado que todo conjunto débilmente compacto es cerrado y acotado en norma.

Ahora, veamos un ejemplo para mostrar que el reciproco es falso.
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Ejemplo 2.13 Sea ¢ el espacio vectorial normado de todas las sucesiones escalares
que convergen a 0. La bola unitaria B,, C ¢y es cerrada y acotada en norma pero

no es débilmente compacta.

Solucién. Obviamente B, es cerrado y acotado en norma. Supongamos que B,, es
débilmente compacto. Consideremos la sucesién (o,)neny € B,, definida por o, =
e1+es+- - -+e, paratodon € N donde (e,)nen es la base estdndar de ¢g. Como B, es
débilmente compacto hay una subred (o,(s))sca de (0n)nen y 0 € B, tal que o5 —
o débilmente. Entonces, para cualquier n € N tenemos que P, (0,s)) — P,(0) donde
P, ey Py(xy,29,....,%p,...) = T,. Por la definicién de subred ¢ : A — N tiene la
siguiente propiedad, ¥n € N, 39y € A tal que ¢(0) > n, V6 > dy. Entonces, Vn € N,
30y € A tal que P,(0us)) = 1, V6 > 6. Tomando el limite con respecto a § € A,
d > dp obtenemos que P, (o) =1, ¥n € N. Por tanto, 0 = (1,1,,...). Asi, 0 ¢ ¢, lo

cual es una contradiccién.

Ejemplo 2.14 Seal; el espacio vectorial normado de todas las sucesiones (2, ),en C
R tales que >~ | |z,| < co. Entonces la bola unitaria B;, C [y es cerrada y acotada

en norma pero no es débilmente compacta.

Solucién. Supongamos que By, es débilmente compacto. Considere la base estandar
(én)nen, €n € By, ¥Yn € N. Demostremos que e, — 0 débilmente. Supongamos por
contradiccién que e,, - 0 débilmente. Existe k € N, ¢ > 0y 7, ...,z € [] tales
que para todo n € N hay un k, € N con k, > n tal que e, ¢ W(0;x7,...,x%;€).
Como (e, )nen € By, v By, es débilmente compacto existe una subred (ey(s))sca de
(€, Jnen ¥ € € By, tal que ey — e débil. Entonces, para cualquier A € ¢y C I, = [}
donde A = (A1, Ag,...) tenemos Ay — 0. Luego A(e) = 0 para todo A € co, to-
mando A\ = e, elemento de ¢y obtenemos que e = 0. Por tanto, Vo € A tenemos
que ey & W(0;a7,...,25;€) ¥ ey — 0 débilmente lo que es una contradiccion.
Luego, por el teorema de Mazur obtenemos una sucesién (o,),en de combinacio-
nes convexas de (e,)en tal que o, — 0 en la topologia de la norma de ;. Pero

llonll1 = 1, ¥n € N y obtenemos una contradiccién.

Ejemplo 2.15 Sea (e,),>1 una sucesién de vectores unitarios en ¢o y (ef),>1 la

sucesién de vectores unitarios de [;. Entonces, {ef},>1 es biortogonal a {e,},>1 es
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decir
. 0, sin # m;
€n<€m> = s
1, sin=m.
Para cada n € N, sea s, = e; + €3 + -+ - + €,,. El conjunto {s, },en €s un conjunto
acotado pues ||s,|| = 1 para cada n € N. Veamos que el conjunto es débilmente

cerrado pero no es débilmente compacto.

Solucién. Sea xo =Y ", ane, € ¢o — {Sn }nen. Entonces se satisface uno de los

siguientes tres casos
1. o =0.
2. Existe 7 tal que a;, # 0, 1.
3. Existe i tal que a;, =0y a;,+1 = 1.

En el primer caso, sea W = {z € ¢ : |ej(z)| < 1}, en el segundo caso sea W =
{x € co : |ej, (w0 — x)] < min{|a;l, |1 — a;[}} y en tercero sea W = {z € co :
(€7, — € +1)(xo — )| < 1}. Es claro que en cualquiera de los casos la vecindad W
de g estd contenida en ¢y — {s, }nen de modo que {s,},en es débilmente cerrado.
Perosi V,, = {x € ¢y : |(e}, — €} 1)(s, —x)| < 1}. Entonces V;, es una vecindad débil

de s, v {Vi.}n>1 es una cubierta de {s, },>1. Sin embargo, s, ¢ V,, si m # n. Y por

tanto, no puede tener una subcobertura finita.

Nota 14. Considere X un espacio vectorial normado. Por lo mencionado en el
Ejemplo 2.2 tenemos que RX es la coleccién de todas las funciones f : X —
U,cx Re = R tal que f(z) = o € R, = R, consecuentemente X* C R¥ =T _ R.
Ademas, del Ejemplo 2.2 tenemos también que la topologia producto es topologia
menos fina que hace continua las proyecciones P,(f) = f(z). Entonces, restrin-
giendo la topologia producto al conjunto X*, tenemos que la topologia producto es
la topologia menos fina en X* que hace continua todas la funciones P, tales que
P,(z*) = x*(z). Ahora, dado que la topologia débil* es la topologia menos fina sobre
X* que hace continuas todas las funciones f, : X* — R teles que f.(z*) = z*(x),

tenemos que, necesariamente la topologia débil* y la topologia producto de R res-

tricta a X* deben ser equivalentes.
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Ahora centraremos nuestra atencién en la topologia débil*. El primer resultado
que se mostrara es una de las propiedades mas importantes de dicha topologia, pues-
to que contrario a lo que sucede en la topologia débil, los subconjuntos conjuntos
cerrados y acotados en X* con la topologia de la norma siempre son débil* compac-
tos. Este resultado fue descubierto por Banach en 1932 para espacios separables y

fue generalizado por Alaoglu en 1940.

Teorema 2.19 (Banach-Alaoglu) Para todo espacio normado X, la bola Bx~ es
débil* compacto y por tanto todo subconjunto débil* cerrado y acotado de X* es débil*

compacto.

Demostracion. Dado ©* € Bx«, para todo x € By se tiene que |z*(z)| < ||z*]]-||z]| <
1. Por tanto, para cada x* € By se tiene que 2*(Bx) € Ddonde D = {A € R: |\| <
1}. SeaI' = erBX D = D?x% con la topologia producto. Como D es compacto, del
teorema de Tychonoff sigue que I' es compacto. Definimos F' : By« — D?X mediante
F(x*)(x) = 2*(z) para cada x € Byx. Con esto lo que queremos decir, es que F(z*)
es aquel elemento de I" cuya coordenada x es precisamente z*(z). Consideremos en
By~ la restriccién de la topologia débil*. Demostremos que F' es un homeomorfismo
sobre su imagen y que la imagen de Bx- es cerrado en DBX y como este es compacto
tendremos el resultado deseado.

Primero veamos que F' es inyectiva. Supongamos que F(x}) = F(x}) esto es,
zi(z) = xb(x) para toda o € Bx lo que implica x} = z5. Sean zf € Bx- y V =

Nz {z* € Bx~ : |z§(z;) — 2*(x;)| < €} una vecindad débil* de zf; en Bx-. Como
(g, i) — (2%, 23)| = [(F(2), ) — (F(27), z3).

Es claro que F'(V) = (_ {F(z*) : &* € Bx- y [(F(x}), x;) — (F (%), z;)| <}y este
conjunto es abierto en F(Bx~) N D?X. De aqui se sigue que F' es un homeomorfismo.
Probemos ahora que F(Bx-) es un conjunto cerrado en DBx y por tanto compacto;
sea fo € F(Bx-) C DPx entonces |fox| < 1 para todo 2 € Bx. Sean fo: X - Ry
F : Bx- — X* dadas por fo(0) =0, y si z # 0, fo(z) = ||z||fo (HTQEH) y F(z*)(z) =

x*(x) para todo z € X. Demostremos que fo es lineal. En efecto, sean 1, z2 € X;

A1, A2 € Rye > 0. Como fy € F(Byx+), para cualquier vecindad débil* de fj se

satisfacen las siguientes desigualdades:
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- St # 0, W(fos ity e
F(z*) € W(fo; 1t ) v ast

||Jv1|| [l

) N F(Bx~) # () entonces existe un z* € By con

esto es

Asi
|<F($*)7-T1> - fo(fb1)| <eE.

- Siwy # 0, W(foi rozs o) 0 F(Bx-) # () y por tanto existe z* € By tal que
F(z*) € W(fo; ||x2||' Hﬂf2||> y asi

Fat x?)_ (&)‘ e
x(uun I\ el )| < Tl
e () = ()

Tzal] Tzl

|(F(z7), 2) — fo(!Ez)| <eE.

entonces

[l - <e.

Asi

. Si A1 + Aaxs # 0 entonces existe un z* € By« tal que

* Aizi+Aozo .
F(z®) € W(Jos i aseslls Trartagmal)) - LU1CEO

« )\11‘1 + /\21’2 )\11’1 + /\2172 15
FI’ - fO < )
||)\1$1 + /\25(72” ||)\1(L’1 + /\2172“ ||)\1[E1 + )\21‘2||

entonces

[ A1z1 + Aoxal] - ’Fx* ( M1+ Aot ) _ ( ATt + Ao )' .

[|A\1z1 + Agws] | A\1z1 4+ Aozs]

Asi
|Fx*()\13:1 + Aowg) — fO()\lxl + Aawa)| < e.
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Por tanto,

‘fo()\lﬂfl + >\29€2) - Alfo(ml) - )\2f0(332)‘
= |foMz1 + Aawa) — Fa*(May + Aawa) + Fa*(Mimr + Aawz) — M fola1) — Ao fo(wo)|

(
|f0(A1$1 + Aog) — Fx*(/\lxl + Aoxa)| +

<

|Fa* (M) + Fao'(aza) — M fo(z1) — Aafol(as)]
< e+ M(F (), 21) = Afo(a)| + [Ma(F(27), ) — Ao folwa))|
< e M| (E), @) = folen)] + ol - [(F(27), 22) — fo(w)|
< e+ Mg+ [Nl

(1 + |)\1’ -+ |)\2|)€

Para todo ¢ > 0. De modo que f; es lineal. Ademés para cada = € Bx F(fy) =

Totw) = llallfo (27) = fo () = fo(@). Ast fo = F(fo), esto es fo € F(Bx-).
Luego mdébﬂ* C F(Bx-) por tanto F(By) es un conjunto cerrado en DBx|
sigue que F(Byx) es compacto. Como F' es un homeomorfismo de By« sobre su
imagen Bx- es compacto. U

Como consecuencia inmediata del teorema de Alaoglu, podemos ver que un

subespacio del espacio de Banach de funciones continuas sobre un espacio de Haus-

dorff compacto es la forma més general de espacio de Banach.

Teorema 2.20 Cada espacio de Banach X es isométricamente isomorfo a un subes-
pacio lineal cerrado de un espacio C(K) donde K es un espacio de Hausdorff com-

pacto.

Demostracion. Suponga que X es un espacio de Banach. Por el teorema de
Banach-Alaoglu, By« es compacto en la topologia débil*. Para cada = € X, sea f,
la restriccion de Jxr € X* a K = Bx+. Como la topologia débil* es la menos fina
en que cada Jz es continua entonces f, pertenece a C(K). Defina T : X — C(Bx~)
por T'(z) = f, = Jo|k.

Entonces T es claramente lineal y para cada x € X tenemos

| T]| = [[Jz[|x = sup |Ja(@")]= sup [z7(z)] = [|]].

T*EBx* T*EBx*

67



Por tanto T' es una isometria lineal inyectiva. Ahora, veamos que la imagen es cerrada
en C'(Bx-+). En efecto, sea (x,),>1 en X tal que Tx,, — y. Como T'x,, — y entonces
(Txz,) es de Cauchy en C'(Bx+) y dado que T es una isometria sigue que (z,)n>1
es de Cauchy en X, y como X es de Banach existe un x € X tal que x,, — x. Asi
Tx, — Tz y por tanto y = Tx. Asi T(X) es cerrado en C(Bx+) y por tanto T es
un isomorfismo isométrico sobre su imagen. 0

Sabemos que el embedimiento natural (inyecciéon canénica) J : X — X*™* es
una isométria, y por tanto envia conjuntos cerrados (en norma) de X a conjuntos
cerrados de X**. En particular J(Bx) es cerrado en X** y no puede ser denso en
X** a menos que X sea reflexivo. Sin embargo, si la topologia de la norma en X**
es reemplazada por su topologia débil* la sustitucién es bastante diferente como lo

muestra el siguiente teorema.

Teorema 2.21 (Goldstine) Para cada espacio vectorial normado X, el conjunto

J(Bx) es débil* denso en Bxs.

Demostracion. Inicialmente veamos que J (BX)débil C Bx+. Como J es una
isométria, ||Jx|| = ||z||, asi, si f € J(Bx) entonces f = Jx para algin x € By y
por tanto ||f|| = ||Jz|| < ||z]| < 1. Asi ||f]| < 1 lo que implica que f € Bx+, més

aun, tenemos que J(Bx) C Bx«. Ahora, por el Teorema 2.19 tenemos que By« es

cerrado con la topologia débil*. Luego J(BX)débil C Byss.
Ahora, debemos mostrar que By« C J(By). Suponga que existe un z** € By
tal que z** ¢ J(Bx). Como J(Bx) es convexo y cerrado por el teorema de separacién

existe un funcional f continuo sobre X** y constantes C, ¢ > 0 tal que f(J(Bx)) <

C'y f(z*) > C + . Por el Teorema 2.17 existe un x* € X* tal que f = Ja*y

f(x™) = Ja* (™) = 2™ (z") para cada z** € X™". (2.4)

Como J(Bx) C J(Bx) sigue de (2.4) que f(Jz) = Ja*(Jzx) = Jo(z*) = 2*(x) < C
para todo = € Bx. Pero si # € Bx entonces ax € By para |a| < 1y por tanto

|z*(z)] < C para x € By. Asi ||z*]| < C'y |f(z™)] = |2*(2*)] < Cl]a**|| < C. Lo

que contradice que f(z**) > C' +¢. Por tanto J(Bx) = Bx». O

Corolario 2.5 Sea X un espacio vectorial normado. Entonces, el conjunto J(X)

es debil* denso en X**.
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Demostracion. La clausura débil* de J(X) es un subespacio de X** que por el teo-

X**,X*
rema anterior contiene a By« y por tanto cada punto de X™**. Luego J(X)U( -

X, O

Uno de los métodos usados en matematicas para lograr obtener algunos resul-
tados o teoremas interesantes, es restringir un teorema a conjuntos o espacios que
tienen ciertas caracteristicas especiales. Como ya lo habiamos mencionado antes en
general cuando hablamos de la topologia débil no todo conjunto cerrado y acotado es
compacto, sin embargo, en espacios de Banach reflexivos tenemos algunos resultados
interesantes.

La intencién ahora es demostrar que en un espacio Banach reflexivo la bola uni-

taria es débilmente compacta, antes de ver este hecho veamos el siguiente resultado.

Teorema 2.22 Sea X un espacio vectorial normado. St X es reflexivo entonces

Demostracion. En efecto, del Teorema 2.21 concluimos que J(Bx) C Bxs-.
Reciprocamente, sea f € Bx«. Como X es reflexivo existe z € X tal que f = J(x).
Luego ||z|| = ||J(z)]|| = ||f|| < 1, asi, x € Bx. Entonces f € J(Bx). De ello que
Bx-- C J(Bx). O

Teorema 2.23 Sea X un espacio de Banach. Entonces, X es reflexivo si y solo st

la bola unitaria es compacta en la topologia débil.

Demostracion. Suponga que X es un espacio de Banach reflexivo y sea J : X —
X** la isometria natural. Entonces J y J~! son isometrias. Como X es reflexivo
entonces del Teorema 2.22 tenemos que J(Bx) = Bx«. Ahora, por el Teorema
2.18 tenemos que J : (X,débil) — (X** débil") es un homeomorfismo, y por el
teorema de Banach-Alaoglu By« es débil* compacto. Por tanto J~!(Bx«) = Bx es
débilmente compacto.

Reciprocamente, suponga que By es compacto en la topologia débil. Como J es
un homeomorfismo J(By) es compacto en la topologia débil* y por tanto es débil*

cerrado. Ademds, J(Byx) es débil* denso en Bx««, esto es Bx« = J(Byx). Luego
J(Bx) = Bxwy J(X)= X" Luego X es reflexivo. O
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Corolario 2.6 Un espacio de Banach X es reflexivo si y solo si cada subconjunto

A C X débilmente cerrado y acotado es débilmente compacto.

Demostracion. Suponga que X es reflexivo y A C X es débilmente cerrado y
acotado. Entonces existe un m € R tal que A C mBy. Por el teorema anterior
mBx es débilmente compacto (ya que X es reflexivo). Como A es débilmente cerrado
entonces A es débilmente compacto.

Reciprocamente. Bx es débilmente cerrado y acotado puesto que Bx es convexo,
cerrado y acotado en norma, por hipétesis Bx es débilmente compacto. Entonces

por el Teorema 2.23 tenemos que X es reflexivo. 0]
Teorema 2.24 Sea X un espacio de Banach. Entonces son equivalentes

1. X es reflexivo;
2. Bx es o(X, X*) compacto (Bx es débilmente compacto);
3. o(X*, X) = o(X*, X*™) (topologia débil* de X*=topologia débil de X* );

4. X* es reflerivo.

Demostracion. (1) < (2) ya se demostro.

(2) = (3). Si Bx es débilmente compacto entonces X es reflexivo y por tanto la
topologia débil sobre X* en el que todo elemento de X** es continuo es igual a la
topologia débil en X* en el que cada J(z) es continuo, esta es la topologia débil* de
X*. Luego o(X*, X) = o(X*, X*).

(3) = (4). Supongamos que o(X*, X) = o(X*, X**). Por el teorema de Banach-
Alaoglu Bx- es débil* compacto y como o(X*, X) = o(X*, X**) entonces By« es
o(X*, X**) compacto y aplicando el corolario a X* obtenemos que X* es reflexivo.

(4) = (1). Suponga que X* es reflexivo. Entonces X*** es isométrico a X*. Como
J(Bx) es cerrado y convexo con la norma en X** entonces J(By) es débilmente

o X**,X***
cerrado en X**. Esto es, J(Bx) ( )

—O'(X**,X*

J(Bx)
de Goldstein J(Bx) es débil* denso en Bys«. Asi J(Bx) = By« y X es reflexivo. [J

= J(Bx). Como X* es reflexivo entonces

- J(Bx), es decir J(Bx) es débil* cerrado en X** y por el teorema
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Corolario 2.7 Si Y es un subespacio cerrado de un espacio de Banach reflexivo,

entonces Y es reflexivo.

Demostracion. Como X es reflexivo, entonces Bx es débilmente compacto y
como By = Bx NY es un subconjunto débilmente cerrado del conjunto débilmente

compacto By sigue que By es débilmente compacto. Luego Y es reflexivo. O

Nota 15. Finalizamos esta seccion estudiando la conexion entre los espacios re-
flexivos y separables. Este estudio nos ayudara a entender la préxima seccién de
metrizabilidad de las topologias débil y débil*.

Un espacio vectorial normado es llamado separable si éste tiene un subconjunto
denso que sea numerable. En otras palabras, X es separable si existe una sucesion,
(zx)ken, en X tal que para cada z € X y cada ¢ > 0 hay un x; que satisface

||z — zx]| < e.

Teorema 2.25 Sea X un espacio vectorial normado. Si X* es separable, entonces

X es separable.

Demostracion. Sea (x}),>1 un subconjunto denso en X*. Para cada n € N existe

un z, € X tal que ||z,|| = 1y |z}(z,)| > ngLH. Sea M = [{x,}] la clausura del

conjunto de combinaciones lineales de los x,. Si M # X, existe zp € X tal que
xog ¢ M. Por el teorema de Hahn-Banach existe un zf € X* tal que z{(M) = 0,

llz5ll = 1y af(zo) # 0. En particular zf(x,) = 0 para n = 1,2, ... Asi,

.
Bl < s
= | (en) — 2g(zn)]
< ey, = wgl] - [l
= ||z —x5]| Vn € N.
Entonces 1 = |[|zf|| < ||=F — xg|| + |25 < 3||=f — x§||, ¥Yn € N demostrando

que ninguno de los x} puede estar méas préoximo de una distancia de % de z{. Esto
contradice el hecho que {z},,>1 es denso en X*. Como M es separable, entonces X
es separable (note que las combinaciones lineales finitas de los {x,} con coeficientes

racionales es denso en M y numerable). U
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Teorema 2.26 Sea X un espacio vectorial normado. Entonces, X es separable y

reflexivo si y solo si X* separable y reflexivo.

Demostracion. Supongamos que X es separable y reflexivo. Sea (zf)r>1 una
sucesion densa en X y sea z** un elemento de X**. Como X es reflexivo existe un
z € X tal que Jr = ™. Ademas, para cada ¢ > 0 existe un zy, tal que ||zy —z|| < €.
Asi, || Jzg — Jz|| = ||k — x| < € luego ||Jzp — x**|| < €. Asi X** es separable. Por el
teorema anterior concluimos que X* es separable. Ademas, el Teorema 2.24 muestra
que X* es reflexivo.

El reciproco es inmediato por el Teorema 2.25 y el Teorema 2.24. U

Nota 16. En general si X es solo separable (no es reflexivo) no implica que X*
sea separable como lo muestra X = [; con X* = [, en donde este ultimo no es

separable.

Nota 17. Sabemos que una sucesién débil* convergente siempre es acotada. En

espacios separables tenemos un reciproco para esto.

Teorema 2.27 Si X es separable entonces cada sucesion acotada en X* tiene una

subsucesion débil* convergente.

Demostracion. Sea (z7),>1 una sucesion acotada en X* y (ay)r>1 una sucesion
densa en X. Entonces, (x}(a)),>1 es una sucesion acotada de nimeros reales, lue-
go existe una subsucesion {z; (a1)} convergente, esto es lim,, o =} (a;) existe.

Igualmente, hay una subsucesion {z;_} de {z}, } tal que {x_(az)} converge. Induc-

*

tivamente, existe una subsucesion {x;, } de {z},

} tal que x, (ax) converge. Defina

zy, = x), entonces {2} es una subsucesién de {z}} y z;,(a;) converge para cada
a. Sea x € X y € > 0. Por la densidad de (az)r>1 existe un a; tal que ||z —ax|| < &
donde c es tal que ||z}|| < ¢ para todo n € N. Asi,

2 () = 25 (@) < Jzp(2) =z (an)| + |z (an) = zp(an)| + |2 (ar) — 2, (2)]

2e . .
=+ lz(a) — 25 @)

y tomando m y p grandes tal que |z, (ax) — 25 (ax)| < /3, tenemos que (2, (7)) m>1

es una sucesion de Cauchy en R y por tanto convergente para cada x € X. Defina
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F: X — R por F(z) = lim,,_, 25, (x). Claramente F es lineal, acotado y 2z}, — F

en la topologia débil*. Lo cual demuestra el resultado deseado. 0

Ejemplo 2.16 La condicién de separabilidad del teorema anterior no se puede
omitir. Para ver esto, considere [, que no es separable. Veamos que Bj: no es
débil* secuencialmente compacto. Sea f,, € % deforma tal que f,x = z,, para todo
T = (Tp)nen € loo. Entonces, |f,z| < ||z|| para todo z € I, si {e;}2, es la suce-
sién de vectores unitarios en lo, ||en|lco = 1 v |fu(en)| = 1 por tanto || f,|| = 1 para
todo n € N, entonces f, € B_.

Supongamos que existe una subsucesion { fo) tren € {fntnen tal que { fowm) bren
tenga un limite débil*, entonces la subsucesién { f,)(z)}ren converge en R para

todo x € B;_. Definamos

Claramente z, € By y note que {fyx) }tren(z,) = (—1)* para todo n € N. Esto
contradice el hecho de que {f,u)(«)}ren converge en R para todo x € B;_. Por
tanto {fok) tren no tiene un limite débil*. Dado que la subsucesion es arbitraria

concluimos que {f,} no tiene una subsucesién convergente.

Teorema 2.28 Sea X un espacio vectorial normado. St X es reflexivo, entonces

cada sucesion acotada tiene una subsucesion débilmente convergente.

Demostracion. Suponga que X es reflexivo y sea (x,),en una sucesién acotada
en X. Sea M = [{z,}] la clausura del conjunto de combinaciones lineales de los
x,. Como observamos antes, M es separable, ademas, como éste es un subespacio
cerrado de un espacio reflexivo entonces M es reflexivo. Asi, por el Teorema 2.26
tenemos que M* es separable y reflexivo. Ahora {Jz,},>1 es una sucesién acotada
en M**. Entonces, por el Teorema 2.27 existe una subsucesién (también denotada
por {Jx,}) que es convergente en la topologia débil*. Esto es lo mismo que decir que
x*(x,) converge para cada r* € M*. Ahora, sea z* un elemento cualquiera de X*.
Entonces, la restriccion a3, de X* a M esta en M*. Asi, z*(x,) = x},(x,) converge.

Esto significa que {z,} converge débilmente y la demostracién queda completa. [
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2.6. Metrizabilidad de las topologias débiles

Recordemos que una topologia sobre un conjunto X es metrizable si existe una
métrica en X que induce dicha topologia y que las topologias inducidas por métricas
satisfacen el primer axioma de numerabilidad, es decir, todo punto en X tiene una
base local numerable. Primero demostramos que los inicos espacios normados cuya
topologia débil es metrizable son los de dimension finita; esto nos da una diferencia
substancial entre las topologias débiles y la de la norma ya que todo espacio normado
es métrico.

Veamos primero un ejemplo propuesto por Von Neumann que muestra claramen-

te que la topologia débil no es metrizable en 5 (ni secuencial).

Ejemplo 2.17 Sea A C [y definido por A = {e,, + me, : 1 <m <n < oo, mn €
N}. Entonces 0 € A7(24) pero no existe en A una sucesién que converja a 0 en la

topologia débil.

Solucién. Sabemos que W(0;z7,...,z5¢) = {x € Iy : |zf(z)] < &, parai =
1,2...,n}conn € N, e > 0yxj,..,z; €5 forman una base de vecindades débiles pa-
ra el origen. Con el fin de probar que 0 € W, veamos que ANW (0; 23, ..., x5 ¢) #
0 para cadan € N, e >0y a3}, ...,ak € 15.

En efecto, por el teorema de representacién de Riesz, existe (Af)reny C lo con

1 =1,...,n tal que
2y (xr)ken) = ((@r)ren, Miken)s Y(2k)ken € lo.
Como limy,_,oo A\t = 0 para i = 1,...,n existe un m. € N tal que

. c ]
A < 5 para 1<i<n.

Ahora

lim m.A;, = me lim \j, =0 parai=1,...,n.
k—o00 k—o00

Luego, existe n. € N tal que n. > m. con |m.\,_| < § parai=1,...,n. Asi,

|',”U7>:k(eme + mEe”s)' = |A;‘I‘Lg + mf)\iLS|

< A+ ImeX |
2 2 7
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para i =1,2,...,n, de ello que e,,. + m.e,. € ANW(0;x1%, ..., 2%;€)

Ahora, supongamos que existe una sucesion (xy)geny € A tal que z; — 0 débil-
mente. Sea Ty = €, +mye,, con 1 < my < n; < oo para todo k € N. Como zj, — 0
débilmente, la sucesién () es acotada y por tanto (my)ren es acotada. Luego exis-
te una subsucesion convergente (my,)sen. Pero al ser subsucesion convergente de
numeros naturales debe existir un so y un n € N tal que my, = n para todo s > s,.

Entonces
<€n,$mk5> - <€n7xk:5> = <€naemks + mk’senks> = 1

Una contradiccién ya que (€n, Ty, ) — 0 cuando s — oo.
Teorema 2.29 Si dim X = n < 400, entonces dim X* = n < 4o00.

Demostracion. Sean x1, xs,...,x, una base de X. Entonces existen funcionales

lineales z7, ..., z}, tal que

1, sig=k
k 7
x(Tr) = 05 = .
(k) = O {081]7&/6.
Ahora veamos que {z7,z3,...,x5} es una base de X*. Primero, observemos que si
r € X, entonces x = Y opwy con oy € RVi = 1,.,n y por tanto xj(z) = a;

entonces

xr = in(x)xk, Vo e X.

k=1

Asi, si z* es cualquier funcional en X* entonces z*(x) = > ;_, zj(x)z*(zx), z € X.
Sigue que .

k=1
Por tanto {7, .., z} } generan X*. Ademéds si Ay, .., A, son escalares tal que > ) _, \pz) =
0 entones (Y_,_, \px}) (z;) = 0 para todo j = 1,...,n. Luego Y ,_, Apzi(z;) = 0
para todo j = 1,...,n. Asi \; - 23(z;) = 0, entonces \; = 0 para todo j = 1,...,n.

Esto muestra que {z7, ..., 2%} es linealmente independiente. Luego dim X* =n. O

Corolario 2.8 Sea X un espacio vectorial normado. St dim X* < oo, entonces

dim X < 0.
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Demostracion. Suponga que dim X* < oo y considere J : X — X la isometria
canonica. Por el Teorema 2.29, X** tiene dimension finita y como JX es un subespa-
cio de X™* entonces JX tiene dimensién finita. Como X es isomorfo a JX entonces

X tiene dimensién finita. U

Teorema 2.30 Sea X un espacio de Banach. Si la topologia débil en X es metri-

zable entonces X es de dimension finita.

Demostracion. Suponga que la topologia débil sobre X es metrizable. Entonces,
existe una métrica d sobre X . Entonces el conjunto { B(0,¢) : ¢ € Q, —{0}} las bolas
de centro en 0 y radio € con respecto a d forman una base de vecindades para 0 € X
con respecto a la topologia débil. Asi, para cada ¢ € Q4 — {0} podemos encontrar
T s Taey s Ty € X*—{0} y un 6. > 0 tal que W(0,27,, ...,z ., 0:) € B(0,¢€).

El conjunto {z7_, ..., mz(g)yg}ae@—{o} es numerable y consideremos este como una
sucesion {z }eny € X*. Para cada 2* € X* y 6 > 0, el conjunto W(0,z*,6) = {z €
X :]z*(z)| < d} es una vecindad débil de 0 y por tanto existe un € € Q; — {0} tal
que B(0,e) € W(0,2*,6). Obtenemos que podemos encontrar {z} , zj,,...,7; } C
(27)jen tal que W(0, 2y, ...z} ,0.) € B(0,e) € W(0,2%,0).

Afirmamos que (;_; ker z, C ker z*.

En efecto, sea = € ();_; ker z , entonces 2} (ax) = 0 para todo i = 1,2,...,n,
para toda o € N. Por tanto ax € W (0, ,...,z} ,0d.), obtenemos de ello que ax €
W(0,z*,6) para toda a € N. Por tanto, [z*(z)| < £ para toda o € N.

Asi, pasando al limite cuando o — o0, tenemos que xz*(z) = 0, es decir x €
ker x*. Esto prueba que, ();_, ker ry. C kerz® y por el Lema 2.2 tenemos que
r* € Span{z},, zj,,...,7; }. Si denotamos por X, = Span{z} , zj ..., 2} } pa-
ra toda n € N, hemos demostrado que X* = (J, .y X»n. Ademas, para cada n € N el
subespacio X,, es cerrado y como X* es un espacio de Banach, aplicando el teorema
de Baire concluimos que existe un ng € N, un r > 0 y zf tal que B(xj,r) C X,,.

Como X, es un subespacio vectorial obtenemos X,,, = X*, es decir dim X* < co y

por el Corolario 2.8 tenemos que dim X < oo. O

Corolario 2.9 Si la topologia débil* en X* es metrizable entonces X* (y por tanto

X ) es de dimensidn finita.
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Por otro lado, si X es separable, la restriccién de la topologia débil* a conjuntos

acotados es metrizable méas atin estos conjuntos son débil* separables.

Teorema 2.31 Sea X un espacio de Banach separable. Entonces Bx« es metrizable
en la topologia débil* de X*. Reciprocamente, si Bx~ es metrizable en la topologia

débil *, entonces X es separable.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio normado separable y considere

un subconjunto denso (z,)neny € X — {0}. Definimos d : Bx~ x Bx+ — R por

Z|$ _y )l7 Vx*,y*GBX*

Demostremos que:
1. d: By~ X Bx» — RT define una métrica sobre By~
2. Laidentidad I : (Bx~,débil") — (Bx+,d) es un homeomorfismo.

3. La topologia débil* en Bx« es metrizable.

1. Primero, observe que si z*, y* € By« entonces
) )

V) Z i Z e

Por tanto d es bien definida. Considere ahora x*, y* € Bx- tal que d(z*,y*) =

0. Entonces (z* — y*)(z,) = 0 para todo n € N y usando la continuidad de
z* e y* y la densidad de (z,),eny en X, obtenemos que (z* — y*)(x) = 0 para
todo x € X, es decir z* = y*. Los otros axiomas para una métrica son faciles

de verificar.

2. Considere la identidad [ : (Bx+,débil*) — (Bx+,d) y x§ € Bx+. Como primera

medida demostremos que I es continua en xj.

Sea € > 0. Existe un N € N tal que 2%1 < 5 y por tanto, existe r > 0 tal que
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Consideremos V' = W (x§; z1, - - - , xn;7)NBx+. Para cualquier z* € V| tenemos

dar oy = Sl s @ o))

= 2[znl| W 2l
B SR o o 1]
B 27| ]| 27| ]|

n=1 n=N+1

€ > 1
S §+ Z 2n71

n=N+1

€ 1

= §+2N T <€

Por tanto I(V') C By(x§,€), es decir, I es continua en z. Como I es biyectiva
(Bx~+,débil*) es un espacio topolégico compacto y (Bx+,d) es un espacio de

Hausdorff. Tenemos que I es un homeomorfismo.

3. De 1) y 2) se sigue que la topologia débil* en By« es generada por d.

Reciprocamente, suponga que By« es metrizable en la topologia débil* de X*.
Veamos que X es separable. Sea d la métrica compatible para la topologia débil* de
Bx-.

Sea U, = {f € Bx~ : d(f,0) < 2} un abierto, entonces para cada n € N existe
una vecindad de 0 en la topologia débil* tal que V,, C U,. Podemos asumir que
V,, tiene la forma V,, = {f € Bx~ : |f(x)| < &, para todo x € ®,} con e, >0y
®,, un subconjunto finito de X. Defina D = |J; 2, ®,,. Entonces, D es numerable.
Afirmamos que D es denso en X. En efecto, suponga que f € X* es tal que for =0
para todo x € D. Entonces, f € V,, para todo n € N. Por tanto, f € U, para todo

n € Ny asi f =0. Luego D es denso en X. Por tanto, X es separable. U

Teorema 2.32 Sea X un espacio de Banach. Entonces, (Bx, débil) es metrizable

en la topologia débil si y solo si X* es separable.

Demostracion. Supongamos que (Bx, débil) es un espacio métrico. Sea d la métri-

ca que genera la topologia débil de Bx. En cualquier espacio métrico tenemos
ﬁ B(o.L) =0,
n=1 n
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donde B(0, %) es la bola de centro en 0 y de radio % con respecto a d. Para cadan € N
existen a7 ,,, %3 ,, -, Tf, , ¥ €n > 0 tal que 0 € W(0; 27,75 ,, ..., T% ni€n) N Bx C
B(0, ). Deducimos que hay una sucesion (z,),en en X* y una sucesion (¢,),>1 en
(0, 4+00) tal que
oo
{0} = [\ W(0;2};,) N Bx.
n=1

Demostremos que Span{z} : n € N} es denso en X* y X* es separable. Su-

i # X* y considere zj € X* —

pongamos por el contrario que Span{z} : n € N}
Il

Span{z* : n € N} . Entonces, obtenemos que § = d(zj, Span{z} : n € N}) >0y
por el Teorema 1.10 existe un ™ € X*™* con ||z**|| = 1 tal que z™(z}) = 0 para
todo n € Ny z**(zf) = 6. Sea V. = W(0;2%; §) N By, entonces V es una vecindad
de 0 en la topologia débil de Bx. Como (Bx,débil) es un espacio métrico existe
una bola abierta con centro en 0 (con respecto a la distancia en Bx que genera la
topologia débil) contenida en V. Por lo visto inicialmente, encontramos un conjunto
finito A € N tal que (,., W(0;2,;¢,) N Bx € V. Como J(Bx) C Bx-- es un con-

junto débil* denso en By« (teorema de Goldstine), entonces, para cada ™ € By«

existe un xo € By tal que Jxg € [),c4 W (2™ 2},; €,). Por tanto,
|Jxo(z)) — 2™ (z))| < e, para cada n € A.
Como z** se anula en Span{z} : n € N} tenemos que
|Jxo(x))| = |25 (2x0)| < €, para todo n € N.

Luego zg € [),ea W(0;2};€,) ¥ como g € Bx obtenemos que zy € V. Asi,
| Jzo () —z** (23)] < 2, esto es, |x5(z0) — 0| < & de donde |z(xq)| > 6—|zj(z0)—6] >
g es decir g ¢ V. Lo que da una contradiccién. Por tanto X* es separable.

Reciprocamente, supongamos que X* es separable. Por el Teorema 2.31 tenemos
que (Bxs«,débil*) es metrizable en la topologia débil* de X**. Sea d la métrica
que genera la topologia débil* sobre Bxs«. Para cada x,y € By consideremos la
métrica en By definida por p(z,y) = d(Jz, Jy). Como d es una métrica sobre By
obtenemos que p es una métrica en By.

Ahora, J : (Bx,p) — (J(Bx),d) es un homeomorfismo puesto que J : X —
J(X) es biyectiva, y ademés, si g € Bx y B,(xo) es abierto en (Bx,p) entonces

claramente por la definicién de p, J(B,(z¢)) es abierto en (J(Bx),d).
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Por otro lado, del Teorema 2.18 tenemos que J : (Bx,débil) — (J(Bx), débil")
es un homeomorfismo. Asi, tomando f : (Bx,p) — (Bx, débil) definida por f(x) =
(JoJ ') (z), donde J : (Bx,p) = (JBx,d) y J ' : (J(Bx),débil*) — (Bx,débil)
tenemos que f : (Bx,p) — (Bx,débil) es un homeomorfismo (puesto que J y J~1
son homeomorfismos). Luego la topologia generada por p en By es la topologia débil.

Por lo tanto, (By, débil) es metrizable. O

Nota 18. Si X es un espacio de Banach tal que (By, débil) es metrizable entonces
X* tiene un subconjunto denso total (recordemos, que subconjunto A C X* se llama
total si para cada z € X con la propiedad que z*(z) = 0, Vz* € A tenemos que
x = 0). En efecto, del teorema anterior se sigue que X* es separable, es decir, existe
un (z¥),eny € X* un conjunto denso contable. Demostremos que A = {z* : n €
N} € X* es un conjunto total. Sea x € X tal que z}(z) = 0 Vn € N. Entonces, para
cada Jz tenemos, Jz(x}) = x}(x) = 0 Vn € N. Usando la continuidad de Jz sobre

X* obtenemos que Jx =0 en A, pero A = X* y por tanto Jx = 0, es decir z = 0.

Teorema 2.33 Sea X un espacio de Banach. St X* tiene un conjunto total nume-
rable, entonces sobre cada subconjunto débilmente compacto de X la topologia débil

es metrizable.

Demostracion. Sea A C X un conjunto débilmente compacto y (z),ey € X* un
conjunto total. Defina d: A x A — R por
— len(z —y)|
o) =3 vl

20 ([ + 1)

n—

Para cada x,y € A

donde M = sup,c, ||z|| < co. Note que M esta bien definida pues A es acotado
en norma. Por tanto, d(z,y) € R, Vx,y € A. Si d(z,y) = 0 entonces z(z — y) =
0 Vn € Ny usando que (z7),eny € X* es un conjunto total obtenemos que z —y =0

estoes x = y.
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Los otros axiomas para una métrica son faciles de verificar. De la misma forma
como se hizo en el teorema 2.31 obtenemos que la topologia débil sobre A es generada

por d. 0
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Teorema de Eberlein-Smulian

En el capitulo anterior vimos que los subconjuntos débil* cerrados y acotados de
un espacio de Banach son compactos. Por otra parte, vimos que B, v By, (Ejemplos
2.13 y 2.14) son débilmente cerrados y acotados pero no son débilmente compac-
tos, de esto surge la siguiente pregunta ;jcuando un subconjunto A de un espacio
de Banach es débilmente compacto? Recordemos que si el espacio de Banach X es
reflexivo entonces por el Teorema 2.23 tenemos que la bola unitaria By es débil-
mente compacta, consecuentemente, los subconjuntos cerrados y acotados en un
espacio de Banach reflexivo son débilmente compactos. Ahora, observe que si K es
un subconjunto débilmente compacto en el espacio lineal normado X y z* € X*
entonces, dado que z* es débilmente continuo el conjunto x*(K) es un subconjunto
compacto de escalares, de esto se sigue que z*(K) es acotado para cada z* € X*.
Por el teorema de Banach-Steinhaus esto implica que K es acotado, y como K es
un subconjunto compacto de un espacio Hausdorff, K es débilmente cerrado. Asi K
también es cerrado en norma. Por lo tanto los subconjuntos débilmente compactos
son cerrados y acotados en norma. De lo anterior tenemos que en la topologia débil
los espacios débilmente compactos son cerrados y acotados en norma, sin embargo
los subconjuntos cerrados y acotados en la topologia débil no son necesariamente
compactos.

Continuando con nuestro estudio de las topologias débiles encontramos que, aun-
que la topologia débil en los espacios de Banach de dimensién infinita no es metri-

zable (como lo demuestra el Ejemplo 2.17), con ayuda del teorema de Eberlein-
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Smulian, se puede encontrar una equivalencia entre las tres clases de compacidad

para los subconjuntos de un espacio de Banach dotado con la topologia débil.
Antes de proceder a demostrar el teorema de Eberlein-Smulian veamos unos

hechos importantes que nos seran de mucha ayuda para la demostracién de este

teorema.

Nota 19. Observe que la convergencia débil y débil* coinciden con respecto a la
inyeccién canénica. En efecto, x, 3 x < x*(x,) — o*(z), Vo* € X* & Jz, ‘D

Jx.

Teorema 3.1 Si A es relativamente débilmente secuencialmente compacto, enton-

ces J(A) es relativamente débil* secuencialmente compacto.

Demostracion. Sea (a,) C J(A) una sucesién de elementos de J(A), por defi-
nicién existe (z,)neny C A tal que a, = J(x,) para toda n € N. Dado que A es
relativamente débilmente secuencialmente compacto existen (z,, )sken C Ay z € X
tales que x,, "3 , esto es z*(x,,) — 2*(z) para todo z* € X*. Asi, tomando
Qp, = J(Tp,) y a = J(z) € X** tenemos que a,, = J(z,,) ey J(z) = a, esto
es, (ay,,) converge débilmente a a en J(X) C X**. Por tanto J(A) es relativamente

débil* secuencialmente compacto. 0

Teorema 3.2 Sea X un espacio vectorial normado, y A C X, entonces J(A) es

relativamente débil* compacto si y solo si A es relativamente débilmente compacto.

., débil™ .
Demostracion. Supongamos que (A) es compacto, entonces el conjunto

débil™

J(A) N J(X) también es compacto en la topologia débil*. Por el Corolario 2.4
del capitulo anterior tenemos que Wdébﬂ* N J(X) = J(A¥i) esto implica que
J(Adi) es compacto en la topologia débil* de X**. Como J : X — J(X) es un
homeomorfismo entre X y J(X) con las topologias débil y débil* respectivamente
tenemos que Adévil g compacto.

Reciprocamente, si A es relativamente débilmente compacto entonces .J(Adbi)

es un conjunto compacto para la topologia débil* y por tanto es débil* cerrado y

acotado luego, dado que J(A) C J(A%1), tenemos que

débil* ————_débil”

J(A) T C J(Aei)y = J(Aden), (3.1)
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Sigue que (A)débil es cerrado y acotado en la topologia débil*. Por tanto, del teo-

———débil*

rema de Alaoglu concluimos que J(A) es compacto. 0

Lema 3.1 Sea X un espacio vectorial normado. Un subconjunto A C X es relati-

débil*

vamente débilmente compacto si y sold si A es acotado y J(A) C J(X).

Demostracion. Claramente, si A es relativamente débilmente compacto enton-
ces, por (3.1) Tfl)débﬂ* C J(A%*1) C J(X). Ahora, dado que A es relativamente
débilmente compacto A es acotado lo que implica que A también es acotado.

Reciprocamente, suponga A es acotado y que wdéb“* C J(X). Como A es
acotado J(A) es acotado, y asi mdébn* es acotado. Por el teorema de Alaoglu,
tenemos que mdébﬂ* es compacto en la topologia débil* y del teorema anterior
tenemos que A es relativamente débilmente compacto. [l

Asi, para mostrar que un conjunto acotado A es relativamente débilmente com-

pacto, la estrategia es ver si cada uno de los elementos de (A)dc " estd en X.

Lema 3.2 Sea X un espacio vectorial normado. Si E es un subespacio de dimension
finita de X**, entonces existe un subconjunto finito E' de Sx+ tal que para cada x**

en E tenemos

< méx{|z™(z")| : 2* € E'}.

Demostracion. Como E es de dimension finita entonces Sg es un subconjunto
compacto en la norma de X**, por tanto, existe una e-red finita F = {z}*, ..., 2"
con e = 1 de Sg. Esto es Sp C U, B(z}*, ). Sea E' = {7, ..., 23} C Sx- tal que

3
|z (x3)] > 7 para cada k € {1,..,n}.

Entonces para cualquier x** € Sg, tenemos que
Y

@) = e () + (@ () — 2 (@)
> o (@) - o (a7) — 2 ()
3 )k )k
> 2ol -
3 1 1
> =,
-4 4
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De lo anterior tenemos que, para cualquier z** € Sg

— = <o (@})] < méx{a™ (@) : o} € E')

)

[\
N | —

para una eleccion adecuada de k. Facilmente este resultado se puede extender para

todo el subespacio E. O

Nota 20. Considere el espacio generado por una sucesion de elementos de X**,

[z3*]. Suponga que para cada y*™* € [x}*] se tiene que

< sup |y™(x},)|, donde (x},) C Bx-. (3.2)

Veamos que (3.2) es vélida para cada ™ € [z3*].

Sean z** € [z3*] y € > 0. Entonces existe y5* € [2}*] tal que yg* € B(2™, 5). Esto

es |[2**(f) — y5*(f)| < § para todo f € Bx-. Por (3.2), tenemos

kok

y kok *
WG < qup i (a5)1.
Luego
[z (2n)| = (2™ (@n,) — vo" (2,) + yo" (25,)]
>y (@) = 2™ (2h,) — yo" (25,)]
g
> *kok * - _.
= AT
Asi,
kk * kk * 6
sup o™ ()| > sup |y ()| — 5
o lwll e
- 2 2
S
- 2 2
N | |7 e | G
- 2 2 2
N |t |
- 2 4 2
[l 3¢
> ——, Ve>0
= Ty Ty e

2 m
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Otro resultado importante que sera de gran ayuda para la demostracion del
teorema de Eberlein-Smulian es el hecho de que el espacio dual de un espacio de
Banach separable contiene un subconjunto total, aunque no se vera la demostracion
para todo espacio separable en general, se mostrarda un breve resultado para los

espacios generados por los elementos de un conjunto.

Lema 3.3 Sea X un espacio de Banach, y [a,] el espacio generado por los elementos

a, de X, existe {d*} en X* tal que {d’} es un subconjunto total de [a,]*.

Demostracion. En efecto, Consideren {d, },,>1 un subconjunto denso y numerable
en la esfera unitaria de [a,] (Recuerde que el espacio generado por los elementos de
un conjunto numerable es un espacio separable) y {d}} en X* tal que d(d,,) = 1 si
n=m,y d;(d,) =0 sin#m. Veamos que {d}} es total.

Sea z € X tal que df(z) = 0 para todo n € N. Si # # 0, podemos suponer sin

perdida de generalidad que ||z|| = 1. Por la densidad de {d,},>1 existe un ny € N

tal que
e = dul < 572
x—d, TR
o 2Yldy, |l
Luego
* * * 1
1= |dy, (@) = dig (o )| = iy (& = duo)| < [ldg] - [l = dug || < 5

Lo cual es un absurdo. Por tanto, necesariamente x debe ser el vector nulo.

Nota 21. Note que, ademds de ser total, {d}} también es numerable.
Basados en estos tres lemas procedamos a demostrar el teorema de Eberlein-

Smulian.

Teorema 3.3 (Eberlein-Smulian) Un subconjunto de un espacio de Banach es
relativamente débilmente compacto st y solo si es relativamente débilmente secuen-
cialmente compacto. En particular, un subconjunto de un espacio de Banach es débil-

mente compacto si y solo si es débilmente secuencialmente compacto.

Demostracion. Para empezar, mostremos que un subconjunto relativamente débil-
mente compacto de un espacio de Banach X es relativamente débilmente secuen-

cialmente compacto.
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Sea A es un subconjunto relativamente débilmente compacto de X y sea (ay,)nen

una sucesion de elementos de A. Consideremos el subespacio cerrado [a,,| = Span{a, : n € N}.
Este espacio es débilmente cerrado en X. Por tanto AN [a,] es un subconjunto rela-
tivamente débilmente compacto en el espacio de Banach separable [a,]. Ahora, por

el Lema 3.3, tenemos que existe un subconjunto total y numerable de [a,]*. Asi, por

el Teorema 2.33 tenemos que el conjunto A N [a,]*! es metrizable en la topologia

débil de [a,].

Dado que los conjuntos compactos y secuencialmente compactos son equivalentes
en los espacios métricos, A N [a,]*" es débilmente secuencialmente compacto. En
particular, si a es un punto de acumulacién débil, entonces existe una subsucesion
(@n, )ken de (a,) que converge débilmente a a en [a,]. Por el teorema de extensién
de Hahn-Banach tenemos que para todo ¢ € [a,]" existe f € X*, fla.] = ¢
Ahora, supongamos que (a,, ) no converge débilmente a a en X. De ello que, existe
f € X* tal que f(an,) - f(a), entonces para ¢ = f|,] € [an]* tendriamos que
o(a,,) - ¢(a), esto contradice que (an,) que converge débilmente a a en [a,]. por
tanto (a,,) también converge débilmente a a en X.

Reciprocamente, Sea A un subconjunto relativamente débilmente secuencialmen-
te compacto, por el Teorema 3.1 tenemos que J(A) es relativamente débil* secuen-
cialmente compacto, ademas, como A es relativamente débilmente secuencialmente

————débil*

compacto A es acotado. Veamos que J(A) C J(X).

————débil* ————débil*

Sea x** € J(A) y x € Sx+. Como z** € J(A) cada vecindad débil* de
x** contiene un elemento de J(A). En particular, la vecindad débil* generada por
e=1yaj, {y™ e X |(y* —2™)(x])| < 1}, contiene un elemento Jay, a; € A
tal que

(2™ = Jar)(z)| < 1.

k%

Consideremos ahora el espacio generado por x** y x** — Jay, Fy = Span|x™, x** —
Ja,] € X**. F} tiene dimensién finita, por tanto, del Lema 3.2 existen a3, %, ..., 332(2) €

Sx+ tales que

< max{|y™ (z3)] - 1 <k <n(2)},

para cada y** € F;. Observe que z** es fijo, asi, podemos considerar otra vecindad

débil* de x** generada por € = % y 7,75, x5, ""IZ@)' Entonces, existe Jay € J(A)
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tal que
1
|(z™ — Jag)(z)| < 5 para i=1,2,..,n(2).

Consideremos el subespacio Fy = Span{z**, z** — Jay, ™ — Jay} de X**. Por el
Lema 3.2 existen Ty 2) 417 x:@)”, o T3y €N Sx- tales que

2

< max{ly™(2)] : 1 < k < n(3)},

wl=

para cada y** € F,. Una vez mas, tomando ¢ =
J(A) tal que |(z** — Jag)(z})| < & para todo i = 1,2,...,n(3). Podemos encontrar

*

‘rn(3)+17x7*1(3)+27 D) x;(4) en Sy~ tales que

para todo y** € F3 = Span{z™,x™ — Jay, 2™ — Jag, ™ — Jas}.

Continuando con este proceso, encontramos una sucesién (a,) C A tal que
(2% = Jag)(x},)] < ¢ para todo 1 < m < n(k). Ahora, dado que A es relativamen-
te débilmente compacto, A también es relativamente débilmente numerablemente
compacto. luego cada subconjunto infinito de A tiene un punto de acumulacién
débil en X. De esto sigue que, existe x € X tal que a, B 2, consecuentemen-

bil* . ———————débil*
te Ja, "= Jz. De esta convergencia tenemos que Jx € Span[Ja,] , luego

débil™*

o — Jxr € Span{x**,x** — Jay,..} . Nuestra construccién de los z} y los a;

nos asegura que

L < suply ) 33)

para cada y** de Span{x**,x** — Ja,...}, y de la Nota 20 concluimos que (3.3)

también se cumple para todo y** € Span{x**, x** — Jay,z** — Jay, ...}débﬂ*. Como
o — Jr estd en Span{x**, x** — Jay, z** — Jag, ...}débﬂ* entonces

2T < e = ) ) (3.4

Por construccién sigue que |[(z** — Jag)(z},)| < 1, para 1 < m < n(k). Ademds,

como Ja, ‘2 Jx tenemos que para todo € > 0 existe ng € N tal que si n > ny,

entonces |Ja,(x},) — Jx(z})| < e.
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Por tanto, tomando k£ > ng, tenemos que

(@™ = Jx)(a7,)] < @™ = Jar) (@) + [Jan(ar,) = Jo(z,)]

< 14
— T €&
_k' 9

y pasando el limite cuando k tiende a infinito obtenemos

(@™ = Ja)(z,)| < e.

||a:**;Jm|| < g, entonces ||z** — Jz|| < 2¢. De esta

De la desigualdad (3.4) sigue que
manera, z** — Jxr = 0 es decir 2** = Jr € JX. O
Veamos ahora dos ejemplos donde el teorema de Eberlein-Smulian falla para el

caso de la topologia débil*.

Ejemplo 3.1 Sea I" un conjunto no vacio, denote por [;(I") el conjunto de todas
las sucesiones  : I' — R tales que > |z(7)] < co. Andlogamente al caso de [,
se verifica que (I1(I), ]| - [[1) es un espacio de Banach donde |[z|[; = >_ . |z(7)]
para todo x € [1(I") y (LL(I")* = lo(I"), donde [ (I") es el conjunto de las funciones
@ : I' = R tales que ||¢|[cc = sup,cr |¢(7)| < co. La accién de ¢ € Io(I") sobre
x € [1(T") es dada por

p(x) = p()z(y).

vel’

Considere ahora I' = P(N), es decir I' es el conjunto de todos los subconjuntos de

N. Para cada n € N, defina 6, : I' — R por

1 si neA,
0 si né¢A.

5n(A) =

Veamos que 6, € By para todo n € Ny (d,) no posee una subsucesion débil*

convergente.

Solucién. Claramente, ||,||«c = 1 para todo n € N, esto es 6, € B;_ ) para
todo n € N. Suponga que existe una subsucesién (dg, Jnen ¥ un 6 € I (I") tales que
Ok, — 0 débil*. Entonces, 6, () — 6(x) para todo x € [;(I"). Consideremos A C N
dada por A = {ko, k2, ky, ...} y defina z : I' — R por

1 si B=A
0 si B#£A

z(B) =
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entonces x € 4 (I") y como (0, )nen converge en la topologia débil* de [ (I") tenemos

que la sucesion (0, (x))nen € R converge. Pero

1 si k,€A
Ok, (@) =Y 64, (B)x(B) = 6, (A) =
BCN 0 si k,¢A,

esto es
1 si nespar

O, (A) =
0 si nesimpar.
Claramente 0y, () no es convergente. Por tanto la sucesién (6,) no posee una sub-

sucesion débil* convergente.

Ejemplo 3.2 Definamos x} € I*_ por x(z1, 29,23, ...) = 2, para todo (z1,xs,...) €
ls. Demostremos que ||z} || = 1 para todo n € N, pero (z}),en no tiene una subsu-

cesiéon convergente.

Solucién. Sea n € N. Entonces |z} (21,22, ...)| = |2,| < supyey|zx| para todo
(1,2, ...) € l luego [|z}]] < 1. Ademés
1= fay(en)| < 2]l - lenll = [l2]]

Suponga que existe una subsucesion (1 )ren de N tal que oy, — x* débil* para algin

z* € I%,. Entonces x;, () — x*(z) para todo x € l,,. Considere xq = (2,)nen donde

1 si ne{n,nsns,..};
Tp =
2 si né¢{n,nsns, ..}

entonces x € o, y por tanto la sucesion (z;, (7))ren converge para todo € lo. Pero

. 1 si ne{n,ngns,...}5
@y, (20) = .
2 sin §Z {n1,n3,n57~~}a

lo cual es una contradiccién.

3.1. Operadores débilmente compactos

Muchas de las aplicaciones de los teoremas vistos se da en los operadores débil-

mente compactos como lo veremos en algunos teoremas de esta seccion.
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Definicién 3.1 Sea T € L(X,Y). El operador T es débilmente compacto si la clau-
sura débil de T(Bx) es compacta en la topologia débil de Y. Entonces por el teorema
de Eberlein-Smulian, un operador es débilmente compacto si y solo si envia subcon-

juntos acotados en subconjuntos débilmente secuencialmente compactos.

Nota 22. Sean X y Y espacios vectoriales normados. Suponga que y;; — y* en la
topologia débil* de Y*. Entonces para cada z € X, (T*y})(z) = y:(Tx) — y*(Tz) =
(T*y*)(x). Asi, T*y: — T*y* en la topologia débil* de X*.

De lo anterior tenemos que el operador lineal T : Y* — X™* es una funcién
continua de (Y*,o(Y*,Y)) (Y* dotado con la topologia débil*) en (X* o(X*, X))
(X* dotado con la topologia débil*).

Teorema 3.4 Un operador lineal T € L(X,Y) es débilmente compacto si y solo si

T*(X**) estd contenido en la imagen de la inyeccion candnica J(Y) de' Y en Y**

Demostracion. Sean By y Bx«+ las bolas unitarias de X y X** respectivamente.
Por la Nota 3 tenemos que 7% es una funcién continua de (X*™*,o(X™, X*)) en
(Y*,o(Y**,Y*)). Ademés, como T** es una extension de Ty TBx C TBx

entonces

s1 a1k
débil)deb“

T**(JBglésbil*> C T**(JBX)débil* — J(TBX)débil* C J(TBX

(3.5)

Si T es débilmente compacto, tenemos que TBx""" es débilmente compacto en Y
y como .J : Y — J(Y) es un homeomorfismo débil-débil* continuo, J(TBx ")
es compacto y por tanto cerrado en la topologia débil* de Y**. Entonces de (3.5)
inferimos

débil).

T*(JB¥") C J(TBy

débil™

Por teorema de Goldstein JBx débil)

= BX**: y aSi T**(Bx**) g J(TBX . AhOI'a,
=Y =Yy J(TBx"™) C J(Y), lo cual prueba

=7~ débil < >-débil

por el Teorema 2.5, TBx CY
que

T (X*) C J(Y). (3.6)

Reciprocamente, sea T' € L(X,Y’) un operador lineal tal que 7**(X**) C J(Y'). Dado

que T™* es continuo con las topologias débil* de X** e Y** y Bx+« es débil* compacto
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en X (teorema de Banach-Alaoglu), T**(Bx«) C J(Y') es débil* compacto en Y **.
Ahora, observe que JBx C JB Xdéb“* y por el teorema de Goldstine JB Xdébﬂ* = Byw.
Sigue que

—————débil*

J(T'(Bx)) =T"(J(Bx)) CT"(J(Bx) ) =T"(Bx).

Luego el conjunto J(T'(Bx)) es relativamente débil* compacto. Por el Teorema 3.2

esto implica que T'(Bx) es relativamente débilmente compacto en Y. U

Corolario 3.1 Sean X e Y espacios vectoriales normados. St X oY es reflexivo,

cada operador en L(X,Y) es débilmente compacto.

Demostracion. Sea T € L(X,Y) y T* : X** — Y** el segundo operador adjunto

de T. SiY es reflexivo, entonces
T(X™) C Y™ = J(Y),
y, si X es reflexivo,
T (X™) = T (J(X)) = J(T'(X)) € J(Y).
Por tanto, para ambos casos tenemos que 1" es débilmente compacto. O

Corolario 3.2 FEl conjunto de los operadores débilmente compactos es cerrado en

la topologia uniforme de operadores de L(X,Y).

Demostracion. SiT,, — T en L(X,Y), entonces || T —T*|| = ||T,, = T|| — 0. Si
T,, es débilmente compacto, entonces para cada z** € X** T**(z**) € J(Y) y dado
que J(Y) es cerrado en la topologia de la norma de Y**, T**(2**) € J(Y') para cada
z** € X**. Por tanto T**(X**) C J(Y), y por el Teorema 3.4 concluimos que T es

débilmente compacto. [l

Teorema 3.5 Un operador lineal T : X — Y es débilmente compacto si y solo st

T* es deébil*- debil continuo de Y* a X*
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Demostracion. Sea T un operador débilmente compacto. Por el Teorema 3.4
sabemos que T**(X**) C J(Y). Asi, para cada =™ € X*™*, existe un y € Y con
T x* = Jy tal que

T (T"(y")) = (T2 )y = Jy(y") = y* (). (3.7)

Ahora, sea (y;);cr una red en Y* tal que yf =N y*, y* € Y*, entonces y(y) —
y*(y) para todo y € Y. Por (3.7), tenemos x**(T*(y})) — «™(T*(y*)) para cada
€ X** es decir Ty} > T*y* en X* . Por tanto T* es débil*-débil continuo de
Y*aX*

Reciprocamente, Sea T™ un operador lineal débil*-débil continuo de Y* a X*,
y sea xft € X*™. Si yf(y) — y*(y), y € Y, entonces x5*(T*y}) = (T zy")y; —
(T**x§*)y*. Luego T**x* € Y™ es un funcional lineal y continuo en Y* con la
topologia débil*. Por el Teorema 2.17, T*xf* € J(Y), y T*(X**) C J(Y). Por el

Teorema 3.4 concluimos que T es un operador lineal débilmente compacto. U

Teorema 3.6 (Gantmacher) Un operador en L(X,Y') es débilmente compacto si y

solo si su adjunta es débilmente compacta.

Demostracion. Sea T un operador débilmente compacto. Dado que By- C Y*
es débil* compacto (teorema de Banach-Alaoglu) y T* es débil*- débil continuo
(Teorema 3.5) T*(By+) es débilmente compacto en X*. Por tanto T* es débilmente
compacto.

Reciprocamente, si T* es débilmente compacto del Teorema 3.5 deducimos que
T** es una funcién débil*- débil continua de X** a Y**. Por el teorema de Goldstine y

de la continuidad de 7T** tenemos que T**(Bx++) C T**(J(Bx))*" = J(T(Bx))%".

Por el Teorema 2.5 la clausura débil y la clausura fuerte del subconjunto convexo es

la misma. As{ T**(Bx+) C J(T(Bx))Ill C J(T By

débil)

C J(Y), y por el Teorema

3.4 el operador T' es débilmente compacto. [l
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