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Director

RONALD EDUARDO PATERNINA SALGEDO

Doctor en Matemáticas
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Lista de Śımbolos

X,Y Espacios lineales normados.

X∗, Y ∗, X∗∗, Y ∗∗ Dual y bidual topológico de los espacios X y Y respecti-

vamente.

x∗, y∗, x∗∗, y∗∗ Elementos de X∗, Y ∗, X∗∗, Y ∗∗ respectivamente.

H Espacio de Hilbert.

Jx, Jy Imagen de los elementos x ∈ X e y ∈ Y con respecto a la

Inyección canónica

F Colección de funciones de X en Y .

L(X,Y ) Conjunto de operadores lineales continuos de X en Y

T,R Elementos de L(X,Y )

L(X,R) Funcionales lineales y continuos de X en R.

f−1, g−1, T−1 Funciones inversas de f, g y T respectivamente

SX , SX∗ , SX∗∗ Esfera unitaria en X,X∗ y X∗∗ respectivamente.

BX , BX∗ , BX∗∗ Bola unitaria en X,X∗ y X∗∗ respectivamente.

l∞ Espacio de sucesiones escalares convergentes acotadas.

c0 Espacio de sucesiones escalares convergentes a cero.

σ(X,X∗), σ(X∗, X) Topoloǵıa débil y topoloǵıa débil∗ respectivamente.

A
débil

, J(A)
débil∗

Clausura de A y J(A) con respecto a las topoloǵıas débil

y débil∗.

[{an}] = [an] Espacio generado por las combinaciones lineales de los

elementos de {an}

µ Medida positiva.

N,R,Q Conjunto de los naturales, reales y racionales respectiva-

mente.∏
α∈ΛXα Producto cartesiano de los conjuntos Xα.

xn
ω→ x, Convergencia débil de la sucesión xn a X.

XE Función caracteŕıstica del conjunto E.

N◦ Interior del conjunto N .

B(x, ε) Bola abierta con centro en x y radio ε.
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Resumen

TÍTULO: TOPOLOGÍAS DÉBILES Y EL TEOREMA DE EBERLEIN-ŠMULIAN*

AUTOR: Daniel Fabián Suárez Navarro**

PALABRAS CLAVE: TOPOLOGÍAS DÉBILES, EBERLEIN-ŠMULIAN.

DESCRIPCIÓN:

El contenido de este trabajo se centra principalmente en el estudio de las topoloǵıas

débiles en espacios lineales normados y en el teorema de Eberlein-Šmulian, uno de

los resultados más importantes que se obtienen de estas topoloǵıas. Inicialmente se

hará un estudio de algunos conceptos básicos de análisis funcional y topoloǵıa que

serán de ayuda y utilidad para la total comprensión y desarrollo de este trabajo,

en dicho estudio están incluidos algunos resultados clásicos como el teorema de

separación de Hahn-Banach, el teorema de Banach-Steinhaus y la relación que hay

entre las tres clases diferentes de compacidad en espacios métricos. En el segundo

caṕıtulo, se hará un amplio y detallado estudio de las topoloǵıas débil y débil∗, se

mostrarán teoremas importantes del análisis funcional como el teorema de

Goldstine y el teorema de Banach-Alaoglu, se introducirán nuevas definiciones

como convergencia débil, convergencia débil∗ y compacidad débil, se mostrarán

ejemplos de la convergencia y compacidad débil en algunos espacios conocidos del

análisis funcional como los espacios lp, c0 y Lp[a, b]. Por último, en el tercer

caṕıtulo se hará un estudio del teorema de Eberlein-Šmulian el cual es el centro de

estudio de este trabajo, en dicho estudio se hará uso de toda la información

desarrollada en el caṕıtulo dos. Además, veremos algunas aplicaciones de la teoŕıa

vista en algunos teoremas con operadores débilmente compactos.

*Trabajo de grado
**Facultad de Ciencias, Escuela de Matemáticas.

Director: Dr. Ronald Eduardo Paternina Salguedo.
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ABSTRACT

TITLE: WEAK AND WEAK∗ TOPOLOGIES AND THE EBERLEIN-ŠMULIAN

THEOREM *

AUTHOR: Daniel Fabián Suárez Navarro **

KEYWORDS: WEAK TOPOLOGIES, EBERLEIN-ŠMULIAN.

DESCRIPTION:

The content of this work is mainly focused on the study of weak topologies in

normed linear spaces and the Eberlein- Šmulian theorem, one of the most

important results obtained from these topologies. First, a study will be conducted

of some basic concepts of functional analysis and topology, this as a tool for the

understanding and development of this work. In the preliminary section there are

some classic results, such as the Hahn-Banach separation theorem, the

Banach-Steinhaus theorem and the relationship that exists between the three

different classes of compactness in metric spaces. In the second chapter it will be

study the weak and weak∗ topologies this time is going to be a wide and detailed

process. Besides, it will be shown some important theorem in functional analysis

such as Goldstine’s theorem and Banach Alaoglu’s theorem, it will be introduced

some new definitions as weak convergence, weak∗ convergence and weak

compactness, it will be shown examples of weak convergence and weak

compactness in some known spaces of the functional analysis, such as the spaces lp,

c0 and Lp[a; b]. Further, we will shown some applications of the theory seen on

some theorems with weakly compact operators.

*Bachelor Thesis
**Facultad de Ciencias, Escuela de Matemáticas.

Director: Dr. Ronald Eduardo Paternina Salguedo.
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Introducción

El estudio de las topoloǵıas débiles forman un papel muy importante tanto en

el análisis funcional como en la topoloǵıa general. Uno de los resultados más in-

teresantes que surge de la topoloǵıa débil, es la relación que existe entre las tres

clases diferentes de compacidad débil como lo demuestra el teorema de Eberlein-

Šmulian. En general este teorema establece que los conjuntos débilmente compactos

son también débilmente secuencialmente compactos, permitiendo aśı la posibilidad

de extraer una subsucesión débilmente convergente de cualquier sucesión acotada de

elementos de un determinado espacio dotado con la topoloǵıa débil.

El concepto de conjunto compacto en el sentido de que cada subconjunto infinito

y acotado posee un punto ĺımite fue introducido en el año 1906 por Fréchet. Además,

según Dieudonné en su “History of functional analiysis” (ver [5]) en su tesis doc-

toral Fréchet ya hab́ıa notado que la convergencia de sucesiones en un conjunto de

funciones no siempre corresponde a los tipos clásicos de convergencia en el espacio

euclidiano, esto lo llevó a introducir los llamados espacios métricos, generalizando

aśı las nociones de abierto, cerrado, clausura, etc. Sin embargo, este acercamiento a

la topoloǵıa general estaba sujeto al concepto de distancia, limitando aśı las nuevas

nociones a espacios metrizables. Esto creó la necesidad de generalizar el concepto de

espacio métrico, pero ninguno de estos conceptos resultó adecuado para el análisis

funcional hasta que Hausdorff, en 1914, Introdujo la topoloǵıa general, basado en el

concepto de vecindad.

Estos nuevos conceptos generalizaban aún más las nociones de abierto, cerrado,

continuidad, etc. Sin embargo, para introducir el concepto de topoloǵıa débil, fue

necesario esperar hasta el año 1934 cuando Von Neumann definió la vecindad débil de

un punto en un espacio de Hilbert. Anterior a estos hechos, la noción de convergencia

débil fue usada por primera vez por David Hilbert para los espacios L2[0, 1], y más

adelante fue usada en los espacios Lp[0, 1] por F. Riesz, todo esto basados en los

conceptos introducidos por Hausdorff. Pero tiempo después cuando Von Neumann

ya hab́ıa introducido la noción de vecindad débil para un punto, logró demostrar

que para el espacio l2 esta noción de convergencia débil falla (ver Ejemplo 2.17),
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demostrando también de esta forma que la topoloǵıa débil no era metrizable en

espacios de dimensión infinita.

Una pregunta común seŕıa ¿qué es lo interesante del teorema de Eberlein-Šmulian?

Pues bien, es conocido que en espacios métricos la compacidad, la compacidad nu-

merable y la compacidad secuencial son equivalentes. Pero, como se mencionó ante-

riormente para los espacios de dimensión infinita la topoloǵıa débil no es metrizable.

De aqúı surge lo interesante, ya que a pesar de este hecho, el teorema de Eberlein-

Šmulian establece que, se puede encontrar una equivalencia en las tres clases de

compacidad débil.

Por otro lado, sabemos que todo espacio vectorial normado es metrizable, sin

embargo, en conjuntos de dimensión infinita la métrica que induce la norma es de-

masiado fuerte para permitir deducir algunos teoremas interesantes de sucesiones,

más aún, recordemos que muchos de los resultados interesantes en el análisis in-

volucran conjuntos compactos, pero si la topoloǵıa dada es muy fina (fuerte), no

podremos obtener demasiados conjuntos compactos. Lo anterior motiva a estudiar

las topoloǵıas débil y débil∗ ya que entre más débil sea una topoloǵıa mayor es el

número de compactos que podemos obtener; la primera, la topoloǵıa débil, está pre-

sente en todo espacio topológico y en particular en espacios vectoriales normados;

la segunda, la topoloǵıa débil∗, se encuentra solo en espacios duales. Un aspecto im-

portante de la topoloǵıa débil∗ es que en general para espacios duales de dimensión

infinita la topoloǵıa débil∗ es “más débil” que la topoloǵıa débil del espacio dual.

Inicialmente se hará un breve estudio preliminar, en el cual se mostrarán algu-

nos resultados básicos de topoloǵıa general, análisis funcional, redes y también se

mostrarán unas definiciones y teoremas básicos de la teoŕıa de la medida; todo esto

con el fin de lograr la total comprensión de los caṕıtulos 2 y 3 que son el centro del

presente estudio.

Seguidamente se estudiarán las topoloǵıas débiles, se introducirán nuevos con-

ceptos como el significado de compacidad débil y también se estudiarán las conver-

gencias de sucesiones en ambas topoloǵıas (débil y débil∗), se mostrará bajo que

condiciones la topoloǵıa débil puede ser metrizable, de hecho para la topoloǵıa débil

podemos encontrar resultados interesantes como por ejemplo, el hecho de que un
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espacio vectorial normado X es de dimensión finita si y solo si la topoloǵıa débil en

X es metrizable. Un ejemplo clásico de un espacio dotado de la topoloǵıa débil, y

de hecho, uno de los más importantes en la topoloǵıa general, es el espacio producto

dotado con la topoloǵıa producto o topoloǵıa de Tychonoff, la cual no es más que la

topoloǵıa débil que hace continuas todas las proyecciones definidas sobre el espacio

producto.

Para la topoloǵıa débil∗ se estudiaran también algunos resultados interesantes

como lo es el hecho de que la imagen de la bola unitaria BX bajo la función in-

yección canónica es un conjunto denso en BX∗∗ con la topoloǵıa débil∗ (teorema de

Goldstine), pero el resultado que más resalta para ésta topoloǵıa es el teorema de

Banach-Alaoglu, el cual establece que la bola cerrada unitaria en un espacio dual es

compacta con la topoloǵıa débil∗.

Para el caṕıtulo final, el estudio se centra el teorema de Eberlein-Šmulian, para

esto se cuenta con algunos teoremas y lemas previos que descomponen el teorema

buscando hacer la demostración de este teorema un poco más didáctica y sencilla,

adicionalmente se mostrarán algunos ejemplos para ver que a diferencia de lo que

ocurre con la topoloǵıa débil, los conjuntos débil∗ compactos no son necesariamente

secuencialmente débil∗ compactos.

Finalmente, a razón de ejemplos, se presentará una sección con algunos teoremas

con operadores débilmente compactos. Esto con el fin de mostrar algunas de las

aplicaciones de los teoremas estudiados en el transcurso del trabajo.
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1
Preliminares

Desde los oŕıgenes del cálculo se fue poniendo de manifiesto la conveniencia de

considerar conjuntos cuyos elementos, a diferencia de lo que sucede con el análisis

clásico no son puntos en el espacio si no funciones. Este hecho llevó a los matemáti-

cos a buscar nuevos conceptos y fue gracias a esta búsqueda que surgió el análisis

funcional.

Una de las personas más influyentes en el análisis funcional fue el matemático

polaco Stefan Banach, quien con sus aportes permitió, en gran parte, el desarrollo de

esta importante rama de la matemática, algunos de sus teoremas más importantes

como el Teorema de Separación de Hahn-Banach, el Teorema de Extensión de Hahn-

Banach, y también algunos conceptos y teoremas básicos de topoloǵıa se presentan

en el actual caṕıtulo.

1.1. Topoloǵıa General

Definición 1.1 Sea X un conjunto. Una familia τ de subconjuntos de X es llamada

una topoloǵıa en X si τ satisface las siguientes propiedades:

1. ∅ y X están τ ;

2. La unión arbitraria de elementos de τ , está en τ ;

3. La intersección finita de elementos de τ , está en τ .

El par (X, τ) es llamado un espacio topológico. Si no hay confusión con respecto a

τ nos referimos a X como espacio topológico.
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Teorema 1.1 Sea {τi}i∈I una familia arbitraria de topoloǵıas en X. Entonces τ =⋂
i∈I

τi es una topoloǵıa en X.

Definición 1.2 Sea X un espacio topológico no vaćıo. Decimos que N ⊆ X es una

vecindad de un punto x ∈ X, si x ∈ N ◦. Denotamos por Ux a la familia de todas las

vecindades de x y la llamaremos sistema de vecindad de x.

Definición 1.3 Sea X un espacio topológico y x ∈ X. Una familia Bx ⊆ Ux es

llamada base de vecindades de x, si para cualquier N ∈ Ux, existe B ∈ Bx, tal que

B ⊆ N .

Definición 1.4 Sea X un espacio topológico. Una familia B ⊆ τ es llamada una

base de τ , si cada abierto puede ser escrito como unión de elementos de B. Es decir,

dado U ∈ τ existe una subfamilia ζ ⊆ B tal que U =
⋃
{B | B ∈ ζ}. Si B es base

de τ , diremos que τ es la topoloǵıa generada por la base B y la denotaremos por τB.

Ejemplo 1.1 Considere el espacio métrico R2 con la métrica usual, es fácil ver que

las bolas abiertas de radio ε constituyen una base. Con mayor generalidad, si (X, d)

es un espacio métrico, la colección de todos los B(x0, ε) constituyen una base para

la topoloǵıa inducida por la métrica.

Ejemplo 1.2 Sea X un espacio discreto, entonces B = {{x} | x ∈ X} es una base

para τ = P(X).

Teorema 1.2 Sea X un conjunto. Una base para una topoloǵıa sobre X es una

colección de subconjuntos de X (llamados elementos básicos) tales que:

1. Para cada x ∈ X, hay al menos un elemento básico B que contiene a x

2. Si x pertenece a la intersección de dos elementos básicos B1 y B2, entonces

existe un elemento básico B3 tal que x ∈ B3 ⊆ B1 ∩B2

Definición 1.5 Sea (X, τ) un espacio topológico. Una familia ζ ⊆ τ es llamada

subbase, si la familia de intersecciones finitas de miembros de ζ forman una base

para τ . Es decir, B = {
⋂
L | L es un subconjunto finito de ζ} es base para τ . Si ζ

es subbase de τ , diremos que τ es generada por la subbase ζ.
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Definición 1.6 Sean τ1 y τ2 topoloǵıas de X, diremos que τ2 es más fina que τ1 si

τ1 ⊆ τ2. Además, diremos que τ2 es estrictamente más fina que τ1 si τ2 es más fina

que τ1 y τ2 6= τ1.

Proposición 1.1 Sean X un conjunto y τ1 y τ2 topoloǵıas de X. Para cada x ∈ X,

sean B1
x y B2

x bases de vecindades de x de τ1 y τ2, respectivamente. Entonces τ1 ⊆ τ2

si y solo si para cada x ∈ X y cada B1 ∈ B1
x, existe B2 ∈ B2

x tal que B2 ⊆ B1.

1.2. Análisis Funcional

Definición 1.7 Para un espacio normado X su dual X∗ = L(X,R) es el conjunto

de los funcionales lineales y continuos sobre X. Para un f ∈ X∗ su norma es dada

por la fórmula

||f ||X∗ = sup
||x||≤1
x∈X

|f(x)| = sup
||x||=1
x∈X

|f(x)|.

Cuando no hay confusión podemos escribir ||f || en lugar de ||f ||X∗ . Dado f ∈ X∗

y x ∈ X a menudo se escribe 〈f, x〉 en lugar de f(x); y decimos que 〈 , 〉 es el producto

escalar para la dualidad X∗, X.

Teorema 1.3 Si X e Y son espacios lineales normados y si Y es de Banach,

entonces el espacio lineal L(X, Y ) con la norma dada por sup||x||≤1 ||Tx||, donde

T ∈ L(X, Y ), es un espacio de Banach.

Teorema 1.4 Sea X un espacio vectorial normado. Si dimX <∞, entonces cada

funcional lineal en X es continuo.

Definición 1.8 Sea X un espacio lineal normado y sea X∗ su espacio dual con la

norma definida anteriormente. El bidual X∗∗ = L(X∗,R) es el dual de X∗ y su

norma está dada por

||ϕ||X∗∗ = sup
||f ||≤1
f∈X∗

|〈ϕ, f〉|
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Dado un espacio lineal normado X podemos considerar una función J : X → X∗∗

como sigue

Definición 1.9 Sean X y Y espacios normados sobre R. Diremos que una aplica-

ción T : X → Y es un isomorfismo, si T es biyectiva, lineal, continua y su inversa

T−1 es continua. En tal caso decimos que X y Y son isomorfos. Un isomorfismo

isométrico entre dos espacios lineales normados X e Y es un isomorfismo T entre

X e Y para el cual ||Tx|| = ||x|| para cada x ∈ X.

Teorema 1.5 Una aplicación lineal sobreyectiva T entre dos espacios normados X

e Y es un isomorfismo si y solo si existen constantes positivas m, M tales que

m||x|| ≤ ||T (x)|| ≤M ||x||, ∀x ∈ X.

Definición 1.10 Sea X un espacio vectorial normado. Para cada x ∈ X considere

el funcional Jx : X∗ → R definido por Jx(x∗) = x∗(x), ∀x∗ ∈ X∗. Entonces Jx ∈

X∗∗ para cada x ∈ X y ||Jx||X∗∗ = ||x||.

La función J : X → X∗∗ definida por J(x) = Jx es llamada la inyección canónica

de X en su bidual.

Definición 1.11 Un espacio normado X es reflexivo si J(X) = X∗∗ donde J :

X → X∗∗ es la inyección canónica.

Teorema 1.6 Sean 1 < p < ∞ y 1 < q < ∞ tales que 1
p

+ 1
q

= 1. Entonces la

aplicación Φ : lq → l∗p definida por

〈Φ(y), x〉 =
∞∑
n=1

xnyn, x = (xn)n∈N ∈ lp y y = (yn)n∈N ∈ lq

es un isomorfismo isométrico. Aśı, lp es reflexivo para 1 < p < +∞.

Teorema 1.7 La aplicación F : l1 → c∗0 definida por

〈F (y), x〉 =
∞∑
n=1

ynxn, x = (xn)n∈N ∈ c0 y y = (yn)n∈N ∈ l1

es un isomorfismo isométrico. Por tanto c∗0 = l1
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Teorema 1.8 (Extensión de Hahn-Banach) Sea E un espacio vectorial y p un

funcional sublineal sobre E, es decir p es una función que satisface

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), ∀x, y ∈ E. (1.1)

p(λx) = λp(x), ∀x ∈ E y ∀λ > 0 (1.2)

Sea G ⊂ E un subespacio lineal y sea g : G→ R un funcional lineal tal que

g(x) ≤ p(x), ∀x ∈ G.

Entonces, existe un funcional lineal f definido en todo E tal que f(x) = g(x) para

todo x ∈ G y f(x) ≤ p(x) para todo x ∈ E.

La demostración del anterior resultado puede ser consultada en [3]

Teorema 1.9 Sea x0 un vector no nulo en el espacio lineal normado X. Entonces

existe un funcional lineal acotado F , definido en todo el espacio, tal que

||F || = 1 y F (x0) = ||x0||.

Teorema 1.10 Sea M un subespacio de el espacio lineal normado X, supongamos

que x1 ∈ X tiene la propiedad de que la distancia de x1 a M , d(x1,M) = d es

positiva. Entonces, existe un funcional lineal acotado F en X∗, tal que ||F || = 1;

F (x1) = d, y para todo x ∈M, F (x) = 0.

Definición 1.12 (Hiperplano) Sea X un espacio de Banach. Un hiperplano af́ın

es un subconjunto H de X de la forma H = {x ∈ X : f(x) = α}, donde f es un

funcional lineal no nulo y α ∈ R es una constante dada. Escribimos H = [f = α] y

decimos que f = α es la ecuación de H.

Es bien conocido que el hiperplano Lineal H = [f = α] de la definición anterior

es cerrado si y solo si f es un funcional continuo.

Definición 1.13 Sean A y B dos subconjuntos de X. Decimos que el hiperplano

H = [f = α] separa a A y B si

f(x) ≤ α ∀x ∈ A y f(x) ≥ α ∀x ∈ B.

Decimos que H separa estrictamente a A y B si existe un ε > 0 tal que

f(x) ≤ α− ε ∀x ∈ A y f(x) ≥ α + ε ∀x ∈ B.
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Lema 1.1 Sea C ⊆ E un convexo abierto con 0 ∈ C. Para cada x ∈ E definamos

p : E → R por

p(x) = ı́nf{α > 0 :
x

α
∈ C} (1.3)

Entonces p satisface las siguientes condiciones.

1. p(λx) = λp(x), ∀x ∈ E y ∀λ > 0;

2. p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), ∀x, y ∈ E.

3. ∃ M > 0 tal que 0 ≤ p(x) ≤M ||x||, ∀x ∈ E.

4. C = {x ∈ E : p(x) < 1}.

Lema 1.2 Sea C ⊆ E un conjunto abierto convexo no vaćıo y sea x0 /∈ C. Entonces

existe f ∈ E∗ tal que f(x) < f(x0) para todo x ∈ C. En particular el hiperplano

[f = f(x0)] separa {x0} y C.

Teorema 1.11 (Teorema de Hahn-Banach, Primera forma) Sean A, B ⊂ E

dos subconjuntos convexos no vaćıos tales que A∩B = ∅. Suponga que uno de ellos

es abierto. Entonces existe un hiperplano cerrado que separa A y B.

Teorema 1.12 (Teorema de Hahn-Banach, Segunda forma) Sean A ⊂ X y

B ⊂ X dos subconjuntos convexos tales que A∩B = ∅. Suponga que A es cerrado y

B es compacto. Entonces existe un hiperplano cerrado que separa estrictamente A

y B.

Gracias a que en Rn existe una forma de medir la distancia entre dos puntos,

podemos estudiar los conceptos de ĺımite, convergencia, diferenciabilidad e integra-

ción. Además, este hecho también nos permite clasificar algunos de sus subconjuntos

según estas propiedades. Esto despertó el interés de los matemáticos por tratar de

generalizar la definición de distancia y poder lograr muchos de los resultados que se

satisfacen en Rn en otros espacios topológicos.

Definición 1.14 Sea X un conjunto. Una métrica o distancia en X es una función

ρ definida por ρ : X × X → R+ tal que, para cada x, y y z en X se satisfacen las

siguientes condiciones:
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(M1) ρ(x, y) = 0 si y solo si x = y;

(M2) ρ(x, y) = ρ(y, x);

(M3) ρ(x, y) + ρ(y, z) ≥ ρ(x, z).

El par (X, ρ) es llamado espacio métrico. La condición (M1) garantiza que la

distancia entre dos puntos distintos es positiva y cada punto tiene una distancia cero

de śı mismo. La condición dos (M2) afirma que la función distancia es simétrica, es

decir no depende del orden de los puntos. La condición tres (M3) garantiza que la

función distancia satisface la desigualdad triangular.

Ejemplo 1.3 Sea X un conjunto arbitrario y definamos para x, y ∈ X

ρ(x, y) =

{
0 si x = y;

1 si x 6= y.

Entonces ρ es una métrica en X. La función ρ es llamada métrica discreta, y el

espacio (X, ρ) se conoce como el espacio discreto.

Ejemplo 1.4 Sea E un espacio lineal normado. Entonces la función d : E×E → R

definida por d(x, y) = ||x − y|| define una métrica sobre E. Esto implica que todo

espacio vectorial normado es también un espacio métrico, en este caso, decimos que

E es un espacio métrico con la métrica inducida por la norma.

Recordemos que un conjunto Y en un espacio topológico X es llamado denso en

X si Y , la clausura de Y es X. En otras palabras, Y es denso en X si Y ∩ G 6= ∅

para cualquier conjunto G abierto no vaćıo de X.

Uno de los resultados más fundamentales y usados en el análisis funcional y la

topoloǵıa general es el teorema de categoŕıa de Baire. Este teorema tiene varias

formulaciones equivalentes. La primera de esas formulaciones establece lo siguiente.

Teorema 1.13 (Teorema de categoŕıas de Baire) Sean G1, G2, ... una sucesión

de subconjuntos densos abiertos no nulos de un espacio métrico completo X. Enton-

ces G =
⋂∞
n=1Gn es denso en X.

Una forma equivalente de enunciar el anterior resultado es la siguiente.
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Teorema 1.14 Sea X un espacio métrico completo, si X es la unión numerable de

subconjuntos cerrados entonces al menos uno de los conjuntos cerrados tiene interior

no vaćıo.

En el presente trabajo nos referiremos este último teorema como el Teorema de

Baire.

Teorema 1.15 (Banach Steinhaus) (Principio de acotación uniforme.)

Sea X un espacio de Banach, Y un espacio vectorial normado. Sea A un sub-

conjunto de L(X, Y ). Si para todo x ∈ X se tiene que supT∈A ||Tx|| <∞, entonces

supT∈A ||T || <∞.

Teorema 1.16 Sea X un espacio de Banach, Y un espacio vectorial normado, Tn ∈

L(X, Y ) tales que para cada x ∈ X existe ĺımn→∞ Tnx ∈ Y . Entonces definiendo

Tx = ĺımn→∞ Tnx obtenemos que T es lineal, continua y ||T || ≤ supn ||Tn||L(X,Y )

Teorema 1.17 (Principio de aplicación abierta) Sea T : X → Y una trans-

formación lineal continua sobreyectiva entre dos espacios de Banach X e Y . La

imagen de cada conjunto abierto en X es un conjunto abierto en Y .

Teorema 1.18 Una transformación lineal continua inyectiva y sobreyectiva entre

dos espacios de Banach X e Y tiene inversa continua.

Teorema 1.19 (Teorema del gráfico cerrado) Sean X e Y dos espacios de Ba-

nach. Sea T una transformación lineal de X en Y . Suponga que la gráfica de T es

cerrada en X × Y . Entonces T es continua.

Las demostraciones de los anteriores resultados se pueden encontrar en [3].

Ahora, con el fin de estudiar algunos ejemplos en los espacios Lp[a, b] y C(X)

se introducirán algunos conceptos de medida que serán de mucha utilidad para

desarrollar dichos ejemplos.

Definición 1.15 Una colección M de subconjuntos de X es llamada una σ-álgebra

en X si M tiene las siguientes tres propiedades:

1. X ∈M;
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2. Si A ∈M, entonces Ac ∈M;

3. Si An ∈M para n = 1, 2, ..., entonces
⋃∞
n=1An ∈M.

Si M es un σ-álgebra en X, entonces X es llamado un espacio medible, y los

elementos de M son llamados conjuntos medibles en X.

Definición 1.16 Sea M una σ-álgebra en X. Una función µ : M→ [0,∞) es una

medida en el espacio medible (X,M) si µ satisface las siguientes condiciones:

1. µ(∅) = 0;

2. µ(A) ≤ µ(B) si A ⊆ B;

3. si A1, A2, ... es una sucesión numerable de subconjuntos dos a dos disyuntos

de X entonces,

µ

(
∞⋃
i=1

Ai

)
=
∞⋃
i=1

µ(Ai).

Definición 1.17 Sea (X, d) un espacio métrico y sea µ una medida en el espacio

medible (X,M).

1. La σ-álgebra de Borel, B(X, d), es la menor σ-álgebra que contiene todos los

subconjuntos abiertos de X. Cada elemento de B(X, d) es llamado conjunto de

Borel. Si no hay confusión podemos escribir B(X).

2. µ es llamada una medida de Borel si B(X) ⊆M.

3. µ es llamada una medida regular de Borel si es una medida de Borel y, para

cualquier A ∈M, existe B ∈ B(X) tal que µ(A) = µ(B) y A ⊆ B.

Teorema 1.20 Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto y µ una medida

no negativa de Borel. Entonces µ es una medida regular de Borel si y solo si

1. µ(K) <∞ para cada compacto K ⊂ X.

2. Para cada conjunto de Borel E ∈M, tenemos que

µ(E) = ı́nf{µ(U) : E ⊂ U,Uabierto},

en este caso decimos que E es regular exterior.
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3. La relación

µ(E) = sup{µ(K) : K ⊂ E,Kcompacto},

se mantiene para cada abierto, y para cada E ∈ M con µ(E) < ∞. En este

caso decimos que E es regular interior.

Una consecuencia directa del teorema anterior se da para los espacios vectoriales

normados (y por tanto Hausdorff con respecto a la métrica inducida por la norma)

y compactos.

Definición 1.18 Sea X un espacio topológico, el espacio rba(X) es el espacio vec-

torial de las medidas regulares de Borel aditivas definidas sobre la σ-álgebra generada

por los conjuntos cerrados del espacio X. El espacio rba(X) es parcialmente orde-

nado con la relación de orden definida por:

µ ≥ λ si y solo si µ(E) ≥ λ(E)

para cada E en la σ-álgebra generada por los conjuntos cerrados de X.

Nota 1. Similar a lo que ocurre con el espacio rba(X); el espacio C(X) (conjunto

de las funciones continuas definidas sobre el espacio topológico X) es parcialmente

ordenado con la relación de orden definida por f ≥ g si y solo f(x) ≥ g(x) para

todo x ∈ X. Además, el espacio dual de C(X), C∗(X), también es parcialmente

ordenado con la relación de orden dada por x∗ ≥ y∗ si y solo si x∗(f) ≥ y∗(f) para

cada f ∈ C(X).

Teorema 1.21 (Representación de Riesz-Markov) Sea X un espacio de Haus-

dorff compacto, existe un isomorfismo entre C∗(X) y rca(X) (medidas regulares de

Borel contablemente aditivas) tal que los elementos correspondientes x∗ y µ satisfa-

cen la identidad

x∗(f) =

∫
X

f(x)dµ(x), f ∈ C(X). (1.4)

La norma de ||x∗|| es la variación total de µ (es decir ||x∗|| = |µ|(X) ). Además,

este isomorfismo preserva orden
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Nota 2. La variación total de µ se define por la función

|µ|(X) = sup
∞∑
i=1

|µ(Xi); .

donde el supremo tomado sobre todas las particiones {Xi} de X (ver [18]).

Teorema 1.22 Sean 1 < p < ∞ y 1 < q < ∞ tales que 1
p

+ 1
q

= 1, existe un

isomorfismo isométrico entre L∗p(X,M, µ) y Lq(X,M, µ) en el que los vectores co-

rrespondientes x∗ y g se relacionan por la identidad

x∗(f) =

∫
X

g(x)f(x)dµ(x), f ∈ Lp(X,M, µ).

Teorema 1.23 Sea {fn} una sucesión de funciones medibles sobre un conjunto me-

dible E que converge puntualmente a la función f y supongamos que existe una

función F integrable sobre E tal que |fn| ≤ F para todo n, entonces

1. f es integrable sobre E.

2. ĺım
n→∞

∫
E

fndµ =

∫
E

fdµ.

Corolario 1.1 Sea {fn} una sucesión de funciones medibles sobre un conjunto me-

dible E de medida finita, que converge puntualmente a la función f . Supongamos

que existe una constante M tal que |fn(x)| ≤M para cada x ∈ E, entonces,

ĺım
n→∞

∫
E

fndµ =

∫
E

fdµ.

1.3. Compacidad

Definición 1.19 Sea X un espacio topológico, A un subconjunto de X y Λ un

conjunto de indices. Supongamos que {Gα}α∈Λ tiene la propiedad que A ⊂ ∪α∈ΛGα,

entonces se dice que {Gα}α∈Λ, es un recubrimiento del conjunto A. Si el conjunto

Λ es finito, se dice que {Gα}α∈Λ es un recubrimiento finito de A. Si cada Gα es

abierto, el recubrimiento se llama recubrimiento abierto. Se dice que el conjunto

A es compacto si de todo recubrimiento abierto se puede extraer un recubrimiento

finito.
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Ejemplo 1.5 La recta R no es compacta pues el recubrimiento de R por intervalos

abiertos

Λ = {(n, n+ 2) | n ∈ Z}

no contiene ninguna subcolección finita que cubra R.

Ejemplo 1.6 El siguiente subespacio de R es compacto:

X = {0} ∪ {1/n | n ∈ Z+}

.

En efecto, dado un cubrimiento abierto {Uα : α ∈ Λ} de X, existe un elemento

U de {Uα : α ∈ Λ} que contiene al 0. El conjunto U contiene a todos los puntos de la

forma 1/n excepto a un número finito de ellos (esto es claro ya que 1/n −→ 0 cuando

n −→ ∞); elijamos para cada uno de estos puntos que no están U un elemento de

{Uα : α ∈ Λ} que los contenga. La colección de estos elementos de {Uα : α ∈ Λ}

junto con el propio U , es una subcolección finita de {Uα : α ∈ Λ} que cubre X.

Otros ejemplos interesantes se pueden encontrar en [15]

Definición 1.20 (Relativamente Compacto) Se dice que un subconjunto A de un

espacio métrico (X, d) es relativamente compacto si A es compacto.

Dado que todo espacio vectorial normado es también un espacio métrico, la

definición anterior también se tiene para espacios normados.

Ejemplo 1.7 Considere cualquier intervalo abierto de R, (a, b). Se puede demostrar

fácilmente que (a, b) no es compacto, pero para todo a, b ∈ R, (a, b) = [a, b] es

compacta.

Definición 1.21 (ε-Red) Un conjunto de puntos N de un espacio métrico (X, d)

tal que para cada x ∈ A existe un y ∈ N tal que d(x, y) < ε, es llamado una ε-red

con respecto al conjunto A.

Definición 1.22 Un conjunto A de un espacio métrico (X, d) es llamado totalmente

acotado si para algún ε > 0 existe una ε-red finita con respecto al A.
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Teorema 1.24 Sea A un subconjunto de un espacio métrico (X, d). Si para cada su-

cesión de puntos de A existe una subsucesión convergente, entonces A es totalmente

acotado.(ver[1], p.66)

Definición 1.23 (Numerablemente Compacto) Un conjunto A se llama numerable-

mente compacto si todo subconjunto infinito de A tiene un punto de acumulación en

A.

Teorema 1.25 Todo espacio topológico compacto es numerablemente compacto.

Definición 1.24 (Secuencialmente Compacto) Sea (X, d) Un espacio métrico. Un

subconjunto A se llama secuencialmente compacto si de toda sucesión de A se puede

extraer una subsucesión convergente en A.

Definición 1.25 Sea A un subconjunto de un espacio vectorial normado X, se dice

que A es relativamente secuencialmente compacto si cada sucesión en A tiene una

subsucesión convergente en X.

Teorema 1.26 Un conjunto A de un espacio métrico (X, d) es secuencialmente

compacto si y solo si es compacto.

Definición 1.26 Un espacio topológico X se dice localmente compacto, si cada x ∈

X, admite una base de vecindades compactas, es decir, dado V ∈ Ux, existe W ∈ Ux,

W compacto tal que W ⊆ V .

Definición 1.27 Un espacio topológico X es llamado separable si existe un subcon-

junto A de X numerable y denso, esto es, A = X.

Ejemplo 1.8 Considere el conjunto de los números reales con Q como subconjunto

de los reales. Cómo R ⊆ Q = R y Q es numerable, entonces R es separable.

Ejemplo 1.9 El espacio lp es separable para 1 ≤ p <∞. En efecto, sea W = {a =

(a1, a2, ..., an, 0, 0, ...) ∈ lp : ai ∈ Q para cada i = 1, ..., n} ⊆ lp, veamos que W es un

subconjunto denso y numerable de lp.

Sea ε > 0 y x = (xn)n∈N ∈ lp. Entonces, existe un N ∈ N tal que
∑+∞

k=N+1 |xk|p <
ε
2

(puesto que la serie
∑∞

k=1 |xk|p converge). Ahora para cada k = 1, 2, ..., N existe
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un racional ak tal que |xk − ak|p < ε
2N

(puesto que Q es denso en R). Defina a =

(a1, a2, ..., aN , 0, 0, ...) entonces a ∈ W y ||x−a||plp =
∑N

k=1 |xk−ak|p+
∑∞

k=N+1 |xk|p <
ε
2

+ ε
2

= ε. Por tanto W es denso en lp.

Para ver que W es numerable, defina Sn = {(a1, a2, ..., an, 0, 0, ...) : ai ∈ Q}

observe que W =
⋃∞
n=1 Sn. Ahora, Sn es numerable puesto que Q es numerable, y

existe una biyección de Sn en Qn × {0} × ...× {0} × ...

Ahora se mencionarán otras propiedades importantes que se pueden encontrar

para subespacios compactos de un espacio topológico.

Teorema 1.27 Cada subespacio cerrado de un espacio topológico compacto es com-

pacto.

Proposición 1.2 Cada subconjunto compacto de un espacio Hausdorff es cerrado

Teorema 1.28 (Tychonoff) El producto de espacios topológicos compactos es com-

pacto respecto a la topoloǵıa producto.

Teorema 1.29 Sean X y Y espacios topológicos y f : X → Y una función continua

y sobreyectiva. Si X es compacto, entonces Y es compacto.

De manera más general tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.2 Sean X y Y espacios topológicos y f : X → Y una función continua.

Si K es un subespacio compacto de X, entonces f(K) es compacto.

Proposición 1.3 Sea f : X → Y una función continua entre espacios topológicos.

Si X es compacto y Y es de Hausdorff, entonces f es cerrada.

Proposición 1.4 Sea f : X → Y una función continua y biyectiva entre espacios

topológicos. Si X es compacto y Y es de Hausdorff, entonces f es un homeomorfismo.

27



1.4. Operadores y sus adjuntos

Si X y Y son espacios lineales, L(X, Y ) denota el conjunto de las funciones

lineales y continuas T : X → Y .

Definición 1.28 La topoloǵıa uniforme de operadores en L(X, Y ) es la topoloǵıa

generada por la métrica en L(X, Y ) inducida por la norma

||T || = sup
||x||≤1

||Tx||.

Definición 1.29 La adjunta T ∗ de un operador lineal T en L(X, Y ) es la función

de Y ∗ a X∗ definida por T ∗(y)∗ = y∗ ◦ T .

Lema 1.3 La función T → T ∗ es un encaje isométrico de L(X, Y ) sobre L(Y ∗, X∗).

Definición 1.30 Sean J(X) y J(Y ) las imágenes bajo la inyección canónica de X,

Y sobre X∗∗ y Y ∗∗ respectivamente. Para T ∈ L(X, Y ) definimos T̂ ∈ L(J(X), J(Y ))

por la ecuación T̂ (J(x)) = J(y), donde y = T (x). Una función R ∈ L(X∗∗, Y ∗∗) se

dice que es extensión de T , si R(J(x)) = T̂ (J(x)) para cada J(x) ∈ J(X).

Lema 1.4 Si T está en L(X, Y ), la segunda adjunta T ∗∗ : X∗∗ → Y ∗∗ es una

extensión de T . Si X es reflexivo entonces T ∗∗ = T .

Teorema 1.30 Un operador lineal T en L(X, Y ) tiene inversa acotada T−1 : Y →

X si y solo si T ∗ tiene inversa acotada (T ∗)−1 definida en X∗. Cuando la inversa

existe, entonces (T−1)∗ = (T ∗)−1.

Las respectivas demostraciones y definiciones de la teoŕıa anterior (Operadores

y sus adjuntos) se puede encontrar en [6].

1.5. Redes

Necesitamos una noción válida de ĺımite, o convergencia, en un espacio topológico

general. Una elección fácil, desde nuestro punto de vista, es considerar la redes. El

lector que no está familiarizado con las redes estaŕıa bien servido al pensar en una

red como una sucesión generalizada.
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Comenzaremos con un conjunto dirigido I, es decir I está equipado con la relación

binaria ≤ que satisface:

1. i ≤ i para todo i ∈ I.

2. Si i ≤ j y j ≤ i, entonces i ≤ j.

3. Dado cualquier i, j ∈ I, existe algún k ∈ I con i ≤ k y j ≤ k.

Un ejemplo inmediato de un conjunto dirigido es N con su orden usual; el conjunto

de todos los conjuntos finitos de un conjunto fijo es un conjunto dirigido por la

inclusión rećıproca (es decir A ≤ B si A ⊇ B). De manera usual también escribimos

i ≥ j para indicar que j ≤ i. Ahora, una red en un conjunto X es una función

x : I → X donde I es un conjunto dirigido. De este hecho podemos ver que una

sucesión es una red con dominio en N.

Generalmente, al igual que con las sucesiones, identificamos una red con su rango.

En otras palabras, denotaŕıamos una red en X simplemente escribiendo (xi)i∈I donde

I es un conjunto dirigido y donde cada xi ∈ X. Al definir la convergencia para redes,

adaptamos la terminoloǵıa que usamos para sucesiones. Por ejemplo, decimos que

una red (xi)i∈I está eventualmente en el conjunto A si para algún j ∈ I tenemos que

{xi : i ≥ j} ⊆ A y decimos que (xi)i∈I está frecuentemente en A si dado cualquier

i ∈ I existe algún j ∈ I con j ≥ i tal que xj ∈ A. Finalmente, una red (xi)i∈I en

un espacio topológico X converge al punto x ∈ X, si (xi)i∈I está eventualmente en

cada vecindad de x. Como con sucesiones, usamos la notación xi → x en este caso.

Muchas propiedades topológicas se pueden caracterizar en términos de conver-

gencia de redes. De hecho, las caracterizaciones secuenciales utilizadas en espacios

métricos pueden t́ıpicamente ser traducidas directamente a este nuevo lenguaje de

redes. Aqúı tenemos un ejemplo fácil.

Teorema 1.31 Un conjunto E de un espacio topológico X es cerrado si y solo si

cada red (xi)i∈I en E que converja en X converge hacia un punto de E.

Demostración. Suponga que E es cerrado y sea (xi)i∈I una red en E tal que

xi → x ∈ X. Si x ∈ Ec, un conjunto abierto, entonces debeŕıamos tener (xi)
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eventualmente en Ec (esto es, para algún j ∈ I tenemos que {xi : i ≥ j} ⊆ Ec)

lo cual es imposible, entonces x debe estar necesariamente en E. Por otro lado,

suponga que cada red convergente de E converge al punto en E. Ahora, sea x ∈ Ec

y suponga que para cada vecindad V de x hay algún punto xV ∈ V ∩E. Si dirigimos

las vecindades de x por inclusión reversa, entonces sólo hemos construido una red

(xV ) en E que converge a un punto x que no está en E. Aśı, existe una vecindad V

de x que está completamente contenida en Ec, es decir, Ec es abierto. Por tanto E

es cerrado.

Corolario 1.3 Sea X un espacio topológico y A ⊆ X. Entonces x0 ∈ A si y solo si

existe una red (xi)i∈I en A tal que xi → x.

Corolario 1.4 Sea X un espacio topológico y A ⊆ X. Entonces x0 ∈ A◦ si y solo

si toda red (xi)i∈I con xi → x0 está eventualmente en A.

Otro teorema que es fácil de verificar es el siguiente.

Teorema 1.32 Sean X e Y espacios topológicos. Una función f : X → Y es

continua en x si y solo si dada una red (xi)i∈I en X con xi → x se tiene que

f(xi)→ f(x).

Demostración. Suponga primero que f es continua. Sea (xi) un red en X con

xi → x y V una vecindad de f(x) en Y . Entonces f−1(V ) es una vecindad de

x en X, entonces (xi) está eventualmente en f−1(V ). Por consiguiente, f(xi) está

eventualmente en V , esto es, f(xi) converge a f(x). Ahora suponga que f(xi)→ f(x)

siempre que xi → x. Sea E un conjunto cerrado en Y , y (xi)i∈I una red en f−1(E)

que converge a x ∈ X. Entonces, (f(xi))i∈I es una red en E que converge a f(x)

en Y . Como f(x) ∈ E por el Teorema 1.31, entonces x ∈ f−1(E). Aśı, f−1(E) es

cerrado y por tanto f es continua.

Definición 1.31 Sean (xi)i∈I una red en un espacio topológico X y x ∈ X. Diremos

que x es un punto limite (punto cluster) de la red (xi)i∈I si para toda vecindad V de

x tenemos que (xi) está frecuentemente en V .
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Al igual que como ocurre con las sucesiones, donde dada una sucesión podemos

definir una subsucesión. De igual manera, para una red (xi) podemos siempre definir

un subconjunto (xϕ(j))j∈J (J un conjunto dirigido ) de (xi) al que llamaremos subred.

La siguiente definición nos ayudará a saber como escoger dichas subredes.

Definición 1.32 Sea (xi)i∈I una subred en X y J un conjunto dirigido. Diremos

que la función ϕ : J → I es:

1. creciente, si siempre que j1 ≤ j2 tenemos que ϕ(j1) ≤ ϕ(j2).

2. cofinal, si para todo i ∈ I, existe j ∈ J tal que ϕ(j) ≥ i.

Una subred de la red (xi)i∈I , es una red (xϕ(j))j∈J , donde J es un conjunto dirigido

y ϕ : J → I es creciente y cofinal.

Nota 3. Una consecuencia inmediata de la definición es que; si (xi)i∈I es una red

tal que xi → x para algún x ∈ X, entonces xϕ(j) → x para toda subred (xϕ(j))j∈J

de (xi)i∈I .

En la Sección 1.3 hab́ıamos definido que son los conjunto compactos, además

mostramos algunos resultados interesantes que se dan para los conjuntos compactos.

Los siguientes teoremas serán de utilidad para la demostración de algunos teoremas

del Caṕıtulo 2.

Teorema 1.33 Sea X un espacio topológico. Entonces, X es compacto si y solo si

cada red en X tiene al menos un punto ĺımite.

Corolario 1.5 Sea X un espacio topológico. Los siguientes enunciados son equiva-

lentes.

1. X es compacto;

2. Cada red en X tiene por lo menos un punto ĺımite (punto cluster);

3. Cada red en X admite una subred convergente.

Algunas demostraciones de estos resultados son un poco extensas para incluir en

este caṕıtulo, sin embargo el lector interesado puede consultar algunas de éstas en

[6].
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2
Topoloǵıas Débiles

Es conocido que los únicos espacios normados cuya bola cerrada unitaria es

compacta en la topoloǵıa de la norma son los espacios de dimensión finita. Esto

expresado en términos de convergencia de sucesiones quiere decir que, para que

toda sucesión acotada en un espacio normado tenga una subsucesión convergente,

el espacio tiene que ser de dimensión finita.

Históricamente la necesidad de extraer subsucesiones convergentes de sucesio-

nes acotadas condujo a la búsqueda de topoloǵıas más débiles con más conjuntos

compactos y que siguieran respetando la estructura de espacio vectorial. Las dos

topoloǵıas más importantes que surgieron de esta investigación, son las ahora cono-

cidas como topoloǵıa débil y la topoloǵıa débil*, la primera en un espacio normado

y la segunda en un espacio dual.

2.1. Topoloǵıa débil

Lo normal es describir las funciones continuas en X después de que hemos de-

finido una topoloǵıa en X. Pero el procedimiento inverso también es muy común e

incluso más útil. En otras palabras, dada una colección de funciones F de un conjun-

to X a un espacio topológico Y , podemos construir una topoloǵıa en X bajo el cual

cada elemento de F será continuo. Si X tiene la topoloǵıa discreta, entonces cada

función de X a Y es continua, mientras que, si a X le damos la topoloǵıa trivial o

indiscreta, entonces sólo funciones constantes son continuas.

Por lo general, queremos algo intermedio, de hecho, nos gustaŕıa saber si hay
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una topoloǵıa más pequeña que hace cada elemento de F sea continuo. Como ve-

remos la respuesta es śı, y se puede seguir fácilmente de un pequeño e importante

Lema que muestra la construcción de topoloǵıas teniendo ciertos conjuntos abiertos

predeterminados.

Antes, recuerde que una topoloǵıa sobre un conjunto X es una familia τ de

subconjuntos de X, cerrado bajo la formación de intersecciones finitas, uniones ar-

bitrarias y conteniendo el conjunto ∅ y el espacio total X.

Lema 2.1 (Lema de la subbase) Suponga que X es un conjunto y que S es una

colección de subconjuntos de X. Entonces, existe una topoloǵıa más pequeña τω sobre

X conteniendo a S. Además, S ′ = {∅, X}∪S forman una subbase para τω. En otras

palabras, los conjuntos de la forma S1 ∩S2 ∩ ...∩Sm donde Si ∈ S ′ para i = 1, ...,m

son una base para τω.

Demostración. Sea τ1 la intersección de todas las topoloǵıas sobre X que contie-

nen a S (también a S ′). Claramente τ1 es la topoloǵıa más pequeña. Por tanto, τ1

también contiene la colección τ2 que definimos como el conjunto de todas las uniones

posibles de conjuntos de la forma S1 ∩ S2 ∩ ... ∩ Sm donde m ≥ 1 y Si ∈ S ′ para

i = 1, ...,m. Debemos mostrar que τ1 = τ2.

Como τ2 contiene a S, es suficiente demostrar que τ2 es una topoloǵıa sobre X.

En efecto, basta probar que τ2 es cerrado bajo intersecciones finitas (puesto que

claramente ∅ y X están en τ2, y además τ2 es cerrado bajo las uniones arbitrarias

por definición). Sean U, V ∈ τ2 y tomemos x ∈ U∩V. Sean A1, A2, ..., An y B1, ..., Bm

elementos de S ′ tales que x ∈ A1 ∩ ... ∩An ⊂ U y x ∈ B1 ∩ ... ∩Bm ⊂ V . Entonces,

x ∈ A1 ∩ ... ∩An ∩B1 ∩ ... ∩Bm ⊂ U ∩ V , es decir U ∩ V ∈ τ2. Por tanto, τ2 es una

topoloǵıa sobre X. �

Nota 4. El lema anterior nos da la posibilidad de usar una colección cualquiera de

conjuntos para definir una topoloǵıa. Esta posibilidad nos permite utilizar un con-

junto de funciones F de X sobre un espacio topológico Y para definir una topoloǵıa

en el conjunto X. Para ello, basta tomar

S = {f−1(V) : f ∈ F y V es abierto en Y }. (2.1)
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Como cada elemento de S es abierto en la nueva topoloǵıa τω, entonces cada

elemento de F es continuo en esta topoloǵıa τω. Esta topoloǵıa la llamaremos la

topoloǵıa inducida por F. En realidad, no necesitamos la imagen inversa de cada

conjunto abierto en Y , podŕıamos tomar fácilmente las imágenes inversas de una

colección de conjuntos abiertos básicos, o incluso conjuntos abiertos subbásicos. En

particular, si Y = R la colección de conjuntos

W (x; f1, f2, ..., fn; ε) = {y ∈ X : |fi(x)− fi(y)| < ε, i = 1, ..., n} (2.2)

donde x ∈ X, f1, ..., fn ∈ F, ε > 0 y n ∈ N forman un sistema de vecindades básicas

para la topoloǵıa débil generada por F como se mostrará en el siguiente teorema.

Teorema 2.1 Sea X un conjunto y F una colección de funciones de X en R. Los

conjuntos de la forma (2.2) Forman una base de vecindades para la topoloǵıa débil

de X.

Demostración. Sea G un abierto en la topoloǵıa débil y x ∈ G. Por el Lema 2.1,

existe un n ∈ N y abiertos Wi ∈ R con i = 1, 2, ..., n tal que x ∈
⋂n
i=1 f

−1
i (Wi) ⊆ G.

Luego fi(x) ∈ Wi para todo i = 1, 2, ..., n, dado que Wi es abierto en R, existen

ri > 0 tal que (fi(x) − ri, fi(x) + ri) ⊆ Wi. Sea r = mı́n{r1, ..., rn} > 0, entonces

(fi(x)−r, fi(x)+r) ⊆ Wi para todo i = 1, ..., n y por tanto
⋂n
i=1 f

−1
i (fi(x)−r, fi(x)+

r) ⊆
⋂n
i=1 f

−1
i (Wi) ⊆ G. Finalmente, afirmamos que

⋂n
i=1 f

−1
i (fi(x)− r, fi(x) + r) =

W (x; f1, f2, ..., fn; r). En efecto, y ∈
⋂n
i=1 f

−1
i (fi(x)− r, fi(x) + r) si y sólo si fi(y) ∈

(fi(x)− r, fi(x) + r) para todo i = 1, 2, ..., n. Por tanto |fi(y)− fi(x)| < r para todo

i = 1, ..., n, es decir, y ∈ W (x; f1, f2, ..., fn; r). �

Observación 1. Vale la pena señalar que nuestra construcción de topoloǵıas débi-

les de ninguna manera requiere un espacio de rango fijo y, en particular, dada una

colección de funciones (fα)α∈A donde fα mapea a X en un espacio topológico Yα,

podemos aplicar el Lema de subbase para encontrar la topoloǵıa más pequeña so-

bre X bajo el que cada fα es continua. De esta forma. Consideremos la topoloǵıa

generada por la colección

S = {f−1
α (Vα) : Vα es abierto en Yα para cada α ∈ A}.
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Observación 2. El lector debe notar que X puede ser un espacio topológico lineal

normado, con nociones de subconjuntos abiertos, subconjuntos cerrados, funciones

continuas, conjuntos limitados, compactos, entre otros. Estos conceptos deben ser

distinguidos de los conceptos correspondientes de la topoloǵıa débil, y para ello

usaremos débilmente cerrado, débilmente compacto, débilmente continua, etc.

Ejemplo 2.1 Sea X un espacio vectorial normado, entonces X tiene una topoloǵıa

definida por su norma que frecuentemente referiremos como topoloǵıa fuerte. Adicio-

nalmente X tiene una topoloǵıa débil generada por los funcionales lineales acotados

sobre X, esto es, F = X∗ = {Funcionales lineales acotados de X en R}, y por tanto

hay conceptos de débilmente abierto y débilmente cerrado, y queremos relacionar

estos conceptos con los de la topoloǵıa fuerte. Observe que si f : X → R pertenece a

X∗ = F entonces f es débilmente continuo y como la topoloǵıa débil es la topoloǵıa

más pequeña en que cada elemento de F es continuo, entonces concluimos que la

topoloǵıa débil de X esta contenida en la topoloǵıa fuerte de X.

Ahora, U es abierto en la topoloǵıa débil de X (denotada por σ(X,X∗)) si y solo

si para cada x ∈ U existen n ∈ N, f1, ..., fn ∈ X∗ y ε > 0 tal que W (x; f1, ..., fn; ε) ⊆

U.

Ejemplo 2.2 La topoloǵıa producto (o topoloǵıa de Tychonoff) es un ejemplo de

una topoloǵıa débil. Sean (Xα, τα) espacios topológicos para cada α ∈ Λ, y defina

X =
∏

α∈ΛXα es el producto cartesiano de los conjuntos Xα. Aśı, X es la colección

de todas las funciones x : Λ→
⋃
α∈ΛXα tal que x(α) ∈ Xα. Usualmente escribimos

xα en lugar de x(α) y conjuntos x = (xα)α∈Λ; también xα es la componente α de x.

Sea Pα : X → Xα la proyección sobre Xα aśı Pα(x) = xα. La topoloǵıa producto

sobre X es la topoloǵıa débil generada por F = {Pα}α∈Λ. Aśı, un conjunto V ⊆ X

es abierto en la topoloǵıa producto si y solo si para cada punto x = (xα)α∈Λ existen

ı́ndices α1, α2, ..., αn y abiertos Uα1 , ..., Uαn (con Uαi
∈ ταi

) tal que xαi
∈ Uαi

para

i = 1, 2, ..., n y
⋂n
i=1 P

−1
αi

(Uαi
) = {f = (fα)α∈Λ ∈ X : fαi

∈ Uαi
, i = 1, ..., n} ⊆ V.

Aśı para garantizar que un punto y = (yα) pertenece a una vecindad fija de x =

(xα) es suficiente exigir que para un número finito de ı́ndices α1, α2, ..., αn cada yαi

pertenezca a una vecindad de xαi.
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Tenemos ahora la siguiente caracterización de la topoloǵıa débil.

Teorema 2.2 Sea Z un espacio topológico y X dotado de la topoloǵıa débil generada

por F = {fi}i∈I . Entonces una función g : Z → X es continua si y solo si fi ◦ g es

continua, para todo i ∈ I.

Demostración. Si g es continua, entonces fi ◦ g es continua, puesto que fi es

continua para cada i ∈ I.

Rećıprocamente, sea U un abierto de X. Veamos que g−1(U) es un abierto de

Z. Sea x ∈ g−1(U) entonces g(x) ∈ U . Como U es abierto de X, existen J ⊆ I

finito y Uj abiertos de Xj, j ∈ J tales que g(x) ∈
⋂
j∈J f

−1
j (Uj) ⊆ U . Defina

W =
⋂
j∈J(fj ◦ g)−1(Uj). Como fi ◦ g es continua para todo i ∈ I, entonces W es

abierto en Z y x ∈ W , además

W =
⋂
j∈J

(fj ◦ g)−1(Uj) = g−1(
⋂
j∈J

f−1(Uj)) ⊆ g−1(U).

Y por tanto g−1(U) es abierto de Z, consecuentemente g es continua. �

2.2. Propiedades de la topoloǵıa débil

Teorema 2.3 Sea X un espacio vectorial normado. Entonces la topoloǵıa débil

σ(X,X∗), es Hausdorff.

Demostración. En efecto, Sean x0, y0 ∈ X con x0 6= y0. Debemos encontrar dos

abiertos W1 y W2 en la topoloǵıa débil σ(X,X∗) tal que W1 ∩W2 = ∅ y x0 ∈ W1

y y0 ∈ W2. Entonces, como x0 6= y0, tenemos que x0 − y0 6= 0 y por el teorema de

Hahn-Banach existe f ∈ X∗ tal que f(x0 − y0) 6= 0, es decir, fx0 6= fy0. Escojamos

un ε > 0 tal que ε < |fx0 − fy0| y consideremos los abiertos W1(x0; f ; ε/2) y

W2(y0; f ; ε/2). Demostremos que W1 ∩ W2 = ∅. Suponga que existe un x en la

intersección, entonces |fx− fx0| < ε/2 y |fx− fy0| < ε/2, luego,

|fx0 − fy0| ≤ |fx0 − fx|+ |fx− fy0|

≤ ε

2
+
ε

2
= ε.
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Lo que contradice la escogencia de ε. Aśı, W1(x0; f ; ε/2) y W2(y0; f ; ε/2) son abiertos

disyuntos que contienen a x0 e y0 respectivamente. �

Teorema 2.4 Sea X un espacio vectorial normado y Y ⊆ X un subespacio lineal

cerrado. Entonces, la topoloǵıa débil sobre Y (generada por el dual Y ∗) es la restric-

ción sobre Y ⊆ X de la topoloǵıa débil sobre X.

Demostración. Sean x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
n elementos de X∗ y ε > 0. Para cada k =

1, 2, ..., n defina y∗k = x∗k ◦ i donde i : Y → X es la inclusión. Entonces, y∗k ∈ Y ∗ para

todo k = 1, .., n. Además

W (0; y∗1, ..., y
∗
n; ε) = {y ∈ Y : |y∗k(y)| < ε k = 1, ..., n}

= {y ∈ Y : |x∗k(y)| < ε, k = 1, ..., n}

= Y ∩ {x ∈ X : |x∗k(x)| < ε, k = 1, ..., n}

= Y ∩W (0;x∗1, ..., x
∗
n; ε).

Considere ahora y∗1, ..., y
∗
n ∈ Y ∗ y ε > 0. Por el teorema de Hahn-Banach existen

x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
k elementos de X∗ tal que x∗k : X → R es una extensión de y∗k para cada

k ∈ N. Luego por lo anterior tenemos que

W (0; y∗1y
∗
2, ..., y

∗
n; ε) = Y ∩W (0;x∗1, ..., x

∗
n; ε)

�

Nota 5. Este resultado es también válido sin la hipótesis que X sea un espacio

vectorial normado, para ello consideremos

B =

{⋂
j∈J

f−1
j (Uj) : Uj es abierto, J ⊆ I, J finito

}
. (2.3)

Y note que si U es un abierto en la topoloǵıa débil de X entonces U ∩ Y es

abierto en la topoloǵıa débil de Y . Basta notar que, si U =
⋂
j∈J f

−1
j (Uj) entonces:

U ∩ Y =

(⋂
j∈J

f−1
j (Uj)

)
∩ Y

=
⋂
j∈J

(
f−1
j (Uj) ∩ Y

)
=

⋂
j∈J

fj|−1
Y (Uj) ∈ topoloǵıa débil de Y
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En śımbolos σ(X,X∗)|Y = σ(Y, Y ∗).

La topoloǵıa débil es menos fina que la topoloǵıa de la norma en los espacios

de dimensión infinita, aśı, cada conjunto débilmente cerrado es también cerrado en

norma. En el siguiente resultado afirmamos que para conjuntos convexos el rećıproco

es también verdadero.

Teorema 2.5 Sea X un espacio vectorial normado y A un subconjunto convexo de

X. Entonces, A es cerrado en la topoloǵıa débil, σ(X,X∗), si y solo si A es cerrado

en la topoloǵıa fuerte.

Demostración. Supongamos que A es cerrado en la topoloǵıa fuerte, y veamos

que A es cerrado en la topoloǵıa débil. Para ello verifiquemos que el complemento Ac

de A es abierto en la topoloǵıa débil. Sea x0 /∈ A. Por el teorema de Hahn-Banach

existe un hiperplano cerrado que separa estrictamente a {x0} y A. Aśı, existe algún

f ∈ E∗ y algún α ∈ R tal que

f(x0) < α < f(y), ∀y ∈ A.

Sea

V = {x ∈ E : f(x) < α};

Aśı, x0 ∈ V , V ∩A = ∅ (i.e., V ⊆ Ac ) y V es un abierto de la topoloǵıa débil. �

Corolario 2.1 Sea X un espacio vectorial normado. Un subconjunto convexo A de

X es débilmente denso en X si y sólo si A ⊆ X es fuertemente denso.

Nota 6. Del Teorema 2.5 se sigue que si A ⊆ X es convexo entonces la clausura en

la topoloǵıa débil es igual a la clausura en la topoloǵıa fuerte. En particular, como

la bola unitaria es convexa se sigue que B
σ(X,X∗)
X = B

||·||
X = BX .

Por otro lado, si ϕ : X → R es una función convexa (es decir ϕ((1− t)x+ ty) ≤

(1 − t)ϕ(x) + tϕ(y) para todo 0 ≤ t ≤ 1) y semi-continua inferiormente para la

topoloǵıa fuerte, entonces para todo λ ∈ A el conjunto Eλ = {x ∈ X : ϕ(x) ≤ λ}

es fuertemente cerrado y convexo, por tanto Eλ es débilmente cerrado. Como caso

particular tenemos la función convexa ϕ : X → R definida por ϕ(x) = d(x,A) donde
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A es un conjunto convexo. Entonces Eλ = {x ∈ X : d(x,A) ≤ λ} es un conjunto

débilmente cerrado en X. En el caso de la esfera (que no es convexa) tenemos el

siguiente teorema.

Teorema 2.6 Si X es de dimensión infinita, entonces S
σ(X,X∗)
X = BX .

Demostración. Como SX ⊆ BX y BX es un conjunto convexo y cerrado, entonces

S
σ(X,X∗)
X ⊆ B

σ(X,X∗)
X = BX = BX .

Demostremos ahora que BX ⊆ S
σ(X,X∗)
X . Sea x0 ∈ BX con ||x0|| < 1 y veamos

que x0 ∈ S
σ(X,X∗)
X . Sea ε > 0 y x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
n elementos de X∗. Debemos mostrar

que W (x0;x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
n; ε) ∩ SX 6= ∅. Dado que X es de dimensión infinita, existe

un z ∈ X − {0} tal que x∗i (z) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ n (de lo contrario la función

T : X → Rn dada por Tx = (x∗1(x), ..., x∗n(x)) es un isomorfismo lineal sobre su

imagen, aśı, dimX ≤ n, lo que contradice que X es de dimensión infinita).

Definamos ϕ : [0,∞) → R por ϕ(t) = ||x0 + tz||, para todo t ≥ 0. Claramente,

ϕ es continua y ϕ(0) = ||x0|| < 1 y como z 6= 0 entonces ||x0 + tz|| ≥ t||z|| − ||x0||.

Observe que t||z|| − ||x0|| → ∞ cuando t→∞ y por tanto ||x0 + tz|| → ∞ cuando

t→∞. Por el teorema del valor intermedio, existe un t0 ≥ 0 tal que ||x0 + t0z|| = 1.

Defina w = x0 + t0z, entonces ||w|| = 1 y

x∗i (w)− x∗i (x0) = x∗i (x0 + t0z − x0) = t0x
∗
i (z) = 0 < ε ∀i = 1, ..., n.

Por tanto w ∈ W (x0;x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
n; ε)∩SX y aśı, W (x0;x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
n; ε)∩SX 6= ∅,

para todo ε > 0. �

Ahora demostraremos que aunque las topoloǵıas de la norma y débil son distintas;

los conjuntos acotados coinciden con los débilmente acotados.

Definición 2.1 Sea X un espacio vectorial normado y A ⊆ X. Se dice que A es

débilmente acotado si para toda vecindad débil W de 0 existe un λ > 0 tal que

λA ⊆ W .

Teorema 2.7 Sea X un espacio vectorial normado y A ⊆ X. Entonces las siguien-

tes afirmaciones son equivalentes.

I) A es débilmente acotado.
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II) supx∈A |x∗(x)| < ∞ para todo x∗ ∈ X∗ (Aśı, para cada funcional lineal x∗,

x∗(A) es un conjunto acotado en R).

III) A es acotado (en la norma).

Demostración. Supongamos primero que A es débilmente acotado y probemos

II). Sea x∗ ∈ X∗ y λ > 0 tal que λA ⊆ W (0;x∗; 1) = {x ∈ X : |x∗(x)| <

1}. Entonces, si x ∈ A, tenemos que |x∗(λx)| < 1 y por tanto |x∗(x)| < 1
λ
. Aśı,

supx∈A |x∗(x)| ≤ 1
λ
< +∞ para todo x∗ ∈ X∗.

Probemos ahora que II) implica I). Supongamos que para cada x∗ ∈ X∗ se tiene

que supx∈A |x∗(x)| = Mx∗ < +∞. Sea V una vecindad débil de 0 y consideremos

W (0;x∗1, ..., x
∗
n; ε) ⊆ V . Defina λ = ε

máx1≤i≤nMx∗
i

+1
entonces, afirmamos que λA ⊆

W (0;x∗1, ..., x
∗
n; ε). En efecto, si y ∈ A, entonces para todo i = 1, 2, 3, ..., n tenemos

|x∗i (λy)| = λ|x∗i (y)|

≤ λ sup
x∈A
|x∗i (x)|

≤ λ · ε
λ

= ε.

Por tanto, λy ∈ W (0;x∗1, ..., x
∗
n; ε). Aśı, λA ⊆ W (0;x∗1, ..., x

∗
n; ε) ⊆ V.

Veamos que II) implica III). ComoX∗ es un espacio de Banach, podemos aplicar

el principio de limitación uniforme a la familia de operadores {J(x) : x ∈ A} donde J

es la inyección canónica de X en X∗∗. Entonces, supx∈A ||x|| = supx∈A ||Jx|| < +∞

si y sólo si

sup
x∈A
|〈Jx, x∗〉| = sup

x∈A
|〈x∗, x〉| < +∞ para todo x∗ ∈ X∗.

Por último, es claro que III) implica I) ya que toda vecindad débil de 0 es una

vecindad fuerte de 0. �

Nota 7. Podemos decir que en espacios de dimensión infinita las vecindades débiles

son bastante grandes, de hecho, las vecindades básicas de 0 son tales que

W (0;x∗1, ..., x
∗
n; ε) ⊇

n⋂
i=1

kerx∗i

y la intersección de los ker x∗i es no nula y es un subespacio de dimensión infinita (ya

que es el núcleo del operador T : X → Rn, x 7→ (x∗1(x), ..., x∗n(x)) y dimX = +∞)
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y es un conjunto no acotado en la norma. Por tanto, las vecindades débiles no

están contenidas en ninguna bola abierta y además contienen un subespacio de

dimensión infinita. La topoloǵıa débil tiene menos abiertos que la de la norma, pero

a pesar de esto tienen los mismos funcionales débilmente continuos, para demostrarlo

necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.2 Sea X un espacio vectorial y f, f1, ..., fn funcionales lineales sobre X.

Entonces, f es una combinación lineal de f1, ..., fn si y solo si
⋂n
i=1 ker fi ⊆ ker f .

Demostración. Suponga que f es combinación lineal de f1, f2, ..., fn y x ∈
⋂n
i=1 ker fi,

entonces fix = 0 para todo i = 1, 2, ..., n. Como f es combinación lineal de f1, f2, ..., fn

existen escalares λ1, ..., λn ⊆ R tal que f = λ1f1 + λ2f2 + ...+ λnfn, como fi(x) = 0

para todo i = 1, ..., n entonces f(x) = λ1f1(x)+...+λnfn(x) = 0, entonces x ∈ ker f .

Por tanto
⋂n
i=1 ker fi ⊆ ker f .

Rećıprocamente, suponga que
⋂n
i=1 ker fi ⊆ ker f . Demostremos por inducción

matemática que f es combinación lineal sobre los fi. Para n = 1, sean f, g : X → R

funcionales lineales tal que ker g ⊆ ker f , si g(x) = 0 para todo x ∈ X, entonces

ker g = X y por tanto, ker f = X. Luego f(x) = 0 para todo x ∈ X. consecuente-

mente f(x) = αg(x) para todo α ∈ R, y cualquier x ∈ X.

Ahora, supongamos que existe x0 ∈ X tal que g(x0) 6= 0. Entonces, para todo

x ∈ X, x − x0 · g(x)
g(x0)

∈ ker g, puesto que g
(
x− x0 · g(x)

g(x0)

)
= g(x) − g(x0) · g(x)

g(x0)
=

g(x) − g(x) = 0. Por hipótesis concluimos que x − x0 · g(x)
g(x0)

∈ ker f y por tanto,

f
(
x− x0 · g(x)

g(x0)

)
= 0; esto es f(x)− g(x)

g(x0)
·f(x0) = 0. Aśı, f(x) = g(x) · f(x0)

g(x0)
= αg(x)

para todo x ∈ X, donde α = f(x0)
g(x0)

.

Supongamos ahora que lo anterior se cumple para n = k. Veamos que se cumple

para n = k + 1. Como
⋂k+1
i=1 ker fi ⊆ ker f , entonces

k⋂
i=1

ker fi|ker fk+1
⊆ ker f |ker fk+1

.

Aplicando la hipótesis de inducción a f1|ker fk+1
, f2|ker fk+1

, ..., fk|ker fk+1
, obtene-

mos que f |ker fk+1
es combinación lineal de f1|ker fk+1

, ..., fk|ker fk+1
, es decir, que f =∑k

i=1 αifi sobre ker fk+1. Entonces, si x ∈ ker fk+1 tenemos que fx =
∑k

i=1 αifix,
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esto es
(
f −

∑k
i=1 αifi

)
(x) = 0. Lo cual implica que

ker fk+1 ⊆ ker

(
f −

k∑
i=1

αifi

)
.

Aśı, aplicando lo que sabemos para el caso de n = 1, tenemos que, existe αk+1 ∈ R

tal que

f −
k∑
i=1

αifi = αk+1fk+1.

esto es

f(x) =
k+1∑
i=1

αifi(x) ∀x ∈ X.

Lo que completa la demostración. �

Teorema 2.8 Sea X un espacio vectorial normado, entonces x∗ ∈ X∗ si y solo si

x∗ : (X, σ(X,X∗))→ R es continuo (esto es continuo con la topoloǵıa débil de X).

Demostración. Sea X un espacio vectorial normado y suponga que x∗ ∈ X∗,

entonces x∗ : (X, σ(X,X∗)) → R es continuo por la construcción de la topoloǵıa

débil (La menor topoloǵıa en que cada funcional lineal es continuo).

Rećıprocamente, suponga que x∗ : (X, σ(X,X∗))→ R es continuo. Entonces, el

conjunto V = {x ∈ X : |x∗(x)| < 1} es una vecindad de 0 en la topoloǵıa débil. Por

tanto, existen k ∈ N y funcionales lineales acotados x∗1, x
∗
2, ...x

∗
k en X∗ y un ε > 0

tal que W (0;x1,
∗ , ..., x∗k; ε) ⊆ V . Aśı, si x ∈

⋂k
i=1 kerx∗i entonces x∗i (x) = 0 para

todo i = 1, ..., n. Luego, para todo λ, x∗i (λx) = λx∗i (x) = 0 y por tanto λx ∈ V

esto es |x∗(λx)| < 1 para todo λ ∈ R. Luego, |x∗(x)| < 1
|λ| para todo λ ∈ R. Aśı,

x∗(x) = 0, es decir x ∈ kerx∗. Luego,
⋂k
i=1 kerx∗i ⊆ kerx∗. Por tanto, del Lema 2.2

x∗ es combinación lineal de x∗1, ..., x
∗
k. Luego x∗ ∈ X∗. �

Nota 8. Del Teorema 2.8 concluimos que el dual de X con la topoloǵıa débil es

igual al dual de X con la topoloǵıa fuerte. También concluimos que si x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
k ∈

X∗ y ε, δ > 0 son tales que

W (0;x∗1, ..., x
∗
k; ε) ⊆ W (0;x∗; δ).
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Entonces x∗ es combinación lineal de los x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
k. Ahora ¿qué pasará con

la continuidad débil de operadores entre espacios normados de dimensión infinita?

Para ello tenemos la siguiente definición.

Definición 2.2 Sean X e Y espacios vectoriales normados. Un operador T : X →

Y es débilmente continuo, si es continuo con respecto a las topoloǵıas débil de X y

de Y respectivamente.

Teorema 2.9 Sean X e Y espacios vectoriales normados y T : X → Y una trans-

formación lineal. Entonces, T es continuo en la norma si y sólo si es débilmente

continuo.

Demostración. Supongamos que T es continuo en la norma. Sea x ∈ X y ε > 0,

y∗1, ..., y
∗
k elementos de Y ∗ y definimos x∗i = y∗i ◦ T para i = 1, ..., k. Luego x∗i ∈ X∗

para toda i = 1, 2, ..., k. Veamos que T (W (x;x∗1, ..., x
∗
k; ε)) ⊆ W (Tx; y∗1, ..., y

∗
k; ε). Sea

b ∈ T (W (x;x∗1, ..., x
∗
k; ε)), entonces b = Tz con z ∈ W (x;x∗1, ..., x

∗
k; ε). Luego

|y∗i (b)− y∗i (Tx)| = |y∗i (Tz)− y∗i (Tx)|

= |(y∗i ◦ T )(z)− (y∗i ◦ T )(x)|

= |x∗i z − x∗ix| < ε para i = 1, ..., k.

Por tanto, b ∈ W (Tx; y∗1, ..., y
∗
k; ε). Luego T es débilmente continuo.

Rećıprocamente, supongamos que T es débilmente continuo. Entonces por el

Teorema 2.2 se sigue que para todo y∗ ∈ Y ∗, y∗ ◦ T es débilmente continuo y por

tanto, por el Teorema 2.8 y∗ ◦ T ∈ X∗. Además, si x ∈ BX entonces para todo

y∗ ∈ Y ∗

|y∗(Tx)| = |(y∗ ◦ T )(x)| ≤ ||y∗ ◦ T ||.

Aśı, T (BX) es débilmente acotado y por el Teorema 2.7 T (BX) es acotado en la

norma. Por lo tanto T es continuo. �

Finalizamos esta sección con el siguiente teorema.

Teorema 2.10 La topoloǵıa débil y la topoloǵıa fuerte sobre X coinciden si y sólo

si X es de dimensión finita.
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Demostración. Supongamos que X es de dimensión finita. Ya sabemos que la

topoloǵıa débil σ(X,X∗) siempre tiene menos abiertos que la topoloǵıa fuerte. Por

lo tanto, necesitamos probar que dado un abierto en la topoloǵıa fuerte también es

un abierto en la topoloǵıa débil, σ(X,X∗). Sea x0 ∈ X y U una vecindad de x0 en la

topoloǵıa fuerte. Debemos encontrar un subconjunto finito x∗1, ..., x
∗
n ∈ X∗ y ε > 0

tales que W (x0;x∗1, ..., x
∗
n; ε) ⊆ U .

Como U es una vecindad de x0 existe r > 0 tal que B(x0, r) ⊆ U. Consideremos

una base de X dada por {e1, ..., en} con ||ei|| = 1 para todo i ∈ {1, ..., n}. Definamos

los funcionales x∗i : X → R por x∗i (x) = αi para todo i ∈ {1, ..., n}, para cada

x =
∑n

i=1 αiei. Como {e1, ..., en} es una base, x∗i es bien definida y lineal para cada

i ∈ {1, ..., n}. Como X es de dimensión finita, x∗i ∈ X∗. Si para cada 1 ≤ i ≤ n,

x ∈ W (x0;x∗1, ..., x
∗
n; r/n), entonces se tiene que:

||x− x0|| ≤

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

x∗i (x− x0)ei

∥∥∥∥∥
≤

n∑
i=1

|x∗i (x− x0)| ||ei||

<
n∑
i=1

r

n
= r.

Es decir, W (x0;x∗1, ..., x
∗
n; ε) ⊆ U .

Rećıprocamente, Supongamos que X es de dimensión infinita y mostremos que

las topoloǵıas débil y fuerte no coinciden. Para ello, consideremos el conjunto BX =

{x ∈ X : ||x|| < 1} que es un abierto en la topoloǵıa de la norma, mostremos

que el interior del conjunto BX en la topoloǵıa débil es vaćıo y por tanto no es

abierto en la topoloǵıa débil. Supongamos que existe x0 un punto interior de BX

en la topoloǵıa débil, entonces existe un ε > 0 y x∗1, ..., x
∗
n elementos de X∗ tal

que W (x0;x∗1, ..., x
∗
n; ε) ⊆ BX . Como X es de dimensión infinita existe y0 ∈ X,

y0 6= 0 tal que x∗i (y0) = 0 para todo i = 1, 2, ..., n. Luego, la recta x0 + ty0 está en

W (x0;x∗1, ..., x
∗
n; ε) para todo t ∈ R y por tanto pertenece a BX , es decir, ||x0+ty0|| <

1 para todo t, pero ||x0 + ty0|| ≥ |t| · ||y0|| − ||x0|| → ∞ cuando t→∞. lo que es un

absurdo. �
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Nota 9. Los conjuntos abiertos (o cerrados) en la topoloǵıa débil son siempre

abiertos (o cerrados) en la topoloǵıa fuerte. Del Teorema 2.10 se sigue que en cual-

quier espacio de dimensión infinita, la topoloǵıa débil es estrictamente menos fina

que la topoloǵıa fuerte; es decir, existen conjuntos abiertos como B(0, 1) en la to-

poloǵıa fuerte que no son abiertos en la topoloǵıa débil y cerrados como SX en la

topoloǵıa fuerte que no son cerrados en la topoloǵıa débil (ver Teorema 2.6).

2.3. Convergencia débil.

En esta sección estamos interesados en estudiar propiedades básicas de la con-

vergencia débil incluyendo la comparación entre las nociones de convergencia fuerte

(o en la norma) con la de convergencia débil.

Definición 2.3 Sean (X, τ) un espacio topológico, (xn)n∈N una sucesión en X y

x0 ∈ X. Decimos que (xn)n∈N converge a x0 si para todo W ∈ τ , existe un n0 ∈ N

tal que xn ∈ W , para todo n ≥ n0.

Teorema 2.11 Sea X un espacio vectorial normado y τω la topoloǵıa débil generada

por F = {fi}i∈I y (xn) una sucesión en X. Entonces, (xn)n∈N converge débilmente

a x si y solo si fi(xn)→ fi(x) para cada i ∈ I.

Demostración. Claramente, si (xn)n∈N converge débilmente a x entonces fi(xn)→

fi(x) para todo i ∈ I ya que cada fi es continua en la topoloǵıa débil. Rećıprocamen-

te, sea U una vecindad débil de x, supongamos que para todo i ∈ I, fi(xn)→ fi(x).

Como U es abierto débil y x ∈ U , existen ε > 0 y f1, ...., fk elementos de F tal que⋂k
j=1 f

−1
j (Vj) ⊆ U y x ∈

⋂k
j=1 f

−1
j (Vj). Como fi(xn)→ fi(x) para cada i ∈ I, enton-

ces para cada j = 1, ..., k, existe un entero Nj tal que fj(xn) ∈ Vj para n ≥ Nj. En-

tonces, tomando N = máx
1≤j≤k

Nj, tenemos que xn ∈ f−1
j (Vj) para n ≥ N y j = 1, ..., k.

Aśı, xn ∈ U para cada n ≥ N . Por tanto (xn)n∈N converge débilmente a x.

Nota 10. Cuando una sucesión (xn)n∈N converge a x en la topoloǵıa débil de

X generada por F = X∗ entonces escribimos xn
ω→ x (o también xn ⇀ x). La
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convergencia en la topoloǵıa de la norma la escribiremos ‖xn − x‖ → 0 y diremos

convergencia fuerte.

Observe que al igual que en sucesiones una red {xα}α∈A converge débilmente a

x escrito xα
ω→ x, si y solo si fi(xα)→ fi(x) para todo funcional f ∈ X∗.

Antes de ilustrar algunos ejemplos, vamos a demostrar algunas propiedades bási-

cas de la convergencia débil.

1. El ĺımite débil (si existe) es único. En efecto, suponga que xn
ω→ x y xn

ω→ y.

Entonces, para cada funcional f ∈ X∗, tenemos que fxn → fx y fxn → fy

en R. Como R es de Hausdorff entonces fx = fy y por tanto f(x − y) = 0

para todo f ∈ X∗. Aśı,

||x− y|| = sup
||f ||≤1
f∈X∗

|f(x− y)| = 0.

Luego x = y.

2. Sea X un espacio vectorial normado y (xn)n∈N, (yn)n∈N sucesiones en X tal

que xn
ω→ x, yn

ω→ y. Entonces, xn+yn
ω→ x+y y αxn

ω→ αx para cada escalar

α.

3. Sea (xn)n∈N una sucesión en X y xn → x en norma, entonces xn
ω→ x.

En efecto, sea f ∈ X∗−{0} y ε > 0. Como xn → x en norma, existe un n0 ∈ N

tal que si n ∈ N y n ≥ n0 entonces

||xn − x|| <
ε

||f ||X∗
.

Luego, si n ≥ n0 tenemos

|f(xn)− f(x)| = |f(xn − x)|

≤ ||f || · ||xn − x||

≤ ||f || ε
||f ||

= ε.

Por lo tanto, xn
ω→ x
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4. Si xn
ω→ x, entonces (xn)n∈N es acotado (en norma).

En efecto, para cada f ∈ X∗ se tiene que fxn → fx entonces el conjunto

(f(xn))n≥1 es acotado para todo f ∈ X∗. Aśı, el conjunto A = {xn}n∈N es

débilmente acotado y por el Teorema 2.7 concluimos que A es acotado en la

norma. Aśı, (xn)n∈N es acotado.

5. Sea (xn)n∈N una sucesión de elementos en X tal que xn
ω→ x y fn → f en

norma. Entonces, fnxn → fx.

Sea ε > 0. Como xn
ω→ x existe un n0 ∈ N y M > 0 tal que ||xn|| ≤ M para

todo n ∈ N y |fxn − fx| < ε
2

para todo n ≥ n0. Además, ||fn − f || → 0,

entonces existe un n1 ∈ N tal que ||fn − f || < ε
2M

para todo n ≥ n1.

Luego, para todo n > N = máx{n0, n1} tenemos que

|fn(xn)− f(x)| ≤ |fn(xn)− f(xn)|+ |f(xn)− f(x)|

≤ ||fn − f || · ||xn||+ |f(xn)− f(x)|

≤ ε

2M
M +

ε

2

=
ε

2
+
ε

2
= ε, ∀n ≥ N.

Aśı, fn(xn) converge a f(x).

Teorema 2.12 Si X es un espacio vectorial normado, de dimensión finita. la con-

vergencia fuerte es equivalente a la convergencia débil.

Demostración. Ya hemos demostrado que en cualquier espacio normado X la

convergencia fuerte implica convergencia débil. Nos resta probar que en un espacio

vectorial de dimensión finita, la convergencia débil implica convergencia fuerte.

Para esto, supongamos {e1, ..., ek} es una base para X y que xn
ω→ x, donde

xn = α
(n)
1 e1 + · · ·α(n)

k ek para n ∈ N

y x = α1e1 + · · ·αkek. Ahora, consideremos los funcionales lineales fi ∈ X∗, (i =

1, ..., k) definidos por fi(ej) = δij donde δij es el delta de Kronecker. Como xn
ω→ x,

47



entonces, para i = 1, ..., k fi(xn)→ fi(x). Aplicando la definición de fi tenemos que

fi(xn) = α
(n)
i y fi(x) = αi, luego

α
(n)
i → αi para i = 1, ..., k.

Defina M = maxi||ei||. Sea ε > 0, como α
(n)
i → αi para i = 1, ..., k. Debe existir un

entero N tal que para todo n ≥ N y cada i = 1, ..., k tenemos |α(n)
i − αi| < ε

Mk
. Por

tanto

||xn − x|| =

∥∥∥∥∥
k∑
i=1

(α
(n)
i − αi)ei

∥∥∥∥∥
≤

k∑
i=1

|α(n)
i − αi| ||ei||

<
k∑
i=1

ε

��Mk
��M =

ε

��k
��k = ε.

Aśı xn converge fuertemente a x. �

Teorema 2.13 (Mazur) Suponga que X es un espacio de Banach y (xn)n∈N es

una sucesión en X que converge débilmente a x ∈ X. Entonces, existe una sucesión

{yi} en X tal que

I) cada yi es una combinación convexa de un número finito de los xn.

II) yi → x en norma.

Demostración. En efecto. Sea H la envolvente convexa de los (xn)n≥1 y K la

clausura débil de H. Entonces H es convexo y x ∈ K. Por el Teorema 2.5 x está en

la clausura fuerte de H y por tanto existe una sucesión yi en H tal que yi → x en

norma.

Veamos ahora algunos ejemplos de convergencia débil en algunos espacios de

Banach conocidos.

Ejemplo 2.3 (Convergencia débil no implica convergencia fuerte). Considere el es-

pacio de Hilbert X = L2[0, 2π] compuesto por las funciones reales Lebesgue integra-

bles de 0 a 2π, y para el cual X∗ = (L2[0, 2π])∗ = L2[0, 2π] = X. Por el teorema de

representación de Riesz, para cada f ∈ X∗ existe g ∈ X tal que para cada x ∈ X

f(x) = 〈x, g〉 =

∫ 2π

0

x(t)g(t)dt.

48



Consideremos ahora la sucesión de elementos (xn)n∈N de X por xn(t) = sinnt
π

para

n = 1, 2, ... . Demostremos que xn converge débilmente a cero, pero xn 9 0 en

norma.

Sea f ∈ X∗ y g como se mencionó anteriormente, tenemos que

f(xn) =
1

π

∫ 2π

0

(sinnt)g(t)dt.

Por el lema Riemann-Lebesgue, tenemos que

f(xn)→ 0 para todo f ∈ X∗.

Por tanto xn converge débilmente a cero.

Por otra parte, para mostrar que xn 9 0 consideremos

||xn − 0||2 =
1

π2

∫ 2π

0

(sin2 nt)dt =
1

π

para todo n. Por tanto, xn 9 0 en norma.

Ejemplo 2.4 Consideremos E = lp con 1 < p <∞ y sea e1 = (1, 0, ..., 0, ...), e2 =

(0, 1, ..., 0, ...), ..., en = (0, 0, ..., 1, ...), ... una sucesión en lp. Para cada z = (zn) ∈ lq

con 1
p

+ 1
q

= 1 la serie
∞∑
n=1

|zn|q converge y por lo tanto zn → 0. Ahora, por el

el teorema de representación de Riesz, dado ϕ ∈ (lp)
∗ existe un z ∈ lq tal que

〈ϕ, en〉 = 〈z, en〉 = zn → 0. Entonces en → 0 débilmente, pero ||en|| = 1 para todo

n ∈ N, aśı (en)n∈N no converge en norma a cero.

Ejemplo 2.5 (convergencia débil en c0) Sea x ∈ c0 y (xn)n∈N una sucesión de

elementos de c0. Entonces, xn converge débilmente a x si y sólo si (xn)n∈N es acotado

en la norma de c0 y Pk(xn) → Pk(x) para todo k ∈ N . Donde Pk : c0 → R es la

proyección canónica (Pk((αn)n∈N) = αk).

Solución. Como xn ⇀ x si y solo si xn − x converge débilmente a cero, basta

demostrar la equivalencia para x = 0.

En efecto, si xn → 0 débilmente, entonces (xn)n∈N es acotada, además, Pk es

lineal y continua para cada k ∈ N y por tanto Pk(xn)→ Pk(0) = 0 para todo k ∈ N.

Rećıprocamente, supongamos que el conjunto {||xn|| | n ∈ N} ⊂ R es acotado y

que Pk(xn)→ 0, cuando n→∞ para todo k ∈ N.
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Sea ϕ : c0 → R un funcional lineal y continuo (ϕ ∈ c∗0 = l1). Entonces, existe

una sucesión (λn)n∈N en l1 = c∗0 tal que

ϕ((αn)n∈N) =
∞∑
n=1

λnαn

para todo (αn)n∈N ∈ c0.

Sea ε > 0, Como (λn)n∈N ∈ l1, tenemos que
∑∞

n=1 |λn| < ∞ y por tanto existe

nε ∈ N tal que
∞∑

n=nε

|λn| ≤
ε

2M
donde M = 1 + sup

n∈N
||xn||.

Por otra parte, como P1(xn)→ 0, P2(xn)→ 0, ..., Pnε(xn)→ 0 cuando n→∞,

existe un n0 ∈ N tal que para todo n ≥ n0 tenemos que

|P1(xn)| ≤ ε

2(1 + L)
; |P2(xn)| ≤ ε

2(1 + L)
; ...; |Pnε(xn)| ≤ ε

2(1 + L)
,

donde L =
∑nε

k=1 |λk|. Aśı, para cada ε > 0, existe un nε ∈ N tal que si n ≥ nε

|ϕ(xn)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

λkPk(xn)

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
k=1

|λkPk(xn)| =
∞∑
k=1

|λk||Pk(xn)|

=
nε∑
k=1

|λk||Pk(xn)|+
∞∑

k=nε+1

|λk||Pk(xn)|

≤ L
ε

2(1 + L)
+

ε

2M
M

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Aśı, ϕ(xn)→ 0 para todo ϕ ∈ c∗0, esto es xn → 0 débilmente.

Ejemplo 2.6 (Convergencia Débil en lp con 1 < p <∞) Sea x ∈ lp y (xn)n∈N

Una sucesión de elementos de lp. Entonces, xn → x débilmente si y solo si (xn)n∈N

es acotado en la norma de lp y Pk(xn)→ Pk(x) para todo k ∈ N, donde Pk : lp → R

son las proyecciones canónicas.

Solución. Al igual que para el caso de c0 podemos suponer que x = 0. Usemos el

hecho que para 1 < p < ∞ l∗p = lq con 1
p

+ 1
q

= 1. Como toda sucesión débilmente

50



convergente es acotada y Pk : lp → R es lineal y continua, tenemos que Pk(xn)→ 0

para toda k ∈ N.

Rećıprocamente, supongamos que {||xn||p : n ∈ N} es acotado y que Pk(xn)→ 0

para toda k ∈ N. Sea ϕ ∈ l∗p, entonces existe una sucesión (λn)n∈N en lq tal que

ϕ((αn)n∈N) =
∑∞

n=1 αnλn para todo (αn)n∈N en lp. Sea ε > 0, ya que (λn)n∈N ∈ lq
existe un nε tal que(

∞∑
n=1

|λn|q
)1/q

≤ ε

2M
donde M = 1 + sup

n∈N
||xn||.

Como P1(xn)→ 0, P2(xn)→ 0, ..., Pnε(xn)→ 0 existe un n0 ∈ N tal que

|P1(xn)| ≤ ε

2L
; |P2(xn)| ≤ ε

2L
; ...; |Pnε(xn)| ≤ ε

2L
,

para todo n ≥ n0, donde L = 1 +
∑nε

n=1 |λn|. Por tanto, para cada ε > 0, existe un

nε ∈ N tal que

|ϕ(xn)| =

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

λkPk(xn)

∥∥∥∥∥
≤

∞∑
k=1

‖λkPk(xn)‖

=
nε∑
k=1

|λk||Pk(xn)|+
∞∑

k=nε+1

|λk||Pk(xn)|.

Por la desigualdad de Hölder en la segunda sumatoria obtenemos.

|ϕ(xn)| ≤

(
nε∑
k=1

|λk|

)
ε

2L
+

(
∞∑

k=nε+1

|λk|q
)1/q( ∞∑

k=nε+1

|Pk(xn)|p
)1/p

≤ ε

2
+

ε

2M
· ||xn||p

≤ ε

2
+
ε

2
= ε.

Aśı, ϕ(xn)→ 0 para todo ϕ ∈ l∗p; luego xn → 0 débilmente.

Teorema 2.14 (Convergencia débil en C(X)) Sea X un espacio de Hausdorff

compacto y f ∈ C(X), (fn)n∈N ⊂ C(X). Entonces, fn ⇀ f débilmente si y solo si

supn∈N ||fn|| <∞ y fn(t)→ f(t) para todo t ∈ X.
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Demostración. Supongamos que fn ⇀ f débilmente, entonces (fn)n≥1 es acotado

en C(X) y por tanto supn∈N ||fn|| <∞. Para cada t ∈ X consideremos el funcional

de Dirac δt(f) = f(t) para toda f ∈ C(X). Entonces, δt ∈ C(X)∗ para toda t ∈ X.

Aśı, por la convergencia débil tenemos que δt(fn) → δt(f) para toda t ∈ X. Luego

fn(t)→ f(t) para toda t ∈ X.

Rećıprocamente, supongamos que fn(t) → f(t) para toda t ∈ X y que M =

supn∈N ||fn|| < ∞. Sea ϕ ∈ C(X)∗. Por el teorema de representación de Riesz,

tenemos que existe una única medida regular de Borel Finita µ sobre X tal que

ϕ(f) =
∫
X
fdµ para toda f en C(X). Como fn(t)→ f(t) para toda t ∈ X (esto es

fn converge puntualmente a f), entonces (fn) es acotado, aśı |fn(t)| ≤M para toda

n ∈ N y para toda t ∈ X y |µ|(X) <∞. Por el teorema de convergencia dominada

obtenemos que f es integrable sobre X, y∫
X

fndµ→
∫
X

fdµ.

Es decir, ϕ(fn)→ ϕ(f) para todo ϕ ∈ C(X)∗. Luego fn → f débilmente.

Nota 11. Observe que por el teorema de Mazur, si (fn)n∈N es una sucesión de

funciones en C(X) tal que |fn(x)| < 1 para todo x ∈ X y fn(x) → f(x) para todo

x ∈ X. Entonces, existe una combinación lineal convexa de los fn que converge

uniformemente a f .

Para los siguientes ejemplos necesitemos el siguiente teorema.

Teorema 2.15 Sea X un espacio vectorial normado, x ∈ X y (xn)n∈N ⊆ X, en-

tonces, xn → x débilmente si y solo si la sucesión (xn)n∈N es acotada y existe un

subconjunto fundamental Y ⊆ X∗ (SpanY = X∗) tal que x∗(xn)→ x∗(x) para todo

x∗ ∈ Y.

Demostración. Si xn → x débilmente entonces (xn)n∈N es acotado y tome Y =

X∗.

Rećıprocamente, suponga que existe un M > 0 y Y ⊆ X∗ con SpanY = X∗ tal

que ||xn|| ≤ M para todo n ∈ N y x∗(xn) → x∗(x) para todo x∗ ∈ Y . Denotemos

por Z = SpanY entonces Z ⊆ X∗, Z = X∗ y x∗(xn) → x∗(x) para todo x∗ ∈ Z.
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Considere x∗ ∈ X∗. Como Z = X∗ encontramos una sucesión (z∗n)n∈N ⊆ Z tal que

z∗n → x∗ en X∗. Para cada ε > 0, existe un nε ∈ N tal que ‖z∗n − x∗‖ ≤ ε para todo

n ≥ nε. Pero z∗nε
∈ Z, aśı z∗nε

(xn) → z∗nε
(x) y por tanto hay un Nε ∈ N tal que

|z∗nε
(xn)− z∗nε

(x)| ≤ ε para todo n ≥ Nε. Entonces, para n ≥ Nε tenemos

|x∗(xn)− x∗(x)| ≤ |x∗(xn)− z∗nε
(xn)|+ |z∗nε

(xn)− z∗nε
(x)|+ |z∗nε

(x)− x∗(x)|

≤ ||x∗ − z∗nε
|| · ||xn||+ ε+ ||x∗ − z∗nε

|| · ||x||

≤ ε(2M + 1).

Y por tanto x∗(xn)→ x∗(x) obtenemos de esto que xn → x débilmente. �

El teorema anterior es válido si cambiamos el conjunto fundamental por un

conjunto denso.

Corolario 2.2 Una sucesión (xn)n≥1 de un espacio lineal normado X converge

débilmente a un elemento x ∈ X si y solo si la sucesión (xn)n≥1 es acotada y

ĺımn→∞ f(xn) = f(x) para cada f en un subconjunto denso D de X∗.

Ejemplo 2.7 (Convergencia débil en un espacio de Hilbert) Sea H un es-

pacio de Hilbert y E ⊆ H una base ortonormal de H; x ∈ H y (xn)n∈N una sucesión

en H. Entonces, xn → x débilmente si y sólo si (xn)n∈N es limitado y 〈xn, a〉 → 〈x, a〉

para todo a ∈ H.

Solución. Si xn → x débilmente, entonces (xn)n∈N es acotado. Además, para

todo a ∈ H defina fa ∈ H∗ por fa(x) = 〈x, a〉. Entonces fa(xn) → fa(x) para todo

a ∈ H. Esto es 〈xn, a〉 → 〈x, a〉 para todo a ∈ H.

Rećıprocamente, dado que E es ortonormal entonces E es fundamental en H,

luego, del Teorema 2.15 tenemos que 〈xn, a〉 → 〈x, a〉 para toda a ∈ H. Por el

teorema de representación de Riesz concluimos que f(xn)→ f(x) para todo f ∈ H∗,

esto es xn → x débilmente.

Ejemplo 2.8 (Convergencia débil en L1[0, 1]) Sea f ∈ L1[0, 1] y (fn)n≥1 ⊆

L1[0, 1]. Entonces, fn → f débilmente, si y solo si existe un M > 0 tal que

∫ 1

0

|fn(t)|dt ≤M, ∀n ∈ N y
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∫
E

fn(t)dt→
∫
E

f(t)dt

para todo E ⊆ [0, 1] medible Lebesgue.

Solución. Supongamos que fn → f débilmente en L1[0, 1]. Entonces, la sucesión

(fn)n≥1 ⊆ L1[0, 1] es acotada, es decir, existe un M > 0 tal que
∫ 1

0
|fn(t)|dt ≤ M

para todo n ∈ N, como L∗1[0, 1] = L∞[0, 1] y dado que la función caracteŕıstica

XE pertenece a L∞[0, 1] para todo E ⊆ [0, 1] medible Lebesgue, obtenemos que

XE(fn)→ XE(f). Aśı, ∫ 1

0

XE(t)fn(t)dt→
∫ 1

0

XE(t)f(t)dt,

esto es, ∫
E

fn(t)dt→
∫
E

f(t)dt para todo E ⊆ [0, 1] medible Lebesgue.

Rećıprocamente, supongamos que la sucesión (fn)n≥1 ⊆ L1[0, 1] es acotada y∫
E
fn(t)dt→

∫
E
f(t)dt para todo E ⊆ [0, 1] medible Lebesgue. Entonces, para toda

función paso g : [0, 1]→ R tenemos.

ĺım
n→∞

∫ 1

0

g(t)fn(t)dt =

∫ 1

0

g(t)f(t)dt.

Demostremos que el conjunto de las funciones paso es denso en L∞[0, 1] y por el

Teorema 2.15 concluimos que fn → f débilmente.

Sea h ∈ L∞[0, 1] y supongamos que h(t) ∈ R para todo t ∈ [0, 1]. Sin perdida de

generalidad podemos suponer que hay un k > 0 tal que −k < h(t) < k para todo

t ∈ [0, 1]. Sea ε > 0, y tomemos un n ∈ N tal que 2k
n
≤ ε. Para i = 1, 2, ..., n sea

Ei =

{
t ∈ [0, 1] : −k +

2k

n
(i− 1) ≤ h(t) < −k +

2k

n
i

}
Como h es medible obtenemos que Ei ⊆ [0, 1] es medible Lebesgue. Sea ti ∈ Ei,

i = 1, ..., n y defina g : [0, 1]→ R por g =
∑n

i=1 h(ti)XEi
. Para cada t ∈ [0, 1] existe

un i tal que t ∈ Ei. Entonces |g(t)− h(t)| = |h(ti)− h(t)|, supongamos por ejemplo
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que h(ti) ≥ h(t) y entonces

|g(t)− h(t)| = h(ti)− h(t)

≤ −k +
2k

n
i+ k − 2k

n
(i− 1)

=
2k

n
≤ ε.

Obtenemos que ||g−h||∞ ≤ ε donde g es una función paso. Finalmente, si h = u+iv

con u, v : [0, 1] → R tal que ||u − u1||∞ ≤ ε
2

y ||v − v1||∞ ≤ ε
2

entonces para

h1 = u1 + iv1 tenemos ||h− h1||∞ ≤ ε y h1 es la función paso.

De lo anterior tenemos que el conjunto de las funciones paso forma un conjunto

denso en L∞[0, 1]. Por tanto, del Teorema 2.15 tenemos que fn → f débilmente.

Ejemplo 2.9 (Convergencia débil en Lp[0, 1]) Sea f ∈ Lp[0, 1] y (fn)n≥1 ⊆

Lp[0, 1]. Entonces, fn → f débilmente, si y sólo si∫ x

0

fn(t)dt→
∫ x

0

f(t)dt para todo x ∈ [0, 1]

y existe un M > 0 tal que ∫ 1

0

|fn(t)|pdt ≤M ∀n ∈ N.

Solución. Si fn → f débilmente en Lp[0, 1] obtenemos que la sucesión (fn)n≥1

es acotada, es decir, existe un M > 0 tal que
∫ 1

0
|fn(t)|pdt ≤ M para todo n ∈ N.

Como (Lp[0, 1])∗ = Lq[0, 1], 1 < q < ∞ y 1
p

+ 1
q

= 1 y X[0,x] ⊆ Lq[0, 1] para toda

x ∈ [0, 1] obtenemos que X[0,x](fn)→ X[0,x](f) para toda x ∈ [0, 1] es decir∫ x

0

fn(t)dt→
∫ x

0

f(t)dt para todo x ∈ [0, 1].

Suponga ahora que∫ x

0

fn(t)dt→
∫ x

0

f(t)dt para todo x ∈ [0, 1]

y que (fn)n∈N es acotado en norma. Para cada 0 ≤ x < y ≤ 1 tenemos

ĺım
n→∞

∫ y

x

fn(t)dt = ĺım
n→∞

(∫ y

0

fn(t)dt−
∫ x

0

fn(t)dt

)
= ĺım

n→∞

∫ y

0

fn(t)dt− ĺım
n→∞

∫ x

0

fn(t)dt

=

∫ y

0

f(t)dt−
∫ x

0

f(t)dt

=

∫ x

x

f(t)dt.
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Obtenemos que para cada g : [0, 1]→ R con g =
∑n

i=1 αiX[ai,bi] tenemos∫ 1

0

fn(t)g(t)dt→
∫ 1

0

f(t)g(t)dt.

Vamos a considerar X ⊂ Lq[0, 1] como siendo el conjunto de todas las funciones

con la forma de g, obtenemos g(fn)→ g(f) para toda g ∈ X. De manera similar al

ejemplo anterior tenemos que el conjunto X ⊂ Lq[0, 1] es denso. Y por el Teorema

2.15 tenemos que fn → f débilmente.

2.4. Topoloǵıa débil∗

Sea X un espacio vectorial normado. Vamos a resaltar ahora la topoloǵıa débil∗

sobre un espacio dual X∗. Sea J : X → X∗∗ la isometŕıa natural de un espacio de

Banach en su segundo dual, dada por J(x)x∗ = x∗(x). Como es usual identificamos

X con J(X) ⊆ X∗∗. La topoloǵıa débil∗ sobre X∗ (denotada por σ(X∗, X)) es la

topoloǵıa inducida sobre X∗ por X es decir, es la topoloǵıa más débil sobre X∗ que

hace todos los funcionales en J(X) ⊆ X∗∗ continuos. En términos anteriores es la

topoloǵıa más débil sobre X∗ generada por F = JX.

Definición 2.4 Un conjunto U ⊆ X∗ es abierto en la topoloǵıa débil∗ (diremos

débil∗ abierto) si para cada g ∈ U existen x1, x2, ..., xn en X y un ε > 0 tal que

W (g;x1, x2, ..., xn; ε) = {f ∈ X∗ : |f(xi)− g(xi)| < ε para i = 1, ..., n} ⊆ U.

Teorema 2.16 La topoloǵıa débil∗ es Hausdorff.

Demostración. Sean f1, f2 elementos de X∗ con f1 6= f2. Entonces existe un

x ∈ X tal que f1(x) 6= f2(x). Suponga por ejemplo que f1(x) < f2(x), y tome α ∈ R

tal que f1(x) < α < f2(x). Note que

W1 = {f ∈ X∗ : f(x) < α}

= {f ∈ X∗ : J(x)f < α}

= J(x)−1((−∞, α))
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es abierto en la topoloǵıa débil∗ y

W2 = {f ∈ X∗ : f(x) > α}

= {f ∈ X∗ : J(x)f > α}

= J(x)−1((α,+∞))

es abierto en la topoloǵıa débil∗. Además, f1 ∈ W1, f2 ∈ W2 y W1 ∩W2 = ∅. Luego

la topoloǵıa débil∗ es Hausdorff. �

Nota 12. Sea X un espacio vectorial normado. Sobre X∗ tenemos además de la

topoloǵıa débil estrella, σ(X∗, X), la topoloǵıa débil generada por σ(X∗, X∗∗). Aśı,

si denotamos por z los elementos de X∗ y tomando la notación 〈ξ, z〉 en lugar de

ξ(z) para indicar la acción de ξ ∈ X∗∗ sobre z ∈ X∗ podemos indicar las vecindades

de 0 para σ(X∗, X∗∗) que son conjuntos de la forma W (0; f1, ..., fn; ε) = {z ∈ X∗ :

|〈f1, z〉| < ε, ..., |〈fn, z〉| < ε} para ε > 0 y n ∈ N. Una sucesión de elementos (zn)n≥1

converge débilmente a un elemento z0 en σ(X∗, X∗∗) si y sólo si para todo f ∈ X∗∗

〈f, zn〉 → 〈f, z〉.

Finalmente, una sucesión de elementos (fn)n≥1 en X∗ converge a f en la topoloǵıa

débil∗ si y sólo si para todo x ∈ X, J(x)fn → J(x)f , esto es fn(x) → f(x) para

todo x ∈ X.

Una red (fα)α∈I ⊆ X∗ converge débil∗ a f ∈ X∗ y escribimos fα
ω∗→ f si para

cada x ∈ X, fα(x)→ f(x). Esta es la razón por la que muchas veces esta topoloǵıa

(débil∗) es llamada de convergencia puntual sobre los elementos de X. Más adelante

estudiaremos mejor esta convergencia.

Teorema 2.17 Si X∗ está dotado con la topoloǵıa débil estrella (σ(X∗, X)). Enton-

ces, el dual de X∗ puede ser identificado con X. En otras palabras, si f : X∗ → R es

un funcional débil∗ continuo entonces f = J(x) para algún x ∈ X y rećıprocamente.

Demostración. Suponga que f : X∗ → R es un funcional continuo en la to-

poloǵıa débil∗. Entonces, dado ε > 0, existe un δ > 0 y x1, x2, ..., xk ∈ X tal

que si |〈J(xi), x
∗〉| < δ para todo i = 1, ..., k entonces |f(x∗)| < ε (esto es si

x∗ ∈ W (0;x1, ..., xk; δ)⇒ f(x∗) ∈ (−ε, ε)). Esto implica que
⋂k
i=1 ker J(xi) ⊆ ker f,
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pues si x∗ ∈
⋂k
i=1 ker J(xi) entonces Jxi(x

∗) = x∗(xi) = 0 ∀i = 1, ..., k. Luego para

todo λ > 0 x∗(λxi) = λx∗(xi) = 0 ∀i = 1, ..., k. esto es λx∗ ∈ W (0;x1, ..., xk; δ) para

todo λ > 0 y aśı |f(λx∗)| < ε para todo λ > 0, entonces |f(x∗)| < ε
λ

para todo

λ > 0 y aśı f(x∗) = 0. Luego x∗ ∈ ker f . Por el Lema 2.2 f es combinación lineal de

Jx1, ..., Jxk, esto es existen λ1, ..., λk tal que

f =
k∑
i=1

λiJ(xi) = J

(
k∑
i=1

λixi

)
.

Luego f = J(x) para algún x ∈ X.

Rećıprocamente, si f = J(x) para algún x ∈ X entonces f es débil estrella

continuo por definición de topoloǵıa débil∗. �

Recuerde que en general si X está dotado con la topoloǵıa de la norma entonces

X∗∗, usualmente es estrictamente mas grande que X. Ahora veamos el siguiente

corolario.

Corolario 2.3 Sea X un espacio vectorial normado, y H un hiperplano débil∗ ce-

rrado en X∗. Entonces, existe un x0 ∈ X, x0 6= 0 y un α ∈ R tal que H tiene la

forma H = {f ∈ X∗ : f(x0) = α}.

Demostración. Como H es un hiperplano en X∗ entonces H se puede escribir

de la forma H = {f ∈ X∗ : ϕ(f) = α} donde ϕ es un funcional sobre X∗ y

ϕ 6= 0. Sea f0 ∈ Hc y W una vecindad débil de f0 con W ⊆ Hc (Hc es débil∗

abierto). Aśı, podemos tomar W = {f ∈ X∗ : |〈f − f0, xi〉| ≤ ε para i = 1, ..., k}.

Como W es convexo debemos tener ϕ(f) < α o ϕ(f) > α para todo f ∈ W.

Suponga que ϕ(f) < α para todo f ∈ W . Entonces ϕ(g) < α − ϕ(f0) para todo

g ∈ V = W − f0 y como −V = V entonces −ϕ(g) < α − ϕ(f0) para todo g ∈ V

entonces |ϕ(g)| ≤ |α− ϕ(f0)| para todo g ∈ V . Aśı, ϕ es débil∗ continua en 0 y por

el Teorema 2.17 concluimos que existe un x0 tal que ϕ = Jx0, esto es ϕ(f) = f(x0),

para todo f ∈ X∗.

Nota 13. Se sigue que si ϕ ∈ X∗∗ con ϕ /∈ J(X) entonces el conjunto H = {f ∈

X∗ : 〈ϕ, f〉 = 0} no es cerrado en la topoloǵıa débil∗, pero sabemos que es cerrado en

la topoloǵıa débil (por ser convexo y fuertemente cerrado). Aśı, la topoloǵıa débil∗

es estrictamente menos fina que la topoloǵıa débil en X∗ (si X no es reflexivo).
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Este ejemplo también muestra que H es convexo, fuertemente cerrado pero no

es débil∗-cerrado.

Naturalmente se podŕıa preguntar ¿existe algún tipo de relación entre X dotado

con la topoloǵıa débil y X∗∗ dotado con la topoloǵıa débil∗? En efecto, el próximo

teorema nos muestra el hecho de que tenemos una identificación

(X, σ(X,X∗))
J−→ (X∗∗, σ(X∗∗, X∗)).

Esto es

(X, topoloǵıa débil de X)
J−→ (X∗∗, topoloǵıa débil∗ de X∗∗).

Teorema 2.18 Sea X un espacio vectorial normado. Entonces, la isometŕıa canóni-

ca J : X → J(X) es un homeomorfismo débil-débil∗ continuo.

Demostración. Dado que J es una isometŕıa, J es inyectiva y por tanto J : X →

J(X) es biyectiva. Sea x∗∗ ∈ X∗∗, x∗∗ ∈ J(X). Entonces, existe un x ∈ X tal que

J(x) = x∗∗. Considere la vecindad débil∗ de J(x) de la forma W (J(x);x∗1, ..., x
∗
n; ε)

y defina W1 = W (x;x∗1, ..., x
∗
n; ε), W1 es una vecindad de x en la topoloǵıa débil de

X. Para cada y ∈ W1, tenemos

|x∗i (x− y)| < ε para todo i = 1, ..., n.

Aśı,

|(J(x)− J(y))(x∗i )| < ε para todo i = 1, ..., n.

Es decir J(y) pertenece aW (J(x);x∗1, ..., x
∗
n; ε) (esto es J(W1) ⊆ W (J(x);x∗1, ..., x

∗
n; ε))

y por tanto J es débil-débil∗ continua.

Para demostrar que J−1 : J(X) → X es débil∗- débil continua, consideremos

una red (J(xδ))δ∈A en J(X) con J(xδ)→ J(x) en la topoloǵıa débil∗, donde xδ ∈ X

para todo δ ∈ A, y x ∈ X. Entonces J(xδ)(x
∗) → J(x)(x∗) para todo x∗ ∈ X∗ es

decir x∗(xδ) → x∗(x) para todo x∗ ∈ X∗. Luego xδ → x en la topoloǵıa débil. Lo

que completa la demostración de continuidad de J−1. �

Corolario 2.4 Sea X un espacio vectorial normado, y sea J : X → X∗∗ la isométria

canónica de X en X∗∗. Entonces, para cualquier subconjunto A de X se tiene que

J(Adébil) = J(A)
débil∗
∩ J(X)
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Demostración. Sea y ∈ J(Adébil). Por definición, existe a ∈ Adébil tal que y = J(a).

Claramente y ∈ J(X), luego basta probar que y ∈ J(A)
débil∗

. Como a ∈ Adébil existe

una red (ai)i∈I en A tal que ai → a débilmente. Ahora, dado que J es débil-débil∗

continua (puesto que J : X → J(X) es un homeomorfismo débil-débil∗ continuo) la

red (Jai)i∈I converge débil∗ a y = J(a). Por tanto y ∈ J(A)
débil∗

.

Rećıprocamente, supongamos que y ∈ J(A)
débil∗
∩ J(X). Entonces y ∈ J(A)

débil∗

y y ∈ J(X), como y ∈ J(X), y = J(x) para algún x ∈ X, además, dado que

y ∈ J(A)
débil∗

existe una red (yi)i∈I en J(A) tal que yi → y = J(x) en la topoloǵıa

débil∗.

Por definición, existe un red (xi)i∈I en A tal que yi = J(xi) para todo i ∈ I,

entonces J(xi)→ J(x) en la topoloǵıa débil∗. Como J es un homeomorfismo débil-

débil∗ continuo, J−1 es una función continua de J(X) (con la topoloǵıa débil∗) sobre

X (con la topoloǵıa débil). Luego J−1(J(xi)) → J−1(J(x)) en la topoloǵıa débil

de X. Esto es xi → x débilmente, de ello que x ∈ Adébil. Y por tanto y = J(x) ∈

J(Adébil). �

Ahora estudiaremos algunas propiedades de la convergencia de sucesiones en la

topoloǵıa débil estrella.

1. Si (fn) ⊆ X∗ converge a f en σ(X∗, X∗∗) entonces fn
ω∗→ f .

En efecto, si fn → f en σ(X∗, X∗∗) entonces

〈z, fn〉 → 〈z, f〉 para todo z ∈ X∗∗

como J(X) ⊆ X∗∗ entonces en particular

〈J(x), fn〉 → 〈J(x), f〉 para todo x ∈ X.

Esto es fn(x)→ f(x) para todo x ∈ X. Luego fn
ω∗→ f .

Esto quiere decir que la topoloǵıa débil∗ en X∗ es menos fina que la topoloǵıa

débil de X∗, σ(X∗, X∗∗).

2. Si fn
ω∗→ f entonces (fn)n≥1 es acotada en norma.

En efecto, para cada x ∈ X, fn(x) → f(x) y por tanto (fn(x))n≥1 es acota-

da para cada x ∈ X. Luego por el teorema de Banach-Steinhaus (fn)n≥1 es

acotada en norma.
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3. Si fn
ω∗→ f y xn → x en norma entonces fn(xn)→ f(x).

Esto se sigue de la desigualdad |fn(xn)− f(x)| ≤ |fn(xn)− fn(x)| + |fn(x)−

f(x)|. Como fn
ω∗→ f entonces fn(x)→ f(x) y como

|fn(xn)− fn(x)| = |fn(xn − x)|

≤ ||fn|| · ||xn − x||

≤ M · ||xn − x||, donde M = sup
n∈N
||fn||.

Entonces tomando un n grande obtenemos |fn(xn)− f(x)| < ε.

Ejemplo 2.10 Considere (an)n≥1 ∈ l∞ y defina xn = (0, 0, ..., an+1, an+2,...) ∈ l∞.

Demostremos que xn → 0 débil* en l∞.

Solución. Como l∗1 = l∞, tomando ϕ ∈ l1 con ϕ = (λk)k∈N tal que
∑∞

k=1 |λk| <

∞. Como |akλk| ≤ (supn∈N |an|)|λk| para todo k ∈ N, y la serie
∑∞

k=1 |λk| converge,

entonces, por el criterio de comparación sigue que la serie
∑∞

k=1 akλk converge, y

por tanto
∑∞

k=n+1 akλk → 0. Luego xn(ϕ)→ 0 para todo ϕ ∈ l1. De donde xn → 0

en σ(l∞, l1) = σ(l∗1, l1).

Ejemplo 2.11 Sea (an)n≥1 una sucesión de números reales. Defina x∗n ∈ l∗∞ por

x∗n(x1, x2, ...) = anxn. Entonces (x∗n)n≥1 es débil* convergente si y solo si (an)n≥1 ∈ c0.

En este caso x∗n → 0.

Solución. Sea x∗ ∈ l∗∞ tal que x∗n → x∗ débil*. Es decir x∗n(x1, x2, ...) →

x∗(x1, x2, ...) para todo (x1, x2, ...) ∈ l∞. En particular,

x∗n(0, 1, 0, 1, ...)→ x∗(0, 1, 0, 1, ...),

de donde

x∗2n(0, 1, 0, 1, ...)→ x∗(0, 1, 0, 1, ...) y

x∗2n−1(0, 1, 0, 1, ...)→ x∗(0, 1, 0, 1, ...),

pero x∗2n(0, 1, 0, 1, ...) = a2n y x∗2n−1=0. Luego a2n → 0. De la misma forma (cam-

biando (0, 1, 0, ...) por (1, 0, 1, 0, ...) ) obtenemos que a2n−1 → 0. Lo que implica que

(an)n≥1 ∈ c0. El rećıproco es claro.
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Ejemplo 2.12 Sea (an)n≥1 una sucesión de escalares. Defina x∗n ∈ l∗∞ por x∗n(x1, x2, ...) =

a1x1 + a2x2 + · · · + anxn. Entonces la sucesión (x∗n)n≥1 es débil* convergente si y

solo si (an)n≥1 ∈ l1. En este caso, se tiene que x∗n → x∗ débil* donde x∗(x1, x2, ...) =∑∞
n=1 anxn para todo (x1, x2, ...) ∈ l∞.

Solución. Sea x∗ ∈ l∗∞ tal que x∗n → x∗ débil*. Es decir, x∗n(x1, x2, ...) →

x∗(x1, x2, ...) para todo (x1, x2, ...) ∈ l∞. En particular para (sgn(a1), sgn(a2), ...) ∈

l∞ se tiene que x∗n(sgn(a1), sgn(a2), ...)→ x∗(sgn(a1), sgn(a2), ...) = s ∈ R. Pero

x∗n(sgn(a1), sgn(a2), ...) = a1·sgn(a1)+a2·sgn(a2)+· · ·+an·sgn(an) = |a1|+|a2|+· · ·+|an|.

Entonces |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an| → s y la serie
∑∞

n=1 an converge absolutamente,

es decir (an)n≥1 ∈ l1.

Rećıprocamente, suponga que
∑∞

n=1 an converge absolutamente. Sea x∗ : l∞ →

R, definida por x∗(x1, x2, ...) =
∑∞

n=1 anxn, entonces

∞∑
n=1

|anxn| ≤ sup
n∈N
|xn|

∞∑
n=1

|an| ≤ +∞.

Por lo tanto x∗ es bien definida, lineal y continua. Entonces, x∗n → x∗ débil* si y solo

si x∗n(x1, x2, ...)→ x∗(x1, x2, ...) para todo (x1, x2, ...) ∈ l∞ si y solo si
∑n

k=1 akxk →∑∞
k=1 akxk, esto último se tiene puesto que la serie

∑∞
k=1 akxk converge.

2.5. Compacidad en las topoloǵıas débil y débil∗

Hasta aqúı hemos estudiado conjuntos débilmente acotados, débilmente cerrados

y convexos. ¿Qué pasará con los conjuntos débilmente compactos? Supongamos que

K es un subconjunto débilmente compacto de un espacio vectorial normado X.

Entonces K es débilmente cerrado y por tanto cerrado en norma. Por otro lado,

como todo x∗ ∈ X∗ es débilmente continuo entonces x∗(K) es compacto y por

tanto acotado en R. Aśı, del Teorema 2.7 se sigue que K es acotado. Luego, hemos

demostrado que todo conjunto débilmente compacto es cerrado y acotado en norma.

Ahora, veamos un ejemplo para mostrar que el rećıproco es falso.
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Ejemplo 2.13 Sea c0 el espacio vectorial normado de todas las sucesiones escalares

que convergen a 0. La bola unitaria Bc0 ⊆ c0 es cerrada y acotada en norma pero

no es débilmente compacta.

Solución. Obviamente Bc0 es cerrado y acotado en norma. Supongamos que Bc0 es

débilmente compacto. Consideremos la sucesión (σn)n∈N ⊆ Bc0 definida por σn =

e1+e2+· · ·+en para todo n ∈ N donde (en)n∈N es la base estándar de c0. Como Bc0 es

débilmente compacto hay una subred (σϕ(δ))δ∈A de (σn)n∈N y σ ∈ Bc0 tal que σϕ(δ) →

σ débilmente. Entonces, para cualquier n ∈ N tenemos que Pn(σϕ(δ))→ Pn(σ) donde

Pn ∈ c∗0 y Pn(x1, x2, ..., xn, ...) = xn. Por la definición de subred ϕ : A → N tiene la

siguiente propiedad, ∀n ∈ N, ∃δ0 ∈ A tal que ϕ(δ) ≥ n, ∀δ ≥ δ0. Entonces, ∀n ∈ N,

∃δ0 ∈ A tal que Pn(σϕ(δ)) = 1, ∀δ ≥ δ0. Tomando el ĺımite con respecto a δ ∈ A,

δ ≥ δ0 obtenemos que Pn(σ) = 1, ∀n ∈ N. Por tanto, σ = (1, 1, , ...). Aśı, σ /∈ c0, lo

cual es una contradicción.

Ejemplo 2.14 Sea l1 el espacio vectorial normado de todas las sucesiones (xn)n∈N ⊆

R tales que
∑∞

n=1 |xn| <∞. Entonces la bola unitaria Bl1 ⊆ l1 es cerrada y acotada

en norma pero no es débilmente compacta.

Solución. Supongamos queBl1 es débilmente compacto. Considere la base estándar

(en)n∈N, en ∈ Bl1 , ∀n ∈ N. Demostremos que en → 0 débilmente. Supongamos por

contradicción que en 9 0 débilmente. Existe k ∈ N, ε > 0 y x∗1, ..., x
∗
k ∈ l∗1 tales

que para todo n ∈ N hay un kn ∈ N con kn ≥ n tal que ekn /∈ W (0;x∗1, ..., x
∗
k; ε).

Como (ekn)n∈N ∈ Bl1 y Bl1 es débilmente compacto existe una subred (eϕ(δ))δ∈A de

(ekn)n∈N y e ∈ Bl1 tal que eϕ(δ) → e débil. Entonces, para cualquier λ ∈ c0 ⊆ l∞ = l∗1

donde λ = (λ1, λ2, ...) tenemos λϕ(δ) → 0. Luego λ(e) = 0 para todo λ ∈ c0, to-

mando λ = en elemento de c0 obtenemos que e = 0. Por tanto, ∀δ ∈ A tenemos

que eϕ(δ) /∈ W (0;x∗1, ..., x
∗
2; ε) y eϕ(δ) → 0 débilmente lo que es una contradicción.

Luego, por el teorema de Mazur obtenemos una sucesión (σn)n∈N de combinacio-

nes convexas de (en)n∈N tal que σn → 0 en la topoloǵıa de la norma de l1. Pero

||σn||1 = 1, ∀n ∈ N y obtenemos una contradicción.

Ejemplo 2.15 Sea (en)n≥1 una sucesión de vectores unitarios en c0 y (e∗n)n≥1 la

sucesión de vectores unitarios de l1. Entonces, {e∗n}n≥1 es biortogonal a {en}n≥1 es
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decir

e∗n(em) =

{
0, si n 6= m;

1, si n = m.

Para cada n ∈ N, sea sn = e1 + e2 + · · · + en. El conjunto {sn}n∈N es un conjunto

acotado pues ||sn|| = 1 para cada n ∈ N. Veamos que el conjunto es débilmente

cerrado pero no es débilmente compacto.

Solución. Sea x0 =
∑∞

n=1 anen ∈ c0 − {sn}n∈N. Entonces se satisface uno de los

siguientes tres casos

1. x0 = 0.

2. Existe i0 tal que ai0 6= 0, 1.

3. Existe i0 tal que ai0 = 0 y ai0+1 = 1.

En el primer caso, sea W = {x ∈ c0 : |e∗1(x)| < 1}, en el segundo caso sea W =

{x ∈ c0 : |e∗i0(x0 − x)| < mı́n{|ai0 |, |1 − ai0|}} y en tercero sea W = {x ∈ c0 :

|(e∗i0 − e
∗
i0+1)(x0 − x)| < 1}. Es claro que en cualquiera de los casos la vecindad W

de x0 está contenida en c0 − {sn}n∈N de modo que {sn}n∈N es débilmente cerrado.

Pero si Vn = {x ∈ c0 : |(e∗n− e∗n+1)(sn− x)| < 1}. Entonces Vn es una vecindad débil

de sn y {Vn}n≥1 es una cubierta de {sn}n≥1. Sin embargo, sm /∈ Vn si m 6= n. Y por

tanto, no puede tener una subcobertura finita.

Nota 14. Considere X un espacio vectorial normado. Por lo mencionado en el

Ejemplo 2.2 tenemos que RX es la colección de todas las funciones f : X →⋃
x∈X Rx = R tal que f(x) = α ∈ Rx = R, consecuentemente X∗ ⊆ RX =

∏
x∈X R.

Además, del Ejemplo 2.2 tenemos también que la topoloǵıa producto es topoloǵıa

menos fina que hace continua las proyecciones Px(f) = f(x). Entonces, restrin-

giendo la topoloǵıa producto al conjunto X∗, tenemos que la topoloǵıa producto es

la topoloǵıa menos fina en X∗ que hace continua todas la funciones Px tales que

Px(x
∗) = x∗(x). Ahora, dado que la topoloǵıa débil∗ es la topoloǵıa menos fina sobre

X∗ que hace continuas todas las funciones fx : X∗ → R teles que fx(x
∗) = x∗(x),

tenemos que, necesariamente la topoloǵıa débil∗ y la topoloǵıa producto de RX res-

tricta a X∗ deben ser equivalentes.
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Ahora centraremos nuestra atención en la topoloǵıa débil∗. El primer resultado

que se mostrará es una de las propiedades más importantes de dicha topoloǵıa, pues-

to que contrario a lo que sucede en la topoloǵıa débil, los subconjuntos conjuntos

cerrados y acotados en X∗ con la topoloǵıa de la norma siempre son débil∗ compac-

tos. Este resultado fue descubierto por Banach en 1932 para espacios separables y

fue generalizado por Alaoglu en 1940.

Teorema 2.19 (Banach-Alaoglu) Para todo espacio normado X, la bola BX∗ es

débil∗ compacto y por tanto todo subconjunto débil∗ cerrado y acotado de X∗ es débil∗

compacto.

Demostración. Dado x∗ ∈ BX∗ , para todo x ∈ BX se tiene que |x∗(x)| ≤ ||x∗||·||x|| ≤

1. Por tanto, para cada x∗ ∈ BX∗ se tiene que x∗(BX) ⊆ D donde D = {λ ∈ R : |λ| ≤

1}. Sea Γ =
∏

x∈BX
D = DBX con la topoloǵıa producto. Como D es compacto, del

teorema de Tychonoff sigue que Γ es compacto. Definimos F : BX∗ → DBX mediante

F (x∗)(x) = x∗(x) para cada x ∈ BX . Con esto lo que queremos decir, es que F (x∗)

es aquel elemento de Γ cuya coordenada x es precisamente x∗(x). Consideremos en

BX∗ la restricción de la topoloǵıa débil∗. Demostremos que F es un homeomorfismo

sobre su imagen y que la imagen de BX∗ es cerrado en DBX y como este es compacto

tendremos el resultado deseado.

Primero veamos que F es inyectiva. Supongamos que F (x∗1) = F (x∗2) esto es,

x∗1(x) = x∗2(x) para toda x ∈ BX lo que implica x∗1 = x∗2. Sean x∗0 ∈ BX∗ y V =⋂n
i=1{x∗ ∈ BX∗ : |x∗0(xi)− x∗(xi)| < ε} una vecindad débil∗ de x∗0 en BX∗ . Como

|〈x∗0, xi〉 − 〈x∗, xi〉| = |〈F (x∗0), xi〉 − 〈F (x∗), xi〉|.

Es claro que F (V ) =
⋂n
i=1{F (x∗) : x∗ ∈ BX∗ y |〈F (x∗0), xi〉−〈F (x∗), xi〉| < ε} y este

conjunto es abierto en F (BX∗)∩DBX . De aqúı se sigue que F es un homeomorfismo.

Probemos ahora que F (BX∗) es un conjunto cerrado en DBX y por tanto compacto;

sea f0 ∈ F (BX∗) ⊂ DBX , entonces |f0x| ≤ 1 para todo x ∈ BX . Sean f̃0 : X → R y

F̃ : BX∗ → X∗ dadas por f̃0(0) = 0, y si x 6= 0, f̃0(x) = ||x||f0

(
x
||x||

)
y F̃ (x∗)(x) =

x∗(x) para todo x ∈ X. Demostremos que f̃0 es lineal. En efecto, sean x1, x2 ∈ X;

λ1, λ2 ∈ R y ε > 0. Como f0 ∈ F (BX∗), para cualquier vecindad débil∗ de f0 se

satisfacen las siguientes desigualdades:
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1. Si x1 6= 0, W (f0; x1

||x1|| ;
ε
||x1||) ∩ F (BX∗) 6= ∅ entonces existe un x∗ ∈ BX∗ con

F (x∗) ∈ W (f0; x1

||x1|| ;
ε
||x1||) y aśı

∣∣∣∣Fx∗( x1

||x1||

)
− f0

(
x1

||x1||

)∣∣∣∣ < ε

||x1||
,

esto es

||x1|| ·
∣∣∣∣Fx∗( x1

||x1||

)
− f0

(
x1

||x1||

)∣∣∣∣ < ε.

Aśı

|〈F̃ (x∗), x1〉 − f̃0(x1)| < ε.

2. Si x2 6= 0, W (f0; x2

||x2|| ;
ε
||x2||)∩ F (BX∗) 6= ∅ y por tanto existe x∗ ∈ BX∗ tal que

F (x∗) ∈ W (f0; x2

||x2|| ;
ε
||x2||) y aśı∣∣∣∣Fx∗( x2

||x2||

)
− f0

(
x2

||x2||

)∣∣∣∣ < ε

||x2||
,

entonces

||x2|| ·
∣∣∣∣Fx∗( x2

||x2||

)
− f0

(
x2

||x2||

)∣∣∣∣ < ε.

Aśı

|〈F̃ (x∗), x2〉 − f̃0(x2)| < ε.

3. Si λ1x1 + λ2x2 6= 0 entonces existe un x∗ ∈ BX∗ tal que

F (x∗) ∈ W (f0; λ1x1+λ2x2

||λ1x1+λ2x2|| ;
ε

||λ1x1+λ2x2||). Luego∣∣∣∣Fx∗( λ1x1 + λ2x2

||λ1x1 + λ2x2||

)
− f0

(
λ1x1 + λ2x2

||λ1x1 + λ2x2||

)∣∣∣∣ < ε

||λ1x1 + λ2x2||
,

entonces

||λ1x1 + λ2x2|| ·
∣∣∣∣Fx∗( λ1x1 + λ2x2

||λ1x1 + λ2x2||

)
− f0

(
λ1x1 + λ2x2

||λ1x1 + λ2x2||

)∣∣∣∣ < ε.

Aśı

|F̃ x∗(λ1x1 + λ2x2)− f̃0(λ1x1 + λ2x2)| < ε.

66



Por tanto,

|f̃0(λ1x1 + λ2x2)− λ1f̃0(x1)− λ2f̃0(x2)|

= |f̃0(λ1x1 + λ2x2)− F̃ x∗(λ1x1 + λ2x2) + F̃ x∗(λ1x1 + λ2x2)− λ1f̃0(x1)− λ2f̃0(x2)|

≤ |f̃0(λ1x1 + λ2x2)− F̃ x∗(λ1x1 + λ2x2)|+

|F̃ x∗(λ1x1) + F̃ x∗(λ2x2)− λ1f̃0(x1)− λ2f̃0(x2)|

≤ ε+ |λ1〈F̃ (x∗), x1〉 − λ1f̃0(x1)|+ |λ2〈F̃ (x∗), x2〉 − λ2f̃0(x2)|

≤ ε+ |λ1| · |〈F̃ (x∗), x1〉 − f̃0(x1)|+ |λ2| · |〈F̃ (x∗), x2〉 − f̃0(x2)|

≤ ε+ |λ1|ε+ |λ2|ε

= (1 + |λ1|+ |λ2|)ε

Para todo ε > 0. De modo que f̃0 es lineal. Además para cada x ∈ BX F (f̃0) =

f̃0(x) = ||x||f0

(
x
||x||

)
= f0

(
||x||x
||x||

)
= f0(x). Aśı f0 = F (f̃0), esto es f0 ∈ F (BX∗).

Luego F (BX∗)
débil∗

⊆ F (BX∗) por tanto F (BX) es un conjunto cerrado en DBX ,

sigue que F (BX) es compacto. Como F es un homeomorfismo de BX∗ sobre su

imagen BX∗ es compacto. �

Como consecuencia inmediata del teorema de Alaoglu, podemos ver que un

subespacio del espacio de Banach de funciones continuas sobre un espacio de Haus-

dorff compacto es la forma más general de espacio de Banach.

Teorema 2.20 Cada espacio de Banach X es isométricamente isomorfo a un subes-

pacio lineal cerrado de un espacio C(K) donde K es un espacio de Hausdorff com-

pacto.

Demostración. Suponga que X es un espacio de Banach. Por el teorema de

Banach-Alaoglu, BX∗ es compacto en la topoloǵıa débil∗. Para cada x ∈ X, sea fx

la restricción de Jx ∈ X∗∗ a K = BX∗ . Como la topoloǵıa débil∗ es la menos fina

en que cada Jx es continua entonces fx pertenece a C(K). Defina T : X → C(BX∗)

por T (x) = fx = Jx|K .

Entonces T es claramente lineal y para cada x ∈ X tenemos

||Tx|| = ||Jx||X∗∗ = sup
x∗∈BX∗

|Jx(x∗)| = sup
x∗∈BX∗

|x∗(x)| = ||x||.
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Por tanto T es una isometŕıa lineal inyectiva. Ahora, veamos que la imagen es cerrada

en C(BX∗). En efecto, sea (xn)n≥1 en X tal que Txn → y. Como Txn → y entonces

(Txn) es de Cauchy en C(BX∗) y dado que T es una isometŕıa sigue que (xn)n≥1

es de Cauchy en X, y como X es de Banach existe un x ∈ X tal que xn → x. Aśı

Txn → Tx y por tanto y = Tx. Aśı T (X) es cerrado en C(BX∗) y por tanto T es

un isomorfismo isométrico sobre su imagen. �

Sabemos que el embedimiento natural (inyección canónica) J : X → X∗∗ es

una isométria, y por tanto env́ıa conjuntos cerrados (en norma) de X a conjuntos

cerrados de X∗∗. En particular J(BX) es cerrado en X∗∗ y no puede ser denso en

X∗∗ a menos que X sea reflexivo. Sin embargo, si la topoloǵıa de la norma en X∗∗

es reemplazada por su topoloǵıa débil∗ la sustitución es bastante diferente como lo

muestra el siguiente teorema.

Teorema 2.21 (Goldstine) Para cada espacio vectorial normado X, el conjunto

J(BX) es débil* denso en BX∗∗.

Demostración. Inicialmente veamos que J(BX)
débil∗

⊆ BX∗∗ . Como J es una

isométria, ||Jx|| = ||x||, aśı, si f ∈ J(BX) entonces f = Jx para algún x ∈ BX y

por tanto ||f || = ||Jx|| ≤ ||x|| ≤ 1. Aśı ||f || ≤ 1 lo que implica que f ∈ BX∗∗ , más

aún, tenemos que J(BX) ⊆ BX∗∗ . Ahora, por el Teorema 2.19 tenemos que BX∗∗ es

cerrado con la topoloǵıa débil∗. Luego J(BX)
débil∗

⊆ BX∗∗ .

Ahora, debemos mostrar que BX∗∗ ⊆ J(BX). Suponga que existe un x∗∗ ∈ BX∗∗

tal que x∗∗ /∈ J(BX). Como J(BX) es convexo y cerrado por el teorema de separación

existe un funcional f continuo sobre X∗∗ y constantes C, ε > 0 tal que f(J(BX)) ≤

C y f(x∗∗) ≥ C + ε. Por el Teorema 2.17 existe un x∗ ∈ X∗ tal que f = Jx∗ y

f(x∗∗) = Jx∗(x∗∗) = x∗∗(x∗) para cada x∗∗ ∈ X∗∗. (2.4)

Como J(BX) ⊆ J(BX) sigue de (2.4) que f(Jx) = Jx∗(Jx) = Jx(x∗) = x∗(x) ≤ C

para todo x ∈ BX . Pero si x ∈ BX entonces αx ∈ BX para |α| ≤ 1 y por tanto

|x∗(x)| ≤ C para x ∈ BX . Aśı ||x∗|| ≤ C y |f(x∗∗)| = |x∗∗(x∗)| ≤ C||x∗∗|| ≤ C. Lo

que contradice que f(x∗∗) ≥ C + ε. Por tanto J(BX) = BX∗∗ . �

Corolario 2.5 Sea X un espacio vectorial normado. Entonces, el conjunto J(X)

es débil∗ denso en X∗∗.
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Demostración. La clausura débil∗ de J(X) es un subespacio de X∗∗ que por el teo-

rema anterior contiene a BX∗∗ y por tanto cada punto de X∗∗. Luego J(X)
σ(X∗∗,X∗)

=

X∗∗. �

Uno de los métodos usados en matemáticas para lograr obtener algunos resul-

tados o teoremas interesantes, es restringir un teorema a conjuntos o espacios que

tienen ciertas caracteŕısticas especiales. Como ya lo hab́ıamos mencionado antes en

general cuando hablamos de la topoloǵıa débil no todo conjunto cerrado y acotado es

compacto, sin embargo, en espacios de Banach reflexivos tenemos algunos resultados

interesantes.

La intención ahora es demostrar que en un espacio Banach reflexivo la bola uni-

taria es débilmente compacta, antes de ver este hecho veamos el siguiente resultado.

Teorema 2.22 Sea X un espacio vectorial normado. Si X es reflexivo entonces

J(BX) = BX∗∗.

Demostración. En efecto, del Teorema 2.21 concluimos que J(BX) ⊆ BX∗∗ .

Rećıprocamente, sea f ∈ BX∗∗ . Como X es reflexivo existe x ∈ X tal que f = J(x).

Luego ||x|| = ||J(x)||| = ||f || ≤ 1, aśı, x ∈ BX . Entonces f ∈ J(BX). De ello que

BX∗∗ ⊆ J(BX). �

Teorema 2.23 Sea X un espacio de Banach. Entonces, X es reflexivo si y solo si

la bola unitaria es compacta en la topoloǵıa débil.

Demostración. Suponga que X es un espacio de Banach reflexivo y sea J : X →

X∗∗ la isometŕıa natural. Entonces J y J−1 son isometŕıas. Como X es reflexivo

entonces del Teorema 2.22 tenemos que J(BX) = BX∗∗ . Ahora, por el Teorema

2.18 tenemos que J : (X, débil) → (X∗∗, débil∗) es un homeomorfismo, y por el

teorema de Banach-Alaoglu BX∗∗ es débil∗ compacto. Por tanto J−1(BX∗∗) = BX es

débilmente compacto.

Rećıprocamente, suponga que BX es compacto en la topoloǵıa débil. Como J es

un homeomorfismo J(BX) es compacto en la topoloǵıa débil∗ y por tanto es débil∗

cerrado. Además, J(BX) es débil∗ denso en BX∗∗ , esto es BX∗∗ = J(BX). Luego

J(BX) = BX∗∗ y J(X) = X∗∗. Luego X es reflexivo. �

69



Corolario 2.6 Un espacio de Banach X es reflexivo si y solo si cada subconjunto

A ⊆ X débilmente cerrado y acotado es débilmente compacto.

Demostración. Suponga que X es reflexivo y A ⊆ X es débilmente cerrado y

acotado. Entonces existe un m ∈ R+ tal que A ⊆ mBX . Por el teorema anterior

mBX es débilmente compacto (ya que X es reflexivo). Como A es débilmente cerrado

entonces A es débilmente compacto.

Rećıprocamente. BX es débilmente cerrado y acotado puesto que BX es convexo,

cerrado y acotado en norma, por hipótesis BX es débilmente compacto. Entonces

por el Teorema 2.23 tenemos que X es reflexivo. �

Teorema 2.24 Sea X un espacio de Banach. Entonces son equivalentes

1. X es reflexivo;

2. BX es σ(X,X∗) compacto (BX es débilmente compacto);

3. σ(X∗, X) = σ(X∗, X∗∗) (topoloǵıa débil∗ de X∗=topoloǵıa débil de X∗ );

4. X∗ es reflexivo.

Demostración. (1)⇔ (2) ya se demostró.

(2)⇒ (3). Si BX es débilmente compacto entonces X es reflexivo y por tanto la

topoloǵıa débil sobre X∗ en el que todo elemento de X∗∗ es continuo es igual a la

topoloǵıa débil en X∗ en el que cada J(x) es continuo, esta es la topoloǵıa débil∗ de

X∗. Luego σ(X∗, X) = σ(X∗, X∗∗).

(3)⇒ (4). Supongamos que σ(X∗, X) = σ(X∗, X∗∗). Por el teorema de Banach-

Alaoglu BX∗ es débil∗ compacto y como σ(X∗, X) = σ(X∗, X∗∗) entonces BX∗ es

σ(X∗, X∗∗) compacto y aplicando el corolario a X∗ obtenemos que X∗ es reflexivo.

(4)⇒ (1). Suponga que X∗ es reflexivo. Entonces X∗∗∗ es isométrico a X∗. Como

J(BX) es cerrado y convexo con la norma en X∗∗ entonces J(BX) es débilmente

cerrado en X∗∗. Esto es, J(BX)
σ(X∗∗,X∗∗∗)

= J(BX). Como X∗ es reflexivo entonces

J(BX)
σ(X∗∗,X∗)

= J(BX), es decir J(BX) es débil∗ cerrado en X∗∗ y por el teorema

de Goldstein J(BX) es débil∗ denso en BX∗∗ . Aśı J(BX) = BX∗∗ y X es reflexivo. �
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Corolario 2.7 Si Y es un subespacio cerrado de un espacio de Banach reflexivo,

entonces Y es reflexivo.

Demostración. Como X es reflexivo, entonces BX es débilmente compacto y

como BY = BX ∩ Y es un subconjunto débilmente cerrado del conjunto débilmente

compacto BX sigue que BY es débilmente compacto. Luego Y es reflexivo. �

Nota 15. Finalizamos esta sección estudiando la conexión entre los espacios re-

flexivos y separables. Este estudio nos ayudará a entender la próxima sección de

metrizabilidad de las topoloǵıas débil y débil∗.

Un espacio vectorial normado es llamado separable si éste tiene un subconjunto

denso que sea numerable. En otras palabras, X es separable si existe una sucesión,

(xk)k∈N, en X tal que para cada x ∈ X y cada ε > 0 hay un xk que satisface

||x− xk|| < ε.

Teorema 2.25 Sea X un espacio vectorial normado. Si X∗ es separable, entonces

X es separable.

Demostración. Sea (x∗n)n≥1 un subconjunto denso en X∗. Para cada n ∈ N existe

un xn ∈ X tal que ||xn|| = 1 y |x∗n(xn)| ≥ ||x∗n||
2
. Sea M = [{xn}] la clausura del

conjunto de combinaciones lineales de los xn. Si M 6= X, existe x0 ∈ X tal que

x0 /∈ M . Por el teorema de Hahn-Banach existe un x∗0 ∈ X∗ tal que x∗0(M) = 0,

||x∗0|| = 1 y x∗0(x0) 6= 0. En particular x∗0(xn) = 0 para n = 1, 2, ... Aśı,

||x∗n||
2

≤ |x∗n(xn)|

= |x∗n(xn)− x∗0(xn)|

≤ ||x∗n − x∗0|| · ||xn||

= ||x∗n − x∗0|| ∀n ∈ N.

Entonces 1 = ||x∗0|| ≤ ||x∗n − x∗0|| + ||x∗n|| ≤ 3||x∗n − x∗0||, ∀n ∈ N demostrando

que ninguno de los x∗n puede estar más próximo de una distancia de 1
3

de x∗0. Esto

contradice el hecho que {x∗n}n≥1 es denso en X∗. Como M es separable, entonces X

es separable (note que las combinaciones lineales finitas de los {xn} con coeficientes

racionales es denso en M y numerable). �

71



Teorema 2.26 Sea X un espacio vectorial normado. Entonces, X es separable y

reflexivo si y solo si X∗ separable y reflexivo.

Demostración. Supongamos que X es separable y reflexivo. Sea (xk)k≥1 una

sucesión densa en X y sea x∗∗ un elemento de X∗∗. Como X es reflexivo existe un

x ∈ X tal que Jx = x∗∗. Además, para cada ε > 0 existe un xk tal que ||xk−x|| < ε.

Aśı, ||Jxk−Jx|| = ||xk−x|| < ε luego ||Jxk−x∗∗|| < ε. Aśı X∗∗ es separable. Por el

teorema anterior concluimos que X∗ es separable. Además, el Teorema 2.24 muestra

que X∗ es reflexivo.

El rećıproco es inmediato por el Teorema 2.25 y el Teorema 2.24. �

Nota 16. En general si X es solo separable (no es reflexivo) no implica que X∗

sea separable como lo muestra X = l1 con X∗ = l∞, en donde este último no es

separable.

Nota 17. Sabemos que una sucesión débil∗ convergente siempre es acotada. En

espacios separables tenemos un rećıproco para esto.

Teorema 2.27 Si X es separable entonces cada sucesión acotada en X∗ tiene una

subsucesión débil∗ convergente.

Demostración. Sea (x∗n)n≥1 una sucesión acotada en X∗ y (ak)k≥1 una sucesión

densa en X. Entonces, (x∗n(a1))n≥1 es una sucesión acotada de números reales, lue-

go existe una subsucesión {x∗n1
(a1)} convergente, esto es ĺımn1→∞ x

∗
n1

(a1) existe.

Igualmente, hay una subsucesión {x∗n2
} de {x∗n1

} tal que {x∗n2
(a2)} converge. Induc-

tivamente, existe una subsucesión {x∗nk
} de {x∗nk−1

} tal que x∗nk
(ak) converge. Defina

z∗m = x∗nm
entonces {z∗m} es una subsucesión de {x∗n} y z∗m(ak) converge para cada

ak. Sea x ∈ X y ε > 0. Por la densidad de (ak)k≥1 existe un ak tal que ||x−ak|| < ε
3c

donde c es tal que ||x∗n|| ≤ c para todo n ∈ N. Aśı,

|z∗m(x)− z∗p(x)| ≤ |z∗m(x)− z∗m(ak)|+ |z∗m(ak)− z∗p(ak)|+ |z∗p(ak)− z∗p(x)|

<
2ε

3
+ |z∗m(ak)− z∗p(ak)|

y tomando m y p grandes tal que |z∗m(ak)− z∗p(ak)| < ε/3, tenemos que (z∗m(x))m≥1

es una sucesión de Cauchy en R y por tanto convergente para cada x ∈ X. Defina
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F : X → R por F (x) = ĺımm→∞ z
∗
m(x). Claramente F es lineal, acotado y z∗m → F

en la topoloǵıa débil∗. Lo cual demuestra el resultado deseado. �

Ejemplo 2.16 La condición de separabilidad del teorema anterior no se puede

omitir. Para ver esto, considere l∞ que no es separable. Veamos que Bl∗∞ no es

débil∗ secuencialmente compacto. Sea fn ∈ l∗∞ deforma tal que fnx = xn para todo

x = (xn)n∈N ∈ l∞. Entonces, |fnx| ≤ ||x||∞ para todo x ∈ l∞, si {ei}∞i=1 es la suce-

sión de vectores unitarios en l∞, ||en||∞ = 1 y |fn(en)| = 1 por tanto ||fn|| = 1 para

todo n ∈ N, entonces fn ∈ Bl∗∞ .

Supongamos que existe una subsucesión {fσ(k)}k∈N ⊆ {fn}n∈N tal que {fσ(k)}k∈N
tenga un ĺımite débil∗, entonces la subsucesión {fσ(k)(x)}k∈N converge en R para

todo x ∈ Bl∞ . Definamos

xn :=

(−1)k si n = σ(k),

0 si n 6= σ(k).

Claramente xn ∈ Bl∞ y note que {fσ(k)}k∈N(xn) = (−1)k para todo n ∈ N. Esto

contradice el hecho de que {fσ(k)(x)}k∈N converge en R para todo x ∈ Bl∞ . Por

tanto {fσ(k)}k∈N no tiene un ĺımite débil∗. Dado que la subsucesión es arbitraria

concluimos que {fn} no tiene una subsucesión convergente.

Teorema 2.28 Sea X un espacio vectorial normado. Si X es reflexivo, entonces

cada sucesión acotada tiene una subsucesión débilmente convergente.

Demostración. Suponga que X es reflexivo y sea (xn)n∈N una sucesión acotada

en X. Sea M = [{xn}] la clausura del conjunto de combinaciones lineales de los

xn. Como observamos antes, M es separable, además, como éste es un subespacio

cerrado de un espacio reflexivo entonces M es reflexivo. Aśı, por el Teorema 2.26

tenemos que M∗ es separable y reflexivo. Ahora {Jxn}n≥1 es una sucesión acotada

en M∗∗. Entonces, por el Teorema 2.27 existe una subsucesión (también denotada

por {Jxn}) que es convergente en la topoloǵıa débil∗. Esto es lo mismo que decir que

x∗(xn) converge para cada x∗ ∈ M∗. Ahora, sea x∗ un elemento cualquiera de X∗.

Entonces, la restricción x∗M de X∗ a M esta en M∗. Aśı, x∗(xn) = x∗M(xn) converge.

Esto significa que {xn} converge débilmente y la demostración queda completa. �
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2.6. Metrizabilidad de las topoloǵıas débiles

Recordemos que una topoloǵıa sobre un conjunto X es metrizable si existe una

métrica en X que induce dicha topoloǵıa y que las topoloǵıas inducidas por métricas

satisfacen el primer axioma de numerabilidad, es decir, todo punto en X tiene una

base local numerable. Primero demostramos que los únicos espacios normados cuya

topoloǵıa débil es metrizable son los de dimensión finita; esto nos da una diferencia

substancial entre las topoloǵıas débiles y la de la norma ya que todo espacio normado

es métrico.

Veamos primero un ejemplo propuesto por Von Neumann que muestra claramen-

te que la topoloǵıa débil no es metrizable en l2 (ni secuencial).

Ejemplo 2.17 Sea A ⊆ l2 definido por A = {em +men : 1 ≤ m < n <∞, m, n ∈

N}. Entonces 0 ∈ Aσ(l2,l∗2), pero no existe en A una sucesión que converja a 0 en la

topoloǵıa débil.

Solución. Sabemos que W (0;x∗1, ..., x
∗
n; ε) = {x ∈ l2 : |x∗i (x)| < ε, para i =

1, 2..., n} con n ∈ N, ε > 0 y x∗1, ..., x
∗
n ∈ l∗2 forman una base de vecindades débiles pa-

ra el origen. Con el fin de probar que 0 ∈ Aσ(l2,l∗2), veamos que A∩W (0;x∗1, ..., x
∗
n; ε) 6=

∅ para cada n ∈ N, ε > 0 y x∗1, ..., x
∗
n ∈ l∗2.

En efecto, por el teorema de representación de Riesz, existe (λik)k∈N ⊆ l2 con

i = 1, ..., n tal que

x∗i ((xk)k∈N) = 〈(xk)k∈N, (λik)k∈N〉, ∀(xk)k∈N ∈ l2.

Como ĺımk→∞ λ
i
k = 0 para i = 1, ..., n existe un mε ∈ N tal que

|λimε
| < ε

2
, para 1 ≤ i ≤ n.

Ahora

ĺım
k→∞

mελ
i
k = mε ĺım

k→∞
λik = 0 para i = 1, ..., n.

Luego, existe nε ∈ N tal que nε > mε con |mελ
i
nε
| < ε

2
para i = 1, ..., n. Aśı,

|x∗i (emε +mεenε)| = |λimε
+mελ

i
nε
|

≤ |λimε
|+ |mελ

i
nε
|

<
ε

2
+
ε

2
= ε,
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para i = 1, 2, ..., n, de ello que emε +mεenε ∈ A ∩W (0;x1∗, ..., x∗n; ε)

Ahora, supongamos que existe una sucesión (xk)k∈N ⊆ A tal que xk → 0 débil-

mente. Sea xk = emk
+mkenk

con 1 ≤ mk < nk <∞ para todo k ∈ N. Como xk → 0

débilmente, la sucesión (xk) es acotada y por tanto (mk)k∈N es acotada. Luego exis-

te una subsucesión convergente (mks)s∈N. Pero al ser subsucesión convergente de

números naturales debe existir un s0 y un n ∈ N tal que mks = n para todo s ≥ s0.

Entonces

〈en, xmks
〉 = 〈en, xks〉 = 〈en, emks

+mksenks
〉 = 1.

Una contradicción ya que 〈en, xmks
〉 → 0 cuando s→∞.

Teorema 2.29 Si dimX = n < +∞, entonces dimX∗ = n < +∞.

Demostración. Sean x1, x2, ..., xn una base de X. Entonces existen funcionales

lineales x∗1, ..., x
∗
n tal que

x∗j(xk) = δjk =

{
1; si j = k

0 si j 6= k.

Ahora veamos que {x∗1, x∗2, ..., x∗n} es una base de X∗. Primero, observemos que si

x ∈ X, entonces x =
∑n

k=1 αkxk con αi ∈ R ∀i = 1, .., n y por tanto x∗j(x) = αj

entonces

x =
n∑
k=1

x∗k(x)xk, ∀x ∈ X.

Aśı, si x∗ es cualquier funcional en X∗ entonces x∗(x) =
∑n

k=1 x
∗
k(x)x∗(xk), x ∈ X.

Sigue que

x∗ =
n∑
k=1

x∗(xk)x
∗
k.

Por tanto {x∗1, .., x∗n} generanX∗. Además si λ1, .., λn son escalares tal que
∑n

k=1 λkx
∗
k =

0 entones (
∑n

k=1 λkx
∗
k) (xj) = 0 para todo j = 1, ..., n. Luego

∑n
k=1 λkx

∗
k(xj) = 0

para todo j = 1, ..., n. Aśı λj · x∗j(xj) = 0, entonces λj = 0 para todo j = 1, ..., n.

Esto muestra que {x∗1, ..., x∗n} es linealmente independiente. Luego dimX∗ = n. �

Corolario 2.8 Sea X un espacio vectorial normado. Si dimX∗ < ∞, entonces

dimX <∞.
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Demostración. Suponga que dimX∗ <∞ y considere J : X → X∗∗ la isometŕıa

canónica. Por el Teorema 2.29, X∗∗ tiene dimensión finita y como JX es un subespa-

cio de X∗∗ entonces JX tiene dimensión finita. Como X es isomorfo a JX entonces

X tiene dimensión finita. �

Teorema 2.30 Sea X un espacio de Banach. Si la topoloǵıa débil en X es metri-

zable entonces X es de dimensión finita.

Demostración. Suponga que la topoloǵıa débil sobre X es metrizable. Entonces,

existe una métrica d sobre X. Entonces el conjunto {B(0, ε) : ε ∈ Q+−{0}} las bolas

de centro en 0 y radio ε con respecto a d forman una base de vecindades para 0 ∈ X

con respecto a la topoloǵıa débil. Aśı, para cada ε ∈ Q+ − {0} podemos encontrar

x∗1,ε, x
∗
2,ε, ..., x

∗
n(ε),ε ∈ X∗−{0} y un δε > 0 tal que W (0, x∗1,ε, ..., x

∗
n(ε),ε, δε) ⊆ B(0, ε).

El conjunto {x∗1,ε, ..., x∗n(ε),ε}ε∈Q+−{0} es numerable y consideremos este como una

sucesión {x∗n}n∈N ⊆ X∗. Para cada x∗ ∈ X∗ y δ > 0, el conjunto W (0, x∗, δ) = {x ∈

X : |x∗(x)| < δ} es una vecindad débil de 0 y por tanto existe un ε ∈ Q+ − {0} tal

que B(0, ε) ⊆ W (0, x∗, δ). Obtenemos que podemos encontrar {x∗k1
, x∗k2

, ..., x∗kn} ⊆

(x∗j)j∈N tal que W (0, x∗k1
, ..., x∗kn , δε) ⊆ B(0, ε) ⊆ W (0, x∗, δ).

Afirmamos que
⋂n
i=1 kerx∗ki ⊆ kerx∗.

En efecto, sea x ∈
⋂n
i=1 kerx∗ki , entonces x∗ki(αx) = 0 para todo i = 1, 2, ..., n,

para toda α ∈ N. Por tanto αx ∈ W (0, x∗k1
, ..., x∗kn , δε), obtenemos de ello que αx ∈

W (0, x∗, δ) para toda α ∈ N. Por tanto, |x∗(x)| < δ
α

para toda α ∈ N.

Aśı, pasando al ĺımite cuando α → ∞, tenemos que x∗(x) = 0, es decir x ∈

kerx∗. Esto prueba que,
⋂n
i=1 kerx∗ki ⊆ kerx∗ y por el Lema 2.2 tenemos que

x∗ ∈ Span{x∗k1
, x∗k2

, ..., x∗kn}. Si denotamos por Xn = Span{x∗k1
, x∗k2

, ..., x∗kn} pa-

ra toda n ∈ N, hemos demostrado que X∗ =
⋃
n∈NXn. Además, para cada n ∈ N el

subespacio Xn es cerrado y como X∗ es un espacio de Banach, aplicando el teorema

de Baire concluimos que existe un n0 ∈ N, un r > 0 y x∗0 tal que B(x∗0, r) ⊆ Xn0 .

Como Xn0 es un subespacio vectorial obtenemos Xn0 = X∗, es decir dimX∗ <∞ y

por el Corolario 2.8 tenemos que dimX <∞. �

Corolario 2.9 Si la topoloǵıa débil∗ en X∗ es metrizable entonces X∗ (y por tanto

X) es de dimensión finita.

76



Por otro lado, si X es separable, la restricción de la topoloǵıa débil∗ a conjuntos

acotados es metrizable más aún estos conjuntos son débil∗ separables.

Teorema 2.31 Sea X un espacio de Banach separable. Entonces BX∗ es metrizable

en la topoloǵıa débil∗ de X∗. Rećıprocamente, si BX∗ es metrizable en la topoloǵıa

débil ∗, entonces X es separable.

Demostración. Supongamos que X es un espacio normado separable y considere

un subconjunto denso (xn)n∈N ⊂ X − {0}. Definimos d : BX∗ ×BX∗ → R+ por

d(x∗, y∗) =
∞∑
n=1

|(x∗ − y∗)(xn)|
2n||xn||

, ∀x∗, y∗ ∈ BX∗ .

Demostremos que:

1. d : BX∗ ×BX∗ → R+ define una métrica sobre BX∗

2. La identidad I : (BX∗ , débil∗)→ (BX∗ , d) es un homeomorfismo.

3. La topoloǵıa débil∗ en BX∗ es metrizable.

1. Primero, observe que si x∗, y∗ ∈ BX∗ entonces

d(x∗, y∗) =
∞∑
n=1

|(x∗ − y∗)(xn)|
2n||xn||

≤
∞∑
n=1

||x∗ − y∗|| · |xn||
2n||xn||

= ||x∗ − y∗|| < +∞.

Por tanto d es bien definida. Considere ahora x∗, y∗ ∈ BX∗ tal que d(x∗, y∗) =

0. Entonces (x∗ − y∗)(xn) = 0 para todo n ∈ N y usando la continuidad de

x∗ e y∗ y la densidad de (xn)n∈N en X, obtenemos que (x∗ − y∗)(x) = 0 para

todo x ∈ X, es decir x∗ = y∗. Los otros axiomas para una métrica son fáciles

de verificar.

2. Considere la identidad I : (BX∗ , débil*)→ (BX∗ , d) y x∗0 ∈ BX∗ . Como primera

medida demostremos que I es continua en x∗0.

Sea ε > 0. Existe un N ∈ N tal que 1
2N−1 <

ε
2

y por tanto, existe r > 0 tal que

r
N∑
n=1

1

2n||xn||
<
ε

2
.

77



Consideremos V = W (x∗0;x1, · · · , xN ; r)∩BX∗ . Para cualquier x∗ ∈ V , tenemos

d(x∗, x∗0) =
N∑
n=1

|(x∗ − x∗0)(xn)|
2n||xn||

+
∞∑

n=N+1

|(x∗ − x∗0)(xn)|
2n||xn||

≤ r

N∑
n=1

1

2n||xn||
+

∞∑
n=N+1

||x∗ − x∗0|| · ||xn||
2n||xn||

≤ ε

2
+

∞∑
n=N+1

1

2n−1

=
ε

2
+

1

2N−1
< ε.

Por tanto I(V ) ⊆ Bd(x
∗
0, ε), es decir, I es continua en x∗0. Como I es biyectiva

(BX∗ , débil*) es un espacio topológico compacto y (BX∗ , d) es un espacio de

Hausdorff. Tenemos que I es un homeomorfismo.

3. De 1) y 2) se sigue que la topoloǵıa débil∗ en BX∗ es generada por d.

Rećıprocamente, suponga que BX∗ es metrizable en la topoloǵıa débil∗ de X∗.

Veamos que X es separable. Sea d la métrica compatible para la topoloǵıa débil∗ de

BX∗ .

Sea Un = {f ∈ BX∗ : d(f, 0) < 1
n
} un abierto, entonces para cada n ∈ N existe

una vecindad de 0 en la topoloǵıa débil∗ tal que Vn ⊆ Un. Podemos asumir que

Vn tiene la forma Vn = {f ∈ BX∗ : |f(x)| < εn para todo x ∈ Φn} con εn > 0 y

Φn un subconjunto finito de X. Defina D =
⋃∞
n=1 Φn. Entonces, D es numerable.

Afirmamos que D es denso en X. En efecto, suponga que f ∈ X∗ es tal que fx = 0

para todo x ∈ D. Entonces, f ∈ Vn para todo n ∈ N. Por tanto, f ∈ Un para todo

n ∈ N y aśı f = 0. Luego D es denso en X. Por tanto, X es separable. �

Teorema 2.32 Sea X un espacio de Banach. Entonces, (BX , débil) es metrizable

en la topoloǵıa débil si y solo si X∗ es separable.

Demostración. Supongamos que (BX , débil) es un espacio métrico. Sea d la métri-

ca que genera la topoloǵıa débil de BX . En cualquier espacio métrico tenemos

∞⋂
n=1

B

(
0,

1

n

)
= {0},
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donde B(0, 1
n
) es la bola de centro en 0 y de radio 1

n
con respecto a d. Para cada n ∈ N

existen x∗1,n, x
∗
2,n, ..., x

∗
kn,n

y εn > 0 tal que 0 ∈ W (0;x∗1,n, x
∗
2,n, ..., x

∗
kn,n

; εn) ∩ BX ⊆

B(0, 1
n
). Deducimos que hay una sucesión (x∗n)n∈N en X∗ y una sucesión (εn)n≥1 en

(0,+∞) tal que

{0} =
∞⋂
n=1

W (0;x∗n; εn) ∩BX .

Demostremos que Span{x∗n : n ∈ N} es denso en X∗ y X∗ es separable. Su-

pongamos por el contrario que Span{x∗n : n ∈ N}
||·||
6= X∗ y considere x∗0 ∈ X∗ −

Span{x∗n : n ∈ N}
||·||

. Entonces, obtenemos que δ = d(x∗0, Span{x∗n : n ∈ N}) > 0 y

por el Teorema 1.10 existe un x∗∗ ∈ X∗∗ con ||x∗∗|| = 1 tal que x∗∗(x∗n) = 0 para

todo n ∈ N y x∗∗(x∗0) = δ. Sea V = W (0;x∗0; δ
2
) ∩ BX , entonces V es una vecindad

de 0 en la topoloǵıa débil de BX . Como (BX , débil) es un espacio métrico existe

una bola abierta con centro en 0 (con respecto a la distancia en BX que genera la

topoloǵıa débil) contenida en V . Por lo visto inicialmente, encontramos un conjunto

finito A ⊆ N tal que
⋂
n∈AW (0;x∗n; εn) ∩BX ⊆ V . Como J(BX) ⊆ BX∗∗ es un con-

junto débil∗ denso en BX∗∗ (teorema de Goldstine), entonces, para cada x∗∗ ∈ BX∗∗

existe un x0 ∈ BX tal que Jx0 ∈
⋂
n∈AW (x∗∗;x∗n; εn). Por tanto,

|Jx0(x∗n)− x∗∗(x∗n)| < εn para cada n ∈ A.

Como x∗∗ se anula en Span{x∗n : n ∈ N} tenemos que

|Jx0(x∗n)| = |x∗n(x0)| < εn para todo n ∈ N.

Luego x0 ∈
⋂
n∈AW (0;x∗n; εn) y como x0 ∈ BX obtenemos que x0 ∈ V . Aśı,

|Jx0(x∗0)−x∗∗(x∗0)| < δ
2
, esto es, |x∗0(x0)−δ| < δ

2
de donde |x∗0(x0)| ≥ δ−|x∗0(x0)−δ| >

δ
2

es decir x0 /∈ V . Lo que da una contradicción. Por tanto X∗ es separable.

Rećıprocamente, supongamos que X∗ es separable. Por el Teorema 2.31 tenemos

que (BX∗∗ , débil∗) es metrizable en la topoloǵıa débil∗ de X∗∗. Sea d la métrica

que genera la topoloǵıa débil∗ sobre BX∗∗ . Para cada x, y ∈ BX consideremos la

métrica en BX definida por p(x, y) = d(Jx, Jy). Como d es una métrica sobre BX∗∗

obtenemos que p es una métrica en BX .

Ahora, J : (BX , p) → (J(BX), d) es un homeomorfismo puesto que J : X →

J(X) es biyectiva, y además, si x0 ∈ BX y Br(x0) es abierto en (BX , p) entonces

claramente por la definición de p, J(Br(x0)) es abierto en (J(BX), d).
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Por otro lado, del Teorema 2.18 tenemos que J : (BX , débil) → (J(BX), débil∗)

es un homeomorfismo. Aśı, tomando f : (BX , p)→ (BX , débil) definida por f(x) =

(J ◦ J−1)(x), donde J : (BX , p) → (JBX , d) y J−1 : (J(BX), débil∗) → (BX , débil)

tenemos que f : (BX , p) → (BX , débil) es un homeomorfismo (puesto que J y J−1

son homeomorfismos). Luego la topoloǵıa generada por p en BX es la topoloǵıa débil.

Por lo tanto, (BX , débil) es metrizable. �

Nota 18. Si X es un espacio de Banach tal que (BX , débil) es metrizable entonces

X∗ tiene un subconjunto denso total (recordemos, que subconjunto A ⊆ X∗ se llama

total si para cada x ∈ X con la propiedad que x∗(x) = 0, ∀x∗ ∈ A tenemos que

x = 0). En efecto, del teorema anterior se sigue que X∗ es separable, es decir, existe

un (x∗n)n∈N ⊆ X∗ un conjunto denso contable. Demostremos que A = {x∗n : n ∈

N} ⊆ X∗ es un conjunto total. Sea x ∈ X tal que x∗n(x) = 0 ∀n ∈ N. Entonces, para

cada Jx tenemos, Jx(x∗n) = x∗n(x) = 0 ∀n ∈ N. Usando la continuidad de Jx sobre

X∗ obtenemos que Jx = 0 en A, pero A = X∗ y por tanto Jx = 0, es decir x = 0.

Teorema 2.33 Sea X un espacio de Banach. Si X∗ tiene un conjunto total nume-

rable, entonces sobre cada subconjunto débilmente compacto de X la topoloǵıa débil

es metrizable.

Demostración. Sea A ⊆ X un conjunto débilmente compacto y (x∗n)n∈N ⊆ X∗ un

conjunto total. Defina d : A× A→ R por

d(x, y) =
∞∑
n=1

|x∗n(x− y)|
2n(||x∗n||+ 1)

.

Para cada x, y ∈ A
∞∑
n=1

|x∗n(x− y)|
2n(||x∗n||+ 1)

≤
∞∑
n=1

||x∗n|| · (||x||+ ||y||)
2n(||x∗n||+ 1)

≤ 2M
∞∑
n=1

1

2n
= 2M

donde M = supx∈A ||x|| < ∞. Note que M está bien definida pues A es acotado

en norma. Por tanto, d(x, y) ∈ R, ∀x, y ∈ A. Si d(x, y) = 0 entonces x∗n(x − y) =

0 ∀n ∈ N y usando que (x∗n)n∈N ⊆ X∗ es un conjunto total obtenemos que x− y = 0

esto es x = y.
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Los otros axiomas para una métrica son fáciles de verificar. De la misma forma

como se hizo en el teorema 2.31 obtenemos que la topoloǵıa débil sobre A es generada

por d. �
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3
Teorema de Eberlein-Šmulian

En el caṕıtulo anterior vimos que los subconjuntos débil∗ cerrados y acotados de

un espacio de Banach son compactos. Por otra parte, vimos que Bc0 y Bl1 (Ejemplos

2.13 y 2.14) son débilmente cerrados y acotados pero no son débilmente compac-

tos, de esto surge la siguiente pregunta ¿cuándo un subconjunto A de un espacio

de Banach es débilmente compacto? Recordemos que si el espacio de Banach X es

reflexivo entonces por el Teorema 2.23 tenemos que la bola unitaria BX es débil-

mente compacta, consecuentemente, los subconjuntos cerrados y acotados en un

espacio de Banach reflexivo son débilmente compactos. Ahora, observe que si K es

un subconjunto débilmente compacto en el espacio lineal normado X y x∗ ∈ X∗

entonces, dado que x∗ es débilmente continuo el conjunto x∗(K) es un subconjunto

compacto de escalares, de esto se sigue que x∗(K) es acotado para cada x∗ ∈ X∗.

Por el teorema de Banach-Steinhaus esto implica que K es acotado, y como K es

un subconjunto compacto de un espacio Hausdorff, K es débilmente cerrado. Aśı K

también es cerrado en norma. Por lo tanto los subconjuntos débilmente compactos

son cerrados y acotados en norma. De lo anterior tenemos que en la topoloǵıa débil

los espacios débilmente compactos son cerrados y acotados en norma, sin embargo

los subconjuntos cerrados y acotados en la topoloǵıa débil no son necesariamente

compactos.

Continuando con nuestro estudio de las topoloǵıas débiles encontramos que, aun-

que la topoloǵıa débil en los espacios de Banach de dimensión infinita no es metri-

zable (como lo demuestra el Ejemplo 2.17), con ayuda del teorema de Eberlein-
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Šmulian, se puede encontrar una equivalencia entre las tres clases de compacidad

para los subconjuntos de un espacio de Banach dotado con la topoloǵıa débil.

Antes de proceder a demostrar el teorema de Eberlein-Šmulian veamos unos

hechos importantes que nos serán de mucha ayuda para la demostración de este

teorema.

Nota 19. Observe que la convergencia débil y débil∗ coinciden con respecto a la

inyección canónica. En efecto, xn
débil→ x ⇔ x∗(xn) → x∗(x), ∀x∗ ∈ X∗ ⇔ Jxn

débil∗→

Jx.

Teorema 3.1 Si A es relativamente débilmente secuencialmente compacto, enton-

ces J(A) es relativamente débil∗ secuencialmente compacto.

Demostración. Sea (an) ⊂ J(A) una sucesión de elementos de J(A), por defi-

nición existe (xn)n∈N ⊂ A tal que an = J(xn) para toda n ∈ N. Dado que A es

relativamente débilmente secuencialmente compacto existen (xnk
)k∈N ⊆ A y x ∈ X

tales que xnk

débil→ x, esto es x∗(xnk
) → x∗(x) para todo x∗ ∈ X∗. Aśı, tomando

ank
= J(xnk

) y a = J(x) ∈ X∗∗ tenemos que ank
= J(xnk

)
débil∗→ J(x) = a, esto

es, (ank
) converge débilmente a a en J(X) ⊆ X∗∗. Por tanto J(A) es relativamente

débil∗ secuencialmente compacto. �

Teorema 3.2 Sea X un espacio vectorial normado, y A ⊆ X, entonces J(A) es

relativamente débil∗ compacto si y soló si A es relativamente débilmente compacto.

Demostración. Supongamos que J(A)
débil∗

es compacto, entonces el conjunto

J(A)
débil∗

∩ J(X) también es compacto en la topoloǵıa débil∗. Por el Corolario 2.4

del caṕıtulo anterior tenemos que J(A)
débil∗

∩ J(X) = J(Adébil), esto implica que

J(Adébil) es compacto en la topoloǵıa débil∗ de X∗∗. Como J : X → J(X) es un

homeomorfismo entre X y J(X) con las topoloǵıas débil y débil∗ respectivamente

tenemos que Adébil es compacto.

Rećıprocamente, si A es relativamente débilmente compacto entonces J(Adébil)

es un conjunto compacto para la topoloǵıa débil∗ y por tanto es débil∗ cerrado y

acotado luego, dado que J(A) ⊆ J(Adébil), tenemos que

J(A)
débil∗

⊆ J(Adébil)
débil∗

= J(Adébil). (3.1)
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Sigue que J(A)
débil∗

es cerrado y acotado en la topoloǵıa débil∗. Por tanto, del teo-

rema de Alaoglu concluimos que J(A)
débil∗

es compacto. �

Lema 3.1 Sea X un espacio vectorial normado. Un subconjunto A ⊆ X es relati-

vamente débilmente compacto si y soló si A es acotado y J(A)
débil∗

⊆ J(X).

Demostración. Claramente, si A es relativamente débilmente compacto enton-

ces, por (3.1) J(A)
débil∗

⊆ J(Adébil) ⊆ J(X). Ahora, dado que A es relativamente

débilmente compacto Adébil es acotado lo que implica que A también es acotado.

Rećıprocamente, suponga A es acotado y que J(A)
débil∗

⊆ J(X). Como A es

acotado J(A) es acotado, y aśı J(A)
débil∗

es acotado. Por el teorema de Alaoglu,

tenemos que J(A)
débil∗

es compacto en la topoloǵıa débil∗ y del teorema anterior

tenemos que A es relativamente débilmente compacto. �

Aśı, para mostrar que un conjunto acotado A es relativamente débilmente com-

pacto, la estrategia es ver si cada uno de los elementos de J(A)
débil∗

está en X.

Lema 3.2 Sea X un espacio vectorial normado. Si E es un subespacio de dimensión

finita de X∗∗, entonces existe un subconjunto finito E ′ de SX∗ tal que para cada x∗∗

en E tenemos
||x∗∗||

2
≤ máx{|x∗∗(x∗)| : x∗ ∈ E ′}.

Demostración. Como E es de dimensión finita entonces SE es un subconjunto

compacto en la norma de X∗∗, por tanto, existe una ε-red finita F = {x∗∗1 , ..., x∗∗n }

con ε = 1
4

de SE. Esto es SE ⊆
⋃n
i=1B(x∗∗i ,

1
4
). Sea E ′ = {x∗1, ..., x∗n} ⊆ SX∗ tal que

|x∗∗k (x∗k)| >
3

4
, para cada k ∈ {1, .., n}.

Entonces para cualquier x∗∗ ∈ SE, tenemos que

|x∗∗(x∗k)| = |x∗∗k (x∗k) + (x∗∗(x∗k)− x∗∗k (x∗k))|

≥ |x∗∗k (x∗k)| − |x∗∗(x∗k)− x∗∗k (x∗k)|

≥ 3

4
− ||x∗∗ − x∗∗k ||

≥ 3

4
− 1

4
=

1

2
.
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De lo anterior tenemos que, para cualquier x∗∗ ∈ SE
||x∗∗||

2
=

1

2
≤ |x∗∗(x∗k)| ≤ máx{|x∗∗(x∗i )| : x∗i ∈ E ′}

para una elección adecuada de k. Fácilmente este resultado se puede extender para

todo el subespacio E. �

Nota 20. Considere el espacio generado por una sucesión de elementos de X∗∗,

[x∗∗n ]. Suponga que para cada y∗∗ ∈ [x∗∗n ] se tiene que

||y∗∗||
2
≤ sup

m
|y∗∗(x∗m)|, donde (x∗m) ⊂ BX∗ . (3.2)

Veamos que (3.2) es válida para cada x∗∗ ∈ [x∗∗n ].

Sean x∗∗ ∈ [x∗∗n ] y ε > 0. Entonces existe y∗∗0 ∈ [x∗∗n ] tal que y∗∗0 ∈ B(x∗∗, ε
2
). Esto

es |x∗∗(f)− y∗∗0 (f)| < ε
2

para todo f ∈ BX∗ . Por (3.2), tenemos

||y∗∗0 ||
2
≤ sup

m
|y∗∗0 (x∗m)|.

Luego

|x∗∗(x∗m)| = |x∗∗(x∗m)− y∗∗0 (x∗m) + y∗∗0 (x∗m)|

≥ |y∗∗0 (x∗m)| − |x∗∗(x∗m)− y∗∗0 (x∗m)|

≥ |y∗∗0 (x∗m)| − ε

2
.

Aśı,

sup
m
|x∗∗(x∗m)| ≥ sup

m
|y∗∗0 (x∗m)| − ε

2

≥ ||y∗∗0 ||
2
− ε

2

≥ ||y∗∗0 − x∗∗ + x∗∗||
2

− ε

2

≥ ||x∗∗||
2
− ||y

∗∗
0 − x∗∗||

2
− ε

2

≥ ||x∗∗||
2
− ε

4
− ε

2

≥ ||x∗∗||
2
− 3ε

4
, ∀ε ≥ 0.

Como ε es arbitrario, tenemos para cada x∗∗ ∈ [x∗∗n ]

||x∗∗||
2
≤ sup

m
|x∗∗(x∗m)|.
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Otro resultado importante que será de gran ayuda para la demostración del

teorema de Eberlein-Šmulian es el hecho de que el espacio dual de un espacio de

Banach separable contiene un subconjunto total, aunque no se verá la demostración

para todo espacio separable en general, se mostrará un breve resultado para los

espacios generados por los elementos de un conjunto.

Lema 3.3 Sea X un espacio de Banach, y [an] el espacio generado por los elementos

an de X, existe {d∗n} en X∗ tal que {d∗n} es un subconjunto total de [an]∗.

Demostración. En efecto, Consideren {dn}n≥1 un subconjunto denso y numerable

en la esfera unitaria de [an] (Recuerde que el espacio generado por los elementos de

un conjunto numerable es un espacio separable) y {d∗n} en X∗ tal que d∗n(dm) = 1 si

n = m, y d∗n(dm) = 0 si n 6= m. Veamos que {d∗n} es total.

Sea x ∈ X tal que d∗n(x) = 0 para todo n ∈ N. Si x 6= 0, podemos suponer sin

perdida de generalidad que ||x|| = 1. Por la densidad de {dn}n≥1 existe un n0 ∈ N

tal que

||x− dn0 || <
1

2||d∗n0
||
.

Luego

1 = |d∗n0
(x)− d∗n0

(dn0)| = |d∗n0
(x− dn0)| ≤ ||dn∗0 || · ||x− dn0|| <

1

2

Lo cual es un absurdo. Por tanto, necesariamente x debe ser el vector nulo.

Nota 21. Note que, además de ser total, {d∗n} también es numerable.

Basados en estos tres lemas procedamos a demostrar el teorema de Eberlein-

Šmulian.

Teorema 3.3 (Eberlein-Šmulian) Un subconjunto de un espacio de Banach es

relativamente débilmente compacto si y solo si es relativamente débilmente secuen-

cialmente compacto. En particular, un subconjunto de un espacio de Banach es débil-

mente compacto si y solo si es débilmente secuencialmente compacto.

Demostración. Para empezar, mostremos que un subconjunto relativamente débil-

mente compacto de un espacio de Banach X es relativamente débilmente secuen-

cialmente compacto.
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Sea A es un subconjunto relativamente débilmente compacto de X y sea (an)n∈N

una sucesión de elementos deA. Consideremos el subespacio cerrado [an] = Span{an : n ∈ N}.

Este espacio es débilmente cerrado en X. Por tanto A∩ [an] es un subconjunto rela-

tivamente débilmente compacto en el espacio de Banach separable [an]. Ahora, por

el Lema 3.3, tenemos que existe un subconjunto total y numerable de [an]∗. Aśı, por

el Teorema 2.33 tenemos que el conjunto A ∩ [an]débil es metrizable en la topoloǵıa

débil de [an].

Dado que los conjuntos compactos y secuencialmente compactos son equivalentes

en los espacios métricos, A ∩ [an]débil es débilmente secuencialmente compacto. En

particular, si a es un punto de acumulación débil, entonces existe una subsucesión

(ank
)k∈N de (an) que converge débilmente a a en [an]. Por el teorema de extensión

de Hahn-Banach tenemos que para todo ϕ ∈ [an]∗ existe f ∈ X∗, f |[an] = ϕ.

Ahora, supongamos que (ank
) no converge débilmente a a en X. De ello que, existe

f ∈ X∗ tal que f(ank
) 9 f(a), entonces para ϕ = f |[an] ∈ [an]∗ tendŕıamos que

ϕ(ank
) 9 ϕ(a), esto contradice que (ank

) que converge débilmente a a en [an]. por

tanto (ank
) también converge débilmente a a en X.

Rećıprocamente, Sea A un subconjunto relativamente débilmente secuencialmen-

te compacto, por el Teorema 3.1 tenemos que J(A) es relativamente débil∗ secuen-

cialmente compacto, además, como A es relativamente débilmente secuencialmente

compacto A es acotado. Veamos que J(A)
débil∗

⊆ J(X).

Sea x∗∗ ∈ J(A)
débil∗

y x∗1 ∈ SX∗ . Como x∗∗ ∈ J(A)
débil∗

cada vecindad débil∗ de

x∗∗ contiene un elemento de J(A). En particular, la vecindad débil∗ generada por

ε = 1 y x∗1, {y∗∗ ∈ X∗∗ : |(y∗∗ − x∗∗)(x∗1)| < 1}, contiene un elemento Ja1, a1 ∈ A

tal que

|(x∗∗ − Ja1)(x∗1)| < 1.

Consideremos ahora el espacio generado por x∗∗ y x∗∗ − Ja1, F1 = Span[x∗∗, x∗∗ −

Ja1] ⊆ X∗∗. F1 tiene dimensión finita, por tanto, del Lema 3.2 existen x∗2, x
∗
3, ..., x

∗
n(2) ∈

SX∗ tales que
||y∗∗||

2
≤ máx{|y∗∗(x∗k)| : 1 ≤ k ≤ n(2)},

para cada y∗∗ ∈ F1. Observe que x∗∗ es fijo, aśı, podemos considerar otra vecindad

débil∗ de x∗∗ generada por ε = 1
2

y x∗1, x
∗
2, x
∗
3, ..., x

∗
n(2). Entonces, existe Ja2 ∈ J(A)
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tal que

|(x∗∗ − Ja2)(x∗i )| <
1

2
para i = 1, 2, ..., n(2).

Consideremos el subespacio F2 = Span{x∗∗, x∗∗ − Ja1, x
∗∗ − Ja2} de X∗∗. Por el

Lema 3.2 existen x∗n(2)+1, x
∗
n(2)+2, ..., x

∗
n(3) en SX∗ tales que

||y∗∗||
2
≤ máx{|y∗∗(x∗k)| : 1 ≤ k ≤ n(3)},

para cada y∗∗ ∈ F2. Una vez más, tomando ε = 1
3
, x∗1, ..., x

∗
n(3) ∈ SX∗ y Ja3 ∈

J(A) tal que |(x∗∗ − Ja3)(x∗i )| < 1
3

para todo i = 1, 2, ..., n(3). Podemos encontrar

x∗n(3)+1, x
∗
n(3)+2, ..., x

∗
n(4) en SX∗ tales que

||y∗∗||
2
≤ máx{|y∗∗(x∗k)| : 1 ≤ k ≤ n(4)}

para todo y∗∗ ∈ F3 = Span{x∗∗, x∗∗ − Ja1, x
∗∗ − Ja2, x

∗∗ − Ja3}.

Continuando con este proceso, encontramos una sucesión (an) ⊆ A tal que

|(x∗∗ − Jak)(x∗m)| < 1
k

para todo 1 ≤ m ≤ n(k). Ahora, dado que A es relativamen-

te débilmente compacto, A también es relativamente débilmente numerablemente

compacto. luego cada subconjunto infinito de A tiene un punto de acumulación

débil en X. De esto sigue que, existe x ∈ X tal que an
débil→ x, consecuentemen-

te Jan
débil∗→ Jx. De esta convergencia tenemos que Jx ∈ Span[Jan]

débil∗

, luego

x∗∗ − Jx ∈ Span{x∗∗, x∗∗ − Ja1, ...}
débil∗

. Nuestra construcción de los x∗i y los ai

nos asegura que
||y∗∗||

2
≤ sup

m
|y∗∗(x∗m)| (3.3)

para cada y∗∗ de Span{x∗∗, x∗∗ − Ja1, ...}, y de la Nota 20 concluimos que (3.3)

también se cumple para todo y∗∗ ∈ Span{x∗∗, x∗∗ − Ja1, x∗∗ − Ja2, ...}
débil∗

. Como

x∗∗ − Jx está en Span{x∗∗, x∗∗ − Ja1, x∗∗ − Ja2, ...}
débil∗

entonces

||x∗∗ − Jx||
2

≤ sup
m
|(x∗∗ − Jx)(x∗m)|. (3.4)

Por construcción sigue que |(x∗∗ − Jak)(x
∗
m)| < 1

k
, para 1 ≤ m ≤ n(k). Además,

como Jan
débil∗→ Jx tenemos que para todo ε > 0 existe n0 ∈ N tal que si n ≥ n0,

entonces |Jan(x∗m)− Jx(x∗m)| < ε.
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Por tanto, tomando k ≥ n0, tenemos que

|(x∗∗ − Jx)(x∗m)| ≤ |(x∗∗ − Jak)(x∗m)|+ |Jan(x∗m)− Jx(x∗m)|

≤ 1

k
+ ε,

y pasando el limite cuando k tiende a infinito obtenemos

|(x∗∗ − Jx)(x∗m)| ≤ ε.

De la desigualdad (3.4) sigue que ||x
∗∗−Jx||

2
≤ ε, entonces ||x∗∗ − Jx|| ≤ 2ε. De esta

manera, x∗∗ − Jx = 0 es decir x∗∗ = Jx ∈ JX. �

Veamos ahora dos ejemplos donde el teorema de Eberlein-Šmulian falla para el

caso de la topoloǵıa débil∗.

Ejemplo 3.1 Sea Γ un conjunto no vaćıo, denote por l1(Γ) el conjunto de todas

las sucesiones x : Γ → R tales que
∑

γ∈Γ |x(γ)| < ∞. Análogamente al caso de l1

se verifica que (l1(Γ), || · ||1) es un espacio de Banach donde ||x||1 =
∑

γ∈Γ |x(γ)|

para todo x ∈ l1(Γ) y (l1(Γ))∗ = l∞(Γ), donde l∞(Γ) es el conjunto de las funciones

ϕ : Γ → R tales que ||ϕ||∞ = supγ∈Γ |ϕ(γ)| < ∞. La acción de ϕ ∈ l∞(Γ) sobre

x ∈ l1(Γ) es dada por

ϕ(x) =
∑
γ∈Γ

ϕ(γ)x(γ).

Considere ahora Γ = P(N), es decir Γ es el conjunto de todos los subconjuntos de

N. Para cada n ∈ N, defina δn : Γ→ R por

δn(A) =

1 si n ∈ A,

0 si n /∈ A.

Veamos que δn ∈ Bl∞(Γ) para todo n ∈ N y (δn) no posee una subsucesión débil∗

convergente.

Solución. Claramente, ||δn||∞ = 1 para todo n ∈ N, esto es δn ∈ Bl∞(Γ) para

todo n ∈ N. Suponga que existe una subsucesión (δkn)n∈N y un δ ∈ l∞(Γ) tales que

δkn → δ débil∗. Entonces, δkn(x)→ δ(x) para todo x ∈ l1(Γ). Consideremos A ⊆ N

dada por A = {k0, k2, k4, ...} y defina x : Γ→ R por

x(B) =

1 si B = A

0 si B 6= A
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entonces x ∈ l1(Γ) y como (δkn)n∈N converge en la topoloǵıa débil∗ de l∞(Γ) tenemos

que la sucesión (δkn(x))n∈N ⊆ R converge. Pero

δkn(x) =
∑
B⊆N

δkn(B)x(B) = δkn(A) =

1 si kn ∈ A

0 si kn /∈ A,

esto es

δkn(A) =

1 si n es par

0 si n es impar.

Claramente δkn(x) no es convergente. Por tanto la sucesión (δn) no posee una sub-

sucesión débil∗ convergente.

Ejemplo 3.2 Definamos x∗n ∈ l∗∞ por x∗n(x1, x2, x3, ...) = xn para todo (x1, x2, ...) ∈

l∞. Demostremos que ||x∗n|| = 1 para todo n ∈ N, pero (x∗n)n∈N no tiene una subsu-

cesión convergente.

Solución. Sea n ∈ N. Entonces |x∗n(x1, x2, ...)| = |xn| ≤ supk∈N |xk| para todo

(x1, x2, ...) ∈ l∞ luego ||x∗n|| ≤ 1. Además

1 = |x∗n(en)| ≤ ||x∗n|| · ||en|| = ||x∗n||.

Suponga que existe una subsucesión (nk)k∈N de N tal que x∗nk
→ x∗ débil∗ para algún

x∗ ∈ l∗∞. Entonces x∗nk
(x)→ x∗(x) para todo x ∈ l∞. Considere x0 = (xn)n∈N donde

xn =

1 si n ∈ {n1, n3, n5, ...};

2 si n /∈ {n1, n3, n5, ...},

entonces x ∈ l∞ y por tanto la sucesión (x∗nk
(x))k∈N converge para todo x ∈ l∞. Pero

x∗n(x0) =

1 si n ∈ {n1, n3, n5, ...};

2 si n /∈ {n1, n3, n5, ...},

lo cual es una contradicción.

3.1. Operadores débilmente compactos

Muchas de las aplicaciones de los teoremas vistos se da en los operadores débil-

mente compactos como lo veremos en algunos teoremas de esta sección.

90



Definición 3.1 Sea T ∈ L(X, Y ). El operador T es débilmente compacto si la clau-

sura débil de T (BX) es compacta en la topoloǵıa débil de Y . Entonces por el teorema

de Eberlein-Šmulian, un operador es débilmente compacto si y solo si env́ıa subcon-

juntos acotados en subconjuntos débilmente secuencialmente compactos.

Nota 22. Sean X y Y espacios vectoriales normados. Suponga que y∗n → y∗ en la

topoloǵıa débil∗ de Y ∗. Entonces para cada x ∈ X, (T ∗y∗n)(x) = y∗n(Tx)→ y∗(Tx) =

(T ∗y∗)(x). Aśı, T ∗y∗n → T ∗y∗ en la topoloǵıa débil∗ de X∗.

De lo anterior tenemos que el operador lineal T ∗ : Y ∗ → X∗ es una función

continua de (Y ∗, σ(Y ∗, Y )) (Y ∗ dotado con la topoloǵıa débil∗) en (X∗, σ(X∗, X))

(X∗ dotado con la topoloǵıa débil∗).

Teorema 3.4 Un operador lineal T ∈ L(X, Y ) es débilmente compacto si y solo si

T ∗∗(X∗∗) está contenido en la imagen de la inyección canónica J(Y ) de Y en Y ∗∗

Demostración. Sean BX y BX∗∗ las bolas unitarias de X y X∗∗ respectivamente.

Por la Nota 3 tenemos que T ∗∗ es una función continua de (X∗∗, σ(X∗∗, X∗)) en

(Y ∗∗, σ(Y ∗∗, Y ∗)). Además, como T ∗∗ es una extensión de T y TBX ⊆ TBX
débil

entonces

T ∗∗(JBdébil∗
X ) ⊆ T ∗∗(JBX)débil∗ = J(TBX)débil∗ ⊆ J(TBX

débil
)

débil∗

. (3.5)

Si T es débilmente compacto, tenemos que TBX
débil

es débilmente compacto en Y

y como J : Y → J(Y ) es un homeomorfismo débil-débil∗ continuo, J(TBX
débil

)

es compacto y por tanto cerrado en la topoloǵıa débil∗ de Y ∗∗. Entonces de (3.5)

inferimos

T ∗∗(JBdébil∗
X ) ⊆ J(TBX

débil
).

Por teorema de Goldstein JBX
débil∗

= BX∗∗ , y aśı T ∗∗(BX∗∗) ⊆ J(TBX
débil

). Ahora,

por el Teorema 2.5, TBX
débil ⊂ Y

débil
= Y = Y y J(TBX

débil
) ⊆ J(Y ), lo cual prueba

que

T ∗∗(X∗∗) ⊆ J(Y ). (3.6)

Rećıprocamente, sea T ∈ L(X, Y ) un operador lineal tal que T ∗∗(X∗∗) ⊆ J(Y ). Dado

que T ∗∗ es continuo con las topoloǵıas débil∗ de X∗∗ e Y ∗∗, y BX∗∗ es débil∗ compacto
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en X∗∗ (teorema de Banach-Alaoglu), T ∗∗(BX∗∗) ⊆ J(Y ) es débil∗ compacto en Y ∗∗.

Ahora, observe que JBX ⊆ JBX
débil∗

y por el teorema de Goldstine JBX
débil∗

= BX∗∗ .

Sigue que

J(T (BX)) = T ∗∗(J(BX)) ⊆ T ∗∗(J(BX)
débil∗

) = T ∗∗(BX∗∗).

Luego el conjunto J(T (BX)) es relativamente débil∗ compacto. Por el Teorema 3.2

esto implica que T (BX) es relativamente débilmente compacto en Y . �

Corolario 3.1 Sean X e Y espacios vectoriales normados. Si X o Y es reflexivo,

cada operador en L(X, Y ) es débilmente compacto.

Demostración. Sea T ∈ L(X, Y ) y T ∗∗ : X∗∗ → Y ∗∗ el segundo operador adjunto

de T . Si Y es reflexivo, entonces

T ∗∗(X∗∗) ⊆ Y ∗∗ = J(Y ),

y, si X es reflexivo,

T ∗∗(X∗∗) = T ∗∗(J(X)) = J(T (X)) ⊆ J(Y ).

Por tanto, para ambos casos tenemos que T es débilmente compacto. �

Corolario 3.2 El conjunto de los operadores débilmente compactos es cerrado en

la topoloǵıa uniforme de operadores de L(X, Y ).

Demostración. Si Tn → T en L(X, Y ), entonces ||T ∗∗n −T ∗∗|| = ||Tn−T || → 0. Si

Tn es débilmente compacto, entonces para cada x∗∗ ∈ X∗∗, T ∗∗n (x∗∗) ∈ J(Y ) y dado

que J(Y ) es cerrado en la topoloǵıa de la norma de Y ∗∗, T ∗∗(x∗∗) ∈ J(Y ) para cada

x∗∗ ∈ X∗∗. Por tanto T ∗∗(X∗∗) ⊆ J(Y ), y por el Teorema 3.4 concluimos que T es

débilmente compacto. �

Teorema 3.5 Un operador lineal T : X → Y es débilmente compacto si y solo si

T ∗ es débil∗- débil continuo de Y ∗ a X∗
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Demostración. Sea T un operador débilmente compacto. Por el Teorema 3.4

sabemos que T ∗∗(X∗∗) ⊆ J(Y ). Aśı, para cada x∗∗ ∈ X∗∗, existe un y ∈ Y con

T ∗∗x∗∗ = Jy tal que

x∗∗(T ∗(y∗)) = (T ∗∗x∗∗)y∗ = Jy(y
∗) = y∗(y). (3.7)

Ahora, sea (y∗i )i∈I una red en Y ∗ tal que y∗i
ω∗→ y∗, y∗ ∈ Y ∗, entonces y∗i (y) →

y∗(y) para todo y ∈ Y . Por (3.7), tenemos x∗∗(T ∗(y∗i )) → x∗∗(T ∗(y∗)) para cada

x∗∗ ∈ X∗∗, es decir T ∗y∗i
ω→ T ∗y∗ en X∗ . Por tanto T ∗ es débil∗-débil continuo de

Y ∗ a X∗

Rećıprocamente, Sea T ∗ un operador lineal débil∗-débil continuo de Y ∗ a X∗,

y sea x∗∗0 ∈ X∗∗. Si y∗i (y) → y∗(y), y ∈ Y , entonces x∗∗0 (T ∗y∗i ) = (T ∗∗x∗∗0 )y∗i →

(T ∗∗x∗∗0 )y∗. Luego T ∗∗x∗∗0 ∈ Y ∗∗ es un funcional lineal y continuo en Y ∗ con la

topoloǵıa débil∗. Por el Teorema 2.17, T ∗∗x∗∗0 ∈ J(Y ), y T ∗∗(X∗∗) ⊆ J(Y ). Por el

Teorema 3.4 concluimos que T es un operador lineal débilmente compacto. �

Teorema 3.6 (Gantmacher) Un operador en L(X, Y ) es débilmente compacto si y

solo si su adjunta es débilmente compacta.

Demostración. Sea T un operador débilmente compacto. Dado que BY ∗ ⊆ Y ∗

es débil∗ compacto (teorema de Banach-Alaoglu) y T ∗ es débil∗- débil continuo

(Teorema 3.5) T ∗(BY ∗) es débilmente compacto en X∗. Por tanto T ∗ es débilmente

compacto.

Rećıprocamente, si T ∗ es débilmente compacto del Teorema 3.5 deducimos que

T ∗∗ es una función débil∗- débil continua de X∗∗ a Y ∗∗. Por el teorema de Goldstine y

de la continuidad de T ∗∗ tenemos que T ∗∗(BX∗∗) ⊆ T ∗∗(J(BX))débil = J(T (BX))débil.

Por el Teorema 2.5 la clausura débil y la clausura fuerte del subconjunto convexo es

la misma. Aśı T ∗∗(BX∗∗) ⊆ J(T (BX))||·|| ⊆ J(TBX
débil

) ⊆ J(Y ), y por el Teorema

3.4 el operador T es débilmente compacto. �
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