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Glosario

BEM (Método de Elementos de Contorno): método numérico que se enfoca en la superficie de
un objeto o dominio y se utiliza para resolver problemas de valores limite.

CTOD (Tamafio Critico de Apertura de la Grieta): medida que describe la apertura critica de
una grieta en un material antes de que se propague de manera significativa.

DIC (Correlacion Digital de Imégenes): técnica de medicidon que compara iméagenes digitales
para medir desplazamientos en objetos.

Esfuerzo Ultimo: maxima tension que un material puede soportar antes de que ocurra la falla.
Fatiga: fendbmeno progresivo de falla de un material que ocurre cuando se somete a cargas ciclicas
o fluctuantes que estan por debajo de su limite de resistencia, con el tiempo se debilita y puede
conducir a la fractura.

FEM (Método de Elementos Finitos): método numérico utilizado para resolver ecuaciones
diferenciales que describen el comportamiento de un sistema, especialmente en analisis
estructurales y de mecénica de materiales.

Fractografia: estudio de las caracteristicas de fractura y las superficies de fractura para analizar
cémo y por qué un material falla.

Grieta: discontinuidad en el solido de un material, que puede ser una pequefia fisura o abertura en
su estructura.

Metrologia Optica: técnica de medicion que utiliza herramientas Opticas y analisis de imagenes
para medir propiedades en la superficie de objetos.

MFLE (Mecanica de la Fractura Lineal Elastica): un enfoque tedrico que se utiliza para

analizar el comportamiento de materiales con grietas.
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Modelos de Crecimiento de Grieta: representaciones matematicas que describen la tasa de
crecimiento de una grieta en funcion de varios parametros, como el factor de intensidad de
esfuerzos y constantes especificas del material.

Modo I: modo de falla de fractura caracterizado por la apertura de la grieta en la direccion del eje
principal de la grieta.

Modo Il: modo de falla caracterizado por el deslizamiento relativo de las caras de la grieta,
también conocido como cizallamiento.

Modo Mixto: estado de carga que involucra una combinacion de mas de un modo de falla.
Modulo de Young: una medida de la rigidez de un material, que cuantifica la relacion entre la
tension aplicada y la deformacion eléstica resultante.

PMMA (Polimetilmetacrilato): polimero termopléstico transparente conocido como plexiglas o
acrilico.

SIF (Factor de Intensidad de Tensiones): medida que cuantifica la magnitud y direccién de los
esfuerzos en la punta de una grieta.

AK : factor de intensidad de tensiones donde inicia la propagacion inestable de una grieta.

AK - factor de intensidad de tensiones necesario para iniciar la propagacion de una grieta.
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Lista de variables
A: Area
a: Longitud de grieta
da: Incremento en el tamafio de grieta
da/dN: Incremento en el tamafio de grieta por ciclo N
E: Mddulo de Young
P: Carga aplicada
K: Factor de intensidad de esfuerzos
K,¢: Factor de intensidad de esfuerzos critico para modo |
K,y Factor de intensidad de esfuerzos umbral para modo |
K.q: Factor de intensidad de esfuerzos equivalente
u: Desplazamiento en la direccion X
v: Desplazamiento en la direccion Y
v: Mddulo de Poisson
A: Incremento
o: Esfuerzo normal
oy Esfuerzo dltimo
R: Relacion de cargas
Y;: Factor geométrico para modo |

Y;;: Factor geométrico para modo Il

13
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Resumen

Titulo: Comparacién de los modelos de factor de intensidad de esfuerzo equivalente para el modo
mixto de fractura 'y I1*
Autor: Estefania Gomez Gamboa™

Palabras Clave: Factor de intensidad de esfuerzos equivalente, PMMA, Modo mixto de fatiga.

Descripcion: Este estudio tiene como objetivo determinar el modelo de factor de intensidad de esfuerzos
(SIF) equivalente que mejor se ajusta al comportamiento experimental del PMMA en fractura de modo
mixto | y Il. Se evaluaron los modelos de SIF de Tanaka, Richard y Pook. Los valores tedricos utilizados
para la comparacidn corresponden a resultados experimentales en una geometria C(T) modificada mediante
la mecanizacion de un agujero en la region cercana a la grieta, sometida a cargas de fatiga con una relacion
de carga de R = 0.1. Se compararon los SIF de veintiin puntos experimentales con los valores calculados a
través de los modelos. Para analizar la prediccion en el nimero estimado de ciclos, se utilizaron los modelos
de crecimiento de grieta Paris y Forman con cada SIF equivalente. Se concluye que el modelo de Paris tiene
la mejor prediccidn, ya que el error entre el nimero de ciclos calculado y registrado experimentalmente es
el mas bajo. Ademas, se observo que, debido a la baja curvatura en la trayectoria de la grieta, es apropiado
el uso de cualquiera de los tres modelos propuestos, ya que todos convergen. Basandose en su simplicidad
y validez segun estudios de otros autores, se define que el modelo de SIF equivalente de Tanaka es el mejor,
prediciendo una vida con un error del 14.83% en el nimero total de ciclos y un error del 12.83% en sus

intervalos, siempre con una tendencia conservadora.

* Trabajo de Grado

**Facultad de Ingenierias Fisico-Mecéanicas. Escuela de Ingenieria Mecanica. Ingenieria
Mecanica. Director: Jorge Guillermo Diaz Rodriguez. Ingeniero Mecanico, PhD. Codirector: Jairo
Andrés Mantilla Villalobos. Ingeniero Mecanico.
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Abstract

Title: Comparison of equivalent stress intensity factor models for mixed mode fracture | and I1*
Author(s): Estefania Gomez Gamboa™

Key Words: Equivalent Stress Intensity factor, PMMA, Mixed Mode Fatigue.

Description: This study aims to determine the equivalent stress intensity factor (SIF) model that best fits
the experimental behavior of PMMA under mixed mode (I and 11). The equivalent SIF models of Tanaka,
Richard, and Pook were evaluated. The theoretical values used for comparison correspond to experimental
results in a modified C(T) geometry by machining a hole ahead of the crack tip, subjected to fatigue loads
with a load ratio of R = 0.1. The SIF for twenty-one experimental points was compared with the values
computed through the numerical simulation. The Paris and Forman crack growth models were used with
each equivalent SIF to analyze the prediction in the estimated number of cycles. It is concluded that the
Paris model showed the closest prediction since the error between the calculated and experimentally
recorded number of cycles is the lowest. Furthermore, the material's behavior follows a straight line with a
constant slope. Furthermore, due to the low curvature in the crack path, using any of the three proposed
models is appropriate, as they all converge. Based on their simplicity and validity from studies by other
authors, it is defined that Tanaka's equivalent SIF model is the best, predicting a life with an error of 14.83%

in the total number of cycles and 12.83% error in their crack growth, always with a conservative trend.

* Trabajo de Grado

**Facultad de Ingenierias Fisico-Mecéanicas. Escuela de Ingenieria Mecanica. Ingenieria
Mecanica. Director: Jorge Guillermo Diaz Rodriguez. Ingeniero Mecanico, PhD. Codirector: Jairo
Andrés Mantilla Villalobos. Ingeniero Mecanico.
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Introduccion

En 1988, en Alemania ocurrio el peor accidente ferroviario en un tren de altas velocidades.
La fractura subita de una rueda causo un descarrilamiento que posteriormente hizo que el tren se
estrellara, este ocurre debido a la propagacion de una grieta al interior de la rueda (Esslinger et al.,
2004). Este y muchos otros accidentes en industrias como aeronautica, O&G, construccion entre
otras, hacen importante el estudio de cuerpos agrietados o susceptibles a presentar fallas internas.

La mecanica de la fractura se centra en el estudio de cuerpos con discontinuidades o
agrietados. Una de las vertientes de esta disciplina estudia el estado de esfuerzos en la punta de la
grieta una vez esta alcanza una longitud considerable, y esto se logra determinando factores de
intensidad de esfuerzos (Richard & Sander, 2016).

Entre los materiales ampliamente estudiados, se encuentran los polimeros, siendo el
polimetilmetacrilato (PMMA) uno de los més accesibles. Algunas de las propiedades del material
son, alta resistencia a impactos, durabilidad en condiciones medioambientales adversas,
resistencia a rasgufios, entre otras.

Inicialmente utilizado como sustituto del vidrio inorganico (Ali et al., 2015), este material
ha encontrado aplicaciones significativas en la industria biomédica, siendo utilizado como
ingrediente para el cemento 6seo y en diversas aplicaciones dentales (Diaz-Arnold et al., 2008).

En este contexto es importante cuantificar las propiedades mecanicas del material, ya que
las aplicaciones mencionadas anteriormente pueden presentar estados de cargas multiaxiales, Por
lo tanto, se vuelve crucial investigar el comportamiento de este material en situaciones de fatiga
bajo modos mixtos de carga, con el objetivo de mejorar el disefio de diversos componentes y

garantizar su integridad estructural.
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Este documento se organiza en las siguientes secciones. En primer lugar, se presenta el
planteamiento de problema, donde se explora la necesidad de abordar el estudio de la tematica en
cuestion, destacando la recurrencia del fendmeno de fatiga en diferentes materiales. A
continuacion, un breve marco tedrico, destinado a contextualizar al lector sobre temas relevantes
en el trabajo.

La seccion de materiales y métodos, donde se explica la metodologia implementada para
el desarrollo de ensayos mecéanicos y la adquisicion de datos en especial, con un enfoque especial
a los datos por medio de fotografias. Luego, resultados y discusion, donde los resultados obtenidos,
se presentan los valores de interés obtenidos experimentalmente por medio de simulaciones con el
método de elementos finitos y el método de los elementos de contorno.

Finalmente, se presentan las conclusiones resaltando los hallazgos. Se termina con una

serie de recomendaciones para el desarrollo de trabajos de seguimiento a futuro.
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1. Planteamiento del problema

Una grieta es una discontinuidad presente en el dominio de un solido, inicialmente con un
caracter microscopico que se propaga hasta generar la falla del elemento. Su aparicidn puede ser
causada por diversos factores, como tensiones aplicadas, deformaciones plésticas, fatiga, corrosion
entre otros (Schijve, 2003).

Es importante destacar que todos los materiales ingenieriles tienen microgrietas en su
interior, ya sea debido a su manufactura, a su composicion o a las condiciones de servicio. En este
contexto, la mecénica de fractura lineal elastica (MFLE) estudia el comportamiento de dichas
grietas cuando la punta no se plastifica significativamente (Ayatollahi et al., 2006).

La propagacion de una grieta exhibe tres maneras, se les conoce como los modos de
fractura I, Il y 111, estos dependen de la direccion de la carga aplicada, modelos que describen cada
uno de estos modos han sido ampliamente estudiados (Diaz Rodriguez, 2018). Sin embargo,
diversos elementos se encuentran cargados de manera multiaxial, esto altera la propagacion de la
grieta ya que se presenta mas de un modo simultaneamente, a esto se le conoce como modo mixto.

El factor que cuantifica el esfuerzo en la punta de la singularidad se conoce como factor de
intensidad de esfuerzos (SIF), depende de la geometria, la aplicacion de la carga (Radaj, 2014) y
es especifico para cada modo. Este factor es importante debido a que la regla de crecimiento de
grietas es una relacion entre la tasa de propagacion y el SIF. La comprension del crecimiento de la
grieta en condiciones de carga mixta es fundamental para el disefio y la evaluacion de la integridad
estructural de componentes sometidos a cargas ciclicas, asi como para seleccionar el método de
ensayos no destructivos mas apropiado.

En el caso de presentarse carga en modo mixto , es necesario conocer un SIF equivalente

que contemple el efecto causado por la combinacién de los modos.



COMPARACION DE LOS MODELOS DE SIF EQUIVALENTE 19

Por lo tanto, este estudio se propone determinar ¢Cuél es el modelo de factor de intensidad
de esfuerzos equivalente que mejor describe el crecimiento de la grieta respecto al nimero de

ciclos, trayectoria de propagacion y razon de crecimiento en un modo mixto de fractura?

1.1 Justificacion

La vida atil de un componente depende de sus condiciones de carga y servicio. Cuando
este se encuentra sometido a cargas ciclicas con valores inferiores a su limite eléstico se presenta
un fendmeno plastico, localizado y aleatorio conocido como fatiga. Este mecanismo de falla
acumula dafio en el material hasta la aparicion de una grieta macroscopica, que se propaga de
manera controlada hasta la falla subita del elemento. La mecéanica de fractura lineal elastica
(MFLE) estudia el comportamiento de un sélido en presencia de una grieta en materiales con
comportamiento lineal elastico. Adicionalmente, proporciona herramientas para resolver el
problema de estimacion de la vida remanente (Leander & Al-Emrani, 2016).

En la mecéanica de fractura se reconocen tres modos de fractura: modo I, en donde los
esfuerzos normales acttian en direccion perpendicular a la grieta, generando la separacion de las
caras opuestas de la grieta; modo I, donde los esfuerzos cortantes provocan el deslizamiento de
las caras en direccion paralela a la caras de la grieta; y modo I11, el cual implica cargas aplicados
en direccion fuera del plano de la grieta, usualmente asociados con elementos sometidos a torsion
(Richard & Sander, 2016).

El més estudiado es el modo I, debido a que muchos componentes se encuentran sometidos
a cargas de traccion en su operacion normal. Sin embargo, un elemento en servicio puede presentar
una combinacion de modos, ya sea debido a la aplicacion de la carga o la geometria del

componente. Esta combinacion puede cambiar la trayectoria de la grieta (Diaz & Freire, 2022) y
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generar concentradores de tension (Fageehi & Alshoaibi, 2020). En estos casos, se suele trabajar
con un modo equivalente que evalue los efectos del modo mixto, y se utiliza el factor de intensidad
de esfuerzos (SIF) como parametro para cuantificar el campo de esfuerzos en la punta de la grieta.

Actualmente existen varias reglas de crecimiento de grieta. Sin embargo, cuando se aplican
cargas mixtas, la propagacion de la grieta cambia la trayectoria de la direccién perpendicular a la
carga, asi como la velocidad de propagacion. Por lo tanto, se han propuesto tres diversos modelos
para establecer una relacion para el factor de intensidad de esfuerzos (SIF) equivalente (Sajith et
al., 2018). Es relevante comprender el SIF equivalente en la propagacién de grietas, especialmente
bajo diferentes condiciones de carga y geometrias. Ademas, el conocimiento del SIF facilita la
evaluacion de la integridad estructural, lo que ayuda a determinar la seguridad de una pieza,
evitando accidentes y garantizando la seguridad de personas y activos (Ali Fageehi, 2022).

De otro lado, como se referencia se tienen los trabajos de (Foti et al., 2021)quienes
ensayaron propagacion de grietas en modo | para PMMA.

El presente trabajo busca determinar cuél es el modelo de SIF equivalente que mejor
describe el crecimiento y direccion de la grieta en un ensayo bajo modo mixto de fractura. Las
pruebas fueron realizadas en polimetilmetacrilato (PMMA) en modo mixto I y Il, debido a que su

comportamiento lineal elastico se conserva durante el desarrollo del ensayo.
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2. Objetivos
2.1 Objetivo General

Evaluar diferentes modelos de factor de intensidad de esfuerzos equivalente en modo mixto
de fractura 1 y Il
2.2 Objetivos Especificos

Establecer las propiedades mecanicas del PMMA bajo carga estatica y alternante para
posteriormente por medio de tratamiento de imagenes determinar la rata de crecimiento de grieta
por medio de la regla de Paris.

Evaluar los pardmetros K; y K; de manera experimental utilizando técnicas de
procesamiento de imagenes y a partir de estos datos determinar los factores de intensidad de
esfuerzo equivalente para los modelos de Tanaka, Pook y Richard.

Analizar las razones de crecimiento y el nimero de ciclos estimados por los modelos de
crecimiento de grieta (Paris y Forman), teniendo como pardmetro de entrada los factores de

intensidad de esfuerzo equivalente.
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3. Marco tedrico

Esta seccion tiene como proposito contextualizar al lector. Son abordados conceptos y
teorias fundamentales relacionadas con la mecénica de la fractura. El objetivo de esta seccion es
brindar al lector las herramientas conceptuales necesarias para comprender plenamente los
resultados del estudio.

3.1 Mecénica de la fractura lineal elastica

La formacion de grietas es un proceso complejo que depende de diversos factores, como
la microestructura del material, la carga aplicada y el ambiente de trabajo. A pesar de que la teoria
de la elasticidad lineal asume que los materiales son homogéneos, isotropicos y elésticos (Perez,
2017). Esta es una idealizacidn que no describe con precision el comportamiento de los materiales
reales. Es eso por lo que la mecénica de fractura lineal elastica se enfoca en estudiar el
comportamiento de cuerpos agrietados bajo carga aplicada.

Para conocer el estado de la carga al cual se encuentra sometido, es posible considerar dos
grandes grupos: estaticas y dinamicas. Las cargas estaticas mantienen su magnitud a lo largo del
tiempo, mientras que las dindamicas cambian, ya sean en su magnitud o direccion. Cuando la
aplicacion de la carga es recurrente es posible considerarla como ciclica y es posible caracterizale
por su valor maximo F,,,,, minimo F,,;,, y medio F,,. La relacion entre las cargas maximas y

minimas se conoce como R y se define en la ecuacién 1.

R — Fmin (1)

Fmax

La variacion de la carga a lo largo del tiempo cambia el comportamiento de fallo de un
material. En el caso de las aleaciones ferrosas, la fatiga puede ocurrir en un rango del 40 % al 50

% de su resistencia a la traccion (Pang et al., 2013).
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3.2 Iniciacion y propagacion de grietas

Las grietas son discontinuidades locales que pueden aparecer en un material como
consecuencia de diversos factores. Estas pueden ser el resultado de defectos en la micro estructura,
como inclusiones, limites de grano o porosidad (Chan, 2010), asi como pueden generarse durante
procesos de manufactura como cambios de temperatura (Elangeswaran et al., 2020). En una
superficie homogénea, la falla se iniciard en la zona que propicie su desarrollo de manera mas
significativa. En caso de que existan entallas o cambios en la seccion transversal (Tang et al.,
2021). las grietas iniciaran en la zona con el mayor concentrador de esfuerzos. Sin embargo, si el
material presenta defectos, estos se consideran como fallas incipientes que pueden iniciar la falla
en cualquier punto de la superficie.

El proceso de propagacion de una grieta hasta que causa el colapso de una estructura es
relativamente réapido, y puede ocurrir en tan solo el 10 % de la vida util del equipo. Por otro lado,
la formacidn de una grieta, es decir, su iniciacion y crecimiento micro estructural, tomara la mayor

parte de la vida Gtil del equipo (Pineau et al., 2016).

3.2.3 Modos de falla

Existen tres formas en que las grietas pueden propagarse en cuerpos agrietados, y estas
dependen de la direccion de la carga.

3.2.3.1 Modo |

Ocurre en elementos sometidos a cargas uniaxiales, la grieta que se abre en dos caras
paralelas (figura 1.a), y no cambia su direccion. La propagacion de la grieta se produce por la
separacion progresiva de las dos caras, reduciendo significativamente la resistencia e integridad

estructural del elemento. Cabe resaltar que es el modo de fractura mas comun.
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3.2.3.2 Modo I

Se presenta en elementos sometidos a esfuerzos cortantes, genera un deslizamiento de las
dos caras en la direccion paralela a la grieta, ver figura 1.b en este caso la grieta puede cambiar su
direccion, propagandose a un angulo medido desde la direccion original.

3.2.3.3 Modo Il

Este es el caso de los elementos sometidos a torsion, las dos caras de la grieta se desplazan

en sentido opuesto alrededor del eje perpendicular a la direccidn de la grieta, ver figura 1c.

Figura 1

Modos de falla. a) Modo I; b) Modo II; c) Modo Il1

TF

/L

/[

A) B) C)
Modo ! Modo 11 Maodo 11
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3.2.3.4 Modo mixto

La presencia de otros estados de carga, como el cortante y la torsion, en un elemento puede
llevar a una interaccién mixta y generar concentradores de esfuerzos. Asi mismo, la aplicacion
asimétrica de la carga, caso de compuestos, juntas soldadas, elementos reforzados, entre otros. La
combinacion de estos modos de carga puede presentarse de manera variada y no exclusiva, lo que
significa que existe una superposicion de los diferentes modos de falla en fatiga. En el presente
estudio resulta relevante la interaccion entre los modos | y 11, en este caso se produce una fisura
que no se propaga en una direccion Unica, existe apertura y deslizamiento, esta combinacion
acelera significativamente la velocidad de propagacion de la grieta, por esta razon las ecuaciones
usadas para describir este fendmeno son diferentes a las empleadas en los casos descritos

previamente.

3.2.4 Factor de intensidad de esfuerzos

La forma de cuantificar el esfuerzo en la punta de la singularidad se conoce como factor
de intensidad de esfuerzos (SIF), este describe la intensidad de los esfuerzos, asi como mide la
magnitud de los desplazamientos en la zona agrietada, tiene una manera especifica de calcularse
segun el modo de falla y cuando este alcanza el valor de la tenacidad a la fractura K, la falla se
propaga.

Depende de varios factores, la carga externa, geometria de la grieta, asi como su
profundidad, longitud y posicion. Es importante resaltar que describe la intensidad, mas no la

distribucion, de manera general pueden describirse de la siguiente manera:

Ki=o-vm-a-Y, (2)
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Kp=t-vVm-a-Y; (3)

Donde o y 7 dependen de las fuerzas 0 momentos aplicados, las constantes Y; y Y;; pueden
obtenerse de diagramas o tablas segln la geometria a evaluar (Schijve, 2003).

En los casos donde se presenta un estado de carga de modo mixto, el concepto de SIF
equivalente es aplicable. En estos casos es necesario contemplar un SIF que integre el efecto de
todas las cargas en la punta de la grieta (Radaj, 2014). A continuacién, se presentan los modelos
que seran evaluados en este trabajo.

3.2.4.1 Tanaka

Este modelo (Tanaka, 1974) se deriva del modelo de dislocaciones de (Weertman, 1984),
determina que la propagacion de la grieta ocurre cuando las deformaciones en la zona pléastica
alcanzan el valor critico. Inicialmente fue probado en una ldmina delgada de aluminio y se describe

mediante la ecuacion 4.

0.25
(8- Kiir)
Kranaka = <KI4 +8K;; + 1—u (4)
3.2.4.2 Pook
En su estudio (Pook, 1990) propone un criterio para un elemento sometido a flexion de tres
puntos. En las pruebas realizadas al espécimen se esperaba apreciar un modo | dominante, sin

embargo, la punta de la grieta roto hasta encontrarse perpendicularmente respecto al lateral del

espécimen, estos resultados se expresan con la ecuacion 5.

0.83K; +/0.4489K? + 3K?
Kpook = 15 (5)
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3.2.4.3 Richard

(Richard & Sander, 2016) presenta un criterio basado en el esfuerzo equivalente se presenta

_ K 1 2 2
KRichard - ? + E KI + 5'33[(11 (6)

El modelo presentado en la ecuacion 7 modelo es una relacién empirica creada para una

en la ecuacion 6.

3.2.4.4 Demir

probeta de tension compacta y para un espécimen tipo T (Demir et al., 2018).

Kpemir = (1.0519K;* — 0.035K}} + 2.3056K?K3)%>  (7)

3.2.5 Plasticidad en la punta de la grieta

Cuando se aplica una carga a un material agrietado, la transmision de fuerzas se ve alterada
y las tensiones se concentran en la punta de la grieta. Esto puede causar una regién plasticamente
deformada en la punta de la grieta. En materiales fragiles, esta deformacion plastica es minima
debido a su baja capacidad de deformacion, sin embargo, en materiales ddctiles si se presenta una
plastificacion significativa en la punta, esto retrasa o en algunos casos detiene la propagacién de
la grieta (Li et al., 2023). Una idealizacién es suponer que el area endurecida es pequefia, esto es
valido para materiales fréagiles.

En el caso de materiales con gran capacidad plastica, existen modelos que describen el
comportamiento de la zona plastica de deformacion en la punta de la grieta. Dos de los modelos
mas utilizados son el de la tasa de liberacion de energia y la integral J (Schijve, 2003). Estos se

basan en la idea de que la energia necesaria para propagar la grieta es proporcional al area bajo la
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curva de carga-deformacion, otros factores que pueden afectar la zona pléstica de deformacion en
la punta de la grieta, como el espesor de la placa y la geometria de la grieta.

Para estudiar la propagacion de grietas en materiales fragiles, se ha utilizado el
polimetilmetacrilato (PMMA) en diferentes investigaciones debido a su plasticidad limitada.
Aunque se ha observado que se produce una zona pléstica de deformacidon en la punta de la grieta
cuando se somete a cargas, esta ha sido medida en diferentes estudios y no se considera

significativa (Gain et al., 2011).

3.2.6 Modelos de crecimiento de grietas

La propagacion de grietas en materiales se puede describir mediante modelos que
establecen la relacion entre la velocidad de propagacion y los factores que influyen en ella. Uno
de estos modelos se basa en la condicidn de que la energia de deformacién elastica almacenada en
la punta de la grieta es la energia necesaria para propagar la grieta en cada ciclo de carga. Esta
condicion se puede expresar mediante la relacion:

AK,, < AK < AK;c  (8)
La figura 2 se conoce como regla de Paris, representa las regiones de propagacion

describiendo su velocidad de crecimiento se propagacion se encuentra dividida en tres regiones:

» Regidn I: En esta regidn, la tasa de crecimiento de la grieta es muy baja, del orden
de 1076 [mm/ciclo] o menor, segin la norma ASTM E647. Lo més relevante de
esta region es que una intensidad de esfuerzo inferior a AK;, no produce

propagacion de la grieta.
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Figura 2

Regla de Paris

logda/dN

v

AKy, K.
log AK

> Regidn I1: En esta region, la tasa de crecimiento de la grieta es estable y puede
describirse mediante una linea recta. La velocidad de propagacion se encuentra en
el orden de 1076 a 1073 [mm/ciclo].

» Regidn 111 En esta region, la tasa de crecimiento de la grieta es alta, superior a
1073 [mm/ciclo], y la curva tiende a convertirse en una asintota. Predecir la
propagacion en esta zona es dificil y otros factores, como el espesor de la placa, son
relevantes.

Aunque existen muchos modelos para predecir la propagacion de grietas, este estudio se

enfocara en la regla de Paris y el modelo de Forman, los cuales se presentaran a continuacion
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3.2.6.1 Regla de Paris
Uno de los primeros conceptos de propagacion (Paris & Erdogan, 1963) este describe el

crecimiento estable de la grieta, se define segun la ecuacion 9:

da
aN - C - (AK) 9

Los coeficientes C y m dependen de las condiciones de carga a las que esta sometido el
material y deben ser determinados experimentalmente (Radhakrishnan, 1979).

Es importante destacar que el valor de C puede verse influenciado por la relacion de cargas.
Este modelo resulta ser bastante conservativo en la prediccion del nimero de ciclos residuales
antes de la falla de un material. Por esta razon, multiples modelos han afiadido parametros
adicionales para mejorar la precision de las predicciones (Luo & Chen, 2019).

3.2.6.2 Forman

Un modelo que toma en cuenta el efecto de R asi como la tenacidad del material, este
modelo toma en cuenta los cambios hechos por (Walker, 2009). Presenta un modelo capaz de
describir la region de crecimiento inestable. Este modelo ha reportado mejores ajustes con datos
experimentales (Kim & Shim, 2000) y se describe por la ecuacion 10.

da C(AK)™
dN (1 -R)K,c — AK

(10)

Al igual que en la regla de Paris C y m dependen de las condiciones de carga.

3.3 Correlacion digital de imagenes
Esta técnica de metrologia dptica sin contacto que se fundamenta en la comparacion de
iméagenes sucesivas para cuantificar las variaciones de posicion a lo largo del tiempo. La técnica

permite detectar desplazamientos, deformaciones y cambios en la geometria del espécimen. En los
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ultimos afios DIC ha sido aplicada en una variedad de problemas relacionados con el agrietamiento
(Vasco-Olmo et al., 2019).

Actualmente existe una serie de programas comerciales disponibles para el anélisis de estas
imagenes, tales como GOM Correlate y VIC-2D, por mencionar solo algunos. A pesar de su
fiabilidad, es importante destacar que resultan costosos. Por esta razon, en este proyecto se opto
por implementar el software libre Ncorr (Blaber et al., 2015). Es relevante mencionar que Ncorr
ha sido sometido a pruebas comparativas con los programas previamente citados, demostrando su
efectividad y eficacia (Harilal & Ramji, 2014), este programa permite generar los graficos de

desplazamiento en la direccion V asi como en U, ademas de calcular la deformacion ey, ey, Y ey,

para cada una de las imagenes.

3.4 Estudios previos
En este estudio, se ha abordado una amplia gama de investigaciones relacionadas con el
tema, todas ellas debidamente documentadas en el presente informe. Sin embargo, se destaca la
atencion especial que se ha prestado a tres estudios particulares debido a su relevancia destacada:
> (Baleani & Viceconti, 2011) Este estudio se centr6 en la evaluacion de las
caracteristicas de la adicion de sulfato de bario al cemento 6seo de PMMA. En este
caso, se llevd a cabo una caracterizacion de la mezcla como del material en si.
Ademas, se realizaron pruebas de propagacion de grietas por fatiga utilizando la
geometria C(T), pruebas de tenacidad a la fractura critica y analisis fractografico.
Los resultados de este estudio se utilizaran como punto de referencia,
particularmente el valor de la tenacidad a la fractura y las constantes de crecimiento

de grieta.
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> (Haoetal., 2016) En este estudio, se realiz6 una comparacion de la propagacion de
grietas en dos modelos geométricos diferentes de PMMA, a saber, las geometrias
C(T)y M(T). Se utilizaran los valores de las constantes C y m de propagacién como
puntos de referencia y para fines de comparacion.

» (Zhao et al., 2018) Este estudio se enfoco en la caracterizacion del comportamiento
a fatiga del PMMA, centrdndose en los valores de umbral de tenacidad. Los autores
llevaron a cabo las pruebas utilizando probetas C(T). Los resultados de este estudio
son de gran interés y se consideran importantes para determinar la carga a aplicar

en los ensayos de propagacion de grietas.
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4. Materiales y métodos
A continuacion, se presenta una descripcion general de los materiales y métodos utilizados
en este estudio. Se detallardn los instrumentos, las técnicas y los procedimientos empleados para
recopilar y analizar los datos. Ademas, se explicardn las razones detras de la eleccion de estos
enfoques, describiendo su relevancia para los objetivos de la investigacion.
. Los ensayos se llevaron a cabo en una maquina universal de ensayos MTS Bionix con

una capacidad nominal de carga de 25kN y se emplearon laminas de PMMA de 10 mm de espesor.

4.1 Traccion uniaxial

Los ensayos se desarrollaron siguiendo la norma ASTM D638-22 para materiales plasticos,
los especimenes correspondieron al tipo 111 y fueron manufacturados con una cortadora laser y la
geometria se presenta en la figura 3. La adquisicion se datos fue realizada con un extensémetro

analogo MTS 634.12f con una longitud de calibre de 25 mm.

Figura 3

Geometria sometida a tension uniaxial
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4.2 Ensayos de crecimiento de grieta

La norma ASTM E647-23a presenta 3 tipos de geometrias para la medicion de las tasas de
crecimiento estable para probetas sometidas a fatiga, las probetas presentadas en el documento no
tienen ninguna limitacion de material ni espesor, fue seleccionada la geometria de tension
compacta C(T), debido a su practicidad de montaje y su poco uso de material.

Las dimensiones de la probeta se encuentran detalladas en la figura 4(a), mientras que el
montaje experimental se ilustra en la figura 4(b). La frecuencia de carga fue 3.5 Hz con el objetivo
de evitar comportamientos viscoelasticos (Cheng et al., 1990).

La adquisicién de datos se llevé a cabo por medio de imagenes registradas cada 500 ciclos,
la cdmara empleada contaba con una resolucion de 108 MP, un lente 5P, distancia focal del lente
equivalente a 48mm y una apertura f/2.24. Con el fin de evitar ruido en las imdgenes y garantizar
la captura de la imagen en el momento de apertura, se redujo la frecuencia de aplicacion de la
carga se redujo hasta 0.1 Hz durante 3 ciclos. Posteriormente la frecuencia fue restablecida de 5
Figura 4

a) Dimensiones del espécimen; b) Montaje
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Hz, este proceso se repitié hasta la fractura del espécimen. El procedimiento de adquisicion de

datos se muestra en la figura 5.

Figura 5

Programa de adquisicion de datos de ensayos de fatiga

=l Rutas paralelas

T

Ruta paralela: bucle de repeticion: 100 Vez/Ve..

:
@

=l “bucle de repeticion: 100 Vez/\Veces

[nd}

|

Bucle de repeticion active

%

0
Rampz:275 N

N

v

Ciclo:De 500N 2 50 N en 5 Hz

v

Rampa:275 N

v

Ciclo:De 500 N 2 50 N en 0.1 Hz

wiA

\

¥

¥

v ¥
Ruta paralela:DAQ:Axial Disp.. Ruta paralela:Deteccién de limite:Axial Di...

DAQ:Axial Displacement, ‘

Deteccidn de limite: &xial Displacement

[SE——

e

¥

v

Exportar datos: DAQ:Axial Displacement, ..

o

Finalizar ensayo

e e )




COMPARACION DE LOS MODELOS DE SIF EQUIVALENTE 36

La aplicacion de la carga P adopt6 un patron sinusoidal, debido a que el objetivo fue tomar
datos en la region de crecimiento estable, se busco un valor de AP indujera un AK superior al
umbral de tenacidad sin sobrepasar la tenacidad a la fractura.

Se dispuso de un conjunto de 6 especimenes, que se muestran en la figura 6. EI primero
fue utilizado para determinar los parametros de calibracion del material. Posteriormente las
muestras restantes fueron procesadas. Dado que la recopilacion de datos se basd en el
procesamiento de imagenes, se exploraron diversas estrategias para mejorar el contraste de las
regiones de interés. Inicialmente, se empled el uso de pintura negra; sin embargo, finalmente se
aplico un patron de puntos aleatorios por medio de pintura en aerosol, la calidad del mismo fue

verificada segun los datos reportados por (Lecompte et al., 2006).

Figura 6

Probetas sometidas al ensayo de crecimiento de grietas
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4.3 Ensayos de fatiga de modo mixto

La induccién del modo mixto puede lograrse de dos maneras, aplicando la carga de forma
inclinada o introduciendo una discontinuidad geométrica que altere la ruta de la grieta al
propagarse. En este proyecto, se optd por utilizar una probeta C(T) modificada. Utilizando la
geometria representada en la figura 4 se realiz6 una perforacion de @ = 12,7 mm para generar el
modo mixto segun ensayos planteados en literatura (Diaz Rodriguez et al., 2018). La figura 7

muestra las dimensiones de la probeta C(T) modificada.

Figura 7

Dimensiones geometria C(T) modificada
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La ubicacion del concentrador de esfuerzos se determiné utilizando el software de elementos
finitos ANSY'S, haciendo uso de la herramienta SMART Fracture. Esta herramienta utiliza la regla
de Paris para crecimiento de grietas, el objetivo de la simulacién fue lograr la mayor longitud y
angulo de inclinacién de la grieta. La figura 8(a) ilustra la trayectoria de la grieta para una probeta
presentada en la figura 7. La simulacion se llevo a cabo hasta que el valor calculado de K; alcanzo
AK, .. Es importante detener la simulacion cuando se alcanza este valor debido a que la herramienta
puede continuar la simulacion mas alla del valor limite de la fractura generando resultados
irrealistas.

En la figura 8(b) se presenta la trayectoria registrada experimentalmente de una de las
probetas, se observé una tendencia similar en todos los especimenes evaluados experimentalmente.

Estos ensayos no se encuentran estandarizados. Sin embargo, adoptando el enfoque de
otros investigadores (Diaz & Freire, 2022) se conservaron las condiciones de la norma ASTM
E647-23a aplicandolas a las probetas modificadas geométricamente. Debido a que se anticipaba

una vida menor de la probeta debido a la induccion de modo mixto, fueron ajustadas algunas

Figura 8

a) Trayectoria simulada b) Trayectoria experimental
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condiciones experimentales. La frecuencia de aplicacién de la carga, segun el procedimiento
mostrado en la figura 5, fue reducida a 3.5 Hz y la frecuencia de adquisicion de datos fue
incrementada a 350 ciclos.
4.3.4 Procesamiento de datos

En esta subseccion se aborda el proceso de tratamiento de los datos recopilados, esto
incluye procesos de filtrado, obtencion de parametros clave y herramientas de tratamiento de datos.
4.4.1 Ensayos de traccion

Usando los datos obtenidos en las pruebas de traccion se realizd un proceso de filtrado y
limpieza, esto evito resultados incoherentes y ruido. El calculo del esfuerzo implico la division de
la fuerza aplicada entre el &rea transversal de la probeta A,. La deformacion se obtuvo al dividir
el valor registrado por el extensémetro entre su longitud de calibracién. Con estos datos se
construyeron las curvas de esfuerzo-deformacion.

El mddulo de Young fue determinado calculando la pendiente de la curva en un intervalo
de deformacién desde O hasta el limite proporcional, estos procedimientos se desarrollaron

siguiendo las indicaciones de la norma ASTM D638-22.

4.4.2 Pruebas de fatiga
En las pruebas realizadas fue necesario registrar cuatro tipos de datos simultaneamente: el
numero de ciclos N, la carga aplicada, la fotografia de la probeta en el instante de apertura y el
desplazamiento de la apertura de la punta de la grieta.
Adicionalmente al montaje presentado en la figura 9 incorporaron dos pulsadores

Bluetooth. Uno vinculado con la camara que documentaba la probeta, cdmara 1, y otro a la cdmara
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Figura 9
Montaje para pruebas de modo mixto
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Camara 2

Probeta C(T) y escala
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Camara 1

Extensdometro
laser

2, la cual registraba el monitor de la maquina de ensayo. Cuando era reducida la frecuencia ambos
pulsadores eran accionados al tiempo, con esto, uno registra el valor de N, asi como la fuerza
aplicada y el otro la fotografia de la probeta. Simultdneamente el extensdmetro laser registraba
datos de manera constante. La metodologia de medicién se hizo siguiendo resultados de literatura
(Diaz Rodriguez et al., 2023).

Concluido el ensayo se procedio a buscar los valores registrados por el extensémetro,
utilizando los valores registrados en el monitor, se identificd el valor coincidente mediante marcas
temporales y el nimero de ciclos.

Una vez identificadas las fotografias destinadas al andlisis estas son archivadas con el
nombre correspondiente al nimero de ciclos que representaban. EIl procesamiento de las imagenes
empleo el software ImageJ siguiendo el proceso detallado en la figura 10. Para el procesamiento

de imagenes manual fue necesario identificar 6 zonas de interés en cada imagen, las cuales se
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detallan en la figura 11, cada una de estas fue medida en 5 ocasiones para retirar la subjetividad de
la medicién del usuario. A partir de estas mediciones se calculé el valor promedio y este se
convirtio en el valor de referencia para cada conjunto de datos. En los casos donde la punta de la
grieta no era aparente fue necesario hacer uso de DIC, sin embargo, el uso de esta técnica se

profundiza en otra seccion.

Figura 10

Procesamiento de imagenes manual y DIC

Procesamiento de imdgenes manual

Importar la carpeta de
imagenes a Imagel

Recortar la zona de interés
de las imagenes
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¥
Alinear las imagenes y | Aplicar una transformacion
agudizar las imagenes de cuerpo rigido
¥ k 4

Exportar como TIFF y
Medir zonas de interés renombrar de la forma

nombre_1

En el caso de los ensayos de modo mixto, no fue necesario calcular el valor de

referencia segun la norma ya que este es valido unicamente para pruebas de modo 1.
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Estas mediciones proporcionaron un conjunto de coordenadas, para convertir estas
medidas en pixeles a metros se obtuvo un factor de conversion midiendo horizontalmente el

grabado presente en el espécimen el cual cuenta con dimensiones de 0.002 m.

Figura 11
Zonas de interés a identificar en las imagenes

Punta de la gricta Entalla Conversion m a px Extremo de la gricta A

Extremo de la grieta B

Referencia para la norma
ASTM E647-23a

4.4.2.1 Modo I

La determinaciéon de AK segun la norma ASTM E647-23a se realiza por medio de la
ecuacién 11, esta es un ajuste paramétrico a los datos numéricos que representan el valor maximo
de K; y este generalmente se presenta al interior de la probeta, mientras que superficialmente son
menores. Como los SIF se tomaron desde desplazamientos medidos en la superficie, se espera que

los SIF experimentales sean menores que los numéricos.
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a
AK, = Bf/};/ ] ((12 i aW))i « (0.886 + 4.64% ~13.32 (%)2 +14.72 (%)3 ~5.6 (%)4 11
W

» AP corresponde a la Pyqx — Prin
» B corresponde al calibre de la probeta
> a representa la medida de la punta de la grieta respecto a la referencia especificada
en la norma, referirse a figura 11
» W es una dimension paramétrica para cada probeta, en este caso fue 0.076 m
Para el calculo de la rata de crecimiento fue necesario usar la ecuacion 12 para cada uno de

los intervalos registrados.

da af—a, Aa
—_—= ~— (12)
dN Nf—N, AN

Una vez han sido calculadas las ecuaciones 11 y 12 para cada una de las imagenes, se
generd un grafico de dispersion con escalas logaritmicas , posteriormente se procedid a hacer un
ajuste potencial para obtener las constantes de crecimiento de la regla de Paris (C y m) esto se
realizd con la ecuacién 9. Posteriormente se realizo el ajuste con la ecuacion 10 con el fin de

obtener las constantes de crecimiento de Forman.

4.4.2.2 Modo I1

Para las probetas de modo mixto, no es posible emplear la ecuacion 11, en este caso es en
necesario calcular el desplazamiento de la apertura de la punta de la grieta (CTOD) presentada en
las ecuaciones 13 y 14 (Diaz Rodriguez et al., 2018) que son obtenidas a partir de la solucién de

Williams para los campos de desplazamiento de una placa infinita.
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-1
EAV Ta Ha Ty 9b
AK; = ————| [z=* sin— - — cos? 13
T2+ N2 2 T+ e 2] NP [1+ cos"of| (3
-1
AK EAU Ta [ N ] Ty n 2 gb 14
=20t N 2 115w e R = sz Troteos o] (4
Donde:
» E corresponde al modulo de Young

>

>

AV es el desplazamiento relativo vertical de los extremos de la grieta, Ay B

v es el modulo de Poisson

1, constituye la distancia desde la punta de la grieta hasta el extremo a

6, es el angulo medido desde el extremo a de la grieta hasta la punta, se mide
respecto a la entalla

1, constituye la distancia desde la punta de la grieta hasta el extremo b

0, es el angulo medido desde el extremo b de la grieta hasta la punta, se mide
respecto a la entalla

AU es el desplazamiento relativo horizontal de los extremos de la grieta, Ay B

Los valores de 7,,0,,7, vy 8, pueden ser determinados por el procesamiento de imagenes

manual, el procedimiento para determinar AU se presenta en la siguiente seccion.

4.4.2.3 Correlacion digital de iméagenes

En primer lugar, una vez se realizé el proceso ilustrado en la figura 10, se cargo en el

programa la imagen de referencia, asi como las imagenes subsiguientes. Se retird el movimiento

de cuerpo rigido. Posteriormente se define la region de interés ROI, esta contempla la zona que

recorre la grieta, asi como su vecindad, también es importante definirla incluyendo el lugar donde

se midio el CTOD. Una vez han sido definidos estos parametros, la interfaz se presenta como



COMPARACION DE LOS MODELOS DE SIF EQUIVALENTE 45

indica la figura 12. Los parametros que fueron definidos para el andlisis de las imagenes se

presentan en la tabla 1.

Figura 12

Interfaz de Ncorr

File Region of Interest Analysis Plot

Program State Reference Image Current Image(s)
Reference mage ET
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Regon of Interest
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Tabla 1
Parametros DIC
Parédmetro Valor
Radio del subconjunto 20
Espaciamiento del subconjunto 1
Radio de deformacion 15
Analisis por pasos Desactivado
Coeficiente de distorsion radial de los lentes 0
Truncamiento de subconjuntos Desactivado

Coeficiente de correlacion de corte 1.5885
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Tras completar el analisis DIC, solo se requieren los campos de desplazamiento en las
direcciones V' y U.

La figura 13 muestra como se usaron los desplazamientos. En la figura 13.a, la punta de la
grieta no era visible claramente. Debido a esto, se recurre al campo de desplazamientos en V,
figura 13.b, esto permite identificar la posicidn de la punta de la grieta con mas facilidad que con
el campo U. Para resolver la ecuacién 14, se emplea el campo de desplazamientos en U, figura

13.c. Asi mismo AU se compone de la suma de los desplazamientos en los puntos Ay B.

Figura 13

Resultados arrojados por Ncorr a) Imagen original; b) Campos de desplazamiento en V; ¢) Campos

de desplazamiento en U
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Una vez extraidos los campos U y V, junto con las propiedades mecéanicas y la posicion de

la punta de la grieta se alimentaron las ecuaciones 13 y 14 para el calculo de los SIF.
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4.4.3 Método de elementos finitos: SMART Fracture

ANSYS ha introducido un novedoso método de mallado no estructurado, permitiendo
reducir el tiempo de preprocesamiento usando una malla tetraédrica generada automéaticamente,
reduciendo el tiempo requerido para ejecutar la simulacion de dias a minutos. Adicionalmente se
ha introducido la metodologia SMART (Separating, Morphing & Adapting Technology) la cual
permite ajustar la malla dindmicamente segun la evolucion de la simulacién (Alshoaibi & Fageehi,
2022).

Para usar esta herramienta es necesario programar las propiedades del material. Este se
define con el esfuerzo altimo, el médulo de Poisson (Ali et al., 2015) y las constantes de la regla
de Paris determinadas por medio de la ecuacion 9.

La geometria descrita en la figura 7 fue modelada utilizando ANSYS Discovery,
posteriormente se aplicé un método de mallado tetraédrico cuadratico y fue refinada la zona que
comprende la trayectoria de la grieta, se defini6 una esfera de influencia de 0.02 m y un tamafio
de elementos de 0.001 m. El resultado fue una malla con 117427 nodos y 82492 elementos.

En la herramienta de fractura, se insert6 la grieta previamente mallada, ubicando el sistema
de referencia en el extremo interno de la entalla. Posteriormente, se introdujo el crecimiento de
grietas SMART, seleccionando la grieta premallada como grieta inicial, el tipo de crecimiento
seleccionado fue de ciclo por ciclo con incrementos cada 350 ciclos y se definio R = 0.1.

Las condiciones de cargas incluyeron un soporte cilindrico libre en la direccién radial y la
condicion de carga de rodamiento, definiendo la fuerzaen Y = 500 N.

En la configuracion del analisis, el nimero de pasos establecido fue 21 debido a que la

grieta tenia la misma longitud que la registrada experimentalmente con este nimero de
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incrementos. Se utilizo solo un subpaso. En el control de fractura se configuro Unicamente la
obtencion de SIFS (Stress Intensity Factor Solutions).

Para la solucion, se considerd la deformacion total y direccional en el eje Y, se incorporo
la herramienta de fractura. Los resultados obtenidos fueron K;, K;;, la extension total de la grieta
y el nimero total de ciclos.

4.4.4 Método dual de elementos de contorno: DBEM

Este método numérico resuelve ecuaciones integrales de contorno usando las condiciones
de frontera establecidas de traccién y desplazamiento. Puede aplicarse a gran variedad de
simulaciones del medio continuo, incluyendo la mecéanica de la fractura. Al permitir la
discretizacion exclusiva de la zona de frontera, el problema se reduce en su complejidad una
dimension, en este caso a un problema unidimensional, facilitando el proceso de mallado y
reduciendo el recurso computacional necesario.

La implementacién de este método se hace por medio del software DBEM (Mantilla &
Poveda, 2023). Para desarrollar inicialmente este analisis, fue modelada la geometria descrita en
la figura 7 utilizando el software GID. Se establecieron condiciones de frontera, estas incluyen la
restriccion de desplazamientos u, = 0,u,, = 0 en el origen, asi como u, = 0 en la esquina
superior izquierda. Las condiciones de carga se presentan en la figura 14.

Esta simulacion emple6 una serie de parametros detallados en secciones anteriores, estos
incluyen: R, P, E, v, AK,;, AK;., asi mismo se especifica que debido al calibre de la probeta el
tipo de problema corresponde a esfuerzo plano. EI niamero de nodos fue de 670 y de elementos

335, siendo las zonas de interés los agujeros y la punta de la entalla.
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Figura 14

Geometria y condiciones de frontera DBEM
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4.4.6 Comparacion de los modelos de SIF equivalente y modelos de crecimiento

=

Utilizando los valores de K; y K;; estimados por medio de simulaciones y mediciones
experimentales, se determind el valor promedio de cada uno de los SIF equivalentes para intervalos
de a que aumentan en incrementos de 0.0002 m.

Para comparar los modelos de crecimiento fue necesario modificar las ecuaciones 9 y 10,
con el objetivo de contemplar el efecto del modo mixto se obtienen las ecuaciones 15 y 16
respectivamente.

da

= c(ak)™ (15)
da _ C(8K.,)"

dN (1 - R)Kjc — AK,,

(16)
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La metodologia utilizada consistié en utilizar la longitud de grieta incremental de 0.002 m

y los valores de AK,, obtenido de cada uno de los modelos (Sajith et al., 2020). A partir de estos

datos fue calculado el ndmero de ciclos estimado y se comparé con el numero de ciclos

experimentales, para ello. Este célculo se realizé por medio de la ecuacion 17.

Aa

d AN
a J‘
= | dN = AN, ; 17)
m numerico
J } (C:KIC:R)(AKeq) 0

0

El calculo del error entre el nimero de ciclos experimentales y el numérico esta dado por

la ecuacion 18.

ANnumerico - ANexperimental

% Error = ( ) *100% (18)

ANexperimental
Finalmente, se determind que el mejor SIF equivalente es aquel que, en combinacién con
el modelo de crecimiento, exhibe el menor error porcentual respecto a las observaciones

experimentales.
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5. Resultados y discusion
En este aparatado se presentan los resultados de los ensayos mecanicos desarrollados, asi
como el andlisis de los datos obtenidos y se comparan con resultados presentados por diversos

autores.

5.1 Propiedades mecénicas

En la figura 15 se muestran las curvas esfuerzo-deformacién que se obtuvieron a partir de
los ensayos a traccion, aunque fueron ensayadas 8 pruebas, solo se incluyen los datos arrojados
por 5 probetas. Los resultados que fueron descartados presentaban secuencias atipicas y errores en
la adquisicién de datos. Las curvas exhiben un comportamiento lineal, que es el comportamiento

esperado al material debido a su comportamiento fragil.

Figura 15
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Las propiedades del material se presentan en la tabla 1, los valores reportados por el autor
coinciden con resultados encontrados en la literatura (Ali et al., 2015) (Triclot et al., 2023).
Tabla 2

Propiedades mecanicas estaticas

Propiedades Valor Coeficiente de variacion (%o)
Esfuerzo ultimo o,, (MPa) 445 + 5,72 12,8748
Modulo de Young E (MPa)  2894,39 + 95 3,2825
(Alietal., 2015) g, (MPa) 72 N/A
(Ali et al., 2015) E (MPa) 3100 N/A
(Triclot et al., 2023) E (MPa) 2770 + 1 N/A
(Triclot et al., 2023) v 0.36

Se observa una diferencia notoria en el valor del esfuerzo Gltimo en este material; sin
embargo, es importante destacar que esta discrepancia no influye en los resultados obtenidos. En
este contexto, el pardmetro verdaderamente relevante es el modulo de Young. No obstante, se
reporta el valor del esfuerzo Gltimo con el propoésito de caracterizar el material utilizado en el
estudio. Adicionalmente, dado que no fue posible caracterizar experimentalmente el médulo de
Poisson, se ha optado por utilizar el valor de referencia reportado en la Tabla 2.

Para el estudio de las constantes de crecimiento de grieta, fueron reportadas mediciones
cada 500 ciclos hasta la fractura de las probetas, siguiendo el esquema de medicion descrito en la
figura 5, solo 2 de los especimenes ensayados arrojaron resultados consistentes. La carga maxima

fue determinada con la ecuacion 11, tomando en cuenta los valores de referencia: AK;;, =
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0.635 MPa+vm (Zhao et al., 2018) yAK;. = 1.56 MPa vm (Baleani & Viceconti, 2011). En
consecuencia, la carga maxima aplicada fue P = 610 N y laminima P =0 N.

La limitada vida de las probetas puede atribuirse a la presencia de defectos internos que
reducen significativamente la vida del espécimen, un comportamiento registrado por otros autores
(Shi & Shan, 2014). Al examinar los especimenes con vidas cortas o que presentaron fallas subitas,
se observaron lineas de estriacion cortas seguidas de una superficie lisa.

La figura 16 muestra la gréfica de la tasa de crecimiento de grieta en funcion de AK; en
una escala logaritmica. Se presentan los datos correspondientes a 2 probetas, ya que el objetivo de
esta prueba era obtener las constantes de Paris C y m. Fue realizado un ajuste potencial, con el

objetivo de conocer el comportamiento de las constantes respecto a las reportadas por otros

Figura 16
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autores, se incorporan dos series de datos ajustadas con las constantes reportadas por (Baleani &
Viceconti, 2011) y (Hao et al., 2016) para fines de comparacion.

La tabla 3 presenta las constantes determinadas usando la ecuacion 9, asi como el
coeficiente de determinacion de estas. Los datos arrojados por la primera probeta fueron
descartados ya que, a pesar de encontrarse dentro del rango reportado por otros investigadores,
presentaron un coeficiente de determinacion R? = 0.0171.

Las constantes resultantes de la segunda probeta son las que caracterizan al material en las
condiciones especificadas. Su comportamiento coincidid con los modelos reportados en la
literatura. Adicionalmente comprob6 por medio de simulaciones realizadas, las propiedades del
material fueron definidas con los datos reportados en las tablas 1y 2.

Las constantes de Forman se obtuvieron implementando un toolbox de optimizacion en
Matlab. Se emplearon como condiciones iniciales reportadas en la tabla 3, y se impuso la condicion
de C > 0. Después de un proceso iterativo, fueron seleccionadas las constantes que presentaron
el mayor R?. Los resultados arrojados por el software se detallan en la tabla 4.

Tabla 3

Constantes para la regla de Paris para probetas en modo I

m -m
¢ [ciclo (MPa\/ﬁ) ] m RZ
Probeta 1 2,7142E-07 3,375 0,0171
Probeta 2 4,3193E-07 3,47 0,69

Probeta 2 con reduccion de ruido 4,701E-07 5,689 0,77
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Al programar el material en el software DBEM se encontré que estas no presentaban
resultados precisos a pesar de presentar un comportamiento adecuado en ANSY'S; por ello fue
necesario hacer una reduccion de ruido en los datos de la probeta 2, en secciones posteriores se
profundiza la implicacion de este proceso de filtrado.

Tabla 4

Constantes para el modelo de crecimiento de Forman

€ | -2 (MPaym) ™| m R?

ciclo

5.4139E-07 1.170 0,8084

5.2 Simulaciones

Los resultados de las simulaciones de BEM y FEM para el modo | se muestran en la figura
17. En este caso, se observa que los resultados experimentales se encuentran dentro del rango de
valores arrojados por ambas simulaciones

En la figura 17.a, se presenta AK; respecto al numero de ciclos, AK experimental es
calculado segun indica la norma, es decir teniendo en cuenta el factor geométrico del tamafio de
la grieta, las simulaciones cuentan con otros métodos como la tasa de liberacion de energia y la
integral J, sin embargo, es posible afirmar que los resultados convergen. En la figura 17.b se
observa que los datos experimentales y los FEM se solapan, mientras que los datos de la simulacion
por BEM presentan valores de AK; ligeramente inferiores, esto puede atribuirse a las condiciones

de frontera establecidas.
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Figura 17 Resultados de las simulaciones FEM y BEM comparados con los datos obtenidos

experimentalmente a) AKI vs N; b) AKl vs a
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En la figura 18 se presentan los resultados de las pruebas de modo mixto, las condiciones
de la prueba se mantuvieron en ambas. En la figura 18.a, se presenta el tamafio de grieta en funcion
al nimero de ciclos, similar a las simulaciones de modo | se encuentra que para BEM el nimero
de ciclos registrados es mayor.

En la figura 18.b, se observa que los datos de AK; crecen de una manera mas estable en
BEM. Esto podria atribuirse a que en el caso de FEM, el mallado se regenera a medida que avanza
la grieta y depende de los resultados arrojados en el intervalo anterior. Esta misma tendencia se
refleja en la figura 18.c, donde la presencia de este ruido se debe a la misma razon, aunque los
valores para FEM parecen fluctuar significativamente, Los valores del eje Y, la variacion del AK;
muestran que esta fluctuacion es realmente minima, los valores se encuentran constantemente
cercanos al cero.

Estos resultados validan numéricamente las constantes de propagacién encontradas

experimentalmente.
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Figura 18

Simulaciones FEM y BEM, a) avs N; b) AKl vs a; ¢) AKIll vs a
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5.3 Fatiga en modo mixto, ensayos experimentales

Fueron llevados a cabo 10 ensayos, sin embargo, debido a la fragilidad del material y a la
naturaleza aleatoria de la fatiga, solo fue posible recopilar datos de 5 especimenes.

Inicialmente, se construyo la grafica de tamafio de grieta respecto a nimero de ciclos, tal
como se ilustra en la figura 20. Las probetas 1, 2 y 3 fueron descartadas por su corta vida y por su
tendencia atipica, la pendiente de crecimiento de estas resulta elevada en comparacién con otros
datos registrados, este crecimiento acelerado pudo ser atribuido a la presencia de defectos internos
0 la creacidn de precarga en el montaje de estas.

La medida de AK;; refleja la inclinacion que toma la grieta, como se ilustra en la figura 19.
Cuando se simula la region de crecimiento estable, es decir la que compete a la regla de Paris, se
observa que el angulo de inclinacién de la grieta es de 7.4°. El criterio que se uso para detener la
simulacion fue la longitud total de la grieta registrada en el Gltimo intervalo registrado antes de la

fractura.

Figura 19
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Las probetas 4 y 5 exhiben una region de crecimiento estable y convergente hasta
aproximadamente 6000 ciclos, momento donde la tasa de crecimiento aumenta. Este cambio esto
podria atribuirse al inicio de una zona inestable de propagacion, es interesante comparar el
crecimiento de estas probetas con los datos arrojados por las simulaciones, las tasas de crecimiento
son similares hasta este valor de 6000 ciclos, esto respalda la hip6tesis de la entrada a una region
inestable. Es importante destacar que las simulaciones Unicamente simulan en la region 2 de la
regla de Paris. Por lo tanto, el hecho de que ambas probetas presenten este comportamiento puede
implicar que la pendiente de crecimiento deja de ser constante y aumenta ligeramente, de ahi la
discrepancia en la longitud total de la grita respecto a los valores reportados por las simulaciones.

La figura 21 presenta los valores de AK; y AK;; para las probetas mencionadas, asi como

los resultados arrojados por las simulaciones.

Figura 20

Crecimiento de grieta respecto a nimero de ciclos en modo mixto, datos experimentales y simulacion
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El desplazamiento en U es bastante pequefio y es dificil medirlo con los instrumentos
usados ya que en algunos casos es inferior a 1 px, por ello, la mayoria de los valores registrados
no presentan una tendencia y siempre se encuentran cercanos al valor de 0. Adicionalmente debido
a la fragilidad del material, la curvatura de la grieta fue minima, es decir no se esperaban grandes
valores para AKj;, este hecho es soportado por los resultados de las simulaciones.

Sin embargo, los resultados de AK; si pudieron ser cuantificados de una manera acertada,
esto debido a la presencia del extensometro laser, adicionalmente algunos desplazamientos en la
direccion V fueron medidos con el método presentado en la figura 13, se encontrd que este
desplazamiento arrojaba valores bastante cercanos.

Con los valores registrados experimentalmente y los arrojados por las simulaciones se cre6
una curva promedio de los SIF. Esta curva fue construida con el valor promedio de los SIF en
intervalos incrementales de a = 0.002 m. Con los valores definidos por esta curva procedi a

realizar el calculo de los SIF equivalentes.



COMPARACION DE LOS MODELOS DE SIF EQUIVALENTE 62

Figura 21

Resultados para las pruebas de modo mixto a)AKI vs a; b)AKII vs a
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5.3 Evaluacion de los modelos de SIF equivalente
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La tabla 5 presenta los datos empleados, asi como los resultados para cada uno de los

modelos de SIF equivalente, estos se obtuvieron con las ecuaciones 4, 5,6y 7.

Tabla b

Parametros experimentales y calculados para determinar los SIF (MPa\/m) equivalentes

N a AKI AKII AKTanaka AKPook AKRichard AKDemir
[Ciclos] [m] [MPa * \Vm]

857 2.0E-04 0.91737 -0.00546 0.91745 0.91742 091741  0.86317
1633 4.0E-04 0.92511 -0.01127 0.92543 0.92531 0.92529  0.87789
2409 6.0E-04 0.96042 -0.00439 0.96047 0.96045 0.96045  0.94607
3009 8.0E-04 0.98929 -0.00205 0.98930 0.98929 0.98929  1.00377
3554 1.0E-03 0.99586  0.00001 0.99586 0.99586 0.99586 1.01714
4080 1.2E-03 1.00005 -0.00129 1.00006 1.00006 1.00006  1.02573
4404 1.4E-03 0.99559 -0.00292 0.99561 0.99561 0.99560 1.01661
4968 1.6E-03 1.01823  0.00085 1.01823 1.01823 1.01823  1.06336
5422 1.8E-03 1.01377 0.00335 1.01379 1.01379 1.01379  1.05408
5926 2.0E-03 1.03157 -0.00929 1.03172 1.03169 1.03168  1.09149
6328 2.2E-03  1.04575 -0.00048 1.04575 1.04575 1.04575  1.12161
6708 2.4E-03 1.06766 0.00093 1.06767 1.06766 1.06766  1.16911
7091 2.6E-03 1.06617  0.00591 1.06623 1.06622 1.06622  1.16589
7451 2.8E-03 1.07944 -0.00427 1.07947 1.07947 1.07947 1.19507
7773 3.0E-03 1.08269 -0.00700 1.08276 1.08275 1.08275  1.20230
8106 3.2E-03 1.09289 -0.00433 1.09292 1.09292 1.09291  1.22504
8463 3.4E-03 1.10299 0.00115 1.10299 110299 1.10299  1.24776
8881 3.6E-03 1.11558 -0.00016 1.11558 1.11558 1.11558 1.27641
9232 3.8E-03 1.13501 0.00085 1.13501 113501 1.13501  1.32126
9550 4.0E-03 1.15491 0.00416 1.15493 1.15493 1.15493  1.36801
9854 4.2E-03 1.16448 0.00327 1.16449 116449 1.16449  1.39076
9589 44E-03 1.17916 0.00289 1.17917 1.17917 1.17917  1.42606
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Calculando el nimero de ciclos estimado para cada uno de los intervalos de dN, se obtienen

los resultados presentados en la figura 22 para el modelo de crecimiento de Paris y el modelo de

crecimiento de Forman respectivamente.

Figura 22

Numero de ciclos calculado respecto al experimental, a) Regla de Paris; b) Modelo de crecimiento de Forman
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La figura 22.a permite apreciar que los modelos de Tanaka, Pook y Richard predicen un
namero de ciclos cercano al registrado experimentalmente después del intervalo 9. Los intervalos
anteriores indican una tasa de crecimiento lenta, aproximadamente un 40% de ciclos mas para
todos los SIF equivalentes excepto Demir. Esta discrepancia concuerda con el comportamiento
fisico de los materiales sometidos a caras de fatiga, la tasa de propagacion inicial siempre es menor
en la region |, es posible afirmar que los datos registrados en estos intervalos corresponden a la
transicion entre la region 1y 1. Siempre se presentan errores mas altos para grietas cortas.

La figura 22.b refuerza el argumento anterior, debido a que el modelo de crecimiento de
forman contempla regiones 11 y 111, las tasas de crecimiento son significativamente mas elevadas
(Akramin et al., 2020), por ello el nimero de ciclos precedido resulta aproximadamente 50%
inferior con cada uno de los modelos.

Para ambos modelos de crecimiento, el SIF con un rendimiento menos preciso en relacion
con el comportamiento real del material resulta ser el de Demir. Los otros modelos convergen en
sus resultados, esto se debe a que los valores de AK;; son bajos en todos los intervalos y, por lo
tanto, no tiene un impacto significativo. Esto puede comprobarse al revisar los datos reportados en
la tabla 5, donde se observa que usar el valor de AK; o el de los modelos propuestos por Tanaka,
Pook o Richard es practicamente lo mismo. resulta interesante apreciar como a pesar de ser
deducidos por teorias diferentes AK; resulta constante ante bajos valores de AK;.

En resumen, se puede concluir que el uso de los SIF equivalentes de Tanaka, Pook o
Richard no muestra diferencias significativas para el PMMA. Se determina que el modelo de
Tanaka proporciona la mejor prediccion de ciclos. Este modelo suele estar incorporado en varios
programas de simulacion computacional. Dado que el material es inherentemente fragil, no se

observa un modo mixto pronunciado. Sin embargo, es importante destacar que el modelo de Paris



COMPARACION DE LOS MODELOS DE SIF EQUIVALENTE 66

proporciona una aproximacion adecuada al comportamiento real del material, con un error medio
del 12.8% en la estimacion de ciclos por intervalos y un error del 14.83% en el numero total de
ciclos, siempre con una tendencia conservadora. Mientras que el modelo de Forman con un error
medio del 35.8% en la estimacion de ciclos por intervalos y un error del 39% en el nimero total
de ciclos.

Para realizar una medicién de AK;; se sugiere incorporar un espécimen de flexion de tres
puntos, asi como utilizar una probeta de un tamafio considerablemente mayor, otros estudios
reportan una vida mas larga (Dirik & Yalcinkaya, 2018). Sin embargo, estos estudios se basaron
en simulaciones computacionales. Como se menciond en secciones anteriores, las simulaciones
pueden prolongar la propagacion de una grieta incluso cuando en realidad el material ya ha llegado

al punto de fractura.
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6. Conclusiones

En este estudio se muestran los mecanismos de fractura del PMMA bajo modo mixto |y
I1, se logré caracterizar las propiedades mecénicas del material bajo carga estética y alternante
usando técnicas Opticas. El uso de técnicas de metrologia 6ptica probaron ser una solucidn efectiva
para la medicion de los campos de desplazamientos que se presentaron en la superficie de la
probeta.

Por medio de técnicas de procesamiento de iméagenes se logré medir satisfactoriamente los
valores de AK; y AK;,. Es importante destacar que la adquisicion de datos fue realizada con un
montaje de bajo costo, usando un teléfono moévil y equipos de laboratorio estandar, estas
mediciones fueron contrastadas con los obtenidos en simulaciones computacionales por medio de
elementos finitos y método de elementos de contorno donde se comprueba su convergencia.

Usando los valores obtenidos de manera experimental asi como por medio de simulaciones
numéricas, fueron determinados los SIF equivalentes, empleando los modelos propuestos por
Tanaka, Pook, Richard y Demir, se encontr6 que debido a la poca influencia del modo Il en la
probeta, el uso de cualquiera de esos modelos resulta aceptable, debido a su menor complejidad,
amplio estudio por parte de diferentes autores y su incorporacion en diferentes métodos de
simulacion, el modelo de Tanaka se considera el mejor de los tres propuestos.

Al evaluar los modelos de crecimiento de grietas de Paris y Forman se encontré que con
un error medio del 12.83% en lo intervalos y 14.83% en el error total. Esto se debe a que los datos
registrados siguen un comportamiento lineal que sugiere la transicion entre la region 1 y 11, y se

adentra en la region 11, mas no se registraron datos de crecimiento inestable.
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7. Recomendaciones

Debido a la naturaleza fréagil del material, se recomienda implementar un tipo diferente de
geometria como la Single Edge Notch Bend (SENB) Esta geometria elimina la necesidad de
someter la probeta a tensiones en el montaje experimental, lo que reduce la posibilidad de
introducir precargas en la probeta o micro fisuras internas.

Asi mismo se sugiere implementar una geometria de mayor tamafio, esto permite obtener
un angulo de inclinacién de grieta mas pronunciado, asi como una longitud total mayor.

En cuanto a la adquisicion de imagenes, se recomienda el uso de un lente macro. Este lente
permite acercar la camara al objeto de interés sin comprometer la resolucién de la camara,
mejorando significativamente la calidad de las fotografias. En caso de mejorar la calidad de las
imagenes también se sugiere una frecuencia menor en la adquisicion de datos, es posible que se
logre medir la propagacion de la grieta en las zonas 1 y IlI.

El desarrollo de un estudio fractografico para analizar la falla subita observada en la
mayoria de las probetas aprovechando los fragmentos ya disponibles. Este analisis permitira
cuantificar la region de nucleacion, evaluar la velocidad de propagacion de la fractura mediante el
estudio de las lineas de estriacion, determinar la longitud critica de las grietas y analizar las

velocidades de fractura cuasi estatica y dindmica.
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Apéndices

Apéndice A. Cadigo de entrada para BEM para probeta modo |

%

% MAT-fem 1.0 - MAT-fem is a learning tool for undestanding
% the Finite Element Method with MATLAB and GiD

%

% PROBLEM TITLE = Modo |

%

% Material Properties

%
young =
poiss =
denss =0.00 ;
pstrs= 1;
thick =

%

% Coordinates

%

global coordinates

coordinates = [
0.00000
0.00000
2.37500
4.75000
0.00000
0.00000
7.12500
0.00000
9.50000
11.87500
0.00000
14.25000
0.00000
16.62500
0.00000
0.00000
19.00000
21.37500
0.00000
23.75000
0.00000
0.00000

2933.10000 ;

0.36000 ;

0.10000 ;

0.00000 ;
2.37500 ;
0.00000 ;
0.00000 ;
4.75000 ;
7.12500 ;
0.00000 ;
9.50000 ;
0.00000 ;
0.00000 ;
11.87500 ;
0.00000 ;
14.25000 ;
0.00000 ;
16.62500 ;
19.00000 ;
0.00000 ;
0.00000 ;
21.37500 ;
0.00000 ;
23.75000 ;
26.12500 ;

26.12500

28.50000
0.00000
30.87500
0.00000
33.25000
0.00000
0.00000
35.62500
0.00000
38.00000
0.00000
40.37500
0.00000
42.75000
0.00000
45.12500
47.50000
0.00000
0.00000
49.87500
0.00000
52.25000
54.62500
0.00000
57.00000
0.00000
0.00000
59.37500
0.00000
61.75000
0.00000
64.12500
66.50000
0.00000
0.00000
68.87500
67.15670
66.92206

0.00000 ;

0.00000 ;
28.50000 ;
0.00000 ;
30.87500 ;
0.00000 ;
33.25000 ;
35.62500 ;
0.00000 ;
38.00000 ;
0.00000 ;
40.37500 ;
0.00000 ;
42.75000 ;
0.00000 ;
45.12500 ;
0.00000 ;
0.00000 ;
47.50000 ;
49.87500 ;
0.00000 ;
52.25000 ;
0.00000 ;
0.00000 ;
54.62500 ;
0.00000 ;
57.00000 ;
59.37500 ;
0.00000 ;
61.75000 ;
0.00000 ;
64.12500 ;
0.00000 ;
0.00000 ;
66.50000 ;
68.87500 ;
0.00000 ;
23.12926 ;
23.79983 ;

76
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67.44080
66.73818
67.77276
66.60611
71.25000
0.00000
68.15073
66.52656
68.57260
66.50000
69.03601
66.52656
69.53836
66.60611
70.07685
66.73818
70.64846
66.92206
71.25000
67.15670
73.62500
0.00000
71.87810
67.44080
72.52926
67.77276
73.19983
68.15073
73.88605
68.57260
76.00000
0.00000
74.58410
69.03601
60.80000
75.29006
69.53836
61.07813
61.07813
61.35625
61.35625
61.63437
61.63437
76.00000
70.07685

22.47810
24.48605
21.85000
25.18410
0.00000
71.25000
21.24846
25.89006
20.67685
26.60000
20.13836
27.30994
19.63601
28.01590
19.17260
28.71395
18.75073
29.40017
18.37276
30.07074
0.00000
73.62500
18.04080
30.72190
17.75670
31.35000
17.52206
31.95154
17.33818
32.52315
0.00000
76.00000
17.20611
33.06164
47.50000
17.12656
33.56399
47.50000
47.50000
47.50000
47.50000
47.50000
47.50000
17.10000
34.02740

61.91250
61.91250
62.32609
62.32609
0.00000
78.37500
76.70994
70.64846
62.73969
62.73969
63.15328
63.15328
77.41590
71.25000
63.56688
63.56688
63.98047
63.98047
78.11395
71.87810
64.39406
64.39406
64.80766
64.80766
65.22125
65.22125
78.80017
72.52926
80.75000
0.00000
65.63484
65.63484
66.04844
66.04844
79.47074
73.19983
66.46203
66.46203
66.87562
66.87562
80.12190
73.88605
67.28922
67.28922
67.70281

47.50000
47.50000
47.50000
47.50000

78.37500 ;
0.00000 ;

17.12656
34.44927
47.50000
47.50000
47.50000
47.50000
17.20611

34.82724 ;

47.50000
47.50000
47.50000
47.50000
17.33818
35.15920
47.50000
47.50000
47.50000
47.50000
47.50000
47.50000
17.52206
35.44330

0.00000 ;
80.75000 ;

47.50000
47.50000
47.50000
47.50000
17.75670

35.67794 ;

47.50000
47.50000
47.50000
47.50000
18.04080
35.86182
47.50000
47.50000
47.50000
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67.70281
80.75000
74.58410
68.11641
68.11641
0.00000
83.12500
68.53000
68.53000
81.35154
75.29006
68.94359
68.94359
69.35719
69.35719
81.92315
76.00000
69.77078
69.77078
70.18438
70.18438
82.46164
76.70994
70.59797
70.59797
82.96399
77.41590
71.01156
71.01156
85.50000
0.00000
71.42516
71.42516
83.42740
78.11395
71.83875
71.83875
72.25234
72.25234
83.84927
78.80017
72.66594
72.66594
84.22724
79.47074

47.50000 ;
18.37276 ;
35.99389 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
83.12500 ;
0.00000 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
18.75073 ;
36.07344 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
19.17260 ;
36.10000 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
19.63601 ;
36.07344 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
20.13836 ;
35.99389 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
0.00000 ;
85.50000 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
20.67685 ;
35.86182 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
21.24846
35.67794 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
21.85000 ;
35.44330 ;

73.07953
73.07953
84.55920
80.12190
73.49312
73.49313
73.90672
73.90672
0.00000
87.87500
84.84330
80.75000
74.32031
74.32031
85.07794
81.35154
74.73391
74.73391
85.26182
81.92315
75.14750
75.14750
85.39389
82.46164
75.56109
75.56109
85.47344
82.96399
85.50000
83.42740
75.97469
75.97469
85.47344
83.84927
85.39389
84.22724
76.38828
76.38828
85.26182
84.55920
85.07794
84.84330
90.25000
0.00000
76.80187

47.50000 ;
47.50000 ;
22.47810 ;
35.15920 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
87.87500 ;
0.00000 ;
23.12926 ;
34.82724 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
23.79983 ;
34.44927
47.50000 ;
47.50000 ;
24.48605 ;
34.02740 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
25.18410 ;
33.56399 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
25.89006 ;
33.06164 ;
26.60000 ;
32.52315 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
27.30994 ;
31.95154 ;
28.01590 ;
31.35000 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
28.71395 ;
30.72190 ;
29.40017 ;
30.07074 ;
0.00000 ;
90.25000 ;
47.50000 ;
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76.80187 47.50000 ; 82.17859 47.50000 ;
77.21547 | 47.50000 ; 82.17859 , 47.50000 ;
77.21547 47.50000 ; 95.00000 0.00000 ;
77.62906 47.50000 ; 0.00000 , 95.00000 ;
77.62906 47.50000 ; 95.00000 2.37500 ;
78.04266 47.50000 ; 2.37500 95.00000 ;
78.04266 47.50000 ; 74.58410 59.00611 ;
78.45625 47.50000 ; 95.00000 |, 4.75000 ;
78.45625 47.50000 ; 4.75000 95.00000 ;
78.86984 47.50000 ; 7.12500 95.00000 ;
78.86984 47.50000 ; 95.00000 7.12500 ;
79.28344 | 47.50000 ; 82.59219 , 47.50000 ;
79.28344 | 47.50000 ; 82.59219 47.50000 ;
0.00000 , 92.62500 ; 66.50000 |, 68.40000 ;
92.62500 0.00000 ; 9.50000 , 95.00000 ;
69.03601 61.93836 ; 95.00000 |, 9.50000 ;
68.57260 62.47685 ; 75.29006 58.92656 ;
79.69703 47.50000 ; 83.00578 , 47.50000 ;
79.69703 47.50000 ; 83.00578 47.50000 ;
69.53836 61.43601 ; 11.87500 , 95.00000 ;
68.15073 63.04846 ; 95.00000 11.87500 ;
70.07685 60.97260 ; 66.52656 69.10994 ;
67.77276 63.65000 ; 83.41938 47.50000 ;
70.64846 60.55073 ; 83.41938 , 47.50000 ;
80.11062 47.50000 ; 14.25000 , 95.00000 ;
80.11062 47.50000 ; 95.00000 |, 14.25000 ;
67.44080 64.27810 ; 76.00000 58.90000 ;
71.25000 60.17276 ; 83.83297 , 47.50000 ;
67.15670 64.92926 ; 83.83297 47.50000 ;
80.52422 47.50000 ; 95.00000 |, 16.62500 ;
80.52422 47.50000 ; 16.62500 , 95.00000 ;
71.87810 59.84080 ; 66.60611 , 69.81590 ;
66.92206 65.59983 ; 84.24656 47.50000 ;
80.93781 47.50000 ; 84.24656 47.50000 ;
80.93781 47.50000 ; 76.70994 58.92656 ;
72.52926 59.55670 ; 95.00000 |, 19.00000 ;
66.73818 66.28605 ; 19.00000 95.00000 ;
81.35141 47.50000 ; 84.66016 47.50000 ;
81.35141 47.50000 ; 84.66016 47.50000 ;
73.19983 59.32206 ; 66.73818 , 70.51395 ;
66.60611 66.98410 ; 77.41590 , 59.00611 ;
81.76500 47.50000 ; 95.00000 21.37500 ;
81.76500 47.50000 ; 21.37500 , 95.00000 ;
73.88605 59.13818 ; 85.07375 47.50000 ;

66.52656 67.69006 ; 85.07375 , 47.50000 ;
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66.92206
85.48734
85.48734
95.00000
23.75000
78.11395
85.90094
85.90094
67.15670
86.31453
86.31453
95.00000
26.12500
78.80017
86.72813
86.72813
67.44080
95.00000
28.50000
87.14172
87.14172
79.47074
87.55531
87.55531
67.77276
30.87500
95.00000
87.96891
87.96891
80.12190
88.38250
88.38250
68.15073
33.25000
95.00000
88.79609
88.79609
80.75000
89.20969
89.20969
68.57260
81.35154
89.62328
89.62328
95.00000

71.20017 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
23.75000 ;
95.00000 ;
59.13818 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
71.87074 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
26.12500 ;
95.00000 ;
59.32206 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
72.52190 ;
28.50000 ;
95.00000 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
59.55670 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
73.15000 ;
95.00000 ;
30.87500 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
59.84080 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
73.75154 ;
95.00000 ;
33.25000 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
60.17276
47.50000 ;
47.50000 ;
74.32315 ;
60.55073 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
35.62500 ;

35.62500
90.03687
90.03687
69.03601
81.92315
90.45047
90.45047
38.00000
95.00000
90.86406
90.86406
69.53836
82.46164
91.27766
91.27766
40.37500
95.00000
70.07685
91.69125
91.69125
82.96399
92.10484
92.10484
70.64846
92.51844
92.51844
95.00000
42.75000
83.42740
92.93203
92.93203
71.25000
93.34562
93.34562
83.84927
93.75922
93.75922
45.12500
95.00000
71.87810
94.17281
94.17281
84.22724
94.58641
94.58641

95.00000 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
74.86164 ;
60.97260 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
95.00000 ;
38.00000 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
75.36399 ;
61.43601 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
95.00000 ;
40.37500 ;
75.82740 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
61.93836 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
76.24927 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
42.75000 ;
95.00000 ;
62.47685 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
76.62724
47.50000 ;
47.50000 ;
63.04846 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
95.00000 ;
45.12500 ;
76.95920 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
63.65000 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
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72.52926
95.00000
47.50000
95.00000
84.55920
73.19983
84.84330
73.88605
95.00000
49.87500
85.07794
74.58410
85.26182
75.29006
95.00000
52.25000
85.39389
76.00000
85.47344
76.70994
85.50000
54.62500
95.00000
77.41590
85.47344
78.11395
85.39389
78.80017
85.26182
95.00000
57.00000
79.47074
85.07794
80.12190
84.84330
80.75000
84.55920
81.35154
84.22724
81.92315
83.84927
82.46164
83.42740
82.96399
95.00000

77.24330 ;
47.50000 ;
95.00000 ;
47.50000 ;
64.27810 ;
77.47794
64.92926 ;
77.66182 ;
49.87500 ;
95.00000 ;
65.59983 ;
77.79389 ;
66.28605 ;
77.87344
52.25000 ;
95.00000 ;
66.98410 ;
77.90000 ;
67.69006 ;
77.87344
68.40000 ;
95.00000 ;
54.62500 ;
77.79389 ;
69.10994 ;
77.66182 ;
69.81590 ;
77.47794
70.51395 ;
57.00000 ;
95.00000 ;
77.24330
71.20017 ;
76.95920 ;
71.87074 ;
76.62724
72.52190 ;
76.24927
73.15000 ;
75.82740
73.75154 ;
75.36399 ;
74.32315 ;
74.86164 ;
59.37500 ;

59.37500
61.75000
95.00000
95.00000
64.12500
95.00000
66.50000
68.87500
95.00000
71.25000
95.00000
73.62500
95.00000
76.00000
95.00000
78.37500
95.00000
95.00000
80.75000
83.12500
95.00000
85.50000
95.00000
95.00000
87.87500
90.25000
95.00000
95.00000
92.62500
95.00000

%

% Elements

%

global elements

elements = [
1, 4,
4 , 9 ,
9 , 12 ,
12, 17
17 , 20 ,
20 , 24
24 , 28 ,
28 , 33,
33, 37,
37 , 40 ,

10 ;

14
18
23
26
31
35
39

95.00000
95.00000
61.75000
64.12500
95.00000
66.50000
95.00000
95.00000
68.87500
95.00000
71.25000
95.00000
73.62500
95.00000
76.00000
95.00000
78.37500
80.75000
95.00000
95.00000
83.12500
95.00000
85.50000
87.87500
95.00000
95.00000
90.25000
92.62500
95.00000
95.00000
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40
45
48
53
56
66
92
135
181
239
289
294
302
312
322
335
349
366
385
403
425
418
409
402
396
386
378
370
363
354
347
339
330
319
310
298
284
276
267
254
250
246
242
228
218

45
48
53
56
66
92
135
181
239
289
294
302
312
322
335
349
366
385
403
425
418
409
402
396
386
378
370
363
354
347
339
330
319
310
298
284
276
267
254
250
246
242
228
218
210

, 112
158 ;
206 ;
256 ;
291 ;
297
307 ;
316 ;
328 ;
343 ;
358 ;
376 ;
393 ;
415 ;
420 ;
413 ;
407 ;
398 ;
390 ;
383 ;
375 ;
367 ;
360 ;
351 ;
342
334 ;
324 ;
314 ;
305 ;
287
279 ;
272 ;
259 ;
252
248
244
234 ;
222
214 ;

43
46

o1

59
82

55

210
201
193
187
179
172
166
160
151
146
140
132
127
122
115
108
102
96
101
107
116
121
128
131
139
145
152
159
165
171
180
188
194
202
209
217
227
241
245
249
253
266
275
283
299

201
193
187
179
172
166
160
151
146
140
132
127
122
115
108
102
96
101
107
116
121
128
131
139
145
152
159
165
171
180
188
194
202
209
217
227
241
245
249
253
266
275
283
299
309

204
198 ;
189 ;
184
176 ;
170 ;
163 ;
156 ;
150 ;
144

137

129 ;
123 ;
118 ;
109 ;
103 ;
9 ;
100 ;
104 ;
110 ;

117

124
130 ;
138 ;
143
149
155 ;
164
169 ;
175
183 ;
190 ;

197

2038 ;
213
221 ;
233
243 ;

247

251 ;
260 ;
271 ;
280 ;
288 ;
304 ;

82
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309
320
331
338
346
355
362
371
379
387
395
401
410
417
423
436
451
469
472
477
481
484
489
493
496
492
488
485
480
476
473
468
452
437
424
404
384
365
350
336
323
311
301
295
290

320
331
338
346
355
362
371
379
387
395
401
410
417
423
436
451
469
472
477
481
484
489
493
496
492
488
485
480
476
473
468
452
437
424
404
384
365
350
336
323
311
301
295
290
240

315
325
333 ;
341 ;
352 ;
359 ;
368 ;
374
382 ;
391 ;
399
406 ;
412 ;
421 ;
430 ;
444
466 ;
470 ;
475
479
483
487 ;
490 ;
494 ;
495
491 ;
486 ;
482 ;
478
474
471 ;
467 ;
443
431 ;
414
392 ;
377
357 ;
344
329 ;
317 ;
306 ;
296 ;
292
255 ;

240
182
136
93
67
57
52
49
44
41
36
32
29
25
21
16
13

300
318
332
348
364
380
304
408
422
429
435
441
447
453
457
461
465
462
458
454
448
442
438
432
426
411

182
136
93
67
57
52
49
44
41
36
32
29
25
21
16
13
8
5,
1,
318
332
348
364
380
394
408
422
429
435
441
447
453
457
461
465
462
458
454
448
442
438
432
426
411
397

205 ;

157

111 ;

83 ;
58 ;
54
50 ;
a7
42
38 ;
34
30 ;
27
22
19 ;
15 ;

11 ;
6 ;
2 ;
308 ;
326 ;
340 ;
356 ;

372

388 ;
400 ;
416 ;
427 ;
433 ;
439 ;
445 ;
449 ;
455 ;
459 ;
463 ;
464
460 ;
456
450 ;
446 ;
440 ;
434 ;
428 ;
419 ;
405 ;

83
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397
381
369
353
337
321
303
285
277
269
263
257
262
268
274
282
71
75
79
85
89
95
106
120
134
148
162
174
186
196
208
216
224
230
236
237
231
225
219
211
199
191
177
167
153

381
369
353
337
321
303
285
277
269
263
257
262
268
274
282
300
75
79
85
89
95
106
120
134
148
162
174
186
196
208
216
224
230
236
237
231
225
219
211
199
191
177
167
153
141

389 ;
373 ;
361 ;
345
327
313 ;
293 ;
281 ;
273
265 ;
261 ;
258 ;
264
270 ;
278
286 ;
73 ;

77
81
87
91

114
126 ;
142
154 ;
168 ;
178
192
200 ;
212 ;
220 ;
226
232 ;
238
235 ;
229
223 ;
215
207 ;
195 ;
185 ;
173 ;
161 ;
147

98 ;

141 , 125 , 133 ;
125 , 113 , 119 ;
113 , 97 , 105 ;
97 , 90 , 94 ;
90 , 86 , 88 ;
86 , 80 , 84 ;
80 , 76 , 78 ;
7% , 72, 74 ;
72 , 68 , 70 ;
68 , 62 , 64 ;
62 , 61 , 60 ;
61 , 65 , 63 ;
65 , 71, 69 ];

%

% Fixed Nodes

%

fixnodes = [
1,1, 0.00000 ;
1,2, 0.00000 ;

290 ,1, 0.00000 ];

%

% Point loads

%

pointload = [
97 ,1, 0.00000 ;
97 ,2, -43.06230 ;
105 ,1, 0.00000 ;
105 , 2, -43.06230 ;
113 ,1, 0.00000 ;
113 , 2, -43.06230 ;
435 ,1, 0.00000 ;
435 ,2, 43.06230 ;
439 ,1, 0.00000 ;
439 , 2, 43.06230 ;
441 ,1, 0.00000 ;
441 ,2, 43.06230 ];

%

%Uniform Side loads

%

sideload =[];
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Apéndice B. Cddigo de entrada para BEM para probeta modo mixto

0.00000 ,  19.69512 :

ZszAT-femlo - MAT-fem is a learning tool for undestandin 0.00000 -, 20.85366 ;
% the.Finite Element Methodw?th MATLAB and Gi[g 21.37500 , 0.00000 ;
% 0.00000 ,  22.01220 :
% PROBLEM TITLE = Modo Mixto 0.00000 23.17073 -
% 23.75000 |, 0.00000 ;
% Material Properties 0.00000 |, 24.32927 -
% 0.00000 ,  25.48780 :
young = 2933.10000 ; 26.12500 ,  0.00000 ;
poiss = 0.36000 ; 0.00000 ,  26.64634 :
denss =0.00 ; 0.00000 |, 27.80488
pstrs = 1; 28.50000 |, 0.00000 ;
thick = 0.10000 ; 0.00000 ,  28.96341 ;
% 0.00000 ,  30.12195 :
% Coordinates 30.87500 |, 0.00000 ;
% 0.00000 ,  31.28049 :
global coordinates 0.00000 32.43902 -
coordinates = [ 33.25000 |, 0.00000 ;
0.00000 0.00000 ; 0.00000 ,  33.59756 ;
0.00000 1.15854 ; 0.00000 ,  34.75610 :
0.00000 2.31707 ; 35.62500 0.00000 ;
2.37500 0.00000 ; 0.00000 ,  35.91463 :
0.00000 3.47561 ; 0.00000 ,  37.07317 ;
0.00000 4.63415 ; 38.00000 |, 0.00000 :
4.75000 , 0.00000 ; 0.00000 ,  38.23171 ;
0.00000 5.79268 ; 0.00000 ,  39.39024 :
0.00000 6.95122 ; 40.37500 0.00000 ;
7.12500 0.00000 ; 0.00000 ,  40.54878 :
0.00000 8.10976 ; 0.00000 ,  41.70732 ;
0.00000 9.26829 ; 42.75000 0.00000 :
9.50000 0.00000 ; 0.00000 ,  42.86585 ;
0.00000 10.42683 ; 0.00000 44.02439 :
0.00000 ,  11.58537 ; 4512500 | 0.00000 -
11.87500 0.00000 ; 0.00000 45.18293
0.00000 12.74390 ; 0.00000 |, 46.34146 :
0.00000 13.90244 0.00000 47.50000 :
14.25000 |, 0.00000 : 47.50000 0.00000 :
0.00000 15.06098 ; 0.00000 |, 48.65854 :
0.00000 16.21951 ; 0.00000 49.81707 :
16.62500 , 0.00000 ; 49.87500 |, 0.00000 :
0.00000 17.37805 ; 0.00000 50.97561 -
0.00000 18.53659 ; 0.00000 |, 52.13415 -

19.00000 , 0.00000 ; 52.25000 |, 0.00000 ;
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0.00000
0.00000
54.62500
0.00000
0.00000
57.00000
0.00000
0.00000
59.37500
0.00000
0.00000
61.75000
0.00000
0.00000
64.12500
0.00000
39.06756
38.80382
39.34154
38.55102
39.62500
38.30987
39.91716
38.08103
40.21722
37.86512
40.52436
37.66274
40.83774
37.47444
41.15650
37.30074
41.47976
0.00000
37.14211
41.80664
36.99899
42.13624
36.87176
42.46767
66.50000
36.76079
42.80000
36.66637
43.13233

53.29268 ;
54.45122
0.00000 ;
55.60976 ;
56.76829 ;
0.00000 ;
57.92683 ;
59.08537 ;
0.00000 ;
60.24390 ;
61.40244
0.00000 ;
62.56098 ;
63.71951 ;
0.00000 ;
64.87805 ;
52.36274 ;
52.56512 ;
52.17444
52.78103 ;
52.00074 ;
53.00987 ;
51.84211
53.25102 ;
51.69899 ;
53.50382 ;
51.57176 ;
53.76756 ;
51.46079 ;
54.04154
51.36637 ;
54.32500 ;
51.28876 ;
66.03659 ;
54.61716 ;
51.22818
54.91722 ,
51.18479 ;
55.22436 ;
51.15870 ;
0.00000 ;
55.53774 ;
51.15000 ;
55.85650 ;
51.15870 ;

36.58876
43.46376
0.00000
36.52818
43.79336
36.48479
44.12024
36.45870
44.44350
36.45000
44.76226
0.00000
36.45870
45.07564
36.48479
45.38278
68.87500
36.52818
45.68284
36.58876
45.97500
0.00000
36.66637
46.25846
36.76079
46.53244
36.87176
46.79618
36.99899
0.00000
47.04898
37.14211
67.15670
66.92206
47.29013
67.44080
66.73818
67.77276
66.60611
37.30074
71.25000
47.51897
68.15073
66.52656
37.47444

: 56.17976 ;
, 51.18479 ;
, 67.19512 ;
, 56.50664 ;
, 51.22818 ;
, 56.83624 ;
, 51.28876 ;
, 57.16767 ;
: 51.36637 ;
, 57.50000 ;
, 51.46079 ;
, 68.35366 ;
: 57.83233 ;
, 51.57176 ;
: 58.16376 ;
, 51.69899 ;
: 0.00000 ;
, 58.49336 ;
: 51.84211 ;
, 58.82024 ;
: 52.00074 ;
, 69.51220 ;
: 59.14350 ;
, 52.17444
: 59.46226 ;
, 52.36274 ;
: 59.77564 ;
, 52.56512 ;
: 60.08278 ;
, 70.67073
, 52.78108 ;
, 60.38284 ;
, 23.12926 ;
, 23.79983 ;
: 53.00987 ;
, 22.47810 ;
: 24.48605 ;
, 21.85000 ;
, 25.18410 ;
, 60.67500 ;
, 0.00000 ;
: 53.25102 ;
, 21.24846 ;
, 25.89006 ;
, 60.95846 ;
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68.57260
66.50000
47.73488
0.00000
37.66274
69.03601
66.52656
47.93726
37.86512
69.53836
66.60611
48.12556
38.08103
70.07685
66.73818
48.29926
38.30987
0.00000
48.45789
70.64846
66.92206
38.55102
48.60101
38.80382
71.25000
67.15670
73.62500
48.72824
39.06756
48.83921
71.87810
67.44080
39.34154
0.00000
48.93363
39.62500
49.01124
72.52926
67.77276
39.91716
49.07182
40.21722
49.11521
73.19983
40.52436

, 20.67685 ;
, 26.60000 ;
' 53.50382 ;
, 71.82927 ;
, 61.23244 ;
, 20.13836 ;
, 27.30994 ;
, 53.76756 ;
, 61.49618 ;
, 19.63601 ;
, 28.01590 ;
, 54.04154 ;
, 61.74898 ;
, 19.17260 ;
, 28.71395 ;
, 54.32500 ;
, 61.99013 ;
, 72.98780 ;
, 54.61716 ;
, 18.75073 ;
, 29.40017 ;
, 62.21897 ;
, 54.91722 ,
, 62.43488 ;
, 18.37276
, 30.07074 ;
, 0.00000 ;
, 55.22436 ;
, 62.63726 ;
, 55.53774
, 18.04080 ;
, 30.72190 ;
, 62.82556 ;
, 74.14634
, 55.85650 ;
, 62.99926 ;
, 56.17976 ;
, 17.75670 ;
, 31.35000 ;
, 63.15789 ;
, 56.50664 ;
) 63.30101 ;
, 56.83624 ;
, 17.52206 ;
, 63.42824 ;

68.15073
0.00000
49.14130
40.83774
49.15000
41.15650
49.14130
73.88605
68.57260
76.00000
41.47976
49.11521
41.80664
49.07182
0.00000
42.13624
74.58410
69.03601
49.01124
42.46767
48.93363
42.80000
48.83921
43.13233
48.72824
60.80000
43.46376
75.29006
69.53836
60.90000
60.90000
48.60101
61.00000
61.00000
43.79336
61.10000
61.10000
48.45789
61.20000
61.20000
44.12024
61.30000
61.30000
48.29926
44.44350

: 31.95154 ;
, 75.30488 ;
: 57.16767 ;
, 63.53921 ;
: 57.50000 ;
, 63.63363 ;
: 57.83233 ;
, 17.33818 ;
: 32.52315 ;
, 0.00000 ;
: 63.71124 ;
, 58.16376 ;
: 63.77182 ;
, 58.49336 ;
, 76.46341 ;
, 63.81521 ;
: 17.20611 ;
, 33.06164 ;
: 58.82024 ;
, 63.84130 ;
: 59.14350 ;
, 63.85000 ;
: 59.46226 ;
, 63.84130 ;
: 59.77564 ;
, 47.50000 ;
: 63.81521 ;
, 17.12656 ;
: 33.56399 ;
, 47.50000 ;
, 47.50000 ;
, 60.08278 ;
, 47.50000 ;
, 47.50000 ;
: 63.77182 ;
, 47.50000 ;
, 47.50000 ;
, 60.38284 ;
, 47.50000 ;
, 47.50000 ;
, 63.71124 ;
, 47.50000 ;
, 47.50000 ;
: 60.67500 ;
, 63.63363 ;
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0.00000
61.40000
61.40000
48.12556
61.50000
61.50000
44.76226
47.93726
61.60000
61.60000
45.07564
47.73488
61.70000
61.70000
45.38278
76.00000
70.07685
47.51897
61.80000
61.80000
45.68284
47.29013
45.97500
47.04898
46.25846
46.79618
46.53244
62.19300
62.19300
78.37500
62.58600
76.70994
70.64846
62.97900
62.58600

0.00000 ,
63.37200
62.97900
63.76500
77.41590
71.25000
64.15800
63.37200
64.55100
63.76500

77.62195 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
60.95846 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
63.53921 ;
61.23244
47.50000 ;
47.50000 ;
63.42824 ;
61.49618 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
63.30101 ;
17.10000 ;
34.02740 ;
61.74898 ;
47.50000 ;
47.50000 ;
63.15789 ;
61.99013 ;
62.99926 ;
62.21897 ;
62.82556 ;
62.43488 ;
62.63726 ;
47.38125 ;
47.61875 ;
0.00000 ;
47.26250 ;
17.12656 ;
34.44927 ;
47.14375 ;
47.73750 ;
78.78049 ;
47.02500 ;
47.85625 ;
46.90625 ;
17.20611 ;
34.82724 ;
46.78750 ;
47.97500 ;
46.66875 ;
48.09375 ;

64.94400
0.00000
78.11395
71.87810
65.33700
64.15800
65.73000
64.55100
66.12300
78.80017
72.52926
80.75000
66.51600
64.94400
0.00000
66.90900
65.33700
67.30200
79.47074
73.19983
67.69500
65.73000
68.08800
80.12190
73.88605
66.12300
68.48100
0.00000
68.87400
66.51600
69.26700
80.75000
74.58410
66.90900
69.66000
83.12500
67.30200
0.00000
81.35154
75.29006
70.29350
67.69500
70.92700
68.08800
81.92315

46.55000 ;
79.93902 ;
17.33818 ;
35.15920 ;
46.43125 ;
48.21250 ;
46.31250 ;
48.33125 ;
46.19375 ;
17.52206 ;
35.44330 ;
0.00000 ;
46.07500 ;
48.45000 ;
81.09756 ;
45.95625 ;
48.56875 ;
45.83750 ;
17.75670 ;
35.67794 ;
45.71875 ;
48.68750 ;
45.60000 ;
18.04080 ;
35.86182 ;
48.80625 ;
45.48125 ;
82.25610 ;
45.36250 ;
48.92500 ;
45.24375 ;
18.37276 ;
35.99389 ;
49.04375 ;
45.12500 ;
0.00000 ;
49.16250 ;
83.41463
18.75073 ;
36.07344 ;
45.12500 ;
49.28125 ;
45.12500 ;
49.40000 ;
19.17260 ;

88
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76.00000
68.48100
0.00000
71.56050
82.46164
76.70994
68.87400
72.19400
69.26700
82.96399
77.41590
85.50000
69.66000
72.82750
0.00000
83.42740
78.11395
70.29350
73.46100
83.84927
78.80017
70.92700
74.09450
0.00000
84.22724
79.47074
71.56050
74.72800
84.55920
80.12190
72.19400
75.36150
87.87500
84.84330
80.75000
0.00000
72.82750
85.07794
81.35154
75.99500
85.26182
81.92315
73.46100
76.62850
85.39389

)

36.10000
49.51875
84.57317
45.12500
19.63601
36.07344
49.63750
45.12500
49.75625
20.13836
35.99389
0.00000
49.87500
45.12500
85.73171
20.67685
35.86182
49.87500
45.12500
21.24846
35.67794
49.87500
45.12500
86.89024
21.85000
35.44330
49.87500
45.12500
22.47810
35.15920
49.87500
45.12500

0.00000 ;
23.12926
34.82724 ;
88.04878 ;

49.87500
23.79983
34.44927
45.12500
24.48605
34.02740
49.87500
45.12500
25.18410

82.46164
0.00000
85.47344
82.96399
74.09450
77.26200
85.50000
83.42740
85.47344
83.84927
74.72800
85.39389
84.22724
85.26182
84.55920
85.07794
84.84330
77.89550
90.25000
0.00000
75.36150
78.52900
75.99500
79.16250
76.62850
0.00000
79.79600
77.26200
80.42950
77.89550
92.62500
0.00000
69.03601
68.57260
81.06300
69.53836
68.15073
70.07685
67.77276
78.52900
70.64846
67.44080
71.25000
81.69650
67.15670

33.56399 ;
89.20732 ;
25.89006 ;
33.06164 ;
49.87500 ;
45.12500 ;
26.60000 ;
32.52315 ;
27.30994 ;
31.95154 ;
49.87500 ;
28.01590 ;
31.35000 ;
28.71395 ;
30.72190 ;
29.40017 ;
30.07074 ;
45.12500 ;
0.00000 ;
90.36585 ;
49.87500 ;
45.12500 ;
49.87500 ;
45.12500 ;
49.87500 ;
91.52439
45.12500 ;
49.87500 ;
45.12500 ;
49.87500 ;
0.00000 ;
92.68293 ;
61.93836 ;
62.47685 ;
45.12500 ;
61.43601 ;
63.04846 ;
60.97260 ;
63.65000 ;
49.87500 ;
60.55073 ;
64.27810 ;
60.17276 ;
45.12500 ;
64.92926 ;
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71.87810
79.16250
66.92206
0.00000
72.52926
82.33000
66.73818
79.79600
73.19983
82.96350
66.60611
80.42950
73.88605
66.52656
83.59700
95.00000
0.00000
95.00000
95.00000
2.37500
95.00000
74.58410
95.00000
4.75000
95.00000
81.06300
95.00000
7.12500
95.00000
66.50000
95.00000
9.50000
95.00000
84.23050
75.29006
95.00000
81.69650
11.87500
95.00000
66.52656
95.00000
14.25000
84.86400
95.00000
76.00000

, 59.84080 ;
, 49.87500 ;
, 65.59983 ;
, 93.84146 ;
, 59.55670 ;
, 45.12500 ;
, 66.28605 ;
, 49.87500 ;
, 59.32206 ;
, 45.12500 ;
, 66.98410 ;
, 49.87500 ;
, 59.13818 ;
, 67.69006 ;
, 45.12500 ;
, 0.00000 ;
, 95.00000 ;
, 1.12813 ;
, 2.25625 ;
, 95.00000 ;
, 3.38438 ;
, 59.00611 ;
, 4.51250 ;
, 95.00000 ;
, 5.64063 ;
, 49.87500 ;
, 6.76875 ;
, 95.00000 ;
, 7.89687 ;
, 68.40000 ;
, 9.02500 ;
, 95.00000 ;
, 10.15313 ;
, 45.12500 ;
, 58.92656 ;
, 11.28125
, 49.87500 ;
, 95.00000 ;
, 12.40938 ;
, 69.10994 ;
, 13.53750 ;
) 95.00000 ;
, 45.12500 ;
, 14.66562 ;
, 58.90000 ;

82.33000
95.00000
16.62500
66.60611
95.00000
85.49750
95.00000
76.70994
82.96350
19.00000
95.00000
66.73818
95.00000
86.13100
77.41590
83.59700
21.37500
95.00000
95.00000
66.92206
86.76450
84.23050
95.00000
23.75000
78.11395
95.00000
87.39800
67.15670
84.86400
95.00000
26.12500
78.80017
95.00000
88.03150
85.49750
67.44080
95.00000
28.50000
79.47074
95.00000
88.66500
86.13100
67.77276
95.00000
30.87500

49.87500 ;
15.79375 ;
95.00000 ;
69.81590 ;
16.92188 ;
45.12500 ;
18.05000 ;
58.92656 ;
49.87500 ;
95.00000 ;
19.17813 ;
70.51395 ;
20.30625 ;
45.12500 ;
59.00611 ;
49.87500 ;
95.00000 ;
21.43437
22.56250 ;
71.20017 ;
45.12500 ;
49.87500 ;
23.69063 ;
95.00000 ;
59.13818 ;
24.81875 ;
45.12500 ;
71.87074 ;
49.87500 ;
25.94687 ;
95.00000 ;
59.32206 ;
27.07500 ;
45.12500 ;
49.87500 ;
72.52190 ;
28.20313 ;
95.00000 ;
59.55670 ;
29.33125 ;
45.12500 ;
49.87500 ;
73.15000 ;
30.45938 ;
95.00000 ;
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80.12190
89.29850
86.76450
95.00000
68.15073
95.00000
89.93200
87.39800
33.25000
80.75000
95.00000
68.57260
88.03150
90.56550
95.00000
81.35154
35.62500
95.00000
88.66500
91.19900
69.03601
95.00000
81.92315
89.29850
38.00000
91.83250
95.00000
69.53836
82.46164
89.93200
95.00000
92.46600
40.37500
70.07685
95.00000
90.56550
93.09950
82.96399
95.00000
91.19900
70.64846
93.73300
42.75000
95.00000
83.42740

59.84080 ;
45.12500 ;
49.87500 ;
31.58750 ;
73.75154 ;
32.71562 ;
45.12500 ;
49.87500 ;
95.00000 ;
60.17276
33.84375 ;
74.32315 ;
49.87500 ;
45.12500 ;
34.97188 ;
60.55073 ;
95.00000 ;
36.10000 ;
49.87500 ;
45.12500 ;
74.86164 ;
37.22812 ;
60.97260 ;
49.87500 ;
95.00000 ;
45.12500 ;
38.35625 ;
75.36399 ;
61.43601 ;
49.87500 ;
39.48438 ;
45.12500 ;
95.00000 ;
75.82740
40.61250 ;
49.87500 ;
45.12500 ;
61.93836 ;
41.74063 ;
49.87500 ;
76.24927
45.12500 ;
95.00000 ;
42.86875 ;
62.47685 ;

91.83250
94.36650
71.25000
95.00000
83.84927
92.46600
95.00000
45.12500
71.87810
84.22724
93.09950
72.52926
93.73300
47.50000
84.55920
73.19983
94.36650
84.84330
73.88605
49.87500
95.00000
85.07794
74.58410
95.00000
85.26182
75.29006
95.00000
52.25000
85.39389
76.00000
95.00000
85.47344
76.70994
95.00000
85.50000
54.62500
77.41590
85.47344
95.00000
78.11395
85.39389
78.80017
95.00000
85.26182
57.00000

49.87500 ;
45.12500 ;
76.62724
43.99687 ;
63.04846 ;
49.87500 ;
45.12500 ;
95.00000 ;
76.95920 ;
63.65000 ;
49.87500 ;
77.24330 ;
49.87500 ;
95.00000 ;
64.27810 ;
77.47794 ;
49.87500 ;
64.92926 ;
77.66182 ;
95.00000 ;
49.87500 ;
65.59983 ;
77.79389 ;
51.00312 ;
66.28605 ;
77.87344 ;
52.13125 ;
95.00000 ;
66.98410 ;
77.90000 ;
53.25937 ;
67.69006 ;
77.87344 ;
54.38750 ;
68.40000 ;
95.00000 ;
77.79389 ;
69.10994 ;
55.51563 ;
77.66182 ;
69.81590 ;
77.47794 ;
56.64375 ;
70.51395 ;
95.00000 ;
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79.47074
85.07794
80.12190
95.00000
84.84330
80.75000
84.55920
81.35154
84.22724
81.92315
83.84927
82.46164
83.42740
82.96399
95.00000
59.37500
95.00000
95.00000
61.75000
95.00000
95.00000
64.12500
95.00000
95.00000
66.50000
95.00000
95.00000
68.87500
95.00000
95.00000
71.25000
95.00000
95.00000
95.00000
73.62500
95.00000
95.00000
76.00000
95.00000
95.00000
78.37500
95.00000
95.00000
80.75000
95.00000

77.24330 ;
71.20017 ;
76.95920 ;
57.77188 ;
71.87074 ;
76.62724
72.52190 ;
76.24927
73.15000 ;
75.82740
73.75154 ;
75.36399 ;
74.32315 ;
74.86164
58.90000 ;
95.00000 ;
60.02813 ;
61.15625 ;
95.00000 ;
62.28437
63.41250 ;
95.00000 ;
64.54063 ;
65.66875 ;
95.00000 ;
66.79688 ;
67.92500 ;
95.00000 ;
69.05312 ;
70.18125
95.00000 ;
71.30938 ;
72.43750 ;
73.56562 ;
95.00000 ;
74.69375
75.82188 ;
95.00000 ;
76.95000 ;
78.07813 ;
95.00000 ;
79.20625 ;
80.33437 ;
95.00000 ;
81.46250 ;

95.00000
83.12500
95.00000
95.00000
85.50000
95.00000
95.00000
87.87500
95.00000
95.00000
90.25000
95.00000
95.00000
92.62500
95.00000
95.00000
95.00000

%

% Elements

%

global elements

elements = [
1, 7,
7, 13,
13, 19 ,
19 , 25,
25 , 31,
31, 37,
37 , 43 ,
43 , 49
49 , 55 ,
5 , 62 ,
62 , 68 ,
68 , 74 ,
74 , 80 ,
80 , 109
109 , 154
154 , 213
213 , 305
305 , 350
350 , 402
402 , 444
444 | 447
447 | 451
451 , 455

82.50062 ;
95.00000 ;
83.71875 :
84.84688
95.00000 ;
85.97500
87.10313 ;
95.00000 ;
88.23125 :
89.35938 :
95.00000 ;
90.48750 :
91.61562 :
95.00000 :
92.74375 :
93.87187 :
95.00000 ];

10 ;
16 ;
22
28 ;
34
40 ;
46 ;
52 ;
58 ;
65 ;
71 ;
77
83 ;
130 ;
185 ;
278
329 ;
371 ;
414 ;
446
449
453 ;
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455
459
464
469
475
480
486
492
499
506
513
522
529
536
545
553
562
570
560
550
538
525
514
500
487
471
443
434
418
410
405
389
378
366
357
346
336
328
322
316
311
306
300
294
290

459
464
469
475
480
486
492
499
506
513
522
529
536
545
553
562
570
560
550
538
525
514
500
487
471
443
434
418
410
405
389
378
366
357
346
336
328
322
316
311
306
300
294
290
285

457 ;
461 ;
467
472 ;
478
484
491 ;
496 ;
503 ;
510 ;
517 ;
524
533 ;
540 ;
549
557
567 ;
565 ;
555
544
532 ;
520 ;
507 ;
494
479
462 ;
438
427
412 ;
407 ;
401 ;
382 ;
370
361 ;
352 ;
342 ;
334
324
320
314 ;
309 ;
302 ;
298 ;
292
287 ;

285
279
268
257
251
243
237
229
236
242
250
258
267
283
291
299
307
315
323
330
337
345
351
360
369
381
394
406
411
423
436
454
474
489
502
515
526
537
548
558
569
576
584
590
597

279
268
257
251
243
237
229
236
242
250
258
267
283
291
299
307
315
323
330
337
345
351
360
369
381
394
406
411
423
436
454
474
489
502
515
526
537
548
558
569
576
584
590
597
606

282

262

253 ;
245
239 ;
233
234 ;
240
246 ;
254
261 ;
277
286 ;
293
301 ;
310 ;
319 ;

327

335 ;
340 ;

347

356 ;
365 ;
375
388 ;
404
408 ;
413
430 ;
440
465 ;

482

495 ;
508 ;
521
531 ;

542

554 ;
564 ;
574
580 ;

587

602

276 ;

594

93
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606 , 623 , 612 ; 218 , 192 , 205 ;
623 , 626 , 625 ; 192 , 162 , 176 ;
626 , 629 , 628 ; 162 , 135 , 143 ;
629 , 632 , 631 ; 135 , 116 , 125 ;
632 , 635 , 634 ; 116 , 84 , 102 ;
635 , 638 , 637 ; 84 , 81 , 82 ;
638 , 641 , 640 ; 8L, 78 , 79 ;
641 , 644 , 642 ; 78 , 75, 76 ;
644 , 647 , 645 ; %, 72, 13 ;
647 , 650 , 648 ; 72 , 69, 70 ;
650 , 653 , 651 ; 69 , 66 , 67 ;
653 , 656 , 654 ; 66 , 63 , 64 ;
656 , 659 , 657 ; 63 , 60 , 61 ;
659 , 662 , 660 ; 60 , 57 , 59 ;
662 , 665 , 663 ; 57 , 54 , 56 ;
665 , 668 , 666 ; 54 , 51 , 53 ;
668 , 670 , 669 ; 51 , 48 , 50 ;
670 , 664 , 667 ; 48 , 45 , 47 ;
664 , 658 , 661 ; 45 |, 42 , 44 ;
658 , 652 , 655 ; 42 , 39 , 41 ;
652 , 646 , 649 ; 39, 36, 38 ;
646 , 639 , 643 ; 36 , 33, 35 ;
639 , 633 , 636 ; 33, 30, 32 ;
633 , 627 , 630 ; 30, 27, 29 ;
627 , 608 , 624 ; 27 , 24 , 26 ;
608 , 591 , 599 ; 24 , 21 , 23 ;
591 , 577 , 583 ; 21, 18 , 20 ;
577 , 561 , 571 ; 8 , 15 , 17 ;
561 , 543 , 551 ; 5 , 12 , 14 ;
543 , 527 , 535 ; 12 , 9, 11 ;
527 , 511 , 518 ; 9, 6, 8;
511 , 497 , 504 ; 6, 3, 5;
497 , 483 , 490 ; 3, 1, 2;
483 , 470 , 476 ; 458 , 477 , 468 ;
470 , 460 , 466 ; 477 , 493 , 485 ;
460 , 452 , 456 ; 493 , 509 , 501 ;
452 , 445 | 448 ; 509 , 523 , 516 ;
445 |, 415 |, 432 ; 523 , 539 , 530 ;
415 , 403 , 409 ; 539 , 552 , 546 ;
403 , 374 , 385 ; 552 , 566 , 559 ;
374 , 353 , 362 ; 566 , 575 , 572 ;
353 , 331 , 341 ; 575 , 582 , 579 ;
331 , 308 , 321 ; 582 , 589 , 586 ;
308 , 284 , 295 ; 589 , 59 , 593 ;

284 , 218 , 249 ; 596 , 603 , 600 ;
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603
609
614
618
622
619
615
610
604
598
592
585
578
568
556
541
528
512
498
481
463
441
433
426
421
416
420
425
431
439
160
169
179
190
204
221
265
289
304
318
333
344
355
364
373

609
614
618
622
619
615
610
604
598
592
585
578
568
556
541
528
512
498
481
463
441
433
426
421
416
420
425
431
439
458
169
179
190
204
221
265
289
304
318
333
344
355
364
373
380

605 ;
611 ;
616 ;
620 ;
621 ;
617 ;
613 ;
607 ;
601 ;
595
588 ;
581
573
563 ;
547
534
519
505
488 ;
473 ;
450 ;
437 ;
429
424
419 ;
417
422 ;
428 ;
435
442 ;
165 ;
173
184
197
212 ;
232 ;
281
297 ;
313
326 ;
339 ;
349
359 ;
368 ;
377

380
387
393
398
399
395
390
383
376
367
358
348
338
325
312
296
280
231
211
196
183
172
164
156
149
147
152
123
128
133
138
142
153
163
171
180
187
194
200
207
214
219
225
230
244

387
393
398
399
395
390
383
376
367
358
348
338
325
312
296
280
231
211
196
183
172
164
156
149
147
152
160
128
133
138
142
153
163
171
180
187
194
200
207
214
219
225
230
244
255

384 ;
391 ;
396 ;
400 ;

397
392

332
317

202

189 ;
178 ;
168 ;
159
151
146
150 ;

157

126
131
136 ;
140 ;
145
158 ;

167

182

191
198 ;
203 ;
209 ;
216 ;
223

227

238
248 ;

386 ;
379 ;
372 ;
363 ;
354 ;
343 ;

303 ;
288 ;
264
220 ;

175

95



%

% Fixed Nodes

%
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255
263
271
275
272
266
256
247
235
226
222
215
208
201
195
188
181
174
166
155
144
139
134
129
124
120
115
111
106
101
97
93
89
85
88
92
96
100
105
110
114
119

263
271
275
272
266
256
247
235
226
222
215
208
201
195
188
181
174
166
155
144
139
134
129
124
120
115
111
106
101
97

93
89
85
88
92
96
100
105
110
114
119
123

259
269
273
274
270
260
252
241
228
224
217
210
206
199
193
186
177
170
161
148
141
137
132
127
122
118
113
108
104

99 ;
95 ;

91
87

86 ;
90 ;
9

98 ;

103
107
112
117
121

fixnodes = [
1,1, 0.00000 ;
1,2, 0.00000 ;

445 , 1, 0.00000 ];
%
% Point loads
%

pointload = [
231 ,1, 0.00000 ;
231 ,2, -42.08000 ;
264 ,1, 0.00000 ;
264 , 2, -42.08000 ;
280 ,1, 0.00000 ;
280 , 2, -42.08000 ;
589 ,1, 0.00000 ;

589 ,2, 42.08000 ;
593 ,1, 0.00000 ;
593 ,2, 42.08000 ;
596 ,1, 0.00000 ;
596 ,2, 42.08000 ];

%

%Uniform Side loads

%

sideload = [ ];



