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DESCRIPTION

In the present thesis the factorial functions along with a few of its most significant results
basically related to theory of numbers are studied. A generalization of this function is
presented with the study of some of its main characteristics.

In the first chapter are presented some basic concepts and some results of importance
for the development of this task. In the second chapter the factorial function is studied
along with some of its most significant results, the gamma function is presented as an
extension of the factorial to the set of the real numbers showing some of its more impor-
tant properties. In the third chapter are defined some new concepts which are necessary
of the development of the task, the factorial generalization is presented along with a few
examples, the new generalized factorial function is applied to a few theorems seen in
chapter two . Finally some questions are stated as a result of the stated generalization.

The task shown here solves certain problems that were still without a solution, besides,
new investigations subjects on several mathematical fields are suggested. We hope the
reader to continue working on this study and through this we can together achieve a
complete factorial generalization in a non very distant future. The methodology used here
was the analysis of an article.
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AUTOR: YOVANI CORREA PRIETO™
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DESCRIPCION

En el presente trabajo de grado, se estudia la funcion factorial junto con algunos de
sus resultados mas importantes relacionados basicamente con la teoria de nimeros, se
presenta una generalizacion de esta funcion y se estudian algunas de sus caracteristicas.

En el primer capitulo se presentan algunos conceptos basicos y algunos resultados de
gran importancia para el desarrollo de este trabajo. En el segundo capitulo se estudia la
funcioén factorial con algunos de sus resultados mas importantes, se presenta la funcién
gamma como una extension del factorial al conjunto de los nimeros reales mostrando
algunas de sus propiedades mas importantes. En el tercer capitulo se definen algunos
nuevos conceptos necesarios para el desarrollo del trabajo, se presenta la generalizacion
del factorial con algunos ejemplos, se aplica la nueva funcion factorial generalizada a
algunos teoremas vistos en el capitulo dos y por ultimo se plantean algunos interrogantes
gue surgen como consecuencia de la generalizacion planteada.

El trabajo expuesto aqui soluciona ciertos problemas que estaban aun sin resolver, ade-
mas también sugiere nuevos temas de investigacion en diversos campos de la matema-
tica. Esperamos que el lector continue trabajando sobre éste tema y asi podamos llegar
a una completa generalizacion del factorial. La metodologia utilizada en éste trabajo fue
el andlisis de un articulo.
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Introduccion

El factorial es sin alguna duda, una de las primeras funciones que se encuentran
en el estudio de las matemaéticas. Su uso se hace indispensable en algunas de sus
ramas; como en la combinatoria donde interviene en el calculo de probabilidades,
en el analisis a través del desarrollo polinomial de las funciones (féormulas de Taylor
y MacLaurin), en la teoria de nimeros en donde aparece en muchos resultados de
gran importancia en este campo, y en muchas otras areas en las cuales se convierte
en una herramienta muy valiosa a la hora de interpretar y solucionar problemas.

Dada su importancia, el presente trabajo de monografia muestra una investigacion
reciente realizada sobre esta funcion; en el cual se presenta una generalizacion de la
misma, enfocada basicamente hacia la teoria de niimeros y cuyos resultados se han
aplicado en diversos campos de la matemaética como en la misma teoria de ntimeros,
teoria combinatoria, teoria de anillos, problemas de interpolaciéon, entre otros.

El objetivo general de este trabajo es mostrar una generalizacion de la funcion
factorial definida en cualquier subconjunto de lo ntimeros enteros, tomando como
base conceptos de la teoria de ntimeros.

Este trabajo esta basado en el articulo The Factorial Function and Generalizations
([1, p. 565]); consta de tres capitulos: en el primero se encuentran conceptos y resul-
tados basicos para el desarrollo de la generalizacion factorial planteada, en el segundo
se presenta el factorial junto con algunos de sus resultados mas importantes en la
teoria de numeros, también se muestra la funcién gamma como una extension de la
funcion factorial al conjunto de los reales y finalmente en el tercer capitulo se propo-
ne la generalizacion del factorial, se presentan algunos ejemplos, se estudian algunas
de sus propiedades y se plantean algunos interrogantes sobre dicha generalizacion.



Capitulo 1

Preliminares (conceptos béasicos)

En este capitulo se hace un resumen de los principales conceptos, definiciones y
teoremas que se utilizaran en el desarrollo de este trabajo; también se presentan
algunos ejemplos para facilitar la comprension por parte del lector.

1.1. Congruencias

El concepto de congruencia, introducido inicialmente por Gauss, permite simplificar
muchos problemas relacionados con la divisibilidad de ntimeros enteros. En esta
seccion estudiaremos algunos resultados de gran importancia sobre este tema.

Definicion 1.1. Sean a y b enteros cualesquiera y n un entero positivo. Decimos
que a y b son congruentes modulo n, lo cual se escribe a =b (méd n); sia—b es
divisible por n, es decir, que a —b =n - s para alguna s € 7Z.

Por ejemplo, 17 = 33 (mdd 8) ya que 17 — 33 = 8 - (—2). Esta relacion de de
congruencia definida en el conjunto Z de los ntimeros enteros es reflexiva ya que
para todo a € Z, a—a = 0 = On; también es simétrica ya que si a —b = nk, entonces
b — a = (—k)n; finalmente es transitiva dado que si a —b = nk y b — ¢ = ns,
tenemos que a — ¢ = (a — b) + (b — ¢) = nk +ns = n(k + s). Por tanto la relacion
de congruencia es una relacion de equivalencia.

Podemos por tanto, considerar el conjunto cociente de Z mediante esta relacion de
equivalencia, el cual se simboliza por Z, y se llama el conjunto de las clases de
congruencia moédulo n.

Los elementos de Z, son, pues, clases de equivalencia que se denotan mediante @,
donde

a = {r€Z:x=a (mdédn)},



a = {r€Z:x=a +nk paraalgin ke Z}.

Dada una clase de equivalencia @ € Z,, siempre podemos elegir un representante x
de @ de manera que @ = T y 0 < x < n; para esto basta con dividir a entre n y
tomar x como el residuo de esta division. Entonces podemos escribir

zZ,={01,3..  n=1}.

El siguiente teorema enuncia algunas de las propiedades més importantes de las
congruencias.

Teorema 1.2. Sia=b (médn) yc=d (mdd n) entonces:

1. Para todo par de enterosr y s, ar +cs =br +ds (méd n).

2. a+c=b+d (mdd n).

3. a—c=b—d (mbdn).

4. ac=0bd (méd n).

5 VkeZ", a*=b" (mdd n).

6. YreZ, a+r=b+r (médn).

7. Nr€Z, ar =br (méd n).
La demostracion de las anteriores propiedades de las congruencias son sencillas de
realizar y se dejan como ejercicio al lector.

Teorema 1.3 (Teorema Chino del residuo). Sean my, ma, - ,m, enteros po-
sitivos primos relativos dos a dos y sean ay,as,--- ,a, enteros arbitrarios. Entonces
el sistema de congruencias lineales

= a; (méd my)

= Q9 (méd mg)

r = a, (modm,)

T
tiene solucion dnica modulo m = [ m;.
i=1

La demostracion de este teorema no se hara aqui, pero se puede encontrar en la
mayoria de textos de teoria de numeros. (Véase por ejemplo [6]).



1.2. Grupos, anillos y campos

Definicion 1.4. Un grupo (G, *) es un conjunto G, junto con una operacion binaria
x en G, tal que satisface los siguientes axiomas:

1. La operacion binaria x es asociativa.

2. Existe un elemento e € G tal que exx = x*xe = x para todas las x € G (este
elemento e es el elemento identidad para * en G).

3. Para cada a € G existe un elemento a’ € G con la propiedad de que a' * a =
axa =e (el elemento a' es el inverso de a respecto a ).

Nota. Un grupo G es abeliano (o conmutativo) si su operacion binaria * es conmu-
tativa.

El conjunto Z de los ntmeros enteros, el conjunto @Q de los ntimeros racionales, el
conjunto R de los ntimeros reales y el conjunto C de los ntimeros complejos; todos
ellos con la operacion + (suma usual) son ejemplos de grupos.

Definicion 1.5. Sean G1,Gs, - -+ , G, grupos conmutativos. Se define @Gi como
i=1
la suma directa de los grupos G;; en donde

(917927"' 7gn)@(h17h27"' 7hn) = (gl+h1792+h27"' 7gn+hn)

Definiciéon 1.6. Si H es un subconjunto de un grupo G cerrado bajo la operacion
de grupo de G y si H es €l mismo un grupo bajo esta operacion inducida, entonces
H es un subgrupo de G.

Por ejemplo el conjunto (Z,+) es un subgrupo del grupo (R, +). Pero (Q*,-) no es
un subgrupo de (R, +) aunque Q* C R.

Definicion 1.7. Sea H un subgrupo de un grupo G y sea a € G. La clase lateral
izquierda aH de H es el conjunto {ah | h € H}. La clase lateral derecha Ha de H
se define como sigue Ha = {ha | h € H}.

Definicion 1.8. Un subgrupo H de un grupo G es un subgrupo normal (o inva-
riante) de G si g ' Hg = H para toda g € G. (g-'Hg={g *hg | h € H}).

Definicion 1.9. St N es un subgrupo normal de un grupo G, el grupo de las clases
laterales de N bajo la operacion inducida es el grupo factor de G mddulo N y se
denota por G/N. Las clases laterales son las clases residuales de G médulo N.
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Si por ejemplo tomamos el grupo 7Z; el subgrupo nZ es normal en éste y para todas
las n € Z* hay las n clases residuales 0 + nZ,1 4+ nZ,--- ,(n — 1) + nZ, entonces
Z/nZ es un grupo factor.

Definiciéon 1.10. Un anillo A es un conjunto con dos operaciones binarias (adicion
y multiplicacion) tales que:
1. A es un grupo abeliano respecto a la adicion (es decir A tiene un elemento

cero, que se indica por 0, y cada x € A tiene un inverso aditivo y se nota —zx ).

2. La multiplicacion es asociativa ((vy)z = x(yz)) y distributiva respecto a la
adicion (z(y+z) =xy+xz, (y+z2)x=yx+ z2zx).

Nota. Un anillo en donde la multiplicaciéon es conmutativa se denomina anillo con-
mutativo.

Los conjuntos (Z,+,-), (Q,4+,-), (R,+,) y (C,+, ) son ejemplos de anillos.

Definicion 1.11. Un ideal I de un anillo A es un subconjunto de A que es un
subgrupo aditivo y tal que si x € A yr € I implica xr € I).

El grupo cociente A/I hereda de A una multiplicacién univocamente definida que le
convierte en un anillo, denominado el anillo cociente (o anillo de clases de restos)
A/I. Los elementos de A/ son las clases de I en A.

Como un ejemplo sencillo consideremos el anillo Z; se puede comprobar facilmente
que nZ es un ideal y las clases laterales a + nZ de nZ forman el anillo Z/nZ bajo
las operaciones inducidas de suma y multiplicacion.

Definiciéon 1.12. Un isomorfismo ¢ entre un grupo G y un grupo G* es una funcion
¢ : G — G* que es inyectiva, sobreyectiva y tal que para todas las x, y € G,

¢ (zy) = ¢ (z) d(y).
Si existe dicha funcion, se dice que G y G* son isomorfos.

Definicion 1.13. Un isomorfismo ¢ de un anillo A en un anillo A* es una funcion
¢: A— A" que es inyectiva, sobreyectiva y tal que para todas x,y € A,

pr+y)=9¢@)+oy) y o(ry) =0(x)d(y).

Definiciéon 1.14. Un divisor de cero en un anillo A es un elemento x que «divide
a 0», es decir, para el cual existe un y # 0 en A tal que xy = 0.

Definiciéon 1.15. Un dominio de integridad es un anillo conmutativo con identidad
(es decir, existe 1 € A tal que x1 = lx = x para todo x € A) que no contiene
divisores de cero.



Definiciéon 1.16. Un campo es un anillo conmutativo, en el cual todo elemento
distinto de cero tiene tnverso multiplicativo.

El conjunto (Z, +, -) no es un campo pues, por ejemplo, el 2 no tiene inverso multi-
plicativo.

Claramente (Q,+, ), (R,+,-) y (C, +, ) son campos.

Teorema 1.17. Todo dominio de integridad finito es un campo.

Demostracion. Sean 0,aq,as, -+ ,a, todos los elementos de un dominio de integri-
dad finito D. Es necesario mostrar que para a € D donde a # 0, existe b € D tal que
ab = 1. Consideremos ahora al, aaq, - - - ,aa,. Afirmamos que todos los elementos de

D son distintos pues aa; = aa; implica que a; = a;, por las leyes de cancelacion que
se pueden aplicar en un dominio de integridad. Ademaés, como D no tiene divisores

de cero, ninguno de estos elementos es cero. Contando, tenemos que al, aaq,--- ,aa,
son los elementos 1, ayq, - - - , a, en algin orden, de manera que al = 1, esto es, a = 1,
o bien aa; = 1 para algin 7. Por tanto a tiene inverso multiplicativo. OJ

Corolario 1.18. Sip es primo, entonces Z, es un campo.

Demostracion. La demostracion resulta inmediatamente del hecho de que Z, es
un dominio de integridad y del teorema anterior. O

La funcion f : Z,, — Z/nZ definida por f(a) = a + nZ; claramente es una funcion
inyectiva, sobreyectiva; tal que f (a +b) = f (a)+f (b) y f (ab) = f (a) f (b). Es decir
Zy, y Z/nZ son isomorfos. Entonces, Z, bajo la suma y la multiplicacion modulo n
puede verse como Z/nZ con diferentes nombres.

Definiciéon 1.19.

1. Unideal P en A es primo si P # A y st xy € P implica x € P oy € P.

2. Un ideal M en A es maximal si M # A y no existe ningun ideal I tal que
MclIcCA.

Definicién 1.20. Un anillo D es un Anillo Dedekind si es un anillo conmutativo
asociativo con unidad que no contiene divisores de cero (o sea, un dominio con-
mutativo de integridad), en el que todo ideal propio es representable en forma del
producto de ideales primos.



1.3. Sobre polinomios

Una de las clases de funciones mas ttiles y mejor conocidas dentro de las matematicas
es la de los polinomios. Debido a su expresion como sumas y productos los hacen
una herramienta muy eficaz a la hora de resolver una gran cantidad de problemas
en diversos campos.

Definicion 1.21. Sea f(z) = ag + ez + agx® + -+ + a,z", un polinomio con
coeficientes enteros. Se dice que f () es un polinomio primitivo, si el mdximo comin
divisor (med) de ag, ay,as,...,a, es 1.

Ejemplo 1.22.
1. Sea f(x)=32*+5x+1; f(x) es primitivo ya que el med de 3, 5 y 1 es 1.
2. f(x) =623+ 4z no es primitivo ya que el med de 6 y 4 es 2.

Definicién 1.23. Sea f(r) = ap + a1z + ax? + -+ + a,z", un polinomio con
coeficientes enteros. El divisor fijo de f sobre los enteros se define como el med de
todos los elementos que son imagen de f en Z y se denota como d (Z, f). Esto es:

d(Z,f)=mecd{f(a):a€Z}.

Ejemplo 1.24. Sea f (x) = 23 + x, entonces tenemos que:

f(0) =0; f(1) =2
f(2) =10; f(=1) =-2
f(=2) = =10 f(=3) = =30.
En general,
1. sixespar,x =2k, keZy
F@) = F(2k) = (2k) + 2%
= 8k*+2k
= 2(4k* +k),
N——
€z
y por tanto f (x) es par.
2. six esimpar, v =2k+1, k€Zy
flr) = f@Rk+1)=02k+1)°+2k+1
= 8k’ +4k+1+2k+1
= 8k®+ 6k +2
2 (4k° 4+ 3k +1) .
€z

Por tanto f (x) nuevamente es par y como f (1) =2 se tiene que d (Z, f) = 2.
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Ahora, si tenemos g (z) = 323 + 3z, es decir, g () = 3 f (z), haciendo los calculos
respectivos encontramos que d(Z,g) = 6, o sea d(Z,q) = 3d(Z, f). Esto se debe
a propiedades del mcd. Por tanto podemos hallar el divisor fijo tinicamente para
polinomios primitivos.

Definicién 1.25. Sin es un entero no negativo (n > 0) el polinomio
z(z—1)(r—=2)--(x—n+1)

se llama polinomio factorial y lo denotamos por ™. Y definimos también () = 1.

Asi los primeros polinomios factoriales son:

2@ = 1,

M = g,

2 = z(x-1),

¥ = z@-1)(z-2),

W = z(x-1)(z-2)(z—-3).

Facilmente se puede mostrar que estos polinomios son linealmente independientes
y por lo tanto cualquier polinomio se puede expresar como una combinaciéon lineal
de los polinomios factoriales,lo que es muy conveniente en muchas ocasiones para
algunos calculos por su expresién como un producto.

Ejemplo 1.26. Ezpresar el polinomio 4x® + 2x2* + x — 1 como una combinacion
lineal de polinomios factoriales.

Fdcilmente se pueden hacer los cdlculos y llegar a que

4 420 v -1 = do(v—1) (v —2)+ 4o (z - 1)+ 70— 1.
42 4 142® 4+ 720 — 2O,

1.4. Otros conceptos

1.4.1. Determinante de Vandermonde

El siguiente concepto le ayudara al lector a dar respuesta a uno de los interrogantes
planteados al final de este trabajo.

Definicién 1.27. El determinante de Vandermonde de orden k estd dado por:

1 ap a2 -+ af

1 a a -+ af
B(a())a‘l?”'?ak): . . . . o

1 ap a2 --- af

7



donde ag,aq,--- ,a son elementos de un anillo conmutativo.

Se puede mostrar para cualquier k > 2 que B(ag, a1, -+ ,ax) = [[ (a; — a;). (Véase

1<j
[5, p. 203]).

1.4.2. Interpolacién

Dados los valores de una funcién f en n + 1 puntos distintos xg, x1,- - - , x, se desea
encontrar un polinomio p de grado menor o igual a n, que satisfaga las condiciones

p(xo) = flxo), pla1) = f21), -, plan) = f(zn).

Existen muchas maneras de construir polinomios interpolantes; definiremos aqui el
polinomio interpolante de Lagrange.

Definicion 1.28. Sixg, z1, -+ ,z, sonn+1 puntos y f es una funcion que pasa por
esos puntos, existe un unico polinomio p de grado a lo mds n, tal que f (xg) = p (zx)
para cada k =0,1,2,--- . n

Este polinomio estd dado por

p(x) = f (20) Loo () + -+ f (@0) Lo (x) = Y f (@) L (2)

(o) —2) (2= 2pmy) (T~ Tpg) - (m—xn oo — )
L (o) = (2 — @0) (T — 21) -+~ (2h — @p—1) (Th — Tpe1) -+ (2 — 20) ZH
i7k

para cada k =0,1,--- . n



Capitulo 2

La funciéon factorial

Dificilmente podriamos trabajar en algunas areas de la matemaética sin utilizar esta
importante funciéon. En el presente capitulo se muestra la funcion factorial junto
con algunos de sus resultados més importantes en la teoria de ntimeros y también
se presenta la funcion gamma, la cual puede considerarse como una generalizacion
del factorial en el conjunto de los ntimeros reales.

2.1. Sobre la funcién factorial

Si n es un entero positivo el simbolo n! que se lee “n factorial” es bastante conocido
y se puede definir recursivamente por:

Definicion 2.1.
| 1 s, n =
nl =
m=—1!n si n>1

De la definicién tenemos que:

o =1

' =0-1=1-1=1

2 = 11.2=1-2=2

3 = 21-3=2-3=6

4 = 31-4=6-4=24

nl = m—1)m=n-n—-1)-(n—2)-...-1=1%x2x3x...Xn.

De aqui, el factorial de un ntimero se calcula como el producto de todos los nimeros
enteros desde el 1 hasta dicho nimero.



Son muchas las areas de la matematica en las que aparece el numero factorial, por
ejemplo en combinatoria (principios basicos de conteo), en el teorema del binomio
(como coeficientes binomiales) y en muchos resultados relacionados con la teoria de
ntmeros. Veamos algunos de ellos:

Definicion 2.2. Sin, k € Z, 0 < k < n. El numero combinatorio entre n y k que

se denota <Z> se define por:

Mediante los principios basicos de conteo se deduce que siempre es un nimero

k

entero. Se propone acd como un buen ejercicio de inducciéon matemaética.

n
Ejercicio 2.3. Sin,k € Z y 0 < k < n, entonces (k) es un numero entero.

Este ejercicio se puede usar para demostrar uno de los resultados mas conocidos
sobre divisibilidad en el que aparece el nimero factorial. En efecto:

Lema 2.4. El producto de k enteros consecutivos es un mailtiplo de k!.

Demostracion. Sea (m+1)-(m+2)-(m+3)---(m + k) el producto de k enteros
consecutivos. Si m > 0, tenemos

m+1)(m+2)(m+3)---(m+k)  mm+1)(m+2)(m+3)---(m+k)
k! - ml - k!
(m+ k)! m+k
Tl k :< k )
Luego(m+1)(m—|—2)(m+3)---(m+k‘)=(m;_k)k:!.
E€Z

Sim < 0 se presentan dos casos:

1. el producto es cero; entonces k!|0, ya que 0 = k! - 0;

2. el producto es distinto de cero, en cuyo caso se puede expresar, salvo por un
signo, como el producto de enteros positivos consecutivos y se sigue del caso
para m > 0. 0]
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Ejemplo 2.5.

1. Sea k =5, y tomemos el producto de 5 enteros consecutivos: 3 x 4 x5 X 6 x 7
entonces esto debe ser un mailtiplo de 5! = 120, vy efectivamente

3xX4xbx6xT7=2520=120 x 21.
Hay que ver que los enteros también pueden ser negativos.

2. (=6) x (=5) x (—4) x (=3) = =360 y —360 = 24 x (—15) lo que indica que
—360 es maltiplo de 4! = 24.

3. El caso cuando se incluye el cero es trivial porque 0 es mailtiplo de cualquier
numero entero.

Lema 2.6. El producto de k enteros pares consecutivos es un mailtiplo de 2¥k!.
Demostracion. Dados k enteros pares consecutivos 2 (m + 1), 2(m+2), ---,
2(m + k), entonces:

2(m+1)x2m+2)x...x2m+k)=2"m+1)(m+2)...(m+k)

[\

-~

(%)
y por el lema anterior, (x) es un multiplo de k!, entonces todo el producto es un
multiplo de 2Fk!. O
Ahora veremos un resultado asociado con el Lema 2.4.

Teorema 2.7. Para cualesquiera enteros no negativos k y m, (k+m)! es un mal-
tiplo de k! -m!.

Demostracion.
(k+m)l = 1x2x3x...xk(k+1)(k+2)x...x(k+m)
= Kk+1D)(k+2)x...x(k+m)
producto de m e;lgeros consecutivos
Por tanto resulta que (k + m)! es multiplo de k! - m/!. O

El resultado anterior también puede deducirse a partir de la siguiente observacion.

1)

Ejemplo 2.8. Tomemos (2 + 3)! = 5! = 120 y segun el teorema anterior 120 debe
ser maltiplo de 2! x 3! = 2 x 6 = 12. Lo que se comprueba fdcilmente, ya que:
120 = 12 x 10.
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Los siguientes teoremas, en donde nuevamente aparece el factorial, son mucho méas
complejos que el anterior y sus demostraciones se hardn de manera mas general en
el siguiente capitulo.

Otro resultado en el cual aparece la funciéon factorial en el area de la teoria de
nimeros, nos muestra la directa relacion que existe entre dicha funcion y los posibles
valores tomados por un polinomio. En 1915 Pélya descubri6é una importante conexion
entre los divisores fijos sobre Z y la funcién factorial. El siguiente resultado que
fue probado por Pélya considerara tinicamente el caso para polinomios primitivos,
utiizando propiedades de divisor fijo descritas en el capitulo 1.

Teorema 2.9. Sea f un polinomio primitivo de grado k sobre los enteros, enton-
ces d(Z, f) divide a k!. Ademds ezisten polinomios primitivos de grado k sobre los
enteros tal que d(Z, f) = k!.

Puesto que d (Z, f) divide a k! tenemos que d (Z, f) < k!, por lo tanto, k! es una cota
superior para el divisor fijo de un polinomio de grado k. Ademés, también tenemos
que dado k! (o cualquiera de sus factores) este puede ser obtenido como el divisor
fijo de algin polinomio primitivo.

Ejemplo 2.10. Tomemos el polinomio del Ejemplo 1.24; f(z) = 23 + x, en el
cual encontramos que d(Z, f) = 2. Por tanto tenemos por el teorema anterior que
d(Z, f) =2 debe dividir a 3!; lo que se puede comprobar fdcilmente.

Otro ejemplo mas en el cual aparece nuevamente el factorial es el siguiente:

Teorema 2.11. Sean ag,ay,...,a, n+ 1 enteros arbitrarios. Entonces el producto
de sus pares de diferencias

es un maultiplo de 0! - 1!---nl.

Ejemplo 2.12. Tomemos los enteros —2,1,4,6; entonces:
[[(@i—a) = (-2=1)-(=2—4) - (=2-6)-(1-4)-(1-6)- (4 -6)
= (=3)(=6) (=8)(=3) (=5) (=2) = 4320

y sequn el teorema 2.11, 4320 debe ser maltiplo de 0!-1!-2!-31 =1x1x2x 6 = 12,
lo que es cierto ya que 4320 = 12 x 360.

Ahora veamos otro ejemplo més en el cual aparece la funcion factorial €ro €11 un
)
problema de combinatoria.

Recordemos que cuando n es primo Z/nZ es un campo (Teorema 1.17). Y asi uti-
lizando la interpolacion de Lagrange encontramos que toda funcion de Z/nZ en el
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mismo puede ser representada por un polinomio. Dado que cuando n no es primo,
no podemos utilizar los métodos tradicionales de interpolacion, debido a que gene-
ralmente necesitamos hacer divisiones, pero esto no es posible en un conjunto que
no sea un campo. Asi la cuestion serfa ;Cuantas funciones de Z/nZ en el mismo (o
equivalentemente de Z en Z/nZ) pueden ser representadas por un polinomio? La res-
puesta para esta pregunta fue descubierta por Kempner en 1920, y nos proporciona
una féormula exacta para el numero de tales aplicaciones.

Teorema 2.13. El nimero de funciones polinomiales de Z en Z/nZ estd dado por:

o
o med (n, k)

En particular, cuando n es primo, el Teorema 2.13 afirma que hay n"™ de tales
funciones.

Ejemplo 2.14. Supongamos que queremos saber cuantas funciones de 7. en Z/AZ
pueden ser representadas por un polinomio. Entonces, por el Teorema 2.13 tenemos
que:

I 4 B 4 y 4 y 4 y 4

mcd (4,k!)  med (4,0!) © med (4,1!) © med (4,2!) © med (4, 3!)
4 4 y 4 y 4

med (4,1)  med(4,1)  med(4,2)  med (4,6)

= 4x4x

Y tenemos 64 de tales funciones.

Los resultados vistos anteriormente en donde aparece el factorial, se ampliardn a un
caso més general en el siguiente capitulo.

2.2. La funcion Gamma

Una de las funciones no elementales mas importantes es la funciéon gamma, la cual
es representada por I' (z).

Esta funcion tiene diversas aplicaciones en la fisica, la ingenieria y la estadistica
matematica entre otras areas y, por lo tanto debemos familiarizarnos con ella y con
sus propiedades.

Durante los anos 1729 y 1730, Euler introdujo esta funcion analitica que tiene la
caracteristica de interpolar la funcion factorial para valores no enteros. En una carta

fechada el 13 de octubre de 1729 dirigida a Christian Goldbach, Euler le propuso la
siguiente definicion:

13



Definiciéon 2.15 (Euler, 1729). Sea x un nimero real positivo, se define

D (2) = plp” _ p” |
@+ @+2)--(@+p) 2@+ (5+1)---(E+1)
entonces
['(z) = lim T'y(x).
p—00
Claramente |
b: p
F 1 == — R
»(1) 11+1)(1+2)---(1+p) p+1
y p!prrl P
Ty(z+1) = Ip(2),

@+ D)@ +2) - (ztp+rl) atptl’

por lo tanto
r'a) =1, [(x+1) =al'(z).

La relacion I'(x 4+ 1) = 2T'(x) se denomina ecuaciéon funcional.
Euler di6 la siguiente definiciéon equivalente de la funcién gamma:

Definicion 2.16 (Euler, 1730). Sea = un nimero real positivo, entonces
1
Iz) = / (= log(t))*dt.
0

Haciendo un cambio de variable, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.17. Sea x un niumero real positivo, entonces

F(x):/ e " tdt,
0

o también -
['(z)= 2/ e 12t
0

Demostracion. Haciendo cambio de variable en la ecuacion (2.1), tenemos

1 o)
/ (—log(t))"tdt = / u" e du.
0 0

Haciendo u? = —log(t), se obtiene
1 oo )
/ (—log(t))*dt = 2/ u? e du.
0 0

14



De este teorema vemos que la funcion gamma I'(z) esta bien definida para z > 0,
pero no esta definida para valores enteros negativos.

Para = = 1 en la ecuacion (2.2) tenemos

I'(l) = / e tdt =1,
0

integrando por partes esta ecuaciéon, para x > 0, se obtiene:

L(x+1)= / e 'trdt = —t*e!
0

+ ZB/ e 'ttt = o (z).
0 0

Si n es un entero positivo la ecuaciéon funcional se convierte en:

F'(n+1)=nl

Demostracion. Aplicando induccién sobre n tenemos:

F(1+1):F(2):/m6_ttdt

— / e tdt = —te t — et
0 0

e integrando por partes

o0

T(2) = —te —1=1L

0

Ahora supongamos que:

en consecuencia tenemos

F(n+1) = / e 'tdt = —t"e™
0

+ / e ldt =
0 0

= n/ ettt =nl'(n) = n(n—1)! = nl. O
0

De aqui que la funciéon gamma puede considerarse como una generalizacion de la
funcion factorial elemental.

También es posible ampliar esta funciéon a valores negativos invirtiendo la ecuaciéon
funcional en la forma

T (z) = w (2.3)

Por ejemplo I’ (—%) =3I (%)
Aplicando reiteradamente esta identidad obtenemos:

F()iF(x—Fl)iF(vaQ)i I'(z+3) o F(z+k+1)
= x Cr(z4+1l) @+ D(@+2) @+ (@+2) - (z+ k)
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conx #0,—1,-2,-3,---

La anterior expresion puede usarse para definir la funciéon gamma de valores negati-
vos de x diferentes de 0, —1, —2, —3, - - -, eligiendo para k el menor nimero natural,
tal que x 4+ k + 1 sea mayor que cero.

Asi por ejemplo:

(-T2 ().

B I (0,75) _ I'(0,75)
['(-3,25) = (—3,25) (—=2,25) (—1,25) (—0,25) 2,285

N[ =

Ejercicio 2.18. Fvaluar I’ (%) y probar que es igual a \/T.

Demostracion.

por lo tanto

2 % ) o oo
[F <l>] = 4/ e“Qdu/ e dv = 4/ / e~ (P +%%) gy
2 0 0 o Jo

e introduciendo coordenadas polares u = rcosf, v = rsen €

us

1\1? 3 >0 1
[F (—)1 = 4/2 e " rdrdd = 41/ e rdr = 2r (——) e "
2 ] 2 Jo 2

En definitiva se tiene que
1

Aplicando este resultado junto con la ecuacion funcional podemos calcular los valores
de T (k+ %) para k € Z*.
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Ejemplo 2.19.
p(3Yorp(laa)2ip (i)l
2 2 2 2 2
5 3 3 3 3/m 3T
F(§>— (5“)—?(5)—57—7'

Teorema 2.20 (Weierstrass). Para todo nimero real z, v # —1,—-2,-3,...
tenemos el producto infinito

F(lx) = xe”ﬁ (1 + f) e r

p=1 p

donde v es la constante de Fuler y se define

1 1 1
~ = lim (1 gt o log (p)) ~ 0,5772156649015328
pP—00 p

1 1
Aplicando este teorema a @) T (=)’ se obtiene
= —zelfe " 1+—)er|(1l——]er
['(@) I (=) g p p
o0 2
_ 2 X
- L(-5)
p=1
. . '1l—=x) .
Por la ecuacion funcional tenemos que I' (—z) = ———= por tanto la igualdad
x

se puede escribir como

rgxml—x)”ﬁ(“g)

p=1

y usando el producto infinito

sen(mz) = wx <1 — —)

se tiene que

F(z)T(1—x)= T

sen(mz)

Esta tltima expresion se conoce como la formula del complemento y es valida para
cuando = y (1 — x) son diferentes de cero o de enteros negativos.
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Aplicando la formula del complemento para los valores de x = %, r=zyx= %

obtenemos

1 1 2\ 273 1 3
- = r(-)r(z)= r(-)r(2)==v2
o) @)@ e r(@)r(E)
Teorema 2.21 (Legendre, 1809). Para todo nimero real x, v ¢ Z~ U {0}, se

tiene que
VT

T (2)T (x + %) = oD (20).

W=

Esta expresion se conoce como formula de la duplicacion.

Se han hecho tablas como la Tabla 2.1 para I' () donde 1 < z < 2.

x I (z) x I (z) x I (z) x I (z)
1,00 1,000000 1,26 0,904397 1,52 0,887039 1,78 0,926227
1,02 0,988844 1,28 0,900718 1,54 0,888178 1,80 0,931384
1,04 0,978438 1,30 0,897471 1,56 0,889639 1,82 0,936845
1,06 0,968744 1,32 0,894640 1,58 0,891420 1,84 0,942612
1,08 0,959725 1,34 0,892216 1,60 0,893515 1,86 0,948687
1,10 0,951351 1,36 0,890185 1,62 0,895164 1,88 0,955071
1,12 0,943590 1,38 0,888537 1,64 0,898642 1,90 0,961766
1,14 0,936416 1,40 0,887264 1,66 0,901668 1,92 0,968774
1,16 0,929803 1,42 0,886356 1,68 0,905001 1,94 0,976099
1,18 0,923728 1,44 0, 885805 1,70 0,908639 1,96 0,983743
1,20 0,918169 1,46 0,885604 1,72 0,912581 1,98 0,991708
1,22 0,913106 1,48 0,885747 1,74 0,916826 2,00 1,000000
1,24 0,908521 1,50 0, 886227 1,76 0,921375

Cuadro 2.1: ' (z) para 1 <z < 2.

En la Figura 2.1 se presenta la funcion I (z).
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Figura 2.1: Grafica de la funcion Gamma.
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Capitulo 3

Una generalizacion del factorial

En este capitulo se presenta una posible generalizacion de la funcion factorial ele-
mental, definida en cualquier subconjunto de los niimeros enteros. Para empezar este
trabajo necesitamos de algunas nuevas definiciones; las cuales se dan a continuacion.

3.1. Nuevos conceptos

Definicion 3.1. Sea S un subconjunto no wvacio de Z y p un primo fijo; un

. . o0 .
p-ordenamiento es una sucesion {a;},-, de elementos de S que se forma de la si-
guiente manera:

= se escoge un elemento ag € S;

= se escoge un elemento a; € S que minimice la mayor potencia de p que divide
a

(a1 - ao) ;

= se escoge un elemento as € S que minimice la mayor potencia de p que divide
a

(GQ — CL()) . (CLQ — al) .

Y en general, para el k-ésimo paso:

= se escoge un elemento a; € S que minimice la mayor potencia de p que divide
a

(ar —ap) - (ax, —ay) -+ (ag — ag_1) .
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Claramente pueden existir muchos p-ordenamientos para un subconjunto S de ni-
meros enteros, debido a que el elemento ag puede ser elegido arbitrariamente y ade-
més pueden haber varias posibles elecciones de un elemento con el cual se consigue
minimizar la potencia de p, y en este caso se puede escoger cualquiera de estos.

Ejemplo 3.2. Sea S = {0,1,2,3,4,5,6,7,...} yp=5.

Elijamos ag = 0 y tomemos a1 = 1; ya que la mayor potencia de 5 que divide a
(@ —ap)=(1-0)=1

es 50.

En el siguiente paso, podemos elegir as = 2, dado que la mayor potencia de 5 que
divide a
(az—ao)-(ag—al):(Q—O)-(2—1):2

es 5Y.

Como el elemento az podemos elegir a 3, debido a que la mayor potencia de 5 que
divide a
(ag—ao)(ag—CLl)(ag,—ag):<3—O>(3—1)(3—2):6

es bY.

En el siguiente paso, podemos tomar ay = 4, dado que la mayor potencia de 5 que
divide a

(ay —ag) (ag —ay) (ag —ag) (ag —az) = (4—0)(4—1)(4—-2)(4—-3)=24
es nuevamente 5°.

Y asi tenemos los primeros cinco elementos de un 5-ordenamiento de S; a saber
0,1,2,3,4,---.

Como afirmamos anteriormente este no es el unico 5-ordenamiento de S; para tal
efecto se puede comprobar que ag = 1, ay = 3, a3 = 5, a3 =7 y ag = 9 son los
primeros cinco elementos de otro b-ordenamiento de S.

Ejemplo 3.3. Sea S =2Z CZ yp=3.

Tomemos ag = 0, luego elegimos a; = 2, ya que la mayor potencia de 3 que divide a
(ay —ap)=(2-0)=2

es 3°.

Para el siguiente paso podemos elegir as = 4 debido a que la mayor potencia de 3
que divide a

(ay —ap)-(aa—a;))=(4—-0)-(4-2)=4x2=38
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es 3°.
Para elegir el elemento as hay que observar que:
(a3 - (10) (CL3 — al) (CL3 — CLQ) = (CL3 — 0) (CL3 — 2) (Cl,g — 4) (31)

es el producto de tres pares consecutivos y por lo tanto es un multiplo de 3, entonces
para minimizar la potencia de 3 dividiendo (3.1) podemos elegir a3 = 6.

Exactamente con el mismo argumento anterior se pueden elegir ay = 8 y a5 = 10.

Por tanto tenemos los primeros seis términos de un 3-ordenamiento para S; a saber
{0,2,4,6,8,10...}. Y asi podriamos sequir calculando los demds ay.

Como en el ejemplo anterior este no es el unico 3-ordenamiento de S; fdcilmente se
puede verificar que ag = —2, a1 =0, as =2 , a3 = —4 , a4y = 4 y a5 = —6 son los
primeros seis elementos de otro 3-ordenamiento de S.

Si notamos por Vi (S,p); k= 1,2,3,... la potencia de p que minimiza la eleccion
de a; en el k-ésimo paso de la construcciéon del p-ordenamiento, tenemos para el
ejemplo anterior que:

Vi(S.3)=1, 15(5.3)=1, Vi(5,3)=3, Vi(53)=3 y 15(5.3)=3.
Para el 3-ordenamiento {0,2,4,6,8,10...},y

Vi(S.3)=1, 15(5.3)=1, Vi(5,3)=3, Vi(53)=3 y V5(5.3)=3.
Para el 3-ordenamiento {—2,0,2, —4,4, —6,...}.
Observando lo anterior podriamos pensar que las potencias de p que son minimizadas

en cada uno de los pasos de la construcciéon de los p-ordenamientos son las mismas
para cualquier p-ordenamiento de S.

Asi para cada p-ordenamiento, tenemos una sucesién monoétona creciente de ni-
meros enteros que llamamos p-sucesion asociada correspondiente al p-ordenamiento.
Exactamente tenemos:

Definicion 3.4. Sea S C Z y {a;};-, un p-ordenamiento de S,

7

{‘/k (Sv p)};o:l)

es la p-sucesion asociada de S correspondiente a la eleccion del p-ordenamiento {a;}
de S. Donde Vi (S,p) es la mds alta potencia de p minimizada en el k-ésimo paso.

Ejemplo 3.5. Tomemos el conjunto del ejemplo anterior en el cual encontramos
las potencias de p = 3 que fueron minimizadas y que forman la 3-sucesion asociada
de S correspondiente al 3-ordenamiento: {0,2,4,6,8,10,---}. Asi esta sucesion es

{3°,3%,3,3",3", -} ={1,1,3,3,3,- - - }..
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Nota. En adelante denotaremos por w, (n) la mayor potencia de p que divide a

n, esto con el animo de facilitar algunos célculos. Asi tenemos por ejemplo que

ws (10) = 2, wy (7) = 1, ws (50) = 25. Notese ademas que Vm € Z, [[w, (m) = |m].
p

Hasta ahora hemos hallado simplemente los primeros elementos de algunos
p-ordenamientos; miremos un ejemplo mas completo de un p-ordenamiento tomando
el conjunto de los enteros como subconjunto de si mismo.

Ejemplo 3.6. Sea Z el conjunto de los enteros. Entonces el ordenamiento natural
0,1,2,3, -+ forma un p-ordenamiento de Z para todo primo p.

Demostracion. (Utilizando el principio de induccién matemaética).
Para k = 0, elegimos ag = 0.

Para k = 1 elegimos a; = 1, y este valor minimiza la mayor potencia de p que divide
a

(CL1—CLO):(1—O):1
para todo primo p.

Ahora suponemos cierto que 0,1,2,3,---(k — 1) es un p-ordenamiento para los pri-
meros k—1 pasos y veamos que 0, 1,2, 3, - - - k es un p-ordenamiento para los primeros
k pasos.

En el k-ésimo paso necesitamos elegir a; que minimice la mayor potencia de p que
divide a
(ax = 0) (ax —1) -+ (ar — (k= 1)) (3.2)

Pero esto es el producto de k enteros consecutivos, por tanto es un miltiplo de k! y
si elegimos a, = k encontramos k!, y este valor de a; claramente minimiza la mayor
potencia de p que divide (3.2) para todo primo p. O

Una caracteristica muy importante de la p-sucesion asociada de S, como afirmamos
anteriormente, es que es independiente de la eleccién del p-ordenamiento, es decir
que eligiendo cualquiera de los p-ordenamientos la p-sucesiéon asociada siempre sera
la misma; y por tanto podemos referirnos a ella sin mencionar algin p-ordenamiento
en particular (lo cual se enuncia en el siguiente teorema).

Teorema 3.7. La p-sucesion asociada de S es independiente de la eleccion del
p-ordenamiento.

La demostracion de este teorema se hara mas adelante, ya que necesitamos de algu-
nos conceptos que se veran en el proceso de la generalizacion del factorial.
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Como el teorema anterior afirma que cualquier p-ordenamiento origina la misma
p-sucesion asociada, podemos calcular la p-sucesion Vi (Z,p) de Z. Entonces tene-
mos:

Vi (Z,p) = wy ((ax — ao) (ax — a1) - - (ax — ax—1))
=w,((k=0)(k—1)--- (k= (k—=1)) = w, (k)

Tomando esta tltima expresion y multiplicAndola para todo primo p obtenemos
exactamente k!.

Por tanto tenemos una definicion del factorial, so6lo en términos de Vj (Z, p),

k=1 (Zp).

Pero dado que para cualquier subconjunto de Z podemos construir p-ordenamientos
y por tanto su p-sucesion asociada; podemos definir el factorial en cualquier subcon-
junto de los enteros.

Definicion 3.8. Sea S C Z. Entonces la funcion factorial de S denotada por k'g
esta definida por:

0l = 1
Ks = J[Vi(S.p). (3.3)

En particular tenemos k'z = k!.

Hay que ver que el numero de factores no iguales a uno en (3.3) es necesariamente
finita.

Esta definicion tiene sentido para cualquier S C Z y cualquier k € Z.

Como un ejemplo sencillo calculemos algunos de los primeros factoriales en un sub-
conjunto muy importante de Z.

Ejemplo 3.9. Sea S el conjunto de los nimeros primos en Z;
S ={2,3,5,7,11,13,-- - }. Calculemos los primeros elementos de un p-ordenamiento
parap=2,3,5 y T con su respectiva p-sucesion asociada.

P p-ordenamiento p-sucesion asoctada

apy a3 az as a4 da4s

2 2 3 5 7 17 11 {20 2% 23 24 27 ...}
32 3 7 5 13 17 {30,303, 3L, 3% -}
5 2 3 5 11 19 23 {5°, 5%, 59 50 51 ...}
7 2 3 5 7 11 13 {70, 70, 70, 70, 70, ..}
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Ahora aplicando el algoritmo para calcular los factoriales tenemos:

Olg =1
1!5:HV1(S,p):20><30><50><70:1
Q!SZﬁVg(S,p):ZI><30><50><70:2
3!g:ﬁ%(5,p):23x31><50><70:24
4!5:f[m(5,p):24><31><50><70=48
5!S:ﬁV5(S,p):27><32><51><70:5760

p

Ejemplo 3.10. Tomemos S = 27Z. Hallemos los primeros factoriales calculando
p-ordenamientos para los primeros numeros primos.

Se puede verificar (y en efecto se mostrard mds adelante) que ag = 0, a; = 2, ay = 4,
az =6, ay =8, a5 = 10 y ag = 12 son los primeros términos de un p-ordenamiento
para cualquier nimero primo. Entonces tenemos:

P p-ordenamiento p-sucesion asociada

ap a1 a2 a3 a4 QA5 Qg

2 0 2 4 6 8 10 12 (21,93 24 o7 98 210 ...}
3 0 2 4 6 8 10 12 (30,30, 3,31, 31,32, ...}
50 2 4 6 8 10 12 (50,50, 50, 50, 51 51 ...}
70 2 4 6 8 10 12 (70,70, 70,70, 70 70, ...}
1m0 2 4 6 8 10 12 {11, 11°, 11°, 11°, 11°, 11°, .-}

Calculando los factoriales obtenemos:

0lg =1

g =]Vi(S,p)=2"x3"x 5" x 7" x 11° =2
p

2!S:HV2(S,p):23><30><50><70><110:8
p

Blg = V5(S,p) =2" x 3" x 5° x 7° x 11° = 48
p

Alg = [ Va(S.p) =27 x 3" x5 x 7% x 11° = 384

p
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Blg = [ Vs (S.p) = 2% x 3" x 5" x 7% x 11° = 3840
P
6lg = HV(;(S,p) =210 % 32 x 5! x 7% x 11° = 46080.

p

Generalmente cuando vamos a calcular factoriales en subconjuntos arbitrarios de 7Z,
esto es un trabajo muy dispendioso, debido a que si se quieren seguir calculando los
factoriales para niimeros méas grandes; igualmente se deben seguir hallando los ay
del p-ordenamiento para valores cada vez mas grandes de k.

Veamos algunos ejemplos de subconjuntos de Z en los cuales se hace fécil calcular
factoriales, pues en ellos hay una caracteristica especial que facilita este trabajo. Son
subconjuntos en los cuales hay una sucesion que es un p-ordenamiento para todo
primo p. Lo cual afirma el siguiente teorema.

Teorema 3.11. Supongamos que {a;} es un p-ordenamiento de S para todo primo
p. Entonces, kls = |(ax — ag) (ax — aq) - -+ (ag — ax_1)|.

Demostracion. Por definicién se tiene que:

s =] Ve (S.p) = [ wp ((ar — ao) (ar — a1) -+ (ax — ax—1)) .-

p
Aqui se presentan dos casos:
1. Siel producto (ax — ag) (ax — ay) - - - (ax — ax—1) es positivo, entonces:

[T ws ((ax — ao) (ax — ar) -+ (ax — ax1)) = (ax — ao) (ax — ar) -+~ (@ — ax1) .

2. Si el producto (ax — ag) (ar, — a1) - - - (ar, — agx_1) es negativo, entonces:

1T wp ((ax = a0) (ax — a1) -+ (@ — ax—1)) = = (@ — ao) (@ — 1) -+ (ax — ax 1) -

En definitiva tenemos que:

kls = |(ax — ap) (ag — ay) - -~ (ar — ax—_1)| . O

Ya vimos que si S = Z, entonces k!z = kl. Ahora veamos otros ejemplos de facto-
riales en diferentes subconjuntos de Z.
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Ejemplo 3.12. Sea S = 27Z. Mostremos que 0,2,4,6,--- forma un p-ordenamiento
de 27, para todo primo p.

(Utilizando el principio de induccion matemdtica)
Para k=0, tomemos ay = 0.

Para k =1, elijamos a; = 2; este valor minimiza la mayor potencia de p que divide
a
(CL1—CLQ):(2—O):2

para cualquier nimero primo p.

Supongamos ahora que 0,2,4,...,2(k — 1) forma un p-ordenamiento de S para los
primeros (k — 1) pasos para todo primo p.

En el k-ésimo paso necesitamos elegir un elemento ay de S que minimice la mayor
potencia de p que divide a

(ak — 0) (Clk — 2) (ak — 4) cee (ak -2 (k — 1)) (34)

Pero esto es el producto de k pares consecutivos y por tanto es un maltiplo de 2Fk!;
eligiendo ap, = 2k se obtiene

(2k—0)(2k —2)(2k —4)---(2k —2(k—1))=2k-2(k—1)-2(k—2)----2 = 2"k!
y este valor minimiza la mayor potencia de p que divide (3.4) para todo primo p.

Por consiguiente, segin el teorema anterior, se tiene que

kloz = (2k — 0) (2k — 2) - - (2k — (2k — 2))
=2k(2k—2)(2k—4)---2
=2k-2-(k—-1)-2-(k—=2)---2-1
=2 . k.

Ast, si queremos calcular por ejemplo 2!, 5! y 10! en 27, tendremos:
2y = 22.21=4x2=28,
5lay, = 2°-51 =32 x 120 = 3840,
101z = 2'%-10! = 3715891200.
En general, si tomamos S = aZ+b (enteros congruentes con b médulo a encontramos
que klozip = ak - k.

Ejemplo 3.13. Sea S el conjunto de las potencias de 2 en Z. Nuevamente se puede
mostrar que 1,2,4,8, - -- forma un p-ordenamiento de S para todo primo p. Entonces

tenemos que:
Klg= (28 =1) (2" =2) .- (2" = 2¢1).
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Ast, si queremos calcular 2!, 3! y 5! en este conjunto, tenemos:

20 = (2°—1)(22-2)=3x2=6.
3 = (2°-1)(2°-2)(2°—2°) =7 x 6 x4 =168
Blo= (2°-1)(2°—=2) (2> =2%) (2° - 2°) (2° - 2%)

= 31 x 30 x 28 x 24 x 16 = 9999360.

Y en general, si tomamos como S cualquier progresion geométrica en 7 con razon
r Yy primer término a, se tiene que:

k!g:ak~(rk—1) (rk—r)--- (Tk—rk_l).
Ast, si tenemos S = {5,15,45,135,-- - } y queremos calcular 2! en S, obtenemos que
2l =57+ (32 —1) (37 = 2) (3° = 3) =25 x 8 X 7 x 6 = 8400.

Ejemplo 3.14. Sea S el conjunto de los nimeros cuadrados en Z. Se puede verificar

que 0,1,4,9,--- forma un p-ordenamiento de S para todo primo p.
Por tanto ok !
Bls = (2= 0) (2 = 1) - (K = (k — 1)%) = %

(.

~
ver Proposicion 3.15

Entonces, para calcular por ejemplo 2!, 3! y 5! en S, se tiene:

| |
gy = X204y
2 2
(2x3)! 6l
' pumy = — =
3ls 5 5 360.
2x5)! 10!
ls = = — = 1814400.
5ls 5 5 814400
LY 2 2 2 2 (2]{:)'
Proposicion 3.15. Sea k € N entonces; (k* — 0) (k* = 1)--- (k* = (k—1)°) = —

Demostracion. Factorizando cada uno de los términos de la izquierda se obtiene:
(k=0)(k+0) (k-1 ((k+1)--(E—=(k—=-1)(k+(k—1)).
Ordenando términos encontramos
kE(k—1)--(k—(Gk—-1))k(k+1)--(k+(k-1)=klk(k+1)---(2k—1)
multiplicando y dividiendo esta expresion por 1-2-3-...- (k — 1) 2k se obtiene:

K11-2-3-.. (k=D k(k+1)---(2k—1) 2k
1-2-3- .- (k—1)2k
123 (k=D k(k+1)-(2k — 1) 2kk! (2k)!
2k 2
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3.2. Nuevas versiones de resultados anteriores

En esta seccion aplicaremos la definicion de la extension de la funcion factorial a los
teoremas vistos en la secciéon 2.1. Para hacer las demostraciones de los nuevos teore-
mas, se necesitan de algunas definiciones y resultados los cuales se iran enunciando
a medida que sean necesarios.

Para empezar, podemos definir el analogo polinomio factorial para cualquier sub-
conjunto S de Z.

Definiciéon 3.16. Sea S C Z y {a;} un p-ordenamiento fijo de S. El polinomio
factorial ™S P estd definido como sigue

x(o)s,p — 17
eMsr = (z—ag)(x—ay) (. —an_).
Ejemplo 3.17. Sea S el conjunto de los nimeros primos, (ver Ejemplo 3.9) y

tomemos {2,3,5,11,19,23,---} como el 5-ordenamiento hallado en dicho ejemplo.
Entonces tenemos que:

0

x( )5,5 — ]_
x(l)S,B = (x — 2)
I(2)s,5 — ((L’ — 2) (:L‘ — 3)
t®ss = (z—2)(z—3)(z—5)
gWss = (2 —2)(z—3)(z—5)(x—11)
2®ss = (z-2)(z—3)(z—5)(z—11) (z — 19)
Cuando S = Z con el p-ordenamiento 0,1,2,3,---, estos polinomios coinciden con

los de la Definicion 1.25.

Lema 3.18. Un polinomio f sobre los enteros, escrito en la forma
flz) = Z cixWsp = Z ¢i(x—ap)(x—ay) - (x—a_1) (3.5)

se anula en S mddulo p® si y sdlo si cl-x(i)sm también se anula para cada 0 < i < k.

Demostracion.

—: Supongamos que f se anula en S moédulo p¢, pero algunos términos ¢;zs.»
no lo hacen para algin 1.
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Sea j el indice mas pequeno para el cual cjx(j)sﬁp no se anula en S modulo
p°. Tomando = = a; en (3.5), encontramos que todos los términos en el lado
derecho de (3.5) con ¢ > j se anulan idénticamente, mientras el hecho de que j
es el indice mas pequeno para el cual cjx(j )s.» no se anula, garantiza que todos
los términos con ¢ < j se anulan moédulo p®. Se sigue que c;a; (s.» también se
anula modulo p®, y por tanto, cjx(j)svp se anula sobre todo S moédulo p°, ya
que {a;} es un p-ordenamiento.

«—: Si cada uno de los términos ¢;z”s.» se anula en S modulo p¢; entonces es claro
que la suma también se anula. O

Definicion 3.19. Sea S C Z. El divisor fijo de f sobre S, denotado por d (S, f) es
el med de todos los elementos que son imagen de f en S. FEsto es:

d(S,f) =mcd{f(a):aeS}.

Ejemplo 3.20. Sea S el conjunto de los nimeros primos en Z (ver Ejemplo 3.9).
S={2,3,5711,13,...} y sea f (x) = 2* + .

Debemos hallar d (f,S).

Tenemos que para p = 2, f(2) = 23 +2 =8+ 2 = 10. Como los demds nimeros
primos son impares entonces p =2k + 1, k€ Z y

flp)=Ff@k+1)=2k+1>+2k+1
=8k*+ 4k + 142k +1 = 8k® + 6k +2
=24k’ +3k+1).

-~

EZ

Lo que quiere decir que d(f,S) es par.

En particular tenemos f (11) = 113 4+ 11 = 1342 y este valor, por el inico nimero
par y positivo menor que 10 ,por el cual es divisible es 2. En definitiva se tiene que

d(f,8) = 2.

Empezaremos enunciando los nuevos resultados al utilizar la funciéon factorial gene-

ralizada, con la nueva version del Teorema 2.9.

Teorema 3.21. Sea f un polinomio primitivo de grado k, y sea
d(S,f)=mcd{f(a):a€S}.

Entonces d (S, f) divide a k!s.

Como en el Teorema 2.9, el Teorema 3.21 afirma que k!s no solamente es una cota

superior para un polinomio de grado k en S, sino que dado k!s (o cualquiera de sus
factores) este puede ser obtenido como el divisor fijo de algin polinomio primitivo.
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Demostracion. Para un primo fijo p, y una eleccién de un p-ordenamiento {a;} de
S escribamos f de la siguiente manera

k k

flz) = Z cixs.r = Zci (x —ap)(z—ay) - (x—a;_1).

=0 i=0

Como f es primitivo, hay una eleccién de j (0 < j < k) tal que ¢; no es multiplo de
p. Por definicién, f se anula en S modulo w, (d (S, f)); y por el Lema 3.18 tenemos
que ij(j)S,p también se anula. Ademas, puesto que ¢; es primo relativo con p, se
sigue 29s.» se anula en S modulo w, (d (S, f)). En particular, w, (d (S, f)) divide a

Wy (ajl”(j)s’P) = wy (a; — ao) (a5 — ar) -~ (a; — aj-1) = wp (jls);

de aqui wy, (d (S, f)) divide a w, (kls), puesto que jlg divide a k!g. Multiplicando
sobre todo p, vemos que d (S, f) divide a k!g.

Para ver que k!s (y cualquiera de sus factores) puede ser obtenido como el divisor
fijo de algtn polinomio primitivo; construimos el polinomio factorial general como
sigue:

Brs=(x—apk)(@—arp) - (x—ar_1),

donde {a;x};-, es una sucesion en Z que, para cada primo p que divide a klg es
congruente término a término modulo Vi (S, p) a algin p-ordenamiento de S. En-
tonces se tiene que d (S, Bygs) = klg. Ademas si r es un factor de klg, entonces
d(S,Brs+r)=r. O

Ejemplo 3.22. Sea S y f como en el ejemplo 3.20 en donde encontramos que
d(f,S) =2, entonces para comprobar el Teorema 3.21 debemos ver que d (f,S) = 2,
divide a ks = 3!y = 24 lo que es cierto, ya que 24 = 2 (12).

Utilizaremos el teorema anterior para hacer la demostracion del siguiente teorema
que es analogo al Teorema 2.7.

Teorema 3.23. Para cualesquiera enteros no negativos k y I, (k+1)ls es un mal-
tiplo de k!g - lg.

Demostracion. Por el Teorema 3.21 existe un polinomio primitivo f; (a saber
Brs) ¥ fr-n (a saber B,_rg) con grado k y n — k respectivamente, tal que
d (S, fr) =Kls y d(S, fa—r) = (n — k)ls. Si multiplicamos obtenemos un polinomio
primitivo f = fi - f,_r de grado n tal que klg - (n — k)!g divide a d (S, f). Y nue-
vamente por el Teorema 3.21 sabemos que d (S, f) debe dividir a n!lg. Por tanto
kls - (n — k)!g divide a nlg. O

Ejemplo 3.24. Tomemos nuevamente el Ejemplo 3.9, con k =2 yl = 3; en el cual
encontramos que 2lg = 2, 3lg = 24 y blg = 5760. Segun el Teorema 3.23, (2 + 3)!s
es multiplo de 2!g - 3lg, lo cual se comprueba facilmente como sigue
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(2+3)lg =5lg =5760;  2lg-3lg = 2(24) = 48 y 5760 = 48 (120) .

El siguiente resultado es de gran importancia en la generalizaciéon factorial y nos
ayudara en la demostracion del anélogo al Teorema 2.11.

Lema 3.25. Sea T'C S C Z . Entonces ks divide k!r para cada k > 0.

Demostracion. Para cualquier polinomio f, claramente d (S, f) divide a d (T, f).
Asi en particular, d (S, By g) = klg divide a d (T, Big) y por el Teorema 3.21 este

debe dividir a klr. Y por tanto k!g divide a k!r. O
Teorema 3.26. Sean ag, ay, as, ---, a, € S, n+ 1 enteros cualesquiera. Entonces
el producto

H (a; — a;)

i<j

es un maultiplo de Olg - 1lg - 2lg---nlg.

Demostracion. Para un primo fijo p, asumamos que ag, ai, as, -+, a, son los
n+ 1 primeros elementos de un p-ordenamiento del conjunto 7' = {ag, a1, as, - - - a,}.
Entonces puesto que para cada 0 < k < n,

Vie (T, p) = wp ((ax — ao) (ax — a1) -+ (ar — ax-1)).
Encontramos tomando el producto sobre todo k£ y por tanto sobre todo p, que
Ol - g+ -nlp = £ [ (a; — ai)
i<j
ahora por el lema anterior sabemos que k!g divide a k!, por consiguiente
0!5-1!5---n!5‘H(ai—aj). O
i<j

Ejemplo 3.27. En el Ejemplo 3.9 encontramos que 0lg = 1, 1lg = 1, 2lg = 2,
3lg = 24, 4lg = 48 y blg = 5760. Por lo tanto, si py,pi,...Ps SON S€is Primos
cualesquiera, el Teorema 3.26 afirma que el producto de sus pares de diferencias
[T (pi — p;) es maltiplo de 13271040.

i<j

Tomemos los primeros seis numeros primos, a saber, 2, 3, 5, 7, 11 y 13. Entonces
[[ei-p)=02-3)2-52-72-11)2-13)3-5)(3-7) (3 -11)
! X (3=13)(5—7)(5—11) (5 —13) (7 — 11) (7 — 13) (11 — 13)
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= (=1 (=3) (=5) (=9) (-11) (=2) (—4) (=8)
x (=10) (=2) (=6) (=8) (=4) (=6) (=2)

= — 4379443200

—4379443200 = —330 x 13271040.

Para facilitar la demostracion del resultado analogo al Teorema 2.13 necesitamos el
siguiente refinamiento del Lema 3.18.

Lema 3.28. Un polinomio de grado d escrito en la forma

d d
Fle) = 3 e s = 3 b ao) (x —ax) -+ (r — )
k=0 k=0
se anula en S maddulo p® si y solo si by es un mailtiplo de S para cada
med (p, klg)

0<k<d.

Demostracion. Por Lema 3.25, f () se anula en S modulo p° si y solo si bpzFs»
también se anula para cada 0 < k < d. Ahora por construccion de s, tenemos
que wy (d (S, x(k)svp)) = Vi (S, p); por lo tanto brz®s» se anula en S modulo p¢ siy

P 0

s6lo si bk €S un mﬁltlplO de m.

Teorema 3.29. Sea S C Z/nZ. Entonces el nimero de funciones polinomiales de
S en Z/nZ esta dado por

n—1

H n
med (n, klg)

k=0

Demostracion. Por el Teorema Chino del residuo (Teorema 1.3), designar una
funcién polinémica en .S moédulo n es equivalente a designar la funciéon modulo cada
potencia prima que divide a n.

Ahora facilmente se ve que la formula del Teorema 3.29 es multiplicativa, por tanto,
esto basta para verificar dicho teorema cuando n = p° es una potencia de un nimero
primo.

Sea {a;} un p-ordenamiento de S. Entonces se quiere mostrar que cualquier funcién
polinémica f : S — Z/p°Z puede ser expresada tnicamente en la forma

fl@) =) (e —ao)(x—ar)-(z —ar1), (3.6)
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(&2

p

donde 0 < ¢ < ——————
onde 0 < ¢ < med (p°, kg

para cada k > 0. En efecto, por el Lema 3.28 al

€

_r
med (p, klg)

la funcién f, es decir, los ¢; estan determinados tinicamente modulo

cambiar uno de los coeficientes ¢ por un miltiplo de en (3.6) no cambia

€

.
med (p¢, klg)’

. Ahora tenemos

(&2

_r

med (p¢, klg)

una Unica representacion para cada funcién polinomica de S en Z/p°Z. Observando
p€

med (p¢, kls)

del teorema. O

asi nosotros podemos elegir los ¢, en el rango 0 < ¢ <

que aqui hay elecciones de ¢, para cada k > 0 se obtiene el resultado

Ahora ya estamos listos para hacer la demostracion del teorema 3.7

Demostracion del Teorema 3.7. Sea d € Z y e un entero positivo grande tal
que p¢ > Vy(S,p). Consideremos el grupo aditivo G4 de todos los polinomios en
(Z/p°Z)[ que se anulan sobre S modulo p°® y tienen grado a lo mas d.

Entonces el Lema 3.18 implica, que el grupo abeliano G4 es isomorfo a
d
P Z/Vi(S,p)Z. Asi los nimeros Vy(S,p) para 0 < k < d forma la estructura de
k=0

coeficientes de este grupo abeliano G4; ademas por el teorema para grupos abelianos
finitamente generados (Véase por ejemplo [3, p. 92-93]) esas constantes dependen
tinicamente de ellas mismas, sobre Gy, implicando la afirmacion del teorema. O

3.3. Preguntas para investigaciones posteriores

Presentamos aqui algunos de los interrogantes relacionados con la generalizacion
factorial que surgen de manera natural.
1. Para un subconjunto S de Z. ;Existe una interpretacion combinatoria de k!g?

2. Recordemos la funciéon Gamma vista en la seccién 2.2. Para cada subconjunto
S de Z ;Podria existir una generalizacion de la funcion Gamma definida en
los ntimeros reales? ;Qué propiedades vistas en dicha seccidon seguiria conser-
vando?

3. (Cuéles subconjuntos S de Z tienen p-ordenamientos para todo primo p?

4. Para un subconjunto S de Z. ;Existe un interpretacién combinatoria natural

n
para()?
k) g
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5. Sireemplazamos el conjunto de los enteros por cualquier anillo Dedekind (De-
finicion 1.20). ; Se sigue cumpliendo la generalizacion factorial propuesta aqui
para subconjuntos de esta clase de anillos?

6. Observando la Definicion 1.27 ;Se podria pensar en la generalizacion factorial
no para subconjuntos de 7Z, sino para subconjuntos de Z" cuando n > 17 ; Que
resultados vistos en este trabajo podrian redefinirse en este caso?

Esperamos que el lector se motive a tratar de dar respuesta a estos interrogantes y
a muchos otros que hayan podido aparecer como consecuencia en todo el proceso de
este trabajo.
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