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TITULO: UNICOHERENCIA EN CONTINUOS.*
AUTOR: JAYSON HELI NOVA GONZALEZ.**

PALABRAS CLAVES: CONTINUO, UNICOHERENTE, HEREREDITARIAMENTE
UNICOHERENTE, PRODUCTOS, LOCALMENTE CONEXOS.

RESUMEN

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y diferente del vacio. Un continuo X se dice
unicoherente si siempre que X = AU B donde A y B son subcontinuos de X, entonces AN B es
conexo. Un intervalo cerrado, una n-celda [0,1]" y las esferas S™(n > 1) son ejemplos de
continuos unicoherentes. Por otro lado, el continuo S no es unicoherente. Ademas, un continuo se
dice herereditariamente unicoherente si cada uno de sus subcontinuos es unicoherente.

Esta monografia estd enfocada a estudiar la unicoherencia en continuos, también aspectos
particulares como: preservar la unicoherencia por funciones continuas, limites inversos y
productos. Y caracterizar los continuos unicoherentes y localmente conexos.

Esta monografia esta dividida en tres capitulos distribuidos de la siguiente manera: En el primer
capitulo, se dan herramientas para construir continuos; las intersecciones anidadas de continuos,
el producto de continuos y el limite inverso de una sucesion inversa de continuos. También, se
daran definiciones como continuos indescomponible y algunos tipos de funciones continuas entre
continuos.

En el segundo capitulo, se da definicién y ejemplos de continuos unicoherentes y hereditariamente
unicoherentes, ademas, veremos que el producto de dos continuos unicoherentes no es
necesariamente unicoherente.

En el tercer capitulo, presentamos la definicion de funcion inesencial y funcién con logaritmo
continuo, se estudiaran algunas propiedades de estas clases de funciones. Después, mostramos la
relacion que hay entre la unicoherencia, las funciones inesenciales y las funciones con logaritmo
continuo, en continuos localmente conexos. Para terminar, estudiamos la unicoherencia en
continuos localmente conexos.

* Trabajo de Grado
** Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Ph.D. Javier Enrique Camargo Garcia
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TITLE: UNICOHERENT AT CONTINUA.*
AUTHOR: JAYSON HELI NOVA GONZALEZ .**

KEYWORDS: CONTINUUM, UNICOHERENT, HEREDUTARILY UNICOHERENT, PRODUCTS,
LOCALLY CONNECTED.

ABSTRACT

A continuum is a nonempty compact, connected and metric space. A continuum X is called
unicoherent if supposed X = A U B where A and B are subcontinuum of X, then A n B is connected.
A compact interval, an n-cell [0,1]™ and spheres S™(n > 1) are examples of unicoherent continua.
On the other hand, the continuum S is not unicoherent. Moreover, a continuum is said hereditarily
unicoherent if every of its subcontinua is unicoherent.

This monograph is facused to study the unicoherence on continua, also particular aspects like: to
preserve the unicoherence by continuous functions, inverse limits and product, and to characterize
the unicoherent continua and locally connected.

This monograph is divided in three chapters distributed as follows: The first chapter, tools are given
to construct continuum; nested intersecctions of continua, product of continua and the inverse limit
of a inverse sequence of continuums. Moreover, definitions like indescomposable continua and
some types of continuous functions among continuums.

The second chapter, definitions and examples of unicoherent and hereditarily unicoherent
continuum will be given, also, we will show the product of two unicoherent continua is not necessary
unicoherent.

The third chapter, we meet the definition of inessential map and funtions whit continuous logarithm,
we will study some properties of these classes of funtions. Moreover, we show the relationship
among the unicoherence, the inessential map and funtions with continuous logarithm, on locally
connected continuum. To finish, we study the unicoherence on locally connected continuum.

* Bachelor Thesis
** Faculty of Sciences. School of Mathematics. Director: Ph.D. Javier Enrique Camargo Garcia.
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Introduccion

En topologia, particularmente en la teoria de continuos, es muy importante estudiar
propiedades de manera local o global para clasificar o caracterizar espacios. Una de
estas propiedades es la unicoherencia. Un continuo X se dice unicoherente si siempre
que X = AU B donde A y B son subcontinuos de X, entonces A N B es conexo.
La unicoherecia es una propiedad topoloégica que comparten espacios como el intervalo
cerrado [a,b], la n-celda [0, 1]", las esferas de dimension mayor o igual a 2, S™ con
n > 1,y el cubo de Hilbert [0, 1]". Intuitivamente, aunque no se satisface plenamente,
los continuos unicoherentes son aquellos continuos que no tienen "agujeros" o "huecos";
esto lo podemos ver en ejemplos como la circunferencia unitaria S! donde facilmente
se pueden encontrar subcontinuos cuya uniéon sea S' y la interseccién sea disconexa,
de modo que S' es un continuo no unicoherente. Algunos ejemplos de espacios no
unicoherentes son el cilindro S* x [0,1] o el toro S* x S!, en los cuales, al menos de
manera intuitiva se pueden identificar tales “agujeros” o “huecos”.

La nocién de unicoherencia fue introducida en 1926 por K. Kuratowski en [11].
Este trabajo llamo6 la atenciéon de topologos como K. Borsuk, S. Eilenberg, T. Ganea
y A. H. Stone los cuales realizaron estudios detallados de esta propiedad y la usaron
para caracterizar espacios. En 1931, K. Borsuk en 2], present6 el uso de funciones
continuas en el circulo S! para estudiar unicoherencia en continuos localmente conexos
y fue ampliamente desarrollado por S. Eilenberg en [6], [7] v [8]. A. H. Stone en [18§]
realizo un detallado estudio de propiedades de espacios unicoherentes y localmente
conexos. Después en 1930, K. Kuratowski hizo la siguiente pregunta: ;El producto
de dos continuos de Peano (son continuos localmente conexos) unicoherentes también
es un continuo de Peano unicoherente? En [2], K. Borsuk respondi6 esta pregunta
como verdadera. Adicionalmente, en esta direccion, S. Eilenberg en [8], prob6é un mejor
resultado: el producto de dos espacios métricos, unicoherentes y localmente conexos

es unicoherente. Luego T. Ganea en 9], generalizo esté resultado mostrando que el
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producto arbitrario de espacios unicoherentes y localmente conexos es unicoherente.

En este trabajo estudiaremos la unicoherencia en continuos. Esta clase de continuos,
como ya mencionamos, ha sido estudiada por diferentes autores con diferentes propo-
sitos. Revisaremos algunos de los trabajos desarrollados hasta este momento, donde
estudiaremos aspectos particulares como: preservacion de la unicoherencia por funcio-
nes continuas, limites inversos y productos.

Por otra parte, un continuo se dice hereditariamente unicoherente si cada uno de
sus subcontinuos es unicoherente. Algunos ejemplos de continuos hereditariamente uni-
coherentes son el arco, los abanicos o cualquier dendrita. Gran parte de este trabajo
esté basado en el articulo [8], “ Tranformations continues en circonférence et la topologie
du plan” de S. Eilenberg, el cual destacamos una demostracion de que el producto de
dos continuos unicoherentes y localmente conexos es unicoherente.

Este trabajo esta dividido en tres capitulos distribuidos de la siguiente manera:

En el Capitulo 1 se dan herramientas para construir continuos: las intersecciones
anidadas de continuos, el producto de continuos y el limite inverso de una sucesiéon in-
versa de continuos. Estas herramientas son muy importantes para construir continuos,
donde en general se busca que preserven algunas propiedades. También se daran defi-
niciones como continuo indescomponible y algunos tipos de funciones continuas entre
continuos.

En el Capitulo 2, introducimos la definiciéon de unicoherencia y unicoherencia here-
ditaria. Veremos ejemplos de continuos que son o no unicoherentes. Ademas, mostra-
mos funciones continuas que preservan o no la unicoherencia entre continuos. Por otra
parte, veremos que el producto de dos continuos unicoherentes no es necesariamente
unicoherente. Finalmente, probaremos que el limite inverso de continuos unicoheren-
tes o hereditariamente unicoherentes, es unicoherente o hereditariamente unicoherente,
respectivamente.

En el Capitulo 3 mostraremos la definiciéon de funcién inesencial y funcién con lo-
garitmo continuo. Luego, se estudiaran algunas propiedades que tienen estas clases de
funciones. Después, como uno de los resultados mas destacados, mostramos la relaciéon
que hay entre la unicoherencia, las funciones inesenciales y las funciones con logaritmo
continuo, en continuos localmente conexos. Para terminar, estudiaremos la unicoheren-
cia en continuos localmente conexos, donde resaltamos que el producto de unicoherentes

es unicoherente y una caracterizacion de continuos unicoherentes.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos conceptos bésicos de teoria de continuos que usamos
en el estudio de continuos unicoherentes. Este capitulo lo desarrollamos de la siguien-
te manera: en la primera seccion definimos continuo y damos algunos ejemplos, en la
siguiente secciéon mostramos herramientas para construir continuos como son: intersec-
ciones anidadas, productos y limites inversos. Ademaés, definimos continuo indescompo-
nible, funcién abierta, funcién monétona, funciéon casimonoétona, funcién cuasimondtona

y retractos.

1.1. Definicién y ejemplos de continuos

A continuacién presentamos los espacios donde trabajamos el desarrollo de este

escrito. Definimos continuo localmente conexo y mostramos algunos ejemplos sencillos.

Definiciéon 1.1. Un continuo es un espacio métrico X, compacto, conexo y diferente
del vacio. Ademaés, diremos que X es localmente conexo si para cada punto z de X y

cualquier vecindad V' de x, existe un abierto conexo U tal que z € U y U C V.
Ejemplo 1.2. Un arco es un espacio homeomorfo al intervalo cerrado [0, 1].

Ejemplo 1.3. Una curva cerrada simple es un espacio homeomorfo al conjunto S! =

{x e R?: ||z]| = 1}.

Es facil ver que hasta ahora el arco y la curva cerrada simple son localmente conexos.

Los siguientes son ejemplos de continuos que no son localmente conexos.
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Ejemplo 1.4. La curva del topdlogo es la adherencia de W, donde
W = {(z,sen(l/z)) e R*: 0 <z < 1};

es decir, la curva del topélogo que denotaremos por T"es T'= W U ({0} x [—1,1]).

T

Figura 1.1: Curva del topologo T'
Ejemplo 1.5. El circulo de Varsovia. Este nombre es dado para cualquier continuo
homeomorfo a T'U Z, donde T es la curva del topologo definida en el Ejemplo 1.4 y Z

es la union de tres arcos en R?, uno de (0,—1) a (0,—2), otro de (0,—2) a (1,-2), y
otro de (1,—2) a (1,sen(1)).

1 (1,sin(1))

14

Figura 1.2: Circulo de Varsovia
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Finalizamos esta secciéon con dos resultados relacionados con funciones continuas
entre continuos. En las pruebas s6lo mostramos las ideas principales con el fin de no

extender el trabajo con conceptos basicos de topologia general.

Teorema 1.6. Sean X yY continuos. Si f: X — Y es una funcion continua, entonces

f es cerrada.

Demostracion. Sean f: X — Y una funcién continua entre continuos y K un subcon-
junto cerrado de X. Notese que K es compacto, por [19, Teorema 17.5]. Como f es
continua, f(K) es compacto. Por otro lado Y es Hausdorff. Asi, f(K) es cerrado, por
[19, Teorema 17.5|. Por lo tanto f es cerrada. ]

Corolario 1.7. Sean X y Y continuos. St f : X — Y es una funcion continua y

biyectiva, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcién continua y biyectiva entre continuos. Por

el Teorema 1.6, f es cerrada. Asi, por [19, Teorema 7.9|, f es un homeomorfismo. [J

1.2. Construcciones de continuos

En esta seccion se daran maneras de construir continuos usando intersecciones anida-

das, productos y limites inversos.

1.2.1. Interseccion anidada de continuos

Una de las técnicas més importantes para obtener ejemplos de continuos es el uso
de las intersecciones anidadas. A continuacion, después de la prueba del siguiente lema,

mostramos que la intersecciéon anidada de continuos es un continuo.

Lema 1.8. Sean {X;};°, una sucesion de espacios métricos compactos tales que X1 C
Xi, para todoi € N y X =2, X;. Si U es un abierto de X tal que X C U, entonces
eriste N € N tal que X; C U, para todo 1 > N. En particular, si cada X; # 0, entonces

X # 0, y claramente, X es métrico y compacto.

Demostracion. Supongamos que existe x; € X; — U, para cada ¢ € N. Como X; — U
es un espacio métrico compacto, podemos suponer que la sucesion (z;);-, converge a
algin punto p € X; — U. Como X;;; C X;, para cada i, tenemos que para cada k,
x; € X}, para todo ¢ > k. Por lo tanto como X}, es compacto, p € X}, para cada k € N.
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Asi, p € X. Como p ¢ U, contradecimos que X C U. Por lo tanto, existe N € N tal
que X; C U, para todo ¢« > N. Esto prueba la primera parte del lema. Finalmente,
si X = (), basta tomar U = () y tenemos que X; = (), para todo i > N. Con lo que

completamos nuestra prueba. O]

Teorema 1.9. Sea {Xi};’il una sucesion de continuos tales que X; 11 C X;, para todo

i€ N. 81 X =2, Xi, entonces X es un continuo.

Demostracion. Por el Lema 1.8, X es un espacio métrico, compacto y diferente del
vacio. Luego solo debemos probar que X es conexo. Supongamos que X no es conexo.
Entonces X = AU B, donde A y B son disjuntos, no vacios y cerrados. Como X; es
un espacio normal, por [19, Definicion 15.1|, existen abiertos disjuntos V' y W de Xj,
tales que ACV y BCW.Sea U =V UW. Entonces, por el Lema 1.8, X,, C U para
algin n € N. Por lo tanto, X,, = (X, NV)U (X, "W). Como X = AUB, X C X,
A#0Dy B #1, tenemos que X,, NV # 0 y X, N W # (). Asi, contradecimos que X,, es

conexo. De lo anterior, X es conexo y por tanto, un continuo. O
A continuacion construimos un continuo interesante usando el Teorema 1.9.

Ejemplo 1.10. La carpeta de Sierpiniski. Sean C; = [0,1] x [0,1] y Co = C; — {(3, 2) X
(%, %)}, es decir, para construir Co tomamos el cuadrado C; y lo dividimos en nueve
subcuadrados iguales de los cuales extraemos el interior del cuadrado de la mitad. De
forma similar, tomamos Cy que esta formado por ocho cuadrados de los cuales a cada
uno de estos lo dividimos en nueve subcuadrados iguales y quitamos el interior del
cuadrado de la mitad para obtener Cs, ver Figura 1.3. Continuando con este proceso
definimos una sucesion de continuos {C,} , tal que C,+1 C C,, para todo n € N.
Definimos C = (),—, C,,. Por el Teorema 1.9, C es un continuo y es conocido como la

carpeta de Sierpinski o curva universal de Sierpinski.

Cs C3

Figura 1.3: Carpeta de Sierpiriski
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1.2.2. Producto de continuos

Sea {X, : @ € A} una coleccion de continuos y definimos

HXO‘ = {(l’a)aeA : x4 € X, para cada a € .A} .
acA

Para cada 3 € A definimos 73 : [ X0 — X por 75 ((Za)aes) = 2. El espacio [] X,

lo dotamos de la topologia producto, cuya topologia es generada por la base
B= {ﬂng (Ua,) : Uy, es abierto de X, y {a1,...,a,} C A} .
i=1

A continuacién mostramos que J], . 4 X, es un continuo si y solo si A es a lo mas

numerable.

Proposicion 1.11. Sea (X, d) un espacio métrico. Si d'(x,y) = min{d(z,y),1}, en-
tonces d' define una métrica sobre X y ademds, la metrica d' induce la misma topologia

que la métrica d.

Demostracion. Veamos que d'(x,y) = min{d(z,y), 1} define una métrica sobre X. Sean
z,y,z € X. Tenemos que d'(z,y) = 0 si y solo si d(z,y) = 0 si y s6lo si z = y.
También, como d(z,y) = d(y,x), se tiene que min{d(z,y),1} = min{d(y,x),1}; asi,
d'(z,y) = d'(y, x). Para verificar que d’ satisface la desigualdad triangular, consideremos
todos los casos posibles. Primero supongamos que d'(z,y) = d(z,y), d' (x,z) = d(z,z) y
d'(z,y) = d(z,y). Asi, como d satisface la desigualdad triangular, tenemos que d'(z,y) <
d'(x,z) + d'(z,y). Note que en cualquier otro caso 1 < d'(x,z) + d'(z,y) < 2 y como
d'(z,y) <1, se tiene que d'(z,y) < d'(z,2) + d'(z,y), para todo x, y, z € X.

Ahora veamos que d’ induce la misma topologia que d. Sean xg € X y € > 0. Es facil
ver que si tomamos d; = € y d(zg,z) < d1, entonces d'(xg,x) < d(xg,x) < e. Por otro
lado d; = min {g; 1} satisface que si d'(zg, ) < b2, para 0 < £ < 1, tenemos que Jy = &
y d'(xg,x) < ; entonces d(zg, ) < €. Para e > 1, tenemos que si §o = 1y d'(zo, x) < 1,
entonces d(zg, x) < 1 < e. Asi, por [5, Teorema 3.2, pag. 184, d y d’ generan la misma
topologia sobre X. O

Por la Proposicion 1.11, podemos suponer que todo espacio métrico X tiene métrica

dtal qued(x,y) < 1paratodoz,y € X.En adelante, siempre supondremos las métricas
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acotadas por 1. A continuacién mostramos que el producto a lo mas numerable de

espacios métricos es metrizable.

Proposicion 1.12. Sea {(X,,d,) : « € A} una familia de espacios métricos. Si A es

a lo mds numerable, entonces el producto [],. 4 Xo es un espacio métrico.

Demostracion. Si A es finito, entonces escribimos [],. 4 Xo = []i2;X;. No es dificil
ver que d ((z1,22,...,2n), (Y1,Y2, - Yn)) = 21—y di (z;,y;) define una métrica sobre
H?:l X, y esta métrica genera la topologia producto. Un caso mas interesante es tomar

A numerable. Escribiremos ] ., Xo = [[2,X; y definimos

d((z:)iZy s Wi)iz)) = Zdz x“yl

=1

Note que 0 < °0° %) < 7% L — 1 Por lo tanto, la suma Y ;° %)
siempre existe. Veamos que d es una métrica y genera la topologia producto. Sean
r= (), Y= W)y ¥ 2= (2i)ioy en [[2,X;. Entonces » >°, M =0, si y solo
si d; (z4,y;) = 0, para todo i € N, si y solo si z; = y;, para todo i € N siy so6losix =y.
Como d;(x;,y;) = di(yi, z;), para cada i € N, se tiene que > -, —d (@iy) Yooy —di(y;{wi);
es decir, d(x,y) = d(y,z). Asi, d es simétrica. De la Proposmlon 1.11, se tiene que
d; (z;,v;) < d; (x;,2) + d; (z;,9;), para todo i € N. Por lo tanto

idz i, i)

=1

xz, zi) idi (; vi)

||Mg

=1

De lo anterior d cumple la desigualdad triangular, por lo tanto d es una métri-
ca. Ahora veamos que la métrica d ((z,)7,, (y:):2,) = Y200, “l#) induce la topo-
logia producto. Denotemos por 7; a la topologia inducida por d y 7, a la topologia
producto. Primero veamos que 74 C 7,. Para esto, sean ¢ > 0 y m € N tal que
Z;’imH% < 5. Para cada j € {1,2,...,m}, sea ¢; = 55. Debemos probar que
My 75 (Ba, (25,65)) © Ba((:)2,,¢). Sea (yi)i2, € MLy 75 (By, (z5,¢5)). Quere-

mos ver que d((z;);2 , (¥i);=1) < €. Note que

- dl 19 K 19 KA
d((@)2 2y = S B Eas) | g~ di(zw)

=1 i=m+1
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Ademas,
m

zxwyz xz,yz mle 1 € € e €
<y —— - =(l- ) H-<-+-==¢
>, 3w s Lt ) e i< E e

=1 i=m+1 =1

Por lo tanto, d (@)~ , (Yi)iey) < €.

Para ver que 7, C 74, sean (x;);0, € [[2X; vy U = ﬂf 75 (By, (5,€5)).
Tomemos & = min{é%,é%,...,%} Debemos probar que By ((x;);~,,e) C U. Sea

(Yi)ioy € Ba((wi);2,,¢€). Es Claro que d ()2, (Yi)iey) < &; es decir, > 7, w@’y’) <e.
Por lo tanto W < e < 3, para cada j € {1,2,...,k}. Asi, si j € {1,2,...,k},
entonces d; (z,y;) < €;. Por lo tanto, By ((z;);2,,¢) C U. De lo anterior 7y = 7,. [

Proposicion 1.13. Sea {(X,,d,) : @ € A} una familia de espacios conexos. Si A es a

lo mds numerable, entonces el producto [], . 4 Xo €s un espacio conexo.

Demostracion. Si A es finito, entonces escribimos [] . 4 Xo = [ 7, X,,. No es dificil ver
que [, X,, es conexo. Un caso mas interesante es tomar A numerable. Escribiremos
[TocaXa=1I721Xn Sean xy y en [[52,X,,. Primero probaremos que si y y « difieren
a lo mas en un nimero finito de coordenadas, entonces y y x estan en un conjunto
conexo. Haremos la prueba por inducciéon sobre el nimero n de coordenadas en las que
y v x difieren. Para n = 1, la afirmacién se cumple, ya que si y y x difieren en la a- ésima
coordenada, la rebanada X, x [[{z; € X; : i # a} alo largo de x y paralela al a- ésimo
factor es homeomorfo a X, es un conjunto conexo que tiene a x y y. Ahora supongamos
que la afirmacion es cierta para todo x y z que difieren en n — 1 coordenadas. Entonces,
dado algiin y, encontramos un z tal que difiere de y en una coordenada. Por el caso
n =1, y y z estan en subconjunto conexo C'y por la hipotesis de induccion 2z y x estan
en un conjunto conexo C4. Como C'N (] tiene a z, tenemos que C'UC] es conexo. Esto
muestra que si dos puntos difieren en un ntmero finito de coordenadas entonces hay un
conexo que los contiene.

Para terminar, sea A la unioén de todos los subconjuntos conexos de []92,X,, que

tienen a x. Tenemos que A es conexo y D C A, donde

D = {y € H X, 1z y y difieren a lo més en una cantidad finita de coordenadas} :

n=1
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Veamos que D es denso en [[%,X,; es decir, D = [][%2,X,,. Para esto, scan B =
N:_, 7' (U,) abierto no vacio en [] 2, X, donde U; es abierto de X; y y = (y.)>2, €
B, tal que z; = y; para todo j > k+1. Note que z y y difieren a lo mas en una cantidad
finita de coordenadas. Por lo tanto y € BN D. Asi, D es denso en [[5,X,, por [5,
4.13, pag. 72]. Luego, A es conexo, por [16, Teorema 23.4] y como D C A, entonces

oo
[15,X, es conexo. O

Teorema 1.14. Sea {X, : a € A} una familia de continuos. Si A es a lo mds nume-

rable, entonces el producto [ ], 4 Xa es un continuo.

Demostracion. Dada una coleccion de continuos {X, : a € A}, tal que A es a lo mas
numerable, por la Proposicion 1.13 y por [19, Teorema 17.5], tenemos que ], ., X, es
conexo y compacto. Ademas, por la Proposicion 1.12, Hae 4 Xa €s un espacio métrico.

Asi, [],c4 Xa es un continuo. O

Ejemplo 1.15. Una n—celda es un espacio homeomorfo al producto [];_; X;, donde
cada X; = [0,1], para cada ¢ € {1,...,n}. Asi, una n—celda es un continuo, por el

Teorema 1.14.
Ejemplo 1.16. El toro se define como el producto S' x S! es un continuo.

Ejemplo 1.17. El cubo de Hilbert () es un espacio homeomorfo al producto cartesiano
numerable [[2, I;, donde cada I; = [0, 1].

Note que () es un continuo universal en el sentido que si X es un continuo, entonces
existe una inmersion i : X — @Q; es decir, () contiene una copia homeomorfa de cualquier

continuo (ver [12, Teorema 1, pag. 241]).

Observacion 1.18. El producto arbitrario de compactos es compacto, por [19, Teorema
17.8] y producto arbitrario de conexos es conexo por [19, Teorema 26.10|. Pero en
general, el producto arbitrario de continuos no es un continuo, ya que el producto no

numerable de espacios métricos no es metrizable, por [19, Teorema 22.3|.

1.2.3. Limites inversos de continuos

En la teoria de continuos, el limite inverso de una sucesion inversa de continuos
es una herramienta poderosa totalmente teérica que nos permite construir una gran
variedad de continuos. Los continuos de Knaster, continuos que mostraremos en esta

seccion, son ejemplos de continuos que se construyen usando limites inversos.
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Definicion 1.19. Sean X,, un continuo y f"*' : X,,; — X, una funcién continua
llamada funcion de enlace, para todo n € N. Entonces decimos que la doble sucesion
{ X, [PT1}77 | es una sucesion inversa de continuos.

Sea {X,, fmt'}>° | una sucesion inversa de continuos. Entonces el limite inverso
de {X,, fo+'}> | denotado por @{Xn, [P 0 X es un subespacio del espacio

producto cartesiano [, X, definido como

Xy = lzn {Xn, f;;‘“}zozl = (@n) 2, € li[an " (2y41) = 7, para todon € N

En el Teorema 1.23 probaremos que el limite inverso de una sucesion inversa de

continuos es un continuo.

Definicion 1.20. Sean {X,, f7™} 7 una sucesién inversa de continuos con limite
inverso Xeo y T : [[72; X — X, la proyeccion de []77 | X, sobre X,,, para algin

m € N. Definimos la funcion f,,, como f,, = mpnlx. @ Xoo = Xm, para cada m € N.

Observacion 1.21. Sea {X,,, {71} 7 una sucesion inversa de espacios métricos con li-
mite inverso X,,. Aunque las funciones m,, son sobreyectivas, las proyecciones f,, no
necesariamente son sobreyectivas. Sin embargo, si todas las funciones f"*! son sobre-
yectivas, entonces las proyecciones f,, son sobreyectivas y viceversa. Note que, para cada

neN, Mo f..1 = fu; es decir, el siguiente diagrama

Xoo

fn+1/ \fn

Xn+1 1 Xn

fatt
es conmutativo.

Lema 1.22. Sea {X,, f"'} | una sucesion inversa de continuos. Para cada i € N,
definimos Q; (X, f*™1) como

Qi (Xn; frTLLJrl) = (xn)zozl € HXn : f1?+1(xn+1) = Tn, para todo n S {

n=1
Entonces se tiene lo siguiente:

1. Qi (X, ™) D Qi1 (X, ), para todo i € N.
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2. Qi (Xn, fi™) es homeomorfo a []" ., Xy, para todo i € N.

3. Mm X, [ = N Qi (X, £

Demostracion. Probemos (1). Sea (x,),—, € Qiy1 (Xn, f2T). Ast, @, = [P (2p41),
para todo n < i+ 1. Luego, , = fi!(x,41), para todo n < i. Por lo tanto (z,),—, €
Qi (Xm f:zH—l)-

Para probar (2). Fijamos un i y definimos h : Q; (X, fo*') — [~ Xn, como
h((#n),2) = (Tn)priyys Para todo (z,),; € Q; (Xy, fi™!). Veamos que h es continua.

Sean (y,)r—, € Qi (Xu, f™) y & > 0. Tomemos 6 = e. Si d((zn)rey, (Yn)oey) =

n=1
dn (Tn,yn
> > dn@nyn) 5 entonces

n=1 2n
ildn Tns Yn) :ildn Tns Yn) ildn (:;Z?yn) e
n= n= n=i+

Tuego d (h (22)°°,)  h (1)) = S°°° ., dnlnim) o Por o tanto h es continua. Sea

n=1 n=1 n=i+1 n
g: Hn H—lX — QZ( n7fn+1) definida como g($i+1,l'i+2,.--) = (ylv‘-'ayivxi-f-lw");
donde yy = ff™ oo fiT (z;41) con k € {1,2,...,4}. Es facil ver que g es continua.

Ademas, g o h =1id y hog =id. Luego, h es un homeomorfismo, por |5, Teorema 12.3,
pag. 89|.

Sea (zn)0, € lim {X,, frt1}> . Entonces (z,).—, € [, X,, donde z, =
[ (z,41), para todo n € N. En particular z,, = f""(x,,1), para todo n < i, con
i € N. Por lo tanto (z,,).2, € Qi (X,, fo*!), para cualquier i € N. Asi, (2,)~, €
Nig, Qi (X, f21). Inversamente, si (z,)7-, € (Nooy Qi (Xn, f2T1), entonces (x,),—, €
Qi (X, fot1), para todo i. Sea m € N. Como (z,).—; € Qum (Xn, f21), entonces
Ty = ™ z,41). Como m fue arbitrario, z,, = f™!(x,,41), para todo m € N.
De lo anterior ()., € h’in { X, forib> . O

El siguiente es el principal resultado de esta seccion y lo usaremos en los capitulos

siguientes.

o 1 . . .
Teorema 1.23. Sea {X,,, f"t1} " una sucesion inversa. Si X, es un continuo, para

cada n € N, entonces X, es un continuo.

Demostracion. Sean {X,, fi1}™  una sucesion inversa de continuos y el limite in-

verso Xoo = Um {X,, f7T1}> . Por el Lema 1.22, Xo, = (o, Q: (X,, f7), donde
—

Qi (X f+1) es un contimuo y Q; (X, £7) D Qiar (X, f271), para todo i € N. Asf,

por el Teorema 1.9, X, es un continuo. O
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La siguiente proposiciéon nos muestra como es una base del espacio limite inverso.

o o0 [e'e) . . . L.
Proposicion 1.24. Sea {X,,, fo+'}° | una sucesion inversa de continuos con limite

inverso X . Para cada n € N, sea
B, = {f,"(U,)|U, es un subconjunto abierto de X, } .

SiB=\,_, B, entonces B es una base para la topologia de X«.

Demostracion. Dado que X, es un subespacio de la topologia producto, un abierto

béasico de X, es de la forma ﬂle f;jl(Un].)7 donde U,; es abierto de X,,;, para cada

j € {1,...,n}. Sin pérdida de generalidad, asumamos que n; = max {ny,na,...,ng}.
k T \—

Sea U = ﬂj:l( nf) HUn,y)-

Entonces U es un subconjunto abierto de X, y

fa(U) = [ ((ﬁ] ( :Z;)_l (Unj)>

]

El siguiente corolario nos dice como son las funciones proyecciones de X, si las

funciones de enlace son funciones abiertas.

. o0 . . . .
Corolario 1.25. Sea {X,, f21} " una sucesion inversa de continuos con funciones
enlace sobreyectiva, cuyo limite inverso es X.. Entonces las proyecciones son funciones

abiertas si y solo si todas las funciones de enlace son abiertas.

Demostracion. Supongamos que todas las funciones de enlace son abiertas. Sean m € N,
U un abierto de X v (;);-, en U. Por la Proposicion 1.24, existen N € Ny un abierto
Uy de Xy tales que ()52, € fy' (Un) C U. Para ver que f,, es abierto, consideremos
dos casos.

Supongamos que N > m. Entonces, por la Observacion 1.21, tenemos que z,, =

o (@)21) € fn (f5" (Un))- Ademas, fo(fy! (Un)) = fy (f (f5' (Un))) = £ (Un) C
fm(U).
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Por lo tanto, como las funciones de enlace son abiertas, x,, es un punto interior de
fm(U). Asi, f,,(U) es abierto.

Ahora suponga que m > N. Entonces, por la Observacién 1.21, se tiene que x,, =
F (@) € oo (31 (U)). Ademss, fulfi (UN)) = fun (£l ((R) 7 (UN))) =
(fmy~" (Uy) C fm(U). Por lo tanto, como las funciones de enlace son continuas, &,
es un punto interior de f,,,(U). Asi, f,(U) es abierto.

Reciprocamente, supongamos que todas las proyecciéon son abiertas. Sean n € N
Yy Unt1 un abierto de X,,41. Como "' (Uni1) = fu (fiiy (Uns1)) v el hecho que las
proyecciones son funciones continuas y abiertas, tenemos que f"! (U,41) es un sub-

conjunto abierto de X,,. Por lo tanto, f**! es abierto, para cada n € N. O]

Las siguientes dos proposiciones son importantes en este trabajo y las usaremos en

los capitulos siguientes.

Proposicion 1.26. Sea {X,,, f2T1}>° | una sucesion inversa de continuos, cuyo limite
inverso es Xo. Si A es un subconjunto cerrado de X, entonces la doble sucesion

{fa(A), f7?+1|fn+l(,4)}zozl es una sucesion inversa con funciones de enlace sobreyectivas

)
g n+1
llill {fn( f |fn+1 )

H fulA

Demostracion. Por la Observacion 1.21, f™ o f,., = f,, para cada n € N. Se sigue

X (1.1)

o0 ., . .
entonces que { TalA), 2 g A)}nﬂ es una sucesion inversa con funciones de enlace

sobreyectivas. Ahora probaremos (1.1). Primero observe que

OO'

L { £ (A), £ [H fulA

También notese que

AC

I1+.4)
n=1
Por lo tanto, necesitamos probar que

[H falA

Sean € > 0y y = (yn)nly € [[[,2; fu(A)] N Xo. Sea N € N tal que 37 w1 < €
Como para cada n € N, y,, € f,(A), existe a™ = (agff)) _, € Atal que f,(a™) = y,.

NXs CA.
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Ahora, note que

n=1
) 1 o
= Z 2—ndn(an Yn) < €
n=N+1

Dado que € es arbitrario, y € Cl(A). Como A es cerrado, y € Ay concluimos nuestra

prueba. O

Proposicion 1.27. Sea {X,,, f71}°° | una sucesion inversa de continuos cuyo limite
inverso es Xoo. St A y B son dos subconjunto cerrados de Xo,, C = ANB y C, =
fn(A) N fo(B), para cada n € N, entonces

O == h;in {O'ru f:LZ—i—l’CnJrl}:):l :

Demostracion. Sea x = (z,,),_, e

fn(A) N fu(B), para cada n € N. Por lo tanto, z € hzn{fn(A),fg+1|fn+l(A)}ZO:1 y
x € lgn {fn(B), fg+1|fn+1(3)}fl°:1. Por la Proposicion 1.26, tenemos que x € Ay x € B.
Asi, x € C.

Reciprocamente, sea y = (y,),-, € C. Como C' = AN B, tenemos que para cada
ne€N y, € fulA) y yp € fu(B). Asi, y, € C,, para cada n € N. Por lo tanto
y €M {Co 10 )2 0

>~ € h’in{C’n,fg*HCnH}oo .- Sabemos que z, € C, =

n=1"

1.3. Continuos indescomponibles

Los continuos indescomponibles constituyen una clase muy importante de conti-
nuos con propiedades interesantes. En esta seccion definiremos lo que es un continuo

indescomponible y mostraremos un par de ejemplos.

Definicion 1.28. Un continuo X se dice descomponible si X = AU B, donde A y
B son subcontinuos propios de X. Un continuo el cual no es descomponible se dice

indescomponzible.

la siguiente definicién nos daré una manera de construir continuos indescomponibles

usando limites inverso.
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Definiciéon 1.29. Una sucesion inversa {Xi, ff“}zl donde cada X; es un continuo, se
llama una sucesidn inversa indescomponible si para cada i € N y cualesquiera A; 1 y
B;,1 subcontinuos de X;,; tales que X;,; = A;;1 U By, tenemos que fi(A4;41) = X;
0 fZH(BiH) = X;.

El teorema que sigue nos muestra un caso particular cuando un limite inverso es

indescomponibles.

; 00 L. . . ; %)
Teorema 1.30. Sea {X;, ff“}i:l una sucesion inversa de continuos. Si {X;, ffﬂ}i:l

es indescomponible, entonces X, es un continuo indescomponible.

Demostracion. Por el Teorema 1.23, tenemos que X, es un continuo. Ahora, suponga-
mos que X, es descomponible. Entonces existen dos subcontinuos propios Ay B de X
tales que X,, = AU B. Por la Proposicion 1.26, existe n € N tal que si m > n, entonces
fm(A) # X0 v f(B) # Xm. Notese que las funciones de enlace son sobreyectivas, por

lo tanto, las funciones proyeccién son sobreyectivas, por la Observacion 1.21. Entonces,

n+2 fn+2( ) fn+2(A) U fn+2(B>'

Esto implica que

Xng1 = fgﬁ(XnH) = ( n+1 © fn+2) (A) U ( :if © fn+2) (B)

Asi, tenemos que (f”+2 o fn+2) (A)=X,41 0 (f”+2 o fn+2) (B) = X,11. De donde,
for1(A) = Xy 6 fui1(B) = X411, lo cual contradice la eleccion de n. Por lo tanto

X es indescomponible. O
Los siguientes ejemplos son construidos apartir del Teorema 1.30.

Ejemplo 1.31. Para cada entero positivo p, sea fP : S — S! dada por fP(z) = 2P,
para cada z € St (S es el circulo unitario en el plano y z? denota la pth potencia de z

usando multiplicacion compleja). Para un p dado, sea
>, =lm {X;, f77'}7 donde X; = S'y fi*! = f?, para cada i € N.
— =

No es dificil ver que {X;f/ 7'}, satisface las hipotesis del Teorema 1.30. Asi, >

es un continuo indescomponible. A este continuo se le llama el solenoide p-ddico.

P

Ejemplo 1.32. Sean X; = [0,1] y f/*': X;11 — X;, para cada i € N, definida por
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s 2t, 0<t<1/2
’ 242, 1/2<t<1.

Entonces, por el Teorema 1.30, lim {Xi, ff“}ioil es un continuo indescomponible.

y -
Este continuo es llamado el continuo de Buckethandle o arcoiris de Knaster. Una repre-
sentacion de este continuo se muestra en la Figura 1.4. Los detalles de la construccion

pueden ser consultados en [3].

Figura 1.4: Arcoiris de Knaster

1.4. Funciones Continuas

Cuando estudiamos una propiedad topologica, es natural preguntarse si ésta es
preservada por cocientes, funciones continuas o algunas clase de funciéon. Para finaliza
este capitulo se definiran clases de funciones entre continuos, las cuales usaremos en el

siguiente capitulo.

Definicion 1.33. Sean X y Y continuos y f : X — Y una funcién continua y sobre-

yectiva, entonces:
1. f es mondtona si para cualquier subcontinuo @ en Y, f~1(Q) es conexo.

2. f es casimondtona si para cualquier subcontinuo @ de Y, donde Inty (Q) # 0, se

tiene que f~1(Q) es conexo.
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3. [ es cuasimondtona si para cualquier subcontinuo @ de Y, donde Inty (Q) # 0, se

tiene que f~1(Q) tiene un nimero finito de componentes y si D es una componente

de f71(Q), entonces f(D) = Q.

Otra forma equivalente de definir una funcién monotona es la que presentamos en

el siguiente resultado.

Teorema 1.34. Sean X y Y continuos y f : X =Y una funcion continua. Entonces

f es mondtona si y solo si f~(y) es conexo para todoy €Y.

Demostracion. Seay € Y. Como f es mondtona y {y} es un subcontinuo de Y, f~1(y)
es conexo.

Sea @@ un subcontinuo de Y. Probemos que f~!'(Q) es conexo. Supongamos que
F7HQ) no es conexo. Esto es, existen A y B conjuntos cerrados disjuntos y no vacfos
de X tales que f~1(Q) = AUB. Como f es sobreyectiva, Q = f(f~1(Q)) = f(AUB) =
f(A)U f(B). Veamos que f(A)Nf(B)=10.Si f(A)Nf(B) # 0, existe y € f(A)N f(B)
tal que f1(y) CANB, f{(y)yNA#Dy f1(y) N B # 0. Lo anterior contradice que

f~Hy) es conexo. Asf, f71(Q) es conexo y f es monotona. O

Las funciones abiertas son conocidas de cursos basicas de topologia general, sin

embargo, a continuaciéon damos la definicion.

Definiciéon 1.35. Una funcion f: X — Y se dice abierta si para cada conjunto abierto
U de X, f(U) es un conjunto abierto en Y .

El siguiente teorema relaciona las funciones casimono6tonas con las cuasimonétonas.

Teorema 1.36. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre continuos. Si f es una

funcion casimondtona, entonces f es cuasimondtona.

Demostracion. Sea () un subcontinuo de Y con interior no vacio. Como f es una funcion
casimon6tona, f~!(Q) tiene una tnica componente D. Luego, f~1(Q) = D tiene un
niimero finito de componentes. De esta forma, f(D) = f(f~1(Q)) = Q. Por lo tanto, f

es cuasimonotona. O

El siguiente ejemplo muestra que el reciproco del Teorema 1.36 no se tiene.

Ejemplo 1.37. Sea f : S' — [—1,1] la funcién definida por f((z,y)) = z. Es facil
ver que f~1(Q) tiene a lo méas dos componentes y si D es una componente de f~(Q),
f(D) = Q. Asi, f es cuasimon6tona. Ademés, como f~([0, 3]) tiene dos componentes,

f no es casimonotona.
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El siguiente teorema se sigue de manera inmediata de las definiciones de funcién

mondétona y casimondtona.
Teorema 1.38. 5@ f : X — Y es una funcion mondtona, entonces f es casimondtona.

Por ultimo se definira retracciéon, que es la tltima clase de funciones entre continuos

que estudiaremos en el siguiente capitulo.

Definicion 1.39. Sea X un espacio topologico. Un conjunto A se dice retracto de X,
cuando A C X y existe una funciéon continua r : X — A tal que r(a) = a, para todo

a € A. La funcion r la llamamos retraccion.
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Capitulo 2
Unicoherencia

Este capitulo esta dedicado al estudio de la unicoherencia en continuos, que es el
objetivo central de este trabajo. Un continuo no es unicoherente si se puede escribir
como la unién de dos subcontinuos cuya interseccion no es conexa. Esto intuitivamente
lo podemos asociar a una idea de “hueco”; es decir, la circunferencia que separa el plano
tiene un dominio interior o “hueco” no es unicoherente; sin embargo continuos como un
arco, un n-odo, un abanico o una curva senoidal, son unicoherentes y no tienen tales
“huecos”.

Este capitulo lo desarrollamos de la siguiente manera: primero daremos la definicion
de continuo unicoherente y hereditariamente unicoherente. Seguidamente estudiaremos
la unicoherencia en funciones continuas y finalmente estudiaremos productos y probare-

mos que la unicoherencia y unicoherencia hereditaria se preservan por limites inversos.

2.1. Definicién y ejemplos

En esta seccion daremos la definicion y ejemplos de unicoherencia en continuos
y formas equivalentes de mostrar unicoherencia en continuos. Ademas, se definira la
unicoherencia hereditaria, se presentaran ejemplos y se miraran relaciones entre la uni-

coherencia y la unicoherencia hereditaria.

Definiciéon 2.1. Un continuo X es unicoherente si para cualquiera A y B subcontinuos
de X tales que X = AU B, la intersecciéon AN B es conexo (o un continuo). Un continuo

se dice hereditariamente unicoherente si cada uno de sus subcontinuos es unicoherente.

La siguiente proposicién muestra una caracterizaciéon de los continuos hereditaria-

mente unicoherentes.
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Proposicion 2.2. Sea X un continuo. Entonces, X es hereditariamente unicoherente

sty solo si AN B es conexo para cualquier par de subcontinuos A y B de X.

Demostracion. Sean A y B subcontinuos de X. Notese que si ANB =0, AN B es
conexo. Asi, supongamos que AN B # (). Sea C' = AU B un subcontinuo de X. Como
X es hereditariamente unicoherente, C' es unicoherente y por lo tanto AN B es conexo.

Reciprocamente, sean C' un subcontinuo de X y A y B subcontinuos de C' tales que
C =AUB. Como C C X, Ay B son subcontinuos de X. Por hipotesis, A N B es

conexo. Por lo tanto, C' es unicoherente y X es hereditariamente unicoherente. O]

Observacion 2.3. Notése que si X es hereditariamente unicoherente, entonces X es

unicoherente.

A continuacién mostramos algunos ejemplos de continuos unicoherentes y heredita-

riamente unicoherentes.

1. El arco (ver Ejemplo 1.2). Notese que, sin pérdida de generalidad, podemos decir
que los subcontinuos propios A y B de [0, 1] tales que [0,1] = AU B, son de la
forma A = [0,t] y B = [s,1], donde 0 < s <t < 1. Entonces AN B = [s,t] el
cual es conexo y por lo tanto el arco es unicoherente. Ademés es hereditariamente
unicoherente ya que cualquier subcontinuo no degenerado del arco es homeomorfo

al arco.

! no es unicoherente ya que si

2. La curva cerrada simple, S (ver Ejemplo 1.3). S
tomamos A = {e : =T <0 < %”} y B ={e": ?jf << %T”}, como se puede ver
en la Figura 2.1, la interseccion ANB = {e® : =2 < < Z}u{e?: 38 < < o}

no es conexa.

Figura 2.1: Unicoherencia de S!

Ademas, S! no es hereditariamente unicoherente, por la Observacion 2.3.
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3. Curva del topologo (ver Ejemplo 1.4). Los subcontinuos propios A y B tales
que T = AU B, son de la forma A = {(z,sen(l/x)):0<zx<s<1l}y B =
{(z,sen(1/x)) : 0 <t <z < 1}, donde ¢t < s. Entonces tenemos que AN B =

{(z,sen(1/x)) : 0 <t < 2 < s < 1} el cual es conexo ya que es homeomorfo

al arco, y por tanto, es unicoherente. Ademas, es hereditariamente unicoherente,
ya que no es dificil ver que los subcontinuos no degenerados de la curva del
topo6logo son subcontinuos homeomorfos a todo el espacio o arcos, los cuales son

unicoherentes.

4. Circulo de Varsovia (ver Ejemplo 1.5). El Circulo de Varsovia no es unicoherente.
Sean A = {(z,sen(l/x)):0<x <1}y B =5,US,USs, donde S; = {(0,2) :
—2<z< -1} S ={(z,-2):0<2 <1}y S ={(1,2): =2 <z < sen(l)}.
Tenemos que ANB = {(0,z) : =1 <z < —1}U{(1,sen(1)} lo cual no es conexo.

Ademas, no es hereditariamente unicoherente, por la Observacion 2.3.

1 (1,sin(1))

B

Figura 2.2: Circulo de Varsovia

El ejemplo que viene a continuaciéon lo usaremos con frecuencia en este trabajo.

Ejemplo 2.4. Definamos el continuo X dado por X = S'U{(1+e7?) ¢’ : 60 >0} Cc C.
El continuo X lo representamos en la Figura 2.3. X es un continuo unicoherente, ya
que los subcontinuos propios A y B tales que X = A U B, son de la forma A =
{(1+e‘9)ei9 0<0<t}yB-= Slu{(1+6_9)ei9 :0 > s >0}, donde 0 < s < t.
Entonces AN B = {(1 + 6_9) el s << t} el cual es conexo y por lo tanto X es
unicoherente, pero no hereditariamente unicoherente, ya que contiene una curva cerrada

simple S?.
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Figura 2.3: Unicoherente y no heredirario

Note que si un continuo X es indescomponible (ver Definicion 1.28), entonces X es
unicoherente; pues, si X = AU B donde A y B son subcontinuos, entonces X = A o
X = B. Asi, AN B es conexo.

Obsérvese que los continuos mostrados en los Ejemplos 1.31 y 1.32, por ser indes-
componibles, son unicoherentes. Ademas, en el Ejemplo 1.31, si p = 2 el espacio ) _, se

conoce como Solenoide diadico.

2.2. Funciones

En esta seccion estudiamos funciones continuas entre continuos que preservan o no
unicoherencia y unicoherencia hereditaria. Las definiciones de las funciones que estu-

diamos en esta seccion las dimos en la Definiciéon 1.33.

Lema 2.5. Sean S un espacio topoldgico conexo. Si Ay, ..., A, son subconjuntos cerra-
dos y conexos de S tales que S = U?Il A;, entonces existe [, 1 <[ < n tal que U#l A;

es conexo.

Demostracion. Supongamos que By = |J;_, A; no es conexo, ya que si lo fuera entonces
terminamos la prueba. Como B; no es conexo, entonces existen D y E; conjuntos
cerrados disjuntos no vacios tales que By = Dy U Ej.

Veamos que D; U A es conexo. Supongamos lo contrario; es decir, D1 UA; = SUR,
donde R y S son conjuntos cerrados disjuntos no vacios, como A; es conexo, Ay C R
o Ay C S. Supongamos que A; C R. Asi, R C Dy y X = (RU E;) US, pero esto

contradice la conexidad de X. Asi, D; U A; es conexo.
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Sea A, C FEj y consideremos By = (Uf;l A;) U (U?’:lirl A;). Si By es conexo
terminamos la prueba. Ahora supongamos que B, no es conexo, entonces existen Ds y
E5 conjuntos cerrados disjuntos no vacios tales que By = Dy U Ey. Como Dy U Ay es
conexo, supongamos que Dy U A; C D,y. De forma analoga que mostramos que Dy U A;
es conexo, tenemos que Dy U A, es conexo. Asi, D1 U Ay C Dy U Ag,. Siguiendo este
mismo procedimiento, concluimos que D1UA; C DoUA,, C DsUAy,. Luego, repitiendo
el procedimiento anterior y suponiendo que los B; no son conexos, concluimos en un
namero finito de pasos que E; = Ay,. Asi, B = (Ufl;ll Ai)U (Ui, 41 Ai) se conexo, para
un k; € {1,...,n}. O

En los siguientes teoremas estudiamos cuando se preserva unicoherencia por funcio-

nes continuas.

Teorema 2.6. Sea f : X — Y wuna funcion cuasimondtona definida entre continuos.

Si X es un continuo unicoherente, entonces Y es unicoherente.

Demostracion. Sean Ay B dos subcontinuos de Y tales que Y = AU B. Como Inty (A)
y Inty(B) son diferentes de vacio y f es cuasimoné6tona, tenemos que f~1(A) = N; U
NoU---UN,y ffYB) = M{UMy;U---UM,,, donde Ny,...,N,, My,..., M, son
componentes, y ademas, f(N;) = Ay f(M;) = B, para cada i € {1,...n} y j €
{1,...,m}.

Sin pérdida de generalidad, tomemos a D = (UJ;_, Ni) U (UL, M;) siendo E = N,
el subcontinuo adecuado que deja a D como un conjunto conexo, por el Lema 2.5.
Notemos que tanto D como E son subcontinuos de X tales que DU E = X. Asi, como
X es unicoherente, D N E es conexo.

Veamos finalmente que f(DNE) = ANB. Seay € f(DNE). Luego existe x € DNE
tal que f(x) = y. Como E = Ny y f(N1) = A, tenemos que y € A. Notemos que
NiNN, =0sii#1yxe N n((Uy Ni)U(UjL, Mj)). Luego existe un k € N tal que
x € M. Como f(My)=B,y€ B. Asiy € ANB.

Ahora supongamos que y € AN B. Como f(N;) = A, existe € N7 = F tal que
f(z) = y. Ademas, x € f~1(B) = Uj~, Mj, pues y € B. Luego existe k € {1,...,m}
tal que x € My,. Porlotantoz € DNEyy € f(DNE). Asi, AN B es conexo y Y es

unicoherente. O

Como toda funcion mono6tona o casimondtona es cuasimonétona (ver Teoremas 1.36

y 1.38), el siguiente resultado se sigue del Teorema 2.6.
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Corolario 2.7. Sea f : X — Y wna funcion continua entre continuos. St X es un

continuo unicoherente y f es mondtona ¢ casimondtona, entonces Y es unicoherente.

Aunque las funciones casimonétonas y cuasimondtonas preservan unicoherencia, con

el siguiente ejemplo mostramos que no preservan la unicoherencia hereditaria.

Ejemplo 2.8. Sea f: T — Y una funciéon cociente, donde T es las curva del topdlogo
(ver Ejemplo 1.4) y Y resulta de identificar los dos puntos extremos de la barra limite

del continuo T es decir, Y = T/{(0,—1),(0,1)}, como mostramos en la Figura 2.4.

NG

Figura 2.4: Tlustracion de la primera parte del Ejemplo 2.8

La funcién f es una funciéon casimondtona. Esto es facil de ver, pues los subcontinuos
de Y con interior diferente de vacio se pueden dividir en dos: los subcontinuos no
degenerados sobre el rayo, que son arcos, y los subcontinuos homeomorfos a todo el
espacio que contienen a la circunferencia e intersecta al rayo. En estos dos casos se puede
ver facilmente que su imagen inversa es conexa. De lo que se sigue, por el Teorema 1.36,

que f es cuasimonotona.

P
/7'Q
\W @

Figura 2.5: Tlustracion de la segunda parte del Ejemplo 2.8
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Ahora si Q = {e¥ : ‘%” <6< %} es el subcontinuo en Y que contiene el punto
donde se unieron los dos puntos extremos de la barra limite, f~!(Q) no es conexo y por
tanto f no es monotona.

Notemos que como Y contiene una curva cerrada simple, ¥ no es hereditariamen-
te unicoherente. Asi, existe una funciéon casimonoétona que no preserva unicoherencia

hereditaria.

Como consecuencia directa del ejemplo anterior podemos pensar que las funciones
monotonas tampoco preservan la unicoherencia hereditaria. En contraposicion tenemos

el siguiente resultado.

Teorema 2.9. Sea f: X — Y una funcion continua entre continuos. St X es un con-
tinuo hereditariamente unicoherente y f es mondtona, entonces Y es hereditariamente

unicoherente.

Demostracion. Sean K y L subcontinuos de Y. Veamos que K N L es conexo. Es claro
que si K NL = (, KN L es conexo. Asi, supongamos que K N L # (). Como [ es
monétona, f~1(K) y f~'(L) son subcontinuos de X. Ademas, como X es hereditaria-
mente unicoherente, por la Proposicion 2.2, f~1(K) N f~!(L) es conexo. Finalmente,
F(fYK)Nn f7Y(L)) = KN L. Asi, KN L es conexo y por la Proposicion 2.2, Y es

hereditariamente unicoherente. O

El siguiente ejemplo muestra que las funciones abiertas y los retractos no preservan la
unicoherencia. Sin embargo, veremos en el siguiente capitulo que los retractos preservan

la unicoherecia siempre y cuando el espacio de partida sea localmente conexo.

Ejemplo 2.10. Sean C' = {2¢¥ : 6 € [0,27]}, S; = {(1 + @)ew 0 >0}y
Sy = {(2 - ﬁ)ew : 0 < 0}. Definamos el continuo ¥ = S'U S; U Sy U C, como

mostramos en la Figura 2.6.
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Figura 2.6: Ilustracion del Ejemplo 2.10

Analicemos la unicoherencia de Y. Los subcontinuos propios A y B tales que Y =
AU B, sondelaformaA—CU{(l—i—ﬁ) e 0<0<thu{(2- (210)) e?:0<0}y
B=S'u{(1+ (9+2)) e’ :9>0}U{(2- 5t 9))ei9 : —5 < 0 <0}, donde s y t son reales
positivos. Entonces tenemos que AN B = {(1+ 0+2)) e 0<h<tiu{(2- 219))6“9 ;
—s < 0 < 0} es conexo y por lo tanto Y es unicoherente. Ademés no es hereditariamente
unicoherente ya que contiene a S! como subcontinuo.

Ahora si tomamos f : Y — S! la proyeccion radial, definida por f(y) = para

Iy\’
todo y € Y. Tenemos una funciéon abierta y una retracciéon de Y en S!. Luego las

funciones abiertas y las retracciones no preservan unicoherencia.

El siguiente ejemplo es una funcion del solenoide diadico Y, a S, la cual sera una
funciéon abierta; es decir, a continuaciéon mostramos otro ejemplo de una funcién abierta

que tampoco preserva unicoherencia.

Ejemplo 2.11. Sea ), el solenoide diadico, definido en el Ejemplo 1.31, con p = 2.
Sea f: 3, = S' la proyeccion definida por f((z,)52;) = 2z1. Como f2*! son funciones
abiertas, entonces, por el Corolario 1.25, f es una funcién abierta. Ademas, como ),

es unicoherente y S* no es unicoherente, tenemos que f no preserva unicoherencia.

Notese que en el ejemplo anterior podemos cambiar 2 por cualquier p y la conclusion

sigue siendo valida.
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2.3. Productos y limites inversos

En esta seccion estudiaremos la unicoherencia y unicoherencia hereditaria en pro-
ductos y limites inversos de continuos. Particularmente, mostraremos que el producto
de continuos unicoherentes no es unicoherente y demostraremos que el limite inverso
de continuos unicoherentes o hereditariamente unicoherentes es unicoherente o heredi-

tariamente unicoherente, respectivamente.

Teorema 2.12. Sea {X,, : n € N} una familia se continuos. Si [[ _; X, es unicohe-

rente, entonces X,, es unicoherente para todo n € N.

Demostracion. Seam, : [[;2, X; — X, la funcion proyeccion, definida por m,((z;)32,) =
T, para cada n € N. Notese que 7, ' (x,,) es homeomorfo a H#n X, para cada z,, € X,,.
Asi, 7, 1(X,,) es conexo y por el Teorema 1.34, 7, es mon6tona. Ahora nuestro teorema

se sigue del Corolario 2.7. O

La siguiente proposiciéon nos muestra que no siempre se tiene que el producto de

continuos unicoherentes es unicoherente.

Proposicion 2.13. FExiste un continuo unicoherente X tal que Y = X x X no es

unicoherente.

Demostracion. Para cada 6 € R, denotemos por [f] el mayor entero menor o igual a 6.
Definimos X = S*U{(1+¢e7?) " : 0 > 0} (ver Figura 2.4). Como vimos en el Ejemplo

2.4, X es un continuo unicoherente. Probemos que Y = X x X no es unicoherente. Sean:

A={(re”, rye®™) €Y 1 [(61 — 0,) /7] es par},

B = {(rie", re®) €Y : [(6; — 6)/7] es impar},

H = {(rie", r¢'™) € Y : (6 — 0,) /7 es entero par},
K = {(rie", re™) € Y : (61 — 0,) /7 es entero impar} .

Probemos que A es conexo. Observe que H N (S x S1) = {(e?, &0+2mk)) . g ¢
Ry k € Z} es un conjunto conexo.

Ahora dado un punto p = (e, ) en AN (ST x S!), existe un entero s tal que
Oy + 27ms < 6y < O+ (25 + 1)m, es decir,

9_
2s < 22 9511,
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Entonces el conjunto {(ei(wl“l_t)(eﬁz”s)), er) 0<t< 1} esta contenido en AN (St x

S1) y es conexo. Ademas, contiene el punto p e intercepta a H N (S x S), pues,

6, — 6
25t < tM<(25+1)t,
m

2st+2s(1—1t) < tM—i—ZS(l—t) < (2s+ 1)t +2s(1 — 1),
m

t(91 — 92) + 27TS(1 — t)
™

2s

<23+t, 0§t§17

t(@l - 92) + 27’(’8(1 - t) = (t01 + (1 - t>(02 + 271'8)) — (92.

Esto prueba que AN (S x S) es conexo.
Tomemos ahora un punto ¢ € A. Supongamos, por ejemplo que ¢ es de la forma

q=((1+e)e (1+e7%)e). Entonces el conjunto
{((1 + e_el_t)ei(01+t), (1 + e—@g—t)ei(92+t)) -t Z 0} ’

es conexo, intercepta a A, contiene el punto ¢ y su clausura contiene puntos de A N
(S x S). Esto prueba que A es conexo. En forma similar probamos que B es conexo.
Ademas, Cly(A) = AUK, Cly(B) = BUH, Y = Cly(A) UCly(B); K y H son
conjuntos cerrados disjuntos de Y y Cly(A) N Cly(B) = H U K. Por lo tanto Y no es
unicoherente.

]

En el siguiente capitulo, mostraremos que el producto de dos continuos localmente
conexos y unicoherentes, es unicoherente. Ahora para finalizar este capitulo, mostramos

que el limite inverso de continuos unicoherentes es unicoherente.

Teorema 2.14. Sea {X,, [7T1}77 | es una sucesion inversa tal que fo: X1 — X,
es sobreyectiva, para cadan € N. Si X,, es unicoherente para cada n € N, entonces X

es unicoherente.

Demostracion. Sean A y B dos subcontinuos de X, tales que X, = AU B. Como
las funciones de enlace son sobreyectivas, tenemos que las funciones proyeccién son
sobreyectivas, por la Observacion 1.21. Por lo tanto, X, = f,(A) U f,.(B), para cada
n € N. Como X, es unicoherente, f,,(A) N f,(B) es conexo para cada n € N. Asi, por
las Proposiciones 1.26 y 1.27, { f,(A) N f,(B), fg+1|fn+1(A)man(B)}f:1 es una sucesion

inversa de continuos. Ademas, su limite inverso es un continuo, por la Proposiciéon 1.23.
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Como AN B = lim {fu(A) N £u(B), fg“‘fnﬂ(A)ﬁan(B)}oo

i (ver Proposicion 1.27),

AN B es conexo. De lo anterior X, es unicoherente. O

Ahora con un argumento similar mostramos que el limite inverso de continuos he-

reditariamente unicoherentes es hereditariamente unicoherente.

Teorema 2.15. Sea {X,,, [T} " es una sucesion inversa tal que f7: X, 1 — X,
es una funcion continua, para cada n € N. St X, es hereditariamente unicoherente para

cada n € N, entonces X, es hereditariamente unicoherente.

Demostracion. Sean Ay B subcontinuos de X,. Si ANB = (), entonces ANDB es conexo.
Ahora, supongamos que AN B # (). Entonces para cada n € N, f,(A) y f.(B) son dos
subcontinuos de X, tales que f,,(A)N f,,(B) # 0. Dado que cada X, es hereditariamente
unicoherente, f,(A) N f.(B) es conexo.

Por lo tanto, {f,(4) N fu(B), fot
continuos cuyo limite inverso es un continuo, por las Proposiciones 1.23, 1.26 y 1.27.
Como AN B = lim {fa(A) N fu(B), [ g0 fuir(B) oy AN B es conexo. Por la

tanto, X, es hereditariamente unicoherente. O

e} ., .
Frs1 (AN fn +1(B)}n:1 es una sucesion inversa de
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Capitulo 3
Logaritmos y productos

Hay muchos espacios para los cuales es muy dificil determinar si son o no unicohe-
rentes utilizando sélo la definicion. Asi, desde los primeros tiempos del estudio de la
unicoherencia, fue necesario desarrollar caracterizaciones alternativas. Por esta razon el
uso de funciones continuas en el circulo S! se convirtié en una alternativa para estudiar
unicoherencia en continuos localmente conexos. Esta alternativa fue presentada en 1931
por K. Borsuk en [2] y ampliamente desarrollado por S. Eilenberg en [6], [7] v [8].

Este capitulo estd dedicado al estudio de funciones continuas a la circunferencia,
definimos cuando una funcién tiene logaritmo continuo, se caracterizan los continuos
unicoherentes y localmente conexos con las funciones que tienen logaritmo continuo.
Estudiamos propiedades de estas funciones y por tltimo, probamos que el producto de

continuos unicoherentes y localmente conexos es unicoherente.

3.1. Funciones inesenciales y logaritmos

Esta seccion esta dedicada al estudio de funciones esenciales e inesenciales y funcio-
nes a la circunferencia con logaritmo continuo. Estos conceptos nos permitiran mostrar

caracterizaciones de la unicoherencia y probar algunos resultados adicionales.

Definicion 3.1. Sean X y Y espacios topologicos. Una homotopia es una funciéon
continua h : X x [0,1] — Y. Dadas f,¢g : X — Y funciones continuas, diremos que f
es homotdpica a g si existe una homotopia h : X x [0,1] — Y tal que h(z,0) = f(z) v
h(z,1) = g(z), para todo z € X.

Intuitivamente, dos funciones f y g son homotoépicas si f se deforma a g de manera

continua. Es facil demostrar que en la familia de funciones continuas C'(X,Y’), la relacion
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“ser homotopica a” es una relacion de equivalencia. Esta relacion determina propiedades
topologicas de los espacios; en particular, nos servird para determinar unicoherencia en

continuos.

Ejemplo 3.2. Sean X y Y espacios topdlogicos, y f,g : X — Y funciones continuas.
SiY es convexoy H : X x [0,1] = Y es definida por H(x,t) = (t — 1) f(x) + tg(x),

entonces H es una homotopia y f es homotdpica a g.

En espacios arcoconexos, las funciones constantes determinan una tnica clase en la
relacion descrita con la homotopia. Las funciones relacionadas en esta clase, son las fun-
ciones que usaremos para describir unicoherencia y se les llaman funciones inesenciales,

como presentamos en la siguiente definicion.

Definicion 3.3. Sean X y Y espacios topdlogicos. Una funcion f : X — Y se dice
esencial si f no es homotopica a una funcién constante de X a Y. Una funciéon f: X —

Y se dice inesencial si f no es esencial.

Proposicion 3.4. Sea f: X — Y una funcion continua. Si f es inesencial, entonces

flz: Z =Y es inesencial, para todo Z C X.

Demostracion. Como f es inesencial, existe h : X X [0,1] — Y es una homotopia tal
que, para todo x € X, h(z,0) = f(z) y h(z,1) = g, para algin punto fijo ¢ € Y.
Entonces consideremos g = h|zxjo1).- Es claro que g es continua, g(z,0) = f|z(z) y

g(x,1) es constante. Asi, f|z : Z — Y es inesencial. O

En cursos bésicos se define la funcion logaritmo, como una funcion en [0, +00) tal
que compuesta con la funciéon exponencial, obtenemos la identidad. Este concepto lo
podemos extender a cualquier funcion f : X — S', cuando X es un continuo, como

mostramos a continuacion.

Definicién 3.5. Sea f : X — S* una funciéon continua. Diremos que f tiene logaritmo
continuo si existe una funcion continua ¢ : X — R tal que f(z) = e“?(®)  para todo
r e X.

Ademas, diremos que el espacio X tiene la propiedad de logaritmo continuo, cuando

f tiene logaritmo continuo para cualquier funcién continua f : X — S*.

Note que si f : X — S! es una funcién constante, entonces f tiene logaritmo
continuo, ya que es facil encontrar una funcion constante ¢ : X — R tal que f(z) =
e*(®) Asi, podemos decir que un espacio con un tnico punto, tiene la propiedad de

logaritmo continuo.
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3.1.1. Propiedades generales de funciones continuas en S'.

En esta seccion desarrollamos primero algunas proposiciones que enuncian algunas
propiedades elementales de los niimeros complejos en S!'. Para cada z; y 2z en S!
tales que |z; — 25| < 2, denotamos por [z1, 23] el angulo agudo (con su signo) que debe
realizar el vector 0z; hasta que coincida con el vector 0zy. Notese que como |21 — 2zo| < 2,

21 # —2z9. Asi, [z, 25| siempre existe y es un valor en (—m, ).

Proposicién 3.6. Sean z; y 2o puntos en S', si |21 — 2| < 2, entonces el?172] = 22,
21

Demostracion. Sean z; v 2, en S'. Tenemos que z; = €% y z, = €2, donde 6,0, €
[0,27]. Note que [z1, 2] = 02 — 01 + 27k, donde k € {—1,0,1} tal que |[z1,22]| < 7.

Entonces
12 | ,i(27k) 102
ile1,20] _ i(0a—01+2mk) _ ifs _i(2mk) _—ify _ € e _e" %
e =e =e"?-¢ e = . = — ==,
6191 6191 21
O
Proposicion 3.7. Sean 21, 2a,...,2, en S'. Si didm{z, 29,...2,+ < 1, entonces
) ~2 ) ~n ) <29 n ’
n—1
E 21 2i1] = [21, 2n)-
i=1
Demostracion. Como didm{zy, 29, ...2,} < 1, hay un semicirculo que contiene al con-
junto {z1, 22,...,2,} y didm{z;, 2;} < 1 para cada ¢ # j. Por la Proposicién 3.6,
tenemos:
Z([zl Zz]-‘r[zz Z;]) i[z1 22] i[Zz 23} %2 23 Z3 i[zl 2'3]
e ) I =e ) .e ) = - . - =" =¢ ) .

VAR 21
Nuevamente, como didm{z;, z;} < 1 para cada ¢ # j, tenemos que |[21, 22 + [22, 2z3]| < 7
y |[21, 23]] < §. Por lo tanto [21, 2o] 4 [22, 23] = [21, 23].
Supongamos que Y7 [z 2i11] = [21,2n_1]. Mostraremos que S0 [2.211] =

(21, 2] . Como didm{z;, z;} < 1 para cada i # j, tenemos de manera inductiva:

n—2

Z[Zi,ziJrl] = [21, 2n1)
i=1
n—2

Y lzzi) + (21, 2] = (21, 201] + [Zao1, 20)

Z[Zi,ziﬂ] = [z1,2n).
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Proposicion 3.8. Sea X un espacio conexo. Si p1, s : X — R son funciones continuas
tales que 1@ = %2(%) parg todo v € X, entonces existe un entero k tal que o, () —

o(x) = 2km, para todo x € X.

Demostracion. Sea h : X — R definida por h(z) = (¢1(x) — wa(z))/27, para todo
x € X. Probemos que h toma solo valores enteros. Supongamos que existe xg € X, tal

que h(zg) = r, donde r ¢ Z. Tenemos que p1(zg) = @2(x) + 2rm y
el1(o) — Gilpa(zo)+2rm) _ ipa(wo) | i(2rm)

i2rm) — 1. Asi, r debe ser un entero, contradicciéon. De lo anterior

Por lo anterior, e
h solo toma valores enteros. Como X es conexo y h es continua, tenemos que existe
un entero k tal que h(z) = (p1(z) — po(x))/2r = k para todo z € X. Entonces

v1(x) — @a(x) = 2km para todo x € X. O

Proposicién 3.9. Sean X un espacio conexo y f : X — S una funcion continua tal
que diam{f(X)} < 1. Si existe ¢ : X — R tal que f(x) = %@, para cada v € X,
entonces didm{p(X)} < 7 - didm{ f(X)}.

Demostracion. Sea xy € X. Definamos ¢ : X — R por

() = @(x0) + [f(z0), f(x)], para cada z € X.

Tenemos que e“f’(w) — ei@(xo)ei[f(xo)vf(x)] — f(‘TO) . ]‘f((;vo)) = (1’) — 67;90(33)7 por Propo_

sicion 3.6. Ademas, ¥ (xg) = ¢(x¢). Asi, por la conexidad de X y la Proposicion 3.8,

p(x) = ¢(x) para todo x € X. Como |[f(z0), f ()] = [f (z0), F(W)I| < |[f(x0), f()] —
[f(zo), f(@o)] |+][f (o), f (o)l =[f (xo), F(W)]| = [[f (o), f ()| +][f (o), f(»)]], tenemos

que:

didm [p(X)] < 2sup |[f(x0), f(2)]] < 2sup | f(wo) — ()] < 7 - didim [£(X))].

rzeX rzeX 2
]

La siguiente proposiciéon la usaremos entre otras cosas, en la siguiente secciéon para

mostrar que S™"! es unicoherente para cualquier n € N.
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Proposicion 3.10. Sean X; y X5 espacios cerrados (o abiertos) tales que X1 N Xo es
conexo y f: X1 U Xy — S una funcion continua, donde f|x, v f|x, tienen logaritmo

continuo. Entonces f tienen logaritmo continuo en X; U X,

Demostracion. Sean ¢ @ X7 — Ry ¢y : Xo — R funciones continuas tales que
f(z) = ™ para todo x € X, y f(z) = 2@ para todo z € X,. Como X; N X,
es conexo, por la Proposicion 3.8, existe un entero k tal que ¢1(x) — ¢o(z) = 2km para
todo x € X; N X5. Sea

p1(z), para x € Xi;
wo(x) 4+ 2km, para x € Xs.

Entonces f(z) = €@ para todo z € X; U X5y ¢ : X; U X, — R es continua, por

|16, Teorema 18.3]. Por consecuencia f tiene logaritmo continuo en X; U Xo. O

Lema 3.11. Sean zy € R y (2,)5, un sucesion en R. Si |29 — z,| < 7, para todon € N

y lim,, o, e = €', entonces lim,,_, 2, = 29.

Demostracion. Sea (z,, )7, una subsucesion de (z,)52, tal que limy_, 2,, = w, para

algiin w € [29 — 7, 20 + 7]. Como lim,, o, " = €' 1im,, o, " = ¢*°. Ademaés, como
g(z) = e'* es continua, lim,,_,,, e"*» = ™. Asi, w — zyp = 27m, para algin m € Z. Por

otra parte, |w — zp| < 7. De lo anterior, w = z;. Como (z,, )32, fue una subsucesion

oo

o 1, tenemos que lim,,_,, 2, = 2. O

convergente arbitraria de (z,)

El siguiente teorema es uno de las més importantes en esta seccion; lo utilizare-
mos mas adelante para mostrar la unicoherencia en el producto de espacios localmente

conexos unicoherentes.
Teorema 3.12. Sea f : X x Y — S una funcion continua entre continuos, tales que:
1. 'Y es localmente conexo,
2. f tiene logaritmo continuo en {x} XY, para todo x € X,
3. [ tiene logaritmo continuo en X X {w}, para algin w €Y.
Entonces f tiene logaritmo continuo en X X Y.

Demostracion. Sabemos de () que existe una funcion ¢y : X x {w} — R tal que

f(z,w) = %@ para todo x € X. De (2), existe para todo z € X una funcién 1, :
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{z} xY = R tal que f(z,y) = e™+*¥) para todo (z,y) € X x Y. Como e™¥=(*) = ¢ivo(@)
entonces, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ¥, (w) = @o(x) para todo
x € X. Asi, definimos ¢ : X xY — R por ¢(z,y) = ¢,(y) para todo (z,y) € X xY. Es
claro que f(z,y) = e(®Y) Luego debemos demostrar que ¢ es una funcién continua.

Sean (zg,yo) € X XYy (2, yn))22, una sucesion de X x Y, tales que lim,, o0 (Tp, Yz) =
(20, Yo). Veamos que lim,,_oo @(Tn, Yn) = @(T0, Yo)-

1. Supongamos primero que yo = w. Como f es continua, lim, , f(Zn,yn) =

f(zo,w). Por el Lema 3.11, es suficiente probar que |p(z,, yn) — @(z0, w)| <

A

para todo n € N.

Supongamos que existe una subsucesion (2, Yn,))ee; tal que |@(zn,, Yn,) —
o(xo,w)| > m, para todo k € N. Como f es continua y Y es localmente cone-

x0, existe un abierto conexo U de Y que satisface:

a) w e U;
b) didm{f({zn,} x U)} < 1, para todo k € N;
¢) didm{f({zo} x U)} < 1.

Notese que los conjuntos f({z,,} X U)y f({zo} x U) son conexos de S*. Por otra

parte, como |z, yxv Y ©|{ze}xv son continuas, o({z,, } x U) y p({zo} x U) son
conexos en R. Asi, por la Proposicion 3.9, tenemos que didm{¢({zy, } x U)} < %

y didgm{p({zo} x U)} < 1.
Como w € U y limy_,00 Yn, = w, sin pérdida de generalidad, podemos decir que

Yn, € U, para todo k € N. Més aun, si z es cualquier punto de U, entonces:

|((Tny 2) = P(Tny Yni)) + (020, w) = (0, 2))] < [@(Tny 2) = P(Tny Yo )| +
lo(xo, w) — p(z0,2)] < 5. Ademés, [p(Tn,,Yn,) — p(zo,w)| > m. Asi, 7 — 5 <
[0 (@nys Yny,) — (@, w)| = [0(Tny, 2) = O(Tny, Yny) + P(T0, W) — (0, 2))] <
|o(@n,, 2) — ¢(x0, 2)| , para cualquier z € U. En particular |o(z,, , 2) — ¢(xo, 2)| >

7. Pero, lo anterior contradice la continuidad de ¢|xxfw} = @0, pPues

limy o0 O(Tn,, w) = (20, w).

2. Supongamos ahora que yy # w. Veamos que ¢|xxqy} es continua. Como f es
continua y X x Y es compacto, por [5, Teorema 4.6, pag 234|, f es unifor-
memente continua. Asi, existe o > 0 tal que si |(z,y) — (2o, w)| < ¢, enton-
ces | f(z,y) — f(zo,w)| < 7. Sea ((zn, o)), una sucesion en X x {yo} tal que

1imn—>oo<xna yO) - (CL’(), yO)‘ Veamos que Hmn—wo(xm y()) - (IO’yO)-
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Como Y es localmente conexo, existen abiertos conexos Uy, Us,...,U, de Y tales

que:

a) we Uy yo € Uy
b) U;N U1 # 0, para todo i € {1,...k —1};
¢) didm{U;} < £, para todo i € {1,...,k}.

Sea 2, € Us. Probemos que ¢|xxz,} es continua en (zg, 29). Sea ((2,, 22))52, una
sucesion tal que lim,, o (7, 22) = (0, 22). Veamos que |p(z,, 22) — ©(z0, 22)| < T,
para todo n € N. Como U; U U; es conexo y diam{U; U Uy} < 4, entonces
didm{ f({zn} x U1 UUs)} < 1 para todo n € N y didm{f({zo} x U1 UU,)} < 1.

™

Nuevamente, por la Proposicion 3.9, didm{¢({z,} x Uy U Us)} < 7 para todo

n € Ny didm{o({zo} x Uy UUs)} < §. Luego,

[p(@n, 22) — (20, 22)| < [P(@n, 22) — (T, W)| + | (T, w) — P(T0, W)
+ ’@(.I‘(),w) - QD(SE(), 22)‘
T N
< Tt fplamw) — plao,w)] + .

Como ¢|xx{w} €s continua y lim,,_,o =, = 2o, podemos suponer que |p(,, w) —

(o, w)| < 3, para todo n € N. Asi, |p(wn, 22) — ¢(20, 22)] < Ty Plxs(a) €5

continua, por el Lema 3.11.
Para cadai € {1,...,k—1}, sea z;, € Uy. De manera inductiva, podemos concluir
que ©|xx{z_,} es continua. Luego, con el mismo procedimiento, concluimos que

©|x x{yo} €8 continua.

Finalmente, por el procedimiento realizado en el caso 1, concluimos que ¢ es continua

en todo punto (zg,y) de X X Y y f tiene logaritmo continuo en X x Y.

]

Unicoherencia y logaritmo continuo

En esta seccién nos dedicamos al estudio de la unicoherencia en continuos usando las

funciones esenciales e inesenciales en la circunferencia y relacionando con los logaritmos

continuos. Ademés llegaremos a probar que la unicoherencia, los logaritmos continuos

y las funciones inesenciales estan relacionadas. El siguiente lema lo utilizamos para
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mostrar el Teorema 3.14, el cual relaciona las funciones inesenciales con las funciones

con logaritmo continuo.

Lema 3.13. Sean X un espacio y f,g : X — S' funciones continuas. Si f tienen
logaritmo continuo y | f(x) — g(x)| < 2, para todo x en X, entonces g tiene logaritmo

continuo.

Demostracion. Sea ¢; : X — R una funcién continua tal que f(x) = e¥(®) para
todo x € X. Como |f(z) — g(z)| < 2 para todo z € X, podemos definir [f(z), g(z)].
Entonces al hacer pq(z) = ¢1(x) + [f(2), g(z)], obtenemos una funciéon continua de X

a R. Debemos ver que ¢ es logaritmo continuo de g. Como

(i02(0) — gir(@) . ilI@o@] Z f(y) . 9(@) _ (@),

tenemos que g(x) = ¢**2(*) para todo z € X. ]

El siguiente teorema relaciona las funciones con logaritmo continuo y las funciones

inesenciales.

Teorema 3.14. Sea f : X — S! una funcion continua. Entonces f tienen logaritmo

continuo si y solo si f es inesencial.

Demostracion. Supongamos que existe ¢ : X — R tal que f(z) = €@ para todo
r € X. Sea h : X x[0,1] — S! definida por h(z,t) = €@ para todo (z,t) €
X x[0,1]. Es claro que h es continua; es decir h es una homotopia. Ademas, h(x,0) = 1
y h(z,1) = %@ = f(zr), para cada z € X. Asi, f es homotopica a una funciéon
constante y por tanto, inesencial.

Sea k : X x [0,1] — S! una homotopia tal que, para todo z € X, k(z,0) = f(z) y
k(z,1) = q, para algin punto fijo ¢ € S'. Para cada t € [0,1], sea k; : X — S definida
por ki(x) = k(x,t), para todo =z € X.

Dado que k es uniformemente continua, existe un numero finito de puntos (i) €
[0,1], 0 =1¢(1) < t(2) < --- < t(n) =1 tales que para todo i € {1,2,...,n — 1},

| Koy () — Ky (2)| < 2, para todo = € X. (3.1)

Como Fky(,) = ki lo cual es una funcion contante, es evidente que k(,) tiene logaritmo
continuo. Entonces por (3.1) y el Lema 3.13, k;(,—1) tiene logaritmo continuo. Repitiendo

este argumento, tenemos que ky,—2) tiene logaritmo continuo (siempre, por supuesto
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que n > 3). Continuando con un ntmero finito de pasos, tenemos que ky1y = f tiene

logaritmo continuo. O
A continuacion mostramos nuestro primer ejemplo de funcién esencial.

Ejemplo 3.15. Sea id : S* — S! la funcién identidad. Veamos que id es esencial.
Supongamos que id es inesencial. Entonces existe ¢ : S' — R continua, tal que id =
() para todo z € S', por el Teorema 3.14. Notese que ¢(S') es conexo y compacto.
Veamos que diam{p(S)} = 27. Si didm{p(S?)} < 27, entonces €*#*) no es sobreyectiva

+27) 1o cual

y si diam{p(S")} > 27, entonces existe un z € S tal que ) = i(¥(2)
contradice que id = ). Asi, diam{p(S!)} = 27 y ¢(S') = [a,a + 27]. Como ¢ es
sobre, existe z; y 23 en S tales que ¢(21) = a, p(z2) = a + 2r. Como 2z, # z», entonces
id(z1) # id(z2), pero €' = ¢®*2™) eg claramente una contradiccion. Asi, id : ST — S*

es esencial.

Después de ver que las funciones a la circunferencia y las funciones inesenciales son
equivalentes. Mostraremos la relacion que hay entre X un espacio unicoherente y las

funciones inesenciales. Denotamos o(z,Y) = inf |z — y|.
yey

Teorema 3.16. Sea X un continuo. Si f tiene logaritmo continuo en X para cualquier

funcion continua f: X — S, entonces X es unicoherente.

Demostracion. Supongamos que X no es unicoherente. Entonces existen dos subconti-
nuos X y X tales que X = X;UX5 y X:N X5 no es conexo. Sean P; y P, dos conjuntos
cerrados disjuntos distintos del vacid, tales que X7 N Xy = P; U P,. Definamos, para

cada xr € X,
Q($7Pl)

V) =T e Py + ola, P

Ademaéas definimos

@ sz e Xy

e W@ &z e Xo.

fx) =

Note que () = 0si z € Py y )(x) = 7 para © € P,. Por lo tanto, f esta bien
definida. Como f tiene logaritmo continuo en X, existe una funciéon ¢ : X — R tal
que f(r) = ¢@ para todo z € X. Entonces tenemos que ¢ = ¢¥(®) para todo
r € X;y e W = %@ para todo € X,. Ademas, existen dos enteros k; v ko tales
que p(z) = ¥(x) + 2k para cada x € X7 y p(x) = —(x) + 2kom para todo x € Xy,
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por la Proposicion 3.8. Sean 21 € P, y o € P,. Tenemos que ¢(x;) = 0y ¥(xg) = 7.
Sustituyendo x; y x5 en @(z), se obtiene por una parte p(zy) = ¥(xy) + 2kim =
2kym < 7w+ 2k = P(x2) + 2k = p(22), es decir p(x1) < p(z2); en segundo lugar
o(x1) = —=(x1) + 2kom = 2kom > —7 + 2kom = —(x2) + 2kom = @(x2), es decir
©(x1) > @(x2); pero esto es claramente una contradiccion. Asi, X7 N X, es conexo y X

es unicoherente. O

Ejemplo 3.17. Sea X = S*U{(1+¢ )¢’ : § > 0}. Como vimos en el Ejemplo
2.4, X es unicoherente. Ahora si tomamos r : X — S! la proyeccion radial, definida
por r(z) = ‘%', para todo € X, tenemos una retracciéon de X en S'. Veamos que r
es esencial. Supongamos lo contrario; es decir, r es inesencial. Por la Proposiciéon 3.4,
rlgr o St — S es inesencial, pero como vimos en el Ejemplo 3.15, r es esencial el cual

es una contradiccion. Asi, r es esencial, es decir r no tiene logaritmo continuo.

El reciproco del Teorema 3.16 se tiene si el espacio es localmente conexo, como
mostramos en el siguiente teorema. Pero antes definamos que es una cadena en un

espacio X.

Definicién 3.18. Sean X un espacio topologico y C = {C1,...,C,} una familia de
conjuntos conexos de X. Diremos que C es una cadena siempre que C; N C; # 0 si
li—jl <1.Siz¢eCyywe C, diremos que C es una cadena de z a w. Ademaés, si

Cy N C, # 0 diremos que C es una cadena cerrada.

Teorema 3.19. Sea X un continuo localmente conexo. X es unicoherente si y solo si

f tiene logaritmo continuo en X, para cualquier funcion continua f : X — S*.

Demostracion. En virtud del Teorema 3.16, es suficiente mostrar que, si X es localmente
conexo y unicoherente entonces f tiene logaritmo continuo en X, para cualquier funcién
continua f : X — S*. Sea f: X — S! una funcién continua.

Consideremos una sucesion finita de arcos abiertos L1, Lo, ..., L, tales que:
1. S'=LiULyU---UL,,

2. didm(L;) < 1 para todo i € {1,2,...,n},

3. LiyNL,#0y L; N Ly # 0 para todo i € {1,2,...,n — 1},

4. LinL;=0siysolosi|i—j|>1.
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Sea K; = {E C X : E es una componente de f~*(L;)}, para cada i € {1,...,n}.

Denotemos por K = |JI, K;. Para cada E € K, E es abierto y conexo, por [5, Teorema
4.2, pag 113].
Afirmacion 3.20. Sea C = { Dy, ..., D,} una cadena cerrada de elementos de K tal que
D; # D; para todo i # j, con i,j € {2,...,n} y D1 = D,. Si z; € D;, para cada
i€ {l,...,n— 1}, entonces S 7' [f(x:), f(zis1)] = 0.

Para probar la Afirmacion 3.20, veamos primero que didm{ f(z1),..., f(x,—1)} < 1.

Sea Dy un elemento arbitrario de C. Lo cual existe por definicion un j tal que f(Dy) C

rR= |J D y B=JD:

Dek—{Dy} ik

L;. Sean

Note que B es conexo y B C R. Ahora sea P la componente de R tal que contiene al
conjunto conexo B. Veamos que el conjunto Dy U (R — P) es conexo. Note que X =
D U(R—P)UP donde cada uno es abierto en X. Supongamos que DyU(R—P) = EUF
donde E y F son abiertos y (ENF)U(ENF) = 0. Como Dy es conexo, D, C E o
D, C F. Supongamos que D, C FE. Por lo tanto FF C R — P. Luego tenemos que
X=(EUP)UF,como ENF =0y PNF = (), contradice que X es conexo. Por lo

tanto Dy U (R — P) es conexo. Definamos

subcontinuos de X tales que X = X; U X,. Veamos PN (R—P)N R = (. Como
PN(R—P) =0, P C X —(R—P). Yaque P es abierto y cerrado, tenemos que
PC X~ (R—P). Asi, PN (R — P) = (. Por otra parte, R— P C X — P, por ser P
abierto y cerrado, R — P C X — P. Luego, R — PNP = (). Como X = (R—P)UPUDj,
PN (R— P) C Dy. Finalmente, como Dy "R = (), PN (R — P)N R = (. De manera
similar Dy, N [f~1(L;) — D] N f~Y(L;) = 0. Los conjuntos Py Dy, son respectivamente
componentes de los conjuntos abiertos Ry f~!(L;) en X, entonces:

X1NXy=PNDpU(R-P)

=(PNDy)U(PN(R—P))

=(PNDy) U((PN(R~P))N(DyUR))
=(PND)UPN(R-—P)ND)U(PN(R—-P)NR)
cPNDy

cDrNR.
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De esta manera:

X1NX, CDyNR=DkN (mu [f~1(L;) — D))

i#£]
=Dr N | f1(Li)) U (Dr N [f(L;) — Di))
i#]
= (D0 | 1) U((De N [fHL5) — D) 0 (U £ (L) U 7))
i#j i#]
= (Dy. N U FHENUDEN L) = D] 0 | £ (L) U (D N [f71(Ly) = DRl N f7H(Ly))
1#] i#]
cDrn | Jf (L)
i#j
L)n|Jf T
1#£]
_I(Zj N UZZ)
i#£]

Asi, por las condiciones de los L;, tenemos que X; N X, C f‘l(fj ﬁfj,l) U f‘l(f] N
Lj1),con Ly N L =0.

De la unicoherencia de X, X; N X5 es conexo. Por lo tanto, se puede suponer que
XiNXy C fYL;NLj) ycomo BNDy C X;NXy, BNDy, C fHL;NLjyy) =
FHLH)Nf Y (Ljs1). Ast, BODy, C f~Y(Ljy1); es decir, Dy 1N DN Dyy1 C fFHLi1)y
como f(Dy) C Lj, f(Dg—1)U f(Dgs1) C Lj11. Luego, sustituyendo k sucesivamente por
1,2,...,n obtenemos que f(Dq)U f(D2)U---U f(D,) C L;ULj. Por las condiciones

de los L;, tenemos que

didm{ f(x1), f(xa),..., f(zn)} < L.

Por la Proposicion 3.7, se tiene que:

[y

n—

(@), f(xiv)] = [f(z), f(@2)] + [f(22), flzs)] + -+ [f(@n-1), f(20)]
= [f(z1), f(z2)] + [f(22), f(x3)] + -+ + [f(Tn1), f(21)]

i

En el caso donde C contenga otros elementos iguales; es decir, cuando Dy = Dy, para

1 < k <[ < n. Entonces consideremos las cadenas, Dy, Dy, ..., Dy = Dy, Dy q,..., D, =
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D1,y Dy, Dyy1,...,D; = Dg. Por la Proposiciéon 3.7 y sabiendo que 1 = z, y zp = 7,
tenemos que

Z[f(ﬂ?i), fxip)] = [f(@1), f(m)] + -+ [f(zp—1), f(@e)] +
+ [f(@r), f(@rgn)] + -+ [f (@), flz)] +
+ [f(xl)a f(xl-i-l)] +oeeet [f(l'n—l), f(xn)]v

Z[f(xi)’f(xi—&—l)] = (f(@), f@)l + -+ [f(wrr), fn)] +

[f (@), ()] + -+ [f(@na), flan)])
(Lf(@r), f(@rg)] 4o+ [Fzm), f(@)])

+ o+

Con esto completamos la prueba de la Afirmaciéon 3.20.
Como X es conexo, para todo pareja =/, z” € X, existe una cadena que une a =’ con
z". Sea C = {A;1, Ay, ..., Ay} una cadena de 2’ a 2", de elementos de K.

Para cada ¢ € {1,...,p}, sea x; € A;. Definamos

I(a!,2") = [f(a'), fz1)] + Z f@i), fai)] + [f (), f(2")]. (3.2)

Este ntimero existe, porque diam{f(4;)} < %, para todo i € {1,...,p}. Por la

2
Afirmacion 3.20, no es dificil probar que I(z’,2”) es independiente de C. Asi, I(2',z")
esté bien definida.

Como X = [Juec A, I]a es continua para cada A € K y por [16, Teorema 18.2],
tenemos que I es una funcién continua.

Sean xg € f~(1) y una funcién ¢ : X — R definida por p(x) = I(zg, ), de (3.2) y
la Proposicion 3.6, tenemos:

p—1
i9(@) _ gillzom) _ ilf(@o). /()] (H ez’[f(xi),f(mm)}) CilF ) f@)

=1

@) (i) f@) @)
= Flao) (H e )fm,) O

=1
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De este modo que f tiene logaritmo continuo en X, para cualquier funcién continua
f:X — St
O

Por los Teoremas 3.14 y 3.19 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.21. Sea X un continuo localmente conexo. Las siguientes afirmaciones son

equivalente:
1. X es unicoherente.
2. f: X — 8! tiene logaritmo continuo, para cada funcion continua.

3. f: X — St es inesencial, para cada funcion continua.

3.3. Continuos localmente conexos

En la Proposicién 2.13, mostramos un continuo X unicoherente tal que X? no es
unicoherente; es decir, el producto de dos continuos unicoherentes no necesariamente
es unicoherente. En esta seccion, ademés de algunas propiedades relacionadas con la
unicoherencia en continuos localmente conexos, mostraremos que el producto de un

numero finito de continuos unicoherentes y localmente conexos es unicoherente.

Teorema 3.22. Sean X, y X5 continuos unicoherentes y localmente conexos. Si X1MXs

es conexo, entonces X1 U Xo es unicoherente.

Demostracion. Sea f: X; U X, — S! una funcién continua. Veamos que f tiene loga-
ritmo continuo. Como X; y X5 son unicoherentes localmente conexos, por el Teorema
3.21, tenemos que f tiene logaritmo continuo en X; y Xs. Ademaés, como X; N X5 es
conexo, por la Proposiciéon 3.10, tenemos que f tiene logaritmo continuo en X; U Xs.
Por el Teorema 3.21, X; U X5 es unicoherente. ]

Teorema 3.23. Sean X y Y continuos. St X y Y son unicoherentes y localmente

conexos, entonces X X Y es unicoherente.

Demostracion. Sea f: X xY — S una funcién continua. Veamos que f tiene logaritmo
continuo. Como Y es un continuo unicoherente localmente conexo y por el Teorema
3.21, fl|{z1xy tiene logaritmo continuo en {z} x Y, para todo € X. De forma anéloga,

tenemos que f|xx,) tiene logaritmo continuo en X x {y}, para todo y € Y. Luego, como
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X y Y son localmente conexos y por el Teorema 3.12, tenemos que f tiene logaritmo

continuo en X x Y. Finalmente por el Teorema 3.21, X X Y es unicoherente. O]

Corolario 3.24. Sean Xy, ..., X,, son continuos. Si Xy, ..., X,, son unicoherentes y

localmente conezos, para un n € N, entonces [[_, X; es unicoherente.

Recordemos que S™ = {(x;)7_; € R™ : |(x;)/-,| = 1}. Ahora, consideremos el con-
junto X1 = {(:);i5 € R o |(2)if)| = 1y 2001 > 0} y D = {(z:)f, € R™:
|()P,| < 1}. Veamos que ¢ : X, 11 — D, definida por o((z;)/!) = (z;), es un
homeomorfismo. Es ficil ver que ¢ es funciéon continua y biyectiva. Veamos que ¢! es
continua, entonces para cada (z;)7; en D, tenemos que Y . 27 < 1. Asi, (1,..., 2,

13" a?) pertenece a X,1q1. Si ¢! : D, — X,4q, definida por ¢! ((z;)",) =
(1, ..., Tp, m) es una funcién continua. Por lo tanto, tenemos que X, 1
y D, son homeomorfos. De la misma manera se puede ver que el conjunto Y,,; =
{(z)F € R"™ ¢ |(@)i| = 1y @1 < 0} es homeomorfo a D,. Nétese que
Sntl = X, 1 UY,q, paran > 1. Ademds, X, 11N Y1 = {(x;) ] € R, ‘(ml)fjll =
1y 2,41 = 0} es homeomorfo a S™.

Sabemos que [0, 1]™ es el producto cartesiano de n arcos y como mencionamos antes
Sl = X, UY,4; es la unién de dos conjuntos homeomorfo a [0, 1], y cuya
interseccion es conexa. Entonces por los Teoremas 3.22 y 3.23, se tiene el siguiente

corolario.
Corolario 3.25. Para todon = 1,2, ..., los continuos [0, 1]™ y S"™! son unicoherentes.

Un mejor resultado para el producto de continuos unicoherentes fue demostrado por
T. Ganea, el cual dice lo siguiente: El producto de una familia arbitraria de continuos
localmente conexos y unicoherentes es unicoherente. El cual solo enunciamos, pero una
demostracion de este teorema se puede encontrar en |9, Teorema 1.3].

Por otro lado como vimos en el Ejemplo 2.10 las retracciones no preservan la uni-
coherencia. Sin embargo, con el siguiente resultado mostramos que si el espacio es

localmente conexo y unicoherente entonces el retracto es unicoherente.

Teorema 3.26. Sea X un continuo localmente conexo y unicoherente. St Y es un

retracto de X, entonces Y es unicoherente.

Demostracion. Como Y es un retracto, existe una funcion r : X — Y tal que r(y) =y
para todo y € Y. Considere una funcion continua arbitraria f : Y — S!. Tenemos que

for: X — S!es continua. Como X es unicoherente, por el Teorema 3.21, f or tiene
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logaritmo continuo en X. Como resultado for tiene logaritmo continuo en Y, de donde

f tiene logaritmo continuo en Y, ya que (f or)(y) = f(y), para cada y € Y. O

Para terminar esta seccion definimos cuando un conjunto separa dos puntos en un

continuo. Luego relacionamos la unicoherencia con separar puntos en un continuo.

Definicion 3.27. Un subconjunto B de X separa dos puntos p y ¢ de X si existen
conjuntos separados L y M tales que X — B =LUM, p € Lyq& M. Un subconjunto
B separa irreduciblemente a p y q, si B separa a p y ¢ y ningin subconjunto propio de

B separa a py q.

Lema 3.28. Sea X un espacio localmente conexo. Si C' es un subconjunto cerrado de
X el cual separa dos puntos p y q en X, entonces existe un conjunto cerrado H C C

tal que separa irreduciblemente a p y q.

Demostracion. Sean R la componente de X — C' tal que p € R y S la componente de
X—CI(R) tal que g € S. Por [13, Teorema 3, pag. 238|, tenemos que Fr(S) C Fr(R)NC,
pues ¢ € Sy p € X — CI(S). Luego se sigue que H = Fr(S) separa a p y ¢. Sea
D un conjunto propio de H tal que D separa irreduciblemente a p y ¢. Note que
X—D=(X-ClUS)U(SU(Fr(S)—D))y (X —=Cl(S)N(SU(Fr(S)— D)) # 0.

Asi, X — D es conexo y H separa irreduciblemente a p y q. O

Lema 3.29. Sea X un espacio localmente conexo. Si A y B son subconjuntos cerrados

disjuntos de X y N un subconjunto conexo de X que intercepta a A y B, entonces existe
una componente C' de X — (AU B) tal que CI{(C)NA £ 0, CI(C)NB #£0 y NNC # .

Demostracion. Asumamos que el lema es falso. Definamos H = AU ((J{C : C es una
componente de X — (AU B), Fr(C) C A}) y K = BU(|J{C : C es una componente
de X — (AU B), Fr(C) C B}). Si existe un punto z en H N K, entonces existe C' una
componente de X — (AU B) tal que Fr(C) C Ay Fr(C) C B, asi CI(C)NA#0Dy
Cl(C)N B # (. Luego, tenemos que H y K son conjuntos cerrados disjuntos. Ademas,
NNH#Qy NNK # (), luego esto contradice que N es conexo. O

Los lemas anteriores los usamos para mostrar el siguiente teorema, damos un listado
de algunas propiedades equivalentes a la unicoherencia en continuos localmente conexos,

el cual caracteriza la unicoherencia usando la separacién de dos puntos en un continuo.

Teorema 3.30. Sea X un continuo localmente conexo. Las siguientes propiedades son

equivalentes:
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1. X es unicoherente.
2. Cada conjunto cerrado que separa a un par de puntos irreduciblemente es conexo

3. Cada conjunto cerrado que separa dos puntos p y q, tiene una componente que

separa a p Yy q.

4. Cada conjunto cerrado que separa a X tiene una componente que separa a X .

Demostracion. Probaremos el teorema de la siguiente forma 1 = 2 =3 =4 = 1.
Probemos que 1 implica 2. Sea K un subconjunto cerrado en X tal que K separa
irreduciblemente a p y ¢. Supongamos que K no es conexo; es decir, existen cerrados,
no vacios y disjuntos A y B de K tales que K = AU B. Como K es cerrado en X.
Sean Sy yv Sp las componentes de X — A y X — B, respectivamente, tales que p € Sy
y q € Sg. Notese que, Sy U By Sg U A son subcontinuos de X. Ademas, como X es
unicoherente, (S4UB)N(SpUA) = 54N Sp es un continuo, esta contenido en X — K
vy {p,q} € SaNSp. Lo anterior contradice que K separa a py .
Probemos que 2 implica 3. Sea K un subconjunto cerrado en X tal que separa a py
q. Por el Lema 3.28, existe un conjunto cerrado H C K tal que separa irreduciblemente
apy q. Por (2), H es conexo. Como H C K, H es una componente que separa a py q.
Probemos que § implica 4. Sea K un conjunto cerrado que separa a X, entonces
X — K = AUB donde A y B son subconjuntos cerrados de X tal que AN B = (). Sean
p,q € X — K tales que p € Ay q € B, entonces K separa a p y ¢, por (3) hay una
componente H C K que separa a py q, como H C K, por lo tanto H separa a X.
Probemos que 4 implica 1. Supongamos que X = AUBy ANB = HUK, donde A
y B son subcontinuos de X, H y K son conjunto cerrados disjuntos distintos del vacio.
Por el Lema 3.29, sea R una componente de X — A tal que CI(R)NH # 0y CI(R)N
K # (). Sea {V, : a € J} la coleccion de las componentes de X — CI(R) y considere
el conjunto cerrado L = Fr(R) U (J{Va: Fr(V,) C H o Fr(V,) C K}). Entonces L
separa a X, por que Ry cualquier V, tal que H N Fr(V,) # 0y KN EFr(V,) # 0 son
componentes diferentes de X — L. Sin embargo, ninguna componente de L separa X,

lo cual contradice (4). O
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