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DESCRIPTION

In this essay a bibliographic revision it is made, about mathematics and physics of wave
equations. In the first chapter contains the preliminaries of the project, in the second
chapter show the use of the transformations and the reduction of the wave equation
aQ?fT"; = %, transformed % = 0 and we solved this partial differential equation tied to
initial conditions. In the third chapter we solve the problem mentioned before by adding
boundary conditions. In the fourth chapter we used the energy method to show the only
possible solution of that mixed problem. In the fifth chapter we solved the mixture problem
with homogeneous enursomen conditions through Fourier series, thus we show in that
chapter and interpretation of the solution. In the sixth chapter we analized the Fourier
method used to solved the non homogeneous equation the signing a funtion of Green. In
seventh and last chapter we developed then two possible methods to obtain generalized
solutions.

*Thesis

" FACULTY OF SCIENCES, LICENCIATURA EN MATEMATICAS.
DIRECTOR RAFAEL CASTRO TRIANA
Ph.



TITULO: ECUACIONES DIFERENCIALES EN DERIVADAS PARCIALES DE TIPO
HIPERBOLICO DE DIMENSION DOS"*
AUTOR: Andrea Abaunza Galvis™

PALABRAS CLAVES : ecuacion de onda, solucion clasica, continuidad, condiciones
iniciales, condiciones de frontera.

DESCRIPCION

En el presente trabajo se hace una revisién bibliogréafica sobre la matematica y fisica de
la ecuacion de onda.

En el primer capitulo contiene los preliminares de este proyecto, en el segundo capitulo
mostramos la utilidad de las transformaciones en la reduccién de la ecuacion de onda
aQ% = %, a la forma 597725‘5 = 0 y resolvimos ésta ecuacion diferencial parcial sujeta a
condiciones iniciales. En el tercer capitulo resolvemos el anterior problema afiadiéndole
condiciones de frontera. En cuarto capitulo utilizamos el método de la energia para de-
mostrar la unicidad del problema mixto. En el quinto capitulo se soluciona el problema
mixto con condiciones de contorno homogéneo a través de series de Fourier, asi mis-
mo en este mostramos una interpretacién de la solucion obtenida. En el sexto capitulo
consideramos el método de Fourier para la solucién de la ecuacién no homogénea ,
modelando una funcién de Green. En el séptimo y ultimo capitulo presentamos los dos
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Introduccion

Existen muchos problemas de la mecénica como lo son: vibraciones de cuerdas,
barras, membranas y volimenes, al igual que las ondas electromagnéticas, que son
modeladas a través de la ecuacion de onda de la forma

0%u

P o

donde la funciéon desconocida u(x,t) depende de n coordenadas espaciales x =
(1,9, ...,7,) v del tiempo t. Los coeficientes p(x) > 0, p(z) > 0, ¢(z) y R son

determinados por las propiedades del medio de propagacion de la onda y, en general,
dependen de z.

=div(p grad u) — Ru; — qu+ F(x,t), (0.1)

El término libre F(z,t) describe la intensidad de una fuerza externa. Segun la
definicion de los operadores div (divergencia) y grad (gradiente), tenemos:

. "L 0, Ou
div(p grad u)= Z am(pax').
i=1 " '

Recordemos que la ecuacion (0.1) es de tipo hiperbolico, y algunos de los casos
particulares de esta ecuacion son descritos abajo.

Las pequenas vibraciones transversales de una cuerda elastica sin friccion se rige
por la ecuacién unidimensional de onda

0%u 0%u
Por ~ logez

donde la funcién u(x,t) depende de la variable real x y del tiempo ¢, describe el
desplazamiento transversal de cada punto de la cuerda , la tension en la cuerda
Ty se supone constante, p(x) es la densidad lineal de masa y F(x,t) es una fuerza
externa. Si la densidad de masa es constante, p(x) = p = cte, entonces, la ecuacion
de las vibraciones transversales de una cuerda elastica toma la forma:

Pu 0%

w =a @ + f(l’,t), (03)

+ F(x,t), (0.2)
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para estos problemas obtener la solucién es una tarea poco sencilla, puesto que debe
satisfacer no solo la ecuacion diferencial sino también ciertas condiciones iniciales o
de frontera; es por esta razéon que la ecuacion mencionada anteriormente es la que
estudiaremos en el presente trabajo, mostrando un esbozo de los métodos utilizados
para solucionarla.

II



Capitulo 1

PRELIMINARES

A continuacion se enuncian algunas definiciones y teoremas que se utilizaran en el
desarrollo de este trabajo.

Teorema 1.1. (Regla de derivacion de Leibnitz). Sean I; J intervalos reales no
triviales, con I compacto y J abierto. Sea f : I x J — R una funcion continua en
I x J tal que f(x,.) es derivable en J para todo x € I. Supongamos ademds que %J
es continua en I x J. Seaty € I yg:J — I una funcion derivable. Entonces,

1. 9L(.X\) es integrable para todo X € J

g(N)
2. [ f(z,N)dz es derivable en J para todo x € I

to

y se cumple la regla de derivacion de Leibnitz,

g(\) g(N)
d 0
Y / fz, Ndx = f(g(N\),N)g' (N + / 8—§dx Ve J

La siguiente definicion sera utilizada en el capitulo cinco del presente trabajo.

Definicién 1.2. (Problema de Sturm-Liouville) Sean p, q,r y 1’ funciones de valor
real continuas en un intervalo [a,b] y sean r(x) > 0 y p(z) > 0 para todo x en el
intervalo. Entonces, el problema de Sturm-Liouville es una ecuacion diferencial de
la forma

o) + (a@M(@)y =0 a <z <b (L1



con las condiciones de frontera

ary(a) + A1y (a) =0 (1.2)
aoy(b) + Bay'(b) = 0.

La solucion de estos problemas consiste en encontrar niimeros A (valores propios)
y soluciones no triviales correspondientes a A (funciones propias). Respecto a este
tipo de soluciones tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.3. (propiedades del problema regular de Sturm-Liouville)

1. Eziste un numero infinito de valores reales propios que se pueden ordenar en
forma creciente, \y < Ay < A3 < ...\, < ... de modo que N\, — oo cuando
n — oo.

2. A cada valor propio corresponde solo una funcion propia (salvo por mailtiplos
no cero).

3. Las funciones propias que corresponden a los diversos valores propios son
linealmente independientes.

4. FEl conjunto de funciones propias que corresponde al conjunto de los valores
propios es ortogonal con respecto a la funcion peso p(x) en el intervalo [a,b].

Definicion 1.4. Sea V' un espacio vectorial real, u € V' y {en,} una sucesion de ele-
mentos de v que constituyen un sistema ortonormal. Los nimeros oy, g, ..., .,y ...,
definidos por «; = (e;,u) se denominan coeficientes de Fourier de u respecto del
sistema ortonormal {e,,}. A la serie aze; + azes + ... + e, + ... llamaremos serie
de Fourier asociada a u respecto del sistema ortonormal dado, y lo denotamos por

U~ €] + ey + ... + Qe + ...,

Teorema 1.5. Sea V' un espacio de Hilbert; si {e,}, e, € V' es un sistema orto-
normal completo respecto a v, entonces:

U = 1] + gy + ... + A€y + ..o,
donde a; = (u, e;),Yu € V

Definicion 1.6. Una funcion f se llama funcion de cuadrado integrable en X cuan-
do la integral seqin Lebesque [ xf?(x)dm existe. El conjunto de todas las funciones
medibles de cuadrado integrable en X se designan con Lo(X,m) o, brevemente,
Ly X.

Teorema 1.7. Ly[—p, p] es un conjunto vectorial real.



Teorema 1.8. Si f, g € Lo[—p, p] entonces

Uy%=/f@w@)

define un producto interior en Lo[—p, p|

Definicién 1.9. (Series de Fourier)
sea [ una funcion continua, periodica cuyo pertodo es de 2p, y definida en el inter-
valo (—p,p) su serie de Fourier es,

— 50 + ; [an cos —:c + b,, sen %x (1.4)

— 5/_}) f(z)dx (1.5)
1 [? nm

= 5/_})]‘“(3:) cos ?xdaﬁ (1.6)
1 [? nm

= ]3/_1) f(z)sen ?xda: (L.7)

Seguidamente presentamos un corto esbozo del método de las caracteristicas, que
se utilizan en el transcurso del trabajo.

Definicién 1.10. ECUACIONES CARACTERISTICAS En el método de las ca-

racteristicas para resolver la ecuacion diferencial

a(z, t)u, + b(z, t)vy = c(z, t)v + d(z, t). (1.8)
las ecuaciones
Z—i = a(z, 1),
% = b(z, 1), (1.9)
2 _ oz, t)o + d(x, 1),

son llamadas ecuaciones caracteristicas y su solucion son llamadas las curvas ca-
racteristicas.

Para una mayor cobertura sobre el tema remitirse al libro curso bdsico de ecuaciones
en derivadas parciales.



Capitulo 2

METODO DE D’ALEMBERT

El método de D’Alembert se basa en el uso de una transformacién de las variables
independientes x y t, de tal forma que la ecuacion diferencial parcial transformada
(2.3), sea facil de resolver como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1. EIl desplazamiento vertical u(x,t) de una cuerda infinitamente larga
estd determinado por el problema de valor inicial

gy, =uy, —00o<x <00, t>0 (2.1)
u(z,0) = f(x), w(z,0)=g(z),

1. Demuestre que la ecuacion de onda se puede expresar en la forma

’U,ng =0 (23)
mediante las sustituciones & = x +at yn = x — at.

2. Integre la ecuacion diferencial parcial (2.3) primero con respecto an y después
con respecto a &, para demostrar que la solucion u(x,t) = F(x + at) + G(z —
at), donde F' y G son funciones arbitrarias diferenciables dos veces. Use esta
solucion y las condiciones iniciales dadas para demostrar que



Gla) = 31(0) — 5 [ gls)ds—ec

2a J,,

donde xq es arbitraria y ¢ es una constante de integracion.

3. Use los resultados de la parte (2) para mostrar que

x+at

u(z,t) = %{f(x +at)+ fx —at)} + %/ g(s) ds (2.4)

r—at

Observe que cuando la velocidad inicial g(x) = 0, se obtiene
1
u(z,t) = §{f(x +at) + f(r —at)}, —oo << o0

Esta ltima solucion se puede interpretar como superposicion de dos ondas
viajeras, una que se mueve hacia la derecha (esta es (3 f(x —at)) y una hacia
la izquierda (%f(x + at)). Ambas viajan con velocidad a y tienen la misma
forma basica que la del desplazamiento inicial f(x). La forma de la solucion

u(z,t) dada en (2.4) se llama solucion de D’Alembert.

4. Emplee la solucion de D’Alembert ecuacion (2.4), para resolver el mismo pro-
blema de valor inicial, pero sujeto a las condiciones iniciales

f() = sen(z),  glz) = 1.
Solucion:

1. Usando la regla de la cadena obtenemos:

Ug = Uyl + ufgm = Ug + Uy (25)
Ugy = Uge + 2Ugy + Uny
e = a*{uge — 2ugy + yy } (2.7)

reemplazando (2.6) y (2.7) en (2.1) obtenemos (2.3)

2. Integrando (2.3) en primer lugar con respecto a 7 y luego con respecto a &
obtenemos la siguiente funcion:

u(&,n) = [ h(€)dE + G(n). Nombrando F(£) = [ h(€§)dE tenemos,
u(&,n) = F(§) + G(n). Y reemplazando £ y 1 obtenemos la solucién general
de (2.1)

u(z,t) = F(z + at) + G(x — at)

5



Aplicando (2.2) obtenemos el siguiente sistema para las incognitas F'y G.

Y <1>

u(z,0) = F(x) + G(z) = f(z)
= g(z), (2)

u(z,0) = aF'(z) — aG'(x)

derivando y multiplicando (1) por a y sumando con (2), obtenemos 2aF’(x) =

af'(z) + g(x) entonces F'(z) = 5 f'(z) + 5g(x). Para obtener F' integramos

7F’(5)45: %/xf’(s)ds—i—%/xg(s)ds,

entonces

donde ¢ = F(zo) — 3 f(z0).

De la misma manera se llega a:

Gla) = 1f(2) ~ & [ als)ds —c.
donde —c = G(xo) — 5 f(x0).

Para demostrar esta tltima igualdad partimos de:

F(x0) + G(w0) = f(x0)
G(zo) = f(x0) — F (o).

Entonces

= 5/ (20) = F(zo)
S GORE)



Para obtener (2.4) sustituimos las expresiones para F(z) y G(x) hallados

anteriormente en la soluciéon general, esto es:

u(z,t) = F(x + at) + G(z — at)

z+at r—at

:%f(aﬁkat)—l—i / g(s)ds—l—c—l—%f(x—at)—% / g(s)ds — ¢

2a
xo-+ato zo+ato
1 x+at xr—at
1
s ra s f—an 4o | [ gds— [ glos
o+ato zo+ato
1 x+at
1
L era)+ f@— a4 & / o(s)ds
2 2a
r—at

concretamente tenemos (2.4).



Capitulo 3

FORMULA DE D’ALEMBERT
PARA PROBLEMAS MIXTOS.
METODO DE LA REFLEXION DE
ONDAS

Anteriormente consideramos la ecuacién de onda solamente con condiciones inicia-
les, ahora anadimos condiciones de frontera.

Consideramos el siguiente problema mixto.

Uy — Uy = 0, x € (0,L), t >0, (3.1)
u(z,0) = f(z), w(x,0)=g(x), z€l0,L] (3.2)
uw(0,t) =u(L,t) =0, t >0 (3.3)

Este problema describe el proceso de vibraciones de una cuerda de longitud L con
extremos fijos. Se busca una solucién u en el espacio ¢*([0, L] x [0,00)), es decir,
u es una solucion clasica. Entonces las condiciones (3.2) sobre f y g implican que
f debe pertenecer al espacio ¢*([0, L]), y g al espacio ¢!([0, L]) . Por otro lado la
condiciones (3.2) y (3.3) implican que f y g deben ser tales que

f(0) = f(L) = g(0) = g(L) = 0. (3.4)

A continuaciéon probamos las anteriores condiciones de concordancia

1. limy_ g+ u(0,t) = lim;_o+ 0 = 0 = u(0,0), entonces u(0,0) =0

8



2. lim, g+ u(z,0) = lim, o+ f(x) = f(0) = u(0,0).
3. lim, .- u(x,0) =lim, ;- f(z) = f(L) = u(L,0),entonces, wu(L,0)= f(L)

4. limy o+ w(L,t) = limy o+ 0 = 0 = u(L,0), entonces u(L,0) =0

Luego de (1) y (2) se llega a f(0)

=0, d (3) y (4) concluimos que f(L) = 0.
Analogamente obtenemos ¢(0) = g(L) =

En el anterior capitulo obtuvimos la solucién :

x+at

() = %{f@: +at) + f(z — at)} + % / o(s)ds,

r—at

donde f y g estan definidas en toda la recta real.

Ahora las funciones f y g estan definidas en el intervalo [0, L], luego el punto (z,t)
es tal que 0 < x —at, y x + at < L. Asi la solucién esta definida en la region
R={(z,t): t <% ¢t < L2 >0}, (figura 3.1)

Como deseamos encontrar una soluciéon en la semibanda definida por el producto
cartesiano del intervalo [0, L] y el conjunto {t > 0} por esta razon necesitamos
extender las funciones f y g para cualquier valor de esta franja.

t

= —at + L /x:at

Figura 3.1: Descripcion de la region

Iniciamos con la siguiente proposicion:

Proposicion 3.1. Las funciones F' y G definidas por :

F(r)=f(z) Gz)=g(x) 0<z<L



y para cualquier otro x

satisfacen F € C*(R) y G € CY(R) si y solo si:

1. feC*0,L), geC*0,L)
2. f,geCo,L]

3. FEmisten las derivadas laterales
F4(0), f1(0), 61 (0), fL(L), f2(L), g_(L) y verifica f(0) = f(L)

=9(0) = g(L) = f1(0) = f2(L) =0

Demostracion.

1. supongamos f € C*(R) y G € C*(R) la restriccion de f y g al intervalo (0, L),
son tales que f € C*(0,L) y g € C*(0,L).

2. Supongamos ahora f € C%(0,L) y g € C*(0,L) aplicamos un resultado de
analisis matemético (continuidad), obtenemos que f € C'(0,L) y g € C(0, L),
mas especificamente debemos ver que lim,_o+ f(z) = f(0).

Sea lim, o+ f(x) = lm, o+ F(z) = F(0) por la hipotesis y la defini-
cion de la funcion, obtenemos lim, .o+ f(x) = f(0).De forma analoga te-

nemos los siguientes resultados: lim, .- f(z) = f(L), lim, o+ g(z) =
g(0),Mim, ;- g(x) = g(L). Por lo tanto f,g € C[0, L].

3. Por hipétesis existe ' (0) = F_(0) = lim, o+ F'(z) = lim, o+ f'(x) = £,.(0),

entonces f1(0) = F'(0). Luego existe. De manera anéloga obtenemos los
demas resultados.

O

Para encontrar una solucién que este definida en la semibanda [0,L] x ¢ >0,
tenemos en cuenta las condiciones (3.3), y sugerimos que f y g se extiendan de
manera impar respecto a los extremos o =0y xg =L .

10



at

En efecto si la funcion g(z) es impar respecto a zo = 0 entonces [ g(s)ds = 0, asi:
—at

u(0,0) = 5 fat) + f(-at)} =0

entonces f(at) = —f(—at), esto es f es impar lo anterior sugiere que la extensiones
FyGde fygdel|0,L] ala recta real sean impares esto es:
F(x) = f(z), v €10,L]
F(:L‘) = —f(—l’),Si S [—L,O]
G(z) = g(x),si z € [0, L]
G(r) = —g(—x),si x € [-L,0]
en particular si * € [(2k — 1)L,2kl] entonces x — 2kL € [-L,0ly F(z) =
F(x —2kL) = —F(—x + 2kl) = —F(—x + 2L). por tanto F(z) = —F(2L — z).
Six € [2kL,(2k + 1)L] entonces x — 2kL € [0,L] y F(z) = F(x — 2kL) =
—F(—z+2kL) = —F(—z + 2L).
En general tenemos: F(z) = —F(2L — z).Vz € R. Analogamente obtenemos que
para todo x € R, G(x) = —G(2L — z).

sean entonces: F, G definidas mediante :
F(z)=f(z) Gx)=g(z) si0<z<L (3.5)

y para cualquier otro x

F(z)=—-F(—x) F(z)=—-FQ2L — 1) (3.6)
G(z) = —p(—z) G(z)=-G(2L - z) (3.7)

Consideremos ahora :
u(z,t) = %F(az‘ +at) + F(x — at) + % / G(s)dS (3.8)

Veamos que las extensiones F' y GG anteriormente definidas satisfacen las condiciones
(3.2) y (3.3)
Sea = € [0, L]

u(z,0) —%[F(x—i—O)%—F(a:—O)]jL% / G(s)ds

11



g
=
e
|
R

[

QNN =N

u(z,0) = % [F(at) + F(—at)] + 2_1a / G(s)ds

—ct

_ %{F(at) + Flat))

_ %{—F(—at) + Flat)} =0

[F(L+at)+ F(L — at)] + % / G(s)ds

L—ct

u(z,0) =

DO | —

- %{F(L +at) + F(L —at)}}
= (L~ (L +an) + F(L — at)}

1
= 5{—F(L —at)+ F(L—at)} =0
De tal manera que podemos concluir que (3.8) es solucién clasica del problema

Ut — AP Uyy = 0 (3.9)

12



Una verificacion directa de que la funcion u(z,t) definida en (3.8) es solucion de
(3.9) es la siguiente:

up = ! [F'(z + at).a — F'(x — at).a] + 1 [G(z + at).a + G(x — at).q

2 2c
Uy = % [F"(a: +at) + F'(z — at)] + g |G'(x + at) — G'(x — at)]
Uy = % [F’(Hat) +F’(x—at)} + % Gz + at) — Gz — at)]
Ugy = % [F"(I+at) + F'(z - at)] + % [G/(x—i-at) — G (z — at)

Reemplazando (3.9) obtenemos:

% [F'(z+at) + F'(z — at)] — % [G'(z + at) — G'(z — at)]

2
— <% [F'(z+at) + F'(z — at)] — % [G'(z+ct) — G'(z— at)]) =0.
Analizaremos ahora la férmula:

z+at

u(z,t) = %F(m +at) + F(x — at) + % / G(s)ds
r—at

y el papel de las caracteristicas. Tomemos un punto de coordenadas (x*,t*) tal que
O<axr<L,ytr < %*, tr < L_T’“"*, es decir se encuentra en el interior del intervalo
[0, L] (figura 3.2)

por el método de D’Alembert podemos encontrar u(x,t) y extenderla de manera
impar, llegando a:

u(x,t) = % [F(zr+at)+ F(x —at)] yent=0u(x,t)=F(zx).
Si tomamos un x dentro del entorno (figura 3.1) que sea menor que z* con f >
0,lafuncin u(x,t) > 0, crece a partir de ¢ = 0 manteniendo el hecho de que
u(z,t) > 0; para t ~ *== cuando el punto (r,t) esta cerca de la caracteristica
r + at, esta se refleja en el punto (0, *2) dando lugar a una caracteristica a derecha,
dicho efecto suele llamarse eco.

Asi de manera concreta la solucion del problema
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e —at + L /:L':at

0x* —at™ x* 4+ at* [, T

Figura 3.2: [lustracion de las extensiones

Uy = A*Ugy, x>0, t >0, (3.10)
u(z,0) = f(z), w(x,0)=g(x), >0, (3.11)
u(0,t) =0, (3.12)

necesita una extension en x = 0.
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Capitulo 4

METODO DE LA INTEGRAL DE
ENERGIA PARA LA
DEMOSTRACION DE LA
UNICIDAD DE LA SOLUCION

4.1. INTRODUCCION

En esta seccion demostraremos un teorema de unicidad de solucién de un problema
mixto, utilizando el método de la integral de energia. Para realizar esto comenzamos
mostrando algunas consideraciones fisicas.

Consideremos una cuerda vibrante de longitud L, con sus extremos fijosen x =0y
x = L, conociendo su posicion inicial, como se observa en la (figura 4.1). Sea u(zx, t)
el desplazamiento vertical de cualquier punto de la cuerda, medido a partir del eje
x.

A continuacion presentamos una expresion de la energia total E(t) de dicha cuerda.

Sea A, = [z, + A,] un segmento de la cuerda, dicho segmento se mueve transver-
salmente con una velocidad u;, que puede tomarse como la misma para todos los
puntos de este segmento; supongamos que la densidad es constante e igual al valor
de p(z) en un punto del segmento, entonces la energia cinética del mismo sera.

)p() Ao (ur)? (4.1)



utZO

Figura 4.1: Descripcion de la cuerda

La energia cinética total de la cuerda es la suma de las energia de los segmentos
en los que se ha dividido la cuerda. La aproximacion (4.1) es mas exacta cuando
se considera nula la longitud de los segmentos, es entonces correcto considerar el
limite de tales sumas cuando la longitudes de los segmentos tiene a hacerse mas
pequena, mas exactamente nula, luego la energia cinética es igual a:

l\'>|’—‘

L
/p [y (2, t)]*da. (4.2)
0

Tomamos la energia potencial en un instante dado, como el trabajo que debe rea-
lizarse para llevar la cuerda desde su posicion de equilibrio hasta la posicién que
tiene en ese instante. Este trabajo es realizado por la fuerza de tension, o de manera
mas precisa su componente transversal. Consideremos que la cuerda en su inicio se
encuentra en su posicion de equilibrio u(z,0) = 0 y en un instante ¢, cualquiera, la
configuracion de la cuerda se describe por la funcion u(x,ty) = ug(x). La tension T
es tangente a los extremos del intervalo [z, z + A,] (figura4.2), por lo tanto esta es:

Tug|ein, — Tuz|e = Tuge(z + 0AL) Ay, (4.3)

donde 0 < 0 < 1 si aplicamos ésta fuerza, el segmento A, se mueve a una distancia
u(z,t)dt en un tiempo dt. El trabajo que se realiza sobre el segmento lo tomaremos
como el producto de la fuerza y la distancia empleada; de esta manera el trabajo
total realizado en la cuerda equivaldré a la suma de todos estos trabajos y tomando
el limite cuando la longitud de los segmentos tiende a cero y su ntimero a infinitos
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Figura 4.2: Descripcion de la tension

(puntos), obtenemos:
L

W = {/ Tz udz }bdt.
0

Al integrar por partes y aplicar la regla de Leibnitz de derivacion bajo la integral,
entonces

L

W = {Tu,u§ — /Tumumdx}dt

[\3|,_.
SIS

L
/T 2da + Tugu, g ydt
0

Integrando con respecto a t en el intervalo [0, o] y utilizando
el hecho de que u(x,0) = 0, puesto que u(z,0) = 0, obtenemos:

L to

Wt / Tulde}|? + / (Tuguy|F)dt}

0
to

L
—1
/Tum z,to)] dm+/Tuxut\0Ldt. (4.4)

0 0

Si tenemos la cuerda fija de sus extremos,u(0,t) = u(L,t) = 0; entonces, u:(0,t) =
ut(L,t) = 0, con lo cual se anularfa el ultimo término de (4.4) y la energia potencial

17



en el instante t = ¢y sera,

L

pltn) = 5 [ {Tlus(asto) o) (4.5

0
y la energia total es:

L

E(to) = %/{T[uz(fﬁ,to)]Qdﬁ + p(@)[us(z, o))"} (4.6)

0

A continuacion se presenta el teorema de unicidad

Teorema 4.1. Fl siguiente problema tiene solucion unica:

puy = [kug). + f(x,t) O0<ax <L, t>0 (4.7)

w(z,0) =p(z) w(x,0) =) 0<zx<L (4.8)

w(0,t) = pa(t) w(L,t) =pue(t) t>0, (4.9)

donde u € C*([0, L] x {t > 0}, varphi(z), pi, pa, ¥(z) € C*0,L] y p(z) y k(x)

son continuas en [0, L] y positivas.

Demostracion 4.1. supongamos que existen dos soluciones uy y us y sea v(x,t) =
uy — us. Entonces v es solucion del problema homogéneo

puy = [kvg], (4.10)
v(z,0) = vy(x,0) =0 (4.11)
v(0,t) = v(l,t) = 0. (4.12)

De acuerdo con lo deducido anteriormente la energia total esta dada por (4.6), esto
es:

wl»—‘

L
/kv + pvild (4.13)
0

donde en este caso la tension es k(x).

Derivando (4.13) respecto de t, y usando la regla de Leibnitz,

L

d
k(v + pa)ef)
0

1 [ d 2 2
— 3 {(Ek)vx + k*vg,.v — at + ,O(x)vt-vtt}
0

dE
dt
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1 [rod r
=3 / {E]{;_vidg; + / (kv + pogvg|da
0 0

dE
_t = /{kvxvmt + PUtUtt}dl"
0

donde
L L
/kvmvxtdx = kv "= — /vt(kvm)mdx;
0 0
el primer término se anula, puesto que vy(0,t) = wv(L,t) = 0, porque v(0,t) =

v(L,t) = 0. Asi

L

sabemos que v es solucion de (4.10-4.12). Por lo tanto,
. L
E(t) = cte = :§/KU + pv]|i=odx = 0
0

De donde deducimos que vy(z,t) = v(x,t) = 0 y de aqui v(z,t) = cte y como
v(x,0) = 0 entonces v =0 lo cual implica que u; = us.

la siguiente proposicién es una aplicaciéon de la unicidad de la solucién

Proposicion 4.2. El operador L : C*(R) x CY(R) — C*(R x {t > 0}) definida por
L(f,g) = u(x,t) donde u(z,t) es la solucion del problema

utt—c%m:O, reR, t>0, c=cte

u(z,0) = f(z), w(x,0)=g(z), z€R
(4.14)

es lineal.

Demostracion.
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Sean

L(fi,g1) = u, u(z,0) = fi w(z,0) =g,

L(fa, g2) = v, v(z,0) = fa vi(z,0) = ga.

Entonces

L{(fi,91) + (f2,92)] = LIf1 + f2, 91 + 2] = 2
donde

2(z,0) = fi + fa
2(,0) = u(z,0) + v(z,0)
2(2,0) = (u+v) = (2,0)
z(2,0) = g1 + 9o
2i(x,0) = ug(x,0) 4+ vy, 0)
2i(2,0) = (u+ v)(z,0)
entonces z y u + vn son soluciones del problema
Wy — Cwgy =0
w(x,0) = fi(z) + fa(x), wi(z,0) = g1(2) + ga(2),
(4.15)
Por el teorema de existencia y unicidad enunciada en el presente capitulo, se con-
cluye que

Z2=u-+v
esto es:

L{(f1,91) + (f2, 92)] = L(f1, 91) + L(f2, g2)
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Capitulo 5

METODO DE FOURIER PARA EL
PROBLEMA MIXTO RELATIVO A
LA ECUACION DE LA CUERDA
VIBRANTE CON CONDICIONES
DE CONTORNO HOMOGENEAS

Consideremos el problema

Uy = Upy O0<ax <L, t>0 (5.1)
u(z,0) = f(z) w(x,0)=g(zr) 0<x<L (5.2)
u(0,t) =u(L,t)=0 t>0 (5.3)

Recordemos que debe satisfacer la condiciones de concordancia enunciadas en capi-
tulo tres, en la ecuacion (3.4)

f(0) = f(L). (5.4)

Este método inicia buscando una soluciéon del tipo:
u(z,t) =T ()X (x). (5.5)
Entonces

uy =T (1) X ()

Ugpyr = T<t)X” (:E)7
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ahora sustituyendo estas expresiones en (5.1)obtenemos:
XT' =X'T (5.6)

Como lo deseado son soluciones no triviales, tomamos X (zg) # 0 para algiun x.
Entonces de (5.6), para cualesquiera ¢ tenemos,

1 X”<£C0)
T (t) = T(t) = MT(t).
De igual manera, tomando ¢, tal que T'(ty) # 0, para cualquier x obtenemos,
v T (to)
X = X(z) = XX (x).
Pero en todo punto donde X (z)T'(t) # 0, tenemos
Xl/ Tl/
@ _T'(0) )
X(z)  T(t)

luego, \; = Ag. Llamaremos —A\ a ese valor. De (5.7) llegamos, a las siguientes
ecuaciones:

T+ 2T =0
X' +2X =0
De (5.4) y (5.5) resulta,
X(0)=X(L)=0. (5.10)

Consideremos ahora el problema formado por la ecuaciones (5.9)-(5.10). Este es un
problema del tipo Sturm-Liouville; el cual consiste en buscar los valores de A para
los cuales existe soluciéon no trivial.

Analicemos tres casos:

a) A <0.
La solucion general de (5.9) es,

X (z) = Cy exp[v/=Az] + Cy exp[—v—Az].
Utilizando la condicion(5.10),nos queda
Cy+Cy=0 Cyexp[—V—AL] + Cyexp[vV—AL] = 0.
De aqui obtenemos,
Cyexp[—vV—=AL] = C} exp[vV/—AL]

y esto ocurrird solamente cuando C; = 0 ( y por tanto Cy = 0 ), luego
tendriamos una solucién trivial.
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b)

A=0.
2 2 " : 2
En este caso la ecuacion (5.9) serd X = 0, cuya solucion general es,

X(z) =C) + Cax.

De X(0) = 0, nos queda C; = 0, y de X(L) = 0, resulta CoL = 0; luego
llegamos a una solucién trivial.

A > 0.
La solucion general es ahora,

X (z) = Cy cos V Az + Cysen vV Az,
Utilizando que X (0) = 0, obtenemos C = 0. La condicién X (L) = 0 nos dice

sen VAL = 0, (5.11)

ya que eliminamos la posibilidad de que C; = 0 que nos llevaria nuevamente
a una solucién trivial. Entonces de (5.11) obtenemos VAL = km, con k € Z,
es decir,
2,2
L )
luego es suficiente tomar los valores positivos de k para que obtengamos los
posibles A, que no admiten soluciones triviales.

A= ke (5.12)

k2m?
)\k — 7, k’ - 1,2,3, (513)

A cada )\, asociamos la familia de funciones:

X, = C, sen(kiLm), (5.14)

de la cual tomaremos como representante la que corresponde a C, = 1 por
ser un valor arbitrario; por lo tanto,

Xy = sen(kﬂTw). (5.15)

Las funciones X son llamadas funciones propias y Xj es la funcién propia
asociada al valor propio A.

Reemplazando el A, dado en (5.13) en (5.8), tenemos:

" k27T2
T +( 72

T) =0. (5.16)
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La solucion general de la anterior ecuacion esta dada por :

kmt

=). (5.17)

kmt
Ty (t) = Ak cos(— 7 ) + By sen(—

Entonces las uy(x,t) se encuentran determinadas por:

up(@,t) = Xy(2) T ()
es decir

kllx kIt kIt
ug(z,t) = sen(T)[Ak cos(— 7 ) + By sen(T)],

las cuales son soluciones de la ecuacion (5.1), que satisfacen las condiciones
(5.3), sea cualesquiera los valores de los coeficientes Ay y By.

Para que obtengamos una funciéon que ademaés satisfaga las condiciones (5.2),
consideremos la serie,

kmt kmt
Z X (z)[Ag cos(— ) + By sen(— T )] (5.18)
L L
Entonces
> kmx
= A —) = . 1
u(z, 0) ; psen(——) = f(x) (5.19)
suponiendo que la la serie puede derivarse termino a termino,obtenemos
w(,0) = i(’“—”)B sen(*%) Z g(a) (5.20)
t 9 - p L k L - g . .

Si las funciones f y g admiten un desarrollo en serie de Fourier segin el
sistema { X, (z)} en [0, L], la formulas (5.19) y (5.20) definen univocamente
los coeficientes Ay y By , v u(x,t) estaria determinada. Es logico pensar que
si la serie (5.18) es divergente no representara una solucion.

Planteemos ahora las condiciones sobre las funciones f y g para que (5.18)
proporcione la solucién deseada. Escribamos esta de la siguiente forma,

t)=> up(z,t) (5.21)

u(z,t) serd continua si la serie converge uniformemente, y satisface las condi-
ciones (5.3) y la primera de las condiciones (5.2). Como

lup (2, )] < |Ag| + | Bl
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seréa suficiente entonces que la serie mayorante converja

[e.9]

> 1Ak] + [ Byl. (5.22)

k=1

Para la segunda condicion en (5.2) se requiere que u;(z,t) sea continua y para
que esto suceda necesitamos que la serie

Zaa_ = (kzr)sen(kﬂx {—Ag sen(kzt) + By COS(%)}, (5.23)

k=1 k=1

converja uniformemente, que ocurria con la convergencia de:

S” k(A + [By). (5.24)

De igual manera para que u € C?([0, L‘] x [0, o0]), es suficiente con la conver-
gencia de las series de las segundas derivadas, y para ello necesitamos que la
serie,

>R (Al + [Bi)). (5.25)
sea convergente.
Cumpliendo todas las condiciones dadas anteriormente obtenemos la solucion
buscada.

A Continuaciéon mostramos los teoremas que nos explican la convergencia de las
series mencionadas anteriormente.

Teorema 5.1. (Condicion de Cauchy para la series de potencias) Una serie de
funciones Y7, fu(x) , x € D, converge uniformemente en d si y solo si, dado
e > 0 existe N tal que para todo n > N tenemos | >;2% | fi(z) |< € para todo
x € D, para todo q = 1,2,3, ... donde D el dominio comin de todas las funciones

Jo-

Demostracion. ver [6]. O

Del anterior teorema se desprende la siguiente afirmacion:

Proposicion 5.2. St Y >, | fu(z) | converge uniformemente en D, entonces
> fu(x) también converge uniformemente en D
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Teorema 5.3. Criterio M de WEIERETRASS. Sea (f,(z)) una sucesion de fun-
ciones acotadas en D para cada n. Sea M, una constante tal que | fn(x) |< M,,
para todox € D, n=1,2,3,.... Sila serie numérica de )~ M, converge, entonces
la serie de funciones y .| fo(x) converge uniformemente en D.

Demostracion. Sea | anq fe(z) < anq | fr(z) |< ZZ+Z+1 k(z), de-

k=n+1 k=n+1
seamos encontrar el € > 0 , entonces dado ¢ > 0 existe n tal que n > N,
+ +
on s My (z) < e, por lo tanto, | Y2771 fi(z) [< e O

5.1. INTERPRETACION DE LA SOLUCION

La solucion (5.18), obtenida anteriormente, es la suma de ciertos términos, en esta
seccion analizaremos algunos de estos términos

nmwx nmt nmt

t) = leen<”—7)[Ansen(T)cos( ) + By sen(—) (5.26)

= Zun(x,t) (5.27)

donde
t
up(x,t) = sen(nzx)[A cos(n;T )+ B, sen(n;T ). (5.28)
Sean,
—L B
A2+ B 5, =(—= tan(— 5.29
2B b= (D) actan(52), (5.20)

utilizando la formula del coseno de la suma de dos angulos, se comprueba que,

un(z,t) = ap, cos[(n%) + (t+6,)] sen[@

= (5.30)

Estas soluciones u,(x,t) se denominan armoénicos. El efecto de cada una de estas
funciones en un punto g es el desplazamiento periddico

NmTTg

un (o, t) = cos[(%) + (t + dy,)] sen| . (5.31)

Si x¢ es tal que sen[™#] = 0, es decir, si xg =
un(xo,t) = 0, y por lo tanto el punto permanece estacionario en todo el proceso;
(2m+l)L —0.1 1

Y ’

2n
son llamados antinodos; estos puntos oscilan con la amplitud maxima o, Sen(kHL”O ).

mL conm =1,2,...,n — 1, entonces

estos puntos son denominados nodos. Los puntos xy =

...7

26



Consideremos n = 1, el armoénico fundamental:

™

u(z,t) = {ay cos[(z) + (t+1)]} sen[f].

; (5.32)

En este caso los tnicos puntos fijos de la cuerda son los extremos z = 0, z = L.
Para determinar los nodos y antinodos utilizamos las siguientes ecuaciones:

L
To = m—, conm=1,2,...n—1 (5.33)
n
2 1L
xozw, m=0,1,...n—1. (5.34)
n

Tomemos n = 2,m = 1 en la férmula (5.33). Tenemos zop = £ y m = 0,1 en la
formula (5.34) tenemos zy = £, zy = 3£ y asi sucesivamente obtenemos los nodos
0 40 *0 4

y antinodos respectivos. En estos casos los segmentos de cuerda entre nodos vibran
independientemente.

Los primeros tres armoénicos son:

uy(z,t) = o cos(%) + (t +61)] sen[ﬂ—;}.
ug(z,t) = g COS(Q%) + (t+ 92)] sen[%Tx].
uz(x,t) = az COS(B%) + (t +63)] sen[?me].
n=1
n=2

Figura 5.1: Armoénicos

La frecuencia, f, = % no depende del punto, por lo tanto todos puntos tienen la

misma frecuencia, por ejemplo en el primer armonico la frecuencia es, f; = L;E'
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El primer nodo normal se llama frecuencia fundamental o primera armoénica se
relaciona directamente con la altura del sonido que produce un instrumento de
cuerda. Mientras mayor es la tension de la cuerda, mas alto (agudo) sera el sonido
que produce.

Las frecuencia f,, = nf; es miltiplo entero de la frecuencia fundamental, recibiendo
el nombre de armonicos o sobretonos. La segunda armoénica es el primer sobretono
y asi sucesivamente.
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Capitulo 6

METODO DE FOURIER PARA LA
ECUACION NO HOMOGENEA.
FUNCION DE GREEN

Adicionando el término h(x,t) a la ecuacion diferencial parcial (5.1), obtenemos la
siguiente ecuacion diferencial parcial no homogénea.

Uy = a*Ugy + h(2,t) 0<z <L, t>0, (6.1
u(r,0) = f(x), w(r,0)=g(z), 0<z<IL, (6.2)
uw(0,t) =u(L,t)=0 t>0. (6.3

Las condiciones (6.2) y (6.3) son iniciales y de frontera respectivamente. El tér-
mino h(z,t) indica la accién de una fuerza externa, por tal razon las oscilaciones
representadas por la funcion u(x,t) son denominadas, forzadas. Supongamos que
h(z,t), fyg tengan los siguientes desarrollos:

hat) = ha(t) sen[n—zx], (6.4)
: (6.5)
donde
() = % / (s, 1) sen "7 ds (6.6)
fla)=3" 4, Sen[?] (6.7)
) (6.8)

29



con

L
2 n7rs
Lo/f sin[— (6.9)
g(x) = Cnsen[nzx], (6.10)
nL:l
c, = % / g(s)sin("2]ds. (6.11)
0

u(@,t) =Y u(t) sen|——] (6.12)

sustituyendo las expresiones de u y h en (6.1) y derivando término a término,

obtenemos
nwT

;{az(f Jun () + 0 (£) = hn(8)}. 500 7] = 0. (6.13)

De esta igualdad se satisface si u,(t) es solucion de la ecuacion ordinaria de segundo
orden: nr

w, + [ () = ha(t) (6.14)
Por otro lado aplicando las condiciones iniciales, obtenemos:

0) = Zun( sen[— mm ZA sen[— mrx = f(z), (6.15)
= Zu;( sen[— mrx ZC’ sen[— mrx = g(x). (6.16)

De la unicidad del desarrollo de Fourier tenemos que, wu,(t) debe satisfacer las
siguientes condiciones,

/

un(0) = A, u,(0) =C,. (6.17)
En resumen u,, debe satisfacer el siguiente problema de valor inicial.

u,, + [Tl u(t) = ha(t),

u,(0) = A, u,(0) = C,.
Sea w = "I, entonces, u/,; + w?u,, = h,, aplicando transformada de laplace:

L{u;; + wu,} = L{u;;} +w?L{u, } + sL{u!} —u/ (0)
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= sL{u,} —u, (0) + w?L{u,}

= s[sL{un} — un(0)] — u,(0) + w2’£’{un}

= s*L{u,} — su,(0) — Cp + w?L{u,}

= {s* + w{u,} — (sA,s + C,,)

= {s* + w{u,} — (sA,s + C,) = L{h,}

despejando L{h,} tenemos:

L{h,} 1w A,s C,.w

w2+ w? 24w (s w?)aw’

L{un} =

1 n
L{u,} = Eﬁ{hn}.ﬁz{sen wt} + A, L{coswt} + %L{sen wt}.

aplicando transfornmada inversa

1
Up = EL_l {L{h,}.L{senwt}} + A, L7 L{coswt} + %L‘lﬂ{sen wt}

1 Chn
U, = —{hy,(t).senwt} + A, cos +— sen wt
w w

t
C
Up = / senw(t — 8)hy,(s)ds + A, coswt + — sen wt.
0 w

Luego la solucion particular de (6.14) es

ul = L] /0 sen[TE= 8y s,

nwa L

Por otra parte, la soluciéon general de la ecuacion homogénea asociada es,

t t
wll(t) = K, cos| 2] + L, sen[——2]. (6.18)
L L
Aplicando las condiciones (6.17) tenemos,
L
nme
Luego,
t LC nmrat
() = A, cos| " 6.19
ull (1) = A cos T 4 [0 e "7 (6.19)
Entonces,
un (1) = ul (t) + ull () (6.20)



es la solucion del sistema (6.14)-(6.17), sustituyendo (6.20) en (6.12), obtenemos :

() = Z(%) / {sen[mm)éZf =9 sen" T hfs)}ds(6:21)

n=1 0
nmact 1 nmwat nmwT
+ Z{An cos| 7 |+ (mrat)cn sen| 7 ]} sen| 7 ).

n=1
Consideremos ahora el caso en donde la fuerza h(x,t) sea periddica respecto a t,
(de igual forma lo seran sus coeficientes).

Sea,
hn(t) = acoswt + Bsenwt
Siw # ™%, de (6.21) tenemos que el coeficiente u, () de la ecuacion (6.12) tiene la
forma
I (nma)(t — s)

un(t) = py sen| 7 |hn(s)ds
nmwat 1 nmat nmwx
+A,, cos] 7 |+ (mmt>0" sen| 7 ]Sen[T].

que consta de una parte periodica de frecuencia w y otra de frecuencia *7*. Pero

si para algin n, w = “F%, entonces, u,(t) no estd acotada como se sabe a partir de
(6.14); este es el caso de la llamada resonancia.

Si consideramos ahora que las condiciones iniciales nulas la solucion toman la forma:
nmx

ul(2,t) = Zum) sen[T],

sustituyendo la expresion de ul, y en esta la de h,(t), intercambiando los simbolos
de integral y serie , obtenemos,

SGH(n—f)}.h(f,T)dde.

Es decir, .
! = G(z,&,t —7)h(E, T)déd 6.22
wat) = [ [ Gt —rntericir (6.22)
donde
Gz, & t—1) = % Z{% sen[MLt_T)]. sen[n—f] Sen[n—zg], (6.23)
=1

la cual denominamos funcién de Green.
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Capitulo 7

SOLUCIONES GENERALIZADAS

Anteriormente hemos venido trabajando el concepto de solucién clasica, pero jqué
sucederia en el caso de involucrar funciones no necesariamente derivables en algin
punto?, buscamos introducir otro tipo de soluciones, las generalizadas, una de las ra-
zones del uso de éstas es el hecho que las funciones que proporcionan las condiciones
iniciales o de frontera, s6lo se conocen en la practica de manera aproximada. Por eso
la suposicion de que satisfacen determinadas condiciones de suavidad es un tanto
arbitraria. Existen dos formas fundamentales para definir soluciones generalizadas:

1. METODO DE IDENTIDADES INTEGRALES

Una soluciéon generalizada de una ecuacion diferencial parcial es una funcion
que satisface una cierta identidad integral.

El método se basa en multiplicar la ecuacion que involucra la incognita por una
funcion suficientemente suave que a su vez se anule en un conjunto apropiado,
llamada funcién de prueba y mediante integraciones por partes, se deduce la
identidad integral que satisface la solucion.

Ejemplo 7.1. Determinar la identidad integral que satisface la solucion ge-
neralizada de la siguiente ecuacion,

ur + a(z, t)u, + b(z, t)u = f(x,t)

—~
=~
—

S~—

multiplicando por la funcion de prueba g e integrando, tenemos

/gut+/a(x,t)gux+/b(:v,t)gu:/gf(x,t). (7.3)
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Aplicando integracion por partes, siendo B el soporte compacto

//Bgutdtd‘r:(_1)//Bgt(9€,t)u(a:,t)dtdm (7.4)

/ /Bagumdfﬂdt:(—m / /B %(ag)udwdt (7.5)
(_1)//Bgt“dxdt+//3%(ag>“d$dt+//36(xvt>gu://Bgf(a:,t)dxdt
(7.6)

—/B{u[gt—i—%(ag) by —gf}dxdt:O &
(7.8)

llamando ulgt + 2 (ag) + bg] = uH(g), tenemos:

/uH(g)d:Edt = fgdzdt. (7.9)
B

Definicion 7.2. u(x,t) es solucion generalizada de(7.1) si para toda g €
C}(B) satisface (7.9), conocida con identidad integral.

METODO DE PASO AL LIMITE

Ejemplo 7.3. Considerando el siguiente problema:

Uy =u, a<x+t<b t>0 (7.10)
u(z,0) = ¢(x), a<z<b (7.11)

solucion, en primer lugar haciendo el siguiente cambio de coordenadas.

= t) = 2t
§=E(a,t) =x+ 2t (712)
n=n(zt)=z+t,
el cual tiene transformacion inversa dada por:
=2 —
T=2 =8 (7.13)
t=&—n.

Considerando uw como funcion de & y de n tenemos:

u(z,t) =u2n —&,§ —n) =v(&n)
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w(x,t) = 2ve + v,
uy(x,t) = ve + vy

Entonces la igualdad uy = u, se transforma en

ve(§,m) =0

luego deducimos que:
v(&,n) = f(n).

donde fes una funcion arbitraria en el espacio de las funciones con primera
derivada continua.

Retomando las coordenadas iniciales

Entonces
u(z,t) =p(r+t) para a<xz+t<b. (7.14)

Si o € Ca,b], es la solucion del anterior problema. Si o es solamente conti-
nua en [a,b], no seria solucion. Sin embargo sabemos que puede encontrarse
una sucesion @, € c'[a,b] tal que ¢, converge uniformemente a o, en [a,b];
por lo tanto, ¢,(z) converge uniformemente a p(z), sia < z < b. En este
sentido tenemos la siguiente definicion.

Definicion 7.4. u(x,t) = p(x+1t) es la solucion generalizada de (7.10)-(7.11)
cuando ¢ es solamente continua en [a,b].
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