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Resumen
Titulo: Andlisis de la Inestabilidad de Kelvin-Helmholtz en plasmas parcialmente ionizados con términos de ioniza-

cién y recombinacion en la magnetésfera terrestre

Autor: Katherin Paola Gémez Romero

Palabras Clave: Magnetohidrodindmica, Inestabilidad de Kelvin-Helmholtz, Ionizacién, Recombinacién.

Descripcion: La inestabilidad de Kelvin-Helmholtz es un fenémeno comin de la naturaleza ya que estd presente
en diferentes entornos, particularmente, astrofisicos. La inestabilidad de Kelvin-Helmholtz ha sido estudiada en mul-
tiples ocasiones en distintos contextos, como en prominencias solares, en la magnetopausa de distintos planetas, la
magnetdsfera terrestre, entre otros. Al ser un fendmeno tan comun es necesario un entendimiento completo de su di-
namica. Con el fin de entender la dinamica de este fendmeno se hace necesario construir un modelo matematico, el
cual corresponde a la magnetohidrodindmica. En este trabajo de grado se analiza la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz
haciendo uso de la magnetohidrodindmica, teniendo en cuenta fenémenos como las colisiones entre las diferentes
especies del plasma, y los procesos de ionizacién y recombinacion. Para esto, se hizo uso del c6digo MAGNUS, un
codigo de computacién paralela que resuelve las ecuaciones de la MHD mediante esquemas de alta resolucion. Para
determinar los efectos de los fendmenos de ionizacién y recombinacién, se implementé en MAGNUS un modelo ex-
perimental para dichos fenémenos. Adicionalmente, se estudié la dindmica de la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz
en la magnetdsfera de la Tierra como una aplicacién prictica. Se encontré que las colisiones, tanto eldsticas como
inelésticas, participan activamente en la amplificacién del campo magnético, y que dicha amplificacion estd presente

en la magnetdsfera de la Tierra debido a la formacién de la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz. Ademads, se comprobd
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que las colisiones eldsticas llevan a que los dos sistemas, tanto de particulas cargadas como neutras, tengan dindmicas
similares. Por otro lado, se encontr6 que las zonas donde se forman los vértices caracteristicos de la KHI son regiones
de maximos de recombinacidn, y representan a su vez mdximos de densidad de masa, momento y energia para ambos

fluidos.
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Abstract
Title: Analysis of kelvin helmholtz instability in partially ionized plasmas with ionization and recombination pheno-

mena in the Earth’s magnetosphere
Author: Katherin Paola Gémez Romero
Keywords: Magnetohydrodynamics, Kelvin-Helmholtz instability, Ionization, Recombination.

Description: The Kelvin-Helmholtz instability is a common phenomenon in nature as it is present in different envi-
ronments, particularly in astrophysical environments. The Kelvin-Helmholtz instability has been studied many times
in different contexts, such as solar prominences, the magnetopause of different planets, and the Earth’s magnetosphere,
among others. Being such a common phenomenon, a complete understanding of its dynamics is necessary. In order
to understand the dynamics of this phenomenon it is necessary to build a mathematical model, which corresponds
to magnetohydrodynamics. In this work, the Kelvin-Helmholtz instability is analysed using magnetohydrodynamics,
taking into account phenomena such as collisions between the different species in the plasma, and ionisation and
recombination processes. For this, use was made of the MAGNUS code, a parallel computing code that solves the
MHD equations by means of high-resolution schemes. To determine the effects of ionisation and recombination phe-
nomena, an experimental model for these phenomena was implemented in MAGNUS. In addition, the dynamics of
the Kelvin-Helmholtz instability in the Earth’s magnetosphere was studied as a practical application. It was found that
collisions, both elastic and inelastic, actively participate in the amplification of the magnetic field, and that such ampli-
fication is present in the Earth’s magnetosphere due to the formation of the Kelvin-Helmholtz instability. Furthermore,

it was found that elastic collisions lead to the two systems, both charged and neutral particles, having similar dyna-

Bachelor Thesis
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mics. On the other hand, it was found that the areas where the characteristic vortices of the KHI form are regions of

recombination maxima, and represent in turn maxima of mass, momentum and energy density for both fluids.
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Introduccion

En el Universo ocurren diversos fendmenos de gran interés para la comunidad cientifica,
puesto que estos pueden interactuar y afectar en gran medida a nuestro planeta. En particular,
las interacciones Sol-Tierra son especialmente importantes, debido a que su impacto y posibles
consecuencias son las que mas afectaciones pueden provocar en la Tierra. El clima espacial es el
area encargada de estudiar dichas interacciones, siendo este un campo de la ciencia espacial que
se encarga de analizar y comprender los posibles impactos de las interacciones entre la Tierra y
el Sol, y sus consecuencias en la sociedad y la tecnologia (Moldwin, 2008). El clima espacial se
enfoca principalmente en el entorno geoespacial, incluyendo el Sol, el medio interplanetario, y la
magnetodsfera terrestre (Baker, 1998).

En la astrofisica y el clima espacial, la fisica del plasma es una herramienta de gran impor-
tancia, ya que el plasma esta presente en todo el Universo debido a que representa la mayor parte
de la materia visible. Gracias a esta ha sido posible analizar y entender los multiples fendémenos
que ocurren en el Universo, ya sea en los astros, los planetas, o incluso en discos de acrecion alre-
dedor de agujeros negros (Lovelace et al., 2010; Nishikawa et al., 2000). El entendimiento de los
diferentes fendmenos fisicos, como las eyecciones de masa coronal, las tormentas geomagnéticas
o las erupciones solares, permite el avance tecnoldgico y, lo que podria ser mas importante, co-
mo estos afectan a la Tierra y sus consecuencias sobre la vida (Hands et al., 2018). En multiples
ocasiones han sido reportados los efectos colaterales de estos fendmenos astrofisicos en la Tierra,

entre los cuales se encuentran afectaciones en la orbita de satélites, en las radio comunicaciones,
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entre otros (Moldwin, 2008).

La comprension de los fendmenos asociados al clima espacial y la fisica del plasma se hace
mediante la magnetohidrodindmica (MHD). Esta es una rama de la fisica que se encarga de estu-
diar los fluidos cargados y sus interacciones con los campos eléctricos y magnéticos (Bittencourt,
2004). Desde el punto de vista macroscopico, el plasma es un fluido globalmente neutro, com-
puesto por particulas neutras, iones y electrones, y su dindmica esté regida por la MHD. Entre los
fendmenos que se pueden estudiar con la MHD se encuentran las turbulencias (Beresnyak, 2019;
Beresnyak and Lazarian, 2019; Tatali et al., 2021), las hojas de corriente (Priest, 1985), las erup-
ciones solares (Priest, 1981; Shibata and Magara, 2011), las eyecciones de masa coronal (M&stl
et al., 2013), la inestabilidad de Rayleight-Taylor (Birk, 2002; Jiang and Jiang, 2015), entre otros.
Adicionalmente, la MHD es un area tan completa y precisa que se ha llegado a utilizar en investi-
gaciones médicas asociadas con el flujo sanguineo (Keltner et al., 1990; Sankar and Lee, 2011), el
fluido sinovial para el tratamiento de artritis (Ibrahim et al., 2019), entre otras.

Un fenémeno de gran interés que ocurre en los fluidos, asi como en el plasma, y que se
puede modelar mediante la MHD es la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz (KHI por sus siglas en
inglés). La KHI es una inestabilidad de tipo flujo cortante, que se da cuando dos fluidos que com-
parten una frontera en comun poseen velocidades relativas entre si. Este tipo de inestabilidad esta
presente en multiples escenarios, tales como la corona solar (Foullon et al., 2011); la magnetopau-
sa de la Tierra (Ong and Roderick, 1972), al igual que en la magnetopausa de otros planetas como
Saturno (Delamere et al., 2011), Jdpiter (Zhang et al., 2018), Mercurio (Sundberg et al., 2010), y

Venus (Pope et al., 2009; Mostl et al., 2011); colas de cometas (Ershkovich, 1980); auroras borea-
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les (Hallinan and Davis, 1970); jets cromosféricos solares (Kuridze et al., 2016); y la magnetdsfera
terrestre (Faganello and Califano, 2017), entre otros.

A pesar de que la KHI ha sido investigada en diversos entornos astrofisicos, la mayoria
de estas investigaciones se han realizado ignorando fenémenos importantes y teniendo en cuen-
ta ciertas aproximaciones, entre ellas, la aproximacién ideal de la MHD (sin términos resistivos,
viscosidad, flujo de calor, y colisiones entre especies). En adicion a esto, se toman ciertas consi-
deraciones, como el hecho de suponer el plasma como un fluido totalmente ionizado. El hecho de
tomar en consideracion estas aproximaciones no supone resultados erréneos, pues se ha compro-
bado que, a pesar de esto, los modelos implementados se adaptan de manera correcta a la realidad.
Por ejemplo, se ha estudiado la KHI en jets magnetizados usando las ecuaciones de la MHD ideal
(Keppens and T6th, 1999). Igualmente, se ha investigado sobre la KHI en un plasma completamen-
te ionizado inmerso en un campo magnético, usando un modelo de un solo fluido para el plasma
(D’ Angelo, 1965).

Como se mencioné con anterioridad, la dinamica de la KHI se estudia mediante la MHD.
Debido a la complejidad de las ecuaciones que conforman la magnetohidrodinamica, su solucién
analitica se limita a un régimen lineal, pero una vez el sistema entra en un régimen no lineal no se
puede encontrar una solucién analitica. Para esto, se han desarrollado diversos métodos numéricos
y computacionales que resuelven las ecuaciones de la MHD. Entre estos se encuentran el codigo
VAC (por sus siglas en inglés Versatile Advection Code), €l cual permite al usuario resolver ecua-
ciones diferenciales parciales de tipo hiperbdlicas con esquemas de alta resolucién (Toth, 1996);

el codigo HERA (por sus siglas en inglés Heating by Resonant Absorption), el cual esta disefiado
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para el estudio de problemas que hacen uso de la MHD no lineal (Keppens et al., 1997, 1998);
NIRVANA (Ziegler, 2008), un c6digo de MHD de computacién paralela con AMR (por sus siglas
en inglés Adaptative Mesh Refinement) ideado para problemas astrofisicos y ATHENA, el cual fue
desarrollado en especial para problemas de MHD asociados a la astrofisica (Stone et al., 2008).
Sin embargo, en muchas de las investigaciones que se han llevado a cabo respecto a la KHI
no tienen en cuenta que, en diversos fendmenos, el plasma es un fluido parcialmente ionizado,
es decir, compuesto por particulas cargadas y neutras. El hecho de considerar el plasma como un
fluido completamente ionizado conlleva a despreciar fenémenos no ideales que pueden afectar la
dindmica del problema de manera relevante. Fendmenos como las colisiones entre las diferentes
especies del plasma, la resistencia de Cowling, el calentamiento debido a la friccién entre iones
y particulas neutras, el intercambio de carga y de energia por ionizacion pueden jugar un papel
importante en el estudio del plasma (Ballester et al., 2017). Es por esto que es de gran importancia
considerar al plasma como un fluido parcialmente ionizado. Los plasmas parcialmente ionizados
(PPI) han sido estudiados en fendémenos como la reconexién magnética (Ni et al., 2020) y los feno-
menos de transporte (Rozhansky and Tsendin, 2001). Ademads, han sido investigados en diferentes
escenarios como lo son el medio interestelar, la formacion de discos protoplanetarios, etc (Balles-
ter et al., 2017). Igualmente, procesos como la ionizacién y la recombinacién también suelen ser
despreciados, atin cuando estos pueden ser fundamentales en el andlisis de distintos fenémenos,
varios trabajos han demostrado que son de gran utilidad en la reconexién magnética mediada por
plasmoides en el estudio de hojas de corriente de tipo Harris (Singh et al., 2019; Smith and Sakai,

2008).
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La KHI también ha sido estudiada en plasmas parcialmente ionizados. Por ejemplo, se ha
analizado la KHI en prominencias solares para comprender los efectos de la ionizacién parcial del
plasma en tubos de flujo magnético, encontrandose que las colisiones entre los iones y las parti-
culas neutras reducen la tasa de crecimiento, pero no suprimen completamente a la inestabilidad
(Martinez-Gomez et al., 2015). Asimismo, se ha estudiado la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz y
Rayleigh-Taylor en prominencias solares con PPI incluyendo términos gravitacionales, concluyén-
dose que las colisiones entre las diferentes especies afectan de manera significativa la tasa de creci-
miento de la inestabilidad de Rayleigh-Taylor, y bajo ciertas condiciones estas pueden favorecer la
aparicion de KHI (Diaz et al., 2012). También se han estudiado teniendo en cuenta la presencia de
particulas de polvo, demostrando que al crecer la masa de dichas particulas ocurre un efecto esta-
bilizador en los modos de Kelvin-Helmholtz, pero que a medida que el campo magnético aumenta,
la dependencia con la masa de las particulas de polvo se pierde (Shadmehri and Downes, 2008).
De igual forma, se ha investigado la KHI en PPI compresibles, tanto plasmas colisionales como
no colisionales (Soler et al., 2012). Otras investigaciones tratan con PPI en medios porosos (Sunil,
1997); igualmente, se ha demostrado como el grosor de una capa formada por iones-electrones
y particulas neutras afecta al crecimiento de la KHI (Shadmehri and Downes, 2007); entre otros
(Chhajlani and Vyas, 1989; Watson et al., 2004; Birk and Wiechen, 2002; Wiechen, 2006).

Por otro lado, pocos trabajos investigativos se han realizado, en el &mbito de la astrofisica y
la MHD, teniendo en cuenta los fendmenos de ionizacion y recombinacion. Entre estos se encuen-
tra el estudio de las hojas de corriente de tipo Harris en PPI teniendo en cuenta los términos de

ionizacién y recombinacién. Aqui se demostrd que las interacciones entre los iones y las particulas



INESTABILIDAD DE KELVIN-HELMHOLTZ 18

cargadas juegan un papel importante en la reconexién mediada por plasmoides (Singh et al., 2019).
De igual forma, investigaciones sobre la reconexion magnética en regiones fuertemente magneti-
zadas de la atmdsfera solar han encontrado que la tasa de ionizacion de las particulas neutras es
siempre mayor que la de recombinacidn en la regién donde se forman hojas de corriente (Ni et al.,
2018). Adicionalmente, los fendmenos de ionizacién y recombinacion han sido motivo de inves-
tigacion en trabajos sobre la propagacion de ondas actsticas en medio isotérmicos gravitacional,
encontrandose que dichos procesos absorben una cantidad significante de energia, ademds de con-
cluir que un modelo més preciso de estos fendmenos puede ser esencial para el estudio de los
plasmas parcialmente ionizados (Zhang et al., 2018). A pesar de que se han realizado investigacio-
nes en lo que respecta a la ionizacién y recombinacion, y la amplificacién del campo magnético,
estas no involucran a la KHI. Hasta donde se sabe, no hay evidencia cientifica de como dichos
fenémenos afectan la dindmica del plasma en la KHI, y como estas aportan a la amplificacion de
los campos magnéticos.

Existen en la literatura cddigos disefiados para la solucién de la MHD no ideal. Entre estos
se encuentra MANCHA (por sus siglas en inglés Multi-fluid Advanced Non-ideal MHD Code for
High-res simulations of the solar atmosphere) (Khomenko and Collados, 2012), el cual resuelve
las ecuaciones de la MHD no ideal en la atmdsfera solar; BIFROST (Gudiksen et al., 2011), el
cual soluciona las ecuaciones de la MHD en el contexto de la atmdsfera estelar; y MAGNUS
(Wandurraga, 2022), el cual incluye términos resistivos y de transferencia de calor para simular la
propagacion de ondas en el medio solar.

En este trabajo de grado se busca analizar la dindmica de la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz
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por medio de simulaciones, con el fin de caracterizar su comportamiento y otras variables fisicas,
como la amplificacién del campo magnético, la amplitud de la perturbacién, la distribucién de
densidad de masa, entre otras. Adicionalmente, se busca determinar el efecto de ciertos fenome-
nos, como lo son las colisiones eldsticas entre las diferentes particulas que componen el plasma y
los procesos de ionizacidn y recombinacion, en la dindmica de la inestabilidad. Adicionalmente,
como un ejemplo aplicativo, se realizardn simulaciones en el contexto de la magnetdsfera de la
Tierra para comprender como la KHI se forma en esta region astrofisica, y sus efectos y conse-
cuencias en dicha region. Esto se llevard a cabo mediante simulaciones computacionales con el
codigo MAGNUS (Wandurraga, 2022), el cual es un cédigo de computacion paralela que resuelve
las ecuaciones de la magnetohidrodindmica. Dicho c6digo funciona como un acople entre métodos
de Runge-Kutta, para resolver la parte temporal; y métodos de volumenes finitos, para resolver la
parte espacial; los cuales se encuentran acoplados mediante el método de lineas, Adicionalmente,
MAGNUS se encuentra paralelizado con OPENmp, y funciona con pasos de tiempo adaptativos.
Este trabajo de grado se encuentra organizado de la siguiente forma: en la seccién 2 se
presenta la teoria sobre la KHI, el proceso de formacién y su importancia; seguido a esto, en la
seccion 3, se presenta el modelo matematico de la magnetohidrodindmica que se usa para estudiar
la KHI, junto con los términos de colisiones y los modelos de ionizacién y recombinacion que
se utilizardn; a continuacién, en la seccion 4, se presentan los resultados encontrados para las
diferentes fases; finalmente, en la seccidn 5, se muestran las conclusiones y los futuros trabajos a

realizar.
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1. Objetivos
Objetivo general
Analizar la dindmica de la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz en un plasma parcialmente

ionizado con términos de ionizacidén y recombinacion.

Objetivos especificos
Derivar las ecuaciones de la magnetohidrodindmica, para el modelo de dos fluidos, teniendo

en cuenta los fendmenos de ionizacién y recombinacion.

Implementar en el cédigo MAGNUS (Wandurraga, 2022) un médulo que calcule los térmi-

nos de ionizacion y recombinacion.

Disefiar condiciones iniciales y de frontera que permitan generar una inestabilidad de Kelvin-

Helmholtz.

Caracterizar la amplificacion del campo magnético, y de otros pardmetros como el perfil de

velocidades integrado, en funcién de los términos de colisiones.
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2. Inestabilidad de Kelvin-Helmholtz

Una inestabilidad de Kelvin-Helmholtz es un tipo de inestabilidad que se presenta en flui-
dos, ya sea de forma hidrodindmica o magnetohidrodindmica, dependiendo de los fluidos que se
vean involucrados en su formacién. Esta inestabilidad fue reportada por primera vez gracias a los
trabajos de Lord Kelvin (Thomson, 1871) y Hermann Von Helmholtz (Helmholtz, 1868), quie-
nes estudiaron la dindmica de fluidos con diferentes densidades luego de aplicar sobre ellos una
perturbacion. En su forma magnetohidrodindmica, la KHI se presenta cuando los fluidos son con-
ductores y se encuentran inmersos en campos eléctricos o magnéticos. Estos fluidos conductores
pueden ser, en general, plasmas. Es esta forma magnetohidrodindmica de dicha inestabilidad la
que es de particular interés.

En términos generales, una inestabilidad de Kelvin-Helmholtz es una inestabilidad de flujo
cortante que se forma en la frontera entre dos fluidos! que poseen movimientos paralelos y una
velocidad relativa (MacTaggart and Hillier, 2020). Para que dicha inestabilidad ocurra es necesa-
rio que sobre el sistema se aplique una perturbacion inicial. Sin embargo, las perturbaciones estan
presentes en todo momento en la naturaleza, ya que no existe un estado “ideal” (Trinquete, 2017).
Debido a esto, la KHI puede estar presente en diversos entornos astrofisicos, como en las eyeccio-
nes de masa coronal (Foullon et al., 2011); la magnetopausa de la tierra (Ong and Roderick, 1972),

y de otros planetas como Saturno, Mercurio, Venus y Jupiter (Delamere et al., 2011; Zhang et al.,

' Lainestabilidad de Kelvin-Helmholtz se puede formar también en capas de un mismo fluido.
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2018; Sundberg et al., 2010; Pope et al., 2009); jets cromosféricos solares (Kuridze et al., 2016);
auroras boreales (Hallinan and Davis, 1970); entre otros.

Esta inestabilidad se forma cuando dos fluidos que poseen velocidades relativas® y una
frontera comiin sufren una perturbacioén que altera el sistema, generando una deformacién en la
frontera (Zhelyazkov and Chandra, 2021). Del principio de Bernoulli se puede determinar que
una deformacion de la frontera generard una ligadura en el sistema, la cual lleva a incrementos
en la velocidad de los fluidos y disminuciones en la presion; mientras que una expansion en la
frontera genera disminuciones en la velocidad y aumento en la presion. Entonces, que la frontera
entre los dos fluidos se vea perturbada, causard gradientes de presion en la direccién opuesta a la
deformacién de la frontera, lo que a su vez llevard a una fuerza de presion en la direccion de la
deformacion. Como resultado, esta deformacion en la frontera crecerd, acelerando los fluidos y
llevando el sistema a la formacion de la KHI (Johnson et al., 2014). Este proceso se puede explicar
en cuatro fases. En la primera fase se observan los fluidos con distintas velocidades. Seguido a esto,
la aplicacion de una perturbacion inicial que deforma la frontera. A continuacidn, el crecimiento
de la perturbacién debido a gradientes de presion y el movimiento de los fluidos de un extremo de
la frontera a otro. Como ultima fase, se aprecia la generacion de los vortices caracteristicos (ver
figura 1).

Aunque una de las condiciones para que se forme una KHI es una diferencia de velocidad

entre los fluidos, dicha velocidad relativa no puede tomar un valor cualquiera. Existe cierta con-

2 La velocidad relativa puede ser en direccién o magnitud.
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(@) (b) () (d)

Figura 1

Generacion de una KHI. (a) Dos fluidos con velocidades distintas y una frontera comiin, (D)
perturbacion inicial, (¢) un fluido comienza a moverse de un lado de la frontera al otro 'y (d)
generacion de los vortices caracteristicos de la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz. Recuperado
de: Philippi et al. (2015).

dicién sobre la velocidad relativa que se debe cumplir para la formacién de una KHI, la cual esta

dada matemdticamente por la siguiente expresion’

B2 (1 1
\/#0 (Pl P2> ! @

donde B es la magnitud del campo magnético, p; y p2 son las densidades de los fluidos y vy4 es la

velocidad de Alfvén del sistema (Rossi, 2015). Dicha velocidad de Alfvén es de gran relevancia
en la magnetohidrodindmica debido a que corresponde a la velocidad de propagacién de las ondas
tipo Alfvén, las cuales son una oscilacion transversal incompresible que se propaga a través de las
lineas de campo magnético. Matematicamente, la velocidad de Alfvén se describe como (Cramer,

2011; Stone, 2011)

3 KHI en su forma magnetohidrodindmica.



INESTABILIDAD DE KELVIN-HELMHOLTZ 24

2)

donde 1/p =1/p;+1/ps.

La condicion dada en (1) nos dice que si la velocidad relativa entre los fluidos es menor que
la velocidad de Alfvén, el sistema es estable. Es decir, para que la KHI se forme, la diferencia de
velocidad entre los fluidos debe ser mayor a la velocidad de Alfvén del sistema. Esto se debe a que
el campo magnético, particularmente la tensiéon magnética, tiene un efecto estabilizador sobre el
sistema. Al haber una velocidad de Alfvén mayor, habra igualmente una tension magnética mayor,
que inhibir4 el crecimiento de la perturbacion inicial. Al inhibirse el crecimiento de la perturbacion,
el sistema no se inestabiliza; por el contrario, vuelve rdpidamente a un estado estable. Esta condi-
cion se halla mediante un proceso matematico aplicado a las ecuaciones de la MHD, el cual es la
teoria de perturbaciones. Siguiendo el procedimiento matematico presentado en Martinez-Gomez
et al. (2015) se llega a la expresion presentada en (1).

Otra magnitud importante en el estudio de la KHI es el pardmetro denominado “beta plas-
ma” (), el cual relaciona la presiéon magnética con la presién cinética del sistema. Este pardmetro
permite caracterizar de cierta forma el fenomeno, ya que es una medida de la razén entre dichas
presiones y determina si el sistema es dominado por la presién magnética o cinética. Este pardme-

tro se define matematicamente como

B2
- 2upp’

3)
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donde B es la magnitud del campo magnético y p es la presion cinética.

En la formacién de una KHI existen dos regimenes principales. En un primer momento, un
régimen lineal, el cual se caracteriza por el crecimiento lineal de la perturbacion inicial. Seguido a
esto, se entra en un régimen no lineal, en el cual se comienzan a formar los vortices de la KHI y
termina con la disipacion de la inestabilidad y la entrada a un estado turbulento. El régimen lineal
se puede estudiar analiticamente mediante teoria de perturbaciones aplicada al modelo matemaético
de la magnetohidrodindmica. Esto permite estudiar las condiciones necesarias para la formacién
de una KHI en cualquier contexto, por ejemplo, la condiciéon dada por (1) se halla mediante este
tratamiento. Sin embargo, para un entendimiento completo de la dindmica y de la evolucidn global
de la inestabilidad es necesario un tratamiento numérico (Massaglia et al., 2008; Malagoli et al.,
1996).

Cuando se habla de la formacién de una KHI en la magnetésfera terrestre, se hace necesario
hablar de otros fenémenos, como las eyecciones de masa coronal y el transporte de plasma en la
magnetosfera. En particular, en el Sol ocurre un fendmeno de desprendimiento de masa conocido
como eyeccion de masa coronal (Webb and Howard, 2012). En estas eyecciones el material ex-
pulsado es plasma solar el cual, debido al teorema de lineas de campo congeladas, viaja a través
del medio interplanetario con lineas de campo magnético solar* sujetas a este. Este plasma llega
a las cercanias de la magnetdsfera terrestre e interactiia, en primer lugar, con el “Bow shock™ de

la magnetosfera, donde algunas propiedades del viento solar se ven afectadas. Por ejemplo, exis-

4 También conocido como campo magnético interplanetario (IMF por sus siglas en inglés).
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ten teorias que explican la energizacion de los electrones del plasma del viento solar cuando este
choca con el “Bow shock” (Leroy and Mangeney, 1984; Paschmann et al., 1980). Seguido a esto,
interactiia con la magnetopausa, la cual actia como una frontera entre el medio astrofisico y la
magnetdsfera. Debido a las velocidades relativas entre el plasma proveniente del viento solar y el
plasma que se encuentra contenido dentro de la magnetdsfera se forma la KHI en 1la magnetopausa
(Guo et al., 2010; Hasegawa, 2012).

En principio, debido al mismo teorema de lineas de campo congeladas, no deberia haber
presencia de plasma de viento solar dentro de la magnetdsfera terrestre. Sin embargo, se ha ob-
servado la presencia de plasma denso y frio caracteristico del viento solar en dicha region (Rossi,
2015). Esto ocurre debido a que la interaccion del IMF y el campo magnético terrestre conlleva
a un fendémeno conocido como reconexiéon magnética, el cual es el principal responsable de la
presencia de particulas de plasma de viento solar en la magnetdsfera terrestre (Dungey, 1961; Son-
nerup and Cabhill Jr, 1967; Adhikari et al., 2019). Aunque la reconexién magnética sea la primera
respuesta a dicho fendmeno, la KHI ha sido estudiada debido a que representa otro mecanismo
que hace parte del transporte de plasma de viento solar en los flancos de la magnetésfera (Miura
and Pritchett, 1982; Belmont and Chanteur, 1989; Nakamura et al., 2014; Dungey, 1955). Segun
varios estudios numéricos, dicho fendmeno de transporte puede darse por medio de la KHI si esta
se encuentra lo suficientemente formada como para generar vortices que se encuentren enrollados,
con el fin de atrapar el plasma del viento solar (Hasegawa et al., 2004). Dichos vortices se forman
en la fase no lineal de la inestabilidad, lo que deja en claro que 1a KHI debe avanzar més alld de su

fase lineal para poder ser parte del transporte de plasma en la magnetésfera. Asimismo, la KHI ha
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ganado relevancia debido a que puede llegar a inducir reconexién magnética, facilitando atin més
el transporte de masa y momento (Otto and Fairfield, 2000). Como consecuencia de este transporte
de viento solar en la magnetdsfera se presencian fendmenos como las tormentas geomagnéticas y
las auroras boreales (Hallinan and Davis, 1970).

Ademads de sus propiedades de transporte, la KHI ha sido estudiada por representar una
posible respuesta a otros fendmenos como la amplificacion del campo magnético. Mediante un
proceso de transformacion de energia cinética a magnética, la KHI amplifica la energia magnética
asociada al campo magnético (Pimentel and Lora-Clavijo, 2019; Zhang et al., 2009). Siendo mas
especificos, esta capacidad amplificadora de 1a KHI ha sido estudiada particularmente en la fusién
de estrellas de neutrones, donde la KHI se forma cuando estas entran en contacto (Kiuchi et al.,
2015). Multiples estudios han demostrado que la KHI es el principal medio por el cual la energia
magnética se amplifica cuando dos estrellas de neutrones colapsan (Palenzuela et al., 2021). En
adicién a esto, la KHI ha sido investigada en un nivel macroscopico como un medio para generar
campos magnéticos a velocidades relativistas en jets astrofisicos (Nishikawa et al., 2014). A pesar
de que esta propiedad de la KHI sea de interés en estudios relativistas, esta no ha sido objeto de
estudio en el marco de la magnetdsfera terrestre, aunque este fendémeno de amplificacién pueda
estar presente de igual forma en este entorno.

La KHI en la magnetésfera terrestre se ha reportado en latitudes bajas donde, generalmente,
la tensién magnética no puede suprimir la inestabilidad (Guo et al., 2010). En tales latitudes se ha
logrado observar dicha inestabilidad bajo condiciones de IMF hacia el norte (northward IMF)

(Nykyri et al., 2017; Fairfield et al., 2000; Lin et al., 2014), asi también como en presencia de IMF
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hacia el sur (southward IMF) (Yan et al., 2014; Hwang et al., 2011). En latitudes altas, la KHI se ha
formado en presencia de IMF hacia el oeste (dawnward o westward IMF) (Hwang et al., 2012), asi
como en presencia de IMF hacia el este (duskward o eastward IMF) (Ma et al., 2016), sin embargo,
bajo estas condiciones se presenta con menor frecuencia.

Como se mencioné con anterioridad, la KHI y su dindmica en general, se estudia mediante
la magnetohidrodindmica. La MHD es un conjunto de ecuaciones compuesto por las ecuaciones
de Navier-Stokes y las ecuaciones de Maxwell, para poder comprender los fendmenos electromag-
néticos y el comportamiento de los fluidos. Para poder analizar la KHI se hace necesario entender
este modelo matemético y cada una de sus ecuaciones. Asi, en la siguiente seccidn, se presenta el
modelo de 1a MHD a usar, los términos de colisiones y los modelos experimentales de ionizacion

y recombinacién que se usardn durante este trabajo de grado.
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3. Modelo de la MHD
3.1 Ecuaciones de la MHD

La magnetohidrodindmica es una rama de la fisica que estudia la dindmica de los flui-
dos conductores cuando se encuentran en presencia de campos eléctricos o magnéticos (Schnack,
2009). Matematicamente, la MHD se describe mediante un conjunto de ecuaciones constituido por
la conservacién de la masa, el momento y la energia, y las ecuaciones de Maxwell, como la ley de
Faraday y la ley solenoidal. Adicionalmente, también se encuentra la ley de Ohm. Generalmente,
este conjunto de ecuaciones se suele describir como un acople entre las ecuaciones de Navier-
Stokes, las cuales van a regir la dindmica de los fluidos; y las ecuaciones de Maxwell, las cuales se
encargaran de los fendmenos electromagnéticos (Priest, 2014).

En particular, la MHD es sumamente titil cuando se estudia la dindmica del plasma®, ya
que este es precisamente un fluido conductor. El plasma cominmente estd compuesto de parti-
culas con carga, ya sea iones® o electrones, y particulas neutras. Esta composicién del plasma es
la que permite tener en cuenta fendmenos como la ionizacion y la recombinacion, los cuales son
consecuencia directa de las interacciones entre las diferentes especies que componen el plasma.

Para tener en cuenta dichas interacciones es necesario desarrollar el modelo de la MHD sin des-

> El plasma es un gas ionizado, globalmente neutro, que presenta fenémenos colectivos.

6 Particulas de carga positiva.
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preciar los términos de colisiones, y bajo un modelo de dos fluidos. En este modelo de dos fluidos
se considera que un fluido estd compuesto por las particulas con carga y el otro por las particulas
neutras.

Para encontrar las ecuaciones que componen dicho modelo (y la MHD en general) se parte

de la ecuacion general integrada de Boltzmann, la cual estd dada por (Goedbloed et al., 2019)

9 (na(g)a) + Vi (nal{gV)a) — _<ﬁ Vi g)a =0 (na<g>a)wlla 4)

donde el subindice o hace referencia al tipo de particula, n es la densidad de ntimero, m es la ma-
sa, ¥ es la velocidad, F' son las fuerzas externas que actdan sobre el sistema y g son los momentos
canénicos. Ademas, es necesario resaltar que los subindices asociados al operador nabla (V) repre-
sentan cuales son las variables sobre las que aplica la derivada. Es decir, si se tiene V; se derivara
respecto a las coordenadas espaciales; y si se tiene V se derivard respecto a las componentes de la
velocidad. Acd es importante tener en cuenta que el término de la parte derecha de la ecuacién (4)
denota la razén de cambio de la cantidad g por unidad de volumen debido a las colisiones, lo cual

se expresa matematicamente como

d
el = [(5) av )

donde f es la funcién de distribucion de las particulas, la cual depende de la posicién espacial
estas.

Los momentos candnicos representados por g son de suma importancia, ya que son estos
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los que determinan si la ecuacién es la conservacion de la masa, del momento o de la energia.
Estos momentos canénicos representan una propiedad fisica del sistema, en este caso, del plasma,
y suelen ser funciones de la velocidad (V) de las particulas. Estos estdn dados como (Goedbloed

et al., 2019; Khomenko et al., 2014)

masa s Mg,
& = § momento s MgV, (6)
’ 1 — 2
energia P 5Ma [Val
\

Usando estos momentos candnicos dados por (6) y la ecuacién integrada de Boltzmann (4)
se encuentran las ecuaciones de la conservacion de la masa, el momento y la energia (para mayores

detalles ver apéndice 1), las cuales estdn dadas por

9 (Pma) + Vi - (Pmalia) = Sa, @)

Dii » o
Pma—p - = nalF)a~Vi Mo~ Vi potRa ~ iiaSa. ®)

N Dp N+2 . . . 1 L =
5 Dta 5 pa Vi g =— Mg Vz) - iig — Vi - Qa+§ua25a—ua'Ra +Hg, 9)
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donde p,, representa la densidad de masa, i es la velocidad promedio de las particulas ((v)), M es
el tensor de viscosidad, p es la presion, N son los grados de libertad del sistema, g es el flujo de
calor, y los términos S, R y H estdn asociados a las colisiones en el sistema. Este modelo se conoce
comunmente como el modelo de miiltiples especies de la MHD.

La ecuacién (7) es la conservacion de la masa o ecuacion de continuidad. Esta ecuacion
representa mateméaticamente la conservacion de la masa en un sistema, tanto temporal como espa-
cialmente. Esta relaciona los cambios temporales de masa del sistema con el flujo de la misma a
través de un volumen espacial, y los fendmenos como la ionizacion y la recombinacién. La ecua-
cién (8) representa la conservacion del momento lineal del sistema. Fisicamente, esta ecuacion
establece que la razén de cambio temporal del momento se debe a las fuerzas externas que actian
sobre el sistema, a la fuerza de viscosidad y presion, y a las colisiones del sistema. Esta ecuacion
de momento es también una expresion de la segunda ley de Newton. Asimismo, la ecuacion (9) se
conoce como la conservacion de la energia del sistema o ecuacion de evolucion de la presion. Esta
nos dice que la razén de cambio en el tiempo de la presion estd relacionada con la viscosidad, el
flujo de calor y las colisiones del sistema.

Si se tiene en cuenta ahora que el plasma estd compuesto por tres tipos de particulas (iones,
electrones y neutras) se tendrd entonces tres conjuntos de ecuaciones para la conservacion de la
masa, el momento y la energia. Sin embargo, el prop6sito de este trabajo es estudiar la dindmica de
la KHI bajo el modelo de dos fluidos, en el cual un fluido estd compuesto por las particulas neutras
y otro por las particulas cargadas (para mayores detalles ver apéndice 2). Adicional a este modelo

de dos fluidos, se tienen las ecuaciones de Maxwell, las cuales corresponden a la ley solenoidal y
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la ley de Ampére. Finalmente, para obtener el modelo de dos fluidos, es importante tener en cuenta
las fuerzas que actian sobre los sistemas, donde se tiene que para el fluido cargado la fuerza esta

dada por la fuerza de Lorentz y la fuerza gravitacional de la forma

Fo = pcE 4 j X B+ picg, (10)

y para el fluido neutro, la fuerza corresponde simplemente a la fuerza gravitacional de la forma

Fy = pyng. (11)

Sin embargo, a este modelo se debe aplicar la aproximacion de pequenas velocidades, la cual
describe movimientos de bajas frecuencias. Estas velocidades, en comparacién con la velocidad de

la luz, son muy pequefias, de manera que se tiene entonces que

l/lcz
— <1 (12)
C

Ahora, si se considera la ley de Ampére dada por

Loj = Vi x B — lo&dE, (13)

y se calcula la razén entre los términos de la parte derecha se tiene entonces que es aproximada-

mente (Schnack, 2009; Goedbloed et al., 2019; Priest, 2014)
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\uoso&,lﬂ N E()(x)/c2 N UL uCZ

|V; x B By/L 2

(14)

donde se ha tenido en cuenta que u, = L/T y @ = 1/7. Entonces, comparando (12) y (14) se
encuentra que
1000, E |

Tl <, 15
’V;:XB’ (15)

lo que significa que el rotacional del campo magnético es mucho mayor que las corrientes de

desplazamiento, permitiendo asi que las corrientes de desplazamiento se desprecien. Entonces, la

ley de Ampére queda de la forma

- -

Hoj = Vi x B. (16)

Ahora, si se toma la razén entre la fuerza eléctrica y la fuerza magnética se tiene (Schnack, 2009;

Goedbloed et al., 2019; Priest, 2014)

|pE| _ TuB  TucpoL  Tuclol w0 ~ uc’ an
|xB| B?/uoL B Lt/gou. ¢ 2’
al comparar esta expresion con (12) se encuentra entonces
E
PcE] <1, (18)

7> Bl
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lo que indica que la fuerza magnética es mucho mayor que la fuerza eléctrica, por lo que esta dltima
se puede despreciar. Asi, el modelo de la MHD para dos fluidos, considerando las ecuaciones de

Maxwell, quedaria conformado por las ecuaciones para las particulas neutras dadas por

at(pmn) + V? : (pmnﬁn) - Sn; (19)
Di . =
pmnFtn = Pmn& — V3 M, — Vi pp + Ry — 1Sy, (20)
ND N+2 o . . 1 L o=
E li‘n + Tpnv? Un = — (Mn : V?‘ ) “Un — V? “gn+ EunzSn — Uy Ry +Hy, (21)

y las ecuaciones para las particulas cargadas dadas por

atpmc + V?‘ : (pmcﬁc) - Sm (22)

Dii 2.3 = R.—il
Pme Dtc =] XB+pmcg—V? 'Mc_v?pc+RC_uCSC7 (23)

Dr (Epc) + =5 peVi lle = JuSe—fie-Re =V -G 1) = (M- V3 ) i+ He,  (24)
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V:-B=0, (25)
OB = Vi x (il x B—nJ), (26)
j=0o(E +ii. x B). (27)

El conjunto de ecuaciones compuesto por (19), (20), (21), (22), (23), (24) y (26) se pueden

expresar en su forma conservativa como (para mayores detalles ver apéndice 3)

Pmn PmnlUn Sn

pmnﬁn + V? ' Pmn ﬁnﬁn + IP)n o pmng + ién ’ (28)
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Pme Pmelic Se
— - — nA 2 — =
PmclUc PmcUcle — ﬁBB + 23%]1 +P. Pmc& + R
O + V- = ) (29)
E. [EC]I +prel+ Mc] Up — ﬁé(é‘ : ﬁc) pmcg lic +H,
B ii.B — Bii, —NVixJ

Los vectores asociados a la derivada temporal son los vectores de variables conservativas.
Los vectores asociados a la divergencia son los vectores de flujo del sistema. Finalmente, y los vec-
tores que se encuentran al lado derecho de estas ecuaciones son los vectores fuentes. Esta forma
conservativa es de vital importancia, ya que es esta representacion matemadtica de la MHD la que
permite resolver dichas ecuaciones mediante métodos computacionales. Notese que en estos con-
juntos de ecuaciones, los términos ¢, y g, no se han tenido en cuenta de manera directa, esto debido
a que dichos términos se tendrdn en cuenta en los términos de colisiones H, y H, respectivamente,

como se vera a continuacion.
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3.2 Términos de colisiones

Los términos de colisiones en el modelo de dos fluidos estan dados por S, y S., para las
colisiones asociadas a la conservacion de la masa; ﬁn y I_éc, para las colisiones asociadas a la
conservacion del momento; y H,, y H., para las colisiones asociadas a la conservacién de la energia.

La definicion general de estos términos de colisiones estd dada, mateméticamente, como

d
et = [5(5) o 60)

donde g representa los momentos candnicos dados por (6), y f es la funcion de distribucién de
las particulas. Esta definicion estd dada para cualquier particula o. Asi, para cada ecuacién de

conservacion se encuentra entonces (Popescu, 2020)

d
Sa - 8; (nama)coll - ma/ (a_‘f) d3V, (31)
U/ coll
. )
Ra - a[ (nama<\7>a)coll - ma/\_;a (a_{‘) d3V, (32)
coll

2
Ha - at (%nama<vz>a) - ma/v_; (g_‘f) d3V (33)
coll

Estos términos de colisiones estdn asociados a la creacion o destruccién de particulas (en

coll

el caso de las colisiones relacionadas a la conservacion de la masa), y la perdida o ganancia de

momento o energia (para la conservacion del momento y la energia) (Ballester et al., 2017). Dichos
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términos, al sumarse sobre todas las especies, deben cumplir que

Y Sa=0, YRy=0, Y Hy=0, (34)
o o

lo cual se debe al principio de conservacion total de la masa, el momento y la energia en el sis-
tema. Mientras que los términos de colisiones para cada particula, por lo general, no son cero o
despreciables, para el sistema como un todo, si deben anularse, ya que fisicamente se debe cumplir
que la masa total, el momento total y la energia total del sistema no varia si no hay presencia de
reacciones nucleares.

Al comparar las ecuaciones de conservacion del momento y la energia, tanto para particulas
neutras como cargadas, en su forma convencional y su forma conservativa, se encuentran algunas
diferencias relacionadas principalmente con los términos de colisiones. Al mirar la ecuacion (20) se
encuentra que esta posee un término de colisiones adicional, el cual cuenta con la presencia de las
colisiones dadas por la conservacion de la masa, mientras que en su forma conservativa, esto no se
presenta. De igual forma sucede para la ecuacién (23). Por otro lado, revisando (21) se encuentra
que esta posee una propagacion de las colisiones, tanto de masa como de momento, los cuales
no estdn presentes en la forma conservativa. Esto sucede nuevamente al comparar (24). Para las
ecuaciones de momento, lo que sucede es que los términos ﬁn —UpSpy ﬁc — U.S. solamente tienen
en cuenta las transferencias de momento dadas por variaciones en la velocidad de las particulas,
como consecuencias de las colisiones; mientras que los términos R, y R, representan el intercambio

de momento total. Por otro lado, para la conservacién de la energia, sucede algo similar. Los
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términos H,, — i, -ﬁn + %unzSn y H. — i, -ﬁc + %uczSC representan solo intercambio de energia
cinética, mientras que los términos H, y H, representan intercambio de energia cinética, energia
térmica y posibles emisiones de energia en forma de radiacion (Ballester et al., 2017).

Las colisiones presentes en la conservacion de la masa, es decir, S, y S., estdn relacionadas
con procesos de creacidn y destruccidn de particulas. Esto se refiere a fendmenos como la ioni-
zacion, donde particulas neutras se convierten en particulas con carga (perdiéndose una particula
neutra, mientras se ganan particulas con carga), o la recombinacion, el cual es el proceso inverso
a la ionizacion (se generan particulas neutras mientras se pierden particulas con carga) (Goldston

and Rutherford, 1995). Estos términos deben cumplir (34), por lo que

Sp = —S.. (35)

Cuando se tienen la ionizacién y la recombinacidn, los términos de colisiones S, y S, se

describen como (Popescu, 2020)

Se = pmnrion - pmcrrec y Sp= pmcrrec - pmnri0n7 (36)

donde T" est4 asociado a la ionizacién y I a la recombinacion. Esta definicién de S, y S,
se puede comprender al pensar que la ionizacion genera particulas cargadas, por lo que adiciona
en la conservacion de la masa de las particulas cargadas; mientras que la recombinacién aniquila
particulas con carga, por lo que resta a la conservacion de la masa de las particulas cargadas. En

el caso de S, sucede el proceso inverso, la ionizacidn restard particulas neutras mientras que la
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recombinacién las generard.
Por otro lado, las colisiones relacionadas con la conservacion del momento, es decir, R, y

R, describen la transferencia de momento, ya sea por colisiones eldsticas o ineldsticas, por lo que

Ry = Relos 4 Rinel, (37)

Como se debe cumplir (34) se tiene que

R, = —R.. (38)

Generalmente, las colisiones eldsticas estan dadas como (Leake et al., 2014)

R = (i — iiy),
(39)

R = (i, — i),

donde « es la frecuencia de colisiones eldsticas entre particulas neutras y cargadas, y se encuentra

dada por (Oliver et al., 2016)

4 8kp (T. T,
o= 55 \/—B (— + _)pmcpmm (40)

donde kg es la constante de Boltzmann, 7. y T, son las temperaturas de las particulas cargadas
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y neutras, m. y m, son las masas de las particulas cargadas y neutras, y £ es un pardmetro rela-
cionado a la intensidad de la interaccién a través del area efectiva de colisién o, y estd descrito

matematicamente como

E=—2n (41)

M+ My,

Para las colisiones ineldsticas, que se encuentran relacionadas a los procesos de ionizacién
y recombinacidn, se tiene (Murtas et al., 2022; Popescu, 2020)
pinel ion = rec = pinel rec = ion =
Rc =T PmnlUn — r PmclUc Yy Rn =r Pmclte — r Pmnln- (42)
Asti, los términos de colisiones generales para la ecuacién de conservacion del momento, es decir,

R, y R,, quedan de la forma

iéc = 1—‘ionpmnﬁn - Frecpmcﬁc + a(ﬁn - ﬁc)v (43)

Ry, =" ppeiie — T prnity + O (i — i) (44)

Respecto a las colisiones relacionadas con la conservacion de la energia, es decir, H, y H,,
se encuentra que estos describen transferencia de energia, ya sea cinética o térmica. Debido a la

conservacion total de la energia del sistema dado por (34) se tiene que
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H,=—H.,. (45)

Al igual que en los términos de colisiones de momento, las colisiones de energia estan dadas por
colisiones eldsticas e ineldsticas. Las colisiones eldsticas estdn relacionadas a la transferencia de
energia debido a choques entre particulas, mientras las colisiones ineldsticas se relacionan con la

propagacion de los términos de colisiones de momento y de masa. Entonces

Hy = HY*“ + Hy. (46)

Las colisiones eldsticas de energia estin dadas como (Draine, 1986; Zhang et al., 2021;

Popescu, 2020)

| Lo 1 kg
HglaS:§a|uc_un2_auc.(uc—un>+—’y_1_mca(Tn_TC)’ (47)

| Lo 1 kg
HslaS:§a|un_uc‘2_aun.(un—uc)—kmm—ca(Tc_Tn)u (48)

donde 7 es la constante adiabdtica y toma el valor de ¥ = 5/3. Por otro lado, las colisiones inelas-
ticas estan dadas por
kp

. 1_. 1 1 -
Hénel — Erwnpmnunz _ 51—‘recpmcuc2 + Em_n(pmnanlon . meTCl—‘rec>7 (49)
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1 1 1 k j
Hmel zrrecpmcuc _ E1—~10npmn N + ﬁ *B (meTCFrec — Pon Tnl"mn). (50)

Entonces, los términos de colisiones generales para la ecuacion de conservacion de la energia, es

decir, H, y H,, quedan de la forma

1 1 %
Hcaﬁc~(ﬁn—ﬁc)+:§a|ﬁn—ﬁclz+ﬁ—3a(T T.)
(51
_lr‘recp M2_'_ll—~i(mp u2_ kB(p Tl—vrec p Trion)
5 mcUc ) 'mnUn ’)/—1 'mc mnin ’
R, 1 . 1 kg
Hn:Ocun-(uc—un)+§a|un—u0]2+ﬁ—a(T T,)
(52)
1 rec 1 ion 1 kB rec ion
+2F pmcuc __F Pmnln "’ﬁ_(pchcF — Pmn T )

En estas ecuaciones, el primer término representa una propagacion de los términos de colisiones
elasticas de momento, mientras que el segundo y tercer término representan un intercambio de
energia térmica, correspondiente a los términos ¢, y ¢. o flujo de calor. Finalmente, los tltimos
términos corresponden a la propagacion de los fendmenos de ionizacién y recombinacion.
3.2.1 Modelo de ionizacion y recombinacion

Los fenémenos de ionizacién y recombinacion son procesos fisicos asociados a las coli-
siones de las diferentes especies del plasma. Estos fenémenos pertenecen al grupo de procesos

conocidos como conversion de especies. Por un lado, la ionizacion ocurre cuando una particula
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de carga negativa (electrén) impacta una particula neutra (sea un &tomo o molécula de carga neu-
tra), generdndose asi una nueva particula que ha sido ionizada debido al impacto que genera una
pérdida de electrones. Como consecuencia, el nimero de particulas con carga habrd aumentado,
mientras que el nimero de particulas neutras habra disminuido. Por otro lado, la recombinacién
ocurre cuando una particula de carga negativa (electrén) impacta un ién de carga positiva, gene-
rdndose asi una particula de carga neutra que ha ganado un electrén y que libera energia en forma
de radiacién electromagnética. Debido a esto, el nimero de particulas con carga habrd disminui-
do, mientras que el nimero de particulas neutras habrd aumentado (ver figura 2) (Goldston and

Rutherford, 1995; Knoll, 2010).

o O Fotén

Figura 2
Procesos de ionizacion y recombinacion. (a) Electron impactando una particula neutra, (b) elec-
tron impactando una particula de carga positiva. Recuperado de: Goldston and Rutherford (1995).
Modificado por: Autor.

De esto se puede comprender que la ionizacion y la recombinacion son fendmenos que ge-
neran, de cierta forma, particulas, cumpliendo con la conservacion de la masa del sistema. Ademas,

estos fendmenos son procesos inversos entre si, es decir, la ionizacién es el proceso contrario a la

recombinacidn y viceversa; mientras la ionizacion genera particulas con carga, la recombinacion
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las destruye, y mientras la ionizacién destruye particulas neutras, la recombinacion las genera.

En particular, los fendmenos de ionizacién y recombinacién no tienen un modelo mate-
matico tedrico que permita calcular de manera numérica dichos términos. Sin embargo, se han
desarrollado modelos experimentales para estos fendmenos, basados en el estudio del d&tomo de

Hidrégeno. Para la ionizacién se tiene (Cox and Tucker, 1969; Moore and Fung, 1972)

ron — p, [2.34- 1014 (ﬁ—l/ze—ﬁﬂ 571, (53)

y para la recombinacién (Cox and Tucker, 1969; Moore and Fung, 1972)

[ = [5.20-1070y/B (0.4288+0.51n B +0.46988"/%) | [s™"], (54)

donde B = A - @jo /T, . En esta definicién de B, ¢, = 13.6[eV], T,* es la temperatura de los elec-
trones, y A es una constante que tiene en cuenta la influencia de los iones pesados y toma el valor

A = 0.6 (Maneva et al., 2017).
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4. Resultados

En esta seccion se presentan los resultados encontrados. Esta seccion se divide en tres fa-
ses principales. En una primera seccion, se estudia la formacién de la inestabilidad de Kelvin-
Helmholtz con el fin de caracterizar su dindmica y ciertas magnitudes fisicas. Ademads, en esta fase
se busca determinar que el comportamiento de la inestabilidad es correcto en comparacioén con
investigaciones previas. Seguido a esto, se encuentra una segunda fase, en la cual se estudia la KHI
teniendo en cuenta las colisiones eldsticas e ineldsticas, con el fin de determinar cual es el impacto
de tener en cuenta dichos fenémenos en la dindmica de la KHI. Finalmente, como una aplicacion,
se estudia la formacion de la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz en la magnetdsfera de la Tierra,
teniendo en cuenta tanto colisiones eldsticas como ineldsticas.
4.1 KHI en plasma totalmente ionizado

Para el estudio de la KHI en un fluido totalmente ionizado, se analizaron diferentes confi-
guraciones, siendo estas tres valores distintos para el beta plasma (f =0.02 § =0.05y 8 =0.1).
Con el fin de analizar los efectos del beta plasma en la inestabilidad, se estudiaron magnitudes
fisicas como la energia magnética y cinética, y el crecimiento de la perturbacion inicial aplicada
al sistema. Para este primer andlisis se tomoé una inestabilidad formada en dos flujos magnetohi-
drodinamicos con velocidades diferentes (ver figura 3), siendo estas v; = 0.5 para la parte superior
y vy = —0.5 para la parte inferior; la densidad de masa se tom6 uniforme en todo el espacio con
un valor p,, = 1.0; finalmente, la presién y campo magnético también se tomaron uniformes en

todo el espacio, dando a la presién un valor de p. = 0.6. Respecto a las condiciones de frontera, se
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tomaron de flujo saliente en el eje y y periddicas en el eje x. La perturbacion aplicada al sistema se

dio en la componente y de la velocidad de la forma

Vy =y sin(kﬂ?x)e*(y/o'l)z, (55)

donde k indica el nimero de modos de Kelvin-Helmholtz y se tomé como 2, y vyg = 0.01v,.

1.0

0.5

190

Figura 3

Representacion grdfica de los dos fluidos. La parte superior representa el fluido con velocidad v,
v la parte inferior al fluido con velocidad vy,.

En la figura 4 se muestra la evolucién de la KHI con un modo de Kelvin-Helmholtz y
un valor de beta plasma de § = 0.02. Al observar dicha figura se puede ver como la perturbacion

inicial varia la densidad de masa en la frontera entre los dos fluidos. Esta deformacién va creciendo
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y se forman dos zonas de menor densidad, que poco a poco van formando el vortice caracteristico
de la inestabilidad, el cual es simétrico y tiene enrollamiento. Finalmente, dicho vértice se destruye
llevando al sistema a un estado turbulento. Se puede observar el doblamiento de las lineas de campo
magnético.

Al incrementar el valor del pardmetro 8 a 0.05 (ver figura 5) se observa como la perturba-
cidn inicial crece y lleva a la formacién de un voértice que posee menor enrollamiento al presentado
en el caso de B = 0.02. Igualmente, los filamentos se separan con mayor facilidad llevando al
sistema a un estado turbulento de manera mas rapida. Es claro que en este caso el vortice no se
forma de manera completa como en el caso de B = 0.02. Se observa también el enrollamiento de
las lineas de campo de acuerdo a la distribucion de la densidad de masa.

Finalmente, al analizar la formacién de la KHI con un parametro = 0.1 (ver figura 6), se
aprecia como la perturbacion crece en menor medida y se intenta formar un vértice caracteristico,
sin embargo, este es suprimido con facilidad, por lo que rdpidamente se disipa, ademds de poseer
muy poco enrollamiento. Nétese también que el maximo de densidad de masa en este caso es
menor al presentado en los casos anteriores. Nuevamente se presenta el respectivo enrollamiento
de las lineas de campo magnético.

Analizando las figuras 4, 5 y 6 se encuentra que la inestabilidad posee un mejor enrolla-
miento y una mejor formacién con 8 = 0.02, mientras que a mayor f3 la inestabilidad no se forma
completamente y es suprimida con facilidad. Esto tiene mucho sentido si se piensa que el pardme-
tro B es directamente proporcional a la presion magnética, entonces, al tener mayor 8 se tendrd

mayor presion magnética, la cual suprime el crecimiento de la inestabilidad. Respecto a la densidad
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de masa, se observan zonas de menor densidad en el caso de § =0.1.

, @1=1.11035 (b) t=2.19907 (c) t = 3.20042
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Figura 4

Evolucion de la KHI con B = 0.02. (a)-(c) Deformacion de la frontera y crecimiento de la pertur-
bacion inicial, formacion de una inestabilidad de menor tamaiio. (d)-(f) Crecimiento del vortice,
enrollamiento del mismo y entrada a un estado turbulento.
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Figura 5
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Evolucion de la KHI con un modo de KH y 3 = 0.05. (a)-(c) Deformacion de la frontera y creci-
miento de la perturbacion inicial, formacion de una inestabilidad de menor tamario. (d)-(f) Creci-

miento del vortice con poco enrollamiento y destruccion del mismo.
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Evolucion de la KHI con un modo de KH y B = 0.1. (a)-(c) Deformacion de la frontera y creci-
miento de la perturbacion inicial. (d)-(f) Comienza la formacion de un vortice de tamariio pequeiio

que se destruye rdpidamente.
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Ahora, en la figura 7 se presenta la amplificacion de la energia magnética (Epuqg(t) /Emag(0))
y la amplificacion de la energia cinética (Ey;, (¢)/Ein(0)) en funcién del tiempo para los diferentes
parametros de f3. En la figura 7(a) se observa con claridad que un valor menor de 8 permite una
mayor amplificacién de la energia magnética, teniéndose que para 3 = 0.02 la energia magnética
tuvo su maximo en un valor cercano a 2.5 veces la energia inicial, mientras que para 3 = 0.1 apenas
aumento en 1.1 veces la energia inicial. Este resultado concuerda con otras investigaciones como
Pimentel and Lora-Clavijo (2019), donde se estudia la influencia de la polarizacién magnética en
la formacion de la KHI para diferentes 3, encontrando que a menor beta plasma, la amplificacion
de la energia magnética es mayor. De igual forma, es posible notar de 7(b) que la energia cinética
es mayor para valores menores de . Esto se puede explicar si se tiene en cuenta que, a menor 3
el campo magnético es menor, por lo que las particulas se veran menos retenidas por la tension
magnética. Otro resultado que se puede apreciar de ambas graficas es que el tiempo en el que
la energia cinética y magnética decaen a valores cercanos al inicial es mayor para el f = 0.02.
En adicién a esto, se observa que, a menor beta plasma, la inestabilidad se comienza a formar
en un menor tiempo, hecho que se puede corroborar observando el tiempo en el que la energia
magnética comienza a aumentar. Asimismo, a menor beta plasma la energia magnética comienza
a decaer en tiempos posteriores al caso de mayor beta plasma. Si se comparan los tiempos en los
que la energia magnética comienza a aumentar contra los tiempos en los que la energia cinética
disminuye, se puede observar que son bastante similares, lo que permite concluir que parte de la
energia cinética que se pierde se ve reflejada en una conversion en energia magnética.

En la figura 8 se presenta la amplitud de la perturbacién (Av,) como funcién del tiempo.
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Figura 7

Amplificacion de la energia magnética (izquierda) y cinética (derecha) debido la inestabilidad de
Kelvin-Helmholtz para diferentes valores de B. La energia magnética en funcion del tiempo se
calcula como Epqg(t) = 0.5 [ B(t)*dA.

Aqui se aprecia la existencia de una fase lineal en la formacion de la inestabilidad. Al comparar
los tiempos presentados en las figuras 4, 5 y 6 con sus correspondientes 3 en la figura 8, se puede
observar que el inicio de la formacién del voértice se da cuando la fase lineal acaba. Ahora, com-
parando los tiempos de 8 con 7(a) se aprecia que el crecimiento lineal de la perturbacion acaba
cuando la energia magnética comienza a aumentar. Esto permite concluir que la amplificacién de
la energia magnética estd asociada a la fase no lineal de la inestabilidad y que a su vez, esta am-
plificacién corresponde con la formacién del vortice. Ademads, se observa que la fase lineal del
crecimiento de la inestabilidad comienza en tiempos menores para los casos de § = 0.02, lo cual
va de acuerdo al resultado similar encontrado por Bucciantini and Del Zanna (2006), donde se es-
tudia el efecto de la componente toroidal y poloidal del campo magnético; al analizar la amplitud
de la perturbacién, se encuentra que mayor 3 el régimen lineal de la inestabilidad tiene mayor

duracién. En adicion a esto, si se observan los decaimientos para cada uno de los valores de 3, se



INESTABILIDAD DE KELVIN-HELMHOLTZ 55

aprecia que para mayor 3, la amplitud de la perturbacién decae con mayor rapidez, ocurriendo lo
contrario para menor 3. Esto conlleva a que, a mayor beta plasma, la inestabilidad se ve inhibida
con mayor facilidad, provocando que la inestabilidad se deshaga més rapido, y que el sistema entre

nuevamente en un estado estable en un tiempo mds corto.

10°

10t}

Av,

102}

1073

Figura 8

Amplitud de la perturbacion como funcion del tiempo para diferentes valores de B. La amplitud
de la perturbacion se calcula como Avy = 0.5(Vymax — Vymin)-
4.2 KHI en plasma parcialmente ionizado

Para el estudio de la KHI en un fluido parcialmente ionizado se tomé un valor de 8 = 0.02
y una densidad de masa estratificada con valores p,, = 1.0 para la parte superior y p,, = 0.5 para
la parte inferior. Adicional a esto, se tomaron dos modos de Kelvin-Helmholtz. Por otro lado,
el campo magnético y la presion se dejaron uniformes en el espacio, con presion p. = 0.6. Las
velocidades, las condiciones de frontera y la perturbacion se tomaron iguales que la fase anterior,
tomando k = 4 con el fin de generar dos modos de Kelvin-Helmholtz. Los datos iniciales, tanto

para el fluido cargado como el fluido neutro, eran los mismos. El propédsito de esta fase de la



INESTABILIDAD DE KELVIN-HELMHOLTZ 56

investigacion es determinar el comportamiento de la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz cuando se
forma en fluidos parcialmente ionizados, y a su vez, determinar el impacto de los fenémenos de
ionizacion y recombinacion. Es por esto que esta fase se divide en dos partes: la primera, donde se
estudia la KHI teniendo en cuenta solo las colisiones elasticas, es decir, las colisiones de masa son
nulas; y la segunda, donde se estudia la KHI teniendo en cuenta solo las colisiones ineldsticas, es
decir, las colisiones dadas por la ionizacién y la recombinacion.
4.2.1 Colisiones eldsticas

Para determinar el impacto de las colisiones eldsticas en la KHI se analizaron distintas
magnitudes fisicas, como la densidad de masa, la vorticidad del sistema, la amplificacién de la
energia magnética, la energia cinética, y la amplitud de la perturbacion. Esto se realizé para tres
valores distintos del parametro £, siendo estos & = 1072, 1, y 100. En la figura 9 se pueden
observar la densidad de masa para el fluido neutro (parte superior), la densidad de masa para el
fluido cargado (parte media), y diferencia entre dichas densidades (parte inferior), en un mismo
tiempo, para diferentes valores del pardmetro de colisiones &. Observando las figuras 9(a), 9(d) y
9(g) correspondientes a un valor & = 1072, se encuentra que la densidad de masa de las particulas
neutras tiene una distribucion diferente a la de las particulas cargadas. La figura 9(a) muestra
dicha densidad para las particulas neutras, donde se nota que los modos de KH no se forman en
su totalidad, mientras que en la figura 9(d), donde se muestra dicha densidad para las particulas
cargadas, los modos de KH se forman y tienen un buen enrollamiento. Esto lleva a que, en la figura
9(g), se observe una gran diferencia entre las densidades de masa.

Abhora, respecto a las figuras 9(b), 9(e) y 9(h) correspondientes a un valor & = 1, se observa
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que, para el caso de particulas neutras (ver figura 9(b)), la inestabilidad empieza a tener una forma
mads completa, es decir, se forma de una mejor manera, incluso llegando a tener un poco de enro-
llamiento. Esto conlleva a que exista una similitud mds cercana con la densidad de masa para las
particulas cargadas (ver figura 9(e)). Esta similitud se corrobora al observar 9(h), donde vemos que
las zonas que tenian una mayor diferencia en la densidad de masa se han reducido, ademads de que
la magnitud observada en la barra de colores también se ha reducido considerablemente, tendiendo

a ser valores cercanos a cero.
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Figura 9

(a)-(c) Densidad de masa para fluido neutro, (d)-(f) densidad de masa para fluido cargado, (g)-(h)
diferencia de densidad de masa entre fluido cargado y neutro.
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Finalmente, para el caso de & = 100, el cual se representa en las figuras 9(c), 9(f) y 9(i), se
encuentra que en la densidad de masa de las particulas neutras se forman los vortices caracteristicos
de la KHI con mejor enrollamiento, y con cierta similitud a los vortices formados en la densidad
de masa de las particulas cargadas (ver figura 9(f)). Nuevamente, al observar 9(i) se encuentra que
la diferencia entre las densidades de masa se ha reducido, tendiendo a ser cada vez mas cero.

Ahora, en la figura 10 se muestra la vorticidad del sistema para particulas neutras (parte
superior), particulas cargadas (parte media) y la diferencia entre dichas vorticidades (parte infe-
rior), para los tres valores del parametro de colisiones & mencionados con anterioridad. Respecto
a las figuras 10(a) y 10(b), se encuentra que la vorticidad relacionada a las particulas neutras es
un poco asimétrica y deforme, lo cual permite corroborar la casi nula formacion de vértices que
se presentaba en las densidades de masa, sin embargo, para 10(c) se observa una vorticidad mas
congruente y formada, lo que permite concluir que los modos de KH se pudieron formar de una

mejor manera.
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(a)-(c) Vorticidad para fluido neutro, (d)-(f) vorticidad para fluido cargado, (g)-(h) diferencia de
vorticidad entre fluido cargado y neutro.
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En el caso de las particulas cargadas, dadas por las figuras 10(d)-(e), se encuentra que
dicha vorticidad es congruente con la completa formacion de los modos de KH en la densidad de
masa, y con el enrollamiento de los mismos. Si se tuviesen solamente las gréficas de vorticidad del
sistema, se podria afirmar con exactitud que los vortices caracteristicos de la KHI se formaron con
buen enrollamiento en el fluido cargado. El hecho de que estos vértices se hayan formado de una
mejor manera en las particulas cargadas se debe principalmente a que estas se ven afectadas en
gran medida por el campo magnético, mientras que las particulas neutras no. Ahora, esto es algo
que caracteriza las vorticidades para los pardmetros & = 1072 y £ = 1 donde las colisiones son
relativamente bajas. Sin embargo, para & = 100, la vorticidad, tanto de neutras como de cargadas,
es bastante similar debido a que, de manera indirecta, las particulas neutras se vieron afectadas por
el campo magnético como consecuencia de las colisiones con las particulas cargadas.

Con todo esto, al observar las figuras 10(g)-(i), se puede notar que la diferencia entre las
vorticidades tiende a ser cero al aumentar las colisiones, lo que permite concluir que los sistemas
de particulas cargadas y neutras tuvieron comportamientos similares. Esto es un resultado comple-
tamente coherente, ya que, al haber mads colisiones entre las particulas del sistema, se espera que
las dindmicas individuales tiendan a ser iguales entre si, llevando a que la diferencia de parametros
como la vorticidad y la densidad de masa entre el fluido neutro y el cargado tiendan a ser cero.

Respecto a la amplificacién de la energia magnética, la cual se muestra en la figura 11, se
encuentra que, para todos los valores del pardmetro de colisiones, la energia magnética empieza
a aumentar en tiempos similares, esto permite concluir que las colisiones entre las particulas no

afectan el tiempo de formacién de la inestabilidad de manera considerable. Adicionalmente, se
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puede notar que la amplificacién de dicha energia magnética es mayor para & = 100 y menor para
& = 1072, es decir, entre més colisiones ocurran entre particulas neutras y cargadas, la energfa
magnética se amplifica en mayor medida. Este resultado es algo completamente esperado debido
a que, entre mds colisiones sucedan, las particulas neutras pueden transferir mas energia cinética a
las particulas cargadas, permitiendo entonces que dicha energia cinética se transforme en energia

magnética adicional en el sistema.
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Figura 11

Amplificacion de la energia magnética para diferentes valores de & en funcion del tiempo.

Este ultimo resultado no solo se puede corroborar al observar la amplificacion de la energia
magnética, también se puede verificar al observar las figuras 12(a) y 12(b), las cuales muestran la
energia cinética del fluido cargado y neutro respectivamente. Para el caso del fluido cargado, ve-
mos como la energia cinética aumenta a medida que el pardmetro de colisiones es mayor, mientras
que para el fluido neutro ocurre lo contrario, a mayor colisiones, menor es la energia cinética. Esto
se traduce como una transferencia de energia cinética de particulas neutras a particulas cargadas,

que a su vez se ve reflejado en la amplificacién de la energia magnética, como se menciond an-
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teriormente. En adici6n a esto, se puede observar como, para el caso de & = 100, el valor de la
Eyin(t)/Exin(0), tanto para particulas cargadas como neutras, ronda entre los 4000 y 5000, confir-
mando nuevamente que los dos sistemas tienden a tener un estado similar debido a las colisiones

entre las particulas.
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Figura 12

Amplificacion de la energia cinética para el fluido cargado (izquierda) y para el fluido neutro
(derecha) debido la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz para diferentes valores de & en funcion del
tiempo.

Finalmente, respecto a la amplitud de la perturbacion (ver figura 13), se encuentra que el
sistema, tanto para particulas cargadas (13(a)) como para particulas neutras (13(b)), pasa por una
fase lineal, asociada a la formacion de la inestabilidad, y una fase no lineal, asociada a la formacién
de los vértices de la KHI y la entrada a un estado turbulento. Adicionalmente, se observa que, a
mayor valor de &, la inestabilidad se forma un poco mads rapido en el caso del fluido cargado. Por
otro lado, en el caso del fluido neutro ocurre un efecto inverso. Sin embargo, estas diferencias en

la entrada a la fase lineal no son muy grandes, por lo que se puede concluir que las colisiones no

afectan en gran medida al tiempo de formacién de la KHI.



INESTABILIDAD DE KELVIN-HELMHOLTZ 64

10° 10°

10!

Av,

1072

— £=10? — £=10"?
— £=1 §=1
£=100 — £=100

3 -3
10 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 1o 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

(a) (b)
Figura 13

Amplitud de la perturbacion para el fluido cargado (izquierda) y para el fluido neutro (derecha)
para diferentes valores de & en funcion del tiempo.
4.2.2 Colisiones ineldsticas

Con el fin de determinar el impacto de los fenémenos de ionizacién y recombinacién, se
estudio la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz bajo los efectos de dichos fenémenos, sin tener en
cuenta las colisiones eldsticas en el sistema. Para esto se implement6 en el c6digo MAGNUS
(Wandurraga, 2022) las ecuaciones de las colisiones ineldsticas dadas por (36), (42), (49) y (50),
donde los términos " y "¢ estdn dados por (53) y (54) respectivamente. Estas ecuaciones se
adecuaron de manera que se adicionaron dos términos, los cuales se denominaron “frecuencia de
recombinacién” y “frecuencia de ionizacién” y se representan como .. y Q;,, respectivamente,

los cuales se relacionan mediante la expresion

Qion = 10°Qyee. (56)
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Entonces, se estudiaron diferentes casos para el valor de frecuencia de recombinacién, sien-
do estos Q.. =0,107% y 1073, De la relacién (56) se puede concluir que la ionizacién ocurre en
mayor medida que la recombinacion, es decir, se crean mds particulas cargadas que neutras.

En la figura 14 se muestra la densidad de masa para el fluido de particulas neutras ((a)-(c)),
y la densidad de masa para el fluido de particulas cargadas ((d)-(f)). En estas graficas se puede
apreciar el aumento en la densidad de masa del fluido cargado por las magnitudes observadas en
la barra de colores en el caso de Q.. = 1073, ocurriendo un efecto contrario para las particulas
neutras. Esto se debe principalmente a que, a mayor valor de Q,.., hay mayor Q;,,, lo que indica
que una gran cantidad de particulas neutras estdn transformédndose en particulas cargadas debido al
fendmeno de ionizacion. Asimismo, debido a la conservacion de la masa del sistema, al haber un
aumento en la densidad de masa de las particulas cargadas, se debe compensar con una disminucién
de la misma para las particulas neutras.

En la figura 15(a) se observan los valores de I'"¢ y I''*" para un tiempo ¢ a lo largo del eje x.
Aqui se puede apreciar que ambos fendmenos mantienen un comportamiento similar sin importar
el valor de frecuencia de recombinacién que se tome, lo tinico que varia de manera apreciable es
la magnitud de dichos valores. Hay que tener en cuenta que en esta figura no se graficaron [7*“ y
["o" para Q,.. = 0, pues en este caso no hay ionizacién ni recombinacién.

Ahora, la figura 15(b) muestra los valores para la densidad de masa del fluido cargado
(linea continua) y el fluido neutro (linea discontinua) a lo largo del eje x (para un valor fijo de y).
En esta grafica se puede apreciar un comportamiento similar para cada valor de €., sin embargo,

para Q,,. = 1073 se observa un aumento en dicha variable para el caso del fluido cargado, y una
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Figura 14

(a)-(c) Densidad de masa de particulas neutras y (d)-(f) cargadas, para distintos valores de la
frecuencia de recombinacion.

disminucion para el caso del fluido neutro. Esto significa que a mayor frecuencia de recombinacion
hay un aumento en la densidad de masa de las particulas cargadas, algo que es completamente

l6gico debido a la relacion (56). Asimismo, este aumento en la densidad de las particulas cargadas
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Magnitudes fisicas del sistema a lo largo del eje x para diferentes valores de Q. (a) T y T,
(b) densidad de masa, (c) momento y (d) energia. La linea continua representa a las particulas
cargadas y la linea discontinua a las particulas neutras, a excepcion de (a) donde la linea continua
representa I y la linea discontinua I'"°".

se compensa con la disminucion en la densidad de las particulas neutras, pues al haber mayor
ionizacién que recombinacién, mds particulas neutras se estdn transformando en cargadas. Este
resultado se puede corroborar con (36), la cual indica que a mayor I hay mayor S. y menor S,,,
los cuales corresponden a los términos fuentes de la ecuacidn de conservacion de la masa.

Para el caso de la ecuacion de momento sucede algo similar. En (42) se puede observar que
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el término " aporta positivamente al aumento de momento en las particulas cargadas, y resta al
momento de las particulas neutras. Este resultado se muestra en la figura 15(c), donde se observa
un aumento de momento para las particulas cargadas (linea continua) y una disminucién del mismo
para las particulas neutras (linea discontinua), para el caso de Q.. = 1073, Igualmente, se puede
observar como para Q.. = 10~° el momento es mayor en comparacion con Q.. = 0.

Analizando la energia de ambos fluidos y los términos de fuentes para la ecuacién de con-
servacién de la energfa dados por (49) y (50), se puede observar que el término de I'"*" aumenta
la energia para las particulas cargadas, y la disminuye para las particulas neutras. Observando la
figura 15(d), se nota un comportamiento adecuado segtn las ecuaciones, ya que a mayor frecuencia
de recombinacién, hay un aumento en la energia de las particulas cargadas y una disminucién en
el caso de las particulas neutras.

En las gréficas presentadas en la figura 15 se muestran sefialadas con lineas negras verticales
ciertas zonas, las cuales corresponden a la formacién de los vortices. En estas zonas se puede
apreciar que se presentan maximos de recombinacion y minimos de ionizacion (ver figura 15(a)).
Igualmente, son zonas que corresponden a mdximos de densidad de masa y energia, y maximos
locales en el caso del momento, para particulas cargadas (ver figuras 15(b)-(d)).

Respecto a la amplificacion de la energia magnética, la figura 16 muestra dicha amplifica-
cién a lo largo del tiempo para diferentes valores de la frecuencia de recombinacion. Se observa
que a mayor frecuencia de recombinacion, la amplificacion del campo magnético es mayor, ampli-
ficindose en mayor medida para Q.. = 103 con un aumento cercano a dos veces el valor inicial.

Esto tiene mucho sentido ya que, al haber observado un aumento en la energia cinética de las parti-
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culas cargadas, se puede entender que este aumento en la energia facilitd a su vez la amplificacion

de la energia magnética (mds energia cinética se transforma en energia magnética del sistema).

2.0

Figura 16

Amplificacion de la energia magnética del sistema para diferentes valores de Q... en funcion del
tiempo.

Finalmente, en la figura 17 se representa la amplitud de la perturbacion para el fluido car-
gado (izquierda) y el fluido neutro (derecha). Aqui se puede observar que las variaciones en la fase
lineal de la inestabilidad son casi imperceptibles, notindose una diferencia apreciable tinicamente
para Q,,. = 1073, Esto significa que los fenémenos de ionizacién y recombinacién no afectan, o
de manera més precisa, afectan de manera minima a la formacién de la inestabilidad.

4.3 KHI en la magnetosfera de la Tierra

La magnetdsfera de la Tierra es, muy probablemente, la regién astrofisica de mayor im-
portancia para la comunidad cientifica, pues es esta la encargada de proteger a la Tierra de las
interacciones con el Sol, y de muchos otros fendmenos astrofisicos que pueden afectar la vida en

ella. Es gracias a esta que fendmenos como las eyecciones de masa coronal no afectan en gran
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Amplitud de la perturbacion para el fluido cargado (izquierda) y el fluido neutro (derecha), para
distintos valores del pardmetro Q.

medida a la humanidad, pues se encarga de repeler, a través del campo magnético, la entrada de
particulas provenientes del plasma del viento solar. Sin embargo, como se mencioné con anteriori-
dad, el viento solar ha sido observado en zonas internas de la magnetdsfera, generando fenémenos
visuales como las auroras boreales (Hallinan and Davis, 1970). La presencia de dichas particulas
en el interior de la magnetdsfera se debe principalmente a la reconexiéon magnética (Dungey, 1961;
Sonnerup and Cahill Jr, 1967; Adhikari et al., 2019). No obstante, se ha comprobado cientifica-
mente que la KHI es otro fendmeno que influye en el transporte de masa en esta region astrofisica
(Miura and Pritchett, 1982; Belmont and Chanteur, 1989; Nakamura et al., 2014; Dungey, 1955).
En particular, la KHI se forma en la region de la magnetdésfera conocida como magneto-
pausa, la cual funciona como una frontera entre el medio interplanetario y el interior de la magne-
tosfera (ver figura 18). En esta region, la KHI se forma como consecuencia de la interaccion del

plasma proveniente del viento solar y el plasma contenido dentro de la magnetdsfera (ver figura
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Figura 18

Esquema de la magnetésfera de la Tierra. Recuperado de: Eastwood et al. (2015). Adaptado por:

Autor.

19) (Guo et al., 2010; Hasegawa, 2012). Ademads de representar un medio de transporte de masa

en la magnetdsfera, la KHI también se ha estudiado debido a que puede representar una respuesta

al fendmeno de amplificacion del campo magnético en esta region del medio astrofisico.

Figura 19

Inestabilidad de Kelvin-Helmholtz formada en la magnetopausa de la Tierra. Recuperado de: So-

rathia et a
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l. (2020). Adaptado por: Autor.



INESTABILIDAD DE KELVIN-HELMHOLTZ 72

Con el fin de estudiar la KHI en la magnetdsfera terrestre, y los efectos de las colisiones
elésticas e ineldsticas en la dindmica de la misma, se implementé en el cédigo MAGNUS (Wan-
durraga, 2022) una zona localizada de la magnetdsfera tomando un modelo eliptico para esta, la
cual, debido al dominio espacial utilizado se aprecia como en la figura 20. Adicionalmente, se
construy6 un dato inicial con valores de densidad de masa, campo magnético, y velocidad de las
particulas correspondientes al plasma proveniente del viento solar y al plasma contenido dentro de
’]

la magnetdsfera. La densidad de nimero se tomé como p,; = 0.3 x 10~2![kg m 3] para el viento

solar (parte superior), y P = 1.0 x 10721 kg m_3] para la magnetdsfera (parte inferior) (Nakamu-
raet al., 2014, 2020). Con respecto a la velocidad, se tomé v,,; =~ 400[km sil] para el viento solar, y
Ve 2 340[km s~!] para el plasma contenido en la magnetdsfera, el plasma del viento solar fluye de
izquierda a derecha y el plasma de la magnetdsfera en sentido contrario (Russell, 2000; Nakamura
et al., 2014). Para el campo magnético, se usé un valor de B = 3[nT] constante en todo el espacio.
Finalmente, se trabajé con un valor de 8 = 0.02, una frecuencia de colisiones elésticas de & = 10
y una frecuencia de recombinacién de Q.. = 1073. Cabe resaltar que el dato inicial fue el mismo
para el fluido cargado y neutro. En adicién a esto, en esta tltima fase las condiciones de frontera,
tanto para el eje x como el eje y, se tomaron de flujo saliente.

En las figuras 21 y 22 se muestran la distribucion de la densidad masa para el fluido cargado
y el fluido neutro respectivamente, en diferentes valores de tiempo. Observando ambas graficas
se puede notar las similitudes en sus dindmicas, debido a los efectos de las colisiones eldsticas.

Ademas, al comparar los valores de la densidad de masa del fluido cargado con los del fluido

neutro, se aprecia claramente los efectos de la ionizacién. Debido a la curvatura de la frontera, los
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Figura 20

Zona localizada de la magnetdsfera de la Tierra. La zona morada representa el exterior a la
magnetosfera y la zona roja representa el interior de la magnetosfera. La frontera entre ambas
zonas es la magnetopausa.

modos de KH que se forman son mds inestables y no hay presencia de simetria. En estos instantes
de tiempo se observa la formacién de diversos vortices, algunos de ellos con enrollamiento, los
cuales evolucionan y colapsan entre si formando vortices de mayor tamafio, como se observa en
21(c) y 22(c).

Observando la figura 23 se presentan IV y " (derecha), y la densidad de masa (izquier-
da), alo largo del eje x (para un valor fijo de y) en tres tiempos distintos. Para el caso de 23(a), 23(c)
y 23(d) se puede observar que I y I*" poseen comportamientos similares como consecuencia
del efecto de las colisiones elasticas. A diferencia de 15(a), donde los maximos de recombinacién
correspondian a minimos de ionizacidn, en esta ocasion, se observa que los maximos de recombi-
nacion son igualmente maximos de ionizacion. Esto se debe nuevamente al efecto de las colisiones
elésticas, las cuales llevan a que ambos sistemas posean dindmicas similares. Ahora, respecto a

23(b), 23(d) y 23(e) se observa que las zonas de mayor ionizacién en sus pares temporales corres-
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Figura 21

Densidad de masa para el fluido cargado para diferentes valores de tiempo.

ponden a zonas de mayor densidad de masa, tanto para el fluido cargado como neutro. Finalmente,
se aprecia que dichas zonas de maximos de recombinacidn, ionizacién y densidad de masa co-

rresponden a la formacién de los vortices de la KHI en las figuras 21 y 22. Noétese también que
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Figura 22

Densidad de masa para el fluido neutro para diferentes valores de tiempo.

los comportamientos de I"“ y I'**" son similares al comportamiento de la densidad de masa, este
resultado es razonable teniendo en cuenta que los fendmenos de ionizacién y recombinacién estdn

relacionados directamente con la densidad de masa de los fluidos (ver ecuaciones (28) y (29)).
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En la figura 24 se muestra la amplificacion del campo magnético a lo largo del tiempo.
Aqui se puede observar que, efectivamente, la KHI en la magnetdsfera, en presencia de colisio-
nes eldsticas e ineldsticas, facilita la amplificacion del campo magnético. Es posible observar una
amplificacion cercana a 3.5 veces el valor inicial de la energia magnética, la cual representa una
amplificacién mayor a la encontrada en las fases anteriores. Asimismo, al comparar con 25, la
cual corresponde a la amplitud de la perturbacion, se observa que la fase no lineal corresponde
temporalmente a la amplitud de la energia magnética. Notese también, en 25, que el proceso de
crecimiento lineal y no lineal de la inestabilidad en ambos fluidos es bastante similar, lo que con-
firma el efecto de las colisiones elasticas, llevando a los dos sistemas a tener dindmicas similares.
Esto indica que la inestabilidad se estd desarrollando de la misma forma en ambos fluidos, hecho
que se puede corroborar en 21 y 22, donde se observa que, en los tres tiempos, la inestabilidad es

similar para los dos fluidos.

3.5

‘ — Q..=1073, £=10

0 20 20 60 80 100 120
t[s]

Figura 24

Amplificacion de la energia magnética en funcion del tiempo.
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Amplitud de la perturbacion en funcion del tiempo.



INESTABILIDAD DE KELVIN-HELMHOLTZ 79

5. Conclusiones

De los resultados presentados durante este trabajo se comprueba que la inestabilidad de
Kelvin-Helmholtz se forma en fluidos que posean una velocidad relativa entre si y una frontera
en comun, sin necesidad de que dichos fluidos posean densidades de masa diferentes o presiones
distintas. Otra conclusion importante es que la KHI funciona como un mecanismo de amplificacion
de la energia magnética en su forma magnetohidrodindmica, ya sea en presencia de colisiones o sin
estas. Igualmente, se hace necesario recalcar que, al trabajar con un plasma parcialmente ionizado
y tener en cuenta las colisiones elasticas e ineldsticas entre las diferentes particulas que componen
el plasma, dicha amplificacion de la energia magnética se ve incrementada, lo que permite concluir
que en un PPI, la KHI amplifica en mayor medida el campo magnético.

A partir de los resultados obtenidos en la primera fase es posible concluir que la inestabili-
dad de Kelvin-Helmholtz representa un mecanismo para la amplificacion de la energia magnética,
y que esta se encuentra relacionada con la fase no lineal de la evolucion de la inestabilidad. Es
por esto que dicha amplificacion es mayor cuando la KHI se desarrolla de manera mas completa y
presenta mayor enrollamiento. Ademas, esta amplificacion de la energia magnética se da debido a
conversiones de energia cinética a magnética. [gualmente, el campo magnético funciona como un
inhibidor al crecimiento de la inestabilidad, por este motivo, la KHI se desarrolla de mejor manera,
y amplifica en mayor medida, cuando se encuentra en presencia de campos magnéticos débiles.

Respecto a la segunda fase, donde se estudia el efecto de las colisiones entre las diferentes

especies del plasma, se observa que, tanto las colisiones elasticas (relacionadas con transferen-
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cias de momento y energia), como las colisiones ineldsticas (relacionadas con la conversion de
especies), son fendmenos que participan activamente en la amplificacion de la energia magnética.
Dichas colisiones facilitan la amplificacion al permitir que la energia cinética de las particulas neu-
tras se transfiera a las particulas cargadas, permitiendo asi que mds energia cinética se transforme
en energia magnética. En el caso de las colisiones eldsticas, se observd que la energia magnética
aument6 un 100 % su valor inicial. Para las colisiones ineldsticas, esta amplificacion fue cercana
a un 95 % del valor inicial. En adicién a esto, las colisiones eldsticas llevan a que ambos sistemas
(fluido neutro y cargado) posean comportamientos similares, tendiendo a que distintas variables
fisicas, como la densidad de masa y la vorticidad, sean iguales. Por otro lado, respecto a los fené-
menos de ionizacién y recombinacion, se encuentra que las zonas donde el vortice se comienza a
formar son zonas de mayor recombinacion; mientras que las zonas en la vecindad del vértice son
zonas de mayor ionizacion.

Finalmente, respecto a la tercera fase, donde se estudia la KHI en la magnetésfera de la
Tierra, se comprueba que la KHI estd relacionada con la amplificacion de la energia magnética,
nuevamente durante su fase no lineal. Adicionalmente, la presencia de colisiones eldsticas juntos
con los procesos de ionizacion y recombinacion aportan a la amplificacion del campo magnético,
ya que se pudo observar que en conjunto de ambos tipos de colisiones dicha amplificacién fue
mayor que la presentada en las fases anteriores, llegando a representar una amplificacién cercana
al 200 % del valor inicial. Por otro lado, las colisiones elésticas afectan a los procesos de ionizacién
y recombinacion en igual medida que a otras variables fisicas del sistema, pues estos fendémenos

también presentaron un comportamiento similar entre si. Esto tiene mucho sentido si se piensa
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que la ionizacién y la recombinacién estan relacionadas directamente con las particulas cargadas
y neutras respectivamente.

Para culminar, en el momento se esta trabajando en un articulo sobre los resultados presen-
tados en este trabajo de grado para ser sometido a una revista cientifica. Adicionalmente, se piensa
extender este trabajo a futuro para hacer un andlisis mas profundo con simulaciones de la magne-
tosfera de la Tierra completa, teniendo en cuenta la estructura del campo magnético de la Tierra,
e implementando un modelo mads realista de la interaccién viento solar-magnetdsfera. Este es un
primer trabajo en el cual se estudia la KHI de manera localizada; sin embargo, hasta donde se sabe,
representa un avance en el estudio de dicha inestabilidad, ya que no se han reportado otros trabajos

en la literatura donde se analicen los efectos de los fendmenos de ionizacién y recombinacion.
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Apéndices
Apéndice A. Ecuaciones de conservacion
Conservacion de la masa
Para encontrar la ecuacion de continuidad, es decir, la conservacion de la masa, se parte de
la ecuacién de Boltzmann (4) y se toma g(Vy) = mg de la ecuacién (6). Entonces

Ng =

O (na(m)a) + Vi (ng(mv)e) — —(F - Vym)o = 0 (na (M) a) oy - (37

Sabiendo que (m)y = mg y que Vi mg = 0 se tiene entonces que

a[ (”lama) + V;‘ . (nama <\7>a) - &[ (nam(x>coll . (58)

Se define
<‘7>oc = ﬁaa (59)

entonces
a[ (nama) + V;’ . (namaljia) - al (nama)c()ll . (60)

Teniendo en cuenta que nghg = Pme, la cual representa la densidad de masa de las par-

ticulas ¢, y ademads que el término 0, (ngmy),,;; = Se Y representa las colisiones del sistema, se
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encuentra que

O (Pma) + Vi (Pmatia) = Sa, (61)

donde

d
So = 0 (naMe) o = Ma / (a_]:> dv. (62)
coll

Conservacion del momento
Para la conservacion del momento se parte de la ecuacion de Boltzmann dada por (4) y del
segundo momento canénico g(Vy) = myVy. Entonces
Ng =

0 (ng(mv) ) + V7 (ng(mvv) ) — m_a<F VimV) g = 0 (ng(mv)q)

(63)

coll

Teniendo en cuenta que (mV)y = my (V) o, y ademds que mq, no depende de las componentes

de la velocidad, se encuentra

0 (ngma(V)a) + Vi (ngme (W) g) — —ma<ﬁ Vi Vg =0 (nama(V)a) o - (64)

1) Analizando el primer término de la parte izquierda de la ecuacién (64), se encuentra que

dicha derivada se puede reescribir usando la regla de Leibniz de la forma
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0 (ngma (Vo) = ngmed: (V) o + (V) 00 (ngmq) - (65)

Recordando (59)

a; (n(xmaﬁa) = namaa[ﬁa + ﬁaa[ (nama) . (66)

Haciendo uso de la ecuacion (60) y de la relacion (62) se encuentra que

d
coll

2) Ahora, analizando el segundo término de la parte izquierda de la ecuacion (64) se en-

cuentra que existe un producto tensorial de la forma vv. Tomando

V="_Co+ (Va, (68)

donde ¢y, es la velocidad relativa entre V' y (V). Noétese que si se calcula el promedio de v sobre

las particulas o este debe ser igual a (V) ¢, por lo que (¢) = 0. Entonces

W= (Ca + (Vo) (Ca+ (V) (69)

:CaCa+Coc<\7>a+<\7>aCa+<\7>a<‘7>oca (70)
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calculando el promedio de la expresion anterior y recordando (59)

<W>a - <Ea8a>+<Ea>lla+l/ﬁa<€a>+ﬁaﬁa. (71)

Notese que en la expresion anterior los valores de iy, salen del promedio debido a que esta
cantidad ya es un promedio como tal. El segundo y tercer término se hacen cero debido a (¢) =0,

entonces

<W>a — <8(x8(x> + ﬁal/_ia. (72)

Usando la relacion anterior, se calcula

V;‘ . (l’lama<\7\7>a) = V;‘ . (nama<6a6a>) + V? (l’lamaﬁaﬁal. (73)

(.

~\~
a

Si se considera el término denominado a en la expresion anterior, podemos reescribir el

producto tensorial como

Vi (l’lamaﬁaﬁa) =Vz- (”ama [uaxﬁa + M(Xyﬁa + uazﬁa]) ’ (74)

luego, analizando por componentes el operador divergencia se tiene
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- = a — — —
V- (namauaua) = a (namauaxua) + 5= (namauayuoc) + = (”amauaz”a) . (75)

0 0
dy dz

Esta expresion se puede reescribir de la forma

1

A\
s ™~

. dii, i dii
V;’ (namauaua) :nama (uax axa +uay aya +I/laz aza)

Uy _a NogMoUgyx) + _8)) NogMaUay + —aZ NgMglUez) | -

2

En el término denominado 1 en la expresion anterior se puede identificar un producto vec-
torial entre iy y el gradiente del mismo. Asimismo, en el término denominado 2 de la misma
expresion se puede identificar un producto entre iy y la divergencia de ngmgiiy, quedando enton-

ces la expresion de la forma

V? . (namaﬁaﬁa) = NgNig (ﬁa : V?) ﬁa + I/_[a [V;’ . (l’lal’”aﬁa)] . (77)

Reemplazando (77) en (73)

V? . (nama <W>a) - V?‘ * (nama <Ea8a>) + nama (ﬁa . V?) ﬁa + ﬁa [V? . (namaﬁa)] . (78)
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De acd se obtiene entonces que la cantidad ngme (o Cq) es el tensor de presion cinética, el cual se

puede escribir como

Po = ngme <Ea5a> = Mg + pal, (79)

donde M, es el tensor de viscosidad y p, es la presion cinética escalar. De esta forma

% (”locmoc <W>a) = V3-Mg + Vi po +namq (ﬁa : V?) g + g [V?' (”lamaﬁa)] . (80)

3) Finalmente, analizando el tercer término de la parte izquierda de la ecuacion (64) se

encuentra que

S . d d d -
—na<F'V\7V>a:_na<(Fa ex‘i'Fya eY'i'an )V> ) (81)
a
lo cual se puede reescribir como
—Ng <ﬁ Vi ‘7>a = —Ng <ﬁ>a (32)

Reemplazando los términos (67), (80) y (82) en (64) se obtiene
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. . - d
NaMe Ol — g Vi (NgMeliia) +ma”a/ (a—f) d*V + VMg + Vi po+
4 coll (83)
Nt (ltg - Vi)l + g [Vi- (namaii)] —na(F)a = 0 (nama (V) o) ooyt s
expresion que se puede simplificar de la forma
namaaﬂ/la +mau(x a_ d V+V?'Ma+nama (u(x 'V?) Uy _na<F>a
4 coll
(84)
+ Vi pa = 0 (namq <‘7>oc)c(,11>
y reescribiendo
NoMgy (at + ﬁa . V?) I/_[a + V;’ . Ma+V;’ Po — na<ﬁ>a
(85)

. R 0
=0, (nama<v>a)w”—maua/(a—]:) da3v.
coll

Teniendo en cuenta que P, = ngMg, la ecuacion de conservacion de momento se puede escribir

como

Pma (0r +iig - Vi) tig + V- Mg +V; pg —”loc<ﬁ>oc
(86)

0
=3 (PnaMed ~maita [ (%) V.
coll
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Considerando la derivada Lagrangiana (l% = % + g - V;)
Diiy, - .
pmaﬁ:na<F>a—V?‘Ma—V?pa+Ra—uaSa. (87)

donde se ha tenido en cuenta la expresion (62) y ademads

. d
Ra = at (nama <‘7>a)coll = ma/\-/’) (8_{‘> d3V (88)
coll

Conservacion de la energia
Para hallar la ecuacion de conservacion de la energia se parte de la ecuacion de Boltzmann

dada por (4) y del tercer momento candnico g(Vy) = %ma Ve |*. Entonces

(89)
1
= 0 (na <—mv2> )
2 a/ coll
Teniendo en cuenta que <%mv2> 0= %ma<v2>a y ademds que mg no depende de las com-
ponentes de la velocidad, se encuentra
1 2 1 ) N = 2
O | =nogma(vV-)a | + Vi | snama (W) | — =—ma(F - Vi v )
2 2 2myg, (90)
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Al igual que en la conservacion del momento, hay que tener en cuenta la expresion (68), a

lo cual se le calcula la magnitud al cuadrado obteniendo

512 =1* = |Cq + (Nal* = ca® + 280 (Mo + | (Pl 1)

lo cual se puede reescribir teniendo en cuenta (59) de la forma

Vz :Ca2+28a'ﬁa+ua2. (92)

Calculando el promedio de la expresion anterior

(V)a = (ca®) +2(Ca) - (Ma+ (ua’), (93)

donde el segundo término de la parte derecha se cancela debido a que (¢4) = 0. Ahora, recordando

que iy es un promedio como tal, la expresion queda como

(VYo = (ca®) +uq’. (94)

1) Analizando el primer término de la parte izquierda de la ecuacién (90) se encuentra que

1 1 1
o (Enama (v2>a) =0 (Enamauaz) + 0, (Enama<ca2>) ) (95)

Teniendo en cuenta que



INESTABILIDAD DE KELVIN-HELMHOLTZ 106

Npo = ngme{cq?), (96)

donde N es el numero de grados de libertad de un gas, la expresion anterior queda de la forma

1 1 1 1 N
9 (Enama<"2>a) =0 (Enamauaz) + 0, (ENPa> =0 <§namaua2+ Epa) . o7

2) Ahora, analizando el segundo término de la parte izquierda de la ecuacién (90), se ob-

serva que se puede expresar como

v;. (%namm%) _v,. [1nama<<w>v>a - (98)

Teniendo en cuenta (68) y (59) se calcula

((F-9) W = ((ca® +28q - lig +ua?) (Co +iia)),
= uazﬁa + M(x2<za> + 2 (ﬁa . <Ea>) ﬁa +2L_ia . <Z(XE(X> + ﬁa <Ca2> + <Ca28a>, (99)

— uazﬁa +2ﬁa . <8aza> + l/_ia <Ca2> + <C(x28a>.

Insertando este resultado en (98)
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1 . 1 . I, . .
V? . (Enama <VV2>a> = VF- |:§nama (uazua + Zl/ta . <CaCa> +ua<C(x2> + <Ca2Ca>) . (100)

Esta nueva expresion se puede reescribir teniendo en cuenta (79) y (96) de la forma

1 . 1 . A | S
V? * (inama <VV2>(X) - V;‘ : |:§namaua2ua + ]P)a ‘ u(x ‘I‘ Epaua + En(xma <Ca2Ca> . (101)

Se define el vector flujo de calor de la forma

1

Go = Enama <Ca25a>, (102)
por lo que (101) queda de la forma
1 9 1 > N . L
V;ﬁ . Enam(x <VV >a = V?' Enamaua + Epa Uy +]P)a Uy +Q(x . (103)

3) Finalmente, analizando el tercer término de la parte izquierda de (90), se reescribe usando

Viv? = Vi (V-7) = 20 x Vg x ¥ 4-2(V- V;) (104)

=l

De la expresion anterior, el término relacionado al rotacional de v es cero, debido a que las com-
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ponentes de la velocidad no dependen de las demds componentes, por lo que

Vi =2(V- V). (105)

Esto se reescribe de la forma

d d d
Vir? =2 (vx—éx +Vis—éy+ vZa—éz> vV
<

ox dy (106)
=2 (viy +vyé, +v;é;) =2V.
Usando esta expresion se tiene entonces
Mo 2 =
— S (F Vi) = —na(F - Pa- (107)
Reemplazando los términos (97), (103) y (107) en (90) se obtiene
d [1 N 1 N - L =,
= —”ama”az + = Pa | + Vi —”amauaz + = pa | g +Pq - lig +Go| —na(F -V)a
or \2 2 2 2
(108)
1
=0, <§nama<v2>a> .
coll

Usando (79) en la expresion anterior
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0 [1 N 1 N . 5 o 5
E (‘"amauaz + _Pa> + V- {(Enamauaz + _pa) Ug +Mg - tiqg + pol-tig +go

dr \2 2 2
(109)
S 1
— Ny <F ‘V>a = at (Enam(x<v2>a) N
coll
lo que nos permite reescribir la ecuacion de la forma
d (1 N 1 N+2 - o
ot (Enamauaz + Epoc) + V- {(Enamauaz + ) Poc) g + Mg - tig + Qa} (110)

= — 1
_na<F -V>a = al’ <§nama<vz>a> .
coll

Para simplificar esta ecuacion es necesario reescribirla de la forma

a b
9 (1 ,\ 9 (N 1 >\
o1 Enamaua +E Epa + Vi - E”lamaua +

N+2 . . . 1
Vi ( > Polla +Ma'ua+%¢) —na<F‘V>a =0, (Enama@z)a) .
coll

(111)

Luego, los términos denominados a y b de la expresion anterior se agrupan y se reescriben como
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Jd (1 1 1 . o
ot (Enamauaz) + Vi (5"“’%”02) N E”azaz (nama) +nemalile - Jiia

1 _. L e .
+ —M(ZZV? : (namaua) +ngmoUy [(I/la . V;‘) ua] .

2
(112)
Agrupando términos
a 1 2 1 2 1 2 5
E Enamal/la + V;’ . Enamaua = Eua [at (nama) + V;-‘ . (namaua)]
(113)

+ namaﬁa . [&t + I/_ia . V?‘] ﬁa.

Ahora, usando la conservacién de la masa (60) y la definicion de derivada Lagrangiana se tiene

d [1 1 1 . Diu
E <§nam(xua2) +V; - (Enamall(f) = Euazsa +ngmelie Tl‘a. (114)

Reemplazando esta expresion en (111)

N N+2 1 . Di B B
o (Epa) +V; - ( 5 paua> +§ua25a+namaua-7t“+v? - (Mg - iq) + Vi - Ga
(115)

S 1
_na<F ° V>a = al‘ <§nama <v2>a>
coll

Ahora, usando la conservacién del momento (87), el cuarto término del lado izquierdo de la expre-
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sién anterior se puede escribir como

Insertando esta expresién en (115)

N N+2 | - - .
o <5Poc> + Vs ( 3 Pauoc) ‘f‘iuazsa‘f‘nauoc'<F>a_ua'(v7’Ma)_”a'V?Ptx

(117)
L = L S -, 1
+ g - Ro — “062SO€ + Vi - (Mg i) + Vi - Go —na(F - V)g =0, <§nama<"2>0‘)
coll
Simplificando
N N+2 1 - -

o (51%5) + V- ( ) Paua) - Euazsa — g - (Vi-Mg) —iig - Vi pa

(118)
- 3 . - 1
coll

Reescribiendo
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o (Epa) +——5—(PaVy -lia+ila: Vi pa)=ia- Vi Pa

- 3B - I, 1 1
= —liq Rg — V7 - (Mg lla) — Vi - Go+iia - (V- Ma) + ~Ug*So+ 0 (E”ama<v2>a) .
coll

2
(119)
Teniendo en cuenta que iy - (Vi-Mg) — Vi - (Mg -iig) = — (Mg - V) - lig, la expresion
anterior se reescribe de la forma
N - N+2 - . L1
— (0 +iig - V) pa + paV-iig =— (Mg - V) -iig — V7 - Go + 5tte*Sa
2 2 2
. (120)
— ﬁa . I_éa + 8t (5]’10{”’[(1 <V2>a)
coll
Usando nuevamente la definicién de la derivada Lagrangiana
ND N+2 - . L1 L o=
2 Dia * 2 paV g =— (Mg Vz) iiqg — V7 -Ga + Euazsa — g Ro+Hg, (121)

donde se ha tenido en cuenta que

2
Hy =9, (%nama<v2>a) = g / % (‘3-{) av. (122)
coll coll
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Apéndice B. Fluido cargado
Para acoplar las ecuaciones de los iones y electrones primero hay que establecer ciertas
definiciones. Es importante mencionar que el subindice ¢ hace referencia a las particulas con carga.

Para la densidad de masa se tiene

Pmc = Pme + Pmi- (123)

Para la densidad de carga

Pg = qini +gene = eZn; — en,, (124)

donde e es la carga del electrén y Z es el nimero atémico de los iones. Para la densidad de corrien-

tes de masa

-

jmc - pmcﬁc - pmeﬁe + pmiﬁi; (125)

definicion de la cual se puede obtener la velocidad de las particulas con carga de la forma

7. = Pmelle + Pmilli

(126)
pme + pmi

Se define igualmente una velocidad de difusion
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la cual corresponde a una velocidad relativa entre la velocidad individual de las particulas que
conforman el fluido (iones y electrones) con la velocidad general del fluido, por lo que el subindice
U puede corresponder tanto a iones como a electrones (i o e). Particularmente, esta velocidad de

difusién cumple que

Y numywy, =0. (128)

Esto se puede demostrar de la forma

Z”umuwu = Z (”umuﬁu - ”umuﬁc)
u n

= nimiﬁi + nemeﬁe - (”imi + neme) ’/_[c
= Pmildi + Pmelc — (sz + pme> Uce

= PmcUe — Pmclhe = 0.

Se define la densidad de corriente de carga

=Y aunuiiy = Y quny (W +iic) = paile + ) qunyy. (129)
I W u

Con estas definiciones bésicas es posible definir otras cantidades fisicas como el tensor de
presion cinética, que ya habia sido definido para cualquier particula en la ecuacion (79), por lo que

ahora, para las particulas con carga u este estara dado por
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—

donde ahora ¢}, = V. — (V¢)y = Ve — iy (ver ecuacion (68)), recordando que (V) = iy por (59).
Sin embargo, si se habla de las particulas con carga como un todo, es decir, que componen un solo

fluido, es necesario definir esta velocidad relativa de forma andloga como

—

EOp. :‘70_<‘7>c:‘70_u67 (131)

donde (V). = ii.. Con esto, el tensor de presidn cinética para el fluido cargado estard dado por

Pe =Y Py (Couop), (132)
u

el cual se puede redefinir teniendo en cuenta las definiciones de V. y ., obteniendo

Entonces, el tensor de presion cinética para el fluido cargado queda de la forma

Pe=Y Py [(Culu) + (Cuip) + (W) + ()] (134)
u

Recordando que () = 0, el tensor se reduce a
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Pe = meu [(Eulu) + (Wuwy) ] - (135)
u

Debido a que wy, estd definido como la suma de dos cantidades que representan un prome-

dio, se tiene entonces

Pe=Y Pmp [(Culu) + Wy . (136)
u
Teniendo en cuenta (130)
u [

Ahora, definiendo la presion cinética escalar para las particulas con carga teniendo en cuenta (96)

Npy = P lcu®), (138)

y la presion cinética escalar del fluido cargado en términos de la traza de P, como

1 1 o
m:N;%Fﬁgg%WMWM- (139)

Definiendo ahora el flujo de calor para el fluido cargado teniendo en cuenta (102)

| .
Ge =5 3 Pmu{cou*Cop). (140)
u
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Finalmente, la densidad de energia térmica para el fluido cargado

N 1
S Pe= EmeMcoﬁ% (141)
u

Conservacion de la masa

Para la conservacidn de la masa se tiene entonces

Y 9Py + Y Vi - (i) =Y Su. (142)
u u U

Sabiendo que la derivada temporal y el operador divergencia no depende de las sumatoria,

la expresion anterior se puede reescribir como

oY Py + Vi - (meuﬁu> =Y Su. (143)
u u u

Abriendo las sumatorias

at (sz +pme) + V? : (pmiﬁi +pmeﬁe) - Si + Se- (144)

Teniendo en cuenta (123) y (126)

at (pmc) + V? : (pmcﬁc) = Sca (145)

donde se ha tomado S, = S; + S..
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Conservacion del momento

Para la conservacion del momento se tiene

ZquwHw Z% =Y. Vi My =Y Vi pu+ Y Ry — Y iiuSu, (146)
U u u U

lo cual se puede reescribir si se tiene en cuenta que Py, = M, + p, I similar a (79) de la forma

Y. Oy [Griiy + (i - V) iy ZW w— Y Vi Pu+ Y Ry — Y iiuSy. (147)
m m m m

Esto se reescribe teniendo en cuenta (137) como

meu [Ority + (it - Vi) i) = Z”u = Vi -Pet ) Vi - (Pmu¥uiiy) ZRu Z”uSu
u
(148)
Utilizando la ecuacién de conservacion de la masa dada por (142) es posible reescribir el ultimo

término de la parte derecha de la expresion anterior de la forma

Y iuSy = Yty [0pmp + Vi (Pmuli)] - (149)
" "

Insertando (149) en (148)



INESTABILIDAD DE KELVIN-HELMHOLTZ

a

Y P [t + (i - V7)) = Yo (F) = Vi - P "‘ZV (P W y0) + 3 Ry
m

U

— Y iy [01pmp + Vi - (P )] -
u

N

-~

b

Ahora, los términos denominados a y b se agrupan y se operan

2Py [Ortiyy + (i - Vi) ] + iy [0y + Vi - (Pmliy) | } =
m

Y. [P Ortiyy + Py (i - Vi) tiy + by s Ppugs + 6 Vi - (Pmpatie)] -

m

Esta expresion se puede reescribir como

2 [P Ortiyy + Py (dyy - Vi) by + iy Or Pongy + e Vi - (Pt )| =

u

Y [0 (Pmuiin) + Vi - (Pmuliutiy)]
I

Ahora, usando (127)

119

=

m
(150)

(151)

(152)
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2 [0 (Pmpii) + Vi - (Pmuiiniiy)] =

3 (153)
Y {9 (Pmuy) + 0k (Pmuiic) + Vi - [Py (W + i) (W +1ic) ]},
u
donde el primer término de la parte derecha se hace cero debido (128). Luego
Z [at (Pmuﬁu) +Vz - Pm/.tuuuu Z at pmuuc
K # (154)

+V? : (pm,ul_jcﬁc) +V7 ’ (pm,u"_‘;u"_‘;p,) +V? ) (pmuwuﬁc) +V? ’ (pm/.iﬁcw,u)] .

En esta ecuacion los ultimos dos términos de la parte derecha se hacen cero debido a (128). De lo

resultante se abren las primeras sumatorias obteniendo

Y. [0 (Pmutin) + Vi - (Pmutiniin) | = 0 (Pmeiic) + V7 - (Pmeliciic) + Y Vi - (PmpWuwy) . (155)
u u

Seguido a esto, se usa la regla de Leibniz para obtener

2 [0 (Pmpii) + Vi - (Pmuiiniiy)] =
g (156)
pmcat (ﬁc) + ﬁcat (pmc) + Pmec (ﬁc ' V?) ﬁc + ﬁcv? . (pmcﬁc) + ZVF : (pmuwuwu) ;

U
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donde se puede observar que el primer y tercer término de la parte derecha pueden conformar
una derivada Lagrangiana multiplicada por la densidad de masa; y el segundo y cuarto término, la
conservacion de la masa para las particulas cargadas dada por (145) multiplicada por la velocidad,

de la forma

- S Dii,
Z [at (Pmuuu) + Vi - (Pmuuuuu)] pmc +UcS +ZV PmuWuWu) (157)
m

Recordando que este término surgié de sumar los términos a y b de (150) se escribe entonces esta

ecuacion como

Du, .
pmcﬁb;+ucSc+ZV~ pmuwuw” Z”# (F) p— VP
g (158)

Esta expresion se simplifica y resulta

Dii, _
Pme —l—ucS —Znu )u—Vi P+ ) Ry (159)
u

Se abren las sumatorias, se reemplaza P, = M, + p I y se despeja el término .S, obteniendo
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Dii,
Dt

Pme :n,-<13>i+ne<l7“)e—V7 -MC—V;'pC—f—R)i—i-R‘e—L_t’CSC. (160)

-

Finalmente, se toma I_éc =R; —|—ﬁe y la expresion anterior queda de la forma

Dii,

o = ilF )i+ ne(F)e = Vi -Me = Vi pet Re — S (161)

pmc

Ahora, teniendo en cuenta las fuerzas que actian sobre el fluido cargado, es decir, sobre los

iones y electrones, se considera la fuerza electromagnética y la fuerza gravitacional dadas por

Esta expresion es la misma tanto para iones como electrones, entonces

ni(ﬁ>i +ne(ﬁ>e = n,-qlE + niqi(ﬁ' X E) +Pmig + neQeE +neqe (‘76' X E) + Pme&, (163)

lo que se puede reescribir como

ni(F )i+ ne(F)e = (n:qi + 1eqe) E + (0qiVi + 1eqeVe) X B+ (Pmi + Pme) &, (164)
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obteniendo

ni(F)i+ne(F)e = pyE + J X B+ pc§. (165)

Esto se reemplaza en (161) encontrando

—

D, 2 o
pmc pqE+]XB‘|‘Pmcg Vi M — Vi pe+Re — S (166)

Conservacion de la energia

Para la conservacion de la energia del fluido cargado se comenzara de (89), sin embargo,
el término asociado a las fuerzas externas, es decir, el tercer término del lado derecho de dicha
ecuacion se tomara como (107). Adicionalmente, vamos a tomar el término de colisiones como

(122). Todo esto sumado sobre las particulas p

1 1
th (5Pmu<vc2>u> +ZV? ( P (Ve Vc ) ani F Ve)u _ZH# (167)

223 (%Pmu <V62>u) =9 ), (1pmu< Ve Vc>u> : (168)
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Se calcula

Ve Ve = (Cou +iie) - (Cop +1iic) = cou® +uc* + 280y - e, (169)

lo cual se reemplaza en (168)

1 1
atz (Epm,u <V62>“) - a’ZEPVn.U (<COM2 +u” +2Coy - "_ic>) : (170)
1 W
Reescribiendo
1 1 N .
253 (Epmu <vcz>u) =0} 5Py ((cou”) + (e} +2(Cou) - (i) - (171)
T m

—

Recordando que i, ya es un promedio y que (¢y) = (Cu) + (Wy) = Wy la expresién anterior queda

de la forma

1 1
2 (ipmu <vc2>u) =0, Y. 5P ((cou®) e + 200y ). 172)
0 u

En esta expresion la sumatoria sobre wy, se anula debido a (128). Se separan las sumatorias restan-

tes obteniendo

1 1 1
atz (ipmu <Vc2>u) = 9tZ§pmu <C0u2> + atZQP’"ﬂ”Cz' (173)
u Q Q

Se reemplaza (141) en la expresion anterior y haciendo la sumatoria y resulta
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1 N 1
8;2 (Epm“ (ch>u) =0, (EPc> + 0 (Epmcucz) . (174)

u
2) Ahora, analizando el segundo término de la parte derecha de (167) se estudia primero el

término

<Vc2‘7c>u = <(60u2 + ”cz + 280;1 : Zic) (EO/,L + ’f_ic) ), (175)

lo que se puede reescribir como

(veVe)p = (cop’Cou) + uct Wy +2(Couop) - fie + (Cou™)ite + e tie + 2(Wy - il ). (176)

Con esto, este segundo término se reescribe como

1 . 1 . Lo
Y Vi (Epmu <V02Vc>u) =V - (Z 5 Pmu <60u260u>> + Vi (meu<00u"0u> '”c)
m H i (177)
— 1 —
+ Vz (Z 2Pmu<cou >”c) + Vi (Z meu”czuc)
U L

Usando las ecuaciones (140), (137) y (141), y haciendo la sumatoria resultante se llega a
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1 S . . N 1
ZV? : (Epmu <Vc2VC>u) =Vz G+ Vz - (Pe-iie) + V7 - (51’0“6) + Vi - ( Pmclc ”6) (178)

m

3) Finalmente, analizando el tercer término, se deben tener en cuenta las fuerzas que actian
sobre el fluido. Al ser un fluido cargado, estas fuerzas son la fuerza electromagnética y la fuerza

gravitacional dada por (162). Entonces

Yo (F Vo)=Y ny [QM (E V) +qu((Ve X B) - Ve)y +my (8- Ve | - (179)
u [T

En esta expresion, el segundo término del lado derecho de la ecuacién se hace cero debido a que
el producto cruz entre la velocidad y el campo magnético genera un vector perpendicular a la
velocidad, y al hacer el producto punto con la velocidad nuevamente esto se hace cero, quedando

de la forma

Yo (FVo)y = Y nuqu(E V) + Y numy (8- Vo). (180)
u u U

Abriendo las sumatorias y teniendo en cuenta que ni el campo eléctrico ni la gravedad se

ven afectadas por el promedio ni la sumatoria, se obtiene que

Znu :E Z”uquﬁu +§-Znﬂmuﬁu, (181)
T u

lo cual se puede reescribir usando (125) y (129)
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Y nu(F -Ve)u = j-E + puciic - §. (182)
u

Se reemplazan las ecuaciones (174), (178) y (182) en (167)

N 1 o . N 1 o
o <§pc) + 0 (Epmcucz> + Vi Ge+ Vi - (Pe-iic) + Vi - (Epcuc) + Vi - (ipmcuczuc)

—f-E—pmcﬁC~§:ZHu

u
(183)
Reescribiendo el segundo y sexto término de la parte derecha de la ecuacion anterior
N N 1 - - Dii, -
at —Pc |+ V? | =pelce | + _u02 [9thc + V? : (pmcuc)] +Ue- | Pme - +V. qc
2 2 2 Dt
(184)
+ V5 - (Pe-iic) = j-E — pmciic-§ =Y Hy.
u
Utilizando la conservacion de la masa y del momento en la ecuacion anterior
N N | - S, = LS
at Epc +V?" Epcuc +§uc Sc+uc'pqE+uc‘(] XB)+pmcuc'g_uc'V? P,
(185)

+iip-Re —iic UeSe+ Vi -Ge+ Vi - (Peiic) — j-E — pelic-§ = Y Hy

Reescribiendo y simplificando
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N N 1 [ .
at (_pc) + V- (_pc”c> - _uczsc+uc' (] XB) —li¢-Vy - P

2 2 2
(186)
tiicRe+ Vi -Ge+ Vi - (Pe-ile) + pgiic - E—j-E =Y Hy.
u
Se define ahora la densidad de corriente dada por (129) de la forma
77 -
J=J + Pglic, (187)

donde ;' es la densidad de corriente de conduccién, la cual representa la densidad de corriente
de carga en un marco de referencia que se mueve con velocidad promedio global i, y el término
Pqlic es una densidad de corriente de carga de conveccion, la cual representa el flujo de la carga
espacial con velocidad ii.. Con esto, se analizan los términos de (186) que estdn relacionados con
los campos eléctricos y magnéticos

e < B

fic- (jx B)+pgiic - E — j-E = —j- (iic x B) + piic - E — (7+pqﬁc) E. (188)

Reescribiendo la expresion anterior

= -

fic-(jx B)4pgiic-E—j-E=—]E— (] +pgiic)- (i xB) = —j -E—J -(ii. xB), (189)

lo cual se puede expresar de la forma
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e+ (% B) 4 pyiic-E— J-E = =7+ |[E+(iic x B)| =~ -E, (190)

donde se ha tomado E' = E + (i, x E) el cual corresponde al campo eléctrico medido por un obser-
vador que se mueve en un marco de referencia con velocidad global promedio #.. Reemplazando

esta expresion en (186)

N N 1 .
9 (Epc) + V5 (_pcuc> - _MCZSC — Vi -Pe

2 2
(191)
+ﬁc'§c+v? “Ge+ Vi '(Pc'ﬁc)_ﬁ'él :ZH#‘
U
Luego, se tiene en cuenta que
N N N o N N .
o <§pc> + V5 (Epcuc) =0, <§Pc) + (uc 'V?) Epc‘i_ EPCVF “Uc
(192)
_ D (N +N Ve .3
= Dr 2pc 2pc 7o Uc,

y ademds que V; - (P;-ii.) — i - Vz - Pe =P.- (V3 -U.), y se reemplazan en (191) se obtiene

D N N N — = — Iy —
. (EPC) +5pcv7 'uc__uczsc+uc'Rc+V? 'CIC_]_7'E +Pc'(v? 'uc)
(193)
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Teniendo en cuenta que P, = M, + p.I

D (N N L1 L o= . 3 = o
Dr (Epc> +§pCV; -uC—EuC2SC+uc-RC+V? ~qC—]_7-E/—l—I\\/JIC~(V7 “Ue)
(194)

+ Pe (V? 'ﬁc) = ZH#'
u

Esta expresion se puede reescribir como

D (N N+2 | R R -
Ht (5196) +TPCV7 -uc—iuczSC%—uc-Rcﬁ—V? 'Qc_7'E/+(Mc'V?)'uc:ZH,u-
u

(195)

Ahora, se define E' = 1, donde 1 es la resistividad Ghmica del plasma, por lo que la ecuacién

queda
D (N N+2 | .3 - 12 o
E (5p0> * Tpcv? e = EMCZSC—MC-RC—V? 'QC+n]/ - (MC'V? )'uc +H, (196)

donde se ha tomado ):u H,=H;+H,=H,.
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Apéndice C. Ecuaciones de forma conservativa
Fluido neutro
Conservacion de la masa

Esta ecuacidn ya se encuentra en su forma conservativa

a(pmn) +V; - (pmnﬁn) = Su- (197)

Conservacion del momento

La ecuacién de conservacion del momento para las particulas neutras esta dada por

Dii - S o
P = Pun =V My — Vi pu+ R — S, (198)

Abriendo la derivada Lagrangiana se tiene

PmnO:lin + Pmn (ﬁn Vi ) Un = Pmng — V¢ M, — Vi py +ﬁn — UpShy. (199)

1) Analizando el primer término de la parte izquierda de la ecuacion (199) se encuentra que

se puede expresar como

pmnatﬁn = at (pmnﬁn) - ﬁnatpmna (200)

en donde se reemplaza la ecuacién de conservacion de la masa (197) obteniendo
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pmnatﬁn - at (pmnﬁn) ‘l’ﬁnv? : (pmnﬁn> - ﬁnSna (201)

2) Analizando el segundo término de la parte derecha de (199) se encuentra que se puede

expresar cComo

pmn (’/_in : V?) ﬁn = _ﬁnv? . (pmnﬁn) + V? . (pmnﬁnﬁn) . (202)

Se reemplaza (201) en (199) obteniendo

at (pmnﬁn) + ﬁnv?' : (pmnﬁn) - ﬁnSn - ﬁnv? . (pmnﬁn) + V? . (pmnﬁnﬁn> —

(203)
Pmng — V7 - My, — Vz py, +ﬁn — UnSp.
Simplificando la ecuacién anterior y usando la definicién de P,
at (pmnﬁn) + V? ' (pmnﬁnﬁn) — pmng - V? ' IP)n +En (204)

Reescribiendo

at (pmnﬁn) + V?‘ : (pmnﬁnﬁn ‘I’]P)n) - pmn§+l_én (205)
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Conservacion de la energia
Para hallar la ecuacién de la conservacion de la energia en su forma conservativa hay que

tener en cuenta que la energia en el fluido neutro estd dada por

1
E,= Epmn”n2 + Pmnén, (206)

donde el primer término de la parte derecha hace referencia a la energia cinética y el segundo

término a la energia interna. Si se supone que el fluido obedece a un gas ideal, se tiene que

Pn=(Y—1) pmnen, (207)

donde 7 es el indice adiabatico. Ahora, para encontrar esta ecuacion de forma conservativa
es necesario encontrar uno a uno los términos de (206).

1) Para encontrar el término relacionado a la energia cinética se tomard la ecuacién de
conservacion del momento dada por (198) y se opera a ambos lados por el producto punto con i,

Dii, . o 3 - -
Dl‘n = Ppnllp - § — Un - Vi My — iy - Vi pp+ iy - Ry — Uy - Un Sy, (208)

—

pmn Uy -

lo cual se puede reescribir como

D /1 . - 3
pmnE (Eunz) = Ppunlin - § — Un - Vi 'Pn+”n'Rn_”n25n' (209)

Se reescribe el siguiente término
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Uy Vi Py =Vz - (Py-idy) — (P, V7)) - ldy. (210)
Igualmente, se reescribe
D /1 D (1 I 5 Dpun
Py <5un2) =5 (Epmnunz) — Eunz—gt : (211)

En esta ultima expresion se reemplaza la ecuacion de conservacion de la masa pero expre-

sada en término de la derivada Lagrangiana D, P, + Pmn V7 - U, = Sy, obteniendo

D (1 D (1 1 |
pmna <§Mn2) = Dt (Epmnunz) + Eunzpmnv7 “Up — Eunzsn- (212)

Las expresiones (210) y (212) se insertan en (213) obteniendo

D /1 1 1
E <§pmnun2) + Eunzpmnv?' : ﬁn - Eunzsn = pmnﬁn : g - V? ' (Pn : ﬁn) + (Pn : V?’ ) : ﬁn

(213)
+ U, I_én — unzSn
El segundo término de la parte izquierda de la expresion anterior se puede reescribir como
1, . 1 o, . 1 ’
Eun Pmun Vi -ty = Vi - Epmnun Up | — (un -Vz ) Epmnun . (214)

Entonces se tiene
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D 1 1 s

Dt

1 . . 1
e <§pmn”n2> +Vz - (Epmnunzun> — (#n - V7 ) Epmnun )

2

Un

— Vi - (Py-ly) + (P - Vi ) -ty + - Ry — Sy

Analizando la parte izquierda de la ecuacion anterior

D (1

Dt

1 1
o (Epmnun2> + (ﬁn - Vi ) (Epmnunz) +V;

S 1 1
- (un Vs ) ipmnun2 - Eunzsna

lo que se puede simplificar de la forma

D

1 1 .
at (ipmnun2> + Vi - (Epmn”nzun> -

Reemplazando esta expresion en (218)

1 1 . 1 5 S o
at (Epmnunz) + V? : (Epmnunzun) - _unZSn = PmnUn- 8§ — V? : (]P)n : un)

2

2

{

1 1
E <§pmnun2> + V? : (Epmnunzﬁn> - (ﬁn : V? ) Epmnun -

1 . . 1 1
. (Epmnunz) + Vi - (Epmnunzun> - (”n Vi ) Epmnlftn2 - _unZSn =

1
Epmn Un

zﬁn)

+ (Py- Vi) -ty + - Ry — 4y Sy

135

215)

(216)

217)

(218)
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Reescribiendo

1 1 . 1 o o -
at (Epmnun2> = _V? : (Epmnunzun) - _unzsn + Pmnlin - & — V? : (]Pn : un)

2 219)
+ (P, - Vi) -l + ity - Ry,
Agrupando términos
1 2 1 ) . I 5, L.
at Epmnun — _V7 : Epmnun H"‘Pn Up | — Eun Sn +pmnun -8
(220)
+(Pn'v7 ) 'ﬁn“f‘ﬁn'l_én,
lo que se puede expresar como
1 ) 1 ’ . 1 5 L.
at Epmnun =—V;. Epmnun I+Py, ) -thp| — E”n Sn+ Pmnlin - &
(221)
+ (Mn -Vz ) “Uy + pnVy Uiy + Uiy ién
2) Para encontrar el segundo término de la expresién (206) se tiene
D D Pn
— = — . 222
Dt (pmnen) Dt (,}/_ 1) ( )

La ecuacién de conservacion de la energia para las particulas neutras dada por (21) se reescribe

teniendo en cuenta que
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N+2
y="= (223)

quedando de la forma

1 D R R I | L =
y—1 Dptn + ,yillpnv? iy = — (M, - V3 ) - thy — V7 'Qn'i'iunzsn_”n'Rn‘i‘Hn- (224)

Usando esta expresion en (225)

D N . L1 L o=
Dt (Pmnen) = —yTylan; iy — (M- Vi ) iy — Vi - Gn+ Eunzsn — Uy Ry + Hy. (225)

Se abre la derivada Lagrangiana

- - - - 1 - -
o (pmnen) + (”n : V?) Pmnen = _yTylan? “Up — (Mn -Vz ) “Up—Vy gnt E”nzsn — Uy - Ry + Hy.

(226)
El segundo término de la parte izquierda de la ecuacion anterior se reescribe usando ley de Leibniz

de la forma

(ﬁn : V?) Pmnén = V? : (pmnenﬁn) - pmnenv7 'ﬁna (227)
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lo cual se reemplaza en (226) encontrando

b
——
9 ( )+V(*)‘av* Y puVi fiy— (M- V5 )@
e 7 euly ) — e 7 Uy = — —— 7 Uy — Ve ) uU
1 -
—Vz - qn + Eunzsn —Up Ry + Hy.
Los términos denominados a y b de la expresion anterior se agrupan y se obtiene
Y V. . — V. .5
Pmnén — ﬁpn 7FoUn = (pmnen - ypmnen) 7 " Un
= [(1 - Y) pmnen] Pmnén (229)
= —pa V5 - lp.
Reemplazando esto en (228)
at (pmnen) + V? : (pmnenﬁn) = _an7 ﬁn - (Mn : V? ) : ’/_in - V? : é)n
(230)
1 S
+ Eu,,zs,, — iy - R, + H,.

Volviendo a (206) se calcula la derivada temporal

0E, =9, (%pmnunz) + Pmnén, (231)
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donde se reemplazan las expresiones (221) y (230)

1 . 1 oL L L o=
OE,=—V; - |:<§pmnun2H+Pn> 'un} - _unzsn + Pmntin - § + (Mn - Vi ) “Up + Uy - Ry

2
— — — 1 — — —
— P V7 Uy — (Mn - Vi ) “Up— Vi G+ EunzSn —Up- Ry — V5 - (pmnenun)

+ pn Vi ‘U, +H,.

Simplificando

1 — — — — —
OE,=—V; - [(Epmnunzﬂ‘*‘ﬂmn) 'un:| + Pntin - & — Vi - (pmnenun> — V3 -Gu+Hy.

Reescribiendo la expresion anterior

1 L S,
atEn+V? : { |:<§pmnun2+pmnen) ]I+Pn:| 'un+Qn} = Pmnlin - g + Hy.

Finalmente

atEn + V? ' [(EnH‘HP)n) 'ﬁn ‘l’zjn] = Pmnﬁn '§+Hn-

Forma caracteristica

Las ecuaciones (197), (205) y (235) se puede escribir de forma compacta como

139

(232)

(233)

(234)

(235)
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Prmn Prmniin
E, (E I+Py) - thy — gn

donde el vector de variables conservativas estd dado por

Qn = (pmm pmnﬁna En)T7

el vector de flujos

pmng + En

pmnﬁn . §+ Hn

Fn = (pmnﬁnv pmnﬁnﬁn +Pn7 (EnH + ]Pn) : ﬁn - qn)T s

y el vector de fuentes

= T
Sn - (Sm pmn§+Rn; pmnﬁn §+Hn) .

Entonces (236) se puede escribir como

140

(236)

(237)

(238)

(239)
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at(@n + V? ' ]Fn = Sn (240)

Fluido cargado
Conservacion de la masa

Esta ecuacién ya se encuentra en su forma conservativa

9 Pme
ot

+V - (Peiic) = S. (241)

Conservacion del momento

La ecuacion de la conservacion del momento para las particulas cargadas estd dada por

—

Du - =g = = =
Dl‘c = JjXB+pme§ — Vi -Mc— Vi pe+ Re — liS,.. (242)

Pme

Abriendo la derivada Lagrangiana y reemplazando P, = M, + p I

Pme [atﬁc + (ﬁc : V? )ﬁc] = fX §+ pmcg_ V? : HJ>c +§c - ﬁcSc' (243)

1) Analizando el primer término de la parte derecha de la ecuacién anterior s encuentra

pmcatﬁc — at (pmcﬁc) - ﬁcatpmc- (244)

Reemplazando en esta expresion la conservacion de la masa
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pmcatﬁc = at (pmcﬁc) - I/_iCSC + ﬁcv? : (pmcﬁc) (245)

2) Analizando ahora el segundo término de la parte derecha de (243) se encuentra

pmc(ﬁc : V? )ﬁc =V. (pmcﬁcﬁc) - ﬁcV?' : (pmcﬁc) (246)

Se reemplaza (245) y (246) en (243)

—

at (pmcﬁc) - l/_icSc + ﬁcv? : (pmcﬁc) + V? ' (pmcﬁcﬁc) - ﬁcv? : (pmcﬁc) == ] X é

(247)
+Pmc§_ V? Pe +§c - ﬁcSa
lo que se puede simplificar para obtener
O (Pmeiic) + Vi - (Pmellciic) = fx §+pmc§_ Vi - P. +ﬁc- (248)
Ahora, la expresion de producto cruz y campo magnético se puede reescribir como
JXB=—V;. (BB— —H) . (249)
Ho 2

Usando esto, la ecuacion (248) se puede escribir
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ﬁ - 1 L. B? . _
o (pmc”c) + Vi - (pmcucuc) = %V? : <BB - 7]1) +Pmc€ — Vz P+ Re. (250)

Esta ultima expresion se puede reescribir como

2

1 =g B —
at (pmcﬁc) + V?' (pmcﬁcﬁc ——BB+ 1 + IP>c) = pmc§+Rc~ (251)
Ho 210

Conservacion de la energia
Para hallar la forma conservativa para el fluido cargado se debe comenzar desde la energia
total de las particulas, las cuales son la energia magnética, la energia cinética y la energia interna
1 , B

E.= Epmc”c + Z_,U() + Pmcec- (252)

1) Para encontrar el primer término de (252) se parte de la conservacion del momento

aplicando un producto punto con la velocidad de las particulas a ambos lados

Dii,
Dt

—

Pmcle - :ﬁc'(fx §)+pmcﬁc'§_ﬁc‘(v? 'Pc)+ﬁc'ﬁc_ﬁc'ﬁcsc~ (253)

El lado izquierdo de la ecuacion anterior se puede reescribir como

. Du D /1
Pmclc Dtc = pmcE <_uc2) ) (254)
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entonces
pmcﬁt ~Uc :uc'( XB)+pmcuc'g_uc'(V? 'Pc)+uc'Rc_uc'”cSc- (255)

Ahora, el término de la izquierda de la ecuacién anterior se puede reescribir como

D /1 2 D /1 2 I 5 Dpme
me— | = =— | =pm — = . 256
Yy “Dr <2uc ) Dt <2P cUe ) 2”0 Dt ( )

Usando la conservacion de la masa escrita en forma de derivada Lagragiana D;py,c + P V7 - e =

S, obteniendo
D /1 D /1 1 1 .
p’"CE (Eucz> - E (Epmcuf) - Eu525c+ Euczpmcv?'uc- (257)

El dltimo término de la parte derecha de esta expresion se puede expresar como

1 . 1
Euczpmcv? “Ue = EV? ) (pmcuc

1
%) = Siie- Vi (pmeuc’) (258)

el cual al reemplazarlo se obtiene

D /1 D /1 1 1 . 1,
pmcE (_ucz> == (Epmcu02> - Euczsc"‘ 5V7 : (pmcuczuc) - Euc Vi (pmcucz> . (259)

Al abrir la derivada Lagragiana que se encuentra en el lado derecho de la ecuacion anterior
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D /1 1 - 1 1 1 .
Pme 7~ <_ucz) =0, (ipmc”g) + (e - Vz) Epmcuc2 - _MCZSC + Vi (pmcuczuc)

Dt \2 2 2 (260)
1
— Euc . V? (pmcucz) .
Simplificando
D (1 1 1 1 .
pmcE <§uc2> =0 <§pmcucz> - Euczsc + EV? : (pmcuczuc) . (261)
Abhora, se analiza el primer término de la parte derecha de (255)
- 2. 3 2 (S = e 2 - - 4
uc~<]><B):—]~<uc><B):—]~[n]+—]xB—E], (262)
ne

donde se ha utilizado la ley de Ohm. El término %]_’x B est4 asociado al efecto Hall y este no se

considerara, entonces

iie- (7% B) =—nj+-E. (263)

Finalmente, se analiza el tercer término de la ecuacién (255) el cual se puede expresar como

i+ (Vi -Bo) = —Vi «(Pe-ii) + (Pe- Vi ) - e (264)
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Las ecuaciones (261), (263) y (264) se reemplazan en (255) obteniendo

1 1 1 S 2,7 R - -
4 (Epmcucz) —Suc"Set 3V ¢ (meuCZMC) = -1+ J-E+ Pucllc-§— Vi - (P lic)

2 2 (265)
+ (P - Vi ) -l + i - Re — i - 1S
Esta expresion se puede reescribir como
d (1 1 -
o <§Pmc”"2> - Kgpmcuﬁn + Pc) ] — N+ E+puclic-§
(266)
O |
+pcVz ciie+ (M- Vi) die +iic - Re — Euczso

2) Ahora, analizando el término asociado a la energia magnética de (252), se comienza

desde la ley de Faraday

B=—V:xE, (267)

la cual se opera con el producto punto con el campo magnético a ambos lados obteniendo

B-0,B=—B-V:xE. (268)

Esta nueva expresion se puede reescribir de la forma
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B-0;B=—V; -(ExB)—E-(V;xB), (269)
luego
L B?
B-90,B =0 (7) , (270)
por lo que se tendré
B? Lo .
o (7) =—-V; - (ExB)—E-(VyXB). (271)

Seguido a esto, se multiplica por 1/ la ecuacién anterior obteniendo

B? 1. 2\ = (1 -
8; — | = —V;' | —ExXB]|—FE- —V; XB]. (272)
2po Ho Ho

3) Finalmente, para encontrar el término relacionado a la energia interna del fluido en (252)

se modela el plasma como un gas ideal de la forma

Pc = ('}/_ 1>Pmn€c, (273)

y se calcula la derivada Lagrangiana de dicha expresion

D D c
- (pmcec) = ( P ) . (274)
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La ecuacion de conservacion de la energia se puede reescribir teniendo en cuenta (223) de

la forma
D I | L = - )
E( lic1> :_%lpcVF 'uc+§uczSc_uc'Rc_V7 'Qc+TU/
4 v (275)
- (MC'V7 ) 'ﬁc +HC7
entonces
D | L = . 12
E (pmcec) =— %pcv? ‘Ut Euczsc — Uc 'RC_V? 'Qc"‘n]/
v (276)

— (MC~V7 ) U+ H,.

Se procede a abrir la derivada Lagrangiana y se asume que las densidades de los electrones
y los iones son similares, de manera que se tiene n, = n; (teniendo en cuenta que el modelo usado

es del atomo de hidrégeno por que Z = 1), por lo que 7 = j, entonces

— — 1 — — —
9 (Pmeec) + (e - Vi) Pmcec = — LPCV? “Ue _uczsc —lic*Rc— V3 -G
r—1 2 277)

+nj%— (M- V;)-ii.+ H,.

Ahora, el segundo término de la parte derecha de la ecuacion anterior se puede reescribir como
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149
(ﬁc : V?) Pmc€c = V? : (pmcecﬁc) - pmcecv? 'ﬁm (278)
y esto se reemplaza en (277) obteniendo
b
a N
o N—— Y 1 -
a mc€c) + V? : mcecﬁc - mcecv7 ' ﬁc - CV? ' ﬁc —I——MCZSC - ﬁc AV
: (Pmcec) (Pmeectic) = p 17 5 279

_V7 '6c+nj2_(Mc'V7)'ﬁc+Hc-

Ahora, los términos denominados a y b de la expresion anterior se agrupan y se encuentra que

pmcecv? ‘ﬁc o '}/T’ylpcv? : ﬁc = (pmcec o ’)/T,ylpc) V? : ﬁc = (pmcec - ypmcec) V? 'ﬁw (280)

por lo que

PmcecVy - lc — }/T’ylpcv? e = [pmcec (1 - 7)] Vi -l = —pVy -l (281)

Este resultado se reemplaza en (279) y se obtiene

at (pmcec) + V? : (pmcecﬁc) = pcv? : ﬁc- + _MCZSC - ﬁc :

Xl

c

(282)
—Vz 'ac+nj2_(Mc'V7)'ﬁc+Hc-
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Despejando

— — 1 —
o (pmcec) =—V; - (pmcecuc> —pcVi U+ Euczsc —lc- R,

(283)
- Vi '67c+TIJ'2— (MC'VF ) ‘U +H,.
Se calcula la derivada temporal de la expresion (252)
AE. =, Lpmen® ) +0 B + 0 (Pmeec) (284)
tLtec — Ut 2pmcuc t 2‘LL() t pmcec .

Las ecuaciones (266), (272) y (283) se reemplazan en las expresion anterior encontrando

1 =
o= Ve KgpmcufHPC) ﬁ} NP+ JE+ Puclic §+ peVi -Tie+ (Mo~ Vy )i,
Lo 1, 1. 2\ = (1 = a 285
+iieRe—=us"Se—Vi - | —ExB| —E-| —VzxB | —V;z - (ppceciic) (285)
2 Ho Ho

— 1 — = — . —
—pcVr 'uC'+§uC2SC_uC'RC_V7 'CIc+n]2_(Mc'V7)'uc+Hc~

Simplificando

1 S L 15
atEc =—Vz - {<—Pmcucz]l+IP’c> 'ﬁc:| ‘|‘j'E+pmcﬁc'g_v? ’ (_E X B)
2 Ho (286)

= 1 = — -
—E- (—V; X B) — Vi - (Pmeectic) — Vi - Ge + He.
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Esta expresion se puede reescribir teniendo en cuenta que

-

Exﬁz—(ﬁch)x§+nfx§:nfx§+ﬁch—§(§-ﬁc), (287)

donde se ha usado la ley de Ohm. Esto se reemplaza en (286) y se reescribe como

1 B* [
E. =— Vi - { {(Epmcucz +pmc€c> H+ch+Mc1 U+ ‘u_ﬁc - _B<B ’ ﬁc)}

-V

~L

1 - = = N = 1 = - =
) En]XB — Vi “Ge+ Pme& tic — E - EV7XB +Jj-E+H,..
El término Bmz se reemplaza por ZB—;) + ZB—;), para reacomodar la expresion anterior como

alEC —_ V

~L

1 ) B? B? .
: Epmcuc +pmcec+2_‘u0 I+ pc+2_/~10 I+M| -tde—

1 - — N o5 — 1 — - =
— Vi (—HJXB) — Vi - qe+ Pme& - Ue —E- <_V?><B> +j-E+H..
Ho Ho

(289)

Reemplazando la ley de Ampere

GE, =—V {Klp +p +BZ)H+< +BZ)H+M} i 15(1‘3’*)}
c—=— V- = PmclUc mc€e T S c T A~ c| " Uc— — “Uc
! 2 2l P 219 Ho

I - - ~ o BT TR
_V?'(En XB>_V7'QC+pmcg'uc_E'J+]'E+Hc-

(290)



INESTABILIDAD DE KELVIN-HELMHOLTZ 152

En esta nueva expresion se puede observar que se encuentra la expresion para E., ademds
que el término p, + ZB_uo corresponde a la presion total pr., la cual es presion cinética mas presion
magnética. Recordando que el efecto Hall se debe despreciar, la expresion anterior se reescribe

como

1 5 5
E.=— Vs - {[EC]IJr prel+M,] - i, — —B(Bﬂc)}

Ho 291)
- V? ’ Eic + pmcg' ﬁc +H,.
Agrupando términos y despejando
— 1 B/n = — - =
atEc+V? : (EC]I+pTc]I+Mc) “Ue — _B(B'uc)+QC = Pmc§ e+ He. (292)

Ho

Ley de Faraday
Es posible escribir la ley de Faraday de forma conservativa, recordando que el campo eléc-
trico estd dado por

E=—ii.xB+nj. (293)

Se calcula el rotacional y se tiene en cuenta la ley de faraday
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obteniendo finalmente

Forma caracteristica

153

(294)

(295)

(296)

Las ecuaciones (241), (251), (292) y (296) se pueden escribir de forma compacta como
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Pmec pmcﬁc Se
— - — =53 2 — =
PmclUe PmclUclUe — HLOBB + 2BE]I +Pe Pmc€ + R
J, 1V, - . (297)
Ec [ECH+pTcH+Mc] 'ﬁc_ ﬁE(E'ﬁc)‘Fé‘c pmcg'ﬁc+Hc
B it.B — Bii, —nVixj

donde el vector de variables conservativas esta dado

Qe = (s Pcic, Ec.B) (298)

el vector de flujos

Fe= (pmcum Pmclicic — —BB+ —I+ P, [EC]I +prd+ Mc] “Uc
Ho 219 (299)

| R T
—%B(B-uc)-l—qc, uCB—BuC) ,

y el vector de fuentes
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— SN —‘»T
SC:<&HQM§+Rmpr-W%Jﬂ,—nV7X]>. (300)

Entonces, (297) se puede escribir como

Q.+ Vy-F. =S,. (301)
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