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Resumen

Titulo: Acciones de grupos profinitos sobre espacios profinitos

Autor: Andrés Yamith Villamizar Tarazona

Palabras Clave: Espacio profinito, grupo profinito, seccidon continua, relaciéon de drbita, acciéon parcial.

Descripcion: Sean [ un conjunto dirigido y C una categoria. En el marco de la teoria de categorias, una cldsica
construccién es el llamado Ilimite inverso asociado a un sistema inverso indizado por I, en particular, un espacio
profinito X se define como el limite inverso de un sistema inverso conformado por espacios topoldgicos finitos y
discretos, o de manera equivalente como se expresa en (Magid, 2014, p. 50), X es un espacio compacto, Hausdorff y
totalmente disconexo. Adicionalmente, un grupo topolégico G es un grupo profinito si visto como espacio topolégico
es profinito. Uno de los objetivos de este trabajo es analizar la estrecha relacion que existe entre los grupos profinitos
y la Teoria de Galois. Por otro lado, el concepto de accion parcial de grupo nace en el contexto de las C*-dlgebras, en
medio de los trabajos realizados por el matemadtico brasilefio Ruy Exel, sin embargo, la idea de accion parcial de un

grupo sobre un conjunto fue introducida en (Exel, 1998), y generaliza la nocién de accién de grupo.

Sea GG un grupo y ¢ una accién de GG sobre un espacio topolégico X. La relacion de orbita asociada a ¢, junto con el
espacio de drbitas (usualmente denotado por X/G) y la proyeccion 1 : X — X/G, son conceptos destacados en el
estudio de las acciones de grupo. Este trabajo se enfoca por un lado en estudiar condiciones establecidas en (Magid,
2014, Section 2.4), bajo las cuales X /G es profinito, y para que la proyeccién ¢ admita secciones continuas; por otro
lado, el interés es presentar formalmente las acciones parciales de grupo y extender al contexto parcial los resultados

analizados en (Magid, 2014, Section 2.4).

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Doctor en Ciencias.
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Abstract

Title: Actions of profinite groups on profinite spaces
Author: Andrés Yamith Villamizar Tarazona
Keywords: Profinite space, profinite group, continuous section, orbit equivalence relation, partial action.

Description: Let I be a directed set and C a category. Within the framework of category theory, a classic construction
is the so-called inverse limit associated with an inverse system indexed by I, in particular, a profinite space X is defined
as the inverse limit of an inverse system made up of finite and discrete topological spaces, or equivalently as expressed
in (Magid, 2014, p. 50), X is a compact, Hausdorff and totally disconnected space. Additionally, a topological group
G is a profinite group is viewed as a topological space it is profinite. One of the objectives of this work is to analyze
the close relationship that exists between the profinite groups and Galois Theory. On the other hand, the concept of
partial group action is born in the context of the C*—algebras, in through the works carried out by the Brazilian
mathematician Ruy Exel, however, the idea of partial action of a group over a set was introduced in (Exel, 1998), and

generalizes the notion of group action.

Let G be a group and ¢ an action of GG on a topological space X. The orbit relation associated with ¢, together with
the orbit space (usually denoted by X/G) and the projection ¢ : X — X /G, are concepts highlighted in the study of
group actions. This work focuses on the one hand on studying conditions established in (Magid, 2014, Section 2.4),
under which X/G is profinite, and so that the projection ¢ admits continuous sections; on the other hand, the interest
is to formally present the partial group actions and extend the results analyzed in (Magid, 2014, Section 2.4) to the

partial context.

Bachelor Thesis

Faculty of Sciences. School of Mathematics. Director by: Dr. Héctor Edonis Pinedo Tapia.
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Introduccion

Sean [ un conjunto dirigido y C una categoria. En el marco de la teorfa de categorias, una
clésica construccion es el llamado limite inverso asociado a un sistema inverso indizado por I, en
particular, un espacio profinito X se define como el limite inverso de un sistema inverso confor-
mado por espacios topoldgicos finitos y discretos, o de manera equivalente como se expresa en
(Magid, 2014, p. 50), X es un espacio compacto, Hausdorff y totalmente disconexo. Adicional-
mente, un grupo topoldgico G es un grupo profinito si visto como espacio topolégico es profinito.
Segun se plantea en (Ribes and Zalesskii, 2000, p. 72), los grupos profinitos fueron presentados de
forma sistemdtica por primera vez en la obra Cohomologie Galoisienne de Jean-Pierre Serre, cuya
primera edicién fue publicada en 1964, alli los grupos profinitos recibian el nombre grupos de tipo
Galois, sin embargo, en (Ribes and Zalesskii, 2000, p. 73) se menciona que Jhon Tate, en el afio
1962 fue el primero en establecer muchos resultados bésicos sobre grupos profinitos, incluso en la
teoria de cohomologia, pues, en esa fecha se publica el trabajo titulado Duality theorems in Galois
cohomology over number fields (Tate, 1962). Un hecho importante en la historia y desarrollo de
la teoria de grupos profinitos es el interés que evidencia Wolfgang Krull por extender el conocido
Teorema Fundamental de la Teoria de Galois, considerando extensiones de Galois no necesaria-
mente con grado finito. Esta consideracion llevo a Krull en los afios 1920 (Morandi, 1996, p. 155)
a construir la llamada topologia de Krull, que ademds de permitir extender el cldsico Teorema
Fundamental de la Teoria de Galois, dota de manera natural a los grupos de Galois con estructura

de grupo profinito. Por esta razon la Teoria de Galois ofrece un ambiente natural para el desarrollo
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de los grupos profinitos.

Algunos ejemplos importantes de grupos y espacios profinitos son el grupo de enteros
p—ddicos Z(p), para un nimero primo p (Ribes and Zalesskii, 2000, p. 26), el espacio de Cantor,
los ya mencionados grupos de Galois asociados a extensiones de Galois, el espacio de compo-
nentes conexas Comp(X) determinado por un espacio topoldgico compacto Hausdorff X, donde
cada componente es interseccion de conjuntos clopen (Magid, 2014, p. 52), el espectro booleano
X (R) de un anillo conmutativo con unidad R (Magid, 2014, p. 73) y el grupo fundamental Etale,
considerado en geometria algebraica.

Por otro lado, las acciones de grupo han sido una herramienta de constante uso en el desa-
rrollo de algunas ramas de la matemética como la Teoria de Representaciones y la Teoria de Mo-
dulos. El concepto de accion parcial de grupo nace en el contexto de las C'*-dlgebras, en medio de
los trabajos realizados por el matematico brasilefio Ruy Exel. A pesar de que Exel ya hablaba en
(Exel, 1994) sobre acciones parciales en el contexto de las C*-dlgebras, la idea de accion parcial
de un grupo sobre un conjunto fue introducido en 1998 por Exel en (Exel, 1998) y generaliza la
nocion de accion de grupo. Entorno a las acciones parciales se ha desarrollado y enriquecido diver-
sas ramas de la matematica como por ejemplo la Teoria de C*-dlgebras, la Teoria de cohomologia
descrita en (Dokuchaev and Khrypchenko, 2015) y la Teoria de Galois; de hecho, actualmente
contindan las investigaciones relacionadas con acciones parciales como lo muestra (Batista, 2017),
(Dokuchaev, 2019), (Exel, 2017), (Gémez et al., 2018) y (Pinedo and Uzcétegui, 2017).

Sea GG un grupo actuando sobre un espacio topolégico X mediante ¢. La relacion de orbita

asociada a ¢, junto con el espacio de drbitas (usualmente denotado por X /), son conceptos desta-
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cados en el estudio de las acciones de grupo. En este trabajo se tiene particular interés por estudiar
algunas relaciones entre espacios y grupos profinitos, con las acciones de grupo, en particular se
analiza el trabajo hecho por Magid en (Magid, 2014, Section 2.4), donde ademds de establecer
condiciones suficientes para que el espacio de 6rbitas adquiera estructura de espacio profinito, se
interesa por encontrar secciones continuas de la proyeccion candnica vinculada a una accién de
grupo dada. En este punto es importante resaltar la importancia de las secciones continuas para el
desarrollo de la matematica en general pues, entre otras cosas la teoria de haces de Banach, des-
crita en (Fell and Doran, 1988), utiliza secciones continuas para definir Secciones Transversales
Continuas, o en el contexto de las acciones parciales torcidas de grupos localmente compactos
sobre C*-dlgebras, presentado en (Exel, 1997), donde el concepto de seccion continua es crucial
para definir continuidad en tales acciones.

Uno de los objetivos de este trabajo de grado, ademds de estudiar los espacios y grupos
profinitos, se enfoca en extender algunos resultados presentados en (Magid, 2014, Section 2.4)
al contexto mds general de acciones parciales de grupos topoldgicos sobre espacios topolégicos.
Para lograr esto se ha decidido dividir este trabajo en cuatro capitulos: en el primer capitulo se
establece la temdtica fundamental en torno a la topologia y la teorfa de categorias, lo que ayuda-
rd a desarrollar y precisar los objetivos de este trabajo de grado. En el Capitulo 2 se definen los
espacios y grupos profinitos, asi como también se presentan diversos resultados que rodean este
par de conceptos, en particular, el Lema 5, ubicado en la Seccién 2.2, propone algunas propieda-
des elementales de las acciones de grupo que son utilizadas en (Magid, 2014, Section 2.4) para

demostrar que el espacio de drbitas asociado a una accidén de grupo es profinito. Los Teoremas
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2.2.6,2.2.12, 2.2.13 y 2.2.14 resaltan la conexién entre los espacios y grupos profinitos con las
acciones de grupo. También se proporcionan algunos ejemplos importantes. Ya en el Capitulo 3
se encuentra la teoria relacionada con las acciones parciales de grupos sobre conjuntos y espa-
cios topologicos, ademds de algunos ejemplos que ayudan a ilustrar los tépicos abordados aqui.
Indispensable resaltar que al final de la Seccion 3.2 se establece la Proposicion 3.2.9, que enun-
cia algunas propiedades convenientes que ayudardn al adecuado manejo de las acciones parciales,
ademads de brindar condiciones bajo las cuales una accion parcial resulta una accion parcial topold-
gica. La Seccion 3.3 recoge los Teoremas 3.3.1, 3.3.5, 3.3.6 y 3.3.7, que son resultados obtenidos
en este trabajo de grado y que en cierta medida generaliza lo presentado en (Magid, 2014, Section
2.4). Para finalizar, el Capitulo 4 aborda algunos aspectos relacionados con la Teoria de Galois y su
estrecha relacion con los grupos profinitos, iniciando en la Seccién 4.1 con una breve recopilacién
de términos y proposiciones enmarcadas en la teorfa de extensiones de cuerpos; luego, se presenta
en la Seccion 4.2 la terminologia necesaria para enunciar el Teorema Fundamental de la Teoria
de Galois. La Seccién 4.3 destaca la importancia de considerar extensiones de Galois con grado
finito, presentando un caso concreto donde el Teorema Fundamental falla, con exactitud, cuando
se consideran extensiones de Galois con grado infinito; ademads ofrece un sumario que describe lo
relacionado con el Teorema fundamental de la Teoria de Galois para extensiones de grado infinito,

la construccidn de la topologia de Krull y la conexion con los grupos profinitos.



ESPACIOS PROFINITOS Y ACCIONES DE GRUPO 11

1. Preliminares

Este primer capitulo estd enfocado en presentar de manera concisa algunas definiciones y
resultados basicos tanto de la topoldgia general como de la teoria de categorias, que se utilizaran
de manera recurrente a lo largo de todo este trabajo; sin embargo, se asumird que el lector estda
familiarizado con los conceptos enmarcados en estas dos teorias, de modo que no sea necesario
profundizar con tantos detalles en torno a los topicos mostrados aqui. Al interesado en indagar
un poco mds sobre topologia general se recomienda consultar entre otras referencias las obras de
(Camargo and Villamizar, 2019), (Munkres, 2002) y (Willard, 1970); mientras que en (Jacobson,
1989), (Lang, 2002), (Lezama, 2021b), (Mac Lane, 1998), (Rotman, 2010) y (Rotman, 2009) se
encuentra una descripcion mds amplia de los conceptos que aborda la teoria de categorias.
1.1. Topologia general

Antes de entrar en materia es importante resaltar que se aceptardn como verdaderos algunos
conceptos claves de la teoria de conjuntos, en particular el Lema de Zorn. Seran usadas propiedades
basicas de conjuntos tanto abiertos como cerrados en un espacio topoldgico arbitrario, asi como
notacién estdndar para la clausura A e interior A° de un conjunto A, nomenclatura relacionada con
bases, subbases, sistemas de vecindades; en particular, un subconjunto que sea abierto y cerrado al
mismo tiempo serd referido como un conjunto clopen.

1.1.1. Redes y continuidad.

Definicion 1.1.1. (Munkres, 2002, p. 213) Se dice que un conjunto / dotado con una relacién de

orden parcial < es un conjunto dirigido si satisface la siguiente condicién:
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i) Para cualquier par de elementos i,j € I, existe k € [ talque i < ky j < k;

dicho de otro modo, un conjunto / serd conjunto dirigido si existe una relaciéon =< sobre / que sea
reflexiva, antisimétrica, transitiva y que satisfaga la condicién enunciada en el item 7). Para los
casos donde sea necesario resaltar la relacion de orden se procurard escribir un par de la forma

(I,=), donde I es un conjunto y < representa una relacién de orden parcial sobre 1.

Ejemplo 1.1.2. El conjunto de los nimeros naturales N es un conjunto dirigido si se define el

orden habitual sobre N.

Ejemplo 1.1.3. Si X es un espacio topoldgico y xg € X, considere el sistema de vecindades Uy,

y defina para cada N1, N2 € Uy, el orden inclusion e inclusion inversa, respectivamente como

N1 =29 Na&= Ny C Ny y Ni=1No&s NyC Ny

Las relaciones anteriores proveen al conjunto U, estructura de conjunto dirigido.

Definiciéon 1.1.4. (Munkres, 2002, p. 213) Sea (/, <) un conjunto dirigido. Una red en un espacio
topoldgico X, es una funcién x : I — X. Se escribird x; en lugar de x(i) y se representard a la
red = como (;);cr; asi mismo se dird que la red (x;);cr converge a x € X si para cada vecindad

U de z, existe ig € [ tal que x; € U, para todo ig < i.

Dada una red (x;);c; de un espacio topolégico X sobre un conjunto dirigido I, se escribird

x; —> x para representar la convergencia de la red (z;);cs al punto = € X.

Ejemplo 1.1.5. (Camargo and Villamizar, 2019, p. 145) Considere un espacio topolégico X. Si

x € X y B, es unabase de vecindades para z, entonces la relacién <1, definida en el Ejemplo 1.1.3,
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torna a I3, en conjunto dirigido. Para cada B € B, tome zp € B y construya la red (25)pes, -
Teniendo en mente la definicién de B, y realizando una verificacién de rutina se observa que

rgp — .

Proposicion 1.1.6. (Camargo and Villamizar, 2019, p. 149) Sean X un espacio topolégico y A un
subconjunto no vacio de X, entonces x € A si y solo si existe una red (1;);e; contenida en A de

modo que x; — .

A manera de comentario adicional note que la Proposicién 1.1.6 en particular da un criterio
elemental para determinar cudndo un subconjunto no vacio de un espacio topolégico X es cerrado:
Dado W C X no vacio se tiene que I es cerrado en X si toda red convergente y contenida en W

converge en W.

Definicion 1.1.7. (Willard, 1970, p. 44) Se dice que una funcién f : X — Y entre los espacios
topoldgicos X y Y es continua en un punto a € X si para todo abierto V' de Y tal que f(a) € V,
existe un abierto U de X con a € U, verificando la contenencia f(U) C V. Ademas se referird a f

como una funcion continua si ella es continua en cada punto del dominio.

Ejemplo 1.1.8. (Munkres, 2002, p, 118) Recuerde que al conjunto de nimeros reales por lo general
se le asigna la topologia generada por los intervalos abiertos y es conocida como la topologia usual
en R. Otra topologia que es habitual definir sobre los reales es la conocida como la topologia del
limite inferior y es la generada por los intervalos de la forma [a, ), donde a y b son nimeros reales
diferentes. El simbolo R, representa frecuentemente los nimeros reales dotado con la topologia

del limite inferior y es llamado la Recta de Sorgenfrey. La funcién identidad idg : Ry — R es
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continua pero la identidad idr : R — Ry no lo es.

Proposicion 1.1.9. (Willard, 1970, p. 44) Sea f : X — Y una funcion entre espacios topolégicos.

Las siguientes proposiciones son equivalentes:
(7) f es continua.
(43) Paratodo abierto U de Y, f~!(U) es abierto en X.
(431) Paratodo cerrado V de Y, f~1(V) es cerrado en X.

Dados una funcién f : X — Y entre espacios topolégicos y W C X no vacio, la restriccién

de f al subconjunto W sera notada por f |W W —Y.

Proposicion 1.1.10. (Willard, 1970, p. 45) Las siguientes afirmaciones son ciertas para espacios

topolégicos XY, Z y funciones f: X — Y. g: Y — Z:
(7) Si fy g son continuas, entonces go f es continua.
(7i) SiW C Xy f es continua, entonces f |W es continua.
Definicion 1.1.11. Sean XY espacios topologicos y f : X — Y una funcién. Se dice que:

(1) (Willard, 1970, p. 46) f es un homeomorfismo si ella es biyectiva, continua y su inversa f !
también es continua. En este caso se dice que X es homeomorfo a Y y en ocasiones sera

escrito X = Y para indicar que existe un homeomorfismo entre X y Y.

(17) (Willard, 1970, p. 54) f es una funcion abierta si para todo abierto U de X, f(U) es abierto

enY.
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(24) (Willard, 1970, p. 54) f es una funcion cerrada si para cada cerrado F' de X, f(F') es cerrado

enY.

El lector podra deducir de manera rapida que los conceptos de funcidon abierta y cerrada no
son equivalentes pues, si considera la proyeccion a la primera componente 7 : R? — R ella es
abierta pero no cerrada, mientras tanto, dado w € R la funcién constante f,, : R — R que envia

todo namero real a w, es cerrada pero no abierta.

Ejemplo 1.1.12. (Willard, 1970, p. 47) Considere en R la topologia usual y tome dos puntos

diferentes a y b. La funcién

donde (a,b) y (0,1) se consideran como subespacios de R, es un homeomorfismo.

Proposicion 1.1.13. (Camargo and Villamizar, 2019, p. 103) Si X, Y son dos espacio topoldgicos,

las siguientes afirmaciones son equivalentes para una funcién f : X — Y, continua y biyectiva:

(1) f es un homeomorfismo.

(2) f es abierta.

(3) f escerrada.
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1.1.2. Axiomas de separacién.

Definicion 1.1.14. (Willard, 1970, p. 85-86) Sea X un espacio topolégico, entonces:

(S0) X esllamado Ty si para cada a,b € X, con a # b, existe una vecindad U, de a tal que b & Uj.

(S1) X es un espacio T} si para cada a,b € X, con a # b, existen vecindades U,, V), de a y b

respectivamente tales que b € U, y a € V5.

(S2) X es T o un espacio de Hausdorff si para cada a,b € X, con a # b, existen vecindades

disjuntas U,, V3, de a y b respectivamente.

Note que todo espacio discreto es Hausdorff, cada espacio de Hausdorff es un espacio 77 y

todo espacio 11 es Tp.

Ejemplo 1.1.15. Una verificacién de rutina permite observar que todo espacio métrico es 7.

Proposicion 1.1.16. (Willard, 1970, p. 86) Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un

espacio topoldgico X:

(7) X esun espacio 77.

(77) Paratodo x € X,{z} es cerrado en X.

Proposicion 1.1.17. (Willard, 1970, p. 89) Cada subespacio de un espacio 77 es 17.

Proposicion 1.1.18. (Willard, 1970, p. 87) Cada subespacio de un espacio Hausdorff es Hausdorft.
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Para finalizar este apartado se expone la definicién de espacios normales segliin presenta
(Willard, 1970), ya que algunas obras como por ejemplo (Engelking, 1989) o (Husain, 1966),

exigen a los espacios normales ser ademds 71 .

Definicion 1.1.19. (Willard, 1970, p. 99) Un espacio topoldgico X es llamado normal si para todo

par de cerrados disjuntos A y B, existen abiertos disjuntos U y V talesque AC Uy BCV.

Ejemplo 1.1.20. (Camargo and Villamizar, 2019, p. 176) Considere en R la topologia generada
por la base B := {(x,00) : a € R} y observe que por vacuidad el espacio es normal, pero no es T}
ya que dados dos puntos diferentes a,b € R, si supone que a < by que U, y V}, son vecindades de
a 'y b respectivamente, entonces existird un basico (m,o0) tal que a € (m,o0) C U, de ello que

be U,y asiel espacio no es 7T7.
1.1.3. Compacidad.

Definicion 1.1.21. (Camargo and Villamizar, 2019, p. 192) Sea X un espacio topolégico. Una

cubierta abierta es una coleccion A de subconjuntos abiertos en X que cubren el espacio, es

decir, X = |J U. Si B C A y ademas vale la igualdad X = |J V, entonces la familia B es
UcA VeB

llamada subcubierta de A.

Definicion 1.1.22. (Willard, 1970, p. 116) Un espacio topolégico X es llamado compacto si toda

cubierta abierta de X admite una subcubierta finita.

El lector podrd comprobar al instante que todo espacio topoldgico finito es compacto y que

la coleccion definida en (Munkres, 2002, p. 186), como X = {0} U {% neN } , €s un subconjunto
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compacto de R debido a la convergencia de la sucesion (%)n cn al cero. En contraste recuerde
que R no es un espacio compacto por que la cubierta abierta {(n,n+2) : n € Z} no admite una

subcubierta finita. Otro ejemplo de un espacio que no es compacto es el conjunto

o {(em(()) e}

que se define en (Munkres, 2002, p. 197-198), donde ademads se menciona por un lado que .S no es
cerrado en R?, y por otro lado se prueba que los subconjuntos compactos de R” son los conjuntos
cerrados y acotados.

Los siguientes dos resultados serdn utilizados mds adelante para verificar que componentes

conexas'y cuasicomoponentes son iguales en espacios topologicos compacto y Hausdorff.

Proposicion 1.1.23. (Engelking, 1989, p. 124) Dados un espacio topolégico X y U C X abierto,

si {Fs}ses es una familia de subconjuntos cerrados de X tal que () Fs C U y al menos un Fj es
ses

k
compacto, entonces existen si,s2,- -+, s, € S que satisfacen la contenencia () F,;, C U.
i=1

Proposicion 1.1.24. (Camargo and Villamizar, 2019, p. 200) Todo espacio compacto y Hausdorff

es normal.

Definicion 1.1.25. (Willard, 1970, p. 144) Sean X un espacio topoldgico y A un cubrimiento
abierto de X. Si ) es otro cubrimiento abierto de X se dice que V refina el cubrimiento .4, o que

V es un refinamiento de A, si para cada U € Vexiste V € Atal que U C V.

Munkres reflexiona en (Munkres, 2002, p. 288) la definicién de compacidad en términos de
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refinamientos y afirma que un espacio X es compacto si todo cubrimiento abierto A de X tiene

un refinamiento abierto y finito que cubre a X.

Definicion 1.1.26. (Willard, 1970, p. 117) Dados un conjunto X y F = {F;};c; una familia de

subconjuntos en X, se dird que F satisface la Propiedad de Interseccién Finita si (| F;, # 0,
k=1

paracadan € Ney,i9, -+ ,ip € I.

Proposicion 1.1.27. (Willard, 1970, p. 118) Un espacio topoldgico X es compacto si y solo si cada

familia { F;};c; de subconjuntos cerrados en X que satisface la Propiedad de Interseccién Finita

tiene interseccién no vacia, es decir, () F; # ().
el
Proposicion 1.1.28. Sea f : X — Y una funcién continua entre espacios topoldgicos, entonces

(a) (Willard, 1970, p. 119) f envia compactos en compactos.

(b) (Camargo and Villamizar, 2019, p. 207) f es cerrada siempre y cuando X sea compactoy YV’

Hausdorff.

Proposicion 1.1.29. (Willard, 1970, p. 119) Las siguientes afirmaciones son validas para cualquier

espacio topoldgico X:
(7) Si X es compacto, entonces todo subconjunto cerrado de X también es compacto.
(74) Si X es Hausdorff, entonces todo subconjunto compacto es cerrado.

1.1.4. Espacios conexos y totalmente disconexos.
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Definicion 1.1.30. (Willard, 1970, p. 191) Un espacio topolégico X es disconexo si existe un par
de subconjuntos abiertos no vacios A y B, que son disjuntos y cuya unién coincide con X; en
tal caso el par (A, B) es llamado una desconexion del espacio. De no existir una desconexion del

espacio, entonces se dird que X es conexo.

Con respecto a la definicién anterior resalte que un subconjunto de un espacio topolégico
dado serd conexo si como subespacio €l es conexo, asi mismo, si un espacio X es desconectado
por el par (A, B), entonces B = X \ A o A= X\ B; en cualquier caso, tanto A como B son
conjuntos clopen, por lo tanto se deduce que si un espacio es conexo, entonces no puede contener

subconjuntos clopen diferentes de X y ().

Ejemplo 1.1.31. Dados un espacio topolégico X y A C X un conexo note que si A es disconexo,
entonces existe una desconexioén (B,C) para A, derivando de ello que A = (BN A)U(CNA) lo
cual contradice la hipétesis de conexidad para A, por lo tanto, si A es conexo, entonces A también

lo es.

Proposiciéon 1.1.32. (Munkres, 2002, p. 170) Sean X un espacio topolégico disconexo y (A, B)

una desconexion de X. Si Y es un subespacio conexo de X, entonces Y C A0Y C B.
La siguiente proposicion relaciona la conexidad de conjuntos y la continuidad de funciones.

Proposicion 1.1.33. (Willard, 1970, p. 192) La imagen de un conjunto conexo bajo una funcién

continua €s conexo.

El siguiente ejemplo es cldsico en la literatura y se conoce como curva seno del topdlogo.
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Ejemplo 1.1.34. (Camargo and Villamizar, 2019, p. 234) Utilizando la Proposiciéon 1.1.33, es
posible demostrar que el conjunto S definido en (1) es imagen continua del conexo (0, 1] bajo la
funcién f : (0,1] — R? que envia cada t € (0,1] en el par (¢,sin (1)), por tanto S es conexo. La
clausura de S es conocida como el seno del topdlogo y se sigue del ejemplo anterior que es un

espacio conexo.
A continuacion se presentan una clase importante de conjuntos conexos.

Definicion 1.1.35. (Willard, 1970, p. 194) Sean X un espacio topoldgicoy x € X. La componente
conexa de z serd representada por C, y se define como el subconjunto conexo mds grande que

incluye a x como elemento, es decir, si x € V, donde V' es un conexo de X, entonces V' C C,.

De manera ripida se concluye que todo subconjunto conexo de un espacio topolégico dado
estd contenido en una componente conexa. Por otro lado, en (Joshi, 1983, p. 151) se define el

Espacio Peine, que entre otras cosas motiva el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1.36. Considere el conjunto

X = ({1 ne N} < [0,1}) U{(0,0),(0,1)}).

n

como subespacio de R?. Primero observe que para cada n € N, el conjunto {%} x [0,1] es cerrado

_1

en R?, ademds, siempre existen a,b € R\ Q tales que ﬁ <a< % <b <5

por lo tanto vale
{1} x[0,1] = X N((a,b) x R), de ellos se deduce que {1} x [0,1] sea clopen en X, luego, X no

puede ser conexo. Basta bosquejar el conjunto X para percibir que la componente conexa de cada
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punto (+,7) € X es el conjunto {+} x [0,1]. Suponga ahora que Cq o) es la componente de (0,0)
y tome (2,y) € C(q ). Si existe n € N tal que (z,y) { } x[0,1], entonces C (0,0) { }x

pero esta ultima igualdad es contradictoria ya que (0,0) ¢ {%} x [0,1], por lo tanto la componente
del punto (0,0) posee a lo mds dos elementos, es decir, Cg ) es un subespacio discreto con mds
de un punto, por lo tanto disconexo. Se deduce de lo anterior que C(g) = {(0,0)}. De manera

andloga se puede concluir que C( 1) = {(0,1)}.

Proposicion 1.1.37. (Willard, 1970, p. 194) Si X es un espacio topolégico y a € X, entonces C,

es cerrado en X.

En la literatura se encuentra que las componentes conexas de un espacio topoldgico X no
son otra cosa que clases de equivalencia asociadas a una relacion de equivalencia sobre X (ver
(Camargo and Villamizar, 2019, p. 231), (Munkres, 2002, p. 181), (Willard, 1970, p. 195)). El
siguiente concepto, al igual que la Definicién 1.1.35, puede ser determinado mediante una relacién

de equivalencia.

Definicion 1.1.38. (Willard, 1970, p. 196) Sea X un espacio topolégico. La cuasicomponente de

x € X, se define como el conjunto (), := ()L, donde cada L es un clopen de X tal que z € L.

Ejemplo 1.1.39. Tenga en cuenta el conjunto X definido en el Ejemplo 1.1.36 y recuerde que para
todo n € N, los conjuntos de la forma {%} x [0,1] son componentes conexas de X que ademds
son clopen. Sea (1,2) € X y considere H C X clopen tal que (1,2) € H. Como {1} x [0,1] es
conexo, entonces {1} x [0,1] C H, por lo tanto Q = {+} x[0,1]. Considere ahora Q g

tome un punto (z,y) € @(0,0), entonces para todo clopen L que contiene a (0,0) también contiene
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el punto (z,y). Siexiste n € Ny § € [0,1] tales que (,y) = (5,7) , entonces Qg 0y = { = } x [0,1]
lo que es contradictorio, por lo tanto (g o) posee a lo mas dos puntos. Observe ahora que para todo
clopen H tal que (0,0) € H existe € > 0 y una bola abierta con centro en (0,0) y radio € que estd
contenida en /1, de donde se deduce ademds que existe n. € N de modo que ({1} x [0,1]) N H #0,
1

para todo n > n., pero por conexidad {%} x [0,1] C H. Considere la sucesién (—

n,l)n>n6 €H.

Como H es cerrado y la sucesion convergente a (0,1), entonces (0,1) € H; por lo tanto, todo
clopen que contiene a (0,0) también contiene el punto (0,1), luego Q) = {(0,0),(0,1)}. De

manera andloga se obtiene que Q(o.1) = {(0,0),(0,1)}.

Proposicion 1.1.40. (Engelking, 1989, p. 357) Si X es un espacio topoldgico y z € X, entonces

Cr € Q,, ademds si X es compacto Hausdorff entonces C'; = ().

Demostracion. Para ver que C, C (), basta verificar que C, estd contenido en todo clopen que
contiene a z. Sea L un clopen de X tal que x € L, entonces L y X \ L desconectan al espacio X y
por la Proposicion 1.1.32 se llega a que C,, C L, de ello se deduce que C'; C Q).

Suponga ahora que X es compacto Hausdorff. Para demostrar que C,, = (), es suficiente
probar que (), es conexo, en ese sentido, si (), fuese disconexo entonces existird una desconexion
(A, B) de Q, y de la Proposicion 1.1.24 existirian subconjuntos abiertos y disjuntos U, V' tales que
ACUyBCV,luego Q, CUUV. Si L :={L;};cs es la coleccién de subconjuntos clopen que
conforman a (), entonces, por la Proposicién 1.1.23 existen clopens L1, Lo, -+, L; € L tales que

k

k k
(N Ls CUUYV. Por supuesto Q) C (| Ls. Suponga ahora que x € Ay observe que U N ( N LS)
— 1 s=1

s=1 S=

es clopen pues
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<

k
Un ( N Ls) c
s=1

k
por lo tanto Q, C U N ( N Ls> ydeello B C U, pero UNV = (), por lo tanto B = (), sin embargo
s=1
)

k _ k k
ﬂ(ﬂ LS) :Uﬂ(UUV)ﬂ(ﬂ LS) :Uﬂ<ﬂ LS>,
s=1 s=1 s=1
se sabe que B # () pues (A, B) es una desconexion de @),; de modo que @), necesariamente es

conexo, luego @, C C, y con esto termina la prueba. ]

Definicion 1.1.41. (Willard, 1970, p. 210) Un espacio topolégico X es denominado totalmente

disconexo si sus componentes conexas son puntos.

Ejemplo 1.1.42. (Willard, 1970, p. 194) El espacio Q es totalmente disconexo pues dado z € Q
considere C;, y a su vez un punto z € C';,. Como la componente de x también es subconjunto de R,
entonces C'; es conexo en R, pero los conexos de R son intervalos, puntos, todo el espacio o vacio,
y la dinica opcién que no genera contradicciones es que C,; sea un punto, por lo tanto C,, = {z} y

Z=1X.

Definicion 1.1.43. (Willard, 1970, p. 210) Un espacio topolégico X es llamado cero-dimensional

si cada punto del espacio admite una base de vecindades clopen.

Si X es un espacio topologico, dado que la coleccion de vecindades bésicas de cada punto
x € X determinan una base para la topologia de X, cuando se trabaje en el contexto de espacios
cero-dimensionales, en ocasiones se tomard una base de subconjuntos clopen en vez de una base

de vecindades clopen.

Ejemplo 1.1.44. (Willard, 1970, p. 210) La coleccién de nimeros racionales (Q es cero-dimensional

ya que si r € Q considere o, 5 € (R\ Q) tales que o < r < [y observe que (o, 5) NQ = [a, 5]NQ,
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es decir, el conjunto

By :={(a,8)NQ:,f € (R\Q)y a<r<p},

estd compuesto por subconjuntos clopen de (Q, mds atn, B, es una base de vecindades clopen para

Proposicion 1.1.45. (Willard, 1970, p. 210) Cada subespacio de un espacio totalmente disconexo

es totalmente disconexo.

El siguiente resultado es un ejercicio propuesto en (Camargo and Villamizar, 2019, p. 318)

y su demostracion es una aplicacion directa de la topologia del subespacio.
Proposicion 1.1.46. Todo subespacio de un espacio cero-dimensional es cero-dimensional.

Demostracion. Dados un espacio topoldgico cero-dimensional X y W C X un subespacio, note
que si z € T, entonces la coleccién B, := {BNW : B € B,} es una base de vecindades clopen

para x contenida en W, donde B, es una base de vecindades clopen para z. [

Para finalizar este apartado se enuncia un importante resultado para el desarrollo de este
trabajo de grado, pues, entre otras cosas permitird caracterizar mds adelante el principal objeto de

estudio en esta disertacion: los espacios profinitos.

Proposicion 1.1.47. (Camargo and Villamizar, 2019, p. 315) Si X es un espacio compacto y

Hausdorff, entonces X es totalmente disconexo si y solo si X es cero-dimensional.
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1.1.5. Topologia producto y cociente.
Dada una familia de espacios topoldgicos { X };cr considere el producto cartesiano [] X
i€l

y la correspondiente familia de funciones proyeccién

{ﬂ'j:HXi—>Xj} . )
el

iel
De acuerdo a lo dicho en (Willard, 1970, p. 53) y (Munkres, 2002, p. 131-133), la topologia que se
vincula tradicionalmente al producto [] X; es llamada la fopologia producto y es aquella generada
iel

por la subbase {71';1(‘/]) : Vj es abierto en X }, dicho de otro modo, un abierto en E[I X es una

union de elementos de la coleccidon
{ N le(X/]) : Vj es abierto en X; y J C I es finito } ,
jed

donde para cada J C [ finito, .ﬂ ﬂj_l(Vj) =J1Vjx ‘H' X;. El producto cartesiano dotado con
jeJ JjeJ 1#]
jeJ

la topologia producto es usualmente conocido como espacio producto. En el caso donde todos los

factores X; sean iguales, digamos X; = X para todo ¢ € I, se adoptard en ocasiones la notacién

X7 para referir el espacio producto, en vez de la notacién convencional [] X;.
el

Ejemplo 1.1.48. (Camargo and Villamizar, 2019, p. 102) Se define el espacio de Cantor como el

espacio producto C := {0,1}", donde {0,1} es un espacio discreto.

En el caso particular de contar con una familia finita de espacios topoldgicos se tiene que
cada abierto bdsico de la topologia producto es un producto de abiertos, es decir, si { X;}! ; es una

familia finita de espacios topolGgicos y para cada i € {1,2,--- ,n} el conjunto V; C X, es abierto,
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n n
entonces [] V; es un abierto basico de [] Xj.
i=i i=1

Las siguientes propiedades involucran a las funciones proyeccion mencionadas en (2).
Proposicion 1.1.49. (Willard, 1970, p. 54) Dados una familia de espacios topolégicos no vacios
{Xi}ier y el correspondiente espacio producto [] X;, entonces para cada j € I,7; es una funcién

i€l
continua, abierta y sobreyectiva.

El siguiente ejemplo muestra en particular que no toda funcién abierta y sobreyectiva es

cerrada

Ejemplo 1.1.50. (Camargo and Villamizar, 2019, p. 103) Considere la proyeccién 7; de R? a

la primera componente y el subconjunto A = {(x, %) cx# 0} . Observe que A es cerrado porque

R\ A es abierto, ademds 71 (A) = R\ {0}, pero {0} no es abierto, por lo tanto 7 (A) no es cerrado

y de ello que 7 no es cerrada.

Proposicién 1.1.51. (Willard, 1970, p. 55) Sean X un espacio topoldgico y {X;};c una familia

de espacios topolégicos no vacios, entonces una funcion f : X — [] X; es continua si y solo si
il

paracada i € I,m; o f es continua.

La siguiente proposicion recopila algunas propiedades que adquiere el espacio producto, de

acuerdo con las propiedades de cada factor.

Proposicion 1.1.52. Dada una familia de espacios topoldgicos no vacios {X;};c7, las siguientes

afirmaciones son ciertas para el espacio producto [] X; y una coleccién { A; };c; donde cada A; es
icl

un subespacio no vacio del correspondiente X;:
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(7) (Munkres, 2002, p. 132) Producto de subespacios es subespacio: [] A; es subespacio de
i€l

X,
el

(17) (Willard, 1970, p. 89) Producto de espacios T}, es Ty, para k € {0,1,2}: si cada X; es un

espacio T}, entonces [] X; es un espacio T}, con k € {0,1,2}.
el

(737) (Munkres, 2002, p. 132) Producto de cerrados es cerrado: si cada A; es cerrado en X,

entonces [] A; es cerrado en ] X;.
i€l i€l

(1v) (Willard, 1970, p. 120)(Teorema de Tychonoff) Producto de compactos es compacto: si cada

X; es compacto, entonces [] X; es compacto.
il

(v) (Willard, 1970, p. 210) Producto de espacios totalmente disconexos es totalmente disconexo:

si cada X; es totalmente disconexo, entonces [] X; es totalmente disconexo.
iel

(vi) (Camargo and Villamizar, 2019, p. 326) Producto de espacios cero-dimensionales es cero-
dimensional: si cada X; es cero-dimensional, entonces [] X; es cero-dimensional.
il
Ejemplo 1.1.53. Note que todo espacio discreto es Hausdorff y totalmente disconexo, ademds,
si un espacio discreto es finito, entonces también es compacto, en particular {0,1} es compacto,

Hausdorff y totalmente disconexo. De la proposicion anterior se deduce que el espacio de Cantor

C, es un espacio topoldgico compacto, Hausdorff y totalmente disconexo.
Ahora se definird la topologia cociente

Definicion 1.1.54. (Willard, 1970, p. 59) Si X es un espacio topoldgico, Y un conjunto no vacio

y f: X — Y una funcidén sobreyectiva, entonces la coleccion de subconjuntos
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7p:={U CY : f7(U) es abierto en X}, (3)

define una topologia sobre Y llamada la topologia cociente referente a la funcién f y el espacio
Y suele denominarse espacio cociente. f serd declarada funcion cociente si Y esta dotado con la

topologia cociente referente a f.

Sean X un espacio topoldgico y Y un espacio cociente determinado por f: X — Y. De
la equivalencia dada en la Proposicion 1.1.9 la funcién f resulta ser continua y ademads, para todo
cerrado W C Y, f~1(W) es un cerrado de X. Adicionalmente, dada otra topologia p sobre Y de
tal forma que f es continua, note que si U € p, entonces f~1(U) es abierto en X y por como se
define 7y en (3) se obtiene que U € 7y, en conclusion p C 7, es decir, 77 es la topologia mas fina

que torna a f continua.

Ejemplo 1.1.55. (Camargo and Villamizar, 2019, p. 121) Sea S' := {(z,y) € R? : 2% +¢? = 1}
y tenga en cuenta la funcién f : [0,1] — S! que asigna a cada ¢ € [0, 1] el correspondiente punto
(cos(2nt),sin(2rt)) € S', viendo a [0, 1] como subespacio de R con la topologia usual. Observe
que [ es sobreyectiva y debido a la continuidad de las funciones sin(t) y cos(t) se obtiene que
f es continua. Como [0,1] es compacto, S' Hausdorff y f continua, se sigue del apartado (b)
de la Proposicion 1.1.28 que f es cerrada. Debido a un resultado presentado en (Camargo and
Villamizar, 2019, p. 121), donde se demuestra que cualquier funcién continua y sobreyectiva que
sea abierta o cerrada es una funcién cociente; la funcién f es una funcién cociente, por tanto S Les

un espacio cociente.
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Proposicion 1.1.56. (Willard, 1970, p. 60) Sean XY, Z espacios topolégicos y f: X — Y una

funcidn cociente. Entonces una funcién g : Y — Z es continua si y solo si go f : X — Z es continua.

1.2. Grupos topologicos

Antes de presentar la definicién de grupo topoldgico es conveniente resaltar que a lo largo
de este trabajo, cuando se refiera a un grupo arbitrario o alguna de sus propiedades, sera utilizada
la notacién multiplicativa, es decir, si (G,-) es un grupo y a,b € GG, entonces ab representard la
imagen de (a,b) bajo la operacién del grupo, asi como ™! denotard el inverso de a y la identidad
del grupo, a menos que se indique lo contrario, siempre serd simbolizada por 1.

1.2.1. Conceptos basicos.

Antes de definir el concepto de grupo topologico es conveniente recordar lo siguiente: si

X es un espacio topoldgico y f es una funcién que va del producto X x X en X, entonces f es

continua en la primera componente si para cada (z,a) € X x X, la funcién

X —X

r+— f(x,a),

es continua. De manera andloga se define la continuidad en la segunda componente, esto es, si

(a,z) € X x X, entonces f es continua en la segunda componente si cada funcién

fo: X — X

x— f(a,x),
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es contina. Se dice que f es continua en cada variable por separado si f es continua tanto en la
primera como en la segunda componente. Ademds, f es continua en ambas variables juntas si f

es continua en todo punto (z,y) € X x X.

Definicion 1.2.1. (Husain, 1966, p. 27) Un grupo topolégico es un par (G, 1), siendo G un grupo
y 7 una topologia en GG tal que la operacion del grupo, que va de G x G (visto como espacio

producto) en (G, es continua en ambas variables juntas, y la funcién inversion

Inv:G—G

g—g

€s continua.

Sea GG un grupo topoldgico y H un subgrupo de G. La intuicién permite deducir que la
nocién de subgrupo topologico debe combinar la estructura algebraica y topoldgica en H. De
acuerdo a lo establecido en (Husain, 1966, p. 54), H serd un subgrupo topologico si visto como
subespacio es un grupo topoldgico. Cabe aclarar en este punto que, pese a que existe la nocién de
grupo semitopolégico (ver (Husain, 1966, p. 27)), que se caracteriza como aquella pareja (G, 7)
tal que GG es un grupo y 7 es una topologia en G de manera que la operacién del grupo es continua

en cada variable por separado, este concepto no se tendrd en cuenta en esta disertacion.

Ejemplo 1.2.2.

i) Cualquier grupo GG dotado con la topologia discreta o indiscreta es un grupo topolégico.
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i1) El grupo aditivo R dotado con la topologia usual es un grupo topoldgico. El conjunto Z visto

como subgrupo topoldgico es un espacio discreto.

i71) Dada una familia de grupos topolégicos {G;};cs considere el grupo producto [] G; con la
el
operacion usual definida alli. Si el producto es dotado con la topologia producto, entonces

[T G; es un grupo topolégico.
i€l

iv) Sin € N recuerde que el grupo aditivo de matrices cuadradas de orden n con entradas en R,
denotado por M, (R), es isomorfo como grupo a R™. La topologia asignada a M, (R) es la

topologia usual de R”z, de ello que M, (R) es un grupo topoldgico.

Dado un grupo topolégico G'y H C G, con respecto a notacion se establece que H < G
denotard que H es un subgrupo topoldgico de GG y si adicionalmente H es un subgrupo abierto o

cerrado, entonces se escribird respectivamente H <, Gy H <. G para indicarlo.
Proposicion 1.2.3. (Husain, 1966, p. 43) Si GG es un grupo topoldgico y a € GG, las funciones

re:G— G l,:G— G

T — za r— azr,

denominadas traslaciones por derecha e izquierda, respectivamente, son homeomorfismos.

Sean GG un grupo topolégico, g € Gy U C G. Defina los conjuntos gU :={gu:u € U}y
Ug:={ug:u e U}. Observe que si U es abierto o cerrado, debido a la Proposicion 1.2.3, tanto

gU como U g son abiertos o cerrados respectivamente; en particular, dado H < G el conjunto g H
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es llamado Clase Lateral Izquierda de H en G'y Hg es la Clase Lateral Derecha de H en GG. El
conjunto de todas las clases laterales izquierdas usualmente es denotado por G/ H.
La siguiente definicién permite equipar con estructura algebraica al conjunto de todas las

clases laterales izquierdas.

Definicion 1.2.4. Dados un grupo topolégico Gy H < G se dird que H es un subgrupo normal o
subgrupo distinguido siempre que H = o~ Ha, paratodo a € G, donde a~! Ha denota el conjunto

cuyos elementos son de la forma o~ ha, para algin h € H.

En este trabajo se referird a los subgrupos normales como subgrupos distinguidos para
no presentar confusiones con los espacios topolégicos normales, ademds se utilizard la notacidén
estandar para denotar a tales subgrupos, es decir, si GG es un grupo topoldgico y H < (G, entonces
el simbolo H <G indicard que H es un subgrupo topoldgico distinguido de GG; mds aun, si
es abierto o cerrado se escribird respectivamente H <, G y H <. para resaltar la propiedad
adicional.

Abhora se definira el grupo topoldgico cociente.

Definicion 1.2.5. (Husain, 1966, p. 57) Sea G un grupo topolégico y H < G. El grupo G/H

equipado con la topologia cociente que torna continua la proyeccion candénica

qg:G— G/H

a+— aH,

es un grupo topolégico denominado Grupo Topolégico Cociente.
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Ejemplo 1.2.6. (Husain, 1966, p. 44) Considere el grupo topoldgico aditivo R y Z < R. Se define

el Grupo Topolégico Circular como el grupo R/Z.

Proposicion 1.2.7. Las siguientes afirmaciones son ciertas para un grupo topolégico Gy H < G :

(7) (Husain, 1966, p. 58) Si H <G, entonces gy es continua, sobreyectiva y abierta.

(77) (Bourbaki, 1995, p. 231) Si H <G, entonces GG/ H es Hausdorff si y solo si H es cerrado en

G.

(737) (Ribes and Zalesskii, 2000, p. 22) Suponga que GG es compacto, entonces H es abierto si y

solo si es cerrado y G/ H es finito.

1.2.2. Vecindades de la identidad.
Sea GG un grupo topoldgico. Dado un par de subconjuntos no vacios U y V de G defina

Ul={ut:ueU}yUV :={uw:ucUyveV}.

Definicion 1.2.8. (Husain, 1966, p. 45) Un subconjunto U de un grupo topoldgico GG es llamado

simétricosiU = U1,

La siguiente proposicion permitird construir una importante topologia llamada la Topologia
de Krull. Antes de enunciar dicha proposicion recuerde que para un conjunto X, la coleccién no
vacia .4 de subconjuntos no vacios en X es llamada filtro sobre X, si es cerrada bajo intersecciones

finitas y superconjuntos, esto es, si F1,F» € Ay F C X, entonces

i) FinFy e A.
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i1) Si F} C F entonces F € A.

Ademads, una subcoleccion no vacia B C A es llamada base de filtro para A si dado A € A

existe B € Btal que B C A.

Proposicion 1.2.9. (Husain, 1966, p. 46) En todo grupo topolégico GG siempre existe una base de

vecindades cerradas B de la identidad, tal que
(i) Cada B € B es simétrico.
(i) Dado B € Bexiste A € B tal que A? := AAC B.
(4ii) Si B € By x € G, entonces existe A € Btalque BC 2 1Az 024271 C B.

Reciprocamente, para un grupo G y una base de filtro B que satisface las condiciones anteriores,
existe una dnica topologia sobre G de manera que G resulta un grupo topolégico y B forma una

base de vecindades para la identidad.

1.3. Teoria de Categorias
El objetivo central de esta seccion es presentar el concepto de limite inverso, pues es crucial
a la hora de definir los espacios y grupos profinitos.

1.3.1. Definiciones y resultados claves.
Definicion 1.3.1. (Rotman, 2009, p. 8) Una categoria ¢ consta de tres ingredientes:

1. Una clase, denotada por Ob(%’), cuyos elementos son llamados objetos de ¢ .
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2. Cada par de objetos Ay B en % tiene asociado un conjunto, denotado por Morg (A, B),

cuyos elementos son denominados morfismos de A en B. Usualmente se denotan como

ALsBof.A— B

3. Toda terna de objetos A, By C en € define una funcién

o: Morg(A,B) x Morg(B,C) — Morg(A,C)

(f,9) —>gof,

denominada producto entre morfismos, que satisface las siguientes condiciones
a) Dados A, B,C,D € Ob(%), los conjuntos Morg (A, B) y Morg(C, D) son disjuntos,
salvosiA=CyB=D.

b) Cada A € Ob(%) tiene un morfismo asociado idy € Morg (A, A), llamado morfismo
identidad, tal que para cualquier otro objeto B € Ob(%) y cualesquiera morfismos

fe€Morg(A,B)ygée Morg(B,A), verificaque foidy = fyidgsog=g.
c) Si A,B,C,D € Ob(¥), f € Morg(A,B), g € Morg(B,C)y h € Morg(C,D), es
valida la igualdad:

(hog)of=ho(gof).

Cuando se sobre entienda la categoria € se omitird el subindice del conjunto Morg (A, B)

y se escribird simplemente Mor(A, B).
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Definicion 1.3.2. (Rotman, 2009, p. 22) Sean % una categoria y A, B € Ob(%). Un morfismo

f € Mor(A, B) es llamado isomorfismo si existe g € Mor(B,A) talque fog=idpy go f=1ida.

Ejemplo 1.3.3. Si A es la coleccion de todos los espacios topoldogicos y A la coleccion de todas
las funciones continuas entre espacios topoldgicos, entonces existe una categoria cuyos objetos
y morfismos son respectivamente A y A. Dicha categoria se denota generalmente por Top y se
refiere a ella como la categoria de espacios topolégicos. De manera andloga es posible obtener las
categorias Grp, Rng, R-mod y TopGrp; donde sus objetos correspondientes son grupos, anillos, R-
modulos y grupos topoldgicos; junto con los morfismos, que son respectivamente homomorfismos

de grupos, anillos, R-mddulos y grupos topoldgicos.

Definicion 1.3.4. (Lang, 2002, p. 57) Dada una categoria %', un objeto B € Ob(%) es llamado

Terminal o Atractor, si para todo A € Ob(%’) existe un tnico morfismo g : A — B.

Ejemplo 1.3.5. En la categoria Grp el grupo trivial {e} es un objeto terminal. El anillo trivial 0 es

un objeto terminal en la categoria Rng.

Proposicion 1.3.6. (Mac Lane, 1998, p. 20) Si % es una categoria en la cual A y B son dos objetos

terminales, entonces existen tnicos isomorfismos f € Mor(A,B)y g € Mor(B,A).
1.3.2. Limites inversos.

Definicion 1.3.7. (Rotman, 2009, p. 230) Sea (I, <) un conjunto dirigido. Una familia de objetos
{A;}icr en una categoria %, junto a una coleccién {fzj : Aj = A;}i<jer de morfismos en €, son

llamadas sistema inverso (o sistema proyectivo) sobre [, si satisfacen las siguientes condiciones:
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i) Paratodoi € I, fi = Idy,.

i1) Sii=j =<k € I, entonces ff o ff = ff; es decir, si el siguiente diagrama conmuta

k
Ay, S A;

£

j .
El sistema inverso conformado por los conjuntos {4;}icr y { fij : Aj = Aj}i<jer serd denotado
por la doble coleccién { A;; fz-j Yi<jer-

Con respecto al concepto de sistema inverso cabe resaltar que diferentes autores, como por
ejemplo (Lezama, 2021b, p. 80) o (Jacobson, 1989, p. 70), definen sistema inverso mediante el
concepto de funtor, sin embargo, en este trabajo de grado se ha optado por definirlo sin necesidad

de mencionar explicitamente un funtor.

Ejemplo 1.3.8. (Ribes and Zalesskii, 2000, p. 6) Dado un nimero primo p, considere a N como

conjunto dirigido por el orden habitual. Si n < m € N se tiene la proyeccion natural

potL/p" L — 7] p"Z

a+p"Zlv— a+p"Z,

entonces {Z/p"Z; p;' } n<meN €s un sistema inverso de grupos finitos.

Ejemplo 1.3.9. (Camargo and Villamizar, 2019, p. 107) Suponga que {X;};c; es una familia
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infinita de espacios topoldgicos y defina el conjunto Z := {& C I : v es finito}. Ordene a Z con el
Orden Inclusion = . Para cada o € 7 considere el espacio producto X, := ] X; y si g € 7 tal

1€

que o =g [ se define la funcién continua

2 X5 — X,

(7i)icp — (Ti)icas

entonces { Xy; fg }a=pez €s un sistema inverso de espacios topolégicos.

Se define a continuacién el concepto de familia de morfismos compatible con un sistema

inverso, que resulta esencial a la hora de definir limites inversos.

Definicion 1.3.10. (Lezama, 2021b, p. 79) Sean (I, <) un conjunto dirigido y % una categoria.
Dado un sistema inverso A := { A;; fij bizjery A € Ob(€), se dice que la coleccion de morfismos
{fi: A— A;}icr es una familia de morfismos compatible con A, si para cada i € [ el siguiente

diagrama es conmutativo para todo indice j € I que esté por encima de ¢

AT A,

PN

Aj,

estoes, paracadat € [ ytodo j € I talquei < 7, f; = f.jofj.

7

Ejemplo 1.3.11. Dada una familia infinita de espacios topoldgicos {X;};cs recuerde el sistema

inverso X' := {X,; fg }a=pez construido en el Ejemplo 1.3.9. Defina X := [] X; y considere para
il
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cada o € 7 la proyeccion

T X — X,

(zi)ier = (2i)ica-
La coleccion de proyecciones {7, }oc7 €s una familia de funciones continuas compatible con el
sistema X

Observacion 1. Sean (I, =) un conjunto dirigido y A := {4;; fl.j }i<jer un sistema inverso en una
categoria .o/. En (Lang, 2002, p. 161) se afirma que es posible construir una categoria ¢ cuyos
objetos son familias de morfismos compatibles con .A. Para probar la anterior afirmacién, primero

se establece la coleccidon

I':={(A,(fi)ier) : A€ Ob(<) y (fi)icr es una familia de morfismos compatible con A}.

Defina la categoria %, como aquella cuya clase de objetos es la coleccion I' y para cada par

(A, (fi)icr), (B, (hi)ier) € T, un morfismo

(A, (fi)ier) £ (B, (hi)icr),

es un morfismo f € Mor,/(A, B) de manera que f; = h; o f, para cada i € I, en particular, la

identidad de A en .o/ es la identidad de (A, (f;)ier) en €or. Si (C,(gi)icr) €'y g € Morg (B, C)
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de modo que h; = g; o g, para todo ¢ € I, entonces se define el producto de g y f, como aquel
morfismo go f € Mor(A,C) que satisface la igualdad f; = g;0 (go f), paratodo i € I. Debido a
que <7 es una categoria, los incisos a) y b) de la Definicion 1.3.1 son verificados por %; de hecho,
si (A, (fi)ier), (B, (hi)ier),(C,(9:)icr), (D, (di)icr) €T, f € Morg ,(A,B),g € Morg,,(B,C)y
h e Morg, (C, D), de la asociatividad de los morfismos en <7 se deduce la asociatividad en €,

es decir, (hog)o f =ho(go f); ademds, para cada i € [ se tiene que

dio[(hog)of] = (dioh)ogof
= giogof

= hiof

= fi

luego €, en efecto es una categoria.

Definicion 1.3.12. (Lang, 2002, p. 161) Considere un conjunto dirigido (/, <) y un sistema inverso
sobre una categoria <7, a saber, A := { A;; fg }i=jer- Un objeto terminal (A, (¢;);er) en la categoria
€.y es llamado limite inverso del sistema A; esto es, si (B, (h;)icr) € Ob(%.), entonces existe un
tnico morfismo v : B — A de manera que y; o1 = h;, para cada i € I. Se escribird A = {iinAi
para representar el limite inverso, omitiendo la familia de morfismos cuando no sea necesario
hacer mencién de las mismas, ademads, se sigue de la Proposicién 1.3.6 que el limite inverso es

dnico salvo isomorfismos.
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Ejemplo 1.3.13. (Lang, 2002, p. 50) Si p es un nimero primo, del Ejemplo 1.3.8 se sabe que

F :={Z/p"Z;p}} }n<men es un sistema inverso. Considere el grupo:
X = {(Ii)ieN € HNZ/p”Z t2; =z j(mod p’),j < z}
ne

Para cada i € N tome la proyeccién natural p; : X — Z/p'Z. La coleccién de homomorfismos
(pi)ien constituye una familia de morfismos compatible con el sistema F. Siendo asi se tiene que
X junto con la familia (p;);cn es limite inverso del sistema F, es decir, (X, (p;);en) es un objeto
terminal en la categoria ¢Grp. Este limite inverso se conoce en la literatura como el grupo de

enteros p-ddicos y se acostumbra a denotarlo como Z,) 0 Zj,.

Observacion 2. Con respecto a la Definicién 1.3.12 cabe resaltar que algunos autores, como por
ejemplo (Rotman, 2009, p. 231), definen limite inverso en una categoria utilizando una propiedad
que usualmente es conocida como propiedad universal, de hecho, (Ribes and Zalesskii, 2000, p. 2),
al igual que (Wilson, 1998, p.12), definen el limite inverso de un sistema conformado por espacios
topoldgicos y funciones continuas por medio de dicha propiedad universal, adaptada en el contexto
topoldgico; de manera anéloga lo hace (Rotman, 2010, p. 500), cuando define limite inverso en R-
moédulos; por lo tanto, si (/,=<) es un conjunto dirigido, A := {4;; fij }i<jer un sistema inverso
sobre una categoria €'y (A, (p;)icr) el limite inverso de A, la propiedad que caracteriza al limite
serd referida como la Propiedad Universal del Limite Inverso, y ella garantiza que, dado un objeto

Ben €y {h;: B— A;}ics una familia de morfismos compatible con A, existird un tnico
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morfismo 1) : B — A de manera que el siguiente diagrama es conmutativo para cada indice ¢ € [

En lo que resta de este trabajo de grado se utilizard de manera constante el concepto de limite

inverso y su respectiva propiedad universal.

Ejemplo 1.3.14. Dado un nimero primo p, el sistema inverso F construido en el Ejemplo 1.3.13
puede ser interpretado en la categoria de grupos finitos, sin embargo, el grupo Z,) de los enteros
p—adicos no es un grupo finito, luego, en la categoria de grupos finitos no todo sistema inverso

admite limite inverso.

El Ejemplo 1.3.14 pone en evidencia que el limite inverso no siempre existe, sin embargo, el

siguiente resultado establece que en ciertas categorias especificas el limite inverso siempre existe.

Proposicién 1.3.15. (Vinroot, 2008, p. 4) Si (/,=<) es un conjunto dirigido y {A;; fij }i<jer un

sistema inverso en cualquiera de las siguientes categorias:
i) Top.
i1) TopGrp.
iii) Grp.

iv) Rng.
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v) R-mod.
Entonces 1im A; siempre existe.
H

Ejemplo 1.3.16. Considere una familia infinita de espacios topoldgicos {X;}icr y X := HI X;.
i€
Recuerde que en el Ejemplo 1.3.11 se definen un sistema inverso X y una familia de funciones
{ma : X — X4 }aez compatible con X'. Una verificacién de rutina permite concluir que X junto
con la familia de proyecciones {7, }oc7 conforman el limite inverso del sistema X', en particular,
si I = Ny cada X; es el espacio discreto {0, 1}, entonces {0, 1} = 1im{0,1}“, es decir, el Espacio

acl
de Cantor puede expresarse como limite inverso de espacios topolégicos finitos y discretos.

Teniendo en cuenta que uno de los objetivos de este trabajo es estudiar la estructura profinita
tanto en espacios topoldgicos como en grupos topoldgicos, se ha decidido a partir de ahora enfocar
la atencioén en las categorias Top y TopGrp, por lo tanto, de ahora en adelante, cuando se refiera
a un sistema inverso, se entenderd que dicho sistema estd conformado por espacios topologicos y

funciones continuas o por grupos topoldgicos y homomorfismos entre grupos topologicos.

Proposiciéon 1.3.17. (Wilson, 1998, p. 11-14) Sean (/, <) un conjunto dirigido, X := { Xj; fl.j}l-jje[

un sistema inverso y (imXj;, (;);¢cr) el limite inverso de X', entonces
H
i) 1limX; es dnico salvo homeomorfismos.
(_

i1) limX; es identificado con el subespacio
H

{(:ci)ig € HXZ' L= fl.j(a:j), para todo i < j} :

il
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i7i) Sicada X; es Hausdorff, entonces lim X; también lo es y ademds, visto como subespacio de
(_

[T X; es cerrado.
el

iv) Sicada X; es totalmente disconexo, entonces lim.X; también lo es.
<_

v) Si cada X; es no vacio, compacto y Hausdorff, entonces limX; es no vacio, compacto y
<_

Hausdorff.

vi) SiY es un espacio topoldgico y 6 : Y — 1im X; una funcidn, entonces, 6 es continua si y
<_

solo si para cada i € I, p; o6 es continua.

Proposicion 1.3.18. (Wilson, 1998, p. 14) Suponga que X" := { X, gog }i=jer €s un sistema inverso
conformado por espacios topolégicos no vacios, compactos y Hausdorff, y (l(l’Ele‘, (73i)icr) es el
limite inversode X'. SiY C 1<1'inXZ~ satisface que 7;(Y) = X, para cada i € I, entonces Y es denso

en lim.X;.
<_

En el marco de la teoria de categorias existe lo que se conoce como sistema directo 'y limite
directo, conceptos que son duales a los de sistema inverso y limite inverso, respectivamente; esto
es, basta con cambiar la direccion de las flechas que conforman un sistema inverso para obtener
un sistema directo. De forma andloga es posible conseguir un limite directo. A pesar de la relacién
entre los limites directos e inversos, en este trabajo no serdn considerados ni sistemas ni limites

directos.
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2. Espacios y grupos profinitos

En este capitulo se presentan las definiciones y resultados basicos que rodean el concepto
de espacio y grupo profinito, en particular se desarrollard la relacion de los grupos profinitos y las
acciones de grupo.
2.1. Teoria basica
Definicion 2.1.1. (Magid, 2014, p. 45) Un espacio topoldogico X es llamado espacio profinito
si X es homeomorfo al limite inverso de alglin sistema inverso de espacios topoldgicos finitos y
discretos. Un grupo topoldgico se denomina grupo profinito si visto como espacio topoldgico es

profinito.

De la definicion anterior se sigue que un espacio profinito es compacto y Hausdorff. Mas
adelante se caracterizardn los espacios profinitos, agregando una caracteristica adicional a las ya

mencionadas.

Ejemplo 2.1.2. El Ejemplo 1.3.16 muestra que el espacio de Cantor puede ser expresado como
limite inverso de espacios topoldgicos finitos y discretos, es decir, {0,1}Y es un espacio profinito

por definicién.

Ejemplo 2.1.3. Dado un nimero primo p, el Ejemplo 1.3.13 presenta el grupo de enteros p—adicos
como limite inverso de un sistema compuesto por grupos finitos. Si dotamos con la topologia

discreta a cada grupo, entonces Z,) es un grupo profinito.

Definicion 2.1.4. (Magid, 2014, p. 45) Sean X un espacio topolégico y P, () dos subconjuntos de
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X. Decimos que Py () se pueden separar si existen subconjuntos abiertos y disjuntos U,V de X,

talque PCU,QCVyUUV =X.

Los subconjuntos U y V' mencionados en la definicién anterior resultan ser clopen y son

llamados separacion de Py (), o simplemente se dice que U y V' separan los subconjuntos Py Q).

Lema 1. Sea X un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son ciertas:

a) (Magid, 2014, p. 45) Suponga que C'y D son subconjuntos compactos de X que satisfacen la
siguiente propiedad: para todo par (¢,d) € C' x D se cumple que ¢y d pueden ser separados.

Entonces C'y D pueden ser separados.

b) (Magid, 2014, p. 41) Si X es limite inverso de espacios discretos, entonces en X se separan

puntos diferentes.

El siguiente resultado caracteriza los espacios compactos donde es posible separar cualquier

par de puntos distintos.

Proposicion 2.1.5. (Magid, 2014, p. 46) Si X es un espacio compacto, las siguientes condiciones

son equivalentes:

1. X es Hausdorff y cero-dimensional.

2. Cualquier par de puntos diferentes de X pueden ser separados.

Demostracion. Suponga 1.y sean p # ¢ € X. Como X es Hausdorff y cero-dimensional, existe un

clopen £'de X talquep € F'y q ¢ E. Sidefine F'= X\ E note que F'y F separan a p y ¢ como



ESPACIOS PROFINITOS Y ACCIONES DE GRUPO 48

se buscaba. Ahora suponga 2. Observe primero que la hipétesis implica que X es Hausdorff. Resta
ver que X es cero-dimensional. Sea U un abierto no vaciode X y p € U. Si U es propio, entonces
D = X \ U es compacto, pues X lo es. Por la parte a) del Lema 1 p y D pueden ser separados,
digamos, por los conjuntos M, y Mp, que ademds son clopen de X; mds ain, M;, C U pues en
caso contrario M, y Mp no separan a py D. Como p fue escogido de forma arbitraria se concluye
que U = UU M,. Ahora, si U = X, suponga que X tiene por lo menos dos puntos distintos p y g,
pe
entonces por hipotesis existen conjuntos clopen L, Fy, que separan a p y ¢, de donde se sigue que

X = E,UF,. Para finalizar, s1 X tiene solo un punto, por vacuidad se obtiene el resultado buscado.

En todos los casos se consigui6 una base para X conformada por subconjuntos clopen. [

Definicion 2.1.6. (Magid, 2014, p. 47) Si X es un espacio topoldgico, se dird que una familia finita
P={Xj, -+, Xy}, de subconjuntos no vacios de X, es una particion de X, si P es un cubrimiento

abierto de X, donde cada par de elementos en P son disjuntos.

Ejemplo 2.1.7. Considere el conjunto X = {1 :n € N} x [0,1]U{(0,0),(0,1)} como subespacio
de R%. Dado n € N, sea 4,, = {%} x [0,1]. Recuerde que A,, es un clopen de X. Los conjuntos

A,y X\ A, conforman una particién para X.

Ejemplo 2.1.8. Sean Py () particiones de un espacio topolégico X, entonces la coleccién

T:={ANB:AePyBeQ},

es una particion de X.
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Sean X un espacio topoldgico y P la coleccioén de todas las particiones de X. Note que
{X} es una particién de si mismo, luego P # (). Sobre P Se define la relacion de refinamiento

“ <" como sigue:
Si P, () € P, entonces P = () siy solo si () es un refinamiento de P,

es decir, si P < @), entonces para todo U € () existe V' € P tal que U C V. El siguiente lema sera

utilizado més adelante.
Lema 2. El conjunto P dotado con la relacién de refinamiento es un conjunto dirigido.

Demostracion. La reflexividad de la relacion es clara, pues cualquier particion es un refinamiento
de si mismo. Sean P,() € P talesque P < Qy Q < P. Si A € Q, entonces existe B € P tal que
A C B. Observe que la existencia de B es tinica, pues si existiera B’ € P de manera que A C B/,
entonces BN B’ # () y como P es particién se debe dar que B = B’. Ahora, como B € P, entonces
existe A’ € Q tal que B C A’ y de esto se sigue que AN A’ # (), con lo cual A = A’. Se concluye
de lo anterior que A = By de esta forma () C P. De manera andloga se obtiene que P C (), de
ello P = () como se queria. Supongaque P X () XT'€ Pytome U € T luego, existen V] € Q y
Vo € P tales que U C Vj C V,, por lo tanto P < T Para finalizar, suponga que P,() € P. Por lo
hecho en el Ejemplo 2.1.8, la coleccién 7' descrita alli es una particiéon para X y de su construccion

se sigue que P <T'y ) =T como se queria. 0

Observacion 3. Si X es un espacio topolégico y P es la coleccién de particiones en X, se sigue
de la unicidad mencionada en la demostracién del Lema 2 que, para cada P, () € P tal que P < @),

las funciones fg : (Q — P que asigna a cada A € () un unico B4 € P estan bien definidas. Por
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otro lado, para propdsitos de este trabajo se considerard en cada particion la topologia discreta. En
ese sentido se obtiene que cada funcion fg es continua, donde P < (). De hecho la coleccién P
junto con la familia de funciones { fg : P < @} definidas anteriormente determinan un sistema
inverso sobre P, que serd denotado en este trabajo como P. En efecto, sea P € P. Dado A € P,
como P es un conjunto dirigido, entonces P < P, luego existe B € P tal que A C B. Se sigue de
la demostracion del Lema 2 que A = B y de esto f 5 = 1dp. Resta ver que fg o fg = fg;, para
particiones P < () < T € P. Para esto, si C' € T', como () = T existe un unico B¢ € () tal que
fg(C) = Bc. Por otro lado, ya que P =< @, existe un tnico Ap,, € P tal que fg(BC) = Ap,..
Ademads de lo anterior, como P < T', entonces existe W € P de manera que fg(C ) =W ydeello
que WNApg, # 0 con lo cual se concluye que W = Ap,_,. Del razonamiento anterior se infiere que

fg(fg(C)) — f9(Be) = A, = fL(C), por lo tanto P es un sistema inverso sobre P.
El siguiente teorema caracteriza los espacios profinitos.

Teorema 2.1.9. (Magid, 2014, p. 48) Las siguientes condiciones son equivalentes para un espacio

topoldgico X :
1. X es compacto, Hausdorff y cero-dimensional.
2. X es profinito.

Demostracion. Suponga primero que X es profinito. En primer lugar X es compacto Hausdorff.
En segundo lugar se sigue de la parte b) del Lema 1 que distintos puntos de X pueden ser separados

y por la Proposicion 2.1.5 X es cero-dimensional.
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Reciprocamente, si X es compacto, Hausdorff y cero-dimensional, tome la coleccién P de

particiones en X dotada con la relacién de refinamiento “

< 7. Se sigue del Lema 2 que P es un
conjunto dirigido. Considere ahora el sistema inverso P construido en la Observacién 3, equipe a
cada particién P con la topologia discreta y tenga en cuenta el limite inverso X = Ln%) P, junto
con la coleccién de proyecciones {mp : X—P | P € P} que acompaiian a X. Se construird
una familia de funciones compatible con el sistema P, para ello sea P = { X1, X5, -+, X, } una
particion de X y defina la funcién continua fp : X — P, dada por fp(z) = X;, si x € X;. La
coleccién F := {fp : P € P}, es compatible con P, pues dados P < Q € Py w € X, como
Py (@) son particiones, existen A € Py B € () tal que w € AN B. Ahora bien, como P =< @),
entonces existe C'p € P de modo que B C Cp y de esta forma w € Cg N A, luego A = Cp. Del
razonamiento anterior se deduce que f]? o folw) = fg( fo(w)) = fg(B) =Cp = fp(w), asi F
es compatible con P. Por la Propiedad Universal del Limite Inverso se obtiene una tnica funcién
continua f : X — X, que verifica mpo f = fp, ademds, 7p(f(X)) = fp(X) = P, es decir, f(X)
es denso en X en virtud de la Proposicién 1.3.18. Note ademés que f(X) es cerrado pues X es
compacto, f es continuay X es Hausdorff, en conclusién f es sobreyectiva. Por otro lado, debido
a la Proposicion 2.1.5, X separa puntos diferentes. Sean x # y € X y suponga que f(z) = f(y), en
tal caso, paracada P € P, fp(z) =7p(f(z)) =7mp(f(y)) = fp(y). Como x # y existen conjuntos
abiertos x € U,y € V que separan a x,y. Si P es una particién de X y X; € P tal que x,y € X;
defina U := X;NU y V := X; N V. Observe que la coleccién P := (P\ {X;}) U{U,V} es una
particién de X y por lo tanto U = fp(x) = fpy) = V, lo cual es una contradiccién. De lo anterior

se concluye que f(z) # f(y) y f es inyectiva como se queria. Ademads de lo anterior, f es cerrada



ESPACIOS PROFINITOS Y ACCIONES DE GRUPO 52

y en conclusién un homeomorfismo. Asi X = h’rr71) P es profinito. [
(_
Ejemplo 2.1.10. Cualquier espacio (grupo) finito y discreto es profinito.

La caracterizacion dada en el Teorema 2.1.9 puede ser reformulada en términos de espacios

totalmente disconexos.

Proposicion 2.1.11. (Magid, 2014, p. 50) Si X es un espacio topoldgico, las siguientes condiciones

son equivalentes:
1. X es compacto, Hausdorff y totalmente disconexo.
2. X es profinito.

Demostracion. Suponga que X es compacto, Hausdorff y totalmente disconexo. Se sigue de la
Proposicion 1.1.47 que X es cero-dimensional y por el Teorema 2.1.9 X es profinito. La reciproca

se obtiene, nuevamente del Teorema 2.1.9 y de la Proposicion 1.1.47. [

En (Magid, 2014, p. 50) se presenta una demostracion diferente del anterior resultado. El

siguiente lema servird para recordar la demostracién que propone Magid.

Lema 3. (Magid, 2014, p. 49) Sean X un espacio compacto y Hausdorff y p € X. Defina

A :={q € X : ¢ puede ser separado de p},

entonces A es abierto y X \ A es conexo.
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Demostracion del Teorema 2.1.11: Si X es profinito, entonces se sigue del Teorema 2.1.9
y de la Proposicion 1.1.47 que X es compacto, Hausdorff y totalmente disconexo. Por otro lado,
si supone que X es compacto, Hausdorff y totalmente disconexo, tome p € X. Por el Lema 3
el conjunto de puntos que pueden ser separados de p tiene complemento conexo. Sea A dicho
complemento conexo, entonces A contiene al punto p, pero X es totalmente disconexo, luego
A = {p}. Como p fue tomado de manera arbitraria se sigue que cualquier par de puntos distintos
de X pueden ser separados y por la Proposicién 2.1.5, X es cero-dimensional. Se concluye del

Teorema 2.1.9 que X es profinito.

Ejemplo 2.1.12. (Ramirez, 2017, p. 23) Un espacio topoldgico es llamado espacio de Stone si
es compacto, Hausdorff y totalmente disconexo, es decir, todo espacio de Stone es un espacio

profinito.

Las propiedades que caracterizan a los espacios profinitos permiten encontrar de manera

sencilla ejemplos de espacios que no son profinitos.

Ejemplo 2.1.13.

i) En general cualquier espacio conexo no es profinito, en particular R y el seno del topdlogo

no son profinitos.

i) Qy R\ Q no son profinitos pues ellos no son compactos.

iii) Z no es compacto pues es un espacio discreto infinito.
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El lector podra deducir del Teorema 2.1.9 o de la Proposicién 2.1.11 que los subespacios
cerrados de un espacio profinito son profinitos, sin embargo, la siguiente proposicion ofrece una
prueba formal de este hecho y ademds da condiciones para que un grupo cociente sea profinito.
Cabe resaltar en este punto que las obras consultadas sobre espacios profinitos, como por ejemplo
(Magid, 2014), (Ribes and Zalesskii, 2000) y (Wilson, 1998), no proporcionan una prueba formal
sobre el hecho en mencién, no obstante, se cree que en algin libro sobre el tema debe estar el

resultado.

Proposicién 2.1.14. Dado un grupo profinito G y H <. G, entonces tanto H como G/H son

profinitos.

Demostracion. Debido a que H es un subespacio de un espacio Hausdorff y totalmente disconexo,
entonces H también es Hausdorff y totalmente disconexo, ademds, como es un subespacio cerrado
de un espacio de Hausdorff, se deduce que H es compacto, por ende H es profinito en virtud de la
Proposicion 2.1.11.

Para ver que el grupo cociente es profinito primero note que G/H es compacto porque
él es imagen continua del compacto GG mediante la proyeccién candnica g, de hecho también es
Hausdorff debido a la Proposicién 1.2.7. Considere ahora la componente conexa C'py de la identidad
y suponga que ella tiene mds de un elemento. Sea gH € Cp. Puesto que G/H es Hausdorff,
entonces existen abiertos disjuntos U,V de modo que g € V' 'y H € U, de ello que q;II (U) es una
vecindad abierta de 1 € (G, ademas, dado que GG es cero-dimensional existe un clopen V; C G tal

que 1 € V31 C g;*(U), es decir, gy (Vi) C U; de hecho g7 (V1) es clopen ya que g es abiertay V; es
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un compacto abierto de G. Observe que necesariamente C'y C g7 (V7), pues en caso contrario C'gy
se desconecta, luego C'y C g7 (V1) C U, lo que conlleva a que gH € U pero esto no puede suceder
porque gH € V' y VNU = (), por lo tanto C'y = { H}, por consiguiente, si tH € G/H, entonces
Cog=x2H-Cgyg={xH}. Asi G/H es totalmente disconexo y de nuevo por la Proposicién 2.1.11,

G/ H es profinito. O

Con el objetivo de proporcionar mds ejemplos sobre espacios profinitos se recapitulard una
parte del trabajo hecho por Ramirez en (Ramirez, 2017), donde muestra entre otras cosas que el
espectro primo de un anillo de Boole es un espacio de Stone, es decir, un espacio profinito. Primero

se recordardn algunas definiciones.

Definicion 2.1.15. Un anillo R es llamado anillo de Boole si todo elemento es idempotente, esto

es, si paracada x € R, 2=z
Ejemplo 2.1.16.

(7) El anillo Zs es un anillo de Boole.

(77) Dado un conjunto no vacio X, la coleccién P(X) junto con la diferencia simétrica y la

interseccion forman un anillo que ademas es de Boole.

Definicion 2.1.17. Sea R un anillo conmutativo con unidad. El conjunto

Spec(R) := {p : p es ideal primo de R},

es conocido como el espectro primo de R.



ESPACIOS PROFINITOS Y ACCIONES DE GRUPO 56

Dado un anillo R conmutativo con uno, considere Spec(R). Para cada ideal I C R se define
el conjunto

V(I):={p e Spec(R) : I Cp}.

El espectro primo de R suele dotarse con la topologia que tiene como base a los conjuntos de
la forma D((a)) := Spec(R)\ V({a)), para cada a € R, y es conocida en la literatura como la
Topologia de Zariski. Dicha topologia torna compacto a Spec(R) (ver (Atiyah, 2018, p. 12)). El

siguiente ejemplo muestra que en general el espectro primo de un anillo no es profinito.

Ejemplo 2.1.18. Spec(Z) no es T pues {(0)} no es cerrado, por lo tanto tampoco es Hausdorff;

de hecho, el espectro de Z tampoco es totalmente disconexo porque en caso contrario €l seria 77.

El siguiente resultado se encuentra en (Ramirez, 2017, p. 26).

Proposicion 2.1.19. Si R es un anillo de Boole con unidad, entonces Spec(R) es un espacio de

Stone (por tanto profinito).

La reciproca de la Proposicion 2.1.19 no es verdadera pues si considera el anillo Zg, note
que Spec(Zg) = {(2),(3)} y la topologia de Zariski en este caso coincide con la discreta, de ello
que Spec(Zg) sea profinito, sin embargo Zg no es un anillo de Boole.

Abhora se presentard un espacio topolégico que, entre otras cosas, es utilizado por Tarizadeh
en (Tarizadeh, 2013) para demostrar que la categoria de espacios profinitos es una subcategoria

reflexiva de la categoria de espacios compacto y Hausdorff.

Definicion 2.1.20. (Magid, 2014, p. 51) Sea X un espacio topoldgico. El conjunto
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Comp(X):={A C X : A es una componente conexa de X },

equipado con la topologia cociente, que torna continua la funcién ¢ : X — Comp(X) que asigna

a cada x € X su respectiva componente conexa (', es llamado el espacio de componentes de X .

El objetivo ahora serd establecer condiciones bajo las cuales el espacio de componentes sea

profinito.

Observacion 4. Con respecto a la definicién anterior note que ¢ es sobreyectiva, de hecho si X
es compacto, Comp(X) también lo es. Ademas de lo anterior cabe resaltar algunas propiedades

adicionales de (:

1. Si W C Comp(X), entonces ¢~ ' (W) es unién de componentes de X. Exactamente se tiene
que o }(W)= U C pues,siz o (W), entonces existe C' € W tal que p(z) = C, luego
Ccew
x € |J C.Lacontenencia restante es inmediata.
cew

2. Para cada C' € Comp(X) vale la igualdad ¢(C) = {C}.

3. Suponga que A es un subconjunto de X que es una unién de componentes conexas, entonces

A= (p(A)).

La observacion anterior es ttil para demostrar que Comp(X) es totalmente disconexo. Se

presenta a continuacién una prueba de esta afirmacion.

Proposicién 2.1.21. (Magid, 2014, p. 51) El espacio Comp(X) es totalmente disconexo, para

cualquier espacio topologico X.
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Demostracion. Sea C' una componente conexa de Comp(X). Se mostrard que C' = { P}, para
algtin P € Comp(X), para ello primero considere I := »~!(C) y note que F es conexo en X,
pues si F' es union disjunta de los cerrados W'y E, por un lado, del inciso 1. de la Observacion 4
se obtiene que F'= |J M; por otro lado, como |J M =W U FE y cada M es una componente

MeC MeC
de X,entonces W= U MyE= |J M. Seconcluye del item 3. de la Observacién 4

MNW#( MNE#)D
que £ = Y p(E))y W = ¢ 1 (o(W)), de donde ¢(E) y ¢(W) son cerrados; adicionalmente
C = H0)) = p(EUW) = ¢(E)Up(W). De hecho ¢(E) y ¢(W) son disjuntos pues si
existe A € p(E)N(W) C p(F)Up(W) = C, entonces existen elementos z € E'y y € W tales
que p(x) = A = ¢(y). Por otra parte, como A € C, entonces A C ¢~ (C) = EUW, pero A es
conexoy ENW = luego ACE 6 ACW,dedonde ANE =06 ANW =), pero esto es una
contradiccion yaque z € ANE yy € ANW. Con esto se concluye que (p(E),p(W)) desconecta
a C'y como C' es una componente de Comp(X ), entonces o(FE) =0 o o(W) = (), es decir, E =0

o W = (); asi F es conexo. De la conexidad de F se sigue que existe P € Comp(X) tal que F C P,

luego C' = p(F) = { P} y de esta forma Comp(X) es totalmente disconexo. O
El espacio Comp(X) ademds satisface la siguiente propiedad universal:

Proposicion 2.1.22. (Magid, 2014, p. 51) Dado un espacio topoldgico X, si Y es totalmente
disconexo y f: X — Y es una funcién continua, entonces existe una tnica funciéon continua

q:Comp(X) — Y, tal que gop = f.

Demostracion. Dado un espacio totalmente disconexo Yy f: X — Y continua percate que si

C' es una componente conexa de X, entonces f es constante en C' ya que f(C') es conexo en Y,
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y los subconjuntos conexos de Y solo tienen un punto, es decir, existe un dnico yo € Y tal que
f(C) ={yc}. La observacion anterior permite definir una funcién ¢ : Comp(X) — Y que asigna
a cada componente conexa C' de X un tnico y¢ tal que f(C) = ye, es decir, ¢(C) := yo. Note
que si x € X, entonces go ¢(x) = q(¢(x)) = q¢(Cy) = yc, = f(x) y con esto gop = f como se
queria. Debido a que go ¢ es continua y ¢ es una funcidn cociente se sigue de la Proposicion 1.1.56
que ¢ es continua. Para finalizar, si ¢t : Comp(X) — Y es una funcion continua tal que top = f,

entonces qo  =top y por la sobreyectividad de ¢ se obtiene t = q. [

Se prob6 que para un espacio topolégico X,Comp(X) es totalmente disconexo. Si X es
ademds compacto, entonces C'omp(X) resulta compacto, sin embargo, en general tal espacio no
es Hausdorff pues Magid en (Magid, 2014, p. 51) afirma que si X es el espacio exhibido en el
Ejemplo 1.1.36, entonces C'omp(X) no es Hausdorff. El siguiente resultado brinda condiciones

necesarias y suficientes para que el espacio Comp(X) sea Hausdorff.

Proposicion 2.1.23. (Magid, 2014, p. 52) Sea X un espacio topolégico compacto, entonces Comp(X)

es Hausdorff si y solo si toda componente de X es interseccidon de subconjuntos clopen.

Demostracion. Suponga que Comp(X) es Hausdorff, entonces él es profinito ya que Comp(X)
es totalmente disconexo y ademds compacto pues X también es compacto. Observe que si C es una
componente de Comp(X), entonces existe P € Comp(X) tal que C = { P}. Por otro lado, como
Comp(X) es compacto y Hausdorff, entonces las componentes conexas y cuasicomponentes (ver
Definici6n 1.1.38) son iguales, es decir, C = (| M, donde cada M es un clopen de Comp(X). Se

deduce de las consideraciones anteriores que C = P = o~ }(P) = o Y (NM) = N (M), por
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lo tanto P es una interseccion de subconjuntos clopen de X como se queria. Reciprocamente,
si cada componente de X es interseccién de conjuntos clopen, tome dos componentes C # Co
de X. Note primero que | y C son compactos porque ellos son cerrados y X es compacto.

Por otro lado, de la hipétesis se obtiene que Cy = (| Wi ; y Co = () Wa j, donde cada W1 ;
iel jeJ

y W, son conjuntos clopen en X. Se desea construir una separaciéon de C y C, para ello
observe que Co C X\ C1 =X\ N Wy; = U (X \Wi,;), ademds, la compacidad de Cy implica
iel i€l

n
que existen indices 41,42, - - i, € I, tales que Co C |J (X \ Wy, ). Defina V :=
k=1

s

(X \ Wi,

k=1

yU:= N Wi, luego C; CU,UNV =0,UUV = X, y tanto U como V' son conjuntos clopen
k=1
en X, luego U y V separan a C] y (5. Ahora, si C' C X es una componente, entonces C' C U 6
CCV,porlotanto,U = |J C, yV = U C,, donde para cada par (z,y) € U x V, los conjuntos
xelU yev
C. y Cy, son componentes. De acuerdo a la Observacion 4, o1 (o(U)) =Uy ¢ 1 (p(V)) =V, de
modo que ¢(U) y (V') son conjuntos clopen. Los conjuntos ¢(U) y ¢(V') separan los puntos C
y C2 en Comp(X) pues, si existe C' € o(U)Np(V), entonces existirdn z € U y y € V' de modo
que p(x) = C = p(y), es decir, z,y € C, luego CNU # Oy CNV (), pero esto contradice la

conexidad de C, por lo tanto (U) Ne(V) =0, con esto o(U) y (V) separan a C; y Co, luego,

Comp(X) es Hausdorff. O
Corolario 2.1.24. Si X es compacto Hausdorff, entonces Comp(X) es profinito.

La reciproca del corolario anterior no es verdad. Para sustentar esta afirmacion se probara
que para un anillo conmutativo con unidad R, el espacio de componentes asociado a Spec(R) es

profinito.



ESPACIOS PROFINITOS Y ACCIONES DE GRUPO 61

Definicion 2.1.25. (Magid, 2014, p. 70) Si R es un anillo conmutativo con unidad, se define el
espectro booleano de R como el espacio Comp(Spec(R)), donde Spec(R) estd dotado con la

topologia de Zariski. El espectro booleano de R sera denotado por X (R).

Lema 4. (Magid, 2014, p. 71) Sea R un anillo conmutativo con unidad. Un subconjunto no vacio

U C Spec(R) es clopen si y solo si U = V/(Re), para algiin idempotente e € R.

El conjunto de idempotentes de un anillo conmutativo con unidad R se denotard por F(R),
en particular, si p es un ideal primo de R, entonces F/(p) representa el conjunto de idempotentes

de R que son elementos de p.

Proposicion 2.1.26. (Magid, 2014, p. 72) Para un anillo conmutativo con unidad R considere dos
ideales primos p,q C R, entonces p y q son elementos de la misma componente conexa de Spec(R)

si y solo si ellos contienen los mismos idempotentes.

Teorema 2.1.27. (Magid, 2014, p.73) Dado un anillo conmutativo con unidad R, el espacio X (R)

es profinito.

Demostracion. Basta ver que X (R) es Hausdorff pues de entrada él es compacto y totalmente

disconexo. Sean C C Spec(R) una componente y p € C. En virtud de la Proposicion 2.1.26, si q € C

es otro ideal primo diferente a p, entonces £ (p) = E(q), en consecuencia, para todo e € E(p), vale

la contenencia Re C q, de esto se tiene que q € (| V/(Re). Porotro lado,sige [ V(Re),
ecE(p) ecE(p)

note que para cada e € E(p), Re C q, luego F(p) C E(q); de hecho E(p) = E(q), ya que si existe

e € E(q) tal que e ¢ E(p), entonces e(1 —e) =0 € p, pero como p es primo se tiene que 1 —e € p,

esto es, 1 — e es un idempotente de q y con esto 1 = e+ (1 —¢€) € q, lo cual es contradictorio. De
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esta manera £(p) = E(q) y nuevamente utilizando la Proposicién 2.1.26 se concluye que q € C, es

decir,C= (1) V/(Re)y porlaProposicién 2.1.23 X (R) es Hausdorff como se queria probar. [
ecE(p)

En consecuencia del Teorema 2.1.27 el espectro booleano de Z es profinito, sin embargo,
como se evidenci6 en el Ejemplo 2.1.18, Spec(Z) no es Hausdorff, por lo tanto la reciproca del
Corolario 2.1.24 no es cierta.

2.2. Acciones de grupos profinitos sobre espacios profinitos

Esta seccion estudia en detalle los resultados establecidos en (Magid, 2014, Section 2.4),
que vinculan las acciones de grupo no solo con los espacios y grupos profinitos, sino ademds con
la existencia de secciones continuas. Pensando que el lector logre comprender en profundidad las
ideas y procedimientos implementados en el desarrollo de esta seccidn, serd necesario fijar algunas
definiciones y proposiciones auxiliares que permitan el fluido avance de la misma, ademds, cabe
resaltar que posterior a este apartado se extenderd al contexto de acciones parciales, las ideas
centrales que serdn exhibidas aqui. Se inicia definiendo la herramienta principal de esta seccion,

las acciones de grupo.

Definicion 2.2.1. (Lang, 2002, p. 26) Sean GG un grupo y X un conjunto. Se dice que una accion

de GG sobre X es una funcién ¢ : G x X — X que satisface las siguientes dos condiciones:
i) ¢(1,a) =a, paratodo a € X.

i1) ¢(g,¢(h,a)) =¢(gh,a), paracada g,h € Gy todo a € X.

Una accion ¢ de un grupo G sobre un conjunto X se representa de manera alternativa por

una coleccion de funciones {¢, : X — X'} tal que ¢ = idx y ¢4 0 ¢, = dgp, paracada g,h € G.
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En Ia literatura (ver (Gao, 2009, p. 73), (Gémez, 2017, p. 85), (Gémez et al., 2018, p. 1) y (Magid,
2014, p. 61)) suele referirse a una accién de un grupo G sobre un conjunto X diciendo que G actia
sobre X ; por esta razon se utilizard de manera opcional la frase G actiia sobre X para mencionar
a una accién de grupo. Adicional a lo anterior se empleard la notacién gx para representar al

elemento p(g,x) € X.
Ejemplo 2.2.2.

i) Dado un grupo G siempre existe por lo menos una accién de GG sobre un conjunto arbitrario
X, conocida en la literatura como accidn trivial y se define para cada g € Gy v € X por

g = 1.
ii) El grupo aditivo R actda sobre R? viar - (z,y) := (x +7y,y), donde r € Ry (z,y) € R2.

Para propdésitos de este trabajo se tendrdn en cuenta acciones de grupos topolégicos sobre
espacios topoldgicos y en ocasiones se pedird que sean continuas, por lo tanto una accion continua
de un grupo topolégico GG sobre un espacio topoldgico X no es mas que una accién de G sobre X
que es continua como funcidn. A lo largo de esta seccion se asumird que toda accion estd definida

de un grupo topoldgico sobre un espacio topoldgico.

Ejemplo 2.2.3. (Exel, 2017, p. 22) Sean G un grupo topoldgico y {0,1} con la topologia discreta.
Considere el espacio producto X := {0, 1}G y para cada g € G la funcién 7, : X — X, que

asigna a cada (wp)nreq € X el correspondiente elemento (wyp)neq € X, cuyas entradas quedan
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determinadas por (wp)req, en concreto, dado h € G se define

1 Siwh: 1
N = ’ 4

en particular 71 = idx y si g1, 92 € G, entonces 1), ©1)g, = 1g, g, lU€g0, N := {1y : X — X}ecq
es una accion de GG sobre X la cual es llamada en (Exel, 2017) la accion global de Bernoulli sobre

(. Note que X es un espacio profinito.

Observacion 5. Dada una accién ¢ : G x X — X de un grupo topolégico GG sobre un espacio

topoldgico X se define la siguiente relaciéon en X:
x ~ 1y siy solo si existe g € G tal que gy = .

Se sigue inmediatamente de los items ) y 7i) de la Definicién 2.2.1 que la relacion es reflexiva,
simétrica y transitiva; en consecuencia “ ~ ” resulta ser una relacién de equivalencia. El conjunto
de clases de equivalencia suele denotarse como X /G. Sea = € X y considere w € X tal que w ~ x.
Observe que w = gz, para algin g € GG, luego, todo elemento relacionado con x es de la forma gux;
por ello se decide representar para cada = € X la respectiva clase de equivalencia como G - z, es
decir, G-z :={w € X : w ~ x}. A partir de este momento la relacién “ ~” serd llamada relacion
de orbita generada por ¢ y cada clase de equivalencia G - x serd denominada la drbita de x sobre
X. La funcién que asigna a cada x € X su respectiva 6rbita GG - x es sobreyectiva y suele llamarse la
proyeccion canénica. En esta disertacion se escribird ¢g : X — X /G para denotar dicha funcién.
Resulta de particular interés para el desarrollo de este trabajo que la funcién 1 sea continua, por

lo tanto, si X es un espacio topoldgico, se dotard al conjunto X /G con la topologia cociente.
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El primer objetivo de esta seccion es presentar condiciones bajo las cuales el espacio de
orbitas asociado a una accion de grupo sea profinito, las cuales se estableceran en el Teorema 2.2.6.

Previamente se enuncian una definicién y un lema que ayudaran al desarrollo de dicho teorema.

Definicion 2.2.4. Si un grupo topolégico GG actia sobre un espacio X y U C X es no vacio,

entonces se define el conjunto

G-U:={gu:ueUygqgeG}, (5)

en particular, si g € G, se define g-U := {gu:u € U}. Si G-U = U, entonces U es dicho un

conjunto invariante o G-invariante bajo la acciéon de G en X.

Ejemplo 2.2.5. Dado un grupo GG que actda sobre un conjunto X y x € X, la érbita G- x es de
manera natural un conjunto G-invariante, de hecho, si U C X es invariante, entonces todo elemento
de U es de la forma gu, para algin g € Gy u € U, por lo tanto U = |J G- u, de ello que sea

uelU

suficiente conocer las drbitas para determinar subconjuntos invariantes.

Observacion 6. Sean GG un grupo topolégico, ¢ una accién continua de G sobre un espacio X y
U C X no vacio. Con respecto a la Definicion 2.2.4 es preciso sefialar que si se considera el {tem 7)
de la Definicion 2.2.1, entonces U estd contenido en G - U, por esta razon, en las situaciones donde
se deba demostrar que un conjunto es invariante bajo una accion dada, es suficiente con verificar
tnicamente la contenencia que se sabe, puede no darse. Por otra parte, si se piensa a ¢ como la
coleccion {¢4 : X — X},c, donde cada ¢4 es inducida por ¢, esto es, p, envia un x € X en

¢(g,x) € X, entonces cada ¢4 es automdticamente biyectiva y ademds heredan la continuidad de
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¢, en particular, ¢ -1 es continua. Note que gpg_l = 4-1, por lo tanto ¢4 es un homeomorfismo,

luego, que U C X sea abierto o cerrado implica que g - U sea abierto o cerrado, segin corresponda.

El siguiente lema recoge algunas propiedades importantes ligadas al concepto de accion de

grupo que serdn de utilidad mds adelante.

Lema 5. Las siguientes afirmaciones son vdlidas para una accién continua ¢ : G X X — X de un

grupo topoldgico G sobre un espacio X y un subconjunto no vacio U C X:

i) G-U= | ¢-U. En particular, si U es abierto, entonces GG - U es abierto.
geG

i) o(GxU)=G-U.
iii) G-Uy X \ G-U son invariantes bajo .

iv) SiU es G-invariante, entonces @Dél(wg(U )) = U, donde ¢ : X — X/G es la proyeccion

canonica.

Demostracion.

i) weG-Usiysolosiexisten g € Gyu e U talesque w = gu,perow=gu € g-UC |J g-U,
geG

deelloG-U = |J g-U. Suponga que U es abierto. Por lo hecho en la Observacion 6 se sigue
geG

que cada g - U es abierto en X, en consecuencia |J ¢g-U = G -U es abierto.
geG

i1) w € (G x U) equivale a que exista (g,u) € G x U tal que w = gu, deelloque w € G-U'y

con esto la igualdad se verifica.
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iii) Sean A:=G-Uy B := X \ A. Primero se comprobard que G- A = A. Siw € G- A, entonces
existen g1,g2 € G,h1 € Ay hg € U tal que w = g1hy y hy = gaheo, luego w = (g1g2)h2 € A
y G- A = A. Ahora, para ver que G- B = B considere w = g1h; € G- B y suponga que
w € A, por tanto existe g2 € Gy he € U tal que gihi = gaha, luego hy = (g7 'g2)ha de
donde hy; € A. Como h; € B, entonces AN B # () pero esto es una contradiccion. De esta

forma se concluye que G- B C By asi B es G-invariante bajo ¢, como se queria.

iv) En primera medida se demostrard que 15" (Y¢(U)) =G -U.Siz € @/}él(@bg(U)), entonces
existe y € U tal que x ~ vy, es decir, x = gy, para algin g € G. Asi x € G- U. Por otro lado
siz € G- U, entonces existen elementos g € Gy v € U tales que x = gv, de ello que = ~ v,
con lo cual Y () =Yg (v) € Yg(U) y de esta forma = € wél(wg(U)). La prueba concluye

notando que, la invarianza de U implicaU = G -U = wél(wg(U )), como se buscaba.

O

Observacion 7. Dados un grupo topolégico GG, una accioén ¢ de G sobre un espacio topologico X
y la proyeccién canénica ¢ : X — X/G. Con respecto al item 7v) del Lema 5, si U es abierto
se sigue que ¢é1(¢g(U )) es abierto, por lo tanto )¢ (U) es abierto en X/G, de ello ¢g es una
funcidn abierta; de hecho, Pinedo y Uzcategui en (Pinedo and Uzcategui, 2017) demuestran en un
contexto mds general que la funcién andloga a 1/, en el marco de la teoria de acciones parciales
topolégicas es una funcién abierta. En capitulos posteriores se pondra en evidencia que una accién

de grupo es un caso particular de una accién parcial, conocida como acciéon global.

Hasta este punto ya se han recopilado las herramientas suficientes para determinar cuando
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el espacio de Orbitas asociado a una accién de grupo es profinito. El siguiente teorema enuncia
y demuestra de manera detallada que dicho espacio es profinito siempre y cuando se consideren

grupos profinitos que actiien de manera continua sobre espacios profinitos.

Teorema 2.2.6. (Magid, 2014, p. 59) Sea ¢ : G x X — X una accién continua de un grupo profinito

G sobre un espacio profinito X, entonces X /G es un espacio profinito.

Demostracion. Para demostrar que el espacio X /G es profinito basta comprobar que es Hausdorff
y cero-dimensional, dado que X/G es imagen continua del compacto X bajo la proyeccién ¢,
por tanto se sigue del item (a) de la Proposicion 1.1.28 que X/G es compacto; de manera que se
utilizardn la Proposicién 2.1.5 y la Definicién 2.1.4 para constatar las propiedades restantes que
determinan a X /G como espacio profinito. Sean x,y € X de modo que G-z # G -y. Como X es

cero-dimensional, entonces la coleccion
C:={UC X :Uesclopenyz €U},

es no vacia. Con el objetivo de encontrar una separacion para G -z y G -y se afirma que existe
UeCtalque (G-U)N(G-y) =10, ya que en caso contrario es posible considerar para cada V' € C

el conjunto
Fy(V):={(g9,v) e GXV :gv=vy}.

Observe que Fy (V') es no vacio pues de no ser asi tome w € (G- V)N (G -y), de ello que existan
g, € Gyv eV tales que w = gv y gw =y, de donde y = g'w = ¢'(gv) = (¢'g)v, es decir,

(¢'g,v) € F,(V') pero esto contradice el supuesto de que [, (V') sea vacio; en conclusién Fy, (V') # ()
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para todo V € C. Orientado a comprobar que { F},(V') }y<c es una familia de subconjuntos cerrados
que satisface la Propiedad de Interseccion Finita primero note que (g,v) € F, (V') si y solo si
(g,v) € G XV ygv=y,pero ¢(g,v) = gv =y, por tanto (g,v) € ¢~ (y) y de ello se deduce que
(9,v) € (GxV)Ny~Y(y), en consecuencia Fy(V) = (G x V)N L(y), de alli que F,(V) sea
cerrado.

Ahora, si V1, V3 € C, note que Fy (V1) N F,(V2) # 0, pues para cada (g,v) € Fy(ViNVa),
vale que gv =y, v € ViNlay g € G, de ello (g,v) € F, (Vi) N Fy(V2). Aplicando el anterior
andlisis de manera inductiva se deduce que la interseccién de cualquier cantidad finita de conjuntos
Fy(V), con V € C es no vacia, de esta manera la familia {F}, (V') }y¢c satisface la Propiedad de
Interseccion Finita, no obstante, percate que G X X es compacto porque G y X lo son, de modo
que Vnc F, (V') # () a causa de la Proposicién 1.1.27. Sea (g,v) € Vnc F, (V) y suponga que v # .

€ €
Puesto que X es Hausdorff existen abiertos disjuntos W,,, W, tales que v € W,,,x € W,,, ademés

X es cero-dimensional, por consiguiente existen familias {H; y},.;,{Hjz};c; de subconjuntos

JjeJ

clopen que satisfacen

W,=U Hi,vyW = U Hj,a:u
JeJ

el

de hecho observe que

0=W,NW, = (U Hi,v) N < U Hm> = U (HiwNHjg),
jeJ (i.9)

el elxJ

luego H; N H;, = () para cada (7,5) € I x J. Por otro lado, como z € W, existe j € J tal que
x € Hj,, luego H;, € Cy por tanto (g,v) € Fyy(H;,), de ello que v € H;, pero como v € W,

entonces existe ¢ € [ tal que v € H;, de donde se sigue que H; , N H; , # () contradiciendo el
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hecho de que W, N W, = (); en consecuencia se debe dar la igualdad v = = y con esto gz = y,
pero esta conclusion conlleva a que = ~ y, luego (G -x) N (G - y) # 0, sin embargo esto tltimo es
contradictorio pues inicialmente se ha establecido que (G- ) # (G -y); en conclusion existe U € C
tal que (G-U)N(G-y) =0.

Defina A:=G-Uy B:=X\A.ComoU C Ay (G-U)N(G-y) =0, entonces x € Ay
y € B, ademas por hipétesis U es clopen, luego, por el item ¢) del Lema 5 A es abierto; asimismo
note que del apartado (i) de la Proposicion 1.1.29 se sigue que G x U es compacto pues él es
cerrado (ver Proposicion 1.1.52 numeral (i7i)) en el compacto G x X y debido a que A es imagen
continua del compacto G x U bajo la accién ¢ (ver Lema 5 item 7)), entonces A es compacto;
mads ain, como X es Hausdorff, entonces del item (i7) de la Proposicién 1.1.29 se obtiene que A
es cerrado, por lo tanto A y B son clopens en X; asimismo, de los apartados ii) y iv) del Lema 5

se concreta respectivamente que A y B son estables bajo ¢ y que satisfacen las igualdades

A=1g'(Va(A) y B=1g' (Va(B)).
de donde se infiere que 1) (A) y ¥ (B) son clopens en X /G; de hecho ¥ (A) y ¥g(B) separan
aG-xyG-y:observe primero que G-z € Yg(A) y G-y € Yg(B), ademas Y (A) y g(B) son

disjuntos pues en caso contrario se precisa @bél (va(A)NYa(B)) # 0 y esto implica que

0= ANB =5 (Ve(A) Ny (Ya(B)) = vg' (va(A) Nya(B)) £ 0,

lo que efectivamente es una contradiccion, en conclusion ¥ (A) NYe(B) = 0. Por otro lado,
dado G-z € X/G,comox € A6z € X\ A, entonces G-z € Yg(A) 6 G-x € Yg(B), asi pues

X/G CYg(A)Utg(B)yconesto X/G =1g(A)Upg(B). Acorde a la Definicion 2.1.4, g (A)
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y ¥(B) separan los puntos G-z y G -y luego, de la Proposicién 2.1.5 y del Teorema 2.1.9 se

concluye que X /G es un espacio profinito, como se queria demostrar. 0

Ejemplo 2.2.7. Considere la accién global de Bernoulli 77, de un grupo discreto G sobre el producto
X ={0,1}%, tome (h, (z4)gec) € G x X y U C X un abierto de modo que 1(h, (z4)4ec) € U. El
conjunto {h} x h~1U es abierto en G x X y ademds n({h} x h~1U) = U, en consecuencia 7 es
una accion continua; en particular, si GG es finito, entonces G resulta profinito y del Teorema 2.2.6

X/G es profinito.

El objetivo ahora serd estudiar las secciones continuas de la proyeccion candnica. Sean
G un grupo profinito y ¢ una accién de GG sobre un espacio topoldgico X. Ribes y Zalesskii en
(Ribes and Zalesskii, 2000, p. 184) definen el concepto de Seccion Continua para la proyeccion
canénica ¢ : X — X /G, como una funcién continua o : X/G — X tal que Y)goo = idx/q-
La siguiente definicién es una generalizacién natural del concepto de secciéon que dan Ribes y

Zalesskii en (Ribes and Zalesskii, 2000).

Definicion 2.2.8. Sean X, Y espacios topoldgicos. Dada una funcién f: X — Y se dird que la
funcién g : f(X) — X es una seccidn de f si fog=idsx). Ademds, si g es continua se referird

a ella como una seccion continua de f.

En (Magid, 2014, p. 60) se afirma que, en el contexto de acciones continuas de grupos
profinitos sobre espacios profinitos, no es cierto en general que toda proyeccién candnica de un
espacio profinito en su espacio de Orbitas, admita seccién continua. El siguiente es un ejemplo

tomado de (Ribes and Zalesskii, 2000, p. 188), y muestra una accion continua de un grupo profinito
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G sobre un espacio profinito X de manera que la proyeccion 1) no admite seccién continua.

Ejemplo 2.2.9. Considere el cuerpo K = {—1,0,1} de enteros médulo 3 con la topologia discreta
y G = {—1,1} el grupo multiplicativo discreto. Sea X := K con la topologia producto, donde
I es un conjunto de indices. La accién trivial de G sobre X resulta continua y ademads, Ribes y
Zalesskii demuestran que 1 admite secciones continuas si y solo si I es numerable, en ese sentido

se concluye que no existird seccién continua de la proyeccion candnica si / es no numerable.

Una de las razones por las cuales es importante estudiar secciones continuas es debido a que
son empleadas para el desarrollo de algunas ramas de la mateméatica moderna, como por ejemplo
la teoria de haces de Banach descrita en (Fell and Doran, 1988), donde son utilizadas las secciones
continuas para definir Secciones Transversales continuas, o en el marco de la teoria de acciones
parciales torcidas de grupos localmente compactos sobre C'*-dlgebras, descrita en cierta medida
en (Exel, 1997); alli el concepto de seccién continua es central para definir continuidad en tales
acciones. Magid en (Magid, 2014, p. 60) estudia la existencia de secciones continuas asociadas a
la proyeccion candnica que determina una accion continua de un grupo profinito sobre un espacio
profinito. La siguiente definicion establece una condicion suficiente para que tal proyeccién admita

una seccidn continua.

Definicion 2.2.10. (Magid, 2014, p. 60) Sean G un grupoy ¢ : G x X — X una accién de G
sobre un conjunto no vacio X. Se dice que ¢ es fiel (o efectiva) si paracada g € Gycadazx € X

tal que gx = x, entonces g = 1.

Ejemplo 2.2.11. El lector puede constatar de manera rdpida que no toda accién de grupo es fiel si
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considera la accion trivial. Por otro lado, tomando el grupo discreto G = {—1,1} y el producto X
definidos en el Ejemplo 2.2.9, note que cualquier otra accién de G sobre X que no sea la trivial

serd necesariamente fiel.

Observacion 8. Considere un grupo finito y discreto (7, una accién fiel ¢, de GG sobre un espacio
Ty y cero-dimensional X. Dado = € X, se construird de manera inductiva una familia {Uy } je de
conjuntos clopen en X, tales que, si g € G, entonces gz € Uy, y paratodo h # g € G,U;, y U, son
disjuntos. Primero tenga en cuenta que la fidelidad de la accion garantiza que elementos diferentes
de GG determinan elementos diferentes en X, por otro lado suponga que G' = {g1,92} y considere
g1z,g2x € X. Como X es 1, existe una vecindad W7 de g, y a su vez un clopen U; de X, tales
que g1z € Uy C W1y gox & Wy. Defina Uy := X \ Uy, entonces U; y Us son dos clopen disjuntos
de modo que g1 € Uy, y gox € Us. Suponga que G = {g1, 92,93}, y tome g1, gox, g3z € X. Por lo
hecho anteriormente existen clopens disjuntos A1, As tales que g1x € A1y gox € Ao. Nuevamente,
por ser X un espacio 7y, existen conjuntos clopens B y B, que satisfacen g1x € B1,g20 € Ba y
g3x & B1UDBsy. Sidefine Uy := AN By,Us := AgN By y Us := (X \Up)N(X \Uz2) = X\ (U1UUy),
notard que Uy NUs = U1 NUs = Uy NUs =, con esto {Uy,Us,Us} es una familia de clopens
disjuntos dos a dos tal que g;z € U;, paracadai € {1,2,3}. Si supone ahora que G = {g1, 92, 93,94},
se sabe que existen conjuntos clopens Aj, A, A3, disjuntos dos a dos, tales que g1x € Ay, gox € Ao
y g3x € As. Una vez mas, por ser X un espacio 7 se obtienen clopens By, Bo, B3 verificando que
gix € By, para cada i € {1,2,3} y quz & '61 B;. Defina para todo i € {1,2,3} U; := A;NB; y
i=
Uy =X\ L?)J B, entonces por construccioén la familia {U;}?_; estd conformada por conjuntos

=1

clopens y disjuntos dos a dos con la condicién que g;x € U;, para cada i € {1,2,3,4}. El mismo
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razonamiento que se ha venido aplicando para los casos anteriores es valido para un grupo G con
n elementos, por tanto, para cualquier grupo finito y discreto G siempre se puede construir una

coleccion {Uy } e de clopens disjuntos dos a dos verificando para cada g € G que gz € U,.

Sea X un espacio topoldgico. Considere los subconjuntos A, B C X, donde A es cerrado,

B es abierto y advierta lo siguiente

AN(X\B) = (ANX)\(ANB)
— A\(ANB)

— A\B.

Como AN (X \ B) es cerrado, entonces A\ B es cerrado. De manera similar es posible demostrar
que B\ A es abierto, de hecho, si Ay B son clopen, entonces tanto A\ B como B\ A son clopen.
Lo anterior es un ejercicio propuesto en (Munkres, 2002, p. 114) y su uso serd primordial para

demostrar el lema que se presenta a continuacion.

Lema 6. (Magid, 2014, p. 48) Si X es un espacio topolégico no vacio, compacto y cero-dimensional,
entonces todo cubrimiento abierto de X admite un refinamiento finito el cual es una particion de

X.

Demostracion. Sea H = {H;};c; una base de conjuntos clopen para X. Note que toda cubierta
abierta de X admite a 4 como refinamiento y por ser X compacto existen 71,72, -+ ,i, € I tal que

{H;,, -, H;,} es un cubrimiento finito para X. Defina
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Ey:=H;,

Ey:=H;, \ H;,,

E3:= (His \HiQ)\Hiu
en general, para cada k € {1,2,--- ,n} se define

B o= (- (Hig \ Hig_y )\ Hiy_,) \ =)\ Hiy.
Por construccién los conjuntos FE71,---, E), son clopen y disjuntos dos a dos, ademds, si z € X,
existe k € {1,2,--- ,n} talque x € H;,. Si k = 1, entonces = € E. Suponga que k # 1 y considere

los siguientes casos

(1) Sixe€ H;, N H;, , para algin 1 < m < k, entonces x € Ey,. En tdltima instancia = serd

elemento de E1.
(¢1) Six e H; NH;,, paraalgin k < m < n, entonces v € L.

n
En cualquier caso se concluye que X = |J Ej, luego {£}}}_; es un refinamiento finito que es
k=1

una particion del espacio X. [
El siguiente resultado destaca la importancia de las acciones fieles y su relacion con la
existencia de secciones continuas para la proyeccion 1 asociada a acciones de grupos finitos y

discretos GG sobre espacios profinitos X.

Teorema 2.2.12. (Magid, 2014, p. 60) Sea GG un grupo finito y discreto. Si ¢ es una accién continua

y fiel de G sobre un espacio profinito X, entonces la proyeccién 1) admite secciones continuas.
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Demostracion. Dada la accién continua y efectiva ¢ de G sobre X, el objetivo es definir una
seccién continua I' : X /G — X de la proyeccion ¢, para ello se construird I" a partir de otras
funciones 'y, donde cada V' es un subconjunto adecuado de X. Antes de entrar en detalle sobre
la construccién de cada 'y, y cada V, es necesario precisar que, como G es profinito por ser finito
y discreto, entonces el Teorema 2.2.6 sefiala que X /G es profinito. Ahora, para construir V' y I'ys
primero tome x € X y note por un lado que la fidelidad de la accién asegura que si g # h son
elementos en (G, entonces gz # hx en X, por otro lado la Observacién 8 garantiza una coleccion
{Uy}4ec de subconjuntos clopen en X verificando para cada g € G que gx € Uy y U, NU, = 0,
para cualquier h # g en G.
Observe ahora que, para todo g € G, z = g~ 1(gz) € (971 - Uy), luego ﬂG(g_1 Ug) #0;
ge
ademds, se sabe que G es finito y cada ¢~ !- Uy es clopen por la Observacion 6, de modo que
N (g7 U,) es clopen, pero al ser X compacto se sigue del item (i) de la Proposicién 1.1.29

geqG

que N (97! U,) es compacto. Defina V; := () (¢7'-U,) y considere la funcién restriccién
geG geqG
wg‘vm : Vo — ¥g(Vy), la cual serd denotada por vy, . Enseguida se demostrard que 1)y, es un
homeomorfismo, para ello note que si existe g € G de modo que ¢g-V, y V, no son disjuntos,
entonces tome y € g- V; NV, de ahf se sigue inmediatamente que y € g-V, Cg- (g~ - U,) = Uy,
yyel -V, C1-(171-Up) = Uy, luego y € Uy MUy y debido a como se construy6 la familia
{Ug}gec en la Observacién 8 se deduce que g = 1. En conclusion vy, es inyectiva pues si w
y w’ son elementos de V. tales que ¢y, (w) = 9y, (w'), entonces w ~ w’ (recuerde que z ~ y

si y solo si existe g € G verificando gx = y), por ende existe h € G que verifica la ecuacién

w' = hw, es decir, w’ € h-V, NV, y debido al andlisis realizado anteriormente, i = 1, luego
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w = w' como se querfa ver. Desde luego 1y, es continua por ser restriccién de la funcién 1),
de hecho también es sobreyectiva por construccién; mas atn, como V, es compacto y X/G es
Hausdorff, entonces %y, es una funcién cerrada; en pocas palabras 1)y, es una biyeccion continua
y cerrada, o equivalentemente, 1y, es un homeomorfismo. La inversa de vy, que serd denotada
por 'y, , efectivamente es una seccién continua de 1y, ; ademads, de la prueba del Lema 5 se sigue
la igualdad wgl(gpg(vw)) = UG(g - V), pero como G es finito y cada g -V, es clopen, entonces
ge

a(Vy) es clopen en X /G. Para sintetizar lo hecho anteriormente: se obtuvo para cada x € X un
clopen V,, y una seccion continua I'y, de ¢y, tal que = € V, y ¢¥g(V;) es clopen en X/G.

Como z fue tomado arbitrariamente, se sigue que {V, }.cx es un cubrimiento abierto del
espacio compacto y cero dimensional X, por lo tanto, del Lema 6 existen x1,z2,---, 2, € X y
subconjuntos clopen £y C V,,,---,E, CV,, tales que {E1,F», -+, FEy,} es una particién de X.
Continuando con la demostracién se verificard que la coleccion {Yg(Eh),va(E2), - ,Ya(Fn)}

da lugar a una particion del espacio de drbitas X /G. Por un lado, note que

X/G = Yg(X),

ademds, como cada ¢ka es inyectiva, entonces para todo k € {1,2,---,n} se cumple la igualdad
¢51(1/J(;(Ek,)) = E}, y de ello que para cada i, € {1,2,---,n} se verifica ¢q(E;) Nhg(E;) =0

ya que en caso contrario se sigue
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0# 05 (a(Ei) Nva(E))) = vg' (ba(E) Ndg (Va(E)) = BN E; =1,

lo que ciertamente es una contradiccién, por lo tanto los conjuntos ¥ (E;) y 1¢(E}) son disjuntos

y de esta forma la coleccion {¢q(E1),vq(E2),---,¥q(Ey)} es una particion de X/G. Defina

I':X/G— X

va(w) =Ty, (Ya(w)), siva(w) € va(Ey).

Por la forma en que se construyd I' se deduce enseguida que ella es una funcion bien definida y

que ademds es una seccion continua de ¥, como se queria demostrar. [

El objetivo ahora es extender el Teorema 2.2.12 al caso general de un grupo profinito. Para
lograrlo, es pertinente considerar las siguientes aclaraciones con respecto a la Observacion 5, donde
se define la relacion de 6rbita “ ~ ”: si considera un subgrupo H de un grupo topolégico G y una

2

accién ¢ de G sobre un espacio topoldgico X, entonces la relacién “ ~” puede ser restringida si
considera tinicamente elementos de H, es decir, si x1,x2 € X, entonces x1 ~ x2 siexiste h € H de
modo que hx = x2. Dicho lo anterior se establece la notacién “ ~p ” para indicar que la relacion
de 6rbita ha sido restringida al subgrupo H y se referird a ella como relacion de orbita restricta
a H; de hecho, la érbita de un elemento x € X se denotard por H - x, el cociente asociado sera
expresado como X/H y se escribird ¢y para denotar la funcién proyeccion que asocia a cada

x € X la correspondiente 6rbita H - € X/H. Tenga en cuenta que, de igual manera al espacio

X/G, el conjunto X/ H seré dotado con la topologia cociente, de ello que 1)y sea continua. Por la
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Observacion 7, 1y también es abierta.

Observacion 9. Considere un grupo topolégico G'y una accién ¢ de GG sobre un espacio topolégico

X. Sea H <@y defina la funcion

g :Gx X — (G/H)x (X/H)

(9,2) — (gH,H - x).

gp sera de gran utilidad a la hora de demostrar el Teorema 2.2.13.

El siguiente teorema brinda un método para construir una accién continua y fiel de un
grupo cociente sobre un espacio de Orbitas, partiendo de una accién continua y fiel. Tal resultado
puede ser consultado en (Magid, 2014, p. 61), sin embargo, para comodidad del lector, este trabajo
de grado ofrece una prueba que pretende detallar aquellas afirmaciones realizadas por Magid en

(Magid, 2014, Lemma 2.11), que no son abordadas con la profundidad adecuada.

Teorema 2.2.13. Sean X un espacio profinito y ¢ una accién continua de un grupo profinito G
sobre X. Si ¢ es fiel y H es un subgrupo distinguido y cerrado en G, entonces G/H actda de

manera continua y fiel sobre X/H,y (X/H)/(G/H)= X/G.

Demostracion. En la primera parte de esta prueba se construird una accién continua y fiel de G/ H
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sobre X/ H, para ello considere inicialmente la proyeccién candnica ¢y : X — X/H y defina

O (G/H)x (X/H) — X/H

(gH,Yu(x)) — gH -y (v) =Yy (gz).

Sean g1 H,goH € G/H y ¢ (1),¢ g (v2) € X/H tales que g1 H = goH y Yy (21) = ¥p(22), €s
decir, g; L g2 € H'y x1 ~p x2. Se quiere mostrar que g1x1 ~ g g222, por lo tanto se debe encontrar
un h € H adecuado de forma que ﬁglxl = goxo. Como 1 ~ z9, existe h € H tal que hxy =2y
por ser H un subgrupo distinguido se verifica para algtin heHla igualdad hh = g Yhg1; de hecho
gggl_l € H yaque gggl_1 == gl(gl_lgz)gl_1 € H. Defina h := gggl_liz y observe que he H, de hecho
h verifica que fz(glxl) = (gggl_liz)(glarl) = ga2(hx1) = gowo, luego g11 ~p gox2 y con esto P es
una funcién bien definida. Ahora se comprobard que ® es una accién de G/ H sobre X/H. Dado

x € X vale laigualdad H - g (z) =1y (r); ademds, si g1, 92 € G, entonces

g H (21 -¥p(z)) = g1 - (Y (ger))
= Yu(g1(g2))
= Yu((g192)7)
= 1921 Yy ()

= (g1HgH) Yg(x),

por lo tanto ¢ es una accién de GG/ H sobre X/H. La fidelidad de ® es heredada de la accién ¢
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pues si gH € G/H y ¢y (x) € X/H tales que gH -y (x) = g (x), entonces Yy (gz) = g (x),
de ello existe h € H que valida la igualdad gx = hz, o equivalentemente h~!gz = 2. Como ¢ es
fiel se sigue que h~'g =1y de esta manera ¢ = h € H, de donde gH = H, es decir, ® es una
accion fiel. Para la continuidad de ¢ tome la funcién gz definida en la Observacién 9 y note que

para cada (g,x) € G x X se tiene que

(YEow)(g,x) = vu(gr)
= ®(gH,vp(x))
= ®(gy(g,v))

= (CI)ogH)(g,x),

luego ¢y 0 ¢ = @ o gp. Por otro lado, dados (gH,vy(z)) € (G/H) x (X/H)y AC X/H un
abierto no vacio de manera que ¢ (gxr) € A, entonces por continuidad de ¥5; y ¢ se obtienen
subconjuntos abiertos X1, Xo C Xy D C GG de maneraque gz € X1,(g,2) € DX Xo, ¥ (X7)C A
y (D x X2) C Xj. Defina C := g (D x X3) y para el siguiente procedimiento contemple la
proyeccion qp : G — G/ H, que entre otras cosas es abierta por la Proposicion 1.2.7. Ahora, dado
(9H, v (x)) € qg(D) x ¥ (X2) se sigue sin mayor dificultad que (¢H,v g (z)) € C, de hecho, si
(tH,vp(y)) € C, existe (g1,21) € D x Xy tal que (g1 H, ¥y (x1)) = g (91,21) = (tH, ¥ (y)), de
ello (tH, v (y)) € qu(D) x ¥ (X2), por tanto g (D X X2) = qi (D) X ¥ (X2); ademds, como
qm 'y ¥y son abiertas (ver Proposicién 1.2.7 y Observacion 7, respectivamente), entonces C' es

abierto y (¢H, v (x)) € C. Note que (C) = g (p(D x X32)) C oy (X1) C A, por lo tanto ® es



ESPACIOS PROFINITOS Y ACCIONES DE GRUPO 82

continua. De este modo se ha conseguido una accién continua y fiel de G/H sobre X/H.

En esta segunda parte de la prueba se describird el homeomorfismo entre (X/H)/(G/H)
y X /G, para lograrlo conviene establecer la notacion G = G/H, H:= X/Hypa: H— ﬁ/é
serd la proyeccién canénica. Defina W : H / G— X /G de tal manera que el siguiente diagrama

sea conmutativo

x_ Y (i
vo| j
X/G~o—H/G,

es decir, si ¢y (x) € H, para algiin z € X, entonces V(a(u(r))) = a(x). Suponga ahora que
r,y € X tales que Y (vu(r)) = Ya(vu(y)). es decir, existe gH € G que verifica la igualdad
Vi (gx) = gH - (x) =g (y), por lo tanto existe h € H que satisface h(gz) =y, de esto dltimo
se obtiene que x ~ y, en otras palabras ¢ (x) = 1) (y), con lo cual ¥ es una funcién bien definida;
de hecho, al observar el anterior diagrama se percibe al instante que W es sobreyectiva. Se probara
ahora que V es continua, inyectiva y cerrada. Si (g (7)) € H/Gy AC X/G es abierto tal
que Y (x) € A, entonces por la continuidad de ) se obtiene un abierto W C X verificando
que x € Wy ¢g(W) C A; de otro lado, como )y y 15 son abiertas, entonces ¥z (1y(W))
es abierto y 1 (b (x)) € via(Vr(W)). Observe que W(iig(wm (W) = (V) € A, por lo
tanto ¥ es continua. Suponga ahora que existen x,y € X tales que ¢¥g(z) = g (y), es decir,
existe g € G que garantiza la igualdad 1(gz) = gz = y. Como 1 € H, entonces ¢ (gz) = Vg (y),
pero v (gz) = gH - (), de ello que s (x) ~g Vrr(y), lnego (1 (2)) = v (m(y)) y de

ello ¥ es inyectiva. Para finalizar se probard que ¥ es una funcién cerrada. Sea M C H / G un
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cerrado, entonces ;! (iprl(M )) es cerrado en X. Como ¢ es una funcion cerrada en virtud de

la Proposicién 1.1.28, entonces g (¢} (1/)51 (M))) es un cerrado de X /G, ademds

W(M) = W(g@u@y @z (M)

= alvg Wz (M),

luego W es cerrada y debido a la Proposicién 1.1.13 también es un homeomorfismo. [

Observacion 10. Sean M un grupo topolégico y ¢ una accion de M sobre un espacio topolégico
X. Las siguientes afirmaciones son consideraciones que serdn de gran ayuda para demostrar el

Teorema 2.2.14:

i) Suponga que ¢ es continua y fiel. Si H es un subgrupo de M, una verificacién de rutina
permite observar que la funcién restriccién go‘ gy HxX — X;(h,z) = hz, para todo
(h,z) € H x X, define una accién de H sobre X que serd llamada la restriccion de p a H.
Adicional a lo anterior, es posible probar que g0| 7 hereda la continuidad y fidelidad de ¢,

por lo tanto la restriccién de ¢ a H es una accién continua y fiel.

i1) Dados dos subgrupos Hy y Ho de M tales que H; es subgrupo de Hy, defina la funcién

Yu, H, : X/H1 — X/H> de manera que el siguiente diagrama conmute

()
X —2X/H,
A
v, :¢H1,H2

X/Hy,
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i)

es decir, Vi, H, ©¥H, = Y¥H,; de hecho, teniendo en cuenta que ¢ g, €s continua y g, es
una funcién cociente, es posible deducir de la Proposicién 1.1.56 que ¢y, g, €s continua.
Por otro lado, si H1 = Hy, entonces ¢, g, = tdx JHy ademds, cuando H; = {1} se obtiene
que Yu, H, = Y'H,. Mds aun, si son escogidos subgrupos Hy, Ho, H3 de M, verificando que

Hj3 C Hy C Hy, entonces para cada vy, (x) € X/Hj3 valen las igualdades

Uiy, (Vg 1, (VHs (7)) = Vny i, (Vh,y (7))
= le(l’)
= Vg, (Vs (2)),

por lo tanto

Vs Hy = VHy, Hy © VHy, Hy- (6)

Tome N < M y defina M = M/N,T := X/N. Suponga ademds que ¢ es continua y que la
funcién t : T / M — T es una secci6n continua de la proyeccién ¢ e T—T / M:; donde el
espacio T/ M es generado por la accion ¢ definida en el Teorema 2.2.13; ademds recuerde
que el homeomorfismo V : T/ M— X /M construido en dicho teorema es definido para

cada ¢, (Y (z)) € T/M como

V(¢ (N () =Y (). (7

Sia:=toW~! entonces o es continua. Se afirma ademads que « es una seccién continua de la
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iv)

funcién ¢y, 5/ Primero tome ¢y () € X/M y note que to W1 (1 (z)) @ to (YN (z)).
Defina

to(Un(z)) =N (z1), (®)

luego v (¥ (x)) = ;7 (¥n(21)), en consecuencia existe gN € M que verifica la igualdad

gN -¢Yn(x) = Yy (x1), es decir, Yy (gx) = n (1), de ello que n(gx) = x1, para algin

n e N C M. Como ng € M, entonces

Yy (x) =Yy (o). 9)

Lo anterior valida la equivalencia

(v o) (Wn () =vnm(to U (Y (z))) © Uy m (N (1)) = Y () s (),

de modo que « es una seccién continua de Y p.

Considere el conjunto
I''={(N,s): NI.:Mys:X/M— X/N es una secci6én continua de )y s }.

Por ii) se obtiene que ¥y ps = id x /m Y 1a identidad es seccion continua de si misma, por lo

tanto (M,idx /) €T, deello I' # (). Para cada par (N1, 1), (N2,s2) € I se define

(N1,51) < (Na,s2) siysolosi Nog € N1y tn, N, 052 = Ss1. (10)
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La relacién definida en (10) dota a I" de un orden parcial: dado (N,s) € I, recuerde que
YN N =idx /N, luego Yy yos=s,deello (N,s) < (N,s). Ahora, si (N1,s1), (N2, s2) €T
tales que (IN1,s1) < (Na,s2) y (N2,s2) < (N1,s1), entonces N1 = No, 9N, N, 051 = S2y
YN, N, 0 s2 = s1. Como Ny = Ny note que Yn, N, = idx/n, Y YNy N, ©S1 = s1. Se sigue de
las consideraciones anteriores que s1 = ¢n, n, ©s1 = s2, asi (N1,51) = (N2, s2). Para ver la
transitividad tome (Np,s1), (N2, s2),(N3,s3) € I tales que (INV1,s1) < (Na,s2) < (N3, s3),
de ello que N3 C Ny C N1,¢n, N, 053 = 82 Y YN, N, © 52 = s1. Recuerde que la igualdad

YNy Ny, = UN,y, N, © YN, N, es vélida gracias al apartado i7) de esta observacion, luego

YNy N, 053 = (UNy, N, OUNg,N,) © 53
= YN,,N, 052

= 51,

por lo tanto ¢, N, 053 = s1 y de esta forma (N1,s1) < (IV3,s3). Se concluye que I' es

ordenado parcialmente por la relacién “ <7 definida anteriormente.

Lema 7. (Magid, 2014, p. 64) Sean GG un grupo profinito y M <. G. Si M # {1}, entonces existe

un subgrupo propio M’ de M que es abierto en M y distinguido en G.

El objetivo de la Observacion 10 y del Lema 7 es facilitar la escritura y comprension de
la prueba del siguiente resultado, que extiende el Teorema 2.2.12 al caso de un grupo profinito

arbitrario.
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Teorema 2.2.14. (Magid, 2014, p. 62) Si un grupo profinito G actia continuamente y fielmente

sobre un espacio profinito X, entonces 1) admite una seccién continua.

Demostracion. Sean G un grupo profinito y ¢ una accion continua de GG sobre un espacio profinito
X, que ademds es fiel. Para determinar una seccion continua de 1/ tenga en cuenta el conjunto
parcialmente ordenado (I", <) construido en el numeral 7v) de la Observacién 10. Se comprobara
que ' posee un elemento maximal, para ello escoja un subconjunto totalmente ordenado de I', por
ejemplo A = {(7},s;) : ¢ € I}. Se construird una cota superior para .A. Primero note que todo T;
es profinito debido a la Proposicion 2.1.14; de hecho cada X /T; es un espacio profinito a causa
del Teorema 2.2.6. Por otro lado, el apartado ii) de la Observacién 10 permite afirmar que la
coleccion de espacios topolégicos {X/T;} 7, s,)c4 junto con la familia de funciones continuas
{¢7,1; : (T},85) < (Ti,5;)} determinan un sistema inverso sobre .A. Sea WV dicho sistema. Tome
el limite inverso H£1X /T; asociado a W, acompaiado del conjunto conformado por proyecciones
{m; : @X/TZ — X/Ti}(1;,5)en Y defina T := ZDjTi. Basta recordar que cada 7; es cerrado
para caer en cuenta que 7' también lo es, mds aun, aplicando una vez mds la Proposicion 2.1.14
T resulta ser profinito y en consecuencia X /7" también es profinito. Se demostrard que X/7T" y
H£1X /T; son homeomorfos, para ello considere nuevamente el item i) de la Observacién 10,
donde se definen las funciones que conforman el sistema inverso VY y percate que la coleccion

{1, : X — X/Ti} (1, 5,)cA se ratifica inmediatamente como una familia de funciones compatible

con W; aplicando la Propiedad Universal del Limite Inverso se garantiza la existencia de una tinica



ESPACIOS PROFINITOS Y ACCIONES DE GRUPO 88

funcién continua ¢ de manera que el siguiente diagrama conmuta para cada (73, s;) € A

b,
X — X/T;

N
N v
A\
7 "«

<_

Adicionalmente note que dado (73, s;) € A la siguiente igualdad es valida
mioG(X) =mi(¢(X)) = ¥, (X) = X/T;,

luego, por la Proposicién 1.3.18 se concluye que ¢(.X) es denso en 1<1'inX /T;; pero recuerde que
X es compacto, ¢ continua y 1<1’LnX /T; es Hausdorff, por ende ¢(X) es cerrado en 1(1’LnX /T;; asi
4(X)=q¢(X) = 1(1’£1X /T; y con esto ¢ es sobreyectiva. La funcién ¢ permite relacionar cada 6rbita
Yp(x) € X/T con un tnico ¢(x) € 11’£1X/T¢ pues si ¢¥p(z) = ¢p(y), para algin par de puntos
x,y € X, entonces existe ¢t € T' que satisface la igualdad tx = y, de esto dltimo se sigue que
Y, (x) = ¥r,(y) para todo (1j,s;) € A, por ende la siguiente equivalencia es vdlida para cada

(Ti,si) cA

(mi0q)(w) =7, (x) = Y1, (y) = (mi0§)(y),

de manera que ¢(z) = ¢(y). Defina la funcién

¢: X/T — limX/T;
<_

br(x) — q(r(2)) = ().
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Es inmediato que (5 es sobreyectiva porque ¢ lo es; de hecho, como 7 es abierta, X /T compacto,
l(iLnX /T; Hausdorff y § es continua, entonces c} es continua y cerrada. Resta ver que c} es inyectiva.
Sean Y (1), v (x2) € X/T tales que §(x1) = ¢(x2), es decir, para cada (7;,s;) € A es valida
la igualdad 7, (x1) = 91, (x2), por tanto existe ¢; € T; tal que ¢;z1 = x. Se quiere encontrar un
t € T que verifique tx1 = 2. Analice que dados (1},s;),(1},s;) € A existen t; € T; y t; € T}
que satisfacen ?;x1 = x9 = t;x1, pero por hipétesis ¢ es fiel, luego tj_lti = 1, o equivalentemente

t; = t;; en conclusion el conjunto
{t; : t; € T, y t;x1 = x9, para algln (T}, s;) € A},

consta de un dnico elemento, en otras palabras, para todo (7;,s;) € A,t; = t, para algin t € G,
de manera que ¢ € T'y tzy = x, por consiguiente oy (1) = ¢ (x2) y asi ¢ es inyectiva como se
queria probar; en resumen cj es una biyeccién continua y cerrada, esto es un homeomorfismo tal
como se queria obtener.

Ahora, con el objetivo de construir una seccién continua r : X /G — X /T para la funcién
Y1,G, considere la coleccién S := {s; : X/G — X/Ti}(1, 5,y De acuerdo a lo establecido en
(10) se sigue rapidamente que S es una familia de funciones compatible con el sistema )V, mas

auin, recuerde que para cada (73, s;) € A, s; es una seccion continua de ¥'7; ¢, es decir,

Yr.cosi =idyq; (11)

aplicando nuevamente la Propiedad Universal del Limite Inverso existe una tunica funcion continua

s: X/G— 1<1’LnX /T; que satisface para cada (73, s;) € A laigualdad 7; 0 s = s;. Se quiere probar
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1

que Y7,g or = idy/q, donde r 1= ¢~} o s es continua por definicién. Sea 1¢(x) € X/G y defina

r(Ya(z)) == ¢p(i), para algin & € X, en otras palabras ¢! o s(1pg(z)) = ¥r(Z), luego

s(Va(r)) = 4(Wr(2)) = 4(2), (12)

por lo tanto, para cada (73, s;) € A se obtiene

sive (@) =m0 s(ta(@)) B m0d(d) = vn (2). (13)

Aplicando 91, ¢ en (13) se concluye

(13

va(@) D vn go (si(va(@) B vn ovn(8) = val#). (14)

En consecuencia, del andlisis anterior infiera lo siguiente

(Wraor)(Wa(@) = (Urao(@ ' es)(ba(@)
= 1@ (s(¥a(2))))

vra(@ (4(r(2))))

= Yrc(¥r(?))

= a(d)

Ya(r),
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de manera que ¢, or = idx g, por ende r es una seccion continua de ¢y, asi (T,r) € I'. Note
que para cada (73,s;) € A es vdlido Y71, (r(vVg(x))) = Y, (Vr(2)) = Y7 (2) D si(Va(x)),
luego (73,s;) < (T,r); de modo que A es acotado superiormente, por consiguiente, del Lema de
Zorn se sigue que I" admite elemento maximal, digamos (M,g) € T

Para concluir la demostracion se probard que M = {1} utilizando el Lema 7. Suponga que
N es un subgrupo abierto de M tal que N < G. Recuerde que M es profinito por ser cerrado,
en particular M es compacto, luego, por la Proposicion 1.2.7, N es cerrado en M y tiene indice
finito, es decir, M /N es finito; de hecho M /N es profinito en virtud de la Proposicién 2.1.14.
Debido a que <p‘ s ©s continua y fiel, del Teorema 2.2.13 se sigue que M /N actia de manera
continua y fiel sobre el espacio profinito X /N; es méds, como M /N es profinito y finito se obtiene
del Teorema 2.2.12 una seccién continua ¢ : (X/N)/(M/N) — X /N de la proyeccién canénica
YNy 2 X/N — (X/N)/(M/N). Por otro lado el apartado 7ii) de la Observaci6n 10 establece
que la funcién to U1 es seccién continua de YN M, donde U es el homeomorfismo descrito
en el Teorema 2.2.13. Defina 3 :=to W~ og y fije la atencién en las siguientes equivalencias:
UnGoBE (Wargovna)o(toU ™ og) =dyrgo Wy oto¥og =1y gog= idx/g- En
consecuencia 3 es una seccién continua de ¢y ¢ y por ello (N, ) € T'; asi mismo, como ¢ o U 1Les
seccién continua de )y 37, entonces 1y ar 0 3 = g, de manera que (M, g) < (V, 3), contradiciendo
la maximalidad de (M, g), en consecuencia M no posee subgrupos abiertos que sean distinguidos

en G. Aplicando el Lema 7 se llega a que M = {1}, deello X/M =Xy g: X/G — X es una

seccion continua de la funcién (1) ¢ = ¥ como se queria probar. [

Ejemplo 2.2.15. Considere el grupo multiplicativo discreto G = {—1,1} y X el espacio profinito
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definido en el Ejemplo 2.2.9. G actiia sobre X de manera continua y fiel mediante las ecuaciones
1-(x)ier = (mi)ier y —1-(4)ier := (—x;);er, por lo tanto, del Teorema 2.2.14 se sigue que Y

admite secciones continuas.
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3. Acciones parciales de grupos profinitos sobre espacios profinitos

El contenido de este apartado reflexiona sobre el trabajo realizado en el capitulo anterior y
desarrolla en un contexto de acciones parciales los Teoremas 2.2.6, 2.2.12,2.2.13 y 2.2.14, lo que
generaliza de cierta manera los teoremas establecidos en (Magid, 2014, Section 2.4). La primera
seccion se encarga de cubrir los suficientes detalles relacionados con la teoria basica de acciones
parciales para llevar a cabo la generalizacion deseada, la segunda seccién presenta las acciones
parciales topoldgicas y en la dltima seccion se encuentran distribuidos los resultados presentados
en (Magid, 2014, Section 2.4), pero en términos de acciones parciales.
3.1. Acciones parciales

Respecto a las acciones de grupo “cldsicas” es comun encontrar en la literatura que se
definen en principio sobre conjuntos, luego son extendidas al caso de conjuntos con estructura
adicional (espacios topoldgicos, dlgebras sobre anillos, etc.), realizando algunas adaptaciones si se
llega a necesitar (exigir que el grupo sea topoldgico o que la funcidén sea continua, por ejemplo).
De manera andloga las acciones parciales de grupo son definidas sobre conjuntos y posteriormente
adaptadas de manera coherente a los casos donde el conjunto tenga alguna estructura particular.
Uno de los intereses de este trabajo de grado estd enfocado en obtener acciones parciales de grupos
topoldgicos (en particular grupos profinitos) sobre espacios topoldgicos (en particular espacios
profinitos). El lector interesado en indagar un poco mds sobre la teoria basica de acciones parciales
puede tomar como referencia el trabajo hecho en (Exel, 2017), donde ademds de encontrar algunas

demostraciones que en esta seccién son omitidas, tendrd la oportunidad de profundizar acerca
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de los conceptos que rodean a las acciones parciales y su relacién con diferentes ramas de la

matematica.

Definicion 3.1.1. (Exel, 2017, p. 5) Sea GG un grupo y X un conjunto no vacio. Una accion parcial
de G sobre X es una coleccién { X} < de subconjuntos de X, junto con una familia de funciones

{0,: X g1 — X ¢ }gec que satisfacen los siguientes axiomas:
i) X1:Xy91:idx.
ii) 04y, es una extension de la funcion ¢, o 6y, para todo g,h € G.

Con relacion a las acciones parciales cabe resaltar que ellas pueden ser representadas de
diferentes maneras; por ejemplo, en (Exel, 2017) son denotadas por medio de una pareja de la
forma 0 := ({Xy}geq, {04} gec), donde { Xy} geq y {04} gec son las colecciones de subconjuntos
y funciones, respectivamente; en (Pinedo and Uzcategui, 2017) se utiliza en ocasiones la familia
de funciones 6 := {6, : X g1 — X ¢} gec para hacer referencia a una accién parcial sin necesidad

de resaltar la familia { X} 4c. De hecho, si se define el conjunto

GxX ={(g,7) eGXxX:z€X 1}, (15)

de acuerdo a lo establecido en (Pinedo and Uzcétegui, 2017), la funcién 6, que asigna a cada
(g9,2) € G+ X el unico 0,4(x) € X, representa una accién parcial. Ademads de lo anterior observe
que en (Exel, 2017, p. 16), se representa una accién parcial 6 := ({ X, } gec, {04 } ge) por medio de

una funcién 6 : G — Z(X), donde Z(X') simboliza el semigrupo inverso de simetrias parciales de
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X. En este trabajo de grado se utilizard de manera indistinta las diferentes notaciones establecidas
en (Exel, 2017) y (Pinedo and Uzcétegui, 2017), para representar acciones parciales. Note que (15)

permite dar una descripcion explicita a los conjuntos X, es decir
Xpri={r e X:(g9,2) € Gx X}, (16)

paracada g € G.

Definicién 3.1.2. Sean G un grupo, § = ({Xg}4eq, {0y} gec) una accién parcial de G sobre un

conjunto X y w € X. Se define el conjunto
Gw::{gEG:(ggw)EG*X}(E){gEG:wEng}. (17)

Observacién 11. Dado un grupo Gy una accion parcial 0 = ({X4}seq, {04} gec) de G sobre
un conjunto X, recuerde que el item i) de la Definicién 3.1.1 exige que para cada g,h € G, la
funcién th sea una extension de 6, o 0, es decir, que el dominio de la funcién composicién sea
un subconjunto de X (gh)—1- Tal como se menciona en (Exel, 2017), el dominio de la compuesta no
estd definido en el contexto tradicional, ya que la imagen de 6}, no necesariamente estd contenido
en el dominio de ¢,, por lo tanto, en el ambiente de acciones parciales, una composicion de la
forma 6, o 0}, se refiere a la funcién cuyo dominio estd conformado por todos los elementos z € X

para los cuales la expresion 0, (6p,(x)) tiene sentido. Claramente x € X}, -1y 05 (x) € X1, ademds
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se sigue de (Exel, 2017), que

0, (XN X,-1), (18)
es el dominio de 0, 0 0y,

El siguiente resultado lista propiedades inmediatamente deducidas de la Definicién 3.1.1, de
hecho, algunas obras como (Abadie, 2003) y (Exel et al., 2011), prefieren incluirlas en la definicién

de accion parcial.

Proposicion 3.1.3. Dados un grupo G y un conjunto X, las siguientes proposiciones son vélidas

para cualquier accién parcial 0 = ({Xg}geq, {0y }gec) de G sobre X
a) (Exel, 2017, p. 6) Para cada g € G, 6, es biyectiva y 09*1 =0g-1.

b) (Exel, 2017, p. 7) Para cada g,h € G,

0g(X,1 N Xp) = Xy N X (19)

En particular 0,1 (X, N X ;1) = X}, -1 N X(gp)-1.
La siguiente proposicion caracteriza las acciones parciales

Proposicion 3.1.4. (Exel, 2017, p. 6) Si G es un grupo y X un conjunto no vacio, una familia
{Xg}gec, de subconjuntos en X, junto con una coleccién de funciones {0, : X ;-1 — Xj}geq,
determinan una accién parcial de G sobre X si y solo si se satisfacen las siguientes propiedades

paracada g,h € G
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z) X1:Xy91:’idX.
it) Og(Xy-1NXp) € Xgp.
iii) 0g(0h(2)) = egh(;c), para cada x € X1 ﬂX(gh)_l.

Sean GG un grupo y X un conjunto. En (Kellendonk and Lawson, 2004) se da una definicion
alternativa de accion parcial, utilizando el concepto de funcion parcial. Recuerde que una funcién
parcial no es mds que una funcién definida no necesariamente para todo elemento del conjunto de
salida, es decir, si f : W — Y es una funcioén parcial, entonces f estd definida en un subconjunto
de W, digamos A C W. Se escribe 3 f(x) para significar que x hace parte del dominio de f, por lo
tanto f(x) estd definido. En (Kellendonk and Lawson, 2004) se define accidn parcial unitaria de G
sobre X como una funcién parcial n: G x X — X, (g,x) — n(g,z), que satisface las siguientes

propiedades para cada g, h € GG

(PA1) Si 3n(g,z), entonces In(g~ 1, n(g,z)) y n(g~',n(g,z)) = =.
(PA2) Sidn(g,n(h,z)), entonces In(gh,x)y n(g,n(h,z)) =n(gh,z).
(PA3) In(1,z) yn(l,z) = z.

En (Gémez, 2017) se muestra que la Proposicion 3.1.4 es equivalente a la definicién de
accion parcial unitaria dada en (Kellendonk and Lawson, 2004), por lo tanto, la Definicién 3.1.1

equivale a la definicion de accién parcial unitaria descrita en (Kellendonk and Lawson, 2004).

Ejemplo 3.1.5. Dados un grupo GG y un conjunto no vacio X, toda accién ¢ : G x X — X de

G sobre X, es de inmediato una accién parcial denominada accion global de GG sobre X. En
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este caso el par ({X,}sec: {9g}gec) representa la accién ¢, donde para cada g € G, Xy = X y

@q() := @(g, ).

El ejemplo anterior ilustra que toda accion es una accion parcial. En general las acciones

parciales no son acciones globales y el siguiente ejemplo muestra este hecho.

Ejemplo 3.1.6. (Batista, 2017, p. 6) Considere el grupo aditivo Z y X = Z™". Defina para cada

n € Z* los conjuntos X_,, =Z", X,, ={m € Z" : m > n}, y la funcién

ap: X_pdm—=>m+ne X,

entonces & = ({ X, }nez, {an fnez) es una accion parcial de Z sobre X.

Ejemplo 3.1.7. (Abadie, 2003, p. 19) Dados un espacio topolégico X y un homeomorfismo
h:X — X,paratodor € Rsedefinen X, = X ya,=h",sir€Z; X, =0y o, =0,sir &Z. Las

colecciones { X, },er,{@ }rer determinan una accién parcial o de R sobre X.

Observacion 12. Recuerde que el item 7) de la Observacién 10 menciona que dada una accién
global ¢ de un grupo G sobre un conjunto no vacio X, es permitido realizar restricciones a ciertos
subconjuntos de GG x X, de tal manera que la funcién resultante sigue siendo una accién. De forma
similar, pero en el contexto de acciones parciales, es posible llevar a cabo restricciones a ciertos
subconjuntos denominados invariantes, que determinan acciones parciales de una accién parcial
dada. En concreto, si 0 = ({X,}4ec:{04}4ec) €s una accién parcial de un grupo G' sobre un

conjunto X, entonces W C X no vacio es llamado subconjunto invariante bajo la accién 6 (ver
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(Exel, 2017, Definition 2.9)), si para todo g € G, vale la contenencia
Og(Wﬂngl) cw. (20)

Exel en (Exel, 2017, p. 8) demuestra que dados una accion parcial § = ({ X, }gec, {0y} 4ec), de un
grupo G sobre un conjunto X y W C X un subconjunto invariante bajo 6, entonces la coleccion de
conjuntos { D, := Xy NW},ecq, junto con la familia de funciones {99|Dg_1 : Dy1r — Dyg}gea,
establecen una accion parcial 6’ = ({Dg}ger, {0y D, }geq), de G sobre W. ¢ serd llamada la
restriccion de 0 al subconjunto W. En el caso de acciones globales, el proceso de restriccion se
puede efectuar a subconjuntos que no necesariamente sean invariantes bajo la accién, esto es, si
a = {ag: X — X}4eq es una accion global de un grupo G' sobre un conjunto X,y Y C X
no vacio, entonces la familia de subconjuntos { Dy := ay(Y) NY } e, junto con las restricciones
{ay ‘ D, : Dy-1 — Dg}geq, determinan de manera inmediata una accién parcial de G sobre Y,

llamada la restricciéon de « al subconjunto Y.

Sean GG un grupo, ¢ una accién global de GG sobre un conjunto X y U C X no vacio.
Enseguida se define para el caso de acciones parciales el andlogo al conjunto GG - U, definido en

(5), ademas se estableceran algunas propiedades similares a las enunciadas en el Lema 5

Definicién 3.1.8. (Pinedo and Uzcétegui, 2017, p. 2) Si 0 = ({X,}gec, {0y} 4cc) s una accion

parcial de un grupo G sobre un conjunto X y U C X no vacio, entonces se define

a) GV:={geCG:ue X,-1, paraalgin u € U} = U &*.
uelU
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b) El conjunto GV -U := {0,(u) :u € U, g € G} 0 {0g(u) :u € UNX -1} es denominado la

saturacion de U. Se escribird G* - x cuando U = {z}.

Adicionalmente, si GU - U = U, entonces U es llamadodo conjunto invariante bajo la accién

6, o G-invariante bajo 6.

El lector podra recordar que en la Observacion 6 se menciona, para el caso de cualquier
accion global 7 de un grupo dado GG sobre un conjunto no vacio X, que para verificar la invarianza
de un subconjunto no vacio U C X es suficiente con comprobar la contenencia G- U C U. Para el
caso de acciones parciales la situacién es la misma, es decir, si 0 = ({Yy} e, {0q}gcr) €s una
accion parcial de un grupo G’ sobre un conjunto no vacio Yy U’ C Y no vacio, entonces del item
i) de la Definici6n 3.1.1 se sigue U rca’ vy ; por lo tanto cuando se quiera verificar la invarianza
de un conjunto en el contexto de acciones parciales, es suficiente con verificar la contenencia que
puede no ser verdadera. Por otro, lado cuando la situacién requiera resaltar la accién parcial a la
hora de referirse a la saturacién de U’, se escribira Ggl .U’ en vez de GU/ -U’; esto por cuestiones
de claridad y para no generar confusiones cuando se trabaje con mds de una accion parcial de

manera simultanea.

Lema 8. Dados un grupo GGy un conjunto X no vacio, las siguientes afirmaciones son verdaderas

para una accién parcial § = ({ X, } e {04} gec), de G sobre X, y un subconjunto no vacio U C X:

i) GU.U= U eg(UﬂXg—1).
geGU

i) O(GxU)=GY -U.
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iii) GU-U'y X\ (GY -U) son invariantes bajo 6.
Demostracion.

i)ye U 0,(UNX 1) siy solo siexiste g € GY tal que y € 04(UN X 1), luego, existe
geGU

u € UN X, 1 que satisface la igualdad y = 0 (u), deelloy € GY.U.
it) O(GxU)={by(u): (g,u) € GxU} ={0y(u) :uecUNX,1} =GV -U.

iii) Defina A:=GV .Uy B:=X\A. SiyecG*- A, entonces y € 0g(AN X,-1), para algin
g€ G4, es decir, existe = € ANX -1 tal que Oy(z) =y, pero A = GY .U, por lo tanto habran
elementos h € GY y m € UNX,,—1 de modo que x € 8;,(UNX;,-1) y O,(m) = z. Note que
m e 9,:1(Xh NXg-1) C X(gp)-1, deello gh € G™, luego y = Og(x) = 04(0n(m)) = Ogn(m)

con lo cual y € GV .U = A; de manera que G4 - A C A como se queria mostrar.

Para verificar la invarianza de B primero tome y € GP - B, entonces existe z € By g € G*
tal que 6,(x) = y. Como x € B, entonces x ¢ A, de ello que paratodom € U y todo g € G™,
f,4(m) # x. Suponga ahora que y € A, entonces existen m € U 'y h € G™ tales que 0, (m) =y.
Observe que 0y (m) € Xy y Op(m) =y € X4, luegom € Hgl(Xh NXy) € Xy-1p, de donde
se deriva que 6971h(m) = x, lo cual es una contradiccién pues m € U'y g~ 'h € G™. De este

modo se concluye que y € By asi B es G- invariante bajo 6.

]

Sean G un grupo y 6 = ({X4}4ec, {04} gcc) una accion parcial de G sobre un conjunto no

vacio X. Tal como se vio en la Observacion 12, la definicién de conjunto invariante establecida en
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(Exel, 2017, p. 8) afirma que si U C X no vacio es invariante bajo 6, entonces para todo g € G,
0g(UNX,1) CU, luego GU.U= %U 0g(UNX,-1) CU, asi, de la Definici6n 3.1.8 se sigue que
ge
U es invariante bajo 6. Reciprocamente, si U C X es invariante segtin la Definicion 3.1.8, entonces
UU 99(Uﬂngl) C U, en particular, para cada g € (G, vale la contenencia 9g<Uﬂngl) CU,con
geG
esto U es invariante bajo la definicion dada en (Exel, 2017, p. 8). Esta reflexion permite concluir
que la definicién de invarianza dada en la Observacion 12 es equivalente a la Definicién 3.1.8.
Por otro lado, recuerde que en el segundo parrafo de la Observacién 12 se aclara que,
via restriccién es posible inducir acciones parciales partiendo de una accién global dada, dicho
de otro modo, es posible generar acciones parciales efectuando restricciéon a una accién global
arbitraria. En este punto es natural preguntar si dada una accién parcial a = ({Xg}gear, {ag }gear)
de un grupo G’ sobre un conjunto no vacio X’ ;existirdn un conjunto Y y una accién global
p="Apg:Y —Y}ocq de G’ sobre Y de tal forma que X' C Y y que la restriccion de ;1 a X'
coincida con 7, o dicho de otra manera, /serd que toda accidn parcial « proviene de alguna accién
global i, via restriccién? Segin (Abadie, 2003, p. 18) y (Gémez, 2017, p. 52), si « es una accién
parcial de un grupo GG sobre un conjunto no vacio X, en realidad lo que se busca es una accién
global 4 de G sobre un conjunto no vacio Y de tal manera que Y contenga un subconjunto X’ que
se identifique con X y que la restriccién de p al subconjunto X' sea de alguna manera equivalente a

la accién parcial o dada inicialmente. La siguiente definicion establece razonablemente relaciones

entre acciones parciales utilizando funciones.

Definicion 3.1.9. (Exel, 2017, p. 7) Sean G un grupo y X,Y un par de conjuntos no vacios. Si

0 = ({Xy}gea {0g}gec) y o = ({Yy}gea, {g}geq) son acciones parciales de G sobre X y Y,
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respectivamente, entonces una funcién ¢ : X — Y es llamada G-equivariante cuando para cada

g € G se cumple
(1) o(Xg) €Yy
(i) ¢(04(x)) = ag(d(z)), paratodo v € X 1.

Si ¢ es biyectiva y ¢! es G-equivariante, entonces ¢ serd llamada una equivalencia entre

0y o, ademds se dird que 6 es equivalente a « si existe una equivalencia entre 0 y a.

Dados un grupo G, 0 = ({Xg}gea {04} gec) y o = ({Yy} geq: {@g } ge) un par de acciones
parciales de GG sobre los conjuntos X y Y, respectivamente, y ¢ : X — Y una funcién biyectiva
G-equivariante, si se asume que ¢ es una equivalencia, se tiene del item (¢) de la Definicién 3.1.9
que para cada g € G,¢(X,) C Y,y ¢ 1(Y,) C X, de ello se sigue que ¢(X,) = Yy, Vg € G.
Reciprocamente, si se supone que para cada g € G, ¢(X ) =Y}, entonces para todo g € G se tiene
de manera inmediata que ¢! (Yy)=Xgy oo ag =040 ¢~ 1, por lo tanto ¢! es G-equivariante
y se concluye que ¢ es una equivalencia.

Retomando la pregunta ;serd que toda accidn parcial o de un grupo GG sobre un conjunto X
proviene de alguna accién global p via restriccion? La respuesta a este interrogante es afirmativa y
Exel en (Exel, 2017) demuestra esta declaracion utilizando la saturaciéon de X. Antes de recordar

la construccidn de tal accién global es necesario dar la siguiente definicion.

Definicién 3.1.10. Sean X un conjunto no vacio y § = ({Xg}4ecq, {0y} 4ec) una accién parcial de

un grupo G sobre X. Una accién global i de G sobre un conjunto Y es llamada una globalizacion
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de 0 si existe una funcién inyectiva ¢ : X — Y de tal manera que G- ¢(X) =Y y la restriccién de

w al subconjunto ¢(X) es equivalente a 6, via ¢.

Cabe resaltar que la definiciéon anterior es una adaptacién adecuada de la definicion de
globalizacion propuesta en (Goémez, 2017, p. 53), al contexto de acciones parciales de grupos sobre
conjuntos. La importancia de incluir la condicién de saturacién se debe a que en la demostracién
del Teorema 3.1.11, contenida en (Exel, 2017, p. 12), se utiliza la saturacion de X para garantizar
cierta unicidad a la globalizacion construida.

Dada una accion parcial 6 = ({Xg}geq,{0y}gec) de un grupo G sobre un conjunto no

vacio X se define la siguiente relacién R sobre G x X:

(9,2)R(h,y) & € X1y, y Op-14(x) =y, (21)

larelacién R de manera inmediata es reflexiva y simétrica. Si (g, ), (h,y), (k,2) € G x X tales que
(9,2)R(h,y)R(k,z), entonces de (21) se sigue € X -13,,0,-1,(x) =y € Xp,15, ¥ Op-1(y) = 2.
Se quiere verificar que x € X-1;, y 0-1,(z) = 2. Observe que 0),-1,(r) =y € Xj,-1,N X}-1y,

(19)
= Xg_lh mX(g—lh)(h_lk) = Xg_lh ﬂXg—lk, por

luego = = 0,-11,(y) € Oy—14(Xp-14 N Xp-14)
tanto € Xg-1,y 2 =0p-1,(y) = Op-1,(0-14(2)) = 011y (h-14) (2) = O—14(2); de esta manera
(9,x)R(k,z). Se denotard por X a la coleccion de clases de equivalencia determinadas por R,
donde para cada (g,z) € G x X, la correspondiente clase de equivalencia serd denotada por [g, z].

Defina

p:GxXag>(g,[hx]) — [gh, 7] € Xg, (22)
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entonces (22) es una funcién bien definida ya que si (g1, [h1,21]), (92, [h2, 22]) € G x X tales que
g1 = g2y [h1,21] = [h2,x2], por (21) se sigue que x] € Xhl‘th y 9h2—1h1<$1) = T2, pero note que
hy thi = hy gy L gih = (g2ha) T (91h1), Tuego 21 € X(g,n,) 1 (gaha) ¥ Olgono) 1 () (€1) = T2, de
manera que [g1h1,21] = [g2ho,z2]. Ademads de lo anterior, 4 es una accién global pues si se toman

[h,z] € X'y 91,92 € G, entonces pu(1, [k, z]) = [h, 2] y

(g1, (g2, [h,z])) = plg,[g2h,x])
= [91(g2h), 7]
= [(g192)h,x]

= u(g192,[h,x]).

Note ademds que X puede ser identificado con un subconjunto de X utilizando la funcién

t: X [l,2] € Xg. (23)

Con certeza ¢ estd bien definida y si xz,y € X tales que [1,z] = «(x) = «(y) = [1,y], entonces
x =01(x) =y, luego ¢ es inyectiva y X es identificado con su imagen ¢(X) en X . Por otro lado,
sig,x] € X, entonces [g, 7] = (g, [1,2]) € w(Gx (X)) =G 1(X),deelloque G- 1(X) = X
de hecho en (Exel, 2017, p. 12-13) se demuestra que ¢ : X — +(X) es una equivalencia entre 6 y
 restringida a ¢(X'), de este modo p es una globalizacion de 6.

Lo anterior es un pequefio bosquejo de la prueba del siguiente teorema
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Teorema 3.1.11. (Exel, 2017, p. 12) Toda accidén parcial admite una globalizacién, la cual es tnica
salvo equivalencias, esto es, si f es una accion parcial de un grupo G sobre un conjunto X y x4, 7 son
globalizaciones de G sobre los conjuntos Y, Y-, respectivamente, entonces existe una equivalencia

¢ 1Y, — Y tal que la restriccion de ¢ a X coincide con la identidad sobre X.

3.2. Acciones parciales topolégicas

Si G esun grupoy 6 = ({Xy}eeq: {0y} 4ec) una accién parcial de G sobre un conjunto no
vacio X, de acuerdo a lo mencionado en (Dokuchaev, 2019, p. 196), si X estd dotado con alguna
estructura adicional, entonces serdn exigidas condiciones extra a los subconjuntos X, y funciones
t4 para adaptar adecuadamente el concepto de accién parcial al contexto correspondiente, como
se puede apreciar en (Abadie, 2003, p. 16), donde Abadie define acciones parciales de grupos
topoldgicos sobre espacios topoldgicos, o en (Exel, 1997, p. 418) y (Exel, 2017, p. 26), donde Exel
define correspondientemente acciones parciales torcidas de grupos localmente compactos sobre
(C*—algebras y acciones parciales sobre /K —algebras. Esta seccion estd enfocada en estudiar los
conceptos bésicos de las acciones parciales topoldgicas, es decir, acciones parciales de grupos
topolégicos sobre espacios topoldgicos; por lo tanto, cabe resaltar que en adelante G x X estara

dotado con la topologia producto y GG x X sera considerado como un subespacio de G' x X.

Definicion 3.2.1. (Exel, 2017, p. 19) Sean G un grupo topolégico y X un espacio topoldgico. Una
accién parcial § = ({Xg}geq, {04} gec) de G sobre X es continua si 6 : Gx X — X lo es. Se dice
que ¢ es una accion parcial topoldgica si cada X, es abierto en X y ¢, un homeomorfismo, para

todo g € G.
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Toda accién parcial 6 de un grupo G sobre un conjunto X es una accion parcial topolégica

continua si tanto G como X son discretos.

Ejemplo 3.2.2. Dado un grupo topolégico G, recuerde que la accién global de Bernoulli, de GG
sobre el producto X := {0,1}%, se define mediante la coleccién 7 := {1, : X — X},c¢, donde
ademds, para cada g € GG, 7, es continua. Por el item a) de la Proposicién 3.1.3 cada 7, es una

biyeccidn, por lo tanto 7 es una accion global topolégica.

Ejemplo 3.2.3. (Abadie, 2003, p. 20) Considere el grupo multiplicativo discreto G = {—1,1}
y X =[0,1] como subespacio de R. Defina X; = X, X_; = (a,1], donde a > 0;a1 = idx y
a—1 =id(,,1). Entonces o = ({Xg}sec, {ag}gec) s una accidn parcial topolégica que ademds

es continua.

Ejemplo 3.2.4. (Exel et al., 2011, p. 198) Para un espacio topolégico X, tome un homeomorfismo
parcial h, de X, esto es, existen abiertos U,V C X, tales que h : U — V es un homeomorfismo.
Defina Xo = X, = idx y para cada n € N, X_,, = dom(h"),a,, = h™. Observe que cada X,
es un abierto de X y toda «, es continua, luego, o = ({ X, } ez, {an tnez) €s una accién parcial

topoldgica de Z sobre X.

Ejemplo 3.2.5. (Exel et al., 2011, p. 199) Si X = {0,1}" es el espacio de Cantor y 1,0N, son
las sucesiones cuyos términos son todos uno y cero, respectivamente, defina X_; = X\ {1N by
X1 =X\ {0N}. Sea h: X_; — X la funcién que asigna a cada (z;);ey € X_1, la sucesién que
resulta de sumar 1 a un ndmero finito de términos de (z;);cn, como se indica: por el principio del

buen orden existe n € N minimo tal que z,, = 0, luego, para todo 7 < n, se deduce que z; = 1,
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estoes, (z7)ien = (1,1, ,0,Zp41,Tnt2, -+ ); asi pues h((z;)ien) = (0,0, -+, 1, Zpt1,Tnt2, - );
es mds, h es un homeomorfismo. De manera similar al Ejemplo 3.2.4, es posible determinar una
accion parcial topolégica 0 = ({ X, }nez,{0n tnez), de Z sobre X iterando la funcién h, en otras
palabras, Xg = X, 0y = idx y para todo m € N, X,,, = dom(h™™) y 6,,, = k™. Este ejemplo es

conocido como El Odometro.

Ejemplo 3.2.6. Dado un grupo topolégico G tome la accion global de Bernoullin = {n,: X — X},
donde X = {0,1}“. En (Exel, 2017, p. 22), se define el conjunto € := {(z,,) € X : 71 = 1}, el
cual es compacto y abierto, y se establece la accion parcial topolégica 5 = {3, : Dy — Dy}gea,
que resulta de restringir la accién global de Bernoulli a {2;. Tal accién es llamada por Exel accion

parcial de Bernoulli. Note que Dy = {(z,,) € X 1z, =1 =14}

Observacién 13. Dados un grupo topolégico G'y 5 = {, } e una accién global topolégica de G
sobre un espacio topologico X, recuerde que en la Observacion 12 se menciona que via restriccion
es posible construir nuevas acciones parciales. En el contexto topoldgico el proceso de restringir 3 a
subconjuntos abiertos produce de manera natural acciones parciales topoldgicas, esto es, si U C X
es un subconjunto abierto no vacio, entonces la coleccién de conjuntos {Dg := 3,(U) NU}seq

junto con la familia de funciones {0, := j, ) }gec determinan una accién parcial topolégica de

b,
g
G sobre U. Por otro lado, la Definicion 3.1.9 puede ser adaptada al contexto de acciones parciales
como lo presenta Gémez en (Gomez, 2017, p. 52), donde define morfismo de acciones parciales

topolégicas como una funcién continua que es G—equivariante; en ese sentido una equivalencia

topoldgica entre acciones parciales topoldgicas no es mds que una equivalencia entre acciones
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parciales que es continua como funcion.

Definicién 3.2.7. Sea G un grupo topoldgico y asuma que § = ({ X} 4eq, {0y} gec) €8 una accion
parcial topoldgica de GG sobre un espacio topoldgico X. Una accién global topolédgica p de G
sobre un espacio Y es llamada una globalizacion topologica de 6 si existe una funcién continua e
inyectiva . : X — Y tal que «(X) es abiertoen Y, G- (X ) =Y y larestriccion de y al subconjunto

t(X) es equivalente a 0 via ¢.

El Teorema 3.1.11 se extiende con naturalidad al caso de acciones parciales topoldgicas,

como se ve a continuacion.

Teorema 3.2.8. (Exel, 2017, p. 20) Toda accion parcial topoldgica admite una tinica globalizacién

topoldgica (salvo equivalencias).

Sean G un grupo topoldgico, 0 = ({ X} geq, {0y} 4ec) una accién parcial topolégica de G
sobre un espacio X. Para complementar el Teorema 3.2.8 note que, en (Gémez, 2017, p. 54) se
prueba que las funciones p y ¢ definidas en (22) y (23) son funciones continuas; de hecho, si
es continua, en (Kellendonk and Lawson, 2004, p. 104) se demuestra que ¢ resulta ser abierta. Lo
mencionado en este parrafo serd utilizado mds adelante para el desarrollo de la siguiente seccion.

Por otro lado, si A C Gy V C X, de acuerdo a como se defini6 el conjunto G x X en (15),

se establecen los siguientes conjuntos

AxV ={(g9,v) EAXV v € X 1}, (24)
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dadov eV,

A={geArve X 1}, (25)
AV ={0,(v):veVyge Ay AV -V i={0y(x) ;2 €V N X 1} (26)

La intencién de lo establecido en (24), (25) y (26) es disponer de una notacion alternativa
para los subconjuntos de GG * X, de manera que no se sobrecargue la escritura con demasiados
simbolos cuando se trabajen con acciones parciales. En esa misma linea se presentan las siguientes

propiedades que serdn de gran utilidad en el desarrollo de este trabajao de grado.

Proposicion 3.2.9. Dados un grupo topoldgico GG, un espacio topolégico X, una accién parcial
topologica § = ({Xy}g4eq, {0y} gcc) de G sobre X y subconjuntos no vacios A C G,V C X, se

establecen las siguientes afirmaciones:
(¢) Si G'x X es cerrado, entonces para todo g € G, X, es cerrado en X.
(77) Paracadav € V,A" =GN A.

(1ii) AxV =(G*X)N(AxV).Enparticular GxV = (G*x X)N(G x V) y si tanto A como V
son abiertos o cerrados de manera simultanea, entonces AV es abierto o cerrado en G * X,

segun corresponda.
(iv) O(A*V) = AV .V. En particular, si V es abierto, entonces 6(A * V') es abierto en X.

Demostracion.
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(7)

Sean g € G, I un conjunto dirigido y (z;);c; € X, una red que converge a x € X. Para ver
que x € X, observe primero que para cada i € I, (g7, x;) € G x X, luego (g1, 2;))icr s

una red en G % X, ademds de lo anterior ((g~',2;);)ies es una red que converge a (g~ !

)y
como G * X es cerrado, entonces (g1, 7) € G * X, es decir, x € Xy y se concluye que X

es cerrado en X.
Siv €V, entonces g € A’ siysolosig€e ACGyve X 1, peroestoequivaleag € G'NA.

(g,x) € AxV siysolamente si (g,2) EAXV CGxXyzxé€ X4-1 1o que es equivalente a
(g,2) € (GxX)N(AxV),porlotanto AxV = (G*X)N(AxV); en particular, si A =G,
entonces GV = (G* X)N (G x V). De manera inmediata se sigue que Ax* 1 es abierto o

cerradoen G*x X si A C Gy V C X son abiertos o cerrados de manera simultanea.

Es suficiente considerar el apartado i) del Lema 8 y realizar los correspondientes ajustes a
la demostracion para llegar a la igualdad buscada, mas adn, el item i) del Lema 8 establece

que GV .V = Lév Gg(Vﬂng), de ello se obtiene que GV -V es abierto si V o es; en
ge
particular AV -V = UVHQ(V NXg1)y AV .V es abierto si V lo es.
geA

]

Dado un grupo topoldgico G'y una accion parcial 0 = ({ X} 4eq, {04} 4ec) de G sobre un

espacio X (no necesariamente topoldgica), con relacién al item (i) de la Proposicién 3.2.9 note

que si G x X es abierto, entonces cada X, también lo serd pues si g € G y x € X -1, percate

que (g, ) es un elemento del abierto GG x X, es decir, existen abiertos G; C Gy U C X tales que
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(9,7) €G1xU CG*X,deelloquex € U C X1 puessiy € U, entonces (g,y) € G1 xU CG* X,
luego y € X -1, deello X1 es abierto. Lo anterior permite deducir que si « es una accion parcial
continua de GG sobre X tal que G *x X es abierto, entonces « serd una accién parcial topoldgica.
Esta pequeia observacion permitird desarrollar teoria de acciones parciales topoldgicas de manera

mas general, pues amplia la clase de acciones parciales que satisfacen algun resultado de interés.

Proposicion 3.2.10. (Pinedo and Uzcategui, 2017, p. 6) Si 6 : G* X — X es una accion parcial
topolégica de un grupo topolégico GG sobre un espacio topoldgico X, entonces 6 es una funcion

abierta.

Demostracion. Sea W un abierto basico de G x X, de ello que existan conjuntos abiertos A C G
y V C X tales que W = (G* X)N(Ax V), es decir, W = AV (ver (24)). Por el item iv) de la
Proposicién 3.2.9 se sigue que 0(17) = AV -V 'y como V es abierto, entonces #(1/) es abierto en

X. El resultado general se sigue tomando uniones arbitrarias de abiertos basicos de G x X. [

3.3. Acciones parciales y la relacion de orbita

En esta seccion se ha procurado recopilar las herramientas suficientes para poder extender
al contexto de acciones parciales los resultados establecidos en (Magid, 2014, Section 2.4), que
relacionan los espacios y grupos profinitos con el espacio de drbitas y la existencia de secciones
continuas de la proyeccion. Los teoremas centrales de esta seccion son versiones andlogas de los
Teoremas 2.2.6, 2.2.12, 2.2.13 y 2.2.14, enmarcados en el contexto de acciones parciales. Para
empezar recuerde que la Observacion 5 define la relacién de 6rbita “ ~ ” generada por una accién

global ¢, dicha relacion puede ser extendida de manera natural al caso de acciones parciales, es
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decir, existe una version para acciones parciales de la relacion de orbita “ ~ 7, la cual serd descrita
a continuacién: Para un grupo topolégico Gy una accién parcial § = ({Xy}4eq,{0g}gec) de G

sobre un espacio topolégico X, se define sobre X la relaciéon “ ~¢ 7 de la siguiente manera

x ~q y siy solo siexiste g € G* tal que Oy(x) =y.

13 )

Al igual que en el caso global, la relaciéon “ ~¢ ” resulta ser de equivalencia: Del item 7) de la
Definicién 3.1.1 se sigue para todo = € X, que = ~¢ z, y del apartado a) de la Proposicion 3.1.3
resulta que para cada x,y € X, larelacion x ~¢ y implica que y ~¢ x. Para verificar la transitividad
escoja elementos x,y,z € X de tal manera que = ~g y ~q 2, esto es, existen g € G* y h € GY
verificando que 04 (7) =y y 05 (y) = 2, luego 0,(x) € Xy N X}, -1 porlo tanto z € 0,1 (XyN X}, 1)
y del numeral 7ii) de la Proposicién 3.1.4 se deduce que z = 0),(y) = 04(04(2)) = Opy(x), en
consecuencia x ~¢g z como se estaba buscando. Dado que se estard trabajando en gran parte con
acciones parciales se ha decidido, con el fin de lograr una mayor comodidad en el desarrollo de
esta seccion, que la relacion “ ~¢g 7 de ahora en adelante también sera llamada relacion de érbita
y el correspondiente conjunto de clases de equivalencia serd denotado por X/ ~¢. Sean z,y € X
de manera que z ~¢ y, es decir, f4(x) = y para algin g € G, en consecuencia y € G* - x; por
otro lado, todo y € G* - x siempre estara relacionado con z, por lo tanto la 6rbita de x € X serd
la saturacion de {x} bajo la accién #; de hecho, si U C X es no vacio, entonces = € GY .U si y
solo si existen u € U'y g € G* tales que x = 04(u), es decir, z € G*-u C |J G"-u; en conclusion

uelU

GY.U = |J G"-u. La proyeccién canénica de X a X/ ~¢ serd denotada por ¢, y la topologia
uelU

asignada al conjunto de 6rbitas serd la topologia cociente que torna continua a i : X — X/ ~¢;
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mds aun, el item 7v) del Lema 5 se adapta naturalmente al contexto de acciones parciales como se

muestra a continuacion.

Lema 9. Sean G un grupo topoldgico, X un espacio topoldgico y 0 = ({X4}geq, {04} gec) una
accién parcial de G sobre X. Si U C X es no vacio, entonces ¢ (¢¢(U)) = GV -U. En particular,

si U es invariante bajo 6, entonces (pél((pg(U )) =U, ysiU es abierto, entonces ¢ (U) es abierto.

Demostracion. Si x € @51(¢G(U )), entonces existen y € U y g € G* tales que 6,4(y) = z, en
consecuencia z € GU - U. De manera reciproca, dado 2 € GV - U existen v € U y g € G* verificando
x=04(v), luego x ~g v, de ello pg(z) = pg(v) € pa(U) y z € go@l(gOG(U)) como se buscaba.
Si se supone ahora que U es abierto, el numeral (iv) de la Proposicién 3.2.9 garantiza que GU.U
es abierto, en otras palabras 9051 (pq(U)) es abierto y por la topologia dada a X/ ~¢ se concluye

que @ (U) es abierto. Si U es invariante bajo #, entonces U = GV - U = @51(¢G(U)). O

El propdsito ahora es establecer condiciones bajo las cuales el espacio de 6rbitas asociado
a una accion parcial sea profinito. Con el dnimo de dar claridad cuando se necesite, recuerde que
el Teorema 2.1.9 caracteriza los espacios profinitos como aquellos espacios que son compacto,
Hausdorff y cero-dimensionales; y que la Definicion 2.1.4 describe cuando un par de subconjuntos

abiertos de un espacio topolégico X forman una separacion del espacio.

Teorema 3.3.1. Sin = ({X}geq, {ny}gec) es una accion parcial continua de un grupo profinito

G sobre un espacio profinito X, tal que G x X es cerrado, entonces X/ ~¢ es un espacio profinito.

Demostracion. La demostracion de este teorema se realizard de manera andloga a la prueba del

Teorema 2.2.6, establecido en este trabajo, por lo tanto, bastara verificar que el espacio X/ ~¢
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es Hausdorff y cero-dimensional, ya que X/ ~¢ es imagen continua del compacto X bajo la
proyeccién ¢¢, por tanto X/ ~¢ es de forma automadtica un espacio compacto. Se utilizard la
Proposicion 2.1.5 para comprobar que X/ ~¢ sea Hausdorff y cero-dimensional. Sean =,y € X

tales que G* - x # GY - y. Como X es cero-dimensional la coleccion
C:={UCX:Uesclopenyz e U},

es no vacia. Se quiere encontrar una separacion para los puntos G* -z y GY -y, encontrando U € C
adecuado que verifique la condicién (GY - U)N (GY -y) = 0. Para hallar dicho U suponga que para
todo V € C,(GV-V)N(GY-y) # . Con el fin de llegar a una contradiccién 1gica considere el

conjunto

Ey(V)={(g,v) € G*V :ng(v) = y}.
Note que £, (V) # ) pues en caso contrario tome w € (GY - V)N (GY - y), de ello que existan
meV,ge G™yheGY tales que ny(m) = wy ny(w) = y, por consiguiente ny(m) € XyNX)-1
Y m €y (Xg N1 Xp1) 2 Xyt N X (g1, (hg,m) € G Vi =g (w) = 14 (g () = g () en
consecuencia (hg,m) € F,, (V) lo cual contradice que F, (V) sea vacio, de esta manera £,(V') # ()
para todo V € C. Ahora se comprobard que {Fy(v)}Veé es una familia de cerrados en G * X

que satisface la Propiedad de Interseccién Finita, para ello primero observe que (g,v) € Fy(V)
si y solo si (g,v) € GV yn,(v) =y, pero n(g,v) = ny(v) =y, por tanto (g,v) € n~(y), de
donde se deduce que Fy (V) = (G V) Ny~ (y); es mas, Fy,(V) es cerrado por ser interseccién
de dos conjuntos cerrados: G * V' es cerrado en G « X debido al item (iii) de la Proposicion 3.2.9

y como X es Hausdorff en particular es un espacio 77, en consecuencia {y} es cerrado en X
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y por continuidad 17! (y) es cerrado en G * X. Por otro lado, si V1,Vs € C, entonces para cada
(g,v) € F,(VinVa), vale que (g,v) € G* (ViNVa) y n,(v) =y, esto es, (g,v) € G x (ViNVa),
v € Xy1yny(v) =y; de ello se deduce v € ViNVaN X 1yny(v) =y, lo cual implica que
(9,v) € GxViNG * Vi y ny(v) = y. Por lo tanto se concluye que (g,v) € F, (V1) N F,(V2), luego
F,(VinVa) C F, (Vi) N E,(V2) y como F, (V1 NVa) # 0, entonces F,, (Vi) N E,(Vz) # 0. Usando de
forma inductiva el anterior andlisis resulta que si V1, Va,--- |V}, € C , entonces ’61 Fy(%) # (), con
esto la coleccion {Fy(V)}V ¢ €s una familia de cerrados en G X con la Propiedad de Interseccion
Finita pero por hipétesis G x X es un cerrado contenido en el compacto G x X, entonces G x X es
compacto y la Proposicién 1.1.27 implica que ) ~Fy(V) #0.Sea(g,v) € N ~lﬁy(V) y perciba que
VeC veC
necesariamente v = x pues en caso contrario y al igual que sucedio en la prueba del Teorema 2.2.6,
se contradeciria que el espacio X fuese Hausdorff, luego (g,z) € ~Fy(V) y ng(x) =y, pero esta
vec
conclusion conlleva a que x ~¢ y, de donde (G*-z) N (GY -y) # 0, lo que es contradictorio pues
inicialmente se establece que (G® - z) # (GY - y); en conclusién existe U € C de tal manera que
(GY-U)N(GY-y) = 0.

Sean A:=GY.-UyB:=X\A.ComoU C Ay AN(GY-y) =0, entonces z € Ayy € B,
ademds U es abierto por hipétesis, entonces del numeral (iv) de la Proposicién 3.2.9 se sigue que
A también es abierto. Dado que G * U es compacto y 1) continua, entonces n(G*U) =GV -U = A
es compacto; ademds, por ser X Hausdorff se obtiene del item (i7) de la Proposicién 1.1.29 que A

es cerrado, por tanto A y B son clopens en X; también, por el numeral 7iz) del Lema 8, y por el

Lema 9 se concluye que A y B son invariantes bajo 7, y satisfacen las igualdades
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v (pa(A) = Ay pil(pa(B)) = B,

en conclusién pi(A) y ¢c(B) son clopens en X/ ~¢ tales que G* -z € pg(A) y GY -y € pg(B);
de hecho, un razonamiento andlogo al realizado en la prueba del Teorema 2.2.6 permite afirmar que
vc(A)y pg(B) separan a G* - x 'y GY -y, luego, la Proposicién 2.1.5 y el Teorema 2.1.9 concluyen

que X/ ~¢ es un espacio profinito. 0

Ejemplo 3.3.2. Tome un grupo finito y discreto G. Recuerde que la accién global de Bernoulli
n, de G sobre {0, 1}G, definida en el Ejemplo 2.2.3 es continua, por lo tanto, la restriccion de 7
al subconjunto G *{2; también es continua, luego, la accién parcial de Bernoulli de GG sobre el
compacto abierto (21 es continua. Si (n;,z;);er C G'*$21 es una red convergente a (n,x) € G x )y,
caiga en cuenta que, para cada ¢ € [, vale que x; € Dnifl, es decir, z;(1) = 1= a:i(ni_l). Por otro
lado, como n; — n existe ig € [ tal que n; = n, para todo ¢ > ig. Debido a la convergencia de
la red (z;);cr se obtiene que x;(1) — x(1) y x;(n™) = 2(n~!). Como {0,1}¢ es Hausdorff y
todo x;(1) = 1, entonces (1) = 1, de donde z € Q. Ahora, para cada i > i, z;(n; ') — z(n}),
luego 1 — 2(n~!), de modo que x(n~1) = 1; en conclusién z € D, 1, es decir, (n,x) € Gy,

asi G x€); es cerrado. Aplicando el Teorema 3.3.1 se obtiene que X/ ~ es profinito.

El objetivo ahora es extender el Teorema 2.2.12 al contexto de acciones parciales. Para

lograrlo es indispensable la siguiente definicion.

Definicion 3.3.3. Sea GG un grupo. Si 7 : Gx X — X es una accion parcial de GG sobre un conjunto
X, se dice que 7 es fiel si el inico elemento que actda trivialmente es la identidad, esto es, para

cada (g,x) € G+ X tal que n(g,z) = x, entonces g = 1.
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Ejemplo 3.3.4. Recuerde que en el Ejemplo 3.1.6 se establece una accién parcial o de Z sobre
X :=Z" tal que para cada n € Z, a,(m) = m+n, para todo m € X. Una verificacion de rutina

permite concluir que « es una accién parcial fiel.

Observacién 14. Dados un grupo G y una accién parcial fiel n = ({ Xy} geq, {19} gec) de G sobre

un conjunto X note que:

(1) Sinesglobaly Y C X es no vacio, entonces la restriccion de 7 al subconjunto Y hereda la

fidelidad de 7, es decir, la restriccién también es fiel.

(it) Sip={pg: Xa — Xg}qeq es la globalizacién de 7, entonces £ también es fiel pues si
(9,[h,7]) € G x X tal que pg([h, x]) = [h, 2], entonces (gh,z) R(h,z), esto es, z € X ()15,
Y Mh=1(gh) () = z, pero como 7 es fiel, entonces h~'gh =1, de donde se deduce que g = 1

como se afirmaba.

Teorema 3.3.5. Sea G un grupo finito y discreto. Sin = ({Xg}geq, {1y} gcc) €s una accién parcial
continua y fiel de GG sobre un espacio profinito X de manera que GG * X es clopen, entonces ¢g

admite al menos una seccion continua.

Demostracion. Antes de iniciar con la demostracion se destacan un par de conclusiones previas:
del Teorema 3.3.1 el espacio X/ ~¢ resulta ser profinito pues 7 es fiel, G * X es cerrado y tanto
X como G son profinitos; por la Proposicién 3.2.9 cada X, es clopen en X, ya que G * X es
clopen por hipétesis. La prueba que se presenta enseguida esta basada en los argumentos utilizados

para validar el Teorema 2.2.12, en consecuencia se construird una funcién I' : X/ ~g— X que
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sea seccién continua de la proyeccién ¢, para ello serd necesario establecer funciones I'y y
subconjuntos V' C X que determinaran a I'. Sea z € X. Por un lado la fidelidad de la accién asegura
que elementos diferentes de G actien de manera diferente en X, de hecho, como G es finito, n
es fiel y X es Tj por ser profinito, es posible construir una familia {Uy,},cq= de subconjuntos
clopen en X, disjuntos dos a dos tales que cada 7y(x) pertenece al correspondiente Uj,. Note que
x €, ' (UyN X,) para cada g € G*, de ello z € gemGw 1y *(UgN X,); asimismo, por continuidad
de cada 7, y la finitud de G se sigue que ge%w Ug_l(Ug N Xy) es clopen en X, pero como X es
compacto, entonces | n;l(Ug N X,) también es compacto. Defina V,, := ) n;l(Ug NXy)
geG* geG®

y tenga en cuenta la restriccion 90G|Vz : Vo — ¢ (Vz), que serd denotada por ¢y;,. De manera
analoga a la prueba del Teorema 2.2.12 se puede ver que la funcién ¢y, es un homeomorfismo, es
decir, oy, es continua por ser restriccion de una funcion continua, es sobreyectiva por construccion,
también es cerrada por la Proposicién 1.1.28 y debido a la siguiente anotacién se deduce que
también es inyectiva: suponga que para algin g € G* vale 7y(X ;-1 N V)NV, # () y tome y €
1g(X,-1 N V) N Ve, como V, € 1, (Ug N Xy), entonces 1g(X,-1 N Vz) C Uy N X,y C Uy, de ello
que y € Uy; ademds observe que y € Vi, = m1(V;) C Uy, luego y € U, N Uy, pero Uy y Uy deben
ser disjuntos por construccion, de ello que g = 1.

La inversa de ¢y, que serd denotada por sz, efectivamente es una seccion continua de
¢v,; ademds, de la demostracion del Lema 9 se sigue la igualdad goél(gOG(Vx)) = UV g (Ve N

geGVr

X,-1), pero como G es finito y cada 7y(V; N X,-1) es clopen, entonces o (Vz) es clopen en

X/ ~¢. La anterior construccién vale para todo = € X, esto es, para cada = € X se obtiene un

clopen V; y una seccion continua IN’VI de ¢y, tal que z € V, y pa(Vy) es clopen en X/ ~, por
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lo tanto la familia {V, },cx es un cubrimiento abierto del compacto X luego existe m € N tal
que Vi, Vi, -+, Vg, cubren todo X, mds ain, como X es profinito, entonces por el Lema 6 se
obtienen subconjuntos clopen £y C Vo C V-, By €V, de tal forma que la coleccion
{E;}" es una particién de X. Del mismo modo que en la prueba del Teorema 2.2.12 la familia
{oc(Er),0c(F2),  ,oc(Em)} dalugar a una particién del espacio X/ ~¢ y la seccién continua

I" que se estd buscando se define de manera andloga a como se realiz6 alli, es decir,

I:X/~g— X

pa(w) =Ty, (pa(w)), sipa(w) € pa(Ey),

estd bien definida y es una seccion continua de la proyeccién canénica pg : X — X/ ~¢g . Con

esto se termina la prueba. [

Sean G un grupo topoldgico y o = ({ X4} 4eq; {ay}4ec) una accién parcial de G sobre un
espacio X. Si H es un subgrupo de (G, observe que la acciéon « induce una accién parcial que
se obtiene al considerar exclusivamente elementos de H, tal accion parcial se denominard en este
trabajo la restriccion de o al subgrupo H. Por otro lado, el simbolo “ ~y ” representard la relacion
de orbita generada por la restriccion de o a H, la 6rbita de un elemento x € X serd denotada por
H?" - x, el espacio de orbitas se escribird como X/ ~p y la proyeccién candnica asociada serd
simbolizada por ¢ : X — X/ ~p; ademds, si considera la globalizacion {5, : X¢ — X }gecq
de o, entonces la proyeccion canénica de X a X/ H se indicard con el simbolo ¢ 7. El siguiente

lema serd utilizado para demostrar el Teorema 3.3.6.
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Lema 10. Considere una accién parcial continua o = ({ X} ge, { g} ge) de un grupo topolégico
G sobre un espacio X y {3, : X¢ — X} 4ec la globalizacion de «v. Si H es un subgrupo de &

defina

v (X/~u) — (Xg/H)

H* -z +— @(H" - x):=H-[1,z].

Entonces ¢ es una funcién inyectiva, continua y abierta.

Demostracion. En primer lugar se verificard que ¢ define una funcién. Sean H* -z, HY -y €
X/ ~p tales que H* -x = HY -y, es decir, existe h € H¥ que verifica aj(x) = y. De acuerdo
a la relacién “R” definida en (21) se sigue que (h,z)R(1,y), esto es, [h,z] = [1,y]; sin embargo
Br([1,x]) = [h,x], porlo tanto [1,z] ~p [1,y] y conello H-[1,2] = H-[1,y], de este modo ¢ define
una funcién. Ahora se comprobara que ¢ es inyectiva, para esto tome H* -z, HY -y € X/ ~p tales
que p(H* - x) = o(HY -y), luego [1,x] ~p [1,y] y de ello existe h € H* verificando entre otras
cosas la igualdad ay, (z) = y, en consecuencia x ~ y, esto es H* -z = HY -y, de manera que ¢ es
inyectiva.

Para probar que ¢ es continua y abierta considere el siguiente diagrama:
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donde ¢ es la funcién continua y abierta definida en (23), que asigna a cada x € X la clase ((z) =

[1,z]. Dado = € X note lo siguiente

(Prod)(x) = ¢n((l,z])
— H-[1,1]
= p(H"-2)
= ¢len(r))

= (pown)(x),

de lo anterior se sigue que QoL = o y COMO @ oL es continua, entonces ¢ o ¢ también
lo es, luego, por la Proposicién 1.1.56, ¢ es continua. Por dltimo se probard que para todo W C
X/ ~ g no vacio se cumple la igualdad (W) = G (t(p 5 (W))). Si H-[g,2] € ¢ (t(pg (W),

entonces existe w € gogfl(W) tal que

H-[g,z] = ou((w))

por otro lado, si H - [g,z] € ¢(WW), entonces existe H* -w € W tal que H - [1,w| = H - [g, x], pero

H-[Lw] = ¢u([L,w]) = or(u(w)) € gu(u(ey (W))), de modo que (W) = g (u(op (W)));
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en particular, debido a la continuidad de ¢ y al hecho de que @7 y ¢ son abiertas, si I es abierto,

entonces ¢(W) es abierto y de esta forma se concluye que ¢ es abierta. 0

Observacién 15. Tome un grupo topolégico Gy una accién parcial o = ({ Xy }geq, {ag}gec) de
G sobre un espacio X. Si H Gy = {3, : Xg — Xg}4eq es la globalizacién de o, entonces

con el propésito de facilitar la lectura del Teorema 3.3.6, atienda a las siguientes consideraciones

(7) Defina

gH:GXXgﬁ (G/H) X (Xg/H)

(9[t,2]) — (gH, H - [t,2]).

Si (g1, [t1,21]) = (g2, [t2, 22]) € G X X, entonces g1 H = goH 'y H - [t1,21] = H - [t2, 23], de

ello que g (g1, [t1,71]) = (g1 H, H - [t1,71]) = (92H, H - [t2,22]) = Gu (g2, [t2, 72]), asi gu

es una funcién bien definida.

(7) Suponga que « es continua y fiel, luego [ es continua y fiel. Note que /3 induce una accién
global continuayy fiel 8¢/ g = {Byn : (X¢/H) — (Xa/H)}gneq/n de G/ H sobre X /H,

donde para cada (¢H, H - [t,z]) € (G/H) x (Xq/H) se define

Beya(gH, H -[t,x]) = Byr (H - [t,2]) := H - 5y([t,z]) = H - [gt, z].

En efecto, primero considere (¢H, H - [t,x]) = (¢’H,H - [t',2']) € (G/H) x (Xg/H), de ello
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que ¢'¢g~' € H y existe h € H verificando

Bu([t,z]) =[t',2'], (27)

pero como H es distinguido, existe h e H tal que h = g 1hg. Aplicando 3, en (27) se llega

a [gt,l‘] ~H [g/t/,l‘/], por lo tanto ﬂG/H(g]_LH [t,l‘]) = 6G/H<9/H7H ’ [tlu‘r/])7 asi BG/H €s

una funcion. Por otro lado, si H - [h,x] € X¢/H y gH,tH € G/H, entonces

luego By =idx,, r; ademds

PBoirr(H - [h,x]) = H - Be([h, z])
= H-By(Be([h,x]))
= Bgu(H - Bi([h,]))
= Bor (B (H - [h, x]))

- (59HoﬁtH)(H’ [h,l‘]),

de ello que Byt = Bym 0 Bim, asi Bg /H €s una accion global. Para verificar la fidelidad de la
accion tome gH € G/H y H - [h,z] € X¢/H tales que Byr(H - [h,x]) = H - [h, x|, entonces
H-[gh,x] = H - ]h,z], por lo tanto existe m € H que satisface [mgh, x] = [h,z] y esto dltimo

implica que v, —1,,,,(2) = x, pero como « es fiel, entonces h~lmgh =1, de donde g € H;
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asi gH = H como se buscaba. Resta ver que g/ es continua, para ello se procederd de
forma andloga a la demostracion del Teorema 2.2.13, donde se construye una accion global
continua y fiel ®. Considere la funcién gy definida en el item (¢) de esta observacién y

percate que para cada (g, [t,x]) € G x X vale

(2rob)(g,[t,z]) = @ullgt,])
= H-[gt,z]
= Bg/u(gH, H-[t,z])
= Be/u(gu(g,lt,z]))

= B/ ogm)(g,[t,z]),

luego Gy o= Bq/m o gu- Ahora, dados (¢H, H - [t,z]) € (G/H) x (Xg/H)y AC Xg/H
un abierto no vacio tal que H - [gt,x] € A, por continuidad de las funciones ¢ y [ se
obtienen abiertos X1, X2 C X¢ y D C G verificando que [gt,z] € X1,(g,[t,2]) € D x
Xo,pu(X1) C Ay B(D x X2) C Xj. Si define C = g (D x X3), es posible probar de
forma analoga a lo establecido en el Teorema 2.2.13 que C' = (D) x ¢ (X2), donde qx
es la proyeccién candnica que asigna a cada t € GG su respectiva clase lateral tH € G/H.
Como g y ¢y son abiertas, entonces C' es abierto y (gH, H - [t,z]) € C. Finalmente note

que

Ba/a(C) = @u(B(D x X2)) C ¢u(X1) C A,
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por lo tanto S/ g7 es continua. De este modo se ha conseguido una accion continua y fiel de

G/H sobre X/ H.

El siguiente resultado extiende al contexto de acciones parciales el Teorema 2.2.13 y es uno

de los resultados principales de esta seccion

Teorema 3.3.6. Sea o = ({X,}4eq, {0 }gec) una accién parcial continua y fiel de un grupo
profinito G sobre un espacio profinito X. Si H <., entonces existe una accion parcial continua
yfiel ag g = ({(X/ ~u)gn}grec/m,{yn fgrea, i) del grupo profinito G/ H sobre el espacio

X/ ~u,y X/ ~g | ~G/u es homeomorfo a X/ ~¢.

Demostracion. Para construir una accién parcial continua y fiel de G/H sobre X/ ~p primero
considere la globalizacion 5 = {3, : X¢ — X }g4eq de oy recuerde que en el item (i) de la
Observacién 15 § induce una accion global continua y fiel Sg, 7, de G /H sobre X /H, donde
para cada (gH, H - [t,x]) € (G/H) x (Xg/H) se define B¢y (gH, H - [t,z]) == By (H - [t,7]) :=
H -[gt,x]. Ahora contemple el conjunto ¢(X/ ~p) C X /H, donde ¢ es la funcién continua,
inyectiva y abierta definida en el Lema 10. Note que S, 7 induce via restriccion una accion par-
cial continua y fiel O/G/H = ({Xgutgnea/m:{oymtgrea/n) de G/H sobre p(X/ ~p), donde
para cada gH € G/ H se establece Xy := p(X/ ~u) N Bym(p(X/ ~m)) y afpy = ﬁgH‘nglH'

Observe que ¢~ (X ) C X/ ~p para todo X, de ello se define para cada gH € G/H

QgH - (X/ NH)g_lH — (X/ NH)gH

H® v agr(H" -v) i= ™ (agy (p(H" -v))),



ESPACIOS PROFINITOS Y ACCIONES DE GRUPO 127

donde (X/ ~p) 1 := ¢~ 1(X,m). Se sigue por construccioén y por la buena definicién de ¢ y cada
By que gy es una funcién bien definida para todo g/ € G/ H. Se afirma que la coleccion de
subconjuntos {(X/ ~p)gm }greq/m junto con la familia de funciones {ayp}greq/p establecen
una accion parcial continua y fiel a, g, de GG/ H sobre X/ ~p; en efecto, pues si H'-v € (X/ ~py

)i por un lado se obtiene a g (HY - v) = o1 (a/y (p(HY-v))) = ¢~ H(p(H -v)) = HY -v, ademds
(X/ ~mn =0 (Xn) =9 (p(X/ ~n)) =X/ ~n,

luego ayy = idx/.,; por otro lado, dados gH,tH € G/H y H"-v € (X/ ~g)-1g N (X/ ~pu

)(gt)-1 H SE tiene que

agr(aen(H'v)) = agr(p™ (ajy(p(H" v))))
= ¢ gy (el (g (p(H"0))))
= ¢ Hagy(p(H"-v)))

= agr(H"-v),

en consecuencia o/ g := ({(X/ ~u)gn}tgrec o1t fgrea/m) €s una accion parcial de G/ H
sobre X/~ . La fidelidad de ag /g se hereda de o/G /> POT tanto resta ver que ag, g €s continua.
Sean (gH,H"-z) € (G/H)*(X/ ~pg)y AC X/ ~p un abierto tal que ag /gy (gH, H* - x) € A,
es decir, go_l(aqu(@(Hx 7)) € AC X/ ~p, deello que aj  (p(H” 7)) € p(A) C o(X/ ~p).
Como av ;7 es continua existen abiertos D C G/H y C' C o(X/ ~p) tales que (¢, p(H* - z)) €

DxC'y a’G/H(D*C) C p(A). Defina W := Dx (¢~ (C)) y note que ademds de ser I/ un abierto
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de (G/H)*(X/ ~p), también vale que (gH,H” - x) € W. El siguiente paso es demostrar que
ag/u(W) = go_l(o/GyH(D x (")), para esto tome H” -z € ag/y(W), en virtud de ello existe
(gH,H" -w) € W tal que H* - x = gp’l(a;H(ap(H“’ -w))) de donde se sigue inmediatamente que

(9H,p(H" -w)) € D*C, por lo tanto

oy gy (GH. (' -w)) = o,y (p(H" ) € aly (D #C),

luego H* - x = gpfl(a;H(go(Hw ‘w))) € gp’l(o/G/H(D «(')). Reciprocamente, dado un punto H” -
rep! (O/G/H(D x (")) sucede que p(H”-z) € O/G/H(D « ('), en consecuencia existe un elemento
(9H,p(H"-w)) € DxC tal que p(H" -x) = oy (p(H" -w)); aplicando ¢~ 1 ap(H" ) obtendrd
como resultado H* - x = go_l(a;H(go(Hw ‘w))) = agu(HY -w) € ag/p(W), por consiguiente

ag/a(W) = go_l(o/G/H(D *(')). En resumen se encontré un abierto W C (G/H) *(X/ ~p) de

modo que (gH,H" -z) € Wy ag/g(W) = go’l(o/G/H(D x ('), ademds percate que

o0l (D*C)) € o ((A) = 4;
en conclusion ag/y(W) = gp‘l(o/G/H(D *(C)) C Ay de esta manera ag/p es en efecto una
accion parcial continua y fiel de G/H sobre X/ ~p .
Sean G := (G/H),T := (X/ ~g) y ¢ : X — T la proyecci6én canénica. A partir de
ahora serdn tomadas como referencia las ideas aplicadas en el Teorema 2.2.13 para construir un
homeomorfismo entre 1"/ ~&y X/ ~q, donde “ ~ " representa la relacién de orbita generada

por la accién o gy sobre T.T / ~¢ es el espacio de 6rbitas asociado y ¢ la proyeccion canénica

que relaciona cada H* -2 = g () € T con su respectiva 6rbita valen(r)) € T/ ~¢ - Defina
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U T / ~&— X/ ~¢ de tal manera que el siguiente diagrama sea conmutativo

xX— .7
1
(X/ ~6) =5 (T/ ~¢)

es decir, si @z7(z) € T, para algin z € X, entonces U(pa(¢r (7)) = ¢a(r). Suponga ahora que

7,y € X tales que o a(¢pr (7)) = palpn(y)), esto es, existe gH € G que verifica la igualdad

v ) (p(pr(2))) = agr(en () = vu(y),

o de manera equivalente H - [g,x] = o/gH(H -[1,z]) = H - [1,y], de ello que exista h € H que
satisface [hg, x| = [1,y] y esta dltima igualdad se traduce en que o,4(x) =y, es decir, x ~¢ y, de
donde se concluye que pi(z) = ¢ (y) y con esto W define una funcién, que entre otras cosas, si
observa el anterior diagrama y recuerda que las funciones ¢, oG y ¢4 son continuas y abiertas, se
percibird al instante que W es sobreyectiva y continua; de hecho, si W C T [~ G €s abierto, entonces
U:= goﬁl(goél(W)) es un abierto de X que verifica W = ¢ (¢ (U)), de ello que (W) =
U(pa(er(U))) = 0a(U), en consecuencia W es una funcién abierta. Para finalizar tome z,y € X
tales que v () = ¢ (y), es decir, existe g € G* que satisface la igualdad a4 (x) = y, lo que indica

que (g,x)R(1,y), donde “R” es la relacién definida en (21), por tanto [g,z] = [1,y], de ello se da
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laigualdad H - [g,x] = H - [1,y], ademds

1

Aplicando ¢~ en la anterior igualdad se concluye que oyr(¢r (%)) = ¢H(y), en consecuencia

valer (7)) = ¢a(pr(y)) y con esto W es una biyeccién continua y abierta, por consiguiente

T/ ~é Y X/ ~@ son homeomorfos como se buscaba.

La siguiente observacion servird de apoyo para demostrar el Teorema 3.3.7.

Observacién 16. Sean G un grupo topolégico y o = ({ Xy }geq, {0 }ge) una accién parcial de

G sobre un espacio topoldgico X, entonces:

i) Suponga que « es continua y fiel. Si H < (G, entonces la restriccién de « a H hereda la

continuidad y fidelidad de «.

i1) Andlogamente al item i) de la Observacion 10, si H; y Ha son subgrupos de G tales que

Hy < Hy, se define la funcioén g, g, : X/ ~pg,— X/ ~p, de manera que

$H{,Hy CPH = YHy,
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i)

iv)

donde ¢, y ¢m, son, respectivamente, las proyecciones de X a los espacios X/ ~p, y
X/ ~p, . Se sigue de la Proposicién 1.1.56 que ¢p, g, es continua. Por otro lado, si Hy
es igual a Ho, entonces ¢p, f, = idX/NHl. Cuando H; es trivial se obtiene o, g, = ©H,;
mas aun, dado un subgrupo Hy de G que satisface Hy C Hy C Hs, percate que para cada

ou,(x) € X/ ~p, se verifica

Oy Hy (PHoH (91, (7)) = ©my H,(0H, (T))
= SOHz(:B)

= OHyH, (PH,(T)),

por lo tanto

¥YHy,Hy = YPHyi,Hy ©PHy,H; - (28)

Considere el conjunto

I''={(N,s): Nd.Gys:X/~g— X/~ esunaseccién continua de ¢ ¢ }.

Si define sobre I la relacién “ < ” establecida en (10), percate que una adecuada adaptacién
del argumento planteado en el numeral 7v), de la Observacién 10 permite deducir que (f, <)

es un conjunto parcialmente ordenado.

Dado N <G defina G := G/Ny T:= X/ ~n. Suponga ademds que « es continua y que

la funcién ¢ : T [ ~a— T es una seccién continua de la proyeccién e T — T/ ~é
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, donde el espacio T / ~¢ es generado por la accién a construida en el Teorema 3.3.6.
Adicionalmente tenga en cuenta el homeomorfismo W : T/ ~&— X/ ~q construido en

dicho teorema, que asigna a cada ¢ (¢n (7)) € T/ ~ ¢ su respectivo elemento

V(palpn(z))) = pc(r). (29)

La funcién 3 :=toW~! es continua por construccién. Se afirma que 3 es una seccién de ¢ NG

(

pues, para cualquier pg(z) € X/ ~¢ note primero que t o U~ (pg(z)) Do walon(T)).

Defina ahora para 1 € X

topalen()) = pn(1), (30

luego = (pn (7)) = pa(en(21)). Como W estd bien definida, entonces

pa(r) = pa(r1). 31)

Todo lo anterior permite afirmar que

_ (39 (€29
(pn.coB)(pa(x)) = ona(to T pa(x)) = enalen(1)) = va(r1) = va(@),
de modo que /3 es una seccién continua de ¢y G-

Teorema 3.3.7. Dados un grupo profinito Gy una accion parcial o = ({Xg}seq, {ag}gec), de
G sobre un espacio profinito X de manera que « es continua, fiel y G« X es clopen, entonces

oG : X — X/ ~¢ admite por lo menos una seccién continua.
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Demostracion. Para demostrar la existencia de una seccidén continua para ¢ se procederd de
forma andloga a la prueba del Teorema 2.2.14, para ello considere el conjunto ordenado (f, <)
definido en el numeral i7i) de la Observacién 16 y tome un subconjunto totalmente ordenado de
[, por ejemplo A = {(T},s;) : i € I}. Se construird una cota superior para A por medio de un
limite inverso, en ese sentido, el apartado ii) de la Observacién 16 garantiza que la coleccién
de espacios topolégicos { X/ ~7.: (T},s;) € A} acompaifiado de la familia de funciones continuas
{or1, : (Thy i), (Ty,85) € Ay (T}, 55) < (T3, i) } conforman un sistema inverso que serd denotado
por W. Sea {EIX/ ~r, el limite inverso de Wy {m; : {EIX/ ~1,— X/ ~T1, }(1;,5;)e.A €l conjunto
de proyecciones. Defina el cerrado 7" := ‘QITi y note que {anX / ~, es homeomorfo a X/ ~7 ya
i
que si considera la coleccién {7, : X — X/ NTi}(Ti, s;)eA, automaticamente ella es compatible
con WV, entonces, por la Propiedad Universal del Limite Inverso existe una tnica funcién continua
qg: X — @X/ ~7. de modo que ; 0§ = 7, para cada (7}, s;) € A; mds atn, se sigue de la
Proposicion 1.3.18 que (X)) es denso en 1(1’inX / ~,. Por otro lado el subgrupo 7"y el espacio
X/ ~p son profinitos debido a la Proposicion 2.1.14 y el Teorema 2.2.6, respectivamente. Del
mismo modo ocurre con cada T; y X/ ~7,, en consecuencia l}lnX / ~, es Hausdorff. Observe

que ¢(X) es cerrado en H£1X / ~, luego ¢(X) = h’;nX / ~,, es decir, g es sobreyectiva. Por otra

parte note que ¢ induce la funcién continua, sobreyectiva y cerrada

q: X/ ~p — limX/ ~p,
<_

o1 (@) — qlpr(x)) = d(2).
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Ahora, si pp(z1),pr(x2) € X/ ~71 tales que §(x1) = §(x2), observe que para cada (T;,s;) € A
vale la igualdad o7, (21) = @7, (22), luego, para todo par (7j,s;), (1},s;) € A, existen t; € T, " y
tj € Tfl que satisfacen oy, (z1) = x2 = au (1) y debido a la fidelidad de « se obtiene que ¢; = ¢,

en conclusion, el conjunto
{ti:t; € T y ay; (1) = wo, paraalgin (T3, s;) € A},

contiene un dnico elemento, esto es, existe t € G de manera que t = t;, para cada (7;,s;) € A, de
ello que t € T y ay(21) = a9, por lo tanto pr(z1) = @7 (x2) y asi ¢ es inyectiva, en suma un
homeomorfismo como se queria probar.

Con el objetivo de construir una funcién continua r : X/ ~g— X/ ~p de modo que
(T,r) €T, considere la familia S := {s; : X/ ~g— X/ ~T; }(T;,s;)eA- Recuerde que para cada
par (T3, s;), (T},s;) € A tales que (T3, ;) < (T},s;), entonces s; = o, T; © 55, €n consecuencia S
es compatible con W, mds adn, para todo (7;,s;) € A, s; es por definicion una seccion continua
de o1, i, €8 decir,

01,608 =idx/my, (32)

Aplicando nuevamente la Propiedad Universal del Limite Inverso se obtiene una tnica funcién

continua s : X/ ~g—> 1(21)(/ ~1, que satisface para cada (73,s;) € A la igualdad 7; 0 5 = s;.

1

Por definicion, la funcién r := ¢~ o s es continua. Para demostrar que p7 g or = idx . tome

~
A

va(z) € X/ ~¢gydefinar(pg(z)) = @r(2), paraalgin & € X, es decir, ¢~ os(pa(x)) = o7(2),

luego

s(pa(@)) = q(er(2)) = 4(2), (33)



ESPACIOS PROFINITOS Y ACCIONES DE GRUPO

por lo tanto, si (73, s;) € A, entonces

silea (@) = mos(pa(@) 2 m0d(d) = on (@).

Aplicando ¢, ¢ en (34) se concluye

ec(@) 2 or,go(silpa() E

Se sigue de lo anterior que

(praor)(ea@) = (prao(@ ' os))(pa(@))
= erald (spa(x))))

era(d (d(er(2))))

= ereler(t))

= pa()

va(T),

) “ .
PT;,G CPT; (2) = pq(2).

135

(34)

(35)

de manera que 7 g or =idx/.,, por consiguiente 7 es una seccién continua de ¢ ¢ y con ello

(T,r) € . Note que si (T}, s;) € A, entonces

or1(r(ea(®) = erm(er(®) = on (@) 2 sipa(@)),
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luego (73,s;) < (71',r) y en consecuencia A es acotado superiormente. Del Lema de Zorn se sigue
que I" admite elemento maximal, digamos (M, g) € T'. Para concluir la prueba se verificarda que
M = {1} via el Lema 7. Suponga que N es un subgrupo abierto de M tal que N <G. Recuerde
que M es profinito por ser cerrado en GG, luego, la Proposicion 1.2.7 asegura que N es cerrado
en My M/N es finito; de hecho M /N es profinito. Como la restriccién de o a M es continua
y fiel, entonces del Teorema 3.3.6 se obtiene que M /N actda de manera continua y fiel sobre el
espacio profinito X/ ~y y ¥ : (X/ ~n)/ ~pr/y—> X/ ~pm es un homeomorfismo; mds aun,
como M /N es profinito y finito se obtiene del Teorema 3.3.5 una seccién continua ¢ : (X/ ~py
)/ ~m/N—> X/ ~n de la proyeccién ¢pr/ny : X/ ~n—> (X/ ~N)/ ~pr/n- Por otro lado,
gracias a lo establecido en el apartado 7v) de la Observacién 16, la funcién ¢ o W1 es una seccién

continua de ¢ s, ademds, 3 :=to ¥~1oges continua y satisface la equivalencia

(28) _ _ .
enGoB = (praopn)o(toW  og) =prgo(pnpmotoV og=pyaog=idy/m,,

en consecuencia (3 es una seccion continua de ¢y ¢, luego (IV,3) € I~“; adicionalmente observe
que ¢y a0 S = g, de manera que (M, g) < (N, 3), pero esto contradice la maximalidad de (M, g),
por lo tanto M no contiene subgrupos abiertos que sean distinguidos en GG. Aplicando el Lema 7
se concluye que M = {1}, deello X/ ~y= Xy g: X/ ~5g— X es una seccién continua de la

funcion @1y ¢ = ¢ como se queria probar. [

Ejemplo 3.3.8. Sean G un grupo discreto, el producto X = {0,1}¢ y Q; = {z € X : 2(1g) = 1}.

Se sabe de antemano que la accién parcial de Bernoulli 5 de GG sobre €21 es continua y G * ()
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es cerrado. Sea g € G tal que 5(g, (zn)neq) = (Th)neq, para todo (z1,)neq € €21, entonces, para
cada h € G,z = Ty-1p, pero esto solo es posible si g = 1 pues, si ¢ # 1y (xp)heq € 1 tal
que =1y z, 1), = 0, entonces 3(g, (Tn)nec) # (Tn)nea- Se deduce del anterior andlisis que
/3 es una accién parcial fiel. Ademds, si (g, (zp)req) € G * 1, defina W = {g} x D1, donde
Dy ={(wp)hec : 711 =1=1z,-1}. Se sigue que W es abierto y (g, (v)nec) € W C G'* €2y, de

modo que G () es abierto. Por el Teorema 3.3.7 ¢); admite seccién continua.

Martinez, Pinedo y Villamizar en (Martinez et al., 2021) desarrollan algunos resultados adi-
cionales que no estdn presentes en esta disertacion, relacionados con acciones parciales de grupos

profinitos, asi como una demostracion alternativa del Teorema 3.3.7
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4. Grupos profinitos y Teoria de Galois

En este ultimo capitulo se pretende por un lado recopilar los conceptos que rodean la Teoria
de Galois y por otro lado presentar la estrecha relacion que existe entre grupos de Galois y grupos
profinitos. Todos los detalles que escapan a este capitulo pueden ser consultados en diferentes
libros que aborden el tema, sin embargo, para comodidad del lector, se sugiere examinar las obras
de (Lang, 2002), (Morandi, 1996), (Ribes and Zalesskii, 2000) y (Zaldivar, 1996).
4.1. Preliminares

Dadon un anillo con uno R recuerde que €l es llamado un dominio si no tiene divisores de
cero, es decir, si a,b € R tales que ab = 0, entonces a =0 0 b= 0. Un elemento ¢ € R es llamado
unidad si tiene inverso multiplicativo en R. En los dominios es posible extender el concepto de
divisibilidad establecido en el conjunto Z de los niimeros enteros. Suponga que R es dominio.
¢ € R serd llamado irreducible si no es unidad y no tiene divisores propios, esto es, si b € R divide
a c, entonces b es una unidad o c divide a b. Adicional a lo anterior, es pertinente recordar que el
anillo de polinomios con coeficientes en un anillo R en la variable X suele denotarse por R[X]
y si @ € R, el simbolo R|«] denotard al anillo cuyos elementos son de la forma f(«), para cada
f(X) € R[X].
Definicion 4.1.1. (Morandi, 1996, p, 2) Sean L y F’ cuerpos. Se dice que F’ es una extension de L

si L C F. En este caso se escribird F'/ L para representar a la extensién I de L.

Dada una extensién F'/L de un cuerpo L, si K es otro cuerpo de manera que L C K C F,

entonces K es llamado un cuerpo intermedio de F'/L; ademds, recuerde que F' puede ser visto
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como un espacio vectorial sobre L o sobre K, al igual que K serd un espacio vectorial sobre L. El
grado de la extensién F'/L se define como la dimensién del L—espacio vectorial F'y se denotard

por [F': L]. Se dird que la extension F'/ L es finita si [F' : L] es finito.

Ejemplo 4.1.2. El cuerpo de los niimeros reales R es un cuerpo intermedio de la extensiéon C/Q,

ademds C/R es finita mientras R /Q es infinita.

Proposicion 4.1.3. (Lang, 2002, p. 224) Si F'/L es una extensién de cuerpos y K es un cuerpo

intermedio de F'/L, entonces [F: L] = [F: K|[K : L].

Corolario 4.1.4. (Lang, 2002, p. 225) Considere una extensién F'/L y un cuerpo intermedio de

ella, por ejemplo K, entonces F'/L es finita si y solo si /K y K/L lo son.

Definicion 4.1.5. (Morandi, 1996, p. 4) Sean F'/L una extension de cuerpos y A C F. Se define
el subcuerpo generado por F'y A como el subcuerpo mds pequeiio de F' que contiene tanto a L
como a A, es decir, la interseccion de todos los subcuerpos de F' que contienen a L. 'y A; el cual es
denotado por L(A). Si A ={aj,az,---,a,}, entonces se escribird L(ay,az,---, ) en lugar de

L(A). Observe ademds que L(A) es un cuerpo intermedio de F'/ L.

Para F/L y aj,as,--,a, € F, una descripcién conocida (ver (Morandi, 1996, p. 5) o

(Lang, 2002, p. 226)) del subcuerpo L(a1, a9, -+, ay,) viene dada por el conjunto

{f(oq,n- ,Qn)

:f(Xla'“ 7Xn>7g<X17"' 7Xn) € L[X17X27"' 7XTL] yg<0417"' 7@11) 7&0}7
g(ala'” 7an>

en particular, L(«) = {M f(X),9(X) € LX)y g(a) # O} , para cualquier o € F.

g(a

~—|



ESPACIOS PROFINITOS Y ACCIONES DE GRUPO 140

Ejemplo 4.1.6. Q(v2) = {a+bv2:a,b€ Q} y R(i) = C, donde i es la unidad imaginaria.

Definicion 4.1.7. (Lezama, 2021a, p. 40) Considere una extensiéon F/L y a € F. La extension

L(«)/L es llamada extension simple de L.
Ejemplo 4.1.8.

i) C es una extension simple de R pues C = R(7).

i) Q(v/2,/3) es extension simple de Q ya que Q(v/2,v/3) = Q(v2+/3).

Definicion 4.1.9. (Morandi, 1996, p. 6) Dada una extensién F'/ L se dice que « € I’ es algebraico
sobre I’ si existe f(X) € L[X] no nulo de manera que f(«) = 0. Si « no es algebraico se referird
a él como un elemento trascendente sobre F. Se dird que F'/L es una extension algebraica en el

caso donde todo elemento de [ es algebraico sobre L.

Los elementos algebraicos de una extension F'/ L permiten expresar de manera sencilla el
subcuerpo descrito en la Definicion 4.1.5, para ello tome « € F' algebraico sobre L y considere la
coleccién I de todos los polinomios f(X) € L[X] que son anulados por « y note que este conjunto
es un ideal del dominio de ideales principales L[X], es decir, existe un tnico f,(X) € L[X] tal
que I = (fo(X)). El polinomio f,(X) puede suponerse ménico y es conocido como el polinomio
minimal de «. El siguiente lema proporciona algunas propiedades elementales de los polinomios
minimales, (Lezama, 2021a, p. 40) y (Morandi, 1996, p, 7) ofrecen de manera independiente una

demostracion del lema sefalado.

Lema 11. Las siguientes propiedades son satisfechas para una extension F'/ L, un elemento « € F’

algebraico sobre L y el polinomio minimal f,(X) :
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i) fa(X) eseltnico polinomio en (f, (X)) que es irreducible y tiene grado minimo en (f (X)).
i1) Si h(X) € L[X], entonces h(a) =0 siy solo si fo(X) divide a h(X).

iii) L(a) ={f(«): f(X) € L[X]},L()/L es una extension finita y una base de L(«) sobre L

es {1,a,a?,---,a" 1}, donde n es el grado de f,(X).
Ejemplo 4.1.10.
a) El polinomio minimal de la unidad imaginaria i sobre R es X2 4 1.
b) Para cada nimero primo p, el polinomio minimal de /p es X" —p € Q[X].
¢) El polinomio minimal de V1+V3es X4—2X —2¢ Q[X].
Proposicion 4.1.11. (Morandi, 1996, p. 10) Sea F'/ L una extension.
i) Si F'/L es finita, entonces es algebraica.

i1) Dado K un cuerpo intermedio de F'/ L, entonces F'/ L es algebraicasiy solosi F/Ky K/L

son algebraicas.

No toda extension algebraica es finita, por ejemplo, en (Morandi, 1996, p. 10) se afirma
que el cuerpo A de todos los nimeros complejos que son algebraicos sobre (Q es una extension

algebraica de Q con grado infinito.

Ejemplo 4.1.12. Considere el conjunto X = {/p : p es primo }. En (Dellerlin, 2018, p. 20) se

establece que la extension Q(X)/Q es algebraica y tiene grado infinito.
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Definicion 4.1.13. (Lang, 2002, p. 231) Un cuerpo F' es llamado algebraicamente cerrado si para

cada f(X) € F[X] no constante, existe « € F tal que f(«) = 0.

Ejemplo 4.1.14. El cuerpo de nimeros complejos C es algebraicamente cerrado, mientras que R

y Q no lo son.

Definicion 4.1.15. (Morandi, 1996, p. 31) La clausura algebraica de un cuerpo L se define como

una extensién L de L que es algebraica y algebraicamente cerrada.

La clausura algebraica de un cuerpo L es aquella extension donde se encuentran todas las

raices de todos los polinomios con coeficientes de L.
Proposicion 4.1.16. (Morandi, 1996, p. 32) Todo cuerpo tiene clausura algebraica.

Definicion 4.1.17. (Morandi, 1996, p. 28) Si F'/L es una extensién y .S una familia de polinomios
no constantes sobre L, entonces F' es llamado cuerpo de descomposicion de S sobre L, si todo
polinomio de S tiene todas su raices en F'y F' = L(X), donde X es el conjunto de todas las raices

de todos los polinomios en S.
Ejemplo 4.1.18.

i) El cuerpo de descomposicién del polinomio f(X) = X2 +1 € R[X] es C. Si considera a

f(X) con coeficientes sobre Q, entonces Q(i) es el cuerpo de descomposicién para f(X).

ii) Sea F = {X?—p:pesprimo} C Q[X], entonces Q(X) es cuerpo de descomposicién de F,

donde X = {,/p: p es primo}.
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iii) Si f(X) = X*—8X2+15 € Q[X], entonces Q(1/3,v/5) es el cuerpo de descomposicién

asociado a f(X).
Ahora se definen las extensiones normales.

Definicion 4.1.19. (Morandi, 1996, p. 35) Se dice que una extension algebraica F'/L es normal
sobre L, si F' es el cuerpo de descomposicion de alguna familia de polinomios no constantes con

coeficientes en L.

Con respecto a la definicion anterior cabe resaltar que en (Lezama, 2021a, p. 70), se define
el concepto de extensién normal como aquella extension algebraica F'/ L, tal que todo irreducible
p(X) € L[X], que tiene almenos una raiz en F, cuenta con todas sus raices en F, no obstante, en
(Morandi, 1996, p. 36), se demuestra que la Definicién 4.1.19 es equivalente a la definicién de

extension normal dada en (Lezama, 2021a, p. 70).
Proposicion 4.1.20. (Lezama, 2021a, p. 71-72) Sea F'/ L una extension, entonces:
i) L/L es una extensién normal.
i1) Si F'/L es normal y K es un cuerpo intermedio de F'/L, entonces F'/ K es normal.

Dados una extension normal F'//L y K un cuerpo intermedio de F'/ L, note que no siempre
la extensién K /L es normal pues si considera el polinomio X3 —2 € Q[X], entonces su cuerpo
de descomposicién es Q(+/2,«), donde a = _1+T\/§’i, por lo tanto Q(3/2, ) /Q es normal, ademds

QC Q(\g/ﬁ) C Q(\‘O’/ﬁ,a), pero Q(\?’/i)/(@ no es normal pues si supone lo contrario, como /2 es
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raiz del irreducible p(X ) = X3 — 2, entonces todas la raices de p(X ) necesariamente deberian estar

en Q(+/2)/Q, sin embargo, o € Q(+/2), por lo tanto Q(+/2)/Q no puede ser normal.

Ejemplo 4.1.21. Existe almenos una extensién F'/L, junto con un cuerpo intermedio K de F'/L,

tal que F'//K y K/L son normales, pero /L no lo es, pues Q(v/2)/Q y Q(v/2)/Q(v/2) son
normales, pero Q(+v/2)/Q no es normal, pues el polinomio minimal de v/2 es f(X) = X* -2, 0
equivalentemente, f(X) = (X2 +/2)(X — v/2)(X + v/2), sin embargo, las raices v/ —V2, de
f(X) no pertenecen a Q(+v/2), por lo tanto Q(v/2) no es cuerpo de descomposicién de ningin

polinomio con coeficientes en Q.

Sean L un cuerpo y f(X) € L[X] no constante, entonces existen ay,az, - ,ay, € L tales
que f(X)=(X—a1)™ (X —a1)™---(X —ay)™". los exponentes m; son conocidos como la
multiplicidad de «;, y se dice que «; es raiz miltiple de f(X) si m; > 1. Cuando m; = 1 la raiz

«; es llamada raiz simple.
Definicion 4.1.22. (Lezama, 2021a, p. 77) Dado un cuerpo L se dice que:

i) Un polinomio irreducible f(X) € L[X] es separable si todas sus raices son simples en L.
it) g(X) € L[X] es separable si todos sus factores irreducibles en L[X| son separables.

i7i) Si F' es una extension de L, un elemento o € F' algebraico sobre L es llamado separable si

su polinomio minimal es separable en L.
iv) Una extension algebraica F'/ L es separable si cada « € F' es separable sobre L.

v) L es llamado cuerpo perfecto si cada extension algebraica F'/ L es separable.
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Ejemplo 4.1.23. El polinomio X2 — 2 € Q[X] es irreducible en Q[X] y sus dos raices son v/2,

—1/2. La extensién Q(v/2)/Q es separable.

Para comodidad del lector se recuerda que la caracteristica de un anillo L se define como
el menor entero positivo n tal que n- 1 = 0. En el caso de los cuerpos la caracteristica serd 0 o un

ndmero primo p.
Proposicion 4.1.24. (Lezama, 2021a, p. 78) Sea L un cuerpo.
i) Si la caracteristica de L es cero, entonces L es perfecto.
i1) Todo cuerpo finito es perfecto.
iii) Si L es algebraicamente cerrado, entonces L es perfecto. En particular L es perfecto.

iv) Dada una extensién F'/L y K un cuerpo intermedio, si F'/L es separable, entonces F'/K 'y

K /L son separables.

4.2. Teorema Fundamental de la Teoria de Galois
Definicion 4.2.1. (Lang, 2002, p. 262) Una extensién F'/L es llamada extension de Galois si es

normal y separable.
Ejemplo 4.2.2.
i) Dado un cuerpo L y « algebraico sobre L, la extensién L(«)/L es finita, normal y separable.

ii) La extensién Q/Q es infinita y de Galois.
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i77) Si p es un nimero primo y F), el cuerpo finito con p elementos, entonces F),/F), es una

extension de Galois.

A continuacién se establece un resultado que serd de gran utilidad cuando se analicen las

extensiones de Galois con grado infinito.

Proposicion 4.2.3. (Morandi, 1996, p. 42) Las siguientes afirmaciones son equivalentes para una

extension algebraica F'/L :

i) F'/L es una extensién de Galois.

i1) F es el cuerpo de descomposicion de alguna familia de polinomios separables sobre L.

Sea F' un cuerpo. Antes de definir el concepto de subcuerpo fijo se recuerda al lector que
la coleccion de todos los automorfismos de F' determinan un grupo con la composicion usual de

funciones, el cual se denota con el simbolo Aut(F).

Definicion 4.2.4. (Lang, 2002, p. 261) Sean F'/L una extensiéon y H C Aut(K) un subgrupo. El

subcuerpo F'H :={a € F: 0(a) = a,Yo € H} C F es llamado el subcuerpo fijo de H.

Para enunciar el Teorema Fundamental de la Teoria de Galois se define primero los grupos

de Galois.

Definicion 4.2.5. (Zaldivar, 1996, p. 105) Sea F'/ L una extensién de Galois. El grupo

Gal(F/L) :={¢ € Aut(F) : p(x) =x,Vr € L},

se conoce como el Grupo de Galois de la extension F'/ L.
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Ejemplo 4.2.6. El polinomio minimal de /2 + v/3 sobre Q es X* — 10X? + 1, luego, el grado de
Q(v2++/3)/Q es cuatro y ademds es una extension de Galois. El grupo Gal(Q(v/2++/3)/Q)

estd conformado, ademads de la identidad, por tres automorfismos o1, 02,03, los cuales son:

01(V2) =v2,01(V3) = —V/3,
(/) = —v/2.05(,/3) = V3,
03(V2) = —V/2,05(v/3) = —V/3.

El siguiente resultado se conoce en la literatura como el Teorema Fundamental de la Teoria
de Galois. En (Lang, 2002, Chapter V1), (Lezama, 2021a, p. 87) o (Morandi, 1996, p. 51), asi como

en (Zaldivar, 1996, p. 106), se encuentran, segtiin cada autor, demostraciones para dicho resultado.

Teorema 4.2.7. Suponga que F'/L es una extension de Galois finita y G = Gal(F /L), entonces
existe una correspondencia biyectiva entre los cuerpos intermedios de F'/ L y los subgrupos de G,

que revierte inclusiones y ademads valen las siguientes afirmaciones:
i) |G|=1[F:L].
ii) A cada subgrupo H de G le corresponde el cuerpo intermedio F* y Gal(F/FH) = H.
i41) Cada cuerpo intermedio K de F/L le es asignado el subgrupo Gal(F/K)y FEUF/K) = .

iv) Si K es un cuerpo intermedio de F'/ L, entonces K /L es normal si y solo si Gal(F/K) <G,

en este caso Gal(K /L) es isomorfo al cociente G/Gal(F/K).

v) Si H <G, entonces F'Y /I es normal.
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4.3. Grupos de Galois en dimension infinita
El Teorema Fundamental de la teoria de Galois, enunciado en la seccion anterior, es valido
unicamente para extensiones de Galois cuyo grado es finito. Con el objetivo de mostrar un ejemplo

donde falla dicho Teorema se define el automorfismo de Frobenius.

Definicion 4.3.1. (Morandi, 1996, p. 66) Sea K un cuerpo de caracteristica p # 0. La funcién

p: K=K

x— 2P,

es conocida como endomorfismo de Frobenius sobre K.

Dado un cuerpo K de caracteristica p # 0, el endomorfismo de Frobenius sobre K siempre
es inyectivo dado que es un homomorfismo entre cuerpos. Adicionalmente, debido a la inyectividad

del siguiente homomorfismo de cuerpos

X:Z/pZ.— K

n—s T+14- 41,
~—_—

n—uveces

se deduce que todo cuerpo de caracteristica p # 0, contiene un subcuerpo W, isomorfo a Z/pZ, de
manera que para todo x € W, vale la ecuacién P = x, luego, los puntos fijos de ¢ son todos los

puntos en W.



ESPACIOS PROFINITOS Y ACCIONES DE GRUPO 149

Lema 12. Un cuerpo de caracteristica p # 0 es perfecto si y solo si el endomorfismo de Frobenius

 es sobreyectivo.

Proposicion 4.3.2. (Morandi, 1996, p. 67) Sea p un ndmero primo. Si F}, es el cuerpo finito con p
elementos, entonces para cualquier n € N, existe un tinico subcuerpo de ?p con p" elementos; mas
aun, si K, L son dos subcuerpos de ?p con orden p y p" respectivamente, entonces K C L siy

solo si m divide a n.

El siguiente ejemplo es tomado de (Gallegos, 2017, p. 9), y muestra que en el contexto de

extensiones con grado infinito, el Teorema Fundamental de la Teoria de Galois falla.

Ejemplo 4.3.3. Sean p un nimero primo, I}, el cuerpo con p elementos cuya caracteristicaes p y Fp
su clausura algebraica. fp/ F, es normal y por ser [, perfecto, también es separable. Considere el
automorfismo de Frobenius ¢ € Gal(F,/F},) y el subgrupo (). Para cadan € N defina E,, como el
subcuerpo de Fp con cardinalidad p2n. Como 2" divide a 2" se obtiene la cadena de subcuerpos
E1CFEy,CE3C---.Sea = UNEn, entonces £ C F}, pues E no contiene un subcuerpo de
ne
orden p° pero F), si. Como F},/ F}, es de Galois, entonces F},/ E también es Galois y Gal(F,/E) es
no trivial. Dado o € Gal(F),/E) diferente de la identidad, si existiera m € N tal que o(a) = a?”,
paracadaa € Fp, entonces todo elemento de F es raiz del polinomio X ' y esto contradice el
Teorema Fundamental del Algebra, por lo tanto Gal(F,/E) € (), asf () es un subgrupo propio.
El cuerpo intermedio F, le corresponde tanto a () como a Gal(F,/F,), pero esto contradice la

correspondencia uno a uno entre subgrupos de Gal(Fp/ F,) y cuerpos intermedios de Fp/ F, porlo

tanto F),/ F}, necesariamente es infinita.
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Segin mencionan Ribes y Zalesskii en (Ribes and Zalesskii, 2000, p. 72), Wolfrang Krull
aborda el problema de extender el Teorema Fundamental de la Teoria de Galois para extensiones
de Galois arbitrarias y en el afio 1928 construye una topologia que es conocida en la literatura
como la Topologia de Krull. A continuacion se recuerda la construccién de dicha topologia.

Sean F'/L una extensién de Galois infinita, G = Gal(F/L) su grupo de Galois asociado y
considere

F={LC K CF:K/L es extension de Galois finita}. (36)

Observe que F # () pues si a1, a9y, € F, entonces se considera el cuerpo de descomposicién
E de todos los polinomios minimales de los «;;. Como cada «; es separable sobre L, entonces F
es el cuerpo de descomposiciéon de un conjunto de polinomios separables sobre L y de acuerdo a
la Proposicion 4.2.3 la extension £/ L es de Galois. La finitud de £/ L se sigue de la construccion

de E, luego F € F. Adicional a la construccién de F se establecen las siguientes afirmaciones:

1) Si E € F, por el Teorema Fundamenta de la Teoria de Galois Gal(F/E)<Gal(F/L)y

Gal(E/L) = Gal(F/L)/Gal(F/E).

2) Si F1,Fy € F,entonces Gal(F/F1)NGal(F/Fy) = Gal(F/F1 Fs), donde F} F; es el cuerpo

mds pequeio que contiene a f7 y F» (Morandi, 1996, p. 156).

3) N Gal(F/K) = {idr} (Morandi, 1996, p. 156).
KeF

Defina N = {Gal(F/K) : K € F}, luego, N # 0y 0 ¢ N. Se sigue del item 2) que NV es

una base de filtro y por la Proposicion 1.2.9 existe una tnica topologia 7 de manera que G es un
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grupo topolégico y N es una base de vecindades para la identidad.

Definicion 4.3.4. (Morandi, 1996, p. 157) Si F'//L es una extensién de Galois, la topologia de

Krull sobre Gal(F/L) es aquella que tiene como base la coleccion {ocN : N e N'y o € Gal(F/L)},

es decir, un subconjunto X de Gal(F/L) es abierto si X = o si X = Jo;}V;, para algin
i

o; EGal(F/L)yNi eN.

El siguiente teorema generaliza de cierto modo el Teorema Fundamental de la Teoria de
Galois, ya que considera extensiones de Galois arbitrarias, ademads, en el caso de extensiones con
grado finito se retoma la version “clasica” del Teorema Fundamental de la Teoria de Galois. Una

prueba de tal resultado aparece en (Morandi, 1996, p. 159) y (Ribes and Zalesskii, 2000, p. 70).

Teorema 4.3.5. Sea K /F una extension de Galois y G = Gal(K/F) su grupo de Galois dotado
con la topologia de Krull. Denote por F(K/F) y S(G) el conjunto de cuerpos intermedios de K/ F
y la coleccion de subgrupos cerrados de GG, respectivamente; entonces existe una biyeccion entre
F(K/F)yS(G),ademds, L € F(K/F) es una extensiéon normal de ' siy solo si Gal(K/L)<G

yGal(L/F) = G/Gal(K/L).

Observacién 17. Con respecto al Ejemplo 4.3.3 note que () C Gal(F},/F,) no es cerrado pues en

caso contrario contradice el Teorema fundamental de la teoria de Galois para extensiones infinitas.

La topologia de Krull ademds de extender el cldsico Teorema Fundamental de la Teoria de
Galois también torna cada grupo de Galois en un grupo profinito. En seguida se construird a partir

de un grupo de Galois un sistema inverso cuyo limite es precisamente el grupo de Galois dado.
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Dada una extension de Galois K/ F (finita o infinita) considere: G = Gal(K/F') dotado
con la topologia de Krull, la coleccién F construida en (36) y N’ = {Gal(K/L) : L € F}. Note
por un lado que Gal(K /L) <G, para cada L € F; por otro lado defina sobre A/ el orden inclusién
inversa: N <1 M siysolosi M C N.

La relacién < torna a A en conjunto dirigido: si L1, Ly € F, entonces Gal(K/L1Ls) € N,
y Gal(K/L1) =1 Gal(K/L1Lg),Gal(K/Ly) =1 Gal(K /Ly L), donde L; Ly denota el subcuerpo
mas pequefio de K que contiene tanto a L1 como a Lo. Ahora, si N <1 M € N, observe que la

proyeccién natural

N G/M — G/N

oM+ oN,

es un homomorfismo entre grupos finitos. Si se dota a cada G/ N con la topologia discreta, entonces
la familia {G/N; p%f }N=<,Men s un sistema inverso de grupos topoldgicos finitos y discretos.
Observe que para cada L € F, debido al isomorfismo entre G/Gal(K/L)y Gal(L/F') se

tiene la proyeccidn continua

py G — G/Gal(K/L)

o+ U’KGal(K/L);

(K/L)

donde o k) indica la restriccion de o al subcuerpo K Gal de K; adicional a esto, si

K Gal(
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N =<1 M € N, entonces py :p% opar, pues para todo o € G vale

p opa(o) = pi (pa(0))
= p]]\\/fl(U}KJVI)
= 0|gn

= pn(0),

luego {pn} nven es una familia de funciones continuas compatible con {G/N;pN '} y<, aren; de
hecho, el limite inverso del sistema es G junto con la familia de proyecciones {py}neas, por
lo tanto GG es un grupo profintio. Esta dltima afirmacién se concluye del siguiente teorema, cuya
prueba puede ser consultada en (Morandi, 1996, p. 157), (Ribes and Zalesskii, 2000, p. 68) o

(Vinroot, 2008, p. 8).

Teorema 4.3.6. Sea //F una extension de Galois (no necesariamente finita), G = Gal(K/F)
el grupo de Galois asociado a K /F dotado con la topologia de Krull y {G/N;pN'} y<,amren el

sistema inverso construido anteriormente, entonces G = 1<1’LnG /N.
N

El siguiente resultado, junto con el Teorema 4.3.6, brindan otra manera de caracterizar
grupos profinitos. En (Ribes and Zalesskii, 2000, p. 71) y (Waterhouse, 1974, p. 639), se encuentra

una demostracion de dicho resultado.

Teorema 4.3.7. Todo grupo profinito es isomorfo a un grupo de Galois asociado a una extension

de Galois adecuada.
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