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Introduccion
A finales del siglo pasado, mediante las observaciones de supernovas del tipo Ia realizadas por
el telescopio espacial Hubble (Riess et al.; 134} 136), 1a comunidad cientifica llegé a la conclusion
de que el universo se estd expandiendo aceleradamente. Esto provocé una revolucién en el campo
de la cosmologia y dio mérito para el premio Nobel otorgado en 2011, a los responsables de tan

importante descubrimiento.

Los cosmoélogos no tardaron en proponer tres alternativas para la explicacion de la expan-
si6n acelerada tardia. La primera fue la reintroduccion de la constante cosmoldgica en la accion,
la cual representaria la energia del vacio y generaria naturalmente la expansion acelerada del uni-
verso (33 40). Sin embargo, al hacer las respectivas correcciones cudnticas, se encuentra que se

requiere un ajuste fino de una parte en 10'2°

para que el valor tedrico concuerde con el experimen-
tal (40). La segunda alternativa propone la existencia de una nueva y exdtica clase de materia en
forma de fluido que permea todo el universo y genera la expansion acelerada de este dltimo (14).
Se le dio el nombre de quintaesencia en honor a la cultura griega. Esta nueva forma de materia
tendria que violar algunas condiciones de energieﬂ La tercera alternativa consiste en que la RG
no funcione a escalas cosmoldgicas y, por ende, se necesite una nueva teoria que la reproduzca a
escalas del Sistema Solarexplicando simultineamente la expansion acelerada del universo. Estas
teorias generalmente funcionan agregando o modificando términos en la accion (30) y deben ser
coherentes no solo con la expansion acelerada del universo sino con todas las caracteristicas de la

cosmologia estdndar, como la historia térmica del universo, el contenido energético del mismo y

las detecciones cosmoldgicas como las encontradas en 2017 por LIGO y Fermi (22; 2)), entre otros.

I Se debe aclarar que aunque no se haya observado a escalas humanas o cotidianas, dicha alternativa no necesaria-

mente debe ser inviable; después de todo, el universo no tiene por qué seguir nuestro concepto de racionalidad.

2 Esto se logra utilizando un método de apantallamiento (3)).
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Lo que permite que puedan ser sometidas a la prueba experimental.

Una de las teorfas de gravedad modificada mas prometedoras fue desarrollada en 1974 por
Gregory Horndeski (23), quien buscé plantear la teoria més general escalar-tensor que conllevara
a ecuaciones de campo con derivadas de orden no mayor a dos. El trabajo de Horndeski fue re-
descubierto en 2009 y posteriormente se encontré que la existencia de dicho campo escalar podria
generar la expansion acelerada que es observada actualmente en el universo (véase la Ref. (13) y
las referencias incluidas). Sin embargo, algunos de los Lagrangianos que componen la teoria de
Horndeski predicen una rapidez andmala (es decir, distinta a la de la luz) para las ondas gravitacio-
nales, lo cual es inconsistente con los resultados experimentales de GW170817 y GRB170817A
para corrimientos al rojo pequeiios(7; 19; 385 [155 139; [8). Una posible solucién a este problema se
encuentra violando la hipétesis de Ostrogradsky (31) sobre la que se basa la teoria de Horndeski,
es decir, considerando una teoria degenerada, como la teoria mds alld de Horndeski (21} 20) y,
escogiendo el valor de las constantes de acoplamiento de los nuevos términos en el Lagrangiano

de tal manera que garanticen la normalidad de la rapidez para las ondas gravitacionales.

En este trabajo se estudia la forma en la que la teoria mas allda de Horndeski genera la
expansion acelerada del universo, concretamente, analizando las piezas de Lagrangiano de Horn-
deski: .2, .43 y £, en conjunto con el termino mds alld de Horndeski F4. Ademads se encuentran
las ecuaciones de campo, se emplea la herramienta de sistemas dindmicos para encontrar los pun-
tos criticos, se analiza la estabilidad de estos puntos (19) y se comparan con la solucién numérica
adimensional del sistema. Este trabajo corresponde a una reproduccién del trabajo realizado por
Kase y Tsujikawa (26).

1. Teoria de Horndeski y mas alla
1.1. Historia térmica del universo y expansion actual
De la primera ley de la termodindmica se deduce que, para un universo homogéneo e isétropo,

1.e. uno en donde la transferencia de calor entre diferentes regiones es cero (dQ = 0), el unico
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responsable de la disminucién de la energia interna es el trabajo realizado por el sistema sobre su

entorno

dU = —dW = —pdV, (D

donde dU es el diferencial de energia interna, dW es el diferencial de trabajo, p es la presiéony V

el volumen.

Ahora bien, para un universo en expansion, la distancia fisica entre observadores fundamentales

dependerd de un factor de escala de la siguiente forma:
d(t) = a(t)do, 2)

donde d es la distancia fisica, a(r) el factor de escala y dj la distancia comévil. La Ec.(2) indica

que todo volumen en un universo en expansion se puede escribir como:

V(t) = Voa(t)?, 3)

por lo que la energia interna serd igual a:

U = pVoa(t)?, 4)

siendo p la densidad de energia. Reemplazando las Ec.s (3}4)) en Ec.(T)), se obtiene:

d(pa(t)’) = pd(a(t)?), (5)

de donde se deduce

a*p +3a*pa = —3a*pa, (6)
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donde el punto significa la derivada con respecto al tiempo césmico. La Ec. (6)) se puede reorganizar

de la siguiente manera:

p+32(p+p) =0, )

la cual se denomina la ecuacién de continuidad. Para resolverla, se requiere una ecuacién de estado

que relacione la presion con la densidad de energia. Si se toma dicha relacién como:
p=wp, (8)

en donde w es una constante, se puede resolver la ecuacion de continuidad para encontrar que

p =ca : )

siendo ¢ la constante de integracion.

La teoria cinética ensefia que (24):
p=3V, (10)

donde v es la velocidad promedio de las particulas dentro de un fluido en unidades naturales.
Para materia no relativista se tiene que 1 >> vy por ende w,, = 0, para radiacién 1 =vy w, =1/3.
El modelo estindar cosmolégico requiere de un tercer parametro wpg = —1 asociado a
un fluido, que es responsable de cerca del 70 % por ciento del contenido energético del universo
(144 3)).
Remplazando lo anterior en la Ec.(9) se encuentra que la dependencia entre la densidad y el factor

de escala en cada caso es,

pmeca(t), preca(t)™, ppe=cte, (11)



Teoria mas alla de Horndeski 18

donde p,,, pr y PpE son las densidades de energia de materia, radiacion y energia oscura.
Una consecuencia de la Ec.(11)) es que a medida que pasa el tiempo en el universo, un tipo
de energia dominara sobre las demas, dividiendo la historia de éste en tres épocas (14), tal y como

se presenta en la figura[[.1]

Ln(p)

Epoca dominada por la radiacién

— Ln(pr)
— Ln(pw)
— Ln(ppe)

Epoca dominada por la materia

Epoca dominada por la energia oscura

a(t)

Figura 1.1. Dependencia del logaritmo de la densidad de energia con respecto al factor de escala,
para la densidad de materia, radiacion y energia oscura. Como se puede ver, a medida que el
universo evoluciona, la densidad de radiacién disminuye hasta el punto en que la densidad de
materia es dominante. Eventualmente, ambas densidades disminuyen lo suficiente para que la
densidad de energia oscura, que es constante, démine.

1.2. El problema de la constante cosmoldgica

El problema principal de la constante cosmoldgica A aparece de una discrepancia entre la cosmo-
logia y la fisica de particulas en donde A representaria la energia que estd cuanticamente asociada
al vacio y que también debe aportar al contenido energético del universo. El modelo estandar de

particulas fundamentales predice un valor para ésta del orden de la escala de Planck,

A~ My~ (10"%GeV)*. (12)

Sin embargo, la cota encontrada observacionalmente es de A < (107 12GeV)* lo que es 120



Teoria mas alla de Horndeski 19

ordenes de magnitud menor que el resultado predicho por el modelo estandar (40).

1.3. Inestabilidad de Ostrogradski

Mijjail Ostrogradski fue un matemdtico Ucraniano nacido a inicios del siglo XIX. Entre sus mu-
chos aportes se destaca el teorema que lleva su nombre, ya que es una poderosa herramienta para
identificar posibles inestabilidades en una accién (31), cosa que resulta muy til ya que se convier-
te en un criterio de viabilidad para una teoria. Ostrogradski se pregunt6 qué propiedades tiene el

Hamiltoniano asociado a un Lagrangiano no degenerado, es decir, uno en donde se cumple,

02
9q2 #0, (13)

donde ¢ son las coordenadas generalizadas y n es el orden de la derivada de més alto orden de g que
aun tenga dependencia de .. Y qué tipo de dependencia tiene respecto a sus variables canoénicas.

El empez6 tomando un Lagrangiano de la forma

£ =2(q,9), (14)
con
02
ra £0. (15)

Este Lagrangiano tiene asociada la ecuacion de Euler-Lagrange:

0.7 P IZL
o0 T9q0q 1o T

0, (16)

de donde se puede obtener que:

4= 1f(q:9)- A7)

La solucién de la Ec. (17) queda en términos de ¢ y las condiciones iniciales de las variables
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q0y qo:
q=F(t,90,q0). (18)

De otra parte, partiendo de la condicién de no degeneracidn, se tiene que:

0.7
¥ =2(g,9). (19)

El siguiente paso es encontrar el Hamiltoniano asociado a este sistema. Para esto, primero se debe

definir un conjunto de variables candnicas de la forma:

0=gq, (20)
2%
=5 1)

Aplicando transformada de Legendre se obtiene:

H =Pi— L. (22)

De la Ec. y, haciendo una transformacion inversa de fase, se puede ver que ¢ = v(Q, P)
y por lo tanto la Ec. se transforma en .Z = % (¢,v(Q,P)), lo que a su vez transforma la Ec.

(22) en:
H :PV<Q7P) —Dg(Q,V(Q,P)), (23)

lo que representa la energia del sistema. Sin embargo, debido a la presencia del Lagrangiano (que
en esencia puede ser cualquier funcién de Q y P), no se puede asegurar si ésta presenta alguna

inestabilidad.

Cuando el Lagrangiano depende de ¢, ¢ y de ¢ y haciendo un procedimiento andlogo al caso
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anterior, teniendo en cuenta que la condicién de no degeneracion y la ecuacion de Euler-Lagrange

son respectivamente:

PRE%
¥ #0, (24)

0. doi¥ d*o¥

9 diaq Tarag 2
se encuentra que:
qY = £(9.4,4,9"). (26)
y por ende
q=F(1,90,90, 40,45 ) 27

en donde g depende del tiempo y de las condiciones iniciales de las coordenadas generalizadas.
Se tiene que debido a la existencia de cuatro condiciones iniciales, se necesesitan cuatro variables

candnicas, que para Ostrogradsky son las siguientes:

O1=q, O»=q,

¥ dJi¥ 0¥

De la condicién de no degeneracion escrita en variables candnicas se puede hacer una trans-

formacion inversa de fase y obtener asi la siguiente expresion:

G =x(01,02,P), (29)
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y finalmente, el Hamiltoniano escrito en términos de las variables canénicas corresponde a:

H = P01+ Px(Q1,02,P) — Z(01,02,%(Q1,02, P2). (30)

El primer término de la expresion anterior muestra que existe una relacion lineal entre .77
y Py, lo que lleva inevitablemente a que el Hamiltoniano NO este acotado por debajo sin importar
el tipo de Lagrangiano que se escoja. También lleva a que el sistema produzca energias negativas,

lo cual es desastroso a nivel cldsico y mds atin a nivel cudntico (41} 42).

Si se repite el proceso y se toma un Lagrangiano que posea una dependencia hasta la g\
coordenada generalizada, se produce una linealidad entre el Hamiltoniano asociado y n-1 variables
canodnicas de éste empeorando atin mas la inestabilidad.

Haciendo un resumen de lo discutido anteriormente se tiene que:

= Para Hamiltonianos asociados a Lagrangianos no degenerados que producen derivadas de
orden menor o igual a dos en las ecuaciones de Euler-Lagrange, que exista o no una inesta-
bilidad en el Hamiltoniano dependera de la forma especifica del Lagrangiano, como se puede

ver en la Figura 2.
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— H1

— H2

-2

Figura 1.2. En esta imagen se presentan dos Hamiltonianos versus una de sus variables candnicas,
Py, el primero (azul) es viable ya que el sistema estd acotado mientras que el segundo (amarillo)
corresponde a un modelo no viable ya que no existe estado base.

= Cuando las ecuaciones de movimiento o de Euler-Lagrange presentan derivadas de orden
superior a dos, se presenta una inestabilidad inherente al sistema que se mantiene indepen-
dientemente de la forma del Lagrangiano. Este problema se hace mayor a medida que el

orden de las derivadas aumente (siempre que éste sea NO degenerado).

La discusion presentada lleva a la inevitable conclusién de que, para que exista una cota infe-
rior en la energia, es necesario mas no suficiente que las ecuaciones de Euler-Lagrange presenten
derivadas de orden igual o menor a dos.

1.4. Teoria de Horndeski

En la bisqueda de una teoria fundamental generalmente se plantea una hipdtesis que funciona a
cierta escala de energia y luego se observa el comportamiento de esta a escalas mas bajas. Sin

embargo, éste no es el tinico modo de desarrollar una teoria fisica efectiva, pues se puede tener en
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cuenta restricciones a la accion para prevenir patologias en la teoria. Un ejemplo de estas restric-
ciones es la inestabilidad de Ostrogradski que exige como condicidn necesaria, mas no suficiente,
unas ecuaciones de movimiento asociadas a un sistema no degenerado de un orden menor o igual
a dos.

Aplicando esta metodologia a las modificaciones de la RG se tiene que en el caso mas
simple, es decir, un campo escalar en espaciotiempo plano y con ecuaciones que son estrictamente
de orden dos, ha dado buenos resultados (29). Este tipo de campos escalares fueron bautizados
como Galileones (¢), ya que gozan de una simetria que es, en forma, igual a las transformaciones

de Galileo:
¢ — ¢+buxt +c, 31

donde b, es un cuadrivector constante y ¢ es una constante.

Generalizando esta primera aproximacion se encuentra que las ecuaciones de campo de
los “Galileones” no tienen que ser estrictamente de orden dos o asociados a un espaciotiempo
plano, dando paso en primer lugar a los “Galileones generalizados” (12), y posteriormente, a los
“Galileones generalizados y covariantizados” (10; [11) como se demostrard mds adelante. Un re-
sultado idéntico fue encontrado en 1974 por Gregory Horndeski cuando se propuso encontrar la
teoria de la gravedad mds general compuesta por un tensor métrico y combinaciones lineales de
campos escalares y sus primeras dos derivadas para Lagrangianos no degenerados (23)).

El proceso para llegar a los Galileones generalizados empieza definiendo una accién en

términos de un Lagrangiano que depende de un campo escalar ¢, su primera y segunda derivada,

$= [ £(6,0:0.9u0,0)d*x (32)
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de donde se derivan las ecuaciones de Euler-Lagrange:

0.7 07 0.7

—d +0dydy————--——=0. 33
IR G

Ahora bien, debido a que la anterior ecuacion tiene segundas derivadas se debe tener espe-

cial cuidado para evitar una posible inestabilidad. Una forma sencilla de cumplir este objetivo es

37):

= Identificar todas las posibles contracciones entre el tensor métrico y derivadas de primer o

segundo orden de ¢ de tal manera que se construyan invariantes de Lorentz.
= Agrupar los términos encontrados en combinaciones lineales.

= Desarrollar las ecuaciones de Euler-Lagrange y encontrar relaciones entre los coeficientes de
la combinacidn lineal de tal manera que todos los términos con derivadas de orden superiores

a dos se cancelen.

De esta forma se encuentra que para espaciotiempo plano, el Lagrangiano total se puede
separar en cuatro piezas, cada una conteniendo combinaciones lineales de los invariantes anterior-

mente mencionados. Tales piezas se describen a continuacion, (13)

L5 = f(9,X), (34)

288 = £3(¢,X)(09), (35)

25 = 11(9,X) [(09)* — (9u0v9) (99" 9)] , (36)

L5 = f5(9,X) [(09)° —3(9u0v9) (9" 9) +2(9u0" 99y 9° 99,0"9)] , 37)

endonde X = VH¢V,, ¢ y las f’s son funciones arbitrarias de ¢ y X.
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La accién corresponde entonces a:

5
S= / Y Zygd x. (38)
N=2

La generalizacion de estos resultados a espaciotiempo curvo se realiza reemplazando las derivadas
parciales por derivadas covariantes. Debido a la naturaleza de las mismas, se generardn términos en
las ecuaciones de campo de orden superior a dos (10; [11). Para contrarrestar esto, se agregan con-
tratérminos que cancelan aquellas nuevas contribuciones generadoras de inestabilidad. El resultado

final, una vez anadidos estos contratérminos, es el siguiente: (13)):

L5060 = Gy(9.X), (39)
L58 = G3(¢,X)09, (40)
L5 = Ga(9,X)R+ Gax [(09)* — (VuVy9) (VHVY9)], (41)

L5 = G5(9.X)Guy (VHV"0) — G x [(C9)* — 3(V, V) (VHV " 9) +

2(VuVY eV, VP eV, VEG)], (42)

en donde Gy es el tensor de Einstein, R es el escalar de Ricciy Gy x = aa%.
1.5. Rapidez de una onda gravitacional
El 17 de agosto de 2017 el observatorio de ondas gravitacionales por interferometro de laser, LIGO,
detectd por primera vez en la historia ondas gravitacionales producidas por un sistema binario de
estrellas de neutrones. A este evento se le denominé GW170817 (2). Poco tiempo después el
telescopio espacial Fermi y el Laboratorio Internacional de Astrofisica de rayos gamma detectaron
una emision de rayos gamma llamada GRB170817A con un retardo de 1.74 £0.05 [s] con respecto
a la deteccion de GW 170817 (1).

Con detecciones subsecuentes se fue revelando més informacién respecto al evento, es-

timdndose que la fusidén ocurrid en la galaxia NGC4993 a una distancia de 4Offf4 [Mpc] (32)).
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Tomando el limite inferior para la distancia y, teniendo en cuenta el retraso entre las ondas gravi-
tacionales y la emisién de rayos gamma, se encontré la siguiente cota inferior y superior para la

rapidez de las ondas gravitacionales:

3x107P < —1<7x10719, (43)

donde cg es la rapidez de las ondas gravitacionales.

Para que las teorias de Hordenski reproduzcan este comportamiento experimental, se ne-
cesita de un ajuste fino dindmico. Por esta razén, las piezas de la accién de Galileones que son
responsables de la rapidez andmala son descartadas (75 9; 38} 1155 139).

1.6. Teoria mas alla de Horndeski

La deteccién de una onda gravitacional producida por la fusién de dos estrellas de neutrones
realizada en 2017, descart6 la posibilidad de que ésta tenga una rapidez distinta a la de la luz
(25 1 [75 195 1385 1155 39). Tal deteccién puso bajo presién a los modelos de Horndeski ya que, de
forma genérica, éstos predicen una rapidez andmala para las ondas gravitacionales (7). Particular-
mente, para la pieza de Galileén DZQ&?I se tiene que, debido a la formulacién en su construccion,

no hay forma de que la rapidez de las ondas gravitacionales sea igual a la de la luz.
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Existe una manera de sobrepasar el problema anterior, ya que un teorema solo es valido si
se cumplen las hipétesis bajo las cuales éste se formuld. En el caso de Ostrogradski, la hipdtesis
principal es que se estd trabajando con Lagrangianos NO degenerados, por lo que, si se trabaja con
un Lagrangiano degenerado, el hecho de que se tenga derivadas de orden superior a dos no llevara

inmediatamente a que se presenten inestabilidades en la energia del sistema.

Al romper la condicién de no degeneracion se encuentra que las nuevas piezas de Lagran-

giano permanecen iguales, excepto para .ngl y .,?SG(;I que se transforman en (28; 21)):

L5 = G4(0,X)R+Gax [(09)2 = (VuVy9)(VHV"9)] (44)
FEEMYPO sV VI 9V VY 9V, VP 9,

255 = Gs(9,X)Guy(V*V"9) — éGs,X [(D9)° =3(VuVvg)(VHVY o)+

I\l A~

donde Fy y Fs son funciones del campo escalar ¢ y de X. Las funciones Fy y Fs5 aparecen preci-
samente por la degeneracion del Lagrangiano propia de las teorias mds alld de Horndeski (MH).
Cuando se deducen las respectivas ecuaciones de campo, se observa que la rapidez de las ondas

gravitacionales no es andémala, siempre y cuando:

2G
Fy = 47X7
X

(46)

en la medida en que X # 0 y tomando F5 = 0(26).

2. Sistemas dinamicos
La técnica de sistemas dindmicos es una herramienta que permite analizar el comportamiento de
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de manera cualitativa, para un conjunto de con-
diciones iniciales muy amplia (25; 6). Por esto, adquiere una gran importancia en cosmologia ya
que a partir de ella es posible estudiar si un modelo tiene un comportamiento general o depende

fuertemente de las condiciones iniciales a partir de las ecuaciones de Friedmann.
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Supdngase que se tiene un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), acopla-
das, y de primer orden para las variables, H, p, y p,. Es posible realizar un cambio de variables tal

que:
x:x(Hap(hpb)ay:(vaavpb)a (47)

donde x y y son variables adimensionales que representan puntos en el espacio de fase. Al reali-
zar este cambio de variable se estd intercambiado el conjunto original de ecuaciones no lineales

derivadas respecto al tiempo césmico por uno definido como:

X =flxy), ¥y =3gxy), (48)

donde el prima significa una derivada respecto a un pardmetro temporal adimensional 7, que para

cosmologia corresponde a:

= / ‘il“(gt)) s dt = dinfa(1)] = Hd, (49)

siendo H el parametro de Hubble y definido como d(z)/a(t). La inclusién del parametro T cumple
el propdsito de mantener cerrado y adimensional el sistema.

La cualidad més importante del sistema presentado en la Ec. es que no depende ex-
plicitamente del tiempo adimensional, por lo que corresponde a un sistema auténomo de EDO.
Los puntos x y y representaran las posibles soluciones que el sistema de EDO de p, y p, puede
tomar. Para estudiar el comportamiento de dichas soluciones se debe encontrar los puntos criticos

del sistema , es decir la pareja de puntos (x.,y.) que cumplan:

f(xe, ) = g(xe,ye) = 0. (50)

Para encontrar la estabilidad de los puntos criticos se debe realizar una perturbacién lineal alrede-
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dor de (x,y.) y analizar su dependencia con respecto al tiempo:

x— x+0x(7),

y—y+0y.(1).

Tomando 8x" y 8y’ de la Ec.(48) se encuentra que:

df . df
/ [ — —
ox' = 3 ox+ R 0y, (51)
dg dg
/ [ p— —
0y = 3. Ox+ R oy, (52)
o lo que es lo mismo
§X' = J(xe,ye) - 8X, (53)
con:
of  9f
J= dx dy (54)
Jdg 98
ox dy

Encontrando los autovalores A; y A, de la matriz J y resolviendo las ecuaciones diferenciales para

Oxy Oy se encuentra que:

8x(1) =AM T 4+ AyeMT,

8y(t) = B1eM T + ByeT, (55)

donde A; > y By > son constantes.

La estabilidad del punto critico dependera de la naturaleza de A;:
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= Autovalores reales:

1. Si los autovalores son positivos, la dependencia de §X respecto a T serd la suma de dos
exponenciales positivas, que tenderdn a infinito a medida que el tiempo adimensional
aumente, por lo que la solucién no serd estable y el sistema se alejard de ese punto

critico. Esto se conoce como un repelente.

2. Sison negativos, la perturbacion tenderd a hacerse mas pequefia a medida que el tiempo
adimensional aumente, siendo aproximadamente cero para valores muy grandes de 7,
por lo que representard un punto critico estable. Este caso recibe el nombre de futuro

atractor.

3. Sise encuentran autovalores negativos y positivos la solucion correspondera a un futuro
atractor para algunas direcciones y a un repelente para otras, por lo que serd un punto

critico transitorio. Este caso recibe el nombre de punto de silla.
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= Autovalores complejos

Si los autovalores A > son complejos, se pueden separar en su parte real e imaginaria, A; =
a=bi con b # 0, por lo que 1a Ec.(55) se transforma en oscilador arménico con una amplitud

modulada por e“. Las posibilidades son las siguientes:

1. a > 0. El punto critico se comportara como una espiral inestable, el termino e* — oo

con T — oo. Este caso recibe el nombre de repelente.

2. a = 0. El sistema orbitard la solucién siguiendo trayectorias circulares, pero nunca
entrara en ella. Esta solucion es estable, aunque poco comun y estd asociada con osci-

ladores armonicos libres.
3. a < 0. El punto critico se comportara como una espiral atractora estable, donde ¢ — 0

con T — oo, es decir, como un futuro atractor.

3. Analisis Teérico
3.1. Modelo concreto de energia oscura
En éste trabajo se estudia el comportamiento de las piezas de Lagrangiano .szgl , D%Ggl de la teoria

de Horndeski y ffgl con el termino mas alld de Horndeski, por lo que la accién corresponde a:

4
S= / V=g Y Ld*x+s,, (56)
N=2

donde S, es la accién asociada a la materia y

XZ = G2(¢7X)7 (57)
9%3 - G3(¢7X)D¢7 (58)
%1 = G4(¢,X)R—2Gax [(O9)* — (VuVv9)(VFVV9)] (59)

FFERYPO e iV VR OV VY 9V, VP9
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Se escoge una dependencia para G 34 que ha sido previamente estudiada en la literatura

4):
Gy = a1 X +aX?, (60)
Gz =3a3X, (61)
2
m
Gy = 7” —asX?, (62)

donde m,, es la masa de Planck reducida y a3 4 son constantes. Utilizando la relacién mostrada

en la Ec.(@0)), se encontré que la funcién acoplada al termino MH, corresponde a:
F4 = —4614. (63)

3.1.1. Parametros adimensionales. En unidades naturales se tiene que [.] = E*.
Analizando cada pieza de Lagrangiano y, teniendo en cuenta que [@] = E, se encontré que las

unidades de cada funcién de acoplamiento y sus respectivas constantes estin dadas de acuerdo al

Cuadro 1:

Funcion Unidades | Constante Unidades
Gy E4 aj -
G3 E a E~4
Gy E? as E3
Fy E® as ES

Tabla 1
Unidades para las funciones y constantes de acople para el sistema presentado en la Ec.
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Por conveniencia se redefini6 las constantes a; en términos de pardmetros adimensionales

a;, de la siguiente manera:

. . 4
ay =ay, a =myaz,

_ 32 6
az = m,as, ds = mpyas. (64)

3.1.2. Ecuaciones de campo. Para encontrar las ecuaciones de campo se varia la accién
(Ec. @]) con respecto a una métrica del tipo Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker, manualmen-
te y con EL paquete de célculo tensorial xAct (18) de Mathematica. En el caso de %%, %3 y %4,
se encuentra que su variacion no conlleva a derivadas del campo escalar de orden superior a dos, a
diferencia de %, donde debido a la presencia del escalar de Ricci y el termino mas alla de Horn-

deski las ecuaciones de movimiento presentan, aparentemente, derivadas de tercer y cuarto orden.

Para las derivadas asociadas a los términos mas alld de Horndeski, se encuentra que la su-
ma total de los términos de tercer y cuarto orden es igual a cero, por lo que no contribuyen a las
ecuaciones de campo. Lo anterior concuerda con lo encontrado por J. Gleyzes et al. en (20). La

variacion de la accion se presenta de manera mas detallada en el anexo 3

Las ecuaciones de campo encontradas son las siguientes:

3H? = m,* (pyr + Pr+ Pm), (65)
2H +3H? = —m;z (pmu +pr), (66)
con
pu = @197+ 3264 + 182 H® 430 2§, (67)
mp mp mp
, ar . az . - as . . . .

Pt = —0197 + 561~ 672926 — 2" 93(8HG + ¢ (2H + 3H7)), (©8)

mp mpy mp
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donde pypy vy pup representan la densidad y presion asociadas al fluido més alld de Horndeski,
respectivamente.

Adicionalmente, variando la accién con respecto al campo escalar ¢ se encuentra una ter-
cera ecuacion para los pardmetros a;. Pese a que esta expresion no representa nueva informacién

del sistema, es conveniente presentarla ya que facilita algunos calculos posteriores:

. a . " ar .o as . . . "

0=6(H§a, —3—5 ¢ H)+ar1$ —6—0>¢ — 183 ¢ (3H*¢ +H +2H{)
Mp Mp Mp

aq 33 .3 2w 0

_24m_16,(3H 0" +2HHQ” +3H9¢~). (69)

3.1.3. Variables adimensionales. Debido a su no linealidad, las ecuaciones de campo en-

contradas son bastante complejas. Para facilitar su andlisis se reescribe el sistema en términos de

variables adimensionales y se utiliza la herramienta de sistemas dindmicos, discutida anteriormen-

te. Las variables adimensionales escogidas son:

_a¢? _ @m¢! _ 6a3¢9°
xl:_?,m%Hz? xzzmg 5 X3 = H ;)7
106—14(]54 Pr
= =—. 70
Definiendo:
PMH Pm

Quy = ——— = — 71

MH 3m12)H2 ) m SmI%HZ ) ( )

y remplazando las Ecs. y en (606) y (65) se encuentran las ligaduras para las densidades

de energia adimensionales:

1 = Qup + Q)+ Qp, (72)

Quyy = x1 +x2 +x3 +x4. (73)
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Para encontrar las ecuaciones diferenciales asociadas a las variables x; se toma su derivada
con respecto al monto de expansion o numero de e-folds, N, definidos como dN = Hdt. Para x| se

obtiene que:

/ dx dx| —ap 1 2(])(]5 2(1')2 . (]5 H
X]=——= = — — Hl =2x | ——-——]|,
dN  Hdt 3m§H H? H?3 Ho H?

donde el simbolo prima representa una derivada respecto a N. Definiendo:

. g
sq,zi., h= " (74)
H¢ H?

x| se transforma en:

x| = 2x1(€y — h), (75)
y andlogamente,

Xy =2xy(2€9 —h), (76)
x’3 = X3 <3£¢ — h), 7
Xﬁ; = 4)C48¢. (78)
Para encontrar la ecuacién diferencial de Q, se tomé p, = p,oa(t)~*y por ende, p/. = —4p,H, por

lo que Q). es igual a:

2 F .
m? [ 2p,
Q =L 10 _H| =-20,2+h). 7

= oY — 204 19)

Con el fin de expresar €y y & en términos de las variables adimensionales se hace uso de las

Ecs. (69) y (66), que escritas de manera adimensional, adoptan la siguiente forma:
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8 2 3
2h+3=x1+x —X3€p — §X48¢ — §X4h — §X4 +Q,, (80)
8x
0 ZX1(6—|—8¢) —|—2)Q(2—|—8¢) +X3(3(1 —|—8¢) —|—h) + 1—5(3(1 —l—8¢) +2h). 81
Despejando para € y h se encuentra que:
—1
& = —1[20(3x1 4+ 2x2) — 5x3(3x1 +x2 + Q, — 3) — x4(36x] + 16x3 4 3x3 4+ 8, )], (82)

N

—1
h= q—[10(3x1 + X2+ Q4 3) (1 4 2x2) + 10x3(6x1 +3x3 + Q, + 3) + 15x3
N

tx4(78x1 -+ 3222 + 30x3 + 129, + 36) + 1243], (83)

con:

qs = 20(x1 + 2x3 +x3) +4x4(6 —x1 — 2x2 + 3x3) + 5x§ + 8xi, (84)

h esté relacionada con el pardmetro de desaceleracion ¢, definido como:

q:_(1+}%) = —(1+h). (85)

Por dltimo, se encuentran las expresiones para el pardmetro de estado efectivo y més alla de Horn-
deski:

Wef=F=lo =12 (86)

pmr S3xi+x— 8¢X3) —x4(3+ 8y + 2h)
WMH = = ; (87)
PmH 15(x; +2x2 +x3 +x4)

donde pr y pr corresponden a la suma de las presiones y densidades del sistema y pueden ser

encontradas de las ecs.(66) y (65).
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3.2. Puntos criticos
Se analiza el sistema de ecuaciones diferenciales asociado a las variables x; 234 y Q, presentado
en las Ecs. (75H/9) y se encuentra un total de 3 variedades criticas, 4 sub-variedades criticas y

nueve puntos criticos, tal como se muestra en la tabla@
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X1 X2 X3 X4 Q,
Variedades Criticas
15 (=2045x3+8x4) T3 (—10+5x3+6x4) - - 0
0 - 0 0 1—x;
0 0 0 - 0
Subvariedades Criticas

0 2 (4+x3) - (x3—4) 0

2 (4+x3) 0 - (2+x3) 0
2(—5+2x4) 2(—5+3x4) 0 - 0
- —3(1+x) 2(2+x) 0 0

Puntos Criticos

0 0 1 0 0

0 1 0 0 0

1 0 0 0 0

0 -3 4 0 0

-1 0 2 0 0

0 0 -4 5 0

—2 0 0 2 0

0 3 0 2 0

-2 3 0 0 0

Tabla 2

Variedades, sub-variedades, y puntos criticos asociados al sistema

39
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3.3. Analisis de los puntos criticos
A continuacion se analizan los resultados presentados en la tabla[2] Los autovalores y autovectores
de cada punto critico se encuentran en el anexo [5

3.3.1. Variedades criticas:.

= Primera variedad critica: Corresponde a dos ligaduras entre las variables x1 23 4

1

x1 = 55(~20+5x;+8x) (88)
-3

Xy (—10+5x3 +6x4) (89)

con Q, = 0. Remplazando estas relaciones en las Ecs.(82) y (83) se encuentra que en esta

variedad critica tanto € como / son iguales a cero, es decir:
¢=0,ANH=0. (90)

La condicién H = 0 lleva a un pardmetro de desaceleracién de -1, lo que sugiere que el uni-

verso estd experimentando una expansion acelerada.
Estabilidad

Dado que dos de lo autovalores del sistema son nulos, no es posible obtener informacion
sobre la estabilidad del punto critico respecto a las variables x; 5 3 4. Para sobrepasar este in-
conveniente, se estudia la estabilidad de la condicion €y = h = 0, utilizando las dos ligaduras
presentadas en la tabla@, para pasar de un sistema de cinco variables (x1 234 y £,) auno de

tres, €,y Q.

Las perturbaciones alrededor del punto critico se obtiene construyendo una matriz A que re-
lacione (58(%, Oh',6Q) con (8€y,0h,8Q,) y encontrandose posteriormente los autovalores

y autovectores de dicha matriz.
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Para construir la matriz A se parte de las perturbaciones de x; en las Ecs. (75{79):

8)6/1 :26X1(8¢ —h)—|—2X2(58¢ —6h), 91
5x'2 = 25)62(28¢ - h) + 2)62(238¢ — h), (92)
6)(% = 5X3(38¢ - /’l) +X3(358¢ - 5h), 93)
Ox4 = 40x4+ 4X458¢, 94)

Q.:, =—-28Q,(2+h)—2Q,6h, (95)

dado que en el punto critico, & = £y = Q, = 0, el sistema dx se transforma en:

5)6/1 = 2)62(58¢ — 5h>, (96)
8xh = 2x2(28€4 — 8h), (97)
5)6/3 = X3 (35€¢ — 5]’1), 98)
5)6:1 = 4X468¢, (99)
8Q. = —45Q,. (100)

El siguiente paso es encontrar 64’ y & eé,. Con base en el célculo presentado en el anexo el

resultado es:

18(x1 +2)6Q,
4x3 + 6x2 + 3x1 (5x2 — 6) — 36
6(3)61 +4x, + 6)5.Q.r
4x3 + 6x2 + 3x1 (5x2 — 6) — 36

58&5 = —358¢ +

8 = —36h—

o lo que es lo mismo:

X' = AX
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con X = (8¢y,6h,8Q,) y

-3 0 18(x1+2)
4x3+6x+3x1 (5x,—6)—36
— 4
A= 0 -3 —_ 5 6(3x1+4x,+6)
4x5+6x24-3x1 (5x2—6)—36
0O O —4

Los autovalores y autovectores de la matriz A corresponden a:

4 18(X1 —|—2) 6(3)61 —|—4X2+6) 1
’ 4x%+15x1x2—1—6x2— 18x1 —36’4x%—|—15x1x2—|—6x2— 18x1—36" )’
=3 (0,1,0),
—3’ (17070)5

por lo que la variedad critica corresponde a un futuro atractor.

Combinando las ligaduras de x; y x, presentadas en la tabla[2] se encuentra que:

X4=1—X1—X2—X3, (101)

lo que quiere decir que las Ecs.(72) y son respectivamente iguales a:

Qyn =1, (102)
Qn=1-Qyyg=0. (103)

Esto indica que en esta variedad critica el fluido més alld de Horndeski es dominante.

De otra parte, remplazando la Ec.(I0OI) en la ecuacién del pardmetro de estado mds alld

de Horndeski y teniendo en cuenta la relacién €5 = h = 0, valida en el punto critico, se
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encuentra que:
WMH = — 1 5 (104)

por lo que el fluido mds alld de Horndeski se comporta como energia oscura.

La primera variedad critica corresponde entonces a un futuro atractor, donde el universo

estd experimentando una época dominada por la energia oscura.

= Segunda variedad critica:

En esta variedad la variable x, es la que caracteriza el sistema. Remplazando las condiciones
del punto critico en las Ecs (82) y (83) se encuentra que &y = —1 y h = —2, esto ultimo

conlleva a ¢ = 1, lo que indica un periodo inflacionario.

Por otro lado, de las ecuaciones (72)) y (73) y de la relacién de €, en el punto critico se

encuentran que las densidades de energia corresponden a:
Qr=1—x, Quy =x2,Q,, =0, (105)
o lo que es lo mismo:
Q =1—Quy. (106)
Ademas de esto, el pardmetro de estado més alld de Horndeski se transforma en:

WMH — <. (107)

La relacion entre Q, y Qyg indica que en esta variedad critica hay una co-dominancia entre
los fluidos de radiacion y mds alld de Horndeski, donde este tltimo se comporta como radia-

cion.
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Estabilidad
Los autovalores para esta variedad critica corresponden a un punto de silla. De los autovec-

tores se encuentra que dicho punto de silla actia como un repelente para Q. en el caso x, — 0.

En sintesis, la segunda variedad critica corresponde a un punto de silla, donde el con-
tenido energético del universo es o se comporta como radiacién, por lo que se habla de una

época dominada por la radiacion.

» Tercera variedad critica:

En esta variedad la variable adimensional dominante es x4. Remplazando las condiciones
del punto critico en las Ecs. 1i y || se encuentra que & =0y h= —%, por lo que g = %,
lo cual indica una época dominada por la materia. Lo anterior se hace aun mas evidente al
estudiar el comportamiento de las densidades de energia y el pardmetro de estado wysy en la

variedad critica:

Q,=0,Quy =x4, Qp=1—1x4, (108)
es decir:
Qn=1-Qupy, (109)
y
wyn = 0. (110)

De manera similar a la segunda variedad critica, para la tercera variedad critica se observa
una co-dominancia entre dos densidades de energia, producidas por el fluido de materia y

mas alld de Hordenski, donde este tltimo se comporta como un fluido de materia.
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Estabilidad

Los autovalores de esta variedad critica corresponden a un punto de silla. Ademas, analizan-
do los autovectores se encuentra que el punto de silla se comporta como un atractor para €2,

con xg — 0.

En sintesis, la tercera variedad critica corresponde a un punto de silla, donde el contenido
energético del universo se distribuye entre materia y el fluido que reresenta el termino mas
alld de Horndeski, donde este ultimo se comporta como materia. Se puede hablar entonces

de una época dominada por la materia.

3.3.2. Subvariedades criticas:. Se encuentra que el sistema exhibe cuatro sub-variedades
criticas, que corresponden a casos especificos de la primera variedad, en donde una de las variables

x; es igual a cero. En cada una de ellas se cumple que:

Qr=0, Qn=0, Qun=1, (111)

wyn = —1, (112)

Por lo que corresponden a un futuros atractores, en donde el universo experimenta una época
dominada por la energia oscura.

3.3.3. Puntos criticos:.

= Primer Punto Critico: Este punto critico no estd incluido dentro de ninguna variedad pre-

viamente mostrada, 1 y & corresponden a —% y —% y adicionalmente, Q,, Q,,, Qyy Y wyn
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vienen dados por:

Qr:07 Qm:07 QMH:17

1

WMH:§-

Los autovalores del sistema revelan que este punto critico corresponde a un punto de silla.
En este punto critico el universo experimenta una época dominada por el fluido més all4 de
Horndeski, donde éste se comporta como radiacion; sin embargo, el valor del pardmetro de
desaceleracion g encontrado en esta solucidon no es concordante con el modelo cosmoldgico

estandar.

= Segundo Punto Critico: Corresponde a un caso especifico de la segunda variedad critica,
donde Qg = 1, por lo que el fluido mds alld de Horndeski, con pardmetro de estado de

radiacion, domina completamente el contenido energético del universo.

= Tercer Punto Critico: Este punto critico no estd incluido en ninguna variedad presentada,

€y y h son iguales a -3, y las densidades energéticas y el pardmetro de estado son:

Qr:07 Qm:07 Quu = 17

1

WMH = <.
3

Los autovalores del sistema corresponden a un punto de silla. De manera similar al primer
punto critico, el universo experimenta una época dominada por el fluido més alld de Horn-
deski, donde éste se comporta como radiacién; sin embargo, de manera similar al primer
punto critico, el pardmetro de desaceleracion ¢ asociado a esta solucién no es concordante

con el modelo cosmoldgico estandar.

= Puntos Criticos pertenecientes a la Primera Variedad Critica Los puntos criticos restan-

tes son casos particulares de la primera variedad, es decir, cumplen las dos ligaduras para
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x1 —xp y tienen Q, = 0. En todos ellos se cumple que:

Qr:07 Qm:07 QMH:17

WMH — —1,

y corresponden a un futuro atractor, donde el universo esta experimentando una época

dominada por la energia oscura.

4. Analisis numérico
4.1. Condiciones Iniciales
En este capitulo se resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales presentado en las Ecs.(75}
utilizando el software de cdlculo Mathematica, con el método de Runge-Kutta. Se escogen
condiciones iniciales que cumplen con los valores actuales de las densidades de energia en el

universo, Q,[0] o< 1074, Qpg[0] ~ 0.68 (3)). Usando la Ec. esta ultima condicién se traduce en:
x1[0] +x2[0] 4 x3[0] 4 x4[0] ~ 0.68. (113)

Para reducir ain mads el espacio de pardmetros de x; se toman valores que garantizaran
la condicién 1 >> x; en z ~ 107, con el fin de garantizar que el sistema empiece en la segunda
variedad, con Q, ~ 1 y x, — 0, es decir, en una época dominada por la radiacion.

4.2. Solucién numérica
Las figuras y presentan la evolucion del sistema para las variables x; y las densidades de

energia adimensionales, con las condiciones iniciales:

x1[0.0001] = —1.35, x,[0.0001] = 1.999, x3[0.0001] = 0.03,

x4[0.0001] = 0.0006, ©,0.0001] = 1 x 10~*, (114)
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Figura 4.1. En esta imagen se presenta la evolucion para las densidades de energia
adimensionales del sistema, con las condiciones iniciales presentadas en la Ec.@), en donde el
sistema empieza en una época dominada por la radiacién, transita por una dominada por la
materia y finalmente se estabiliza en una época dominada por la energia oscura.
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Figura 4.2. Evolucién de las variables adimensionales x; para las condiciones iniciales
presentadas en la EC.@D, donde se observa como estas aumentan hasta ser constantes cuando el
sistema entra en la primera variedad.
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= Densidades de energia adimensionales
Analizando el comportamiento de las densidades de energia, se tiene que el sistema empieza
en la segunda variedad con Qy g ~ 0, es decir, en una época dominada completamente por
el fluido de radiaciéon. Dado que el sistema empieza con x, << 1, la época dominada por
la radiacién corresponderd a un repelente para la variable Q,, por lo que esta empezard a
disminuir. Debido a que los valores de x; no son considerables en este periodo y teniendo en
cuenta la ligadura (72)), dicha disminucién en Q, genera un aumento para ,,, haciendo que
el sistema entre en la tercera variedad, en el caso 1 >> x4 lo que corresponde a un atractor
para la densidad de energia de radiacion.
Dado que la densidad del fluido més alld de Horndeski es muy pequefia durante 10 < z < 100,
se puede hablar de una época dominada por el fluido de materia, que se mantiene estable
hasta que las variables —x,x> y x3 se vuelven considerables respecto a 1 y el sistema entra

a la primera variedad critica, correspondiente a una época dominada por la energia oscura.

= Parametros de estado El parametro de estado efectivo presenta un comportamiento regular,
empezando en 0.33 durante la época dominada por la radiacién, avanzando hasta cero cuando
el sistema es dominado por la materia y estabilizdndose en -1 cuando la energia oscura es
dominante. Por otro lado, wysgy presenta un comportamiento mas exdtico durante la época
dominada por la radiacién, ya que su valor es negativo, tal y como se puede ver en la figura
[4.3] Esto se debe a que durante este periodo, 1 >> x4 >> —x1,x7,x3, por lo que el pardmetro

de estado se reduce a:
1
WMH — —§.Qr. (115)

Este comportamiento se mantiene hasta que las variables x; se vuelven comparables entre
ellas para un z de aproximadamente 100, en donde wyy pasa a ser cero en el punto de
maximo dominio de materia para luego caer a -1 cuando Qg se hace considerable respecto

a Q. El célculo correspondiente a la Ec. (115]) es presentado en el anexo



Teoria mas alla de Horndeski

50

0.2 g
. st iy
1,740 100 "1000-..,10* 10°
-0.2 ;i
s
roi
-
-0.4 L f
1o:
rog
-0.6 .o
S WMH
I -
i - Wer
-0.8 |
1 -
’ ‘;
=1.0fe im0

Figura 4.3. Evolucion de los pardmetros de estado efectivo y més alla de Horndeski para las

condiciones iniciales presentadas en la Ec. (114), donde se observa c6mo w, s pasa de 0.33 a0
para finalmente estabilizarse en -1. Por otro lado, wy/r empieza con un valor negativo de

aproximadamente -0.2 para luego pasar a ser 0 y finalmente -1.

4.3. Variando las condiciones iniciales
Se encuentra que debido a la co-dominancia existente en la tercera variedad critica, la existencia de

una época dominada completamente por la materia depende considerablemente de las condiciones

iniciales del sistema.
4.3.1. Variando x4.

Dado que la tercera variedad critica estd directamente relacio-

nada con x4, es conveniente que su valor hoy sea inferior a 1 x 10~2 para que el valor de Qypy

después de la época dominada por la radiacién sea menor a 0.1. Un ejemplo con x;[0] mayor a lo

utilizado en [[T4]se presenta en la figura[f.4].



Teoria mas alla de Horndeski 51

1l0 - = ~ (YL LR Y RN T ‘\.n‘“'
.‘.. § ....,.,.I._I-;. “\\
0.8 M ", o
. o ‘e \\.‘\
3 ‘e, ‘\‘\ ......
Vol o Oy
0.6 Ve &
: ' - - Qumy
0.4 F E
IR - Om
0.2 SN
0\‘ ~ - \u“\\\‘ ’t,. i
,,\.‘ —J - -..:...:m'-‘“'m“b - e —— -‘.ilrl' z + 1
1 10 100 1000 10 10°

Figura 4.4. Evolucién de las densidades de energia adimensionales, Q,,Q,, y Qg con las
condiciones iniciales: x; = —1.35,x = 1.99,x3 =0.03 y x4 =4 X 1072 para un z = 0.0001, que
representan una pequeiia desviacién de las condiciones iniciales presentadas en[I14] donde la
época dominada por el fluido de materia observada en la figura[4.2] pasa a ser una co-dominacion
entre este ultimo y el fluido més alld de Horndeski.

4.3.2. Variando |x;| y x,. Se encuentra que si ambos valores disminuyen conside-

rablemente respecto a lo presentado en la Ec.(IT4), el sistema entrard en una fase dominada por el

fluido més alld de Horndeski, donde éste se comportard como radiacion, luego, experimentard un

pequeiio periodo de co-dominancia con la materia, para finalmente entrar a la época dominada por

la energfa oscura, tal como se observa en la figura[4.5]
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Figura 4.5. Evolucion de las densidades de energia adimensionales con las condiciones iniciales:
x1 =—0.2,x =0.8,x3 =0.08,4 y x4 = 2.8 X 1077 para un z = 0.0001. Para este caso, el sistema

se mantiene dominado por el fluido m4s alld de Horndeski.
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Por otro lado, tomando valores para |x| y x, superiores a los presentados en la Ec.(114)
el sistema pasard de una €poca dominada por la radiacién a una co-dominada por el fluido de
materia y mds alld de Hondeski, donde este ultimo tenderd a disminuir cuando se alcance el pico
de dominio de materia, para luego crecer mientras el sistema entra en la primera variedad critica.

Esto se ilustra en la figura 4.6
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Figura 4.6. Evolucion de las densidades de energia adimensionales, con las condiciones iniciales:
x1=—134,%=2,x3=0.03yx4 =2.5X% 10~4 para un z = 0.0001, en donde se observa una
co-dominancia entre la materia y el fluido més alla de Horndeski, antes de que el sistema entre en
la época dominada por la materia.

4.3.3. Variando x3. Se encuentra que si el valor de x3 es superior a 0.06 se genera
una época de coexistencia entre el fluido mas alld de Horndeski y materia, donde éste ultimo es
el dominante para 0.7 > x3. Mientras que si x3 > 0.7 ocurre el efecto contrario. En cada caso el

sistema entra en el futuro atractor de energia oscura. Este comportamiento queda evidenciado en

la figura
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Figura 4.7. Evolucién de las densidades de energia adimensionales, con las condiciones iniciales:
x1 =—1.35,x = 1.99,x3 = 0.057 y x4 = 1 x 1072 para un z = 0.0001, en donde se observa una
co-dominancia entre la materia y el fluido méas alld de Horndeski, antes de que el sistema entre en

la época dominada por la energia oscura.

4.3.4. Parametro de estado asociado al fluido mas alla de Horndeski.

Se observa

una relacion directa entre wyy y la evolucion de las variables adimensionales. Se encuentra que

si existe un periodo de tiempo donde se cumpla x3 >> x1,x2,x4, €l parametro de estado del fluido

asociado al Lagrangiano mas alld de Horndeski experimenta brevemente un periodo en el que

tiende a 0.25, como se puede ver en la figura4.§]
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Figura 4.8. Evolucién del pardmetro de estado efectivo y mds alld de Horndeski con las
condiciones iniciales: x; = —1.35,xp = 1.99,x3 =0.057 y x4 = 1 X 1073 para un z = 0.0001, en

donde el parametro de estado mads alld de Horndeski experimenta una fase en donde es mayor que
cero, durante la época dominada por la materia.

Para explicar este comportamiento se debe remplazar la condicion para x3 discutida ante-

riormente, en la Ec.(87) (este cdlculo se presenta en el anexo[5), para encontrar:

I 1

=-——Q.
WMH a4 12

(116)

Adicionalmente, se encuentra que si el sistema entra en una fase donde x3 >> xp,x1, el

parametro de estado pasard a ser menor que -1 antes de entrar en el futuro atractor de energia

oscura, tal como se ilustra en la figura[4.9]
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Figura 4.9. Evolucion del pardmetro de estado efectivo y de aquél asociado al Lagrangiano més
alld de Horndeski con las condiciones iniciales: x; = —1.3579,x, = 1.9942,x3 = 0.05706 y

x4 = 2.4025 x 1077 para un z = 0.0001. Se aprecia que el parametro de estado mas all4 de
Horndeski atraviesa una fase donde es superior a cero, entre la época dominada por la radiacion y
la materia y una donde es inferior a -1, justo antes de entrar en el futuro atractor de energia oscura.

Para explicar este comportamiento se deben analizar las soluciones encontradas por De
Felice y Tsujikawa en (L6} [17), donde se estudia un sistema similar al presentado en las Ecs.(60}

[62), con a; = 0. En dicho sistema existe un punto critico que cumple:

OH = cte, (117)

lo que quiere decir:

h=—g. (118)

De la ecuacioén anterior, tomando 1 >> x,x4,x3 y X2 = 0 se obtiene la siguiente relacion:

10x; 4+ 5x3 +4x4 =0, (119)
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por lo que el pardmetro de estado asociado al Lagrangiano més alld de Horndeski tiende a:

2
wyg = —1+ gh. (120)

En puntos cercanos a la tercera variedad critica, donde % tiende a -3/2, wyy tiende a -2, en la
medida que x, — 0.

4.3.5. Espacio de parametros disponible. En sintesis, las restricciones encontra-
das a las condiciones iniciales presentadas en la subseccion [4.2] para las cuales el sistema replica

adecuadamente la historia térmica del universo son:

—1>x > —1.35, (121)
1.999 > x, > 1.8, (122)
0.5 > x3 > 0.3, (123)
1072 > xy. (124)

5. Conclusiones
A lo largo de este trabajo se estudié una aplicacion de la teoria mds alld de Horndeski, replicando
lo encontrado por Kase et al. en (26), en donde se estudia cémo una modificacion al contenido
energético del universo, en la forma de un campo escalar, puede replicar una época dominada por
la energia oscura. Se tomé la accién mds general que lleva a ecuaciones de campo con derivadas
de orden inferior o igual a dos, desarrollada por Horndeski, particularmente las piezas .25, . %3 y
Z, con la modificacién encontrada en la Ref. (21)), en donde se utiliza un Lagrangiano degenerado
que lleva a la aparicion de un término en esta Ultima pieza de galileon que mantiene el orden de las
derivadas del campo escalar presentes en las ecuaciones de campo, menor o igual dos y garantiza

una rapidez para las ondas gravitacionales igual a la rapidez de la luz.

Se utiliz6 la relacién presentada en Ec.(46) encontrada por (20), para garantizar que la
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rapidez de las ondas gravitacionales del modelo fuese igual a 1, de manera consistente con las
observaciones realizadas en 2016 por LIGO y VIRGO (1} 2)), entre otros. Esto tltimo permitio
mantener la robustez y validez de la teoria de Horndeski en un mundo post GW170817.

Se trabajé con un modelo concreto, previamente estudiado para la teoria de Horndeski, pre-
sentado en las Ec.(6062). Se dedujeron las ecuaciones de campo asociadas al sistema usando el
paquete de calculo tensorial xAct de Mathematica, y se utiliz6 la herramienta de sistemas dindmi-
cos para encontrar el comportamiento general del sistema. Se encontré que tomando condiciones
iniciales que coincidan con los valores actuales para Q,,Q,, y Qpg y dentro de un espacio de pa-
rametros definido (ver la subseccion , el sistema reproduce la historia térmica del universo,
generando un periodo dominado por la energia oscura eterno. Sin embargo, debido a la coexisten-
cia entre densidades de energia encontrada en la tercera variedad critica, la solucién que replica el
modelo cosmoldgico estandar es altamente dependiente de las condiciones iniciales, tal y como se
pudo ver en la sub seccion 6.2.

De lo anterior se concluye que el modelo presentado en este trabajo de grado requiere un

ajuste fino en sus condiciones iniciales para replicar la historia térmica del universo.

Trabajo futuro

La teoria mas alld de Horndeski estudiada en este trabajo de grado hace parte de un conjunto
de teorias degeneradas, llamadas teorias escalar-tensor degeneradas de orden superior (Degenerate
Higher Order Scalar-Tensor theories-DHOST) (27), las cuales pueden ser estudiadas usando un
tratamiento andlogo al discutido en este documento, aplicando las habilidades en manejo de xAct
(18) y sistemas dindmicos aprendidas a lo largo del trabajo, para encontrar bajo qué condiciones

éstas son capaces de generar energia oscura y consistencia con la historia térmica del universo..



Teoria mas alla de Horndeski 58

Referencias Bibliograficas
Abbott, B. et al. (2017a). Gravitational waves and gamma-rays from a binary neutron star merger:

Gw170817 and grb 170817a. The Astrophysical Journal Letters, 848(2):L13.

Abbott, B. et al. (2017b). Gw170817: observation of gravitational waves from a binary neutron
star inspiral. Physical Review Letters, 119(16):161101.

Aghanim, N. et al. (2018). Planck 2018 results. VI. Cosmological parameters.

Arkani-Hamed, N., Cheng, H., M. Luty, A., and Mukohyama, S. (2004). Ghost condensation and

a consistent infrared modification of gravity. Journal of High Energy Physics, 0405.

Babicheyv, E. and Deffayet, C. (2013). An introduction to the vainshtein mechanism. Classical and

Quantum Gravity, 30(18):184001.

Bahamonde, S. et al. (2018). Dynamical systems applied to cosmology: dark energy and modified
gravity. Physical Report., T75-777.

Baker, T. et al. (2017). Strong constraints on cosmological gravity from GW170817 and GRB
170817A. Physical Review Letters., 119(25):251301.

Bettoni, D., Ezquiaga, J. M., Hinterbichler, K., and Zumalacarregui, M. (2017). Speed of Gravita-
tional Waves and the Fate of Scalar-Tensor Gravity. Physical Review D, D95(8):084029.

Creminelli, P. and Vernizzi, F. (2017). Dark Energy after GW 170817 and GRB170817A. Physical
Review Letters, 119(25):251302.

Deffayet, C., Deser, S., and Esposito-Farese, G. (2009a). Generalized Galileons: All scalar mo-
dels whose curved background extensions maintain second-order field equations and stress-

tensors. Physical Review D., D80:064015.

Deffayet, C., Esposito-Farese, G., and Vikman, A. (2009b). Covariant Galileon. Physical Review
D, D79:084003.



Teoria mas alla de Horndeski 59

Deffayet, C., Gao, X., Steer, D., and Zahariade, G. (2011). From k-essence to generalised Gali-
leons. Physical Review D, D84:064039.

Deffayet, C. and Steer, D. (2013). A formal introduction to horndeski and galileon theories and

their generalizations. Classical and Quantum Gravity, 30(21):214006.

Ellis, G., Maartens, R., and MacCallum, M. (2012). Relativistic cosmology. Cambridge University

Press.

Ezquiaga, J. and Zumalacarregui, M. (2017). Dark energy after gw170817: dead ends and the road
ahead. Physical Review Letters, 119(25):251304.

Felice, A. D. and Tsujikawa., S. (2010). Cosmology of a covariant Galileon field. Phys. Rev. Lett.,
105:111301.

Felice, A. D. and Tsujikawa., S. (2011). Generalized Galileon cosmology. Physical Review,
D84:124029.

Garcia, A. et al. (2019 (Ultimo Ingreso, 10 de noviembre.)). Tensor calculation tool, xact. http:

//www.xact.es/.

Garcia, R. et al. (2015). Introduction to the application of dynamical systems theory in the study
of the dynamics of cosmological models of dark energy. European Journal of Physics.,

36(2):025008.

Gleyzes, J., Langlois, D., Piazza, F., and Vernizzi., F. (2015a). Exploring gravitational theories

beyond Horndeski. Journal of Cosmology and Astroparticle Physics, 1502:018.

Gleyzes, J., Langlois, D., Piazza, F., and Vernizzi, F. (2015b). Healthy theories beyond Horndeski.
Physical Review Letters, 114(21):211101.

Goldstein, A. et al. (2017). An ordinary short gamma-ray burst with extraordinary implications:

Fermi-gbm detection of grb 170817a. The Astrophysical Journal Letters, 848(2):L14.


http://www.xact.es/
http://www.xact.es/

Teoria mas alla de Horndeski 60

Horndeski, G. (1974). Second-order scalar-tensor field equations in a four-dimensional space.

International Journal of Theoretical Physics, 10(6).
Jeans, J. (1940). An introduction to the kinetic theory of gases. University Press Cambridge.

José, J. and Saletan, E. (2000). Classical dynamics: a contemporary approach. American Journal

of Physics.

Kase, R. and Tsujikawa, S. (2018). Dark energy scenario consistent with gw170817 in theories
beyond horndeski gravity. Physical Review D, 97(10):103501.

Langlois, D. (2019). Dark energy and modified gravity in degenerate higher-order scalar—tensor

(DHOST) theories: A review. International Journal of Modern Physics., D28(05).

Langlois, D. and Noui, K. (2016). Degenerate higher derivative theories beyond Horndes-
ki: evading the Ostrogradski instability. Journal of Cosmology and Astroparticle Physics,
1602(02):034.

Nicolis, A., Rattazzi, R., and Trincherini, E. (2009). Galileon as a local modification of gravity.
Physical Review D, 79(6):064036.

Nojiri, S. and Odintsov, S. (2007). Introduction to modified gravity and gravitational alternative for

dark energy. International Journal of Geometric Methods in Modern Physics, 4(01):115-145.

Ostrogradsky, M. (1850). Mémoires sur les équations différentielles, relatives au probleme des
isopérimetres. Memoires de I’Academie imperiale des sciences de St. Petersbourg, 6:385—

517.

Palmese, A. et al. (2017). Evidence for Dynamically Driven Formation of the GW170817 Neutron
Star Binary in NGC 4993. Astrophysical Journal, 849(2):1L.34.

Peebles, E. and B, R. (2003). The cosmological constant and dark energy. Reviews of modern
physics, 75(2):559.



Teoria mas alla de Horndeski 61

Perlmutter, S. et al. (1999). Measurements of @ and A from 42 high-redshift supernovae. The
Astrophysical Journal, 517(2):565.

Riess, A. et al. Observational evidence from supernovae for an accelerating universe and a cosmo-

logical constant. The Astronomical Journal, 116(3).

Riess, A. et al. (1999). BV RI light curves for 22 type la supernovae. The Astronomical Journal,
117:707-724.

Rodriguez, Y. and Navarro, A. (2017). Scalar and vector galileons. Journal of Physics: Conference

Series, 831(1):012004.

Sakstein, J. and Jain, B. (2017). Implications of the Neutron Star Merger GW 170817 for Cosmo-
logical Scalar-Tensor Theories. Physcal Review Letters, 119(25):251303.

Wang, H. et al. (2017). The GW170817/GRB 170817A/AT 2017gfo Association: Some Implica-
tions for Physics and Astrophysics. The Astrophysical Journal, 851(1):L18.

Weinberg, S. (1989). The cosmological constant problem. Reviews of modern physics, 61(1):1.

Woodard, R. (2007). Avoiding dark energy with 1/r modifications of gravity. Lecture Notes in
Physics, 720.

Woodard, R. (2015). Ostrogradsky’s theorem on Hamiltonian instability.  Scholarpedia,
10(8):32243.



Teoria mas alla de Horndeski 62

Apéndices

Apéndice A. Ecuaciones de campo

Truco de Leibniz

Para encontrar las ecuaciones de campo y se varia la accién con respecto a gy, se aisla 6gyy y
se aplica el principio de la accién estacionaria, 6.7 = 0. Para aislar las variaciones se emplea el
siguiente truco, basado en la regla Leibniz, ejemplificado a continuacion utilizando el siguiente

Lagrangiano de juguete:
L =V oV, (125)
La variacion de L es igual a:
8L = 8(VHOVu0) = 81V V@V +2VH 9V, 50, (126)
en donde el termino V¥ ¢V, 6¢ puede reescribirse como:
VEOV 00 =V, [09VHO] —S9VHV 0, (127)
por lo que la variacién del Lagrangiano se transforma en:
0.2 =06g"" VoV +2(Vy[09VHP] —S9VHV,0), (128)
y por ende, la variacion de la accién corresponde a:

5.7 = /ag#Vvku(p +2(Vy[8¢VH ] — SOVHV,0)dx*. (129)
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Utilizando el principio de la accion estacionaria,
0s=0

se encuentra que:

0= /5g”VVV¢VM¢ +2(V,u[60VHO] — 8OVHV,0)dx*. (130)

El segundo termino se transforma en una integral cerrada y dado que se esta trabajando con extre-
mos fijos su contribucién es nula. Por otra parte, la tnica forma de que los términos restantes sean

igual a cero es si se cumple:
0=206g""V,oV,0 0=00V*V,9, (131)

para todo dg"" y 6¢. Remplazando la identidad:

Sg = —g"g"PSgap (132)
se encontré que:
0=V,¢V, """, (133)
0=V,¢V,pg"'g", (134)
0=VHV,9, (135)

donde los indices latinos toman los valores de 1, 2 y 3. Las primeras dos ecuaciones corresponden a
los casos 0goo y 0gi; y son las ecuaciones de campo del sistema. La tercera expresion estd asociada

a la variacion con respecto a ¢ y actiia como ecuacion auxiliar.
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Variacion de .%

Variando %> respecto a la métrica y aplicando el truco de Leibniz se obtuvo:

0%

1
5B —algaygﬁcV%V% + Ealgaﬁvyﬁbvm’ - 2a2gaégﬁnv7’¢vy¢vc¢vn¢

1
+5028ap Vr9VOVL 0V, (136)

Tomando o =0, 8 =0y a =i, B =i (donde i es un indice espacial que corre de 1 a 3) se encuentra

que:
52 1 ., 3 .
A LT asn
5o Eala(t) i) —|—§a2a(t) 0~ (138)

Variacion de %3

Variando .73 respecto a la métrica y aplicando el truco de Leibniz se obtuvo:

023
0g%

3 3 3
~58at8pn VOVIOVIVEO + Sasgp Vy0VIOVaV 0 + Sa3gac VyVIOVE VS

130385 VIOVEOVa V30 +3a380 VIOVE OV V40 —3a3g0pVIOVEOV V0.

3
= —3a38a18p¢ VIOV OV V0 — S argangp V19 VIOVIVE

Tomando ¢ =0, B =0y o =i, B =i se encuentra que:
8% Yaza(t)9?
g% a(t)

0% -
Sgi? = —3aza(t)$¢. (140)

(139)
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Variacion de .%,

Variando .} con respecto a la métrica y aplicando el truco de Leibniz se obtiene:

0.% 1 1
g8 = ~2Rapy + g8apRity —4as¥aV OV VL0V 0VI0 — 8aiVaV 9 VY 0VIOVED

—2a,Vo VgV 9V VIOV +4a1g5: VoV VIOVyVIOVE Y — 204V 5V o Ve 9V, VTV G
+4a480: VgV VT OVyVIOVED +asRopV,9VIOV9VE D — %a4gaﬁRvyW¢vg¢V¢ 0
—4a1845 V4V OV Vy VI OVE D + 204808y VyOVIOV VEVTHVE
+2a48an8px Vi VIOV VVIOVED +4a4g5:Va VoGV, VIOV VT
+4a484e VEVE OV VIOV VO — 2048, VyOVIOV VEOV VT + 8asgp: Va V49 VIOVE GV, VT
+8484r VVyd VIOV OV V9 — 8asgog VIOV Vi VEOV VT + 2a4805 V9V OV OV VIV 6
—2a480x8p¢VyOVIOVEOV VIV — 2048485 VyVIPVE GV VEVT§
120484 8pnRYyOVIOVE OV 9 + 4asg o VIOV OV V9V V0
~4a48ax8pc VIOV OV VEOVTIV,0 —dasgoegp VIOVE OV VIOV 0
~4a180:8px V19V OV VEOVIVED —dasgaygp VIOV OV VIOV VFY
~2a48angpVy9V OV OVV VTP —2a480:85, V,9VIPVEPV,VIVTH
+4a18apgnkVIOVEOVIVL OV + 20480580k VydV OVTVEGVEV 0
—4a38ax8pc VIOV OVIV YOV V0 —dasgoegp VIOVEOVTIV,OVFV,
—2a480x8p¢ VYOV OVTVEOVEV 0 — 2048485 VyOVIOVIVEGVEV 6
—2a480x8py VyOV OV VEOVEVTY — 2038085 VOV IOV VEGVEVTH
+4a18axgpn VIOV VydVEOVEVT + dasgangp VIOV V49 VEHVEVT
+4as8aygpe VIOV OV iV OVEVT + 20480580k Vyd VI OVEYVFVTV 0

+4as8angpageVyOVIOVIVEOVAVE + dasg e gpicgna Vy9VIOVIVEGVAVEG.

Tomando o =0, B =0y & =i, B =i se encuentra que, a excepcion del termino de Einsten-

Hilberg, todos las derivadas covariantes dan paso a términos proporcionales a, ¢*,¢>¢2, ¢3¢ y
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¢¢3 Al sumar todos los términos apropiadamente las derivadas de orden superior a dos se desva-

necen y la variacion de % con respecto a go‘ﬁ da como resultado:

8%, 3m12, 212
S0 = 5 15H202 (141)
(N2, 2 ,
8Ly _ A0Sy | ilt) — asd® Ba(t)alr) + 0 a()a(h) + a(t)?). (142)

Al combinar estos términos con la variacion de las demds piezas del Lagrangiano se obtiene las

Ecs.(63) y (66).

Apéndice B. Autovalores y autovectores del sistema
= Variedades criticas:

1. Autovectores:

[0,0,—4,—3,—3]

Los autovectores de la primera variedad critica no serdn presentados ya que son de-
masiado extenso y debido a su forma, no es posible obtener informacién directa sobe

la evolucidn del sistema.

2. Autovalores:

[_4727_17170]

Autovectores:

+4 5 1 -2
(Ov_ii_laovma 1> ) <_F7_%;0707 1) ;(07_17 170;())7 (Oa_%70707 1) )

(0,—1,0,0,1).

3. Autovalores:
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[0,—1,3/2,3,3]

Autovectores:

(070707 1a0)7 <070703 - Ay

(_

X4+37

2(2x4—5)
g 1,070,0).

= Subvariedades criticas:

1. Autovalores:

0,0,—4,—3,—3]

Autovectores
(%7 _%707 170) y (

g
o

3(x

3—4x3-32)

64(x3—4)

3(x3+4) 1.0

4x3

2. Autovalores:

x34+dx3—64 7 xI4+4x3—64

,o).

[0,0,—4,—3,—3]-
Autovectores:
(5,-3.0,1,0),, (

(_
<_

x3+4
3x3

3+4
45.0,0.1

3. Autovalores:

1) (0.0.-222.10) (-

%7_%717070)7

40(x3—4) 1 0. —
T x3tdx—647 "\ 10(x3—4)°

1, —32,1,0,0), (¢ (x3+4),0,—x3,2 (x3—2), 1)

297 290

0),

,0,1,0,0).

,0,0,1,0),

3(x3+4) 07 1’0> :

67
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[0,0,

de Horndeski

—4,-3,-3]

Autovectores

(%

—2,0,1,0),(3,-3,1,0,0),

(2(2x§15x4+25) 15(3x4—5)
6

x5 — 1504425 7 6x3—15x4+257

2(2x4—5)
(—3(3275) , 1,0,0,0).

4. Autovalores:

[0,0,

—4,-3,-3]-

Autovectores:

(%

—2,0,1,0),(5,—3,1,0,0),

23 3(H—x1-2)  4(x+2)

= Puntos criticos

1. Autovalores:

[—5.%.8.3—5]

Autovetores:

(0,0,

2. Autovalores:

[_47

2,—1,1,0]-

Autovectores:

(07

~1,0,1,0),(~1,1,0,0,0), (0,1,

3. Autovalores:

10x3 2445
6x§—15x4+25’1>’( x4 0,0,1,0),

2x
(x%+x1+2’_ xx+2 x%+x1+2’0’1) ’< X +2’0’1’0 O> < 3(x; —}-1)’170 0,0

~1,1,0),(—1,0,1,0,0),(0,—1,1,0,0),(0,0,1,0,0),(0,0,—1,0,1).

-1,0,0),(0,1,0,0,0),(0,—1,0,0,1).

)

68
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[—12,-6,—6,3,2]-
Autovectores: (—1,0,0,1,0),(—1,0,1,0,0),(—1,1,0,0,0),(1,0,0,0,0),(1,0,0,0, —1).

4. Autovalores:
[—4,—3,-3,0,0]-
Autovectores:

(0737_4707 1)7(0705 17070)7 (07 1307070)3 (%7_%707 130) ) (%7_33 17070)

5. Autovalores:
[—4,—-3,-3,0,0]-
Autovectores:

(1707_27071)7(070;17070);(170705070)7 (%7_2707170) ) (%7_%717070)'

6. Autovalores:
[—4,—-3,-3,0,0]
Autovectores:

(0,0,4,-5,1),(0,0,0,1,0),(0,0,1,0,0), (4,—9,0,5,0), (1,—3,2,0,0).

7. Autovalores:
[—4,—-3,-3,0,0]
Autovectores:

(%70705_%7 1) 7(070307 170)5 (17070a070)7 (%7_%707 170) ) (%7_%5 17070)

8. Autovalores:

[—4,—3,-3,0,0]

Autovectores:

(0,3,0,—3,1),(0,0,0,1,0),(0,1,0,0,0), (%,—-2,0,1,0), (3,—3,1,0,0).
9. Autovalores:

[—4,—-3,-3,0,0]

Autovectores:

(27_370707 1)7(07 1507070)7 (170307070)a (%7_%707 130) ) (%7_%a 17070)
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Apéndice C. Encontrando ¢, 5/

Definiendo:

a=20(3x; +2xp) — 5x3(3x1 +x2 + Q —3) —x4(36x1 + 16x, + 3x, +8Q,)],
b =[10(3x1 +x2 4+ Q, + 3)(x1 +2x2) + 10x3(6x1 +3x2 + Q, +3) + 15x3

+x4(78x1 4 32x2 4 30x3 4+ 12Q, + 36) + 12x3],

Se encuentra que

b
£¢:—£, h=——.
qs gs

Las derivadas con respecto al nimero de e-folds de estos dos dltimos pardmetros son:

b b b h
e |
s K

Perturbando las anteriores expresiones se obtiene:

6ad d o€ g €
Sey = — [———23% ¢q§+—¢5%——‘§q§5qs},
qs g5 s s qs

70

(143)

(144)

(145)

(146)

(147)

(148)

(149)

(150)

(151)
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y dado que x/, ¢}, €4 y h son iguales a cero en el punto critico se obtiene:

/

Sel = _oa (152)
as
/

S = —‘Z—b. (153)

Finalmente, Remplazando la dependencia de a y b y la relacion de 8x; con 8¢y y 6h se encuentra

que:

18 2)0Q,
Sey = —30€p + — 1 12) ; (154)
4x5 +6x2 4 3x1 (5x2 — 6) — 36
(155)
6(3 4 6)0Q
SH = —36h— (3x1 +4x+6) (156)

4x3 4 6x2 + 3x1 (5x2 — 6) — 36
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Apéndice D. Evolucion de wyy

Para explicar el comportamiento andmalo del pardmetro de estado mds alld de Horndeski se analiza
la evolucioén de las variables adimensionales respecto al numero de e-folds, concretamente los pe-
riodos donde una de estas variables es muy grande respecto a las demds. Tomando las condiciones
1 >> x3,X4, X4,X3 >> X2,|x1| y aplicdndolas a las Ecs. y se encuentra que:
g = 5x3(Qr—3) 4+ 8Q,x4
4(5x3 4 6x4)
h:—%(?ﬁ—ﬂr). (158)

(157)

Al remplazar las expresiones anteriormente encontradas en la Ec.(87)) y tomando x4 >> x3 0 x3 >>

x4 se obtiene que el pardmetro de estado en cada caso es:

(159)
1
WMH = —§Qr, (160)
1 1
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