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Resumen

Título: DETERMINACIÓN POR PRIMEROS PRINCIPIOS DE LA CAPACITANCIA CUÁNTICA DE NANOTU-

BOS DE ÓXIDO DE TITANIO *

Autor: Jesús Alberto Garcés Castro **

Palabras Clave: Capacitancia cuántica, dióxido de titanio, nanotubos, primeros principios, teoría del funcional de la

densidad, VASP, DFPT, simulaciones computacionales, teoría moderna de la polarización.

Descripción: En este estudio se determinó la capacitancia cuántica mediante primeros principios en un cristal de

dióxido de titanio en fase anatasa y en diversos modelos de nanotubos del mismo material. Los nanotubos fueron

seleccionados por su relevancia en aplicaciones tecnológicas y por su caracterización previa por el grupo de investi-

gación CIMBIOS. Para el análisis se empleó la teoría del funcional de la densidad (DFT) como marco teórico. Las

simulaciones se realizaron con el software VASP, utilizando diferentes fuentes cristalográficas para modelar el cristal

base y construir los nanotubos. Se revisaron estudios recientes sobre la determinación de la capacitancia cuántica en

otros sistemas, adoptando y adaptando los métodos propuestos en la literatura.

Debido a que la capacitancia cuántica es aún un fenómeno en exploración, con resultados experimentales que carecen

de una explicación teórica completa, se emplearon dos enfoques. El primero, bien establecido, se basa en la relación

entre la densidad de estados y la capacitancia. El segundo, desarrollado en este trabajo, se apoya en la teoría moderna

de la polarización para estimar la capacitancia, aportando una metodología novedosa. Los resultados obtenidos a través

de ambos métodos muestran buena concordancia con datos experimentales previos, lo que refuerza la validez de los

modelos y plantea nuevas oportunidades para el diseño de dispositivos basados en nanotubos de TiO2.

* Trabajo de grado

** Facultad de Ciencias. Escuela de Física Director: David Alejandro Miranda Mercado, Ph.D. Co-director: Andrés
Camilo García Castro, Ph.D
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Abstract

Títle: First-principles determination of the quantum capacitance in titanium oxide nanotubes

Author: Jesús Alberto Garcés Castro *

Key words: Quantum capacitance, titanium dioxide, nanotubes, first principles, density functional theory, VASP,

DFPT, computational simulations, modern theory of polarization.

Description: In this study, the quantum capacitance was determined from first principles in a titanium dioxide crystal

in the anatase phase and in various models of nanotubes made from the same material. The nanotubes were selected

due to their relevance in technological applications and their prior characterization by the research group CIMBIOS.

Density Functional Theory (DFT) was used as the theoretical framework for the analysis.

Simulations were performed using the VASP software, employing different crystallographic sources to model the base

crystal and construct the nanotube structures. Recent studies on quantum capacitance in other systems were reviewed,

and the methods proposed in the literature were adopted and adapted.

Given that quantum capacitance is still an emerging phenomenon, with experimental results lacking a complete theo-

retical explanation, two approaches were employed. The first, well-established, is based on the relationship between

the density of states and capacitance. The second, developed in this work, relies on the modern theory of polarization

to estimate capacitance, providing a novel methodology.

The results obtained from both methods show good agreement with previous experimental data, reinforcing the validity

of the models and opening new opportunities for the design of devices based on TiO2 nanotubes.

* Faculty of Sciences. Physics School. Director: David Alejandro Miranda Mercado, Ph.D. Co-director: Andrés
Camilo García Castro, Ph.D
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Introducción

La capacitancia se puede entender como la propiedad que tiene un sistema o material para

almacenar energía a una diferencia de potencial determinada (Bisquert, 2014); un capacitor es

un dispositivo que almacena energía de esta forma, una representación simple de un capacitor se

puede ver en la figura 1. Según la teoría electromagnética clásica, la capacitancia es una propiedad

física puramente geométrica (Griffiths, 2023) y es inversamente proporcional al espesor de un die-

léctrico entre dos placas metálicas; por lo tanto, mientras menor sea el espesor del dieléctrico, la

capacitancia será mayor y si el espesor tiende a cero, la capacitancia geométrica tiende a infinito.

Sin embargo, en la investigación de la capacitancia en sistemas de escala mesoscópica se ha de-

mostrado que esto no es lo que ocurre en todas las ocasiones, como muestra, por citar un ejemplo,

Boesch et al (Boesch et al., 2008) para películas delgadas de SrTiO3, donde la capacitancia no es

una función del espesor de la película.

Figura 1. Representación simple de un capacitor.

El primer indicio de que la capacitancia no se limita a ser una propiedad puramente geomé-
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trica, que puede estar influenciada por una contribución de una capacitancia adicional en serie, así

como por la densidad de estados, data de una investigación de 1961, realizada por Mead (Mead,

1961). Sin embargo, no fue hasta 1988, con la publicación del artículo «Quantum capacitance

devices» por Luryi (Luryi, 1988), cuando se introdujo el concepto de capacitancia cuántica en la

literatura. Luryi mostró que la capacitancia cuántica corresponde con la capacitancia adicional en

serie con la capacitancia geométrica y es el resultado de los fenómenos cuánticos del capacitor.

Distintos desarrollos teóricos han evidenciado a la capacitancia cuántica como una propiedad fí-

sica dependiente de la densidad de estados y del potencial químico del sistema a estudiar (Smith

et al., 1985; Buttiker, 1993; Bueno, 2018b; John et al., 2004), estas propiedades de las que depende

la contribución cuántica de la capacitancia no son consideradas en la noción clásica, explicando

en última medida la discrepancia entre las predicciones de la teoría electromagnética y mediciones

experimentales (Hanlumyuang and Sharma, 2014).

La capacitancia es una propiedad que cobra gran importancia en sistemas de baja dimensio-

nalidad, sistemas que gracias a sus propiedades electrónicas, electroquímicas y mecánicas tienen

grandes aplicaciones como lo son dispositivos de almacenamiento de energía renovables (Balducci

et al., 2007; Brownson et al., 2011), mecanismos de transporte de carga (Purewal et al., 2007;

Javey et al., 2004; Banerjee et al., 2009) y aplicaciones de sensores (Schroeder et al., 2018; Li

et al., 2003; Corzo et al., 2021; Bertel et al., 2024), donde la capacitancia cuántica es el término

predominante en la capacitancia total (Xu et al., 2020), la capacitancia total en sistemas de baja di-

mensionalidad suele presentarse como una combinación en serie de dos términos capacitivos (ver
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figura 2), CQ, un término asociado a la capacitancia cuántica y Ce, un término asociado a la capaci-

tancia geométrica. Las aplicaciones antes mencionadas han hecho que el estudio de la capacitancia

cuántica en sistemas de baja dimensionalidad sea un tema de interés transversal en distintas ramas

de la ciencia y la tecnología, desde la nanotecnología, pasando por la electroquímica hasta la cien-

cia de materiales. La investigación de la capacitancia en sistemas de baja dimensionalidad se ha

desarrollado tanto de forma experimental (Zhang et al., 2012; Shi et al., 2014; Bezryadin et al.,

1998; Dröscher et al., 2010) como teórica (Wang et al., 1998; Paek et al., 2012; Ma and Jena,

2015; Yang et al., 2015; Miranda and Bueno, 2016, 2019), los métodos teóricos son abordados,

en su mayoría, desde la perspectiva de primeros principios (ab-initio methods) (Pokluda et al.,

2015); estos métodos tienen como principal base teórica la teoría del funcional de la densidad,

DFT (Density functional theory) (Giustino, 2014).

Figura 2. Capacitancia total en un sistema de baja dimensionalidad

Por lo general, la metodología utilizada en investigaciones de primeros principios consiste

en obtener la densidad de estados del material a estudiar y por medio de la ecuación (1), ver detalles

en (John et al., 2004), se obtiene la capacitancia cuántica de este.

CQ = e2
∫ ∞
−∞

D(E)FT (E− eϕG)dE (1)
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Aunque el estudio de estos sistemas con el enfoque teórico antes mencionado ha tenido

resultados satisfactorios, hay resultados que esta no puede explicar, uno de los más interesantes

son las capacitancias cuánticas negativas (Liu et al., 2012; Latessa et al., 2005). La comprensión

del porqué se observan capacitancias cuánticas negativas permitiría mejorar la capacitancia de sis-

temas de baja dimensionalidad. Un acercamiento teórico a la explicación de este fenómeno se da

por medio de la teoría moderna de la polarización (Vanderbilt, 2018; Resta and Vanderbilt, 2007;

Stengel et al., 2009b), realizando cálculos de primeros principios donde se incluye la teoría antes

mencionada en capacitores basados en BaTiO3 y PbTiO3 se obtuvieron capacitancias negativas,

por lo que la polarización es una propiedad fundamental en el cálculo de propiedades electrónicas

de distintas estructuras (Stengel et al., 2009a), por tanto, es fundamental también en la obtención

de la capacitancia cuántica de sistemas de baja dimensionalidad.

El dióxido de titanio (TiO2) es un material que presenta tres fases cristalinas principales:

Brookita, Anatasa y Rutilo. El dióxido de titanio es un material de gran abundancia en el planeta,

debido a esto encuentra muchas aplicaciones en distintos sectores de la sociedad. El TiO2 es un

semiconductor tipo n (Maimone et al., 2015), por lo que sus propiedades electrónicas son de gran

interés científico y tecnológico. Recientemente, el dióxido de titanio se ha mostrado como un mate-

rial con aplicaciones interesantes a sistemas de baja dimensionalidad para dispositivos de memoria

(Kim et al., 2013) y supercapacitores (Fukuhara et al., 2016), Un supercapacitor se puede enten-

der como un dispositivo de almacenamiento de energía que se caracteriza por una alta densidad

energética, gran eficiencia, y valores de capacitancia varios órdenes de magnitud superiores a los
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de los capacitores convencionales (Karthikeyan et al., 2021; Zhang et al., 2018). Los nanotubos

de dióxido de titanio poseen una amplia gama de aplicaciones, destacando especialmente en el

almacenamiento de energía (Han et al., 2018) y en aplicaciones biomédicas (Bertel et al., 2021;

Oliveira et al., 2017), entre otras áreas1. La optimización del uso de TiO2 en estas aplicaciones

se logra mediante la caracterización de sus propiedades físicas. Una de las más estudiadas es la

capacitancia, especialmente relevante en la aplicación de esta nanoestructura en supercondensa-

dores (Salari et al., 2011a; Xie et al., 2013; Al-Thabaiti et al., 2014; Zhang et al., 2011). En este

contexto, la capacitancia en esta estructura suele ser dominada por la capacitancia cuántica. Aun-

que los estudios teóricos tienden a centrarse en la dependencia de esta propiedad con la densidad

de estados, es importante señalar que la influencia de la polarización, una propiedad fundamental

en el cálculo de propiedades electrónicas, no suele ser analizada en estos estudios. Con lo expuesto

anteriormente como principal motivación, se realizará un estudio de la capacitancia cuántica de un

nanotubo de dióxido de titanio desde primeros principios, donde se incluya la teoría moderna de la

polarización en la obtención de la capacitancia y se contrasten los resultados de este acercamiento

con estudios donde esta teoría no es incluida. Este estudio será realizado en primera instancia para

la estructura cristalina de TiO2 en su fase Anatasa, dado que esta fase es la que muestra mayor pre-

sencia en los nanotubos de dióxido de titanio (Wang et al., 2002). Luego de desarrollar métodos

que permitan la obtención de la capacitancia cuántica a partir de primeros principios sin incluir e

incluyendo la teoría moderna de la polarización, se buscará extrapolar estos métodos a un nanotubo

1 Para una visión más detallada de sus aplicaciones, consultar el artículo de Lee et al (Lee et al., 2014).
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de TiO2.



DETERMINACIÓN POR PRIMEROS PRINCIPIOS DE LA CAPACITANCIA CUÁNTICA DE
NANOTUBOS DE ÓXIDO DE TITANIO 21

1. Marco Teórico

1.1. DFT (Density Functional Theory)

El DFT es una teoría que permite estudiar sistemas cuánticos de N cuerpos, esta permite

entender y predecir desde primeros principios de mecánica cuántica propiedades electrónicas de

materiales como semiconductores y metales. (Giustino, 2014), el DFT parte de los teoremas de

Hohenberg-Kohn para iniciar su planteamiento. Los teoremas de Hohenberg-Kohn (Martin, 2020)

establecen que la energía en el estado base de un material es funcional únicamente de la densidad

electrónica, lo que permite escribir la energía del estado base como:

E = F [n],

la densidad electronica de un sistema mecánico-cuántico se escribe como:

n(r) = |Ψ(r)|2,

donde Ψ(r) es la función de onda del sistema.

Sin embargo, como hallar este funcional y la forma que tiene no están establecidos en

el teorema de Hohenberg-Kohn. La propuesta de Kohn-Sham para encontrar una forma de este

funcional consiste en tomar el sistema de N electrones como un sistema equivalente de N electrones
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independientes 2, donde se tiene un término de intercambio-correlación que toma en cuenta todas

las interacciones despreciadas al asumir esta aproximación. La energía, según el planteamiento de

Kohn-Sham, toma la siguiente forma:

F [n] =
∫

n(r)Vn(∇)dr−
∑

i

∫
ϕ∗i (r)

∇2

2
ϕi(r)dr+

1
2

∫ ∫
n(r)n(r′)
|r− r′|

drdr′+Exc[n], (2)

la densidad electrónica n(r) mostrada en la ecuación (2) tiene la forma de:

n(r) =
∑

i

|ϕi(r)|2. (3)

1.1.1. Aproximaciones de DFT. El planteamiento de Kohn-Sham simplifica con-

siderablemente el problema; sin embargo, la forma de la densidad electrónica n(r), la energía total

del sistema E[n] y la energía de intercambio-correlación Exc[n] sigue siendo desconocida. Es aquí

donde el principio variacional de Hohenberg-Kohn (Hohenberg and Kohn, 1964) toma relevancia,

este principio establece que, la densidad electrónica del estado base n0 es aquella que minimiza la

energía total del sistema. Con base en este principio se llega a una expresión que permite obtener

las funciones de onda ϕi(r), como se muestra en la ecuación (3) el conocer las funciones de onda

2 Bajo esta aproximación en el vector de estado del sistema |Ψ⟩ es visto como un producto de N Vectores de estado
|ϕ⟩i asociados a cada electrón. Los electrones están bajo la acción de un campo electrostático medio con densidad
de carga n(r).
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asociadas a los N electrones permite conocer la densidad electrónica del sistema n(r). El conjunto

de ecuaciones que satisfacen esta expresión son conocidas como las ecuaciones de Kohn-Sham, la

forma de esta expresión es:

[−
1
2
∇2+Vn(r)+VH(r)+Vxc(r)]ϕi(r) = εiϕi(r). (4)

Esta expresión es una ecuación de autovalores para las funciones de onda ϕi(r), en esta Vn

hace referencia al potencial del núcleo atómico sobre los electrones. VH hace referencia al potencial

electrostático entre los electrones y Vxc hace referencia al potencial de intercambio-correlación. El

resolver esta ecuación de autovalores, además de determinar la densidad electrónica del sistema,

determina la energía total del sistema por medio de la ecuación (2). Hasta este punto sigue habiendo

un obstáculo en la solución de la ecuación (4) y este es el potencial de intercambio-correlación

Vxc(r), la forma explícita de este es:

Vxc(r) =
δExc[n]
δn

∣∣∣∣
n(r)

,

como ya se especificó antes, la forma de este funcional tampoco es conocida, por lo tanto, la

forma como se soluciona este problema es reduciendo este funcional a funcionales aproximados,

los funcionales mayormente utilizados son aquellos dados por las aproximaciones:

LSDA(Local Spin Density approximation)

GGAs(Generalized-gradient approximations)



DETERMINACIÓN POR PRIMEROS PRINCIPIOS DE LA CAPACITANCIA CUÁNTICA DE
NANOTUBOS DE ÓXIDO DE TITANIO 24

1.1.1.1. LSDA. La forma que toma el funcional de la energía de intercambio-

correlación en esta aproximación es de la forma:

ELS DA
xc [n↑,n↓] =

∫
drn(r)ϵhom

xc (n↑(r),n↓(r)), (5)

en la ecuación (5), ϵhom
xc representa la densidad de energía de intercambio-correlación de un

gas de electrones homogéneo.

1.1.1.2. GGAs. La forma que toma el funcional de la energía de intercambio-correlación

en esta aproximación es de la forma:

EGGA
xc [n↑,n↓] =

∫
drn(r) f (n↑(r),n↓(r), |∇n↑|, |∇n↓|), (6)

en la ecuación (6), f representa una densidad de energía que depende no solo del valor de la

densidad3 en cada punto sino también de la magnitud del gradiente de esta. Tres aproximaciones

GGA ampliamente usadas en la obtención de propiedades electrónicas desde primeros principios

son PBE (Perdew et al., 1996), PW91 (Perdew and Wang, 1992) y PBEsol (Perdew et al., 2008).

1.1.2. Métodos ab-initio. Los métodos ab-initio son enfoques iterativos para re-

solver la ecuación (4), que representa las ecuaciones de Kohn-Sham. También se les conoce como

3 en las ecuaciones (5) y (6) se usa la notación de n↑ y n↓ para representar las densidades, esto hace referencia a
las densidades electrónicas asociadas a cada estado del espín de los electrones del sistema, estas densidades se
relacionan por medio de la expresión n(r) = n↑(r)+n↓(r), donde n(r) representa la densidad electrónica trabajada
con anterioridad.
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cálculos auto-consistentes. El procedimiento general de estos métodos se ilustra en la figura 3. En

esta representación, se observa que los métodos auto-consistentes parten de una estimación inicial

de la densidad electrónica del sistema bajo estudio. Esta estimación permite calcular el potencial

total del sistema, lo que a su vez facilita la determinación de las funciones de onda asociadas a

cada electrón ϕi(r). Utilizando estas funciones de onda, se puede calcular la densidad electrónica

del sistema mediante la ecuación (3). Si la densidad de estados obtenida a partir de las funciones

de onda coincide con la densidad estimada inicialmente, la iteración concluye y se calcula las pro-

piedades físicas de interés del sistema. Sin embargo, si las densidades no coinciden, se utiliza la

densidad calculada a partir de las funciones de onda como nueva estimación inicial, reiniciando así

el ciclo. Es en este punto donde el término auto-consistente cobra sentido, ya que el objetivo de es-

tos métodos es, a partir de una estimación inicial de la densidad electrónica, encontrar la verdadera

densidad electrónica del sistema en estudio. Para obtener más información sobre estos métodos, se

puede consultar el Apéndice C de Giustino (Giustino, 2014), la parte IV de Martin (Martin, 2020),

así como el artículo de Kresse et al (Kresse and Furthmüller, 1996b).

1.1.3. Pseudopotenciales. Los pseudopotenciales pueden comprenderse como una

construcción teórica para simplificar el potencial asociado a la interacción núcleo-electrón en ab-

initio Methods. Estos potenciales aproximados permiten representar la densidad electrónica de los

electrones internos de un elemento como un potencial suavizado sin perder precisión en la den-

sidad electrónica del elemento, la principal ventaja de estos es la capacidad de aligerar la carga

computacional (Sholl and Steckel, 2022).

Estos pseudopotenciales se fundamentan en la observación empírica de que los electrones
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que participan en los enlaces químicos son los electrones débilmente ligados al núcleo, es decir,

los electrones de valencia, lo que sugiere que en la obtención de propiedades desde primeros

principios en sistemas de N átomos los electrones que muestran los cambios más relevantes al

dejar de estar aislados son los electrones de valencia. Esto permite inferir que el pseudopotencial

de los electrones internos es constante, ya sea al considerando el elemento de forma aislada o

conjunta con otros elementos.

Los pseudopotenciales implementados con mayor frecuencia en software de cálculo de pri-

meros principios son los Projector augmented wave (PAW) (Blöchl, 1994) y Ultrasoft pseudopo-

tentials (USSP) (Vanderbilt, 1990); una introducción a la teoría formal de estos pseudopotenciales

puede revisarse a mayor profundidad en el capítulo 11 de Martin (Martin, 2020) y en el artículo

desarrollado por Kresse et al (Kresse and Joubert, 1999).

1.1.4. Relajación estructural. La relajación de una estructura es fundamental para

obtener propiedades físicas realistas y precisas mediante DFT. Este proceso ajusta las posiciones de

los átomos para minimizar las fuerzas que actúan sobre ellos, lo que permite encontrar la estructura

de equilibrio. En esta configuración, las fuerzas totales que actúan sobre cada núcleo se anulan. La

estructura de equilibrio es un excelente punto de partida para realizar cálculos auto-consistentes,

ya que en estos la posición de los átomos se mantiene fija. Si se comienza desde una configuración

diferente a la de equilibrio, no se puede garantizar que las propiedades obtenidas representen con

precisión el sistema en estudio.

La relajación estructural parte del Teorema de Hellman-Feynman (Feynman, 1939), este

relaciona el cambio en la energía en el sistema con respecto a algún parámetro con el valor esperado
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del cambio en el hamiltoniano con respecto a este mismo parámetro (ver ecuación (7)). El resultado

más importante de este teorema está en que una vez la distribución espacial de los electrones ha sido

determinada, todas las fuerzas del sistema pueden ser calculadas usando la teoría electromagnética

clásica.

dE
dλ
= ⟨Ψ|

dĤ
dλ
|Ψ⟩ , (7)

Por medio de este teorema es posible calcular la fuerza total de los núcleos por medio de la

siguiente expresión4:

FI = ZI

∫ dr n(r)
r−RI

|r−RI |
3 −
∑
J,I

ZJ
RJ −RI

|RJ −RI |
3

 , (8)

En la ecuación (8) se puede apreciar como la fuerza total de los núcleos solo depende

de la densidad de carga de los electrones, además de las posiciones de los electrones y núcleos

del sistema. Habiendo definido la fuerza total del sistema, surge la pregunta de, ¿Cómo hallar la

estructura de equilibrio teniendo la fuerza del sistema?, la respuesta está en encontrar el mínimo

de la energía potencial de este. La justificación de la anterior afirmación está en que la fuerza del

sistema y la energía potencial están relacionados por medio de la siguiente expresión:

FI = −∇U,

4 Para una deducción completa de esta formula revisar el capitulo 4.3 y 4.4 de (Giustino, 2014).
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Por lo tanto, un mínimo en la energía del sistema conlleva que las fuerzas entre átomos en él

sea 0, esta es la condición de las estructuras de equilibrio. La forma como es hallado este mínimo

es por medio de damped molecular dynamics5, este consiste en que el sistema encuentre el equi-

librio agregando un término que disipe energía en la ecuación anterior, esto se logra introduciendo

un parámetro de fricción.

El parámetro de fricción modifica la forma de la fuerza haciendo que tome la siguiente

forma:

FI = −∇U −b
dRI

dt
,

donde b es el coeficiente de fricción, la ecuación anterior surge de recordar que la fricción

es una fuerza proporcional a la velocidad del objeto a estudiar; recordando también la segunda ley

de Newton (FI = maI) se puede llegar a que:

d2RI

dt2
= −∇U −b

dRI

dt
. (9)

Resolviendo esta ecuación diferencial es posible obtener las posiciones de los núcleos ató-

micos. La forma como se resuelven estas ecuaciones diferenciales en la práctica es por medio del

5 Para más información sobre este método revisar Car-Parinello (Car and Parrinello, 1985) y Bitzek (Bitzek et al.,
2006).
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algoritmo de Verlet (Verlet, 1967), este consiste en discretizar las ecuaciones de Newton por me-

dio de diferencias finitas, escribiendo las posiciones atomicas en función de posiciones atómicas

anterior y la fuerza en esas posiciones.

De esta forma la relajación estructural puede entenderse de manera simple como, un proceso

en el que se ajustan las posiciones nucleares del sistema a estudiar de forma que las fuerzas sobre

estos se anule, calculando las densidades electrónicas y la energía del sistema para obtener las

fuerzas de los núcleos por medio de la ecuación (8), luego se resuelve la ecuación (9) por medio

del algoritmo de Verlet. Todo este proceso puede verse resumido en la figura 4.

1.2. Capacitancia cuántica

La capacitancia cuántica se puede definir como la capacidad intrínseca que tiene un sistema

para almacenar energía a una diferencia de potencial determinada. de forma distinta a la capacitan-

cia clásica, la capacitancia cuántica depende de la densidad de estados (DOS) (Bueno, 2018a) y el

potencial químico (Bueno, 2018b) del sistema a estudiar. Esta se define de forma general como:

CQ =
dσ
dφ
, (10)

en la ecuación (10)σ hace referencia a la densidad de carga superficial del sistema, mientras

que φ es el potencial electrostático local. Una manera sencilla de mostrar la dependencia de la

capacitancia cuántica respecto a la densidad de estados es considerando la capacitancia cuántica
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cQ
6 en un sistema mesoscópico por medio de la expresión:

cQ =
dq
dφ
, (11)

en la expresión anterior la carga del sistema puede expresarse como q = Ne, donde N es

el número de partículas cargadas del sistema y e es la carga eléctrica del electrón; el potencial

electrostático local por definición es la energía por unidad de carga, de forma que este puede ser

escrito como φ = E/e. Con esto en cuenta ecuación (27) puede reescribirse como:

cQ = e2 dN
dE

, (12)

la derivada de la ecuación (12) es la definición de densidad de estados D(E) (Kittel and

McEuen, 2018) de un sistema. De esta forma se evidencia la dependencia de la densidad de estados

en la capacitancia cuántica desde la definición de esta. Una definición que permite observar la

dependencia de la capacitancia cuántica y del potencial químico viene de considerar la densidad

de carga de portadores en las bandas como:

σ =

∫ ∞
−∞

D(E) f (E− µ̄)dE, (13)

6 la única diferencia entre CQ y cQ es que la primera es la capacitancia por unidad de área, mientras que la segunda
es la capacitancia de un sistema.
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en la ecuación (13) µ̄ representa el potencial electroquímico7 del sistema, este puede ser

visto como la suma dos contribuciones, una contribución del potencial químico y otra del poten-

cial electrostático local; reemplazando esta expresión para la densidad de carga en la ecuación

(10) y derivando respecto al potencial electroquímico, se obtiene la expresión para la capacitancia

cuántica mostrada en la ecuación (1).

1.3. Teoría moderna de la polarización

La polarización es definida desde la teoría electromagnética como el momento dipolar por

unidad de volumen, la expresión general para esta en una celda cristalina es:

Pdip =
1

Vcell

∫
Vcell

rρ(r)dr. (14)

En la ecuación (14), Vcell representa el volumen de la celda, r es el vector posición y ρ(r) es

la densidad de carga8 de la celda. Consideremos entonces la aplicación de un débil campo eléctrico

o magnético sobre un aislante, esto causará una corriente macroscópica en este, proporcional a la

polarización, descrita por la expresión:

J =
dP
dt
, (15)

en la ecuación (15) J representa la densidad de corriente macroscópica, por definición, es la

7 µ̄ = µ+ eφ.

8 Esta densidad de carga es totalmente clasica y se encuentra definida por medio de −∇ ·P(r) = ρ(r).
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densidad de corriente microscópica j(r, t) promedio por celda unitaria. Con esto en cuenta veamos

la forma que toma la polarización definida por la ecuación (14) en este caso,

δPdip =
1

Vcell

∫
Vcell

rδρ(r)dr

= −
δt

Vcell

∫
Vcell

r(∇ · j(r))dr

= −
δt

Vcell

[∫
Vcell

j(r)dr−
∫

S cell

r(j ·dS)
]
,

en el desarrollo anterior se utilizó la ecuación de continuidad (∂ρ∂t = −∇· j), esta relaciona la

densidad electrónica con la densidad de corriente microscópica en el aislante, además de esto se

usó una regla del producto para llegar a la expresión final; Esta última expresión puede escribirse

como:

δP = δPdip+
δt

Vcell

∫
S cell

r(j ·dS), (16)

La ecuación (16) muestra que la polarización en un sistema no solo depende de la distri-

bución electrónica en el volumen del material, sino también de la distribución electrónica en la

superficie. Además, se evidencia cómo una descripción clásica de la polarización no explica todos

los fenómenos observados a partir de esta.

Lo antes mencionado sienta la base para el desarrollo de lo que hoy se conoce como la

teoría moderna de la polarización (Vanderbilt and King-Smith, 1993; King-Smith and Vanderbilt,
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1993), una teoría que redefine la polarización a partir de primeros principios.

Por medio de la teoría moderna de la polarización, se puede encontrar que la polarización

electrónica bajo una perturbación débil toma la forma de9:

P =
−e

Vcell

∑
j

ϕ̄ j

2π
a j, (17)

en la ecuación anterior ϕ̄ j representa la Fase de Berry10 de cada banda en dirección paralela

a j promediada sobre la zona de Brillouin en las direcciones complementarias a j. La fase de

Berry puede definirse como una fase que describe la evolución de un vector de estado sobre una

trayectoria en un espacio geométrico, esta se puede definir de forma general como:

ϕ =

∫ λ f

λi

i ⟨uλ|∂λuλ⟩dλ. (18)

La polarización es una propiedad física asociada a propiedades eléctricas como la permiti-

vidad y la susceptibilidad, esta última se puede expresar en términos de la polarización como:

χµν =
∂Pµ
∂εν

, (19)

9 Para una descripción más detallada de los procedimientos y conceptos, revisar los capítulos 2.1, 2.3 y 4 de Van-
derbilt (Vanderbilt, 2018).

10 Para una descripción más detallada, revisar el capítulo 3 de Vanderbilt (Vanderbilt, 2018) y el artículo de Xiao et
al (Xiao et al., 2010).
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en la ecuación (19) ε representa el campo eléctrico, mientras que χµν representa una com-

ponente del tensor susceptibilidad, este último es proporcional a la capacitancia del sistema11, por

lo tanto, la capacitancia cuántica de un sistema puede ser hallada a partir de la susceptibilidad por

medio de la teoría moderna de la polarización.

La polarización en un sistema de N partículas pueden verse como:

Ptot = Pion+Pelec,

donde Pion es la polarización iónica del sistema y Pelec es la polarización electrónica. La

polarización electrónica es la mostrada en la ecuación (17), la polarización iónica de un sistema se

expresa como (Nakhmanson et al., 2005; Filip et al., 2019):

Pion =
e

Vcell

∑
µ

Zµτµ,

en la expresión anterior Zµ hace referencia a las cargas dinámicas o cargas efectivas de Born

de los iones, mientras que τµ hace referencia a la posición de los iones en la celda unitaria. Con

esto en cuenta, la polarización total de un sistema de N partículas se puede expresar como:

11 Para ver en detalle las expresiones que relacionan la capacitancia y susceptibilidad revisar el artículo de Berthod
et al (Berthod et al., 2021).
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Ptot =
e

Vcell

∑
µ

Zµτµ−
∑

j

ϕ̄ j

2π
a j

 (20)

1.4. DFPT (Density functional perturbation theory)

1.4.1. DFPT. En los sistemas de estudio dentro del marco de DFT muchas pro-

piedades físicas son resultado de la aplicación de perturbaciones externas, estas propiedades son

llamadas response functions (Baroni et al., 2001; Gonze, 1997). Las funciones de respuesta son

derivadas de segundo, tercer o superior orden de la energía con respecto a las perturbaciones apli-

cadas (Verstraete and Zanolli, 2014), algunas de estas perturbaciones pueden ser desplazamientos

atómicos, campos eléctricos homogéneos y campos magnéticos homogéneos. Usando lo mostrado

en el apéndice A, las correcciones a la energía E(n) en un sistema perturbado se pueden entender

como derivadas de orden n de la energía del sistema (ver ecuación 38), por lo tanto, la aplicación de

la teoría de perturbaciones al DFT permite obtener las funciones de respuesta del sistema a estudiar.

Para aplicar la teoría de perturbaciones al DFT, es fundamental comenzar con la expresión

del funcional de la densidad F [n] (ver ecuación (2)). La energía del sistema se puede descomponer

en las siguientes contribuciones12:

12 El vector de estado |ψ⟩ representa la totalidad del sistema. Las funciones de onda asociadas a cada electrón,
denotadas como ϕi(r) en la ecuación (2), se combinan para formar ⟨r|ψ⟩ mediante un determinante de Slater.
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F [n] = ⟨ψ| V̂n |ψ⟩+ ⟨ψ| T̂ |ψ⟩+EH +Exc[n], (21)

Las contribuciones, de izquierda a derecha, corresponden a la interacción entre los electro-

nes y el potencial nuclear, la energía cinética de los electrones, la energía de Hartree (que representa

la interacción eléctrica entre los electrones) y la energía de intercambio y correlación. Con el fin

de modificar esta expresión en el marco de la teoría de perturbaciones, La contribución V̂n se de-

finirá como V̂ext(λ), la cual incluirá tanto la interacción del potencial nuclear y electrones como

la perturbación externa que afecta al sistema. Además, las energías EH y Exc se combinarán en

una única contribución, EHxc(λ). De forma análoga a la teoría de perturbaciones, la densidad n(r)

será escrita como una serie de potencias de la perturbación externa λ, dado que las funciones de

onda ante una perturbación externa son expandidas en series de potencias. Entonces, la forma de

la densidad electrónica y el funcional de la densidad en el marco del DFPT es:

n(r,λ) =
∑

i

|ϕi(r,λ)|2 = n(0)(r)+λn(1)(r)+ ...+λnn(n)(r)+ ... (22)

F [n(λ)] = ⟨ψ| V̂ext(λ) |ψ⟩+ ⟨ψ| T̂ |ψ⟩+EHxc[n(λ)] (23)

La forma de las correcciones a la energía están mostradas de forma explícita en (Verstraete

and Zanolli, 2014; Gonze, 1997; Baroni et al., 2001).
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Figura 3. Representación esquemática de ab-initio Methods. Adaptado de (Martin, 2020;
Giustino, 2014)
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Figura 4. Representación esquemática de una relajación estructural, adaptado de (Giustino, 2014).
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2. Obtención de la CQ desde DOS en un cristal de Anatasa

2.1. Metodología

Se llevó a cabo un diseño metodológico de experimentos computacionales, centrado en

el empleo del software Vasp (Kresse and Furthmüller, 1996a) para realizar cálculos de primeros

principios13. Además, se realizó una revisión bibliográfica sobre la obtención de la capacitancia

cuántica a partir de la DOS (density of states) desde primeros principios. Por último, se usará un

archivo cristalográfico que modele las posiciones atómicas del dióxido de titanio en su fase crista-

lina, anatasa, de acuerdo a la bibliografía relacionada con la cristalografía de este material para dar

inicio a los cálculos de primeros principios sobre este.

Con base en lo anterior, se utilizó un archivo cristalográfico de un cristal de dióxido de

titanio en fase cristalina Anatasa extraído de Materials Explorer14 de The Materials Project (Jain

et al., 2013), este archivo cristalográfico fue visualizado por medio del software VESTA (Momma

and Izumi, 2011), el archivo que modela las posiciones atómicas de la anatasa se puede apreciar

en la figura 5. Una vez definido el archivo que modela un cristal de dióxido de titanio, se puede

estructurar la obtención de la capacitancia cuántica en las siguientes etapas:

13 Para una definición detallada, revisar capítulo 1.1.

14 El material se puede ver en https://next-gen.materialsproject.org/materials/mp-390.

https://next-gen.materialsproject.org/materials
https://next-gen.materialsproject.org/materials/mp-390
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Relajación estructural

Cálculos auto-consistentes (SCF)

Obtención de la densidad de estados

Obtención de la capacitancia cuántica

Figura 5. Estructura de un cristal de Anatasa.

2.1.1. Relajación estructural. Para llevar el sistema a su estructura de equilibrio,

se realizó una relajación estructural. Se utilizó una aproximación GGA con la parametrización

Revised PBE for solids (PBEsol) (Perdew et al., 2008) para describir la energía de intercambio y

correlación de los electrones. Además, se aplicó el método Monkhorst-Pack (Monkhorst and Pack,

1976) para establecer el centro de una malla de 7× 7× 9 y muestrear el espacio de Brillouin del

sistema. Los criterios de convergencia utilizados fueron:

Una energía cinética de corte de 600 [eV] para la base de ondas planas.
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Una diferencia de energía entre pasos iónicos15 de al menos 1×10−4[eV].

Una diferencia de energía entre cálculos auto-consistentes de al menos 1×10−8[eV].

El resultado de la estructura de equilibrio es un archivo de salida llamado CONTCAR. En

este archivo se reflejan las modificaciones en las posiciones atómicas del sistema. Este archivo es

fundamental para modelar las posiciones atómicas del cristal en los siguientes pasos.

2.1.2. Cálculos auto-consistentes. Para obtener las propiedades electrónicas de in-

terés del sistema se realizaron cálculos auto-consistentes16 en el sistema. Se utilizó la estructura de

equilibrio obtenida en el paso anterior para modelar las posiciones del cristal de Anatasa. De forma

similar al paso anterior se utilizó la parametrización PBEsol para llevar a cabo una aproximación

GGA a la energía de intercambio y correlación. Se usó una malla de iguales dimensiones e igual

método para muestrear el espacio recíproco. Los criterios de convergencia utilizados fueron:

Una energía cinética de corte de 600 [eV] para la base de ondas planas.

Una diferencia de energía entre cálculos auto-consistentes de al menos 1×10−8[eV].

El resultado de estos cálculos auto-consistentes es un archivo de salida llamado CHGCAR.

En este archivo se encuentra contenida la densidad de carga del sistema y la ocupancia17 de esta, a

15 Un paso iónico hace referencia a un cambio en las posiciones atómicas.

16 Revisar capítulo 1.1.2.

17 La ocupancia u ocupación hace referencia a la forma como está distribuida la densidad de carga en cada orbital
atómico ϕi(r).

https://www.vasp.at/wiki/index.php/CONTCAR
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partir de este archivo se construyó la densidad de estados del sistema de estudio.

2.1.3. Obtención de la densidad de estados. Para obtener la densidad de estados

del sistema se leyó la densidad de carga y la ocupancia obtenida en el paso anterior. De forma

similar al paso, se utilizó la estructura de equilibrio resultado de la relajación estructural y la pa-

rametrización PBEsol para llevar a cabo una aproximación GGA a la energía de intercambio y

correlación. Con el fin de obtener mayor precisión en el muestreo del espacio recíproco, se mantu-

vo el método Monkhorst-Pack y se duplicaron las dimensiones de la malla, siendo ahora una malla

14×14×18. Se mantuvieron los mismos criterios de convergencia que en el paso anterior.

El resultado de esta etapa es la densidad de estados del cristal de Anatasa. Para asegu-

rar una adecuada interpolación, la densidad de estados fue construida evaluando 1000 puntos de

energía distribuidos entre la energía máxima y mínima del sistema. Una buena interpolación será

fundamental para construir la capacitancia cuántica del sistema.

2.1.4. Obtención de la capacitancia cuántica. Tomando de referencia los artícu-

los de Xu et al. (Xu et al., 2020), Yang et al. (Yang et al., 2015), Song et al, (Song et al., 2018) y

Li et al. (Li et al., 2021), se construyó la capacitancia cuántica a partir de la expresión:

CQ = e2
∫ ∞
−∞

D(E)FT (E− eϕG)dE, (24)

para obtener la CQ a partir de la ecuación (24) se interpoló linealmente la densidad de

estados por medio de la librería NumPy y la función numpy.interp. Se evaluó explícitamente

https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.interp.html
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la función FT (E)18 (ver ecuación (25)), definida en la literatura como thermal broadening fun-

ction. Además, se integró numéricamente la expresión por medio de la librería SciPy y el método

scipy.integrate.quad, teniendo como limite inferior y superior la energía mínima y máxima del

sistema, respectivamente, estas energías fueron obtenidas en el paso anterior.

FT (E) =
sech2(E/2KBT )

4KBT
(25)

Para analizar el comportamiento de la capacitancia cuántica en función del potencial elec-

trostático local ϕG, se variaron los valores de ϕG, tomando 1000 puntos en un rango de -3 [V] a 0

[V]. Esto permitió construir una gráfica de capacitancia cuántica en función del potencial.

2.2. Resultados

2.2.1. Relajación estructural. El resultado de la estructura de equilibrio es un ar-

chivo de salida llamado CONTCAR. En este archivo se reflejan las modificaciones en las posicio-

nes atómicas del sistema. En este caso, la estructura de equilibrio no presenta grandes diferencias

en comparación con la estructura inicial (POSCAR), aunque sí se observan cambios en los vecto-

res de red y en algunas posiciones atómicas. Por lo tanto, esta estructura optimizada será utilizada

a partir de ahora para modelar las posiciones atómicas en el cristal de anatasa.

En la estructura de equilibrio se obtuvo que las constantes de red tomaron los valores de

18 Esta función es la derivada de la distribución de Fermi-Dirac con respecto a la energía.

https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.integrate.quad.html
https://www.vasp.at/wiki/index.php/CONTCAR
https://www.vasp.at/wiki/index.php/POSCAR
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3.77, 3.77 y 9.62, para a, b y c respectivamente. Al comparar estos valores con los datos experi-

mentales (Mehl et al., 2017; Burdett et al., 1987), se obtuvo un porcentaje de error del 0.396%

para las constantes de red a y b, y del 1.114% para la constante c. Estos pequeños porcentajes de

error en relación con los datos experimentales justifican la necesidad de la relajación estructural.

2.2.2. Cálculos auto-consistentes. El resultado de los cálculos auto-consistentes

realizados en esta sección es un archivo de salida llamado CHGCAR. Como ya fue explicado en

el capítulo 2.1.2, este archivo muestra la densidad de carga del sistema y la ocupancia. La densidad

de carga del sistema puede visualizarse por medio del programa VESTA, una visualización de esto

se puede observar en la figura 6, las superficies amarillas y verdes en la figura muestran la densidad

de carga en el cristal.

Figura 6. Densidad de carga de un cristal de anatasa luego de una serie de cálculos
auto-consistentes.

2.2.3. Densidad de estados, DOS. La densidad de estados (DOS) del sistema fue

graficada por medio del programa SUMO (Ganose et al., 2018). La DOS obtenida se puede apre-
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ciar en la figura 719, en esta se pueden apreciar las contribuciones de los diversos elementos que

componen a la Anatasa, así como los aportes de los orbitales de cada uno de ellos. Al analizar

la forma de la densidad de estados se puede observar como el cristal muestra un comportamiento

aislante, debido a la ausencia de estados electrónicos disponibles en la entre 0 y 2 [eV].

4 2 0 2 4 6
Energy (eV)

D
O

S
Total DOS
O (p)

Ti (p)
Ti (d)

Figura 7. Densidad de estados de un cristal de Anatasa.

La brecha entre estados electrónicos disponibles, es conocida como bandgap energy, esta

es de 2.1517 [eV] en este caso (ver figura 8). Al comparar este resultado con estudios previos

reportados en la literatura (Ramirez et al., 2019; Russo et al., 2008; Finazzi et al., 2009), se observa

una alta concordancia. Esto sugiere que la densidad de estados obtenida es adecuada y consistente

con el comportamiento esperado para este sistema.

19 En la figura 7 el eje horizontal está normalizado respecto a la energía de Fermi, de forma que la energía es E−E f .
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Figura 8. Densidad de estados total y Energy Gap para un cristal de Anatasa.

2.2.4. Capacitancia cuántica. La capacitancia cuántica fue calculada siguiendo la

metodología descrita en el capítulo 2.1.4, a una temperatura de 300 K (aproximadamente 27 °C).

La figura 9 muestra el comportamiento de la capacitancia cuántica en función del potencial elec-

trostático, alcanzando un valor máximo de, aproximadamente 1200 [µF/cm2]. Para comparar el

comportamiento obtenido con valores reportados en la literatura, se presentó la capacitancia cuán-

tica por unidad de área. Para obtener la capacitancia cuántica específica, esta se dividió entre el área

superficial del cristal de Anatasa. Al comparar el resultado obtenido con el reportado por Maharana

et al. (Maharana et al., 2021) en un estudio teórico-experimental sobre la capacitancia cuántica en

la anatasa, se observa un comportamiento similar entre la capacitancia cuántica y el potencial en

el rango de estudio. El estudio de Maharana et al. sugiere que los valores de capacitancia cuántica

obtenidos en este estudio son apropiados.
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Figura 9. Capacitancia cuántica en función del potencial electrostático externo de un cristal de
anatasa.

3. Obtención de la CQ desde DFPT en un cristal de Anatasa

Se continuó con un diseño metodológico de experimentos computacionales centrado en el

software VASP para realizar cálculos de primeros principios, tal como se planteó en el capítulo

2.1. Se llevó a cabo una revisión bibliográfica sobre la implementación de métodos de respuesta

lineal20 en sistemas de interés para esta investigación. Además de la implementación, también

se analizaron las propiedades obtenidas mediante estas metodologías. Esta revisión tuvo como

objetivo implementar los métodos de respuesta lineal en un cristal de anatasa y determinar qué

propiedad extraída de estos métodos resulta más conveniente estudiar.

Con base en lo anterior, se puede estructurar la obtención de la capacitancia cuantica a partir

20 Para una definición detallada de respuesta lineal, consultar el capítulo 1.4.1
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de respuesta lineal en un cristal de anatasa en las siguientes etapas:

Self-Consistent-Field (SCF).

Obtención de la polarización y propiedades derivadas de esta.

Obtención de la capacitancia cuántica.

3.1. Cálculos auto-consistentes

Se utilizó la estructura de equilibrio de la anatasa obtenida en el capítulo 2.1.1 para llevar

a cabo cálculos auto-consistentes sobre el sistema. Se empleó la parametrización PBEsol para

una aproximación GGA de la energía de intercambio y correlación. Se usó una malla de 7x7x9

y el método Monkhorst-Pack para muestrear el espacio recíproco. Los criterios de convergencia

empleados en este cálculo fueron:

Un mínimo de 6 ciclos auto-consistentes.

Una energía cinética de corte de 600 [eV] para la base de ondas planas.

Una diferencia de energía entre cálculos auto-consistentes de al menos 1×10−6[eV].

La CHGCAR resultado de estos cálculos auto-consistentes, será utilizada para obtener la

polarización del sistema y propiedades derivadas de esta.

3.2. Obtención de la polarización y propiedades derivadas

Para calcular la polarización, la permitividad relativa y la susceptibilidad del sistema, se

utilizó el archivo CHGCAR generado como resultado de la fase anterior.
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3.2.1. Obtención de la polarización. La polarización del sistema se obtuvo me-

diante el comando LBERRY, que aplica la teoría moderna de la polarización para determinar esta

propiedad, implementando computacionalmente la ecuación (20).

Dado que la polarización electrónica del sistema se calcula en direcciones paralelas a la seleccio-

nada, se determinaron las componentes de la polarización en los ejes x, y y z utilizando el comando

IGPAR, configurándolo como 1, 2 y 3, respectivamente. Además de lo anterior, para asegurar ma-

yor precisión el resultado, se configuró el parámetro NPPSTR como 12. El parámetro NPPSTR

indica el número de puntos del espacio recíproco del sistema sobre el que se calcula la polarización.

3.2.2. Obtención de las propiedades derivadas.

3.2.2.1. Permitividad relativa.. Haciendo uso de DFPT, se obtuvo el tensor de per-

mitividad relativa del sistema a estudiar. En este caso, la perturbación aplicada al sistema consiste

en un campo eléctrico externo, cuya configuración se realiza mediante el parámetro LPEAD, el

cual define el campo eléctrico en la simulación utilizando diferencias finitas. Dado que el sistema

está sujeto a una perturbación externa, se permite que su estructura cristalina cambie durante la

simulación, asegurando que dichos cambios no alteren la simetría del cristal. Tras la simulación,

el programa proporciona varias propiedades de interés, como el tensor de permitividad relativa, el

tensor piezoeléctrico y las cargas efectivas de Born.

3.2.2.2. Susceptibilidad eléctrica:. La susceptibilidad relativa no se obtiene direc-

tamente mediante cálculos de primeros principios; sin embargo, puede determinarse a partir de

https://www.vasp.at/wiki/index.php/LBERRY
https://www.vasp.at/wiki/index.php/IGPAR
https://www.vasp.at/wiki/index.php/NPPSTR
https://www.vasp.at/wiki/index.php/LPEAD
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otras propiedades físicas del sistema. Esta magnitud está estrechamente relacionada con la permi-

tividad relativa a través de la expresión:

ϵi j = δi j+χi j, (26)

En la ecuación (19) ϵi j es la componente del tensor permitividad relativa en la dirección i j,

δi j es el delta de Kronecker y χi j es la componente del tensor susceptibilidad en la dirección i j.

De esta forma, el tensor susceptibilidad puede calcularse a partir de la permitividad relativa del

sistema en estudio.

3.2.3. Obtención de la capacitancia cuántica. Para calcular la capacitancia cuán-

tica a partir de las propiedades obtenidas en la fase anterior se usó una aproximación de la teoría

electromagnética, recordando que la capacitancia es proporcional a la carga sobre el potencial

externo del sistema, en un capacitor de placas paralelas, la capacitancia21 es:

C =
σ

Ed
, (27)

donde σ es la densidad carga del sistema, E es el campo eléctrico y d es la distancia entre

placas. El campo electrico y la polarización están relacionados de forma general por medio de la

expresión (Soto, 2021):

21 la capacitancia definida a continuación es capacitancia específica, es decir, capacitancia por unidad de área
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Pi =

3∑
j=1

ai j(r)E j+

3∑
j,k=1

bi jk(r)E jEk +

3∑
j,k,ℓ=1

ci jkℓ(r)E jEkEℓ + . . . ,

sin embargo, para un dieléctrico isotrópico y lineal, la relación entre polarización y campo

eléctrico se simplifica a:

P = ϵ0χeE, (28)

combinando las ecuaciones (28) y (27) se obtiene que la capacitancia mediante respuesta

lineal, asumiendo que el cristal es isotrópico y lineal, puede expresarse como:

C =
σϵ0χe

Pd
(29)

donde ϵ0 es la permitividad del vacío, χe es la susceptibilidad eléctrica, P es la polarización,

σ es la densidad de carga del sistema, descrita por la ecuación (13) y d es la longitud del cristal. La

distancia d utilizada será la longitud del vector de red c en el sistema cristalino de la anatasa, esta

distancia es de aproximadamente 9.62 Å.

Debido a que la capacitancia obtenida en este método se calcula mediante la ecuación (27),

que establece una relación lineal entre la densidad de carga superficial y el potencial. En contras-

te, en el enfoque anterior, la capacitancia cuántica se obtiene a partir de la ecuación (10), la cual

establece una relación diferencial entre la densidad de carga superficial y el potencial. Dada esta

diferencia fundamental entre ambos métodos, se propuso calcular numéricamente la derivada de
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la capacitancia obtenida con respecto al potencial aplicado para comparar los resultados de am-

bos acercamientos. Esta derivada numérica se realizó mediante el método gradient de la libreria

NumPy.

3.3. Resultados

3.3.1. Obtención de la polarización y propiedades derivadas. Se obtuvo la po-

larización en cada eje y se analizaron los términos que contribuían a esta. La simulación reveló

que la polarización en este sistema solo tiene contribuciones iónicas, no tiene contribuciones elec-

trónicas. Estas últimas son proporcionales a la fase de Berry del sistema (ver ecuación (17)), por

lo que se puede afirmar que la fase de Berry neta del sistema de estudio es nula, esto puede verse

justificado en que la anatasa es un cristal centro simétrico. El vector polarización obtenido es:

Ptot =

0.000012 0.000012 −0.000012

 [µC/cm2]. (30)

El tensor permitividad relativa obtenido tiene la forma de una matriz diagonal, la forma

de este es:

ϵ =



6.814195 0.000000 0.000000

0.000000 6.814195 0.000000

0.000000 0.000000 6.251547


,

este resultado indica que un cristal de anatasa no es isotrópico, algo esperado, debido a

que este tiene simetría tetragonal. De acuerdo al resultado anterior y a la ecuación (26), el tensor
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susceptibilidad eléctrica es de la forma:

χ =



5.814195 0.000000 0.000000

0.000000 5.814195 0.000000

0.000000 0.000000 5.251547


,

3.3.2. Obtención de la capacitancia cuántica. Teniendo en cuenta lo obtenido en

la fase anterior, se determinó que la anatasa no es isotrópica. Esto indica que la forma que toma la

capacitancia ya no es la descrita en la ecuación (29), esto se ve justificado en que la relación entre

la polarización y el campo eléctrico ahora se describe mediante:

P = ϵ0χE

de forma explícita, el campo eléctrico puede obtenerse como:

E =
1
ϵ0



0.171992 0.000000 0.000000

0.000000 0.171992 0.000000

0.000000 0.000000 0.190420





0,000012

0,000012

−0,000012


de la expresión anterior, el campo eléctrico obtenido es:

E =
1
ϵ0

2.0639×10−6 2.0639×10−6 −2.2850×10−6

 [µV/cm2]. (31)
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La magnitud del campo eléctrico es de 3.7068×10−6

ϵ0
[µV/cm2]. Recordando la ecuación (27)

la capacitancia puede calcularse de forma explícita como:

C =
σϵ0

3.7068×10−6 d
, (32)

para construir la densidad de carga σ se usó la densidad de estados de la anatasa, obtenida

en el capítulo 2.2.3. Con lo anterior en cuenta, se obtuvo que la capacitancia cuántica en función

del potencial electrostático tiene el comportamiento mostrado en la figura 10. El resultado obtenido

muestra un rango de valores muy similar al del acercamiento mostrado en el capítulo 2.2.4, además

de esto, el comportamiento obtenido presenta un comportamiento similar al mostrado por Bisquert

et al. (Bisquert et al., 2008) en una investigación experimental sobre medidas electroquímicas en

distintas nanoestructuras de semiconductores, entre los que se estudió el dióxido de titanio.

Figura 10. Capacitancia cuántica en función del potencial electrostático en un cristal de anatasa
mediante respuesta lineal.

El resultado de la derivada de la capacitancia cuántica obtenida puede verse en la figura 11,
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este parece mostrar un comportamiento similar al planteamiento del capitulo anterior.

Figura 11. Derivada numérica de la capacitancia cuántica obtenida a partir de respuesta lineal.
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3.4. Comparación con los resultados del enfoque anterior

Con el fin de comparar los resultados obtenidos con este acercamiento teórico, se revisaron

nuevamente los resultados presentados en el capítulo 2. En dicha sección se calculó la capacitancia

cuántica de un cristal de anatasa mediante un enfoque basado en la obtención de esta propiedad a

partir de la densidad de estados. En contraste, en el presente capítulo se implementó un segundo

enfoque teórico fundamentado en la respuesta lineal, que permite obtener la capacitancia cuántica

a partir del cálculo de la polarización inducida por un campo eléctrico externo. Aunque concep-

tualmente distintos, ambos enfoques fueron aplicados al mismo sistema físico, lo que posibilita

contrastar sus resultados de manera directa.

Debido a las diferencias conceptuales entre ambos métodos, se comparará la capacitancia

cuántica obtenida mediante la densidad de estados (figura 9) con la derivada de la capacitancia

cuántica obtenida mediante respuesta lineal (figura 11). La superposición de ambas curvas, mos-

trada en la figura 12, revela un comportamiento general similar en función del potencial aplicado.

A pesar de diferencias en la forma específica de las curvas, producto de los fundamen-

tos teóricos y aproximaciones inherentes a cada método, las magnitudes obtenidas se encuentran

dentro del mismo orden de escala. En particular, ambas curvas alcanzan valores máximos de ca-

pacitancia cuántica cercanos a 1200 [µF/cm2]. Además, presentan tendencias físicas coherentes,

ya que la capacitancia tiende a valores cercanos a cero conforme el potencial se aproxima a 0 [V].
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También se observa una coincidencia en la posición de picos y máximos en varias regiones del

rango analizado.

Dado que los resultados obtenidos también son consistentes con lo reportado en la literatura,

se concluye que no existe una diferencia suficientemente significativa como para descartar alguno

de los enfoques por inadecuado.

Figura 12. Comparación entre los acercamientos usados para obtener la capacitancia cuántica.

4. Obtención de la CQ en un nanotubo de Dióxido de titanio

4.1. Metodología

Se siguió con un diseño metodológico de experimentos computacionales, centrado en el

software Vasp para realizar cálculos de primeros principios, como se planteó desde el capítulo 2.1.

Se llevó a cabo una revisión bibliográfica sobre la descripción cristalográfica de nanotubos de TiO2,

esta revisión abarcó fuentes tanto experimentales como teóricas, con el objetivo de complementar

ambas perspectivas y obtener información más detallada. La principal motivación de esta revisión
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bibliográfica es la obtención de un archivo cristalográfico que modele las posiciones atómicas en

un nanotubo de dióxido de titanio.

Con base en lo anterior, se creó un archivo cristalográfico de un nanotubo de dióxido de tita-

nio construido a partir de un cristal de anatasa. Con base en esto, se puede estructurar la obtención

de la capacitancia cuántica en un nanotubo de TiO2 en las siguientes etapas:

Construcción de un Nanotubo de dióxido de titanio.

Obtención de la capacitancia cuántica a partir de la DOS.

Debido a las limitaciones computacionales encontradas en este proyecto, solo fue posible

calcular la capacitancia cuántica en los modelos de nanotubos de TiO2 a partir de la densidad de

estados. Esto se debe a que el número de átomos presentes en los modelos construidos no permite

obtener resultados con suficiente precisión al aplicar el método de respuesta lineal con los recursos

computacionales actuales, por lo que dichos resultados no se incluyen en este informe. No obstante,

la metodología descrita y los resultados obtenidos en los capítulos 2.2 y 3.3, respectivamente,

pueden replicarse en proyectos futuros que involucren estructuras más complejas, siempre que se

cuente con los recursos computacionales adecuados para estas simulaciones.

4.1.1. Construcción de un nanotubo de dióxido de titanio. La literatura científi-

ca enfocada en la cristalografía de nanotubos de TiO2 desde una perspectiva experimental muestra

información ambigua respecto a la estructura de estos a nivel atómico, Esto se debe, en gran medi-

da, a las limitaciones tecnológicas actuales para obtener datos precisos a escalas tan pequeñas en

nanoestructuras más complejas que los cristales convencionales, esta literatura solo puede dar in-
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formación precisa sobre la morfología y las fases cristalinas presentes en los nanotubos de dióxido

de titanio. Varios estudios sobre las fases cristalinas presentes en los nanotubos de TiO2 evidencian

mediante difracción de rayos X (XRD) que la anatasa es la fase cristalina dominante en estos na-

notubos (Lee et al., 2014; Bavykin et al., 2006; Einollahzadeh-Samadi et al., 2017). La morfología

de los nanotubos se ha estudiado mediante técnicas experimentales como microscopía electrónica

de transmisión de alta resolución (HRTEM) y microscopía electrónica de barrido de emisión de

campo (FESEM). Diversas investigaciones han revelado, utilizando estas técnicas, que los nanotu-

bos de dióxido de titanio presentan una forma cilíndrica o tubular (Shokuhfar et al., 2009; Wang

et al., 2002; Chen and Lu, 2011).

Con base en los estudios experimentales antes mencionados, se revisaron fuentes teóricas

centradas en la estructura atómica de nanotubos de TiO2. Muchos estudios teóricos coinciden en

que los nanotubos de dióxido de titanio se forman a partir del plano (101) de un cristal de anatasa

(Enyashin and Seifert, 2005; Evarestov et al., 2010a; Ferrari et al., 2011; Liu et al., 2007; Evarestov

et al., 2010b). Con esto en mente, se tomó como referencia el artículo de Bandura et al. (Bandura

and Evarestov, 2009) para construir la celda unitaria de una capa de anatasa en el plano (101) y, a

partir de ella, diseñar los nanotubos. Una vez construida la celda unitaria de esta capa (ver figura

13) se hizo uso del programa c2x (Rutter, 2018) para replicar esta celda y enrollarla en la dirección

(101̄), con esto, se construyeron 3 modelos de nanotubos de dióxido de titanio25.

25 Los modelos mostrados a continuación son estructuras de nanotubos luego de una relajación estructural.
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Figura 13. Celda unitaria de una capa de anatasa en el plano (101)

4.1.1.1. Nanotubo de seis capas. Replicando la celda antes mencionada seis veces

y enrollándola en la dirección (101̄), se construyó un nanotubo de 6.22 Å de diámetro interno26 y

7.11 Å de diámetro externo27. El nanotubo construido se puede observar en la figura 14, este tiene

36 átomos por celda unitaria, debido a que la celda unitaria de la capa de anatasa tiene un total

de 6. Al comparar la forma del nanotubo construido con nanotubos reportados en la literatura, se

pudo observar que muestra gran similitud con los nanotubos de quiralidad (0,n) mostrados en el

artículo de Liu et al. (Liu and Tan, 2012).

4.1.1.2. Nanotubo de siete capas. De forma similar a la sección anterior, se replicó

la capa de anatasa en el plano (101) 7 veces y se enrolló en la dirección (101̄), se construyó un

nanotubo de 6 Å de radio interno y 7.38 Å de radio externo. El nanotubo construido se puede

observar en la figura 15, este nanotubo también muestra una forma similar al nanotubo de 6 capas

26 Entiéndase por diámetro interno, la distancia entre dos átomos de oxígeno (átomos rojos) en puntos opuestos
respecto al centro del nanotubo.

27 Entiéndase por diámetro externo, la distancia entre dos átomos de titanio (átomos azules) en puntos opuestos
respecto al centro del nanotubo.
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Figura 14. Vista frontal del nanotubo de seis capas.

y, por tanto, una forma similar al nanotubo reportado en el estudio de Liu et al. (Liu and Tan, 2012).

4.1.1.3. Nanotubo de ocho capas. De forma similar a las secciones anteriores, se

replicó la capa de anatasa en el plano (101) 8 veces y se enrolló en la dirección (101̄), se construyó

un nanotubo de 7.05 Å de radio interno y 8.40 Å de radio externo. El nanotubo construido se puede

observar en la figura 16, este nanotubo también muestra una forma similar a los nanotubos de 6 y

7 capas, por tanto, muestra una forma similar al nanotubo reportado en el estudio de Liu et al. (Liu

and Tan, 2012).

4.1.2. Obtención de la capacitancia cuántica a partir de la DOS. Extrapolando

a los modelos de nanotubo construidos, la metodología descrita en el capítulo 2.1, con excepción

de la relajación estructural, debido a que los nanotubos mostrados con anterioridad ya fueron rela-

jados, se puede dividir la obtención de la capacitancia cuántica a partir de la densidad de estados

en las siguientes fases:
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Figura 15. Vista frontal del nanotubo de siete capas.

Cálculos auto-consistentes (SCF)

Obtención de la densidad de estados

Obtención de la capacitancia cuántica

4.1.2.1. Cálculos auto-consistentes. De forma similar al capítulo 2.1.2 se utilizó la

parametrización PBESOL para llevar a cabo una aproximación GGA a la energía de intercambio

y correlación. Se usó el método Monkhorst-Pack y una malla de 3×3×7 para muestrear el espacio

recíproco de la estructura. Los criterios de convergencia utilizados fueron:

Una energía cinética de corte de 600 [eV] para la base de ondas planas.

Una diferencia de energía entre cálculos auto-consistentes de al menos 1×10−8[eV].

Con la CHGCAR obtenida se construirá la densidad de estados del nanotubo.
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Figura 16. Vista frontal del nanotubo de ocho capas.

4.1.2.2. Obtención de la densidad de estados. Por medio del archivo CHGCAR

obtenido en la sección anterior se construyó la densidad de estados de la estructura. De forma aná-

loga, se utilizó la parametrización PBESOL para llevar a cabo una aproximación GGA a la energía

de intercambio y correlación. Para tener mayor exactitud en el muestreo del espacio recíproco, se

mantuvo el método Monkhorst-Pack, pero se utilizó una malla de 5× 5× 7. Se mantuvieron los

criterios de convergencia especificados en la sección anterior.

El resultado de esta etapa es la densidad de estados del nanotubo. Para asegurar una ade-

cuada interpolación, la densidad de estados fue construida evaluando 10000 puntos de energía

distribuidos entre la energía máxima y mínima del sistema.
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4.1.2.3. Obtención de la capacitancia cuántica. De forma semejante al capítulo

2.1.4 se construyó la capacitancia cuántica a partir de la expresión:

CQ = e2
∫ ∞
−∞

D(E)FT (E− eϕG)dE, (33)

Para obtener la capacitancia cuántica a partir de la ecuación (33) se interpoló linealmente la

densidad de estados por medio de la función numpy.interp de la librería Numpy. La forma explícita

de la función FT (E) se puede observar en la ecuación (25). Se integró numéricamente la expresión

para la capacitancia por medio del método scipy.integrate.quad de la librería SciPy, teniendo

como limite inferior y superior la energía mínima y máxima del sistema, respectivamente.

Para analizar el comportamiento de la capacitancia cuántica en función del potencial elec-

trostático local ϕG, se variaron los valores de ϕG, tomando 1000 puntos en un rango de -3 [V] a 0

[V]. Esto permitió construir una gráfica de capacitancia cuántica en función del potencial.

4.2. Resultados

4.2.1. Nanotubo de seis capas.

4.2.1.1. Cálculos auto-consistentes. El resultado de los cálculos auto-consistentes

realizados sobre el nanotubo mostrado en la figura 14 es la densidad de carga y ocupancia de este.

La densidad de carga del sistema puede visualizarse por medio del software VESTA, una imagen

de esto se puede apreciar en la figura 17, las superficies amarillas y verdes muestran la densidad

de carga en el nanotubo.

https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.interp.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.integrate.quad.html
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Figura 17. Vista frontal Densidad de carga nanotubo de 6 capas.

4.2.1.2. Densidad de estados, DOS. La densidad de estados (DOS) del sistema fue

graficada por medio del programa SUMO (Ganose et al., 2018). La DOS obtenida se puede apre-

ciar en la figura 1828, en esta se pueden apreciar las contribuciones de los diversos elementos que

componen al nanotubo, así como los aportes de los orbitales de cada uno de ellos. Al analizar la

forma de la densidad de estados se puede observar como la nanoestructura muestra un comporta-

miento aislante, debido a la ausencia de estados electrónicos disponibles en la entre 0 y 2 [eV].

La brecha entre estados electrónicos disponibles, es conocida como bandgap energy, esta

es de 2.0458 [eV] en este caso (ver figura 19).

4.2.1.3. Capacitancia cuántica. La capacitancia cuántica fue calculada siguiendo

la metodología descrita en el capítulo 4.1.2.3, a una temperatura de 300 K (aproximadamente 27

°C). La figura 20 muestra el comportamiento de la capacitancia cuántica en función del potencial

electrostático, alcanzando un valor máximo de, aproximadamente 2000 [µF/cm2]. Al comparar el

28 En la figura 18 el eje horizontal está normalizado respecto a la energía de Fermi, de forma que la energía es E−E f .
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Figura 18. Densidad de estados de un nanotubo de 6 capas.

Figura 19. Densidad de estados total y Energy Gap para un nanotubo de 6 capas.
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valor obtenido con los reportes experimentales de capacitancia en nanotubos de TiO2 (Li et al.,

2014; Salari et al., 2011b; Wu et al., 2013; Du et al., 2016), se observa que el valor calculado es

razonable, ya que el rango de capacitancia reportado para nanotubos de dióxido de titanio es de 0.1

a 20 [mF/cm2]. Aunque los valores experimentales reportan capacitancia y no capacitancia cuánti-

ca, es válido realizar una comparación entre estos dos, debido a que en sistemas nanoestructurados

la capacitancia suele verse dominada por la contribución de la capacitancia cuántica (Xu et al.,

2020). Esto se debe a que, en sistemas de baja dimensionalidad, la densidad de estados y demás

fenómenos cuánticos adquieren un papel predominante, reduciendo considerablemente la influen-

cia de la capacitancia geométrica tradicional. Por tanto, comparar directamente los valores teóricos

obtenidos con los experimentales permite evaluar la validez del modelo propuesto y su capacidad

para capturar la física subyacente del sistema, aún si la medición experimental corresponde a la

capacitancia total.

Figura 20. Capacitancia cuántica en función del potencial electrostático externo de un nanotubo
de 6 capas.
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4.2.2. Nanotubo de siete capas.

4.2.2.1. Cálculos auto-consistentes. El resultado de los cálculos auto-consistentes

realizados sobre el nanotubo mostrado en la figura 15 es la densidad de carga y ocupancia de

este. La densidad de carga del sistema puede visualizarse por medio del software VESTA, una

representación de esto se puede apreciar en la figura 21, las superficies amarillas y verdes muestran

la densidad de carga en el nanotubo.

Figura 21. Vista frontal Densidad de carga nanotubo de 7 capas.

4.2.2.2. Densidad de estados, DOS. La densidad de estados (DOS) del sistema fue

graficada por medio del programa SUMO (Ganose et al., 2018). La DOS obtenida se puede apre-

ciar en la figura 22, en esta se pueden apreciar las contribuciones de los diversos elementos que

componen al nanotubo, así como los aportes de los orbitales de cada uno de ellos. Al analizar la

forma de la densidad de estados se puede observar como la nanoestructura muestra un compor-

tamiento semiconductor, debido a la ausencia de estados electrónicos disponibles entre 0 y 0.5

[eV].
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Figura 22. Densidad de estados de un nanotubo de 7 capas.

4.2.2.3. Capacitancia cuántica. La capacitancia cuántica fue calculada siguiendo

la metodología descrita en el capítulo 4.1.2.3, a una temperatura de 300 K (aproximadamente 27

°C). La figura 23 muestra el comportamiento de la capacitancia cuántica en función del poten-

cial electrostático, alcanzando un valor máximo de, aproximadamente 1500 [µF/cm2], el resultado

obtenido para este modelo, al igual que el del modelo nanotubo de 6 capas, se encuentra dentro

del rango de capacitancias reportadas experimentalmente. Sin embargo, el resultado obtenido fue

diferente al esperado. Dado que este modelo de nanotubo tiene mayor número de átomos y dimen-

siones más grandes que el modelo anterior, sería razonable suponer que su capacitancia cuántica

debería ser significativamente mayor que el nanotubo anterior. No obstante, la capacitancia obte-

nida es solo ligeramente superior a la del cristal de anatasa.

Este resultado abre la puerta a dos hipótesis para explicar lo obtenido, estas son que:

Los valores de capacitancia cuántica óptimos para este modelo de nanotubo podrían encon-
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Figura 23. Capacitancia cuántica en función del potencial electrostático externo de un nanotubo
de 7 capas.

trarse en un rango de diferencia de potencial diferente al de los otros modelos de nanotubo.

La capacitancia cuántica en los nanotubos de TiO2 podría depender del número de átomos y

las dimensiones de los nanotubos.

4.2.3. Nanotubo de ocho capas.

4.2.3.1. Cálculos auto-consistentes. El resultado de los cálculos auto-consistentes

realizados sobre el nanotubo mostrado en la figura 16 es la densidad de carga y ocupancia de

este. La densidad de carga del sistema puede visualizarse por medio del software VESTA, una

representación de esto se puede apreciar en la figura 24, las superficies amarillas y verdes muestran

la densidad de carga en el nanotubo.

4.2.3.2. Densidad de estados, DOS. La densidad de estados (DOS) del sistema fue

graficada por medio del programa SUMO (Ganose et al., 2018). La DOS obtenida se puede apre-

ciar en la figura 25, en esta se pueden apreciar las contribuciones de los diversos elementos que
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Figura 24. Vista frontal Densidad de carga nanotubo de 8 capas.

componen al nanotubo, así como los aportes de los orbitales de cada uno de ellos. Al analizar la

forma de la densidad de estados se puede observar como la nanoestructura muestra un compor-

tamiento semiconductor, debido a la ausencia de estados electrónicos disponibles entre 0 y 0.8

[eV].
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Figura 25. Densidad de estados de un nanotubo de 8 capas.
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4.2.3.3. Capacitancia cuántica. La capacitancia cuántica fue calculada siguiendo

la metodología descrita en el capítulo 4.1.2.3, a una temperatura de 300 K (aproximadamente 27

°C). La figura 26 muestra el comportamiento de la capacitancia cuántica en función del poten-

cial electrostático, alcanzando un valor máximo de, aproximadamente 5200 [µF/cm2], el resultado

obtenido para este modelo de nanotubo también se encuentra dentro del rango de capacitancias

reportadas experimentalmente para nanotubos de TiO2. Además, la capacitancia cuántica en este

modelo de nanotubo aumenta de forma considerable con respecto al nanotubo de mayor capaci-

tancia reportado en las secciones anteriores, es decir, el modelo de nanotubo de 6 capas mostrado

en la sección 4.2.1. Esto es esperable, ya que este modelo contiene más átomos que el antes men-

cionado, lo que sugiere que, al ser la capacitancia cuántica proporcional a la densidad de estados,

debería ser mayor que la reportada en el capítulo 4.2.1.

Figura 26. Capacitancia cuántica en función del potencial electrostático externo de un nanotubo
de 8 capas.
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4.3. Comparación con resultados experimentales

Con el objetivo de comparar los resultados teóricos obtenidos con datos experimentales, se

optó por utilizar como referencia mediciones de capacitancia cuántica en nanotubos de dióxido de

titanio, realizadas por el grupo de investigación CIMBIOS, llevadas a cabo por el estudiante de

Maestría Jorge Andrés Quintero. El resultado de estas mediciones se presenta en la figura 27.

Para contrastar el comportamiento observado con los datos teóricos obtenidos en esta in-

vestigación, se ajustaron los datos experimentales mediante el algoritmo de Basin-Hopping, un

método de optimización global que combina pasos aleatorios con minimización local para en-

contrar el mínimo absoluto de una función objetivo. En este caso, la función a minimizar fue el

error cuadrático medio entre los datos teóricos y los experimentales. El ajuste realizado con Basin-

Hopping se reflejó en los datos experimentales al aplicarle un desplazamiento horizontal sobre el

eje del potencial eléctrico y un escalado vertical sobre el eje de las capacitancias.

Figura 27. Medida experimental de capacitancia cuántica en nanotubos de dioxido de titanio.
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Los datos teoricos constrastados con los datos experimentales fueron todos aquellos perte-

necientes al capitulo 4.2, es decir, se compararon todos los resultados asociados a la obtención de

capacitancia cuántica en nanotubos. Los resultados que mostraron mayor concordancia con el ajus-

te de los datos experimentales fueron aquellos asociados al nanotubo de 8 capas, como se muestra

en la figura 28. En dicha figura se indican los valores de los parámetros de ajuste: N, dv, A y r.

Aquí, N representa el número de pasos del desplazamiento horizontal, mientras que dv correspon-

de al desplazamiento físico en el eje x (potencial eléctrico). El parámetro A indica el factor de

escalamiento vertical aplicado a los datos, y r es el coeficiente de correlación entre los datos teó-

ricos y los datos experimentales ajustados, el cual cuantifica el nivel de concordancia entre ambos

datos.

El modelo teórico del nanotubo de 8 capas presenta un comportamiento altamente concor-

dante con los datos experimentales ajustados, mediante un desplazamiento de aproximadamente

0.20 V y un escalamiento cercano a 12.15, alcanzando un coeficiente de correlación de 0.9892 que

describe adecuadamente la dependencia de la capacitancia cuántica con el potencial aplicado.

Cabe resaltar que el valor del desplazamiento horizontal obtenido durante el ajuste coincide

notablemente con el potencial estándar de un electrodo de referencia de Ag/AgCl respecto al elec-

trodo normal de hidrógeno (aproximadamente 0.20 V). Este resultado es particularmente relevante,

ya que las mediciones experimentales de capacitancia cuántica utilizadas para la comparación fue-

ron realizadas utilizando precisamente un electrodo de referencia Ag/AgCl. Esto sugiere que el

desplazamiento aplicado a los datos experimentales no solo cumple una función matemática para
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optimizar la concordancia, sino que también posee un fundamento físico relacionado con la dife-

rencia en escalas de referencia de potencial entre el experimento y la simulación, validando así la

pertinencia del ajuste realizado. En cuanto al escalamiento vertical aplicado, de aproximadamente

12.15, este podría reflejar efectos derivados de las aproximaciones inherentes al modelo teórico,

tales como la simplificación del entorno dieléctrico o la omisión de efectos de superficie presentes

en el sistema experimental. De este modo, el ajuste vertical compensa dichas diferencias y permite

centrarse en la comparación cualitativa del comportamiento de la capacitancia cuántica en función

del potencial aplicado.

En conjunto, estos resultados indican que, aunque las magnitudes absolutas difieren, el com-

portamiento cualitativo y la forma funcional son consistentes entre el experimento y la simulación,

lo cual respalda la validez del modelo teórico bajo condiciones similares a las experimentales.

Figura 28. Ajuste de datos experimentales a datos teoricos del nanotubo de 8 capas.
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5. Conclusiones

En síntesis, los resultados obtenidos en este trabajo de investigación permiten enunciar varias con-

clusiones relevantes. En primer lugar, se plantearon y aplicaron dos enfoques distintos para calcu-

lar la capacitancia cuántica desde primeros principios, lo cual amplía las herramientas disponibles

para el estudio de esta propiedad física. Ambos métodos fueron aplicados al cálculo de la capaci-

tancia cuántica en un cristal de anatasa, obteniéndose resultados coherentes entre sí y consistentes

con lo reportado en la literatura, sin diferencias suficientemente significativas como para descartar

alguno de los enfoques por inadecuado. De este modo, los valores obtenidos validan la metodo-

logía utilizada y refuerzan la solidez de los modelos empleados. Adicionalmente, se diseñaron y

construyeron tres modelos teóricos de nanotubos de dióxido de titanio basados en la fase cristalina

anatasa. En su construcción se integró información relevante tanto de fuentes experimentales como

teóricas, lo cual contribuye al acervo existente de representaciones teóricas de estas nanoestructu-

ras, las cuales son de gran interés en diversas áreas tecnológicas. La capacitancia cuántica de estos

nanotubos fue calculada utilizando uno de los enfoques desarrollados, arrojando valores dentro del

rango reportado en la literatura. El comportamiento de la capacitancia cuántica en las nanoestruc-

turas construidas en el presente trabajo fue comparado con mediciones experimentales realizadas

por el grupo de investigación CIMBIOS en nanotubos de dióxido de titanio. Esta comparación

permitió validar los resultados teóricos obtenidos, evidenciando una concordancia significativa en-

tre el modelo desarrollado y los datos experimentales. Lo anterior refuerza la solidez del enfoque

teórico empleado y su aplicabilidad al estudio de sistemas reales. Aunque las limitaciones compu-
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tacionales impidieron la aplicación del segundo enfoque a los nanotubos, este sigue siendo viable

con recursos computacionales más robustos. Además de las conclusiones mencionadas, este traba-

jo aporta avances significativos al estudio de nanoestructuras de dióxido de titanio. En particular,

se propone una nueva definición del concepto de capacitancia cuántica, lo cual enriquece su in-

terpretación teórica y podría facilitar su aplicación en futuros trabajos. Asimismo, los modelos

teóricos de nanotubos desarrollados constituyen un aporte valioso, dada la escasez de represen-

taciones similares en la literatura, y podrían servir como punto de partida para investigaciones

futuras. En conjunto, este estudio establece una base sólida para explorar propiedades electrónicas

y mecánicas de estas nanoestructuras, incentivando así la búsqueda de aplicaciones tecnológicas

innovadoras. En conclusión, este trabajo no solo aborda una línea de investigación de creciente re-

levancia, sino que también abre camino al estudio teórico de nanoestructuras de dióxido de titanio,

consolidando un marco conceptual y metodológico que puede orientar investigaciones futuras en

el campo de la nanotecnología.
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Apéndices

Apéndice A. Teoría de perturbaciones

La teoría de perturbaciones puede entenderse como un método aproximado para estudiar

sistemas cuánticos bajo la acción de un pequeño parámetro λ. Esta es aplicable cuando el hamilto-

niano del sistema es de la forma:

Ĥ = Ĥ0+ Ŵ, (34)

donde Ĥ0 es el hamiltoniano del sistema sin perturbar y Ŵ es el término asociado a la

perturbación del sistema, la teoría de perturbaciones parte de que el término perturbativo es muy

pequeño en comparación con el hamiltoniano del sistema sin perturbar. El hecho de que Ŵ sea muy

pequeño en comparación con Ĥ0 permite asumir que el término perturbativo es proporcional a un

parámetro adimensional λ´1, de forma que el hamiltoniano del sistema se puede escribir como:

Ĥ(λ) = Ĥ0+

 ∞∑
n=0

λnŴ(n)

 , (35)

la perturbación en el hamiltoniano se refleja también en los autovalores E(λ) y autovectores

|ψ(λ)⟩ asociados a este observable. Esto permite entonces definir la teoría de perturbaciones desde

otro punto de vista, esta se puede entender como una teoría que consiste en expandir los autova-

lores y autovectores de Ĥ en series de potencias de λ manteniendo solamente un término finito

de estos (Tannoudji et al., 2020). Para resolver la ecuación de Schrödinger del sistema perturbado



DETERMINACIÓN POR PRIMEROS PRINCIPIOS DE LA CAPACITANCIA CUÁNTICA DE
NANOTUBOS DE ÓXIDO DE TITANIO 93

Ĥ(λ) |ψ(λ)⟩ = E(λ) |ψ(λ)⟩ se expanden los autovalores y autovectores de Ĥ en series de potencias

de la siguiente forma:

|ψ(λ)⟩ = |ψ(0)⟩+λ |ψ(1)⟩+ ...+λn |ψ(n)⟩+ ..., (36)

E(λ) = E(0)+λE(1)+ ...+λnE(n)+ ..., (37)

teniendo en cuenta que la ecuación (37) es una serie de potencias, las energías perturbadas

E(n) se pueden ver como derivadas de orden n de la energía del sistema (ver ecuación 38).

E(n) =
1
n!

dnE
dλn

∣∣∣∣
λ=0

. (38)

Al reemplazar las ecuaciones (36) y (37) en la ecuación de Schrödinger obtenemos que:

Ĥ0+

∞∑
n=0

λnŴ(n)


 ∞∑

n=0

λn |ψ(n)⟩

 =
 ∞∑

n=0

λnE(n)


 ∞∑

n=0

λn |ψ(n)⟩

 . (39)

Al igualar las potencias de λ se pueden obtener las ecuaciones pertenecientes al orden de la

perturbación, para orden cero la ecuación es:

Ĥ0 |ψ
(0)⟩ = E(0) |ψ(0)⟩ , (40)

la ecuación (40) es la ecuación de Schrödinger del sistema sin perturbar. Para primer y

segundo orden se obtienen las siguientes ecuaciones, respectivamente:



DETERMINACIÓN POR PRIMEROS PRINCIPIOS DE LA CAPACITANCIA CUÁNTICA DE
NANOTUBOS DE ÓXIDO DE TITANIO 94

(
Ĥ0−E(0)

)
|ψ(1)⟩+

(
Ŵ(1)−E(1)

)
|ψ(0)⟩ = 0, (41)(

Ĥ0−E(0)
)
|ψ(2)⟩+

(
Ŵ(1)−E(1)

)
|ψ(1)⟩+

(
Ŵ(2)−E(2)

)
|ψ0⟩ = 0, (42)

el vector de estado |ψ(λ)⟩ representa el sistema físico perturbado, por lo que este debe estar

normalizado de forma que:

⟨ψ(λ)|ψ(λ)⟩ = 1, (43)

la ecuación (43) para orden cero permite obtener que:

⟨ψ(0)|ψ(0)⟩ = 1,

de forma similar, para primer y segundo orden se obtiene que:

⟨ψ(1)|ψ(0)⟩ = 0, (44)

⟨ψ(2)|ψ(0)⟩ = −
1
2
⟨ψ(1)|ψ(1)⟩ . (45)



DETERMINACIÓN POR PRIMEROS PRINCIPIOS DE LA CAPACITANCIA CUÁNTICA DE
NANOTUBOS DE ÓXIDO DE TITANIO 95

Apéndice B. Correcciones de energía y vectores de estado

Correcciones de primer order

Estas consisten en encontrar la forma E(1) y |ψ(1)⟩. Para encontrar E(1) se parte de la ecuación

(41), esta es multiplicada por ⟨ψ(0)|, teniendo en cuenta el adjunto conjugado de la ecuación de

Schrödinger del sistema sin perturbar:

⟨Ψ(0)| Ĥ0 = ⟨Ψ
(0)|E(0),

con base en la ecuación anterior se llega a que:

E(1) = ⟨ψ(0)|Ŵ(1) |ψ(0)⟩ , (46)

la ecuación (46) evidencia el teorema de Hellman-Feynman (ver ecuación (7)).

Para encontrar el vector de estado |ψ(1)⟩ se proyectará este vector de estado en la base de

autovectores del sistema sin perturbar {|ψ(0)
i ⟩}, la forma de esta proyección es:

|ψ(1)⟩ =
∑

i

⟨ψ(0)
i |ψ

(1)⟩ |ψ(0)
i ⟩ , (47)

de la ecuación (47) solo queda encontrar ⟨ψ(0)
i |ψ

(1)⟩, estableciendo que |ψ0⟩ = |ψ0
n⟩ en la

ecuación (41) y multiplicando por ⟨ψ(0)
i | se obtiene que:
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⟨ψ(0)
i |
(
Ĥ0−E(0)

n

)
|ψ(1)⟩+ ⟨ψ(0)

i |
(
Ŵ(1)−E(1)

)
|ψ(0)

n ⟩ = 0,

recordando que |ψ(0)
n ⟩ y |ψ(0)

i ⟩ son autovectores asociados a Ĥ0, se puede ver que estos dos

vectores de estado son ortogonales (⟨ψ(0)
i |ψ

(0)
n ⟩ = 0) entre sí, con autovalores asociados E(0)

n y E(0)
i ,

respectivamente. Con esto en cuenta la ecuación anterior toma la siguiente forma:

(
E(0)

i −E(0)
n

)
⟨ψ(0)

i |ψ
(1)⟩+ ⟨ψ(0)

i |Ŵ
(1) |ψ(0)

n ⟩−E(1) ⟨ψ(0)
i |ψ

(0)
n ⟩ = 0,

⇒ ⟨ψ(0)
i |ψ

(1)⟩ =
⟨ψ(0)

i |Ŵ
(1) |ψ(0)

n ⟩

E(0)
n −E(0)

i

.

En base en la ecuación (47), el vector de estado |ψ(1)⟩ se puede escribir como:

|ψ(1)⟩ =
∑
i,n

∑
i

⟨ψ(0)
i |Ŵ

(1) |ψ(0)
n ⟩

E(0)
n −E(0)

i

|ψ(0)
i ⟩ . (48)

Correcciones de segundo orden

Para encontrar E(2) se parte de la ecuación (42), esta se multiplica por ⟨ψ(0)|, de forma similar al

procedimiento para la corrección de la energía de primer orden se llega a:

E(2) = ⟨ψ(0)
n |Ŵ

(2) |ψ(0
n ⟩+ ⟨ψ

(0)
n |Ŵ

(1) |ψ(1)⟩−E(1) ⟨ψ(0)
n |ψ

(1)⟩ , (49)

La ecuación (49) puede simplificarse al considerar la forma de |ψ(1)⟩ (ver ecuación (48)), así

como la relación de ortogonalidad entre el estado sin perturbar y el primer estado perturbado (ver
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ecuación (45) ). Con esto en cuenta, la corrección de segundo orden para la energía puede verse

como:

E(2) = ⟨ψ(0)
n |Ŵ

(2) |ψ(0
n ⟩+
∑
i,n

∑
i

∣∣∣ ⟨ψ(0)
i |Ŵ

(1) |ψ(0)
n ⟩
∣∣∣2

E(0)
n −E(0)

i

. (50)

Para las correcciones al vector de estado |ψ(2)⟩ se realiza un procedimiento similar a la co-

rrección de primer orden, al proyectar este sobre la base de autovectores del sistema sin perturbar

{|ψ(0)
i ⟩}.
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