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RESUMEN

TITULO: DISENO DE APERTURAS CODIFICADAS DE FORMA ADAPTATIVA PA-
RA MEJORAR LA CALIDAD DE RECONSTRUCCION DE IMAGENES ADQUIRI-
DAS EN UNA ARQUITECTURA COMPRESIVA DE TOMOGRAFIA COMPUTARI-
ZADA DE RAYOS-X EN ABANICO O

AUTOR: ANDRES FELIPE JEREZ ARIZA (")

PALABRAS CLAVE: Tomografia computarizada, muestreo compresivo, aperturas
codificadas, haz de rayos-X en abanico.

DESCRIPCION: La tomografia computarizada (CT) es una técnica de exploracion
no invasiva que permite la deteccion y reconstruccion de la estructura interna de
un objeto, a partir de proyecciones de rayos-X. En CT, el niumero de proyecciones
requeridas para muestrear el objeto esta determinado por el teorema de Nyquist.
Sin embargo, la cantidad de proyecciones que establece este criterio es excesiva
en algunas aplicaciones, debido a que, la alta dosis de radiacion puede representar
un riesgo en la salud del paciente o resultar destructivas para el objeto de estudio.
Por lo tanto, la teoria de muestreo compresivo (CS) se implementa en CT, con el
fin de adquirir y reconstruir una escena a partir de un nimero de proyecciones in-
ferior al propuesto por este criterio. Por otra parte, la estrategia de CS en CT que
mayor impacto ha generado en la comunidad cientifica es la modulacién de rayos-X
mediante aperturas codificadas. Tradicionalmente, estas aperturas codificadas se
construyen a partir de una distribucion aleatoria. De modo que, dichas aperturas
no permiten aprovechar la informacién de la estructura interna del objeto. En este
trabajo, se propone una estrategia de CS en una arquitectura de CT con haz de
rayos-X en abanico y aperturas codificadas. Esta estrategia de CS en CT, se basa
en la adaptacion de la apertura codificada en funcion de la estimacion inicial de la
estructura interna del objeto para mejorar la calidad en las imagenes CT recons-
truidas, especificamente, aquellas imagenes CT que contienen elementos de alta
atenuacion. Los resultados indican que el disefio de aperturas codificadas de forma
adaptativa proporciona una ganancia en las imagenes CT reconstruidas con una
compresion del 75 % y 100 % en las medidas, desde 1 dB hasta 10 dB, en términos
de la Relacién Senal a Ruido Pico (PSNR), comparado con las aperturas aleatorias.

) Trabajo de Investigacion.
) Facultad de Ingenierias Fisico-Mecanicas. Escuela de Ingenieria de Sistemas e Informatica.
Director: Henry Arguello Fuentes. Codirector: Miguel Angel Marquez Castellanos.
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ABSTRACT

TITLE: ADAPTIVE CODED APERTURE DESIGN FOR IMPROVING THE QUALITY
OF RECONSTRUCTION OF IMAGES ACQUIRED IN A COMPRESSIVE COMPU-
TED TOMOGRAPHY X-RAY FAN BEAM ARCHITECTURE ©)

AUTHOR: ANDRES FELIPE JEREZ ARIZA ()

KEYWORDS: Computed tomography, compressive sampling, coded apertures, X-
ray fan beam.

DESCRIPTION: Computed tomography (CT) is a non-invasive scanning technique
that allows the detection and reconstruction of the internal structure of an object
from X-ray projections. In CT, the number of projections required for object sampling
is determined by the Nyquist theorem. However, the amount of projections that this
criterion establishes can be excessive in some applications, due to the fact that the
high dose of radiation can represent a risk to the patient’s health or it can be des-
tructive for the object of study. Therefore, the theory of compressive sampling (CS)
is applied in CT in order to acquire and reconstruct a scene with a lower number of
projections than the ones proposed by this criterion. On the other hand, the strategy
of CS in CT that has generated the greatest impact in the scientific community is the
modulation of X-rays through coded apertures. Traditionally, these coded apertures
are constructed from a random distribution. Hence, these apertures do not permit to
exploit the information of the internal structure of the object. In this work, it is pro-
posed a strategy of CS in an X-ray fan beam CT architecture and coded apertures.
This CS strategy in CT is based on the coded aperture adaptation from the internal
structure of the object initial estimation to get a higher quality in CT reconstructed
images, specifically, in those CT images that contains high attenuation elements.
The results indicate that the adaptive coded apertures design makes a profit in the
CT reconstructed images with a 75 % and 100 % compression in the measurements
from 1 dB up to 10 dB in terms of Peak Signal to Noise Ratio (PSNR), compared to
random apertures.

) Research Work.
) Facultad de Ingenierias Fisico-Mecanicas. Escuela de Ingenieria de Sistemas e Informatica.
Director: Henry Arguello Fuentes. Codirector: Miguel Angel Marquez Castellanos.
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INTRODUCCION

La tomografia computarizada (CT, por su sigla en inglés) es un procedimiento no
invasivo que permite clasificar y detectar la estructura interna de un objeto a partir
de atenuaciones. Estas atenuaciones son adquiridas por escaneres de rayos-
X, que emiten y detectan rayos-X en multiples direcciones y angulos de vision.
Los rayos-X son atenuados en mayor o menor proporcién segun la trayectoria
recorrida. Estas atenuaciones son captadas por un arreglo de detectores ubicado
al lado opuesto de la fuente y estan dadas por la ley de Lambert-Beer [2].

Por otro lado, el nimero de proyecciones requeridas para realizar la reconstruc-
cién de una escena en CT esta determinado por el criterio de Nyquist [3]. Sin
embargo, en diversas aplicaciones comerciales y cientificas, como por ejemplo,
diagnéstico médico [4], el nUmero de proyecciones establecidas por este crite-
rio es excesivo, puesto que, las altas dosis de radiacion pueden representar un
riesgo en la salud del paciente o resultar destructivas para el objeto de interés
[5], [6], [7]. Por este motivo, se buscan métodos de adquisicion que disminuyan
la exposicion de un objeto a la radiacion, sin sacrificar la calidad en las imagenes
de tomografia reconstruidas.

La técnica de muestreo compresivo (CS, por su sigla en inglés) permite resolver
este problema, debido a que, segun el CS se puede adquirir y reconstruir una
senal de forma eficiente con una tasa de muestreo inferior a la propuesta por el
teorema de Nyquist, siempre y cuando se cumplan dos criterios fundamentales:
baja densidad de la sefal en algun dominio [8] e incoherencia del dominio de
muestreo con el dominio en que la senal es de baja densidad [9].

Actualmente es posible implementar la teoria de CS en una configuracion de CT
utilizando aperturas codificadas [10], [11], [12], [13], que modulan las proyeccio-
nes generadas por una fuente de rayos-X antes de que lleguen al arreglo de de-
tectores. Las aperturas codificadas corresponden a arreglos bidimensionales con
patrones de materiales opacos a la luz, las secciones que no contienen material
opaco definen su transmitancia, es decir, la fraccion de luz que puede atravesar-
las. La calidad de las imagenes de tomografia reconstruidas bajo este enfoque
esta ligada principalmente al diseno de estas aperturas. Tradicionalmente, los
métodos de CS en CT incluyen aperturas codificadas a partir de una distribu-
cién aleatoria [10], por lo tanto, no se aprovecha eficientemente la informacion
muestreada para reconstruir la estructura interna del objeto. Ademas, en recien-
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tes trabajos [14], [15], [16], [17], [18], se ha demostrado que los elementos con
alto coeficiente de atenuacion en el interior del objeto, pueden causar pérdida de
informacion y alto porcentaje de ruido en las imagenes CT reconstruidas. En este
proyecto se propone una estrategia de CS en CT con haz de rayos-X en abani-
co, mediante aperturas codificadas que se adaptan en funcion de la estimacion
inicial del objeto para mejorar la calidad de las imagenes CT reconstruidas.
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1. TOMOGRAFIA COMPUTARIZADA

La tomografia computarizada es una técnica que permite estimar la estructura
interna de un objeto de dimensién D a partir de un conjunto de proyecciones de
dimensién (D — 1) [10]. Debido a que, la exploraciéon mediante CT es un procedi-
miento no invasivo, ha sido implementado en diversas aplicaciones comerciales
y cientificas, tales como, diagndstico médico [19], deteccion de sustancias pe-
ligrosas y explosivas [20], deteccion de drogas ilegales [21], control de calidad
en la industria manufacturera [22], antropologia [23], [24], [25], ciencias forenses
[26], [27], arqueologia [28], entre otras.

1.1. RESENA HISTORICA

El 8 de noviembre de 1895, el fisico aleman Wilhelm Conrad Roentgen mediante
experimentos de aceleracion de electrones descubrié un nuevo tipo de radiacion
electromagnética, invisible para el ojo humano y con altos niveles de penetra-
cion sobre cuerpos opacos. Este fendmeno se denomind rayos-X, dado que, se
desconocia su naturaleza. Hasta que, en 1912, el fisico aleman Max von Laue
mediante experimentos de cristalografia, (difraccion de rayos-X por medio de
cristales), confirmé el comportamiento ondulatorio de los rayos-X. Estos experi-
mentos permitieron establecer que los rayos-X son una forma de luz de la misma
naturaleza que las ondas de radio, las ondas de microondas, los rayos infrarrojos,
la luz visible, los rayos ultravioleta y los rayos gamma.

Con base en los fundamentos propuestos por Roentgen y Laue, en 1917, el ma-
tematico austriaco Johann Radon describié matematicamente la reconstrucciéon
de la estructura interna de un objeto a partir de proyecciones de rayos-X [29].
Sin embargo, este proceso matematico requeria un niamero infinito de proyeccio-
nes. Por lo tanto, el modelo continuo de Radon tuvo que reestructurarse concep-
tualmente. De manera que, en 1963, el fisico norteamericano Allan MacLeado
Cormak a partir de los trabajos propuestos por Radon, establecié e implemento
un modelo matematico discreto para la reconstruccion de una imagen a partir de
proyecciones de rayos-X [30]. No obstante, los estudios de Cormak no tuvieron
un resultado practico, debido a las limitaciones de la tecnologia de su época.
No fue sino hasta 1972, cuando el ingeniero electrénico inglés Godfrey Newbold
Hounsfield de manera independiente a los estudios de Cormak, desarroll6 e im-
plemento el primer escaner de CT para uso clinico [31], figura 1a.

Este primer prototipo de CT estaba compuesto de una fuente de haz de rayos-X
lineal y un unico detector. La fuente producia proyecciones paralelas, debido a
su movimiento de traslacion en cada posicién angular a lo largo del objeto, este
proceso se repetia con pequefos incrementos rotacionales hasta recorrer 180°
alrededor del objeto [32]. Dicho movimiento de traslacion y rotacion involucraba
tiempos elevados de adquisicion. Por consiguiente, una tomografia completa de
un cerebro humano tardaba aproximadamente nueve horas [32]. Otro inconve-
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Figura 1: (a) Primer prototipo de CT construido para el estudio del cerebro instalado
en el hospital de Atkinson Morley’s en Londres. (b) Primera imagen clinica
obtenida con el prototipo.

(b)
Fuente: Sir Godfrey Newbold Hounsfield y la tomografia computada, su contribucion a
la medicina moderna, 2004.

niente que presentaba este escaner de CT, se relacionaba con los errores en
las medidas, debido a los movimientos voluntarios e involuntarios del paciente
durante el tiempo de captacion. En consecuencia, las imagenes CT, figura 1b,
contenian un alto porcentaje de ruido. Asimismo, estas imagenes reconstruidas
tenian una resolucién espacial de 80 x 80 pixeles. En contraste, tanto el ruido
como la baja resolucién espacial de las imagenes CT, no solo dependian de la
geometria del sistema propuesto, sino también de los algoritmos de reconstruc-
cion empleados [33]. Por esta razon, la CT se ha enfocado en el mejoramiento
de técnicas de reconstruccion y el desarrollo de escaneres con mayor velocidad
de adquisicion.

1.2. EVOLUCION DE LOS ESCANERES DE CT

Un escaner de CT esta compuesto principalmente de una fuente de rayos-X y
un detector o arreglo de detectores. Estas dos piezas han promovido el desa-
rrollo tecnoldgico referente a la CT [34], por lo tanto, sus caracteristicas definen
cada generacion. En general, una fuente de rayos-X produce radiacién ionizan-
te por medio de aceleracion y desaceleracion de electrones. Esta energia pasa
a través del objeto y se atenla en funcién de la densidad y estructura interna
del objeto. Finalmente, las atenuaciones se miden en el conjunto de detectores,
gue se ubican al lado opuesto de la fuente. A continuacion se describe la geo-
metria correspondiente a cada generacion de CT y se presentan sus principales
aspectos.

= Primera generacion (1G): Un escaner de 1G, figura 2a, involucra una fuen-
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te que emite un haz de rayos-X restringido a una linea delgada, y un Unico
detector. La fuente produce proyecciones lineales en paralelo a lo largo del
objeto desde un mismo angulo de visién. Tanto la fuente como el detector
se trasladan simultaneamente. Posteriormente, la fuente y el detector rotan
a una nueva posicion angular para adquirir nuevas proyecciones, este pro-
ceso se realiza de forma sucesiva hasta barrer 180°. Una ventaja de este
tipo de escaner es que el detector no capta radiacion dispersa [35], es decir,
la medida de atenuacion en su mayoria es acertada. Sin embargo, el tiempo
de adquisicion se incrementa en funcion del nUmero de proyecciones.

= Segunda generacion (2G): Un escaner de 2G, figura 2b, estd compuesto
de una fuente de haz de rayos-X en forma de abanico con una apertura cer-
cana alos 10° y un arreglo de detectores con aproximadamente 30 elemen-
tos. Esta configuracion proporciona una mayor velocidad de adquisicion en
comparacion con un escaner de 1G, debido a que, permite medir un ma-
yor niumero de proyecciones desde una misma posicion angular-espacial.
Ademas, cada detector esta restringido a medir la radiacion desde la di-
reccion correcta, con el fin de reducir los efectos de la dispersion [35]. En
particular, un escaner de 2G funciona bajo un principio de traslacién y rota-
cién similar al de un escaner de 1G.

= Tercera generacion (3G): Un escaner de 3G, figura 2c, consiste en una
fuente que emite un haz de rayos-X en forma de abanico con apertura en-
tre 40° a 60°, y un arreglo de detectores con un numero de elementos entre
400 y 1000. A diferencia de las generaciones anteriores, un escaner de 3G
permite cubrir toda la region de escaneo desde una misma posicién angu-
lar. De esta manera, la fuente y el arreglo de detectores logran un despla-
zamiento netamente rotatorio, que conlleva a una disminucion en el tiempo
de adquisicion. Cabe senalar que los detectores de esta generacién deben
estar restringidos como en la 2G para reducir los efectos de la dispersion
[36].

= Cuarta generacion (4G): Un escaner de 4G, figura 2d, emplea un anillo
de detectores con aproximadamente 5000 elementos fijados alrededor del
objeto. Esta configuracién permite una adquisicion eficiente, puesto que, el
area de deteccion es mas amplia. Sin embargo, esto conlleva a una mayor
dispersion en las medidas, que se convierte en un gran problema para los
escaneres de 4G [37]. En el caso de la fuente de rayos-X, esta conserva
las caracteristicas de la generacion anterior.

1.3. PRINCIPIOS FISICOS DE LOS RAYOS-X

Los rayos-X son una forma de onda electromagnética con longitud entre 10 nanéme-
tros y 10 picdmetros. La energia F de cada fotdn de rayos-X es proporcional a su
frecuencia v y se describe matematicamente como

hc
E=hyv=— 1.1
/U )\7 ( )
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Figura 2: Generaciones de escaneres de CT. (a) Geometria de 1G. (b) Geometria de
2G. (c) Geometria de 3G. (d) Geometria de 4G. (S es la fuente de rayos-Xy D
es el detector).
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Figura 3: Produccion de radiacion a partir de fendémenos extranucleares. (a) Radiacion
de frenado. (b) Radiacién caracteristica de los metales. (c) Radiacion generada
por el impacto de un electron con el nucleo.
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donde h es la contante de Plank (6.63 x 10734J - s), ¢ es la velocidad de la luz
(3 x 10°m/s), y A es la longitud de onda de los rayos-X. Los fotones de rayos-X
con longitudes de onda mas largas tienen mayor energia que los fotones con lon-
gitudes de onda mas cortas. Generalmente, la energia de los rayos-X se expresa
en la unidad eV (1eV = 1.602 x 1071°J), que corresponde a la cantidad de energia
cinética con la que se acelera un electrén a través de un potencial eléctrico de
1V. Dado que, los fotones de rayos-X se producen mediante el impacto de elec-
trones de alta velocidad sobre un material, toda la energia cinética del electrén
se transforma en radiacion electromagnética. De modo que, la ecuacion (1.1) se
puede convertir a la unidad eV como

Radiacion

o 1.24 x 103eV x nm'

< (1.2)

En particular, los rayos-X surgen de fendmenos extranucleares, a nivel de la orbi-
ta electronica, fundamentalmente producidos por desaceleracion de electrones,
por ejemplo, cuando una particula cargada eléctricamente con suficiente energia
cinética es frenada rapidamente. Existen tres fendmenos extranucleares que ge-
neran rayos-X [29]:

= Radiacion de frenado: este fendémeno sucede cuando un electron de al-
ta energia pasa cerca al nicleo y este se desvia debido a la interaccion
electromagnética. En consecuencia, el electron pierde energia en forma de
rayos-X, como se ilustra en la figura 3a.

= Radiacion caracteristica de los metales: este fenomeno ocurre cuando
un electrén de alta energia produce la salida de un electrdén cercano al
nucleo, ademas, un electron de la capa exterior con mayor energia ocu-
pa la vacante. De esta manera, la diferencia de energia entre niveles se
transforma en energia de rayos-X, como se ilustra en la figura 3b.

= Radiacion generada por el impacto de un electron con el nucleo: este
fenédmeno sucede cuando un electrén de alta velocidad impacta directa-
mente con el ndcleo de un atomo. De modo que, toda la energia cinética se
convierte en energia de rayos-X, como se ilustra en la figura 3c.
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1.4. LEY DE LAMBERT-BEER

En éptica, la ley de Lambert-Beer se aplica para todos los mecanismos fisicos
que conducen a la atenuacion de la intensidad de radiacion (reduccion de foto-
nes) de un haz de rayos-X que pasa a través de un objeto. En particular, la ley
de Lambert-Beer permite relacionar la absorcion de la luz con los coeficientes
de atenuacion u(n) del material atravesado. Matematicamente, la intensidad de
un haz de rayos-X después de pasar una distancia An a través de un objeto, se
puede describir como

I(n+ An) = 1(n) — p(n)I(n)An. (1.3)
Por simple reorganizacion, la ecuacién (1.3) se puede expresar como el cociente

I+ AAU; =10 _ i), (1.4)

Posteriormente, se aplica el limite, cuando An tiende a cero, en ambos lados de
la ecuacion (1.4) y se obtiene

i L+ An) —I(n)
An—0 An

= —p(n)I(n). (1.5)

1.4.1 Atenuacion de los rayos-X en un medio homogéneo En
primer lugar, si se asume un medio homogéneo, es decir, una Unica constante
de atenuacion u(n) = p a lo largo de toda la longitud de penetracién del rayos-X,
figura 4, entonces, la ecuacion (1.5) se puede expresar como

dr
d(n)

que corresponde a una ecuacion diferencial de primer orden. Una forma de so-
lucionar (1.6) es por medio de la separacion de variables, de esta manera, se
puede aplicar la integracion en ambos lados de la ecuacion [2]

/ % ——u [ dw) (1.7)

El resultado de (1.7) se puede escribir como

In|I| =—un+C. (1.8)
Debido al hecho fisico de que la intensidad se define como una cantidad positiva,
el valor absoluto |-| se puede suprimir de la ecuacion (1.8). Por otra parte, si se
despeja I(n) bajo la condicion 1(0) = I,, entonces, (1.8) se puede expresar como

I(n) = Lpe . (1.9)
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Figura 4: Atenuacion de la intensidad de radiacion al pasar a través de un medio ho-

mogéneo.
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donde I, corresponde a la intensidad inicial del haz de rayos-X. La ecuacion
(1.9) se conoce como la ley de atenuacion de Lambert-Beer para un medio ho-
mogéneo.

1.4.2 Atenuacion de los rayos-X en un medio no homogéneo
En el caso de un medio no homogéneo, la atenuacién de los rayos-X puede
calcularse al considerar el objeto como la division de pequernos elementos ho-
mogéneos [38], [29], figura 5. Con base en el concepto de dividir el objeto en
varios elementos homogéneos, la ecuacion (1.9) se puede ajustar para un medio
no homogéneo como

T(n) = Tye PodMe a0 gm0 — [om S5 min (1.10)

donde An representa la longitud de cada elemento, ; es la constante de atenua-
cién en el i—ésimo elemento y n corresponde al total de elementos en el que se
divide el objeto no homogéneo. Si se divide por I, y se aplica el logaritmo natural
en ambos lado de la ecuacion (1.10), entonces, se obtiene

n—1
b= —In (]i) =3 . (1.11)
0 i=0

Ahora, si se asume que el numero de elementos que componen al objeto tiende
a infinito y su longitud tiende a cero, la ecuacion (1.11) se puede reescribir como

) I
p=  lim - (I_o> = /Lu(n)dn- (1.12)

donde [, representa la integral de linea y L corresponde a la trayectoria de cada
haz de rayos-X al pasar a través del objeto. La ecuacion (1.12) corresponde a
la fraccién de luz transmitida a través del objeto, es decir que, representa una
proyeccion unidimensional que se capta en un angulo de vision.
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Figura 5: Atenuacion de la intensidad de radiacion al pasar a través de un medio no
homogéneo, donde As ~ 0.
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1.5. MODELO MATEMATICO DE CT

En la practica, las imagenes CT son adquiridas por escaneres de CT, que estan
compuestos de una fuente de rayos-X y un arreglo de detectores que rotan si-
multaneamente. Por lo tanto, se define un sistema de rotacién para modelar las
proyecciones con base en la ecuacion (1.12)

Pl 9) = /  J i) (1.13)

donde p(p, ) es la funcion de atenuaciones, también denominada como sino-
grama de f(x,y), ¥ es el angulo entre el eje-z y la posicion en el detector a
la que converge el rayo-X, ¢ es el angulo entre el eje-x y la fuente de rayos-X

y L(p, V) = {(x,y) ERxR:y— x% = rsin(p) — rcos(gp)%} es
una funcidén que representa todos los puntos que recorre cada rayo-X, figura 6.
Aqui, r es el radio del circulo que genera la rotacion de la fuente y el arreglo de

detectores alrededor del objeto, (0 < /22 + y? < r).

El proceso de adquisicion de proyecciones p(y, ) de las imagenes CT para el
i—eésimo angulo de vision V € R, coni = 0,...,V — 1, se puede expresar matri-
cialmente como

donde y; € RY representa las medidas, W,; € RY*" |a matriz que modela la
geometria del sistema, U € R corresponde al total de detectores y x € R™ es la
version discreta del objeto. La informacion que se obtiene en un solo angulo de
vision no es suficiente para determinar la distribucion espacial de la estructura
interna de un objeto. Por esta razdn, es necesario irradiar el objeto de interés
en multiples angulos de vision. Con base en la ecuacién (1.14), el proceso de
adquisicion de imagenes CT a partir de multiples angulos de vision se puede
expresar matricialmente como

y = Wx, (1.15)

donde W = (Wl WT . WL T ¢ R™ My y = [yg.,.y{...,yg_l]T.E R™ repre-
senta la matriz de muestreo y las proyecciones adquiridas en multiples angulos
de visidn, respectivamente. Segun esta perspectiva, la CT es una metodologia
gue combina una secuencia de imagenes distribuidas en un arreglo de detecto-
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Figura 6: Geometria de un tomografo con haz de rayos-X en abanico y un arreglo de
detectores curvo.
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res de dimensién (D — 1) para producir una imagen de dimension D.

Debido a que, las imagenes CT permiten clasificar y determinar la estructura
interna de un objeto, su uso en procedimientos médicos ha sido de gran interés
[4]. Sin embargo, recientes estudios [5], [6], [7] han demostrado que la exposicidn
prolongada a dosis de radiacidn de alta energia puede ocasionar alteraciones en
el ADN o cancer.

1.6. DOSIS DE RADIACION

El uso de procedimientos de CT se ha convertido en uno de los métodos de
diagnostico por imagenes mas utilizado en rutinas médicas, debido a que per-
mite la exploracion no invasiva del interior del cuerpo. De modo que, se requie-
re de imagenes CT con suficiente calidad para una interpretacion precisa. En
particular, el nivel de ruido de una imagen CT esta relacionado con el diseno y
rendimiento del escaner, y la dosis de radiacion implicada en la adquisicion. De
esta manera, a menor tiempo de adquisicién, menor porcentaje de ruido en las
imagenes CT. Asimismo, a mayor numero de proyecciones captadas, se obtiene
mayor calidad de reconstruccién [39]. La figura 7 ilustra el aumento de dosis de
radiacion en 1989, 1994 y 1999 para diferentes examenes de CT en Reino Unido
y Gales. No obstante, el aumento del nimero de proyecciones implica una mayor
exposicidn a la radiacidon, que puede resultar cancerigena [6].

En [40], se estima los futuros riesgos de cancer derivados del uso de procedi-
mientos de CT en Estados Unidos, segun la edad, el género y el tipo de explo-
racion. Este estudio encontrd una proporcionalidad directa entre la frecuencia de
examenes de CT, figura 8a, y el nUmero de casos futuros de cancer, figura 8b,
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Figura 7: Dosis de radiacion para diferentes procedimientos de CT en Reino Unido (UK,
por su sigla en inglés) y Galas.
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Fuente: Modificado de A survey of patient dose and image quality for computed
tomography scanners in Wales, 2001.

segun el género y la edad exposicion. De igual manera, se determin6é que los
organos con mayor riesgo de cancer se relaciona con su alta frecuencia de ex-
posicién, por ejemplo, el colon con la CT de pelvis y abdominal, y el pulmoén con
la CT toracica. Dichos examenes de CT presentan altos niveles de radiacion [41],
que contribuyen al aumento del riesgo de cancer [42].

Por lo tanto, se han estudiado diferentes estrategias para la adquisicién de image-
nes CT que impliquen bajas dosis de radiacidn, sin sacrificar la calidad en las
imagenes reconstruidas [13], [43]. Entre las cuales, la estrategia que mayor im-
pacto ha causado dentro de la comunidad cientifica, ha sido la implementacion
de la teoria de muestreo compresivo en CT.
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Figura 8: Grafica de estudios realizados en Estados Unidos basados en la exposicion a
dosis de radiacion segun la edad y el género. (a) Numero estimado de proce-
dimientos de CT. (b) Numero proyectado de casos de cancer.
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2. MUESTREO COMPRESIVO EN TOMOGRAFIA
COMPUTARIZADA

El muestreo compresivo en tomografia computarizada es una metodologia que
permite adquirir y reconstruir una imagen x, a partir de un nimero de proyec-
ciones menor al establecido en el criterio de Shannon-Nyquist [3]. Con base en
la ecuacion (1.15), el muestreo compresivo de imagenes CT se puede expresar
matricialmente como

y = WOTox = $0, (2.1)

donde ¥ € R™*" es una base de representacion, ® = W¥? ¢ R™*" es la matriz
de muestreo compresivo en CT,con m < ny 6 = ¥x € R" es la representacion
de x en el dominio ¥. Aqui, ¥~! = U7y ¥7W¥ = I, donde I € R"*" es una matriz
identidad. La teoria de CS establece que para reconstruir una imagen a partir
de medidas obtenidas segun la ecuacién (2.1), se deben satisfacer dos criterios
fundamentales: baja densidad de la senal en una base de representacion [8]
e incoherencia de la matriz de medicion con el domino en que la sefal es de
baja densidad [9]. La figura 9 muestra la representacion grafica de la ecuacion
(2.1).

Figura 9: Esquema del proceso de CS estandar.

T
Ym x1 Wm Xn lpn Xn lpn Xn Xn x1
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2.1. BAJA DENSIDAD

Este concepto expresa la idea de que una senal puede representarse en una ba-
se apropiada ¥, con un menor numero de coeficientes [8], como se ilustra en la
figura 10. De manera que, la baja densidad implica que los coeficientes mas pe-
quenos de una senal, en alguna base de representacion, pueden ser excluidos,
en otras palabras, se pueden convertir a cero sin tener pérdidas significativas en
la senal reconstruida. Este concepto se puede expresar matematicamente como

Ix — ®G(x,7)|; <e, (2.2)

donde ¢ € R es un parametro de tolerancia al error y G(-) es un operador que
descarta un porcentaje = € R de los coeficientes mas pequefios de la senal x en
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Figura 10: (a) Imagen de CT x. (b) Imagen de CT x con el 25% de sus coeficientes
significativos.

(@) (b)

el domino de W. Por otra parte, la ecuacion (2.2) se puede reescribir como
Ix — x5 <e, (2.3)

donde X = ¥0 € R" con 6 = G(x,7). Si x es una sefal de baja densidad en el
dominio de W, entonces, x es aproximadamente igual a su versién x, de modo
que, ¢ es pequeno.

2.2. INCOHERENCIA

El concepto de incoherencia mide la correlacion entre los elementos de las ma-
trices ® y ¥, como se ilustra en la figura 11. CS en CT se basa principalmente
en problemas de reconstruccion con matrices de muestreo de baja coherencia.
Para determinar la incoherencia de la matriz de medicion W vy la base de repre-
sentacion ¥, E. Candes establece una funcion de correlacion que se expresa
matematicamente como [8]

W@, ®) =v/n- mix [{(Pr, ;) ], (2.4)
1<k,j<n

donde | - | representa la funcién valor absoluto, (-) representa el producto punto

entre los vectores &y y ¥;, y u(®,¥) € [1,/n] corresponde a la funcion de

correlacién entre dos matrices. La constante p determina la correlacion entre

las matrices ® y W, si dichas matrices contienen elementos correlacionados, la

coherencia es alta, en caso contrario es baja. Por lo tanto, para que la senal x

sea recuperada a partir de m medidas con alta probabilidad, se debe cumplir la
relacion

m>C-S-log(n)-u(®,W), (2.5)

donde C € R es alguna constante positiva, y S € R representa el total de co-
eficientes diferentes de cero en 0. Un ejemplo de bases incoherentes es wave-
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Figura 11: Ejemplo de la correlacion entre una base de representacién coseno y una ma-
triz de muestreo en CT. (a) Base de representacion . (b) Matriz de muestreo
®. (c) Matriz de correlacion entre & y .

() (b) (©)

lets con noiselets [8]. Por otro lado, las matrices aleatorias son en gran medida
incoherentes con cualquier base fija ¥. Si ¥ es una base ortonormal uniforme-
mente aleatoria con alta probabilidad, entonces, la coherencia entre ® y ¥ es
alrededor de +/log (n).

2.3. ESTRATEGIAS DE CSENCT

El uso de técnicas de muestreo compresivo en CT ha producido un gran impacto
en el area de la medicina, dado que, permite obtener imagenes CT a partir de
menos dosis de radiacion que los métodos tradicionales de muestreo. Debido a
esto, se ha generado un gran interés en el desarrollo, optimizacion e implemen-
tacion de estrategias de CS en CT. Entre las cuales se descacan:

= Reduccion de angulos de vision [44]: esta estrategia de CS en CT se
enfoca en obtener proyecciones en menos de 100 posiciones angulares
predeterminadas, como se ilustra en la figura 12b. Cabe aclarar que en una
adquisicion CT tradicional, con una arquitectura CT con haz de rayos-X en
abanico, las proyecciones son adquiridas en 1000-2000 angulos de visién
alrededor del objeto, como se ilustra en la figura 12a.

= Modulacion del haz de rayos-X [10]: esta estrategia de CS en CT se enfo-
ca en la implementacién de aperturas codificadas, que se ubican en frente
de la fuente de rayos-X para permitir o bloquear el paso del haz de rayos-X
a través del objeto, como se ilustra en la figura 12c.

Sin embargo, en [45], se plantea que la reduccion de los angulos de vision pre-
senta un problema inverso mal condicionado, sensible a la medicion y con errores
de modelado que afectan la calidad de las imagenes CT reconstruidas. De modo
que, la modulacién del haz de rayos-X mediante la inclusion de aperturas co-
dificadas [10] es un enfoque que permite superar dichas limitaciones, debido a
que, reduce la dosis de radiacion, sin sacrificar la calidad de las imagenes CT
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Figura 12: Esquema de la adquisicion de datos en una arquitectura CT con haz de rayos-
X en abanico. (a) Tradicional. (b) Con una estrategia de reduccién de angulos
de visién. (c) Con una estrategia de modulacion del haz de rayos-X. (S es la
fuente de rayos-X y D es el arreglo de detectores).

1

g

7]

.

_ " Modulacion del
haz de rayos-X

reconstruidas.
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3. MUESTREO COMPRESIVO EN TOMOGRAFIA
COMPUTARIZADA BASADO EN APERTURAS
CODIFICADAS

El uso de aperturas codificadas como estrategia de CS en CT fue propuesto por
D. Brady [10]. Particularmente, estas aperturas corresponden a arreglos bidimen-
sionales que se encargan de modular la energia producida por el haz de rayos-X
antes de que llegue al arreglo de detectores. Con base en la ecuacion (2.1), el
proceso de adquisicion de proyecciones en una arquitectura CS en CT usando
aperturas codificadas, se puede expresar matematicamente como

y = HWx, (3.1)

donde H = diag(h) € R™*™ es una matriz diagonal que representa la modulacion
de la apertura codificada. Aqui, h = [hl hT ... hT 7 € RYY contiene la conca-
tenacion de la representacion vectorial de las aperturas codificadas h; € RY en
cada angulo de visién. Formalmente, la estructura H se puede expresar como

dlag(ho) 0U><U 0U><U
H_ OU-XU dlag(hl) OU.><U ’ (32)
Ouvxu Oyxy ... diag(hy_q)

donde diag(h;) es una matriz diagonal de tamafo U x U, cuyas entradas son los
elementos de la apertura codificada vectorizada h;, como se ilustra en la figura
13a, y Oy« s una matriz de ceros de tamano U x U. Otra representacion de
la apertura codificada planteada en (3.2), se puede expresar matematicamente
como

== | R (3.3)

(oo (hoi)i . (hy)ys

donde = € RY*V es una representacion matricial de la apertura codificada, como
se ilustra en la figura 13b, que permite realizar diferentes analisis cualitativos y
cuantitativos. Con el fin de reconstruir x a partir de y, tradicionalmente se plantea
un problema de minimizacion que se puede expresar matematicamente como

L
% = arg min ||y — HWx||} + Z g0(AYx), (3.4)

x (=2
donde % € R” es la imagen CT reconstruida, g, : R™ — R son funciones de
regularizacion convexas cerradas y propias y A) € R™*" son matrices arbi-
trarias. Sin embargo, en [46], se demostrd que la calidad de reconstruccion de
imagenes CT, a partir de problemas de minimizacion de la forma (3.4), esta li-
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Figura 13: Ejemplo de una apertura codificada en sus versiones matriciales (a) H €
RUV*UVy (b)E e RV VYV conU =V = 16.

v

|4
(b)

l<
~

mitada por la estructura de las aperturas codificadas. Tradicionalmente, estas
aperturas codificadas son generadas a partir de una distribucion aleatoria para
garantizar la incoherencia entre las proyecciones. En recientes trabajos, como en
espectroscopia [47], [48] [49] [50], se ha demostrado que el diserio de aperturas
codificadas teniendo en cuenta la estructura de la escena permite obtener mayor
calidad de reconstruccién. Por lo tanto, el desarrollo de muestro adaptativo en
CT es un area que ha despertado interés en la comunidad cientifica [1].
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4. MUESTREO ADAPTATIVO EN TOMOGRAFIA
COMPUTARIZADA

En [1], se propuso un sistema de muestreo adaptativo en una arquitectura de CT
de 1G, que permite mejorar la calidad de reconstruccion de la escena, como se
ilustra en la figura 14. Este modelo estima una aproximacion inicial de la escena
a partir de la adquisicion previa de un conjunto de proyecciones. Posteriormente,
el sistema de adquisicion se adapta en funcién de la aproximacién obtenida de la
escena, dando prioridad a los bordes que conforman su estructura interna. Este
proceso se realiza de forma iterativa, como se ilustra en la figura 15.

Debido a que, el muestreo en un escaner de CT de 1G requiere un desplazamien-
to de la fuente en cada posicion angular-espacial, los tiempos de adquisicidn se
incrementan en funcidén del nUmero de proyecciones. En consecuencia, los tiem-
pos prolongados de adquisicion en procedimientos médicos generan un mayor
error en las medidas, debido a los movimientos voluntarios e involuntarios del
paciente [51]. Actualmente no se han propuesto estrategias de muestreo adapta-
tivo mediante aperturas codificadas en arquitecturas de CT con mayor velocidad
de captacion, como por ejemplo, una geometria de CT con haz de rayos-X en
abanico.

Figura 14: Reconstrucciéon de una imagen CT fantasma en una arquitectura de 1G. (a)
Imagen original. (b) Imagen reconstruida por un método tradicional con 1792
proyecciones. (c) Imagen reconstruida por el método de muestreo adaptativo
propuesto en [1] con 1630 proyecciones.

(@) (b) (©)

Fuente: Adaptive compressed tomography sensing, 2013.
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Figura 15: Ejemplo del proceso de muestreo adaptativo en una arquitectura de CT de
1G. (a) Conjunto inicial de proyecciones. (b) Aproximacion inicial del objeto.
(c) Segundo muestreo adaptado segun el analisis de la reconstruccion (b).
(d) Reconstruccion del objeto a partir de las proyecciones captadas en (a) y
(c). (e) Tercer muestreo adaptado segun el analisis de la reconstruccion (d).
(f) Reconstruccion segun el conjunto de proyecciones captadas en (a), (c) y
(e). (g) Cuarto muestreo adaptado segun el analisis de la reconstruccion (f).
(h) Reconstruccién final del objeto.

(h)
Fuente: Adaptive compressed tomography sensing, 2013.
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5. METODOLOGIA PROPUESTA PARA LA

ADQUISICION Y RECONSTRUCCION DE
IMAGENES CT

Con base en el trabajo de CS en CT desarrollado en [1], el cual fue analizado en
la seccién 4, se propone una metodologia de muestreo compresivo adaptativo
para una arquitectura con haz de rayos-X en abanico y con aperturas codifica-
das. Esta metodologia se enfoca en cuerpos que contienen elementos con un
alto coeficiente de atenuacion, figura 16a, dado que, en diferentes trabajos [14],
[15],[16], [17], [18], se ha demostrado que estos elementos producen un alto por-
centaje de ruido y pérdidas de informacion en las imagenes CT reconstruidas. La
metodologia propuesta se divide en dos etapas principales: (1) adquisicién y re-
construccion inicial del objeto y (2) adquisicidon y reconstruccion final del objeto,
figura 17.

Figura 16: (a) Imagen original, donde la region encerrada indica el elemento con mayor
atenuacion. (b) Adquisicion inicial con un pequeno nimero de proyecciones.
(c) Reconstruccién inicial del objeto a partir de (b). (d) Version binaria de
la imagen reconstruida (c), que identifica la regién de mayor atenuacion. (e)
Segunda adquisicion de proyecciones, que convergen fuera de la region (d).
(f) Reconstruccidn final del objeto a partir de (e).
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Figura 17: Proceso de adquisicion y reconstruccion de imagenes CT mediante la meto-
dologia propuesta.

Etapa 2

>=—>

Algoritmo de
reconsirucci(’)n
Umbralizaciéon

Adquisicion a partir
de proyecciones
estmladas

Algoritmo de
reconstruccion

En la primera etapa, se realiza un muestreo inicial del objeto con un pequeno
numero de proyecciones, figura 16b. Posteriormente, se obtiene una estimacion
inicial del objeto a partir de las medidas adquiridas, figura 16¢c. Ademas, se realiza
la umbralizacion de la reconstruccion inicial, figura 16d, con el fin de identificar los
elementos con alto coeficiente de atenuacion, figura 16d, donde 1 indica el ele-
mento con mayor atenuacion y 0 los demas elementos del objeto. En la siguiente
etapa, se realiza un segundo muestreo del objeto, figura 16e, a partir de la esti-
macion de proyecciones que convergen fuera de los elementos identificados en
la etapa descrita anteriormente. Finalmente, se obtiene una reconstruccion del
objeto mediante el conjunto de medidas captado, figura 16f.

Por otra parte, en [52], se establecié que el uso de aperturas codificadas con dis-
tribucion aleatoria tiende a no muestrear uniformemente los pixeles del objeto.
Con el fin de verificar este hecho, se realiza un analisis de como la distribucién
de la apertura codificada afecta el muestreo de los pixeles del objeto. Por es-
ta razon, se analiza la distribucion de los elementos de paso en un angulo de
vision, figura 18, y en un vecindario, figura 19, de una apertura aleatoria y una
apertura disenada. Si se analiza las proyecciones que pasan en un angulo de
vision, se obtiene que un mismo pixel del objeto puede muestrearse hasta 3 ve-
ces mas con una apertura aleatoria, figura 18c, que con una apertura disenada,
figura 18d. Asimismo, si se analiza las proyecciones que pasan en una region,
se obtiene que un mismo pixel puede muestrearse hasta 3 veces menos con una
apertura disenada, figura 19d, que con una apertura aleatoria, figura 19c. Con
base en lo anterior, se concluye que el diseno de aperturas codificadas permite
lograr un muestreo uniforme de los pixeles del objeto, a diferencia de las aper-
turas aleatorias. Por lo tanto, en este trabajo se propone el diseno de aperturas
codificadas utilizadas tanto en la adquisicion inicial como en la captacion final de
la estructura interna del objeto.

5.1. DISENO DE APERTURAS CODIFICADAS HOMOGENEAS

En [52], se establecio la optimizacion de aperturas codificadas a partir de la geo-
metria fija de un sistema de CT. Estas aperturas proporcionan una deteccién
uniforme con mediciones incoherentes y muestreo no redundante. Con base en
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Figura 18: Analisis de proyecciones que deja pasar una apertura aleatoria y una di-
sefada, en un determinado angulo de visién. (a) Apertura codificada alea-
toria. (b) Apertura codificada disefada. Aqui, P1, P2 y P3 representan las
proyecciones que se dejan pasar en un angulo de vision especifico. (c) Tra-
yectoria recorrida de las proyecciones de (a) en un angulo de vision. (d) Tra-
yectoria recorrida de las proyecciones de (b) en un angulo de vision.

3 P1-P2-P3 P2 P3
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Figura 19: Analisis de proyecciones que deja pasar una apertura aleatoria y una di-
sefada, en una region especifica. (a) Apertura codificada aleatoria. (b) Aper-
tura codificada disefiada. Aqui, P1, P2, P3, P4, P5 y P6 representan las pro-
yecciones que se dejan pasar en la regién determinada. (c) Trayectoria reco-
rrida de las proyecciones de (a) en la region indicada. (d) Trayectoria recorrida
de las proyecciones de (b) en la region indicada.

P1P3
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este enfoque, se disefa las aperturas codificadas homogéneas, que se utilizan
en la captacion inicial de la estructura interna del objeto bajo los siguientes crite-
rios:

» Criterio 1 muestreo uniforme en los angulos de vision: cada angulo de
vision debe emitir aproximadamente la misma cantidad de proyecciones.
Por consiguiente, la varianza ¢? € R de las proyecciones adquiridas en
cada angulo de vision debe minimizarse. Esta varianza puede determinarse
mediante la siguiente expresion:

-1 /U-1 2
:-Z(Z hy,)s, —ml), (5.1)

donde m = g Zm 0 t2 O(htz)T2 representa la media de la cantidad de
proyecciones en cada angulo de vision.

» Criterio 2 muestreo uniforme del objeto: cada pixel del objeto debe mues-
trearse aproximadamente igual. Para lograr este propésito, se define la ma-
triz © € RYV*" como una versién binaria de la matriz de muestreo W, don-
de Q = [wy, Wy, ..., w, 1|7 con w; € RYV. Por lo tanto, la varianza o3 € R
de la cantidad de veces que se mide cada pixel del objeto debe minimi-
zarse. Esta varianza puede determinarse a partir de la siguiente expresion:

03 = 72 2 b (W h —my)”, (5.2)

donde K = Z?:_Ol b; respresenta la cantidad de pixeles dentro de la zona
de mayor muestreo b, my = £ 31" b,,w? h corresponde a la media del
nuamero de veces que se mide cada pixel dentro de dicha zona, b € R" es
una version binaria de Q1. Aqui, el maximo de Q71 corresponde al

umbral de la binarizacién y 1, es un vector de unos de tamafo UV'.

Con base en las ecuaciones (5.1) y (5.2) el problema de minimizacién para una
apertura codificada homogénea se puede expresar como

| VLU 2 = ,
arglfnin v Z <Z(ht1)’”1 — m1> + 174 Z by, (Wl h—1my)”. (5.3)

r1=0 \t1=0 r1=0

Por otra parte, una representacién matricial de la ecuacién (5.1) puede describir-
se como

ol = % (Dh—l\_/Ilh)T(Dh—l\_/Ilh) = % HDh—l\_/Ithz, (5.4)

donde D € RV*YY es una matriz de submuestreo (D = Iy .y ® 17, donde Iy, €
RY*V es una matriz identidad y 1;; es un vector de tamafo U) y M, = 1V§/‘/D,
(1« €s una matriz de unos de tamafno V x V). Ademas, la ecuacién (5.2) puede
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escribirse de forma matricial como

2= L (BQ'h - MLh)" (BQ"h - MLh) = (5.5)

17b

n

5|

donde B = diag(b) € R™*" es una matriz diagonal cuyas entradas son los ele-

— T . ~
mentos del vector by M, = 1”1’;%” , (1,,x, €S una matriz de unos de tamano
n x n). De esta manera, el problema de minimizacién (5.3) se puede reescribir

matricialmente como

argmm—HDh M| + = [|[BQ h — M,

1Tb (5.6)
A fin de descartar la solucion trivial, h = 0, se introduce un tercer término al
problema de optimizacién (5.6), que indica la cantidad « € Z* de proyecciones
en la apertura h

argmln— HDh MthQ—i- ||BQTh MzhH2+7'3H1 a”i, (5.7)

1Tb
donde 7, 7, Yy 73 son parametros de regularizacion.

Una forma de resolver el problema de optimizacion (5.7) es mediante una matriz
pseudoinversa. En primer lugar, se obtiene la derivada de la funcién objetivo

o) = (D B B2+

L B (BT - KL b2 1kl (58)

respecto a la variable h y se iguala a cero

dfo(h) T1 —\T — T _ T T _
=——(D-M D-M BQ" - M BQ" —M,) h
A 1) ( 1) b ( 2) ( 2) (5.9)
+ 7—3]—UV (15‘/1'1 - Oé) = 0.
Finalmente, h se puede expresar como
h = TgOéAil]_U\/, (51 0)

donde A~! € RYV*UV es la matriz pseudoinversa de A, que se describe matri-
cialmente como

A= - (D-My) + -2

1b (BQT — 1\_/.[2)T (BQT — 1\_/.[2) + T31UV><UV7

(5.11)
donde 1;v«yy €S una matriz de unos de tamano UV x UV..

Por ejemplo, si se analiza el tercer término de (5.11), se puede inferir que este
término representa una matriz densa, dado que, todos sus elementos son equi-
valentes a la constante 73. En el caso del primer término, la diferencia entre D
y M, da como resultado una matriz densa Y. De igual modo, el producto entre
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Figura 20: Ejemplo de una matriz densa 7+ (D — 1\711)T (D-M;)conU =V =16y
T = 1.

T
U Yyvxy Yy xuv
|74 | |

YT y Y es una matriz densa, como se ilustra en la figura 20. En definitiva, A
se comporta como una matriz densa. Por lo tanto, la complejidad computacio-
nal para calcular A~!, aumenta en funcién de U y V, es decir que se requiere
de un mayor almacenamiento en memoria a medida que U y V' se hacen mas
grandes.

Con el proposito de obtener aperturas codificadas homogéneas que satisfagan el
problema de minimizacién (5.7), se desarrolla un algoritmo iterativo (1). En este
algoritmo se calcula una matriz de pesos I' € RV*V| que se obtiene al evaluar la
version vectorial de E en una funcién de costos. La matriz E se inicializa como
una matriz con valores de 0 en todos sus elementos y en cada iteraciéon se adi-
ciona un valor de 1 en la misma posicion donde se ubica el valor minimo de la
matriz T'. Si diferentes posiciones en I' corresponden a su valor minimo, enton-
ces, se agrega aleatoriamente un 1 a la matriz = en alguna de estas posiciones.
Dado que la segunda restriccion del problema de minimizacion (5.7) requiere de
un alto costo computacional, esta condicion se adapta y relaja mediante la im-
plementacion de un filtro E € Re*¢, figura 21. Este filiro se disena a partir de
la teoria de blue-noise. Esta teoria establece que si un elemento de paso esta
ubicado en el centro del filtro circular, entonces, el siguiente elemento debe estar
posicionado en algun punto de su 6érbita, es decir, se debe cumplir la condicion
||Fh||§ = ( para garantizar la equidistancia de las proyecciones distribuidas en la
apertura codificada, donde F corresponde a la matriz de filtrado.
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Figura 21: (a) Distribucion espacial de la estructura E. (b) Ejemplo de un filtro E con

r=9y A, =1 pixeles.

A

Ar

Algoritmo 1 Optimizacion de aperturas codificadas homogéneas.

Entrada: UeN,VeN aeN,7eN,F e RVVXUV
Salida: h € RYV

©

10:
11:
12:
13:
14:

N2

Inicializacion Z + 0 € RV*V;
S={(qg,")|(q,r) eN,¢g<U—-1,r <V —1};
s* ={s|5; =Inf (E),s C S};
z < Se elige una tupla s* de forma aleatoria;
Ez = 1)
para : = 1 hasta « hacer

h < Version vectorizada de E;

v1 = (Dh) ® 1y;

Y2 = Fh;

_ n Yo }
Y= Sup(v1) + Sup(v2) +7h;

I' € RV*Y < Version matricial de vy;
s* ={s|[s =Inf(I"),s C S};
z « Se elige una tupla s* de forma aleatoria;

Ezzls

15: fin para

5.2. DISENO DE APERTURAS CODIFICADAS DE FORMA

ADAPTATIVA

Las aperturas codificadas de forma adaptativa se utilizan en el segundo mues-
treo del objeto. Con base en los criterios descritos en el problema de minimiza-
cién (5.7), se puede expresar la optimizacion de aperturas codificadas de forma
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adaptativa como

T2

17b

s.t. hTC =0 ’ (51 2)
h'g —1},g=0

arg}fnin% HDh — 1\_/Ilh||§ + HBQTh — Mgh”; + 73 HllT]Vh — osz

donde g € RYY corresponde a la apertura utilizada en la adquisicion inicial,
¢ € RYY representa la zona de mayor atenuacion en el sinograma sin las proyec-
ciones iniciales, es decir, { = k — k o g. Aqui, k € RYY es la umbralizacion de
W (%o > ¢e), donde %X, es la reconstruccion inicial y e € R el valor de umbral. La
figura 22 ilustra el proceso de adaptacion de la apertura codificada. Para obtener
aperturas codificadas de forma adaptativa que satisfagan el problema de mini-
mizacion (5.12), se desarrolla un algoritmo iterativo (2) basado en el algoritmo

(1).

Algoritmo 2 Optimizacion de aperturas codificadas de forma adaptativa.

Entrada: UcN,VeN acN, 7N FecRIWVXUV RV ¢cRVW kecRYY
Salida: h ¢ RV

1: By € RV*Y « Version matricial de g;

2: Inicializacion E «+ E;

3 S={(gnr)(gr)eNg<U-1,r<V -1}
4: para: = 1 hasta o hacer

5: h < Version vectorizada de E;

6: Y1 = (Dh) ® 1y;

7: Y2 = Fh;

8: Y = Su;)/(lyﬂ + Su;’ég) +7(h+ Q);

9: I' € RV*V < Version matricial de y;
10: s* ={s|[s =Inf(I'),s C S};
11: z « Se elige una tupla s* de forma aleatoria;
12: =, =1;
13: fin para

14: h=ho (]-UV — K),
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Figura 22: Proceso de adaptacion de la apertura codificada. g, E, Z y K, son repre-
sentaciones matriciales de los vectores g, h, Cy k, respectivamente. Por otra
parte, K es la version matricial de W (%o > €) y X > e es la version binaria
de la reconstruccion inicial X, en un valor e € R. Aqui, N? = n.

TeR VXV

l_(EIRUXV KEIRUXV Ze R UxV

(Xo> e)e RV *N
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6. SIMULACIONES Y RESULTADOS

En esta seccidn se realiza un analisis cuantitativo y cualitativo de las imagenes
CT reconstruidas a partir de medidas compresivas, que se adquieren en una
arquitectura de CT con haz de rayos-X en abanico con aperturas codificadas
aleatorias y optimizadas.

6.1. BASE DE DATOS UTILIZADA

Con el fin de evaluar el desempeno de las aperturas codificadas de forma adap-
tativa, se reconstruyen 24 imagenes CT, que corresponden a dos térax humanos,
figuras 23 y 24, cada uno con 12 secciones transversales y dimension espacial
de 128 x 128 pixeles. Estas imagenes CT se obtuvieron de un banco de datos
llamado dir lab, que a su vez fueron adquiridas con un escaner General Elec-
tric Discovery ST PET/CT. Por otra parte, las simulaciones se ejecutaron sobre
Matlab R2015a en un computador de escritorio con arquitectura compuesta por
dos procesadores Dual Intel Xeon de 2.6GHz y memoria RAM de 192GB.

6.2. PARAMETROS SELECCIONADOS

El proceso de adquisicion de proyecciones se simula con un paquete software
de cddigo abierto llamado ASTRA (All Scale Tomographic Reconstruction Ant-
werp) [53], que permite simular la geometria W de un escaner de CT con haz
de rayos-X en abanico. Aqui, los parametros definidos en ASTRA son el tamano
de los detectores de 0.377[mm)], la distancia de la fuente de rayos-X al objeto de
484.6[mm], la distancia del arreglo de detectores al objeto de 290.6[mm]|, el nume-
ro de detectores U = 512, el nimero de angulos de vision V' = 127 distribuidos de
forma equidistante 360° alrededor del objeto y el tamano del objeto de 128 x 128
pixeles.

Por otra parte, el proceso de reconstruccion se realiza con un algoritmo llama-
do C-SALSA (Constrained Split Augmented lagrangian Shrinkage) [54]. En este
caso, los parametros establecidos en C-SALSA son la matriz de medidas com-
presivas ®, la imagen CT original, el nUmero de iteraciones 2000 y el valor del
regularizador 7. En particular, = se estima para obtener una mejor aproximacion
de la imagen original. Este parametro varia segun el nimero de proyecciones
adquiridas. En este trabajo se ejecutaron 5 pruebas para cada reconstruccion y
sus valores promedios fueron calculados y representados.

48



Figura 23: Primer conjunto de imagenes CT de un térax humano con 12 secciones trans-
versales.

Figura 24: Segundo conjunto de imagenes CT de un térax humano con 12 secciones
transversales.




6.3. METRICAS

La calidad de las imagenes CT reconstruidas, mediante proyecciones compresi-
vas obtenidas con aperturas aleatorias y optimizadas se mide con las siguientes
métricas:

= Error cuadratico medio: (MSE, por su sigla en inglés) permite calcular el
error que se presenta entre la imagen original x y la imagen reconstruida x,
este concepto se puede escribir matematicamente como

—_

n—

MSE = (2; —z)*. (6.1)

S|
<
Il
=

= Relacion Pico de Senal Ruido: (PSNR, por su sigla en inglés) permite
medir la calidad de la imagen reconstruida x a partir de la imagen original
x, este concepto se puede escribir matematicamente como

PSNR = 10log,, <”;\3’;(;) ) , (6.2)

donde max(x) representa el valor maximo en la imagen CT original. Si el
MSE entre senal reconstruida y la original tiende a 0, entonces, su PSNR
tiende a infinito, por lo tanto, a mayor PSNR se obtiene mejor calidad de
reconstruccion.

6.4. RECONSTRUCCIONES

Las aperturas codificadas de forma adaptativa se comparan con las aperturas
aleatorias para el 70 % y 100 % de las medidas. La reconstruccion inicial utilizada
en la adaptacion de la apertura codificada de todas las pruebas obtenidas, se
realiza con el 12.5 % de las medidas, este porcentaje permite la identificacion del
elemento de mayor atenuacion en el objeto. Los cuadros 1, 2, 3 y 4 resumen el
promedio de las métricas PSNR y MSE de 5 pruebas de reconstrucciones con
aperturas aleatorias y optimizadas. De igual forma, los cuadros 5, 6, 7 y 8 presen-
tan el analisis cuantitativo con un ruido gaussiano de 10 dB. Con base en estos
resultados, se puede decir que la metodologia propuesta para la adquisicion y
reconstruccion de imagenes CT con aperturas codificadas de forma adaptativa,
permite obtener desde 1 dB hasta 10 dB de ganancia en términos de PSNR en
medidas sin ruido. Ademas, se conserva una ganancia desde 2 dB hasta 8 dB
con una compresion del 75 % de las medidas para un nivel de ruido de 10 dB.
En el caso del 100 % de las proyecciones adquiridas se conserva una ganancia
desde 3 dB hasta 9 dB. Por otra lado, en las figuras 25 y 27 se presentan algunas
reconstrucciones con el 75% y 100 % de compresién, respectivamente, para el
primer conjunto de imagenes de un toérax, figura 23. Asimismo, las figuras 26, 28
corresponden a las reconstrucciones con el 75% y 100 % de las medidas cap-
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tadas para las imagenes del segundo térax humano, figura 24. Por Ultimo, las
figuras 29, 30, 31 y 32 muestran las reconstrucciones obtenidas con un nivel de
ruido de 10 dB.

Tabla 1: Métricas de las reconstrucciones de cada seccidn transversal de la figura 23
con el 75 % de las medidas.

Seccidén transversal reconstruida

Método Métrica i 5 3 1 5 G
Tradicional PSNR 31.51 | 32.41 | 32.54 | 31.99 | 32.62 | 33.19
MSE (x10-°°) | 5.86 | 4.75 | 4.61 | 523 | 4.53 | 3.96
Propuesto PSNR 42.13 | 33.55 | 34.88 | 36.89 | 34.88 | 36.39
MSE (x107%) | 0.51 | 3.54 | 2.69 | 1.69 | 2.70 | 1.90

Seccidén transversal reconstruida

Método Métrica - g 9 10 11 5
Tradicional PSNR 32.59 | 32.91 | 32.37 | 32.61 | 32.33 | 32.36
MSE (x107%) | 4.56 | 4.23 | 4.79 | 4.53 | 4.83 | 4.80
PSNR 35.03 | 37.00 | 35.97 | 40.80 | 42.86 | 35.04
Propuesto

MSE (x107%) | 2.59 1.65 2.10 0.69 0.43 2.62

Tabla 2: Métricas de las reconstrucciones de cada seccion transversal de la figura 24
con el 75 % de las medidas.

Seccidn transversal reconstruida

Método Métrica i 5 5 ) 5 g
Tradicional PSNR 34.61 | 34.80 | 35.09 | 35.94 | 35.50 | 35.53
MSE (><10‘06) 2.97 2.87 2.68 2.17 2.39 2.40
Propuesto PSNR 40.35 | 40.00 | 38.44 | 40.25 | 39.46 | 38.16
MSE (x107°°) [ 0.80 | 0.87 | 1.24 | 812 | 0.10 | 1.31

Seccidn transversal reconstruida

Método Métrica - g 9 0 i1 5
Tradicional PSNR 35.14 | 35.04 | 34.45 | 34.65 | 35.15 | 34.28
MSE (><10‘06) 2.56 2.26 2.32 2.34 1.94 2.21
Propuesto PSNR 39.08 | 38.00 | 37.20 | 39.57 | 38.86 | 36.93
MSE (><10‘06) 1.03 1.14 1.23 0.76 0.82 1.20
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Tabla 3: Métricas de las reconstrucciones de cada seccion transversal de la figura 23
con el 100 % de las medidas.

, . Seccidén transversal reconstruida
Método Métrica

1 2 3 4 5 6

Tradicional PSNR 32.43 | 32.95 | 32.93 | 32.68 | 33.06 | 33.46
MSE (x10° %) | 472 | 419 | 416 | 4.46 | 4.09 | 3.73

Propuesto PSNR 4278 | 34.11 | 36.71 | 38.10 | 35.94 | 37.23
MSE (x10-%) | 0.44 | 321 | 1.78 | 1.28 | 2.11 | 1.59

Seccidn transversal reconstruida

Método Métrica

7 8 9 10 11 12
Tradicional PSNR 32.88 | 33.15 | 32.59 | 32.92 | 32.83 | 32.67
MSE (x10 ) | 4.26 | 4.00 | 456 | 422 | 431 | 4.47
Propuesto PSNR 35.36 | 37.90 | 36.69 | 42.17 | 43.78 | 36.53
MSE (x10 %) | 241 | 1.34 | 1.80 | 051 | 0.35 | 1.94

Tabla 4: Métricas de las reconstrucciones de cada seccidn transversal de la figura 24
con el 100 % de las medidas.

, . Seccidén transversal reconstruida
Método Métrica

1 2 3 4 ) 6
Tradicional PSNR 35.37 | 35.58 | 35.91 | 36.54 | 36.03 | 36.11
MSE (x107%) | 2.49 2.40 2.21 1.89 2.11 2.10
Propuesto PSNR 41.38 | 41.96 | 40.57 | 42.60 | 42.14 | 40.36
MSE (x107°7) | 6.26 5.52 7.59 4.70 5.17 7.90

, . Seccidén transversal reconstruida
Método Métrica

7 8 9 10 11 12
Tradicional PSNR 36.00 | 35.51 | 34.98 | 35.29 | 35.67 | 34.87
MSE (x10-") | 2.08 | 2.03 | 2.06 | 2.02 | 1.72 | 1.93
Propuesto PSNR 39.08 | 38.00 | 41.11 | 39.28 | 38.43 | 39.33
MSE (x10~"7) | 6.42 | 856 | 9.29 | 8.03 | 484 | 7.50
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Tabla 5: Métricas de las reconstrucciones de cada seccion transversal de la figura 23
con el 75% de las medidas y ruido agregado con SNR = 10dB.

, . Seccidén transversal reconstruida
Método Métrica

1 2 3 4 5 6

Tradicional PSNR 25.90 | 25.68 | 26.46 | 25.71 | 26.33 | 26.12
MSE (x10 %) | 2.12 | 2.23 | 1.87 | 222 | 1.92 | 2.02

Propuesto PSNR 32.11 | 28.38 | 29.74 | 30.46 | 29.19 | 29.27
MSE (x10-%) | 5.09 | 12.3 | 878 | 7.44 | 9.97 | 9.79

, . Seccidn transversal reconstruida
Método Métrica

7 8 9 10 11 12
Tradicional PSNR 26.44 | 26.52 | 26.14 | 26.21 | 26.09 | 25.80
MSE (x10 %) | 1.88 | 1.84 | 2.01 | 1.98 | 2.03 | 2.18
Propuesto PSNR 29.27 | 30.89 | 31.59 | 34.33 | 33.52 | 29.05
MSE (x10°) | 933 | 6.73 | 5.74 | 3.05 | 3.67 | 104

Tabla 6: Métricas de las reconstrucciones de cada seccidn transversal de la figura 24
con el 75% de las medidas y ruido agregado con SNR = 10dB.

, . Seccidén transversal reconstruida
Método Métrica

1 2 3 4 5 6

Tradicional PSNR 28.03 | 28.27 | 28.13 | 28.74 | 28.25 | 27.71
MSE (x10 %) | 1.35 | 1.29 | 1.33 | 1.14 | 1.27 | 1.45

Propuesto PSNR 32.42 | 3217 | 31.39 | 33.89 | 31.42 | 30.33
MSE (x10 %) | 492 | 525 | 6.27 | 3.48 | 6.11 | 7.94

, . Seccidén transversal reconstruida
Método Métrica

7 8 9 10 11 12
Tradicional PSNR 2797 | 2796 | 27.11 | 27.72 | 27.63 | 27.19
MSE (x107%) | 1.32 1.15 1.26 1.16 1.09 1.13
Propuesto PSNR 31.30 | 30.00 | 31.01 | 31.30 | 31.96 | 31.09
MSE (x107%) | 6.14 9.21 5.12 5.34 4.04 4.60
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Tabla 7: Métricas de las reconstrucciones de cada seccion transversal de la figura 23
con el 100 % de las medidas y ruido agregado con SN R = 10dB.

, . Seccidén transversal reconstruida
Método Métrica

1 2 3 4 5 6

Tradicional PSNR 26.31 | 25.84 | 26.61 | 25.84 | 26.37 | 26.04
MSE (x10 %) | 1.93 | 2.15 | 1.80 | 2.15 | 1.90 | 2.06

Propuesto PSNR 33.07 | 30.70 | 31.54 | 31.79 | 31.28 | 30.29
MSE (<10 %) | 4.08 | 7.04 | 580 | 547 | 6.15 | 7.73

Seccidn transversal reconstruida

Método Métrica

7 8 9 10 11 12
Tradicional PSNR 26.46 | 26.55 | 26.18 | 26.15 | 26.13 | 25.85
MSE (x10°%) | 1.87 | 1.83 | 1.99 | 2.01 | 2.02 | 2.15
Propuesto PSNR 32.00 | 32.66 | 33.10 | 35.19 | 34.58 | 31.74
MSE (x10 ) | 523 | 448 | 4.05 | 250 | 2.8%8 | 5.54

Tabla 8: Métricas de las reconstrucciones de cada seccidn transversal de la figura 24
con el 100 % de las medidas y ruido agregado con SN R = 10dB.

, . Seccidén transversal reconstruida
Método Métrica

1 2 3 1 5 6

Tradicional PSNR 28.65 | 28.73 | 28.60 | 29.21 | 28.65 | 27.94
MSE (x10-") | 1.17 | 1.16 | 1.19 | 1.02 | 1.16 | 1.38

Propuesto PSNR 33.11 | 33.42 | 32.81 | 34.58 | 32.68 | 31.03
MSE (x10-") | 4.20 | 3.93 | 452 | 2.91 | 457 | 6.76

, . Seccidén transversal reconstruida
Método Métrica

7 8 9 10 11 12
Tradicional PSNR 28.27 | 28.25 | 27.46 | 28.03 | 27.99 | 27.47
MSE (x107%) | 1.23 1.08 1.16 1.07 1.01 1.06
Propuesto PSNR 32.33 | 33.02 | 31.72 | 31.40 | 33.45 | 32.26
MSE (x107%) | 4.84 3.60 4.40 7.52 2.87 3.52
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Figura 25: (a), (d) y (g) representan las imagenes originales de las secciones transver-
sales 7, 8 y 9 de la figura 23, respectivamente, donde la regién encerada
indica el objeto con alta densidad. (b), (e) y (h) corresponden a las image-
nes reconstruidas con el método tradicional. (c), (f) e (i) corresponden a las
imagenes reconstruidas con el método propuesto. Cabe aclarar que estas
imagenes reconstruidas se obtuvieron con el 75 % de las medidas.

32.6671dB 34.6255dB
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Figura 26: (a), (d) y (g) representan las imagenes originales de las secciones transver-
sales 2, 3 y 8 de la figura 24, respectivamente, donde la region encerada
indica el objeto con alta densidad. (b), (e) y (h) corresponden a las image-
nes reconstruidas con el método tradicional. (c), (f) e (i) corresponden a las
imagenes reconstruidas con el método propuesto. Cabe aclarar que estas
imagenes reconstruidas se obtuvieron con el 75 % de las medidas.
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Figura 27: (a), (d) y (g) representan las imagenes originales de las secciones transver-
sales 1, 3 y 11 de la figura 23, respectivamente, donde la region encerada
indica el objeto con alta densidad. (b), (e) y (h) corresponden a las image-
nes reconstruidas con el método tradicional. (c), (f) e (i) corresponden a las
imagenes reconstruidas con el método propuesto. Cabe aclarar que estas
imagenes reconstruidas se obtuvieron con el 100 % de las medidas.

32.4486 dB 42.7070 dB
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Figura 28: (a), (d) y (g) representan las imagenes originales de las secciones transver-
sales 1, 4 y 9 de la figura 24, respectivamente, donde la region encerada
indica el objeto con alta densidad. (b), (e) y (h) corresponden a las image-
nes reconstruidas con el método tradicional. (c), (f) e (i) corresponden a las
imagenes reconstruidas con el método propuesto. Cabe aclarar que estas
imagenes reconstruidas se obtuvieron con el 100 % de las medidas.
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Figura 29: (a), (d) y (g) representan las imagenes originales de las secciones transver-
sales 2, 4 y 5 de la figura 23, respectivamente, donde la region encerada
indica el objeto con alta densidad. (b), (e) y (h) corresponden a las image-
nes reconstruidas con el método tradicional. (c), (f) e (i) corresponden a las
imagenes reconstruidas con el método propuesto. Cabe aclarar que estas
imagenes reconstruidas se obtuvieron con el 75% de las medidas y ruido
agregado con SNR = 10dB.
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Figura 30: (a), (d) y (g) representan las imagenes originales de las secciones transver-
sales 6, 10 y 12 de la figura 24, respectivamente, donde la region encerada
indica el objeto con alta densidad. (b), (e) y (h) corresponden a las image-
nes reconstruidas con el método tradicional. (c), (f) e (i) corresponden a las
imagenes reconstruidas con el método propuesto. Cabe aclarar que estas
imagenes reconstruidas se obtuvieron con el 75% de las medidas y ruido
agregado con SNR = 10dB.
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Figura 31: (a), (d) y (g) representan las imagenes originales de las secciones transver-
sales 6, 10 y 12 de la figura 23, respectivamente, donde la region encerada
indica el objeto con alta densidad. (b), (e) y (h) corresponden a las image-
nes reconstruidas con el método tradicional. (c), (f) e (i) corresponden a las
imagenes reconstruidas con el método propuesto. Cabe aclarar que estas
imagenes reconstruidas se obtuvieron con el 100 % de las medidas y ruido
agregado con SNR = 10dB.
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Figura 32: (a), (d) y (g) representan las imagenes originales de las secciones transver-
sales 4, 7y 11 de la figura 24, respectivamente, donde la region encerada
indica el objeto con alta densidad. (b), (e) y (h) corresponden a las image-
nes reconstruidas con el método tradicional. (c), (f) e (i) corresponden a las
imagenes reconstruidas con el método propuesto. Cabe aclarar que estas
imagenes reconstruidas se obtuvieron con el 100 % de las medidas y ruido
agregado con SNR = 10dB.

29.1725dB 34.6191dB

62



7. CONCLUSIONES

Con una adquisicién de solo el 12.5% de las proyecciones es posible iden-
tificar los elementos de mayor atenuacién en el objeto.

La metodologia propuesta permite obtener una ganancia desde 1 dB has-
ta 10 dB con una compresion del 75% y 100 % en las medidas sin ruido,
comparado con las aperturas codificadas aleatorias.

La metodologia propuesta conserva una ganancia desde 2 dB hasta 8 dB
con una compresion del 75 % y 100 % en las medidas para un nivel de ruido
de 10 dB, comparado con aperturas codificadas aleatorias.

El problema de optimizacion planteado permite encontrar aperturas codifi-
cadas que mejoran la calidad de las imagenes CT reconstruidas.

El disefio de aperturas codificadas basado en la distribucion uniforme de
los elementos de paso permite obtener imagenes CT con mejor calidad de
reconstruccion que las aperturas aleatorias.
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